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ÖZET 

 

SİNGÜLER DİFÜZYON OPERATÖRÜ İÇİN TERS PROBLEMLER 

Elif EMRAHOĞLU 

 

Doktora Tezi 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Rauf AMİROV 

2019, 84+vii 

Bu çalışmada singüler difüzyon operatörü ele alınmıştır. Tez dört bölümden oluşmaktadır. 

Giriş bölümü; konunun önemini ve spektral teorideki yerini göstermektedir. İkinci 

bölümde; diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde sık kullanılan önemli tanım ve 

teoremler verilmiştir. Üçüncü bölümde;  difüzyon opertörünün spektral karakteristiklerinin 

ve verilen denklemin belirli başlangıç koşullarını sağlayan çözümleri için integral 

denklemler elde edilmiş, difüzyon denklemi için oldukça kullanışlı olan integral gösterilim 

verilmiş ve bu gösterilim kullanılarak sınır değer problemin özdeğer ve özfonksiyonlarının 

önemli özellikleri araştırılmıştır. Ayrıca integral gösterilimin çekirdek fonksiyonlarının 

sağladığı hiperbolik tip II. Mertebeden kısmi türevli diferansiyel denklemler sistemi elde 

edilmiştir. Ve bu sistemi sağlayan çekirdek fonksiyonlarının t=x ve t=-x karakteristikleri 

üzerindeki değerleri verilen diferansiyel denklemin katsayılarıyla ifade edilmiştir. Son 

olarak dördüncü bölümde ise ele alınan difüzyon operatörleri için ters problemlere yer 

verilmiştir. Verilen problemin katsayılarının Weyl fonksiyonu ve spektral veriler 

yardımıyla tek türlü belirlenebileceği ispatlanmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Difüzyon Denklemi, Spektrum, İntegral Gösterilim, Weyl 

Fonksiyonu, Ters Problem 
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INVERS PROBLEMS FOR THE SINGULAR DIFFUSION OPERATOR 

 

Elif EMRAHOĞLU 

PhD Thesis 

Department of Mathematics 

Supervisor :  Prof. Dr. Rauf AMİROV 

2019, 84+ vii pages 

In this study, diffusion operator is considered. This thesis consist of four chapters. In the  

introduction; important of subject and location in spectral theory are shown. In the second 

chapter; important definitions and theorems which are used frequently in spectral theory of  

differential operators  are given. In the third chapter, behaviours of spectral characteristics 

of diffusion operator and integral equations for solution which satisfy certain initial 

condition of given equation has been obtained and useful integral represantation some 

important properties of eigenvalues and eigenfunction have been investigated. The 

hyperbolic type 2nd order partial derivative differential equations provided by the kernel 

functions of the integral representation is obtained. The values of the kernel functions that 

provide this system on the t=x and t=-x characteristics are expressed with the coefficients 

of the given differential equation.  Finally, in the last chapter; It is proved that the 

coefficients of the given problem can be determined individually by means of  Weyl 

function and spectral data.    

Key Words: Diffusion Equation, Spectrum, Integral Representation, Weyl Function, 

Inverse Problem. 
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1. G·IR·IŞ

Modern fonksiyonel analiz ve uygulamalar¬n¬n ana dallar¬ndan olan spektral

teori baz¬uygulamal¬bilimlerde önemli bir yere sahiptir. Diferansiyel operatörlerin

spektral teorisi özellikle �zikte ve matematiksel �zikte kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r.

Diferansiyel operatörlerin spektral teorisi düz spektral problemler ve ters

spektral problemler olmak üzere ikiye ayr¬lmaktad¬r. Bir diferansiyel operatör veril-

di¼ginde operatörün spektrumunun ve öz fonksiyonlar¬n¬n aranmas¬ ve verilen bir

fonksiyonun bu operatörün öz fonksiyonlar¬na göre ayr¬̧s¬m¬n¬n incelenmesine düz

spektral problem, belirli verilere göre spektral karakteristikleri bu veriler olan opera-

törün inşas¬na ise ters spektral problem denmektedir.

Mekanik, elektronik, jeo�zik, �zik gibi farkl¬bilim dallar¬nda bir çok problem

ters problemlere indirgenmektedir. Örne¼gin jeo�zikte yer alt¬madenlerinin, yer al-

t¬ndaki elementlerin da¼g¬l¬m karakteristiklerine göre belirlenmesi; kuantum �zi¼ginde

saç¬lma verilerine göre alan potansiyellerinin bulunmas¬; mekanikte verilen dalga

boylar¬na göre homojen olmayan yayda yo¼gunluk da¼g¬l¬m¬n¬n ö¼grenilmesi ters prob-

lem örnekleri olarak verilebilir.

Literatürde

� d

dx

�
p (x)

dy

dx

�
+ q (x) y = �y (1.1)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemine Sturm-Liouville Denklemi; bu denklem

veya bu denklem ve farkl¬birtak¬m s¬n¬r koşullar¬taraf¬ndan üretilen operatörlere

Sturm-Liouville Operatörleri, bu operatörler için konulan spektral problemlere ise

Sturm-Liouville Problemi ad¬verilmektedir.

1836 y¬l¬nda Sturm ve Liouville taraf¬ndan ortaya konulan Sturm-Liouville

Teorisi başlang¬çta ¬s¬problemlerine uygulanm¬̧s olsa da günümüzde bir çok �ziksel

problemin araşt¬r¬lmas¬nda etkin yöntemlerden biri olmuştur.

Diferansiyel operatörler regüler ve singüler diferansiyel operatörler olmak

üzere ikiye ayr¬larak tan¬mlanm¬̧s ve bu operatörlerin spektral teorisi yap¬land¬r¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m bölgesi sonlu ve katsay¬lar¬toplanabilir fonksiyonlar olan diferansiyel opera-

törlere regüler diferansiyel operatör; tan¬m bölgesi sonsuz veya katsay¬lar¬ndan baz¬lar¬
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veya tamam¬toplanabilir olmayan veya her iki durumda sa¼glanacak şekildeki dife-

ransiyel operatörlere singüler diferansiyel operatör denir.

Sturm-Liouville operatörlerinin spektral teorisi ile ilgili ilk sonuçlar Bernoulli,

D�Alembert, Euler, Sturm ve Liouville�e aittir. Sturm (1836) ve Liouville (1836) be-

lirli koşullar alt¬nda (1.1) denklemi ve belli s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬

y (x) fonksiyonlar¬n¬n varl¬¼g¬n¬ sa¼glayan � say¬lar¬n¬n, yani özde¼gerlerin, ayr¬k bir

küme oluşturdu¼gunu ispatlam¬̧st¬r. XIX. yüzy¬l¬n sonlar¬nda ikinci mertebeden dife-

ransiyel operatörler için sonlu aral¬kta regüler s¬n¬r şartlar¬sa¼glanacak şekilde adi

diferansiyel operatörlerin özde¼gerlerinin da¼g¬l¬m¬G. D. Birko¤ taraf¬ndan incelen-

mi̧stir. Ayr¬k spektruma sahip ve uzay¬n tamam¬nda tan¬ml¬operatörlerin özde¼ger-

lerinin da¼g¬l¬m¬, özellikle kuantum mekani¼ginde çok önem taş¬maktad¬r. Birinci

mertebeden iki denklemin regüler sistemleri daha sonraki y¬llarda ele al¬nm¬̧st¬r.

Singüler operatörler için spektral teori ilk olarak Weyl taraf¬ndan incelenmi̧stir. ·In-

tegral denklemler teorisinde yap¬lan çal¬̧smalarda, lineer cebir problemleri ve titreşim

teorisi problemleri aras¬ndaki benzerlikten faydalanan ilk olarak Hilbert olmuştur.

Bunlar¬n sonucu olarak önce L2 uzay¬sonrada genel Hilbert Uzay¬kavramlar¬ku-

rulmuştur. H Hilbert Uzay¬ tan¬mland¬ktan sonra lineer self adjoint operatörler

teorisi h¬zla geli̧smeye başlam¬̧st¬r. Daha sonra Rietsz, Neumann, Friedrichs ve di¼ger

matematikçiler taraf¬ndan simetrik ve self adjoint operatörlerin genel spektral teorisi

oluşturulmuştur.

Diferansiyel denklemler için ters problemler teorisinin başlang¬c¬say¬lan ilk

çal¬̧sma Ambartsumyan�a aittir. 1929 y¬l¬nda Ambartsumyan taraf¬ndan Sturm-

Liouville operatörleri için ters problemlerle ilgili aşa¼g¬daki teorem ispatlanm¬̧st¬r:

Teorem 1.1 (Ambartsumyan,1929): q (x) fonksiyonu [0; �] aral¬¼g¬n da

gerçel de¼gerli sürekli fonksiyon olmak üzere �0; �1; :::; �n; :::�ler

y00 + f�� q (x)g y = 0 , 0 < x < � (1.2)

y0 (0) = y0 (�) = 0

probleminin özde¼gerleri olsun. E¼ger �n = n2; (n = 0; 1; :::) ise q (x) � 0 d¬r.

Ambartsumyan�¬n bu çal¬̧smas¬ndan sonra ters problemler teorisinde çeşitli

problemler ortaya ç¬km¬̧s ve bu tip problemlerin çözümü için farkl¬yöntemler ve-
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rilmi̧stir. Bu problemlerle ilgili en önemli sonuçlardan birisi de Borg�a aittir.

Teorem 1.2 (Borg,1945): h; h1; H sonlu gerçel say¬lar olmak üzere

�0; �1; :::; �n; :::�ler (1.2) diferansiyel denklemi ve

y0 (0)� hy (0) = 0 (1.3)

y0 (�) +Hy (�) = 0

s¬n¬r koşullar¬ ile verilen problemin; �0; �1; :::; �n; :::�ler ise (1:2) deki diferansiyel

denklemi ve

y0 (0)� h1y (0) = 0; h1 6= h (1.4)

y0 (�) +Hy (�) = 0

s¬n¬r koşullar¬ile verilen problemin özde¼gerleri olsun. O halde f�ngn�0 ve f�ngn�0
dizileri, q (x) fonksiyonunu ve h; h1; H say¬lar¬n¬tek olarak belirler.

Borg�un bu çal¬̧smas¬nda f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizilerinin verilen operatörün

farkl¬özde¼gerleri (spektrumlar¬) oldu¼gu varsay¬l¬r ve operatör bu diziler yard¬m¬yla

belirlenir. Yani bu tip operatörün varl¬¼g¬önceden kabul edilir. Borg, ayn¬çal¬̧smada,

bu tip diferansiyel operatörün tek olarak belirlenebilmesi için f�ngn�0 özde¼gerinin

yeterli olmad¬¼g¬n¬göstermi̧stir. O yüzden de Ambartsumyan�¬n sonucu istisna bir

durum olarak düşünülmektedir.

Borg�un çal¬̧smas¬ndan sonra potansiyelin q (� � x) = q (x) simetriklik koşu-

lunu sa¼glamas¬durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatörünü belirledi¼gi

N. Levinson (1949) taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r.

·Ikinci mertebeden singüler operatörlerin spektral teorisine yeni bir yaklaş¬m¬

da 1946 y¬l¬nda Titchmarsh vermi̧stir. Do¼gru ekseninde tan¬ml¬azalan veya artan

potansiyelli

L = � d2

dx2
+ q (x)

Sturm-Liouville operatörleri için özde¼gerlerin da¼g¬l¬m¬formülü Titchmarsh taraf¬n-

dan bulunmuştur. Son y¬llarda bu operatöre bir boyutlu q (x) potansiyelli Schrödinger

denklemi de denmektedir. Ayn¬zamanda bu çal¬̧smada Schrödinger operatörü için

özde¼gerlerin da¼g¬l¬m formülü de verilmi̧stir.
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Singüler diferansiyel operatörlerin incelenmesine ili̧skin ve diferansiyel opera-

törlerin spektral teorisinde önemli bir yere sahip olan çal¬̧smalar, 1949 y¬l¬nda Levi-

tan taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Levitan bu çal¬̧smalar¬nda spektral teoriyi esasland¬rmak

için önemli bir yöntem vermi̧stir. Farkl¬singüler durumlarda diferansiyel operatör-

lerin spektral teorisi, özellikle özde¼gerlerin, özfonksiyonlar¬n asimptoti¼gine ve öz-

fonksiyonlar¬n taml¬¼g¬na ili̧skin konular matematikçiler Courant, Birman, Salamyak,

Maslov, Keldych vs. taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir.

Dönüşüm operatörleri de ters problemlerin çözümünde önemli bir araç olmuş-

tur. Bu kavram¬J. Delsarte(1938), J. Lions(1957) ve B.M. Levitan (1964) yapt¬klar¬

çeşitli çal¬̧smalarda kullanm¬̧slard¬r.

Son y¬llarda operatörü belirlemeye yard¬mc¬olan farkl¬veriler s¬kl¬kla kul-

lan¬lmaya başlanm¬̧st¬r. Bunlar¬n en önemlilerinden biri Weyl fonksiyunudur. Weyl

fonksiyonu ilk olarak H. Weyl (1910) taraf¬ndan literatüre kat¬lm¬̧st¬r. Weyl�in ad¬yla

an¬lan M fonksiyonu öncelikle singüler problemler için Sturm-Liouville teorisinde

standart bir araç olmuştur.

G. Sh. Guseinov (1984) çal¬̧smas¬nda

y00 + [2�p (x) + q (x)] y = �2y (1.5)

regüler diferansiyel denklemini ele alm¬̧st¬r. Guseinov bu çal¬̧smas¬nda verilen

' (0; �) = 1, '0 (0; �) = h (1.6)

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümler için bir integral gösterilimin varl¬¼g¬n¬ispat-

lam¬̧s ve integral gösterilimindeki çekirdek fonksiyonun sa¼glad¬¼g¬bir tak¬m özellikleri

elde etmi̧stir. Bununla ilgili aşa¼g¬daki teoremi ispatlam¬̧st¬r: p (x) 2 Wm+1
2 [0; �] ve

q (x) 2 Wm
2 [0; �] ; m � 0 olmak üzere ' (x; �) fonksiyonu (1:5) denkleminin (1:6)

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü olsun.

Bu durumda her iki de¼gi̧skene göre m + 1: mertebeden türevleri karesiyle

toplanabilir A (x; t) ve B (x; t) gerçel de¼gerli fonksiyonlar vard¬r öyleki

' (x; �) = cos (�x� � (x)) +

xZ
0

A (x; t) cos�tdt+

xZ
0

B (x; t) sin�tdt (1.7)
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� (x) = xp (0) + 2

xZ
0

[A (�; �) sin� (�)�B (�; �) cos� (�)] d� (1.8)

q (x) = �p2 (x) + 2 d
dx
[A (x; x) cos� (x) +B (x; x) sin� (x)] (1.9)

A (0; 0) = h;
@A (x; t)

@t

����
t=0

= 0; B (x; 0) = 0 (1.10)

Burada

� (x) =

xZ
0

p (t) dt (1.11)

dir.

Ayr¬ca m � 1 ise

@2A (x; t)

@x2
� 2p (x) @B (x; t)

@t
� q (x)A (x; t) =

@2A (x; t)

@t2
(1.12)

@2B (x; t)

@x2
+ 2p (x)

@A (x; t)

@t
� q (x)B (x; t) =

@2B (x; t)

@t2
(1.13)

Tersine A (x; t) ve B (x; t) fonksiyonlar¬de¼gi̧skenlerine göre 2. mertebeden

karesiyle integrallenebilir k¬smi türevlere sahip olup (1:12) ; (1:13) denklemlerini ve

(1:8) ve (1:11) koşullar¬n¬sa¼glarsa (1:7) eşitli¼giyle verilen ' (x; �) fonksiyonu (1:5)

denkleminin (1:6) başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümüdür.

Yukar¬da ifadesi verilen teoremde elde edilen (1:7) gösteriliminden yarar-

lan¬larak (1:5) denklemi ve

y0 (0)� hy (0) = 0

y0 (�) +Hy (�) = 0

s¬n¬r koşullar¬ile verilen problemin özde¼gerleri için

�n = n+ c0 +
c1
n
+
c1;n
n

davran¬̧slar¬elde edilmi̧stir. Burada

c0 =
1

�

�Z
0

p (x) dx;
X
n

jc1;nj2 <1

c1 =
1

�

�
h+H +

1

2

� �Z
0

[q (x) + p2 (x)] dx

dir. Ayr¬ca problemin normalleştirici say¬lar¬için ise

�n =
�

2
+
�1
n
+
�1;n
n
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davran¬̧slar¬elde edilmi̧stir. Burada

�1 = �
�

2
p (0) ;

X
n

j�1;nj2 <1

d¬r.

Bu çal¬̧smada f�n; �ng ve f�n; �ng spektral karakteristiklere göre ters prob-

lemin çözümüyle ilgili algoritma verilmi̧stir.

Klasik s¬n¬r de¼ger problemlerinin yan¬s¬ra süreksiz s¬n¬r de¼ger problemlerinin

incelenmesi, hem matematiksel �zi¼gin yeni somut problemlerine çözüm sunmakta

hem de teorik matemati¼gin geli̧simine katk¬sa¼glamaktad¬r. Aral¬¼g¬n iç noktas¬nda

süreksizli¼ge sahip s¬n¬r de¼ger problemleri de matematikte, �zikte, jeo�zik ve do¼ga

bilimlerinin bir çok dal¬nda s¬kl¬kla kaŗs¬laş¬lan problemlerdir. Genel olarak bu prob-

lemler süreksiz yap¬özellikleri ile ba¼glant¬l¬d¬r. Örne¼gin, elektronikte elektrik hat-

t¬n¬n parametrelerinin belirlenmesi için süreksiz ters probleme başvurulur. Bir başka

örnek de yeryüzünün sal¬n¬m¬ için jeo�zik modellerdir. Buradaki süreksizlik yer

kabu¼gunun temelindeki kesme dalgalar¬n¬n yans¬mas¬ile ilgilidir.

Süreksiz katsay¬ya sahip s¬n¬r de¼ger problemleri son günlerde uygulamal¬

matematikçilerin yöneldi¼gi çal¬̧sma konular¬ndan biridir. Çünkü bu tip problem-

ler �zikte, jeo�zikte ve elektronikte do¼grudan uygulama alan¬na sahiptir. Süreksiz

katsay¬ya sahip s¬n¬r de¼ger problemlerinde ayr¬ca süreksizlik koşullar¬da olabilmek-

tedir. Örne¼gin � (x) parçal¬tan¬ml¬bir fonksiyon olmak üzere

� (x)
@2u (x; t)

@t2
= �@

2u (x; t)

@x2
+ q (x)u (x; t) + 2p (x)

@u (x; t)

@t8<: u (d+ 0; t) = �u (d� 0; t)

u0x (d+ 0; t) = ��1u0x (d� 0; t) + �u (d� 0; t)

problemi, Fourier metodu kullan¬larak

�y00 + [2�p (x) + q (x)] y = �2� (x) y; x 2 I (1.14)8<: y (d+ 0) = �y (d� 0)

y0 (d+ 0) = ��1y0 (d� 0) + �y (d� 0)

problemine dönüşür. Burada I = (0; d) [ (d; �) ; � > 0 j�� 1j2 + �2 6= 0; d 2 (0; �)

reel sabitlerdir. (1:14) diferansiyel denklemine difüzyon denklemi denir. Bu problem

�ziksel olarak, iki farkl¬materyalin uç noktalar¬ndan birleştirilmesi ile oluşan kat¬
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cismin titreşim problemidir. Benzer şekilde iki farkl¬materyalin birleştirilmesi ile

oluşturulan cisimler için ¬s¬ya da elektrik iletimi problemleri de süreksiz katsay¬l¬ya

da aral¬kta süreksizli¼ge sahip difüzyon problemine indirgenebilir.

A.M. Savchuk ve A.A. Shkalikov 1999 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda q (x) 2 L1;loc (a; b)

olmak üzere

l (y) = �y00 + q (x) y

diferansiyel ifadesiyle üretilen Sturm-Liouville operatörlerini ele alm¬̧slard¬r.

LM (y) : = l (y)

D (LM) =
�
y
��y[1] 2 W 1

1 [0; 1] ; l (y) 2 L2 (0; 1)
	

y[1] (x) : = y0 (x)� u (x) y (x) , q (x) = u0 (x) , u (x) 2 L2 (0; 1)

D (Lm) =
�
y
��y 2 D (LM) , y (�1) = y[1] (�1) = 0

	
Sonlu bir aral¬ktaki bu tip potansiyellere kaŗs¬l¬k gelen minimal (Lm) ve mak-

simal (LM) operatörler inşa edilmi̧stir. Minimal operatörlerin bütün self adjoint

geni̧slemeleri tan¬mlanm¬̧s ve bu geni̧slemelerin özde¼gerlerinin asimptotlar¬bulun-

muştur. Ayr¬ca bu makalede Sturm-Liouville operatörünün tan¬m¬ve onun q (x)

potansiyeli birinci mertebeden bir da¼g¬l¬m fonksiyonu olarak verilmi̧stir. Yani

q (x) = u0 (x) ; u (x) 2 L2 (a; b)

regülerizasyon dönüşümü uygulanm¬̧st¬r. Burada u (x) fonksiyonu hemen hemen her

yerde türevlenebilirdir.

R. Kh. Amirov�un (2004) çal¬̧smas¬nda

l (y) = �y00 (x) + c

x�
y (x) + q (x) y (x) 0 < x < �

diferansiyel ifadenin üretti¼gi operatör ele al¬nm¬̧st¬r. Burada c gerçel say¬, � 2 [1; 2),

q (x) ise gerçel de¼gerli s¬n¬rl¬ fonksiyondur. A. M Savchuk ve A.A. Shkalikov�un

yukar¬da bahsedilen çal¬̧smalar¬ndan farkl¬olarak bu çal¬̧smada incelenen diferan-

siyel operatörün potansiyel fonksiyonu regüler olmayan bir singüler fonksiyondur.

Dolay¬s¬yla singülerlik derecesi daha yüksek olup potansiyel fonksiyon W��
2 s¬n¬f¬na

aittir.
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Bu çal¬̧smada verilen diferansiyel ifadeye kaŗs¬l¬k gelen

�y00 + u0 (x) y = �2y 0 < x < �

diferansiyel denklemi ve

U (y) = (��y) (0)� hy (0) = 0

V (y) = (��y) (�) +Hy (�) = 0

s¬n¬r koşullar¬yla verilen problemin çözümü için integral gösterimler elde edilmi̧s ve

bu integral gösterilimlerin çekirdek fonksiyonlar¬n¬n baz¬özellikleri ö¼grenilmi̧stir.

·I. M. Nabiev�in (2004) çal¬̧smas¬nda

�y00 + q (x) y + 2�p (x) y = �2y

denkleminin q (x) 2 L2 [0; �], p (x) 2 W 1
2 [0; �] olmak üzere

y (0) + wy (�) = 0; wy0 (0) + �y (�) + y0 (�) = 0

ayr¬k olmayan s¬n¬r koşullar¬n¬gerçekleyen lineer ba¼g¬ms¬z çözümlerin varl¬¼g¬ve on-

lar¬n özellikleri incelenmi̧stir. Burada q (x) ve p (x) gerçel de¼gerli fonksiyonlar, w

kompleks, � ise gerçel say¬lar olup jwj = 1 dir. Ayr¬ca, bu çal¬̧smada verilen prob-

lemin spektral karakteristikleri tan¬mlanm¬̧s ve bu spektral karakteristiklere göre

farkl¬konumlarda verilen ters problemlerin çözümü için teklik teoremleri ispatlan-

m¬̧st¬r.

·I. M. Guseinov, ·I. M. Nabiev (2007) çal¬̧smas¬nda q (x) 2 L2 [0; �], p (x) 2

W 1
2 [0; �] gerçel de¼gerli fonksiyonlar ve ajk�lar herhangi kompleks say¬lar olmak üzere

l�y = y00 +
�
�2 � 2�p (x)� q (x)

�
y = 0; x 2 [0; �]

diferansiyel denklemi

aj1y (0) + aj2y
0 (0) + aj3y (�) + aj4y

0 (�) = 0; j = (1; 2)

s¬n¬r koşullar¬n¬n üretti¼gi s¬n¬r de¼ger problemi incelenmi̧stir. Çal¬̧smada verilen prob-

lemin spektral karakteristikleri tan¬mlan¬r, spektral karakteristiklere göre konum-

lanan ters problemlerin çözümü için yeterli koşullar belirlenir ve bir algoritma veri-
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lir. Ayr¬ca ek koşullar alt¬nda ters problemin çözümü için gerekli ve yeterli koşullar

belirlenmi̧stir.

·I. M. Nabiev (2007) çal¬̧smas¬nda [0; �] aral¬¼g¬nda

y00 +
�
�2 � 2�p (x)� q (x)

�
y = 0 (1.15)

difüzyon denklemi ve

y (�) = eity (0) ; y0 (�) = eity0 (0) (1.16)

s¬n¬r koşullar¬ taraf¬ndan üretilen Lt s¬n¬r de¼ger problemi incelenmi̧stir. Burada

p (x) 2 W 1
2 [0; �] ve q (x) 2 L2 [0; �] dir. m tam say¬olmak üzere e¼ger t = �m ise (m

çift) (1.16) s¬n¬r koşullar¬periyodik s¬n¬r koşullar¬na ,e¼ger t 6= �m (m tek) ise yar¬

periyodik s¬n¬r koşullar¬na dönüşür.

p (x) � 0 oldu¼gunda çeşitli Sturm-Liouville operatörleri için ters spektral

problemler ayr¬k olmayan s¬n¬r koşullar¬yla beraber I. V. Stankevich, V.A. Sadovnichii,

V.A. Marchenko, O. A. Plaksina, V.A. Yurko, M.G. Gasymov, I. M. Guseinov

taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. G. Sh. Guseinov (1984), I. M. Guseinov ve I. M. Nabiev

(2000), I. M. Nabiev (2003) ve I. M. Nabiev (2004) de belli başlang¬ç koşullar¬alt¬nda

verilen (1.15) difüzyon denklemi için dönüşüm problemleri çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Özellikle G.

Sh. Guseinov (1984), I. M. Guseinov ve I. M. Nabiev (2000), I. M. Nabiev (2003)

de spektrumlar¬n karakteristikleri diferansiyel metodlarla periyodik durumlar¬elde

edilmi̧stir.

Yar¬periyodik s¬n¬r koşullar¬n¬n baz¬özel durumlar¬henüz çal¬̧s¬lmam¬̧st¬r.

Bu makalede bu durum göz önünde bulundurularak yar¬periyodik ters problemlerin

çözümünün tekli¼gi ve operatörün inşas¬ile ilgili ters probleminin çözümü için yeterli

koşullar elde edilmi̧stir.

R. Hryniv and N. Pronska (2012) çal¬̧smas¬nda

�y00 + q (x) y + 2�p (x) y = �2y (1.17)

y (0) = y (1) = 0 (1.18)

problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada p (x) fonksiyonu gerçel de¼gerli olup L2 (0; 1) uzay¬na

ait, q (x) ise gerçel de¼gerli olup negatif indisliW�1
2 Sobolev Uzay¬na ait fonksiyondur.

9



Bu çal¬̧smada verilen (1:17) ; (1:18) problemi y[1] := y0 � ry dönüşümü yard¬m¬yla

regülerize edilerek verilen başlang¬ç de¼ger probleminin çözümleri için integral gös-

terilimlerinin varl¬¼g¬ ispatlanm¬̧s ve bu gösterilimlerden yararlan¬larak özde¼ger ve

normalleştirici say¬lar¬n asimptotik ifadeleri ve f�n; �ng spektral karakteristiklerine

göre ters problemin çözümüyle ilgili bir algoritma verilmi̧stir.

N. Pronska (2012) çal¬̧smas¬nda bir önceki çal¬̧smas¬nda oldu¼gu gibi q 2

W�1
2 (0; 1) iken (1:17)� (1:18) problemi belirli dönüşümler yard¬m¬yla Dirac siste-

mine indirgenerek bu sistemin temel çözümleri için integral gösterimler elde edilmi̧s,

integral gösterilimden yararlanarak verilen problemin özde¼gerlerinin asimptotikleri

elde edilmi̧stir. Bu çal¬̧smada iki farkl¬Dirichlet probleminin özde¼gerlerini yani,

f�n; �ng ikilisine göre ters problemin çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi ispatlanm¬̧st¬r.

Ayr¬ca çözümün inşas¬için bir algoritma önerilmi̧stir.

N.Pronska (2012) çal¬̧smas¬nda (1:17) denkleminin spektral özellikleri negatif

indisli Sobolev Uzaylar¬nda ele al¬nm¬̧s, bir önceki çal¬̧smalar¬ndan farkl¬olarak spek-

tral karakteristikler tan¬mlanm¬̧s ve quasi dönüşümünden yararlanarak incelenen

problem 1. mertebeden denklem sistemine indirgenmi̧stir. Bu şekilde elde edilen

sistem Pontryagin uzaylar¬nda lineerleştirilerek daha kullan¬l¬r hale indirgenmi̧stir

ve elde edilen sistemin verilen probleme denkli¼gi ispatlanm¬̧st¬r. Buradan da özde¼ger-

lerinin geometrik tekrarlama derecelerinin yani katl¬l¬klar¬n¬n 1�e eşit oldu¼gu göste-

rilmi̧stir. Ayr¬ca verilen problemin normallletirici say¬lar¬n (1:17)� (1:18) Dirichlet

probleminin özde¼gerleriyle ifadesi verilmi̧stir. Son olarak ters problemin çözümü için

bir algoritma verilmi̧stir.

N. Pronska (2013) çal¬̧smas¬nda q (x) ve p (x) fonksiyonlar¬kompleks oldu¼gu

durumda difüzyon denklemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada p (x) 2 L2 (0; 1) uzay¬ndan

olan kompleks de¼gerli fonksiyon, q (x) ise negatif indisli Sobolev Uzay¬na ait yani

W�1
2 (0; 1) uzay¬ndan olan kompaszxleks de¼gerli fonksiyondur. Bu durumda (1:14)

denklemi için konulan Dirichlet s¬n¬r de¼ger problemi incelenmi̧s ve bu problemin

özde¼gerleri ve özfonksiyonlar¬için davran¬̧slar elde edilmi̧stir. Ayr¬ca �n normalleştirici

say¬lar¬n¬n iki farkl¬Dirichlet probleminin özde¼gerleri ile ifadesi verilmi̧stir. Daha

önceki çal¬̧smalar¬nda oldu¼gu gibi bu çal¬̧smas¬nda da verilen problemin temel çözüm

sistemi için integral gösterilimler elde edilmi̧s ve verilen problem özel tip Dirac sis-
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teme indirgenerek özde¼gerlerin ve özfonksiyonlar¬n özellikleri ö¼grenilmi̧stir.

Amirov ve Nabiev (2013)�in makalelerinde sonlu aral¬¼g¬n herhengi bir nok-

tas¬nda impulsif koşullara sahip yani parçan¬n içinde herhangi bir noktada çözümü

süreksizli¼ge sahip kuadratik demetiyle üretilen s¬n¬r de¼ger problemi için ters problem-

leri çal¬̧sm¬̧slard¬r. Ayr¬ca Sturm Liouville denkleminin kuadratik demetinin lineer

ba¼g¬ms¬z çözümleri için integral gösterilimler elde edilmi̧stir.

fv (x; �) (v = 1; 2) fonksiyonu fv (0; �) = 1; f 0v (0; �) = �wv başlang¬ç koşullar¬

ve y (a+ 0) = �y (a� 0), y0 (a+ 0) = ��1y0 (a� 0) süreksizlik koşullar¬n¬sa¼glas¬n.

L�y := y00+
�
�2 � 2�p (x)� q (x)

�
y , x 2 [0; a)[(a; �] diferansiyel ifadesi taraf¬ndan

üretilen

fv (x; �) = f0v (x; �) +

xZ
�x

Av (x; t) e
�wvtdt

integral gösterimleri verilmi̧stir. Burada

f0v (x; �) = l+ (x) e�wvxR+v (x) + l� (x) e�wvtR�v (x)

R�v (x) = e�wv�
�(x); �� (x) =

xZ
(a�a)=2

p (t) dt

l� (x) =
1

2

�
l (x) +

1

l (x)

�
ve l (x) =

8<: 1; 0 � x � a

�; ...a � x � �

9=;
d¬r Bu integral gösterimlerden yola ç¬k¬larak s¬n¬r de¼ger problem için aşa¼g¬daki

şekilde asimptotik formüller elde edilmi̧stir.

�n = �0n +
dn

�0n
+
�n

�0n
; n! �1

burada �n 2 l2 , dn s¬n¬rl¬bir dizi ve �0n = n+
1

�
+ �+ (�) + hn; supn jhnj <1 d¬r.

Ayr¬ca öncelikle verilen problem içinWeyl çözümü veWeyl fonksiyonu kavram-

lar¬verilmi̧s bu şekilde tan¬mlanan Weyl çözümü ve Weyl fonksiyonun �0 n¬n yete-

rince büyük de¼gerlerinde davran¬̧slar¬ö¼grenilmi̧stir. Daha sonra ise Weyl fonksiyo-

nunun özelliklerinden yaralan¬larak bu fonksiyonun verilen problemi tek olarak be-

lirleyebilece¼gi ispatlanm¬̧st¬r. Benzer şekilde iki spektruma ve bir spektrum ve nor-

malleştirici say¬lara göre konumlanan ters problemin çözümünün tekli¼gi gösterilmi̧s-

tir.
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Seval Karaca�n¬n (2013) doktora tezinde

L :=

8>>>>>><>>>>>>:

�y00 + [2�p (x) + q (x)] y = �2� (x) y; x 2 I

U (y) := y0 (0) = 0 V (y) := y (�) = 0

y (d+ 0) = �y (d� 0)

y0 (d+ 0) = ��1y0 (d� 0) + 
y (d� 0)

s¬n¬r de¼ger problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada � spektral parametre, q (x) ve p (x)

fonksiyonlar¬s¬ras¬yla L2 (0; �) ve W 1
2 (0; �) s¬n¬f¬na ait reel de¼gerli fonksiyonlard¬r.

Ayr¬ca

� (x) =

8<: 1; 0 � x < d

�2; d < x � �
; 0 < � < 1

şeklinde basamak fonksiyonu ve j� � 1j2 + 
2 6= 0; d 2
��
2
; �
�
sabitlerdir. Tezde

verilen denklemin belirli başlang¬ç ve süreksizlik koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri için

integral denklemler elde edilmi̧s, difüzyon denklemi için oldukça kullan¬̧sl¬olan integ-

ral gösterilim verilmi̧s ve bu gösterilim kullan¬larak s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼ger

ve özfonksiyonlar¬n¬n önemli özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca ele al¬nan difüzyon o-

peratörleri için ters problemlere yer verilerek operatörün katsay¬lar¬n¬n Weyl fonksi-

yonu ve kar¬̧s¬k spektral veriler (yar¬-ters problem) ile tek olarak belirlendi¼gi ispat-

lanm¬̧st¬r.

A.A. Nabiev and R.Kh. Amirov (2015) çal¬̧smas¬nda süreksiz katsay¬l¬

�y00 + (q (x) + 2�p (x)) y = �2� (x) y 0 � x � �

difüzyon denklemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada q (x) 2 L2 2 (0; �) ; p (x) 2 W 1
2 (0; �)

koşulunu sa¼glayan gerçel de¼gerli fonksiyonlar, � (x) ise � (x) =

8<: 1; 0 � x � a

�2; a � x � �

şeklinde verilen a 2 (0; �), a >
��

�+ 1
olmak üzere parçal¬ sabit fonksiyondur.

Bu çal¬̧smada verilen süreksiz katsay¬l¬difüzyon denklemi için konulan yj (0; �) =

1; y0j (0; �) = (�1)j+1 i� (i; j = 1; 2) şeklinde başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan temel

çözüm sistemi için integral gösterilimler elde edilmi̧stir. Ayr¬ca temel çözüm sis-

temin integral gösterilimlerinin çekirdek fonksiyonlar¬n¬n özellikleri ö¼grenilmi̧s yani

çekirdek fonksiyonlar¬n x ve t de¼gi̧skenlerine göre türevlere sahip oldu¼gu ve bu
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türev fonksiyonlar¬n L1 (��+ (x) ; �+ (x)) uzay¬na ait oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. Burada

�+ (x) = x�� �a+ a d¬r.

Sunulan tezde

L :=

8<: �y00 + fq (x) + 2�p (x)g y , 0 < x < �

U (y) := y (0) = 0, V (y) := y (�) = 0

s¬n¬r de¼ger problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada q (x) = q0 (x) +
A

x�
, A 2 R; � 2�

1;
3

2

�
, q0 (x), p (x) fonksiyonlar¬ s¬ras¬yla L2 [0; �] ve W 1

2 [0; �] s¬n¬f¬na ait reel

de¼gerli fonksiyonlar ve � spektral parametredir.

Tezin birinci bölümünde diferansiyel denklemlerin spektral teorisindeki, özel-

likle Sturm-Liouville ve Difüzyon Denklemlerinin üretti¼gi diferansiyel operatörlerin

spektral teorisindeki yeni geli̧smeleri verilmi̧stir.

Tezin ikinci bölümünde; çal¬̧smada kullan¬lan baz¬temel tan¬m ve teoremlere

yer verilmi̧stir.

Tezin üçüncü bölümünde singüler difüzyon denklemi yar¬türev uygulanarak

birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemine indirgenmi̧s ve bu sistem için

konulan belirli başlang¬ç koşullar¬yla verilen başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

için integral gösterilimler elde edilmi̧s ve bu integral gösterilimlerin çekirdek fonksi-

yonlar¬n¬n özellikleri ö¼grenilmi̧stir.

3.1 alt bölümünde singüler difüzyon denkleminin verilen başlang¬ç koşullar¬n¬

sa¼glayan çözümü için

y1 (x; �) = ei�x +

xZ
0

u (t) y1 (t) cos� (x� t) dt� 1

�

xZ
0

u (t) y2 (t) sin� (x� t) dt

+
1

�

xZ
0

�
q0 (t) + 2�p (t)� u2 (t)

	
y1 (t) sin� (x� t) dt

y2 (x; �) = i�ei�x � �

xZ
0

u (t) y1 (t) sin� (x� t) dt�
xZ
0

u (t) y2 (t) cos� (x� t) dt

+

xZ
0

�
q0 (t) + 2�p (t)� u2 (t)

	
y1 (t) cos� (x� t) dt
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integral denklemleri sistemi elde edilmi̧stir. Elde edilen integral denklemleri sistemi-

nin çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi gösterilerek;

y1 (0) = 1

y2 (0) = i�

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü için aşa¼g¬daki gösterilimleri elde edilmi̧stir.

y1 (x; �) = a (x) ei�x +

xZ
�x

K11 (x; t) e
i�tdt

y2 (x; �) = i�a (x) ei�x + b (x) ei�x +

xZ
�x

K21 (x; t) e
i�tdt+ i�

xZ
�x

K22 (x; t) e
i�tdt

3.2. alt bölümünde, elde edilen integral gösterilim yard¬m¬yla çekirdek fonksi-

yonlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬hiperbolik tip 2. mertebeden k¬smi türevli diferansiyel denk-

lemler sistemi elde edilmi̧stir. Bu sistemi sa¼glayan çekirdek fonksiyonlar¬n¬n t =

x ve t = �x karakteristikleri üzerindeki de¼gerleri verilen diferansiyel denklemin

katsay¬lar¬ile ifade edilmi̧stir.

Tezin 4. bölümünde verilen problemin spektral özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

4.1. alt bölümünde L probleminin karakteristik fonksiyonunun özellikleri in-

celenmi̧stir.

4.2 alt bölümünde L probleminin n�in yeterince büyük de¼gerlerindeki özde¼ger-

lerinin;

�n = �0n +
dn
n
+
�n
n

şeklinde davran¬̧slar¬elde edilmi̧stir

Burada �0n = n+
� (�)

�
, n = 0;�1;�2; :::

dn =

�Z
0

eAt (�; t) sinntdt� eB (�; �)� �Z
0

eBt (�; t) cosntdt

�n = �
(�1)n dn
n�2

24 �Z
0

t eA (�; t) sinntdt� �Z
0

t eB (�; t) cosntdt
35

dir. Ayr¬ca dn s¬n¬rl¬bir dizi ve �n 2 l2 dir.
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L probleminin n�in yeterince büyük de¼gerlerindeki özfonksiyonlar¬n¬n

'n (x) = ' (x; �n) = sin
�
�0nx� � (x)

�
+
1

�0n

�
A (x; x) sin�0nx�B (x; x) cos�0nx+B (x; 0)

�
� 1

�0n

xZ
0

At (x; t) sin�
0
ntdt+

xZ
0

Bt (x; t) cos�
0
ntdt+

�n

n

şeklinde davran¬̧sa sahip oldu¼gu elde edilmi̧stir. Burada �n 2 `2 , DtA (x; t) 2

L1 (0; x) , DtB (x; t) 2 L1 (0; x) ve

�n =

�
dn
n
+
�n
n

�8<:
�Z
0

tB (x; t) cos�0ntdt�
�Z
0

tA (x; t) sin�0ntdt

9=;
=
dn1
n
+
�n1
n

d¬r. Burada

dn1 = dn

8<:
�Z
0

tB (x; t) cos�0ntdt�
�Z
0

tA (x; t) sin�0ntdt

9=;
�n1 = �n

8<:
�Z
0

tB (x; t) cos�0ntdt�
�Z
0

tA (x; t) sin�0ntdt

9=;
d¬r.

L probleminin n�in yeterince büyük de¼gerlerindeki normalleştirici say¬lar¬n¬n

�n =
�

2
� � (�)

2�n
+
dn

�0n
+
�n

�0n
şeklindeki davran¬̧slar¬elde edilmi̧stir. Burada

�n = �
1

2

�Z
0

sin 2�nx sin 2� (x) p (x) dx

+
1

2

�Z
0

sin 2�nx cos 2� (x) p (x) dx� 2
�Z
0

x eA (x; x) xZ
0

eA (x; t) cos�ntdt cos�nxdx
�2

�Z
0

x eB (x; x) xZ
0

eB (x; t) sin�ntdt sin�nxdx+2 �Z
0

cos� (x)

0@ xZ
0

eA (x; t) cos�ntdt
1A sin�nxdx

� 2
�Z
0

sin� (x)

0@ xZ
0

eA (x; t) cos�ntdt
1A cos�nxdx

+ 2

�Z
0

cos� (x)

0@ xZ
0

eB (x; t) sin�ntdt
1A sin�nxdx
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� 2
�Z
0

sin� (x)

0@ xZ
0

eB (x; t) sin�ntdt
1A cos�nxdx

� � (�)

�Z
0

eA (x; t) cos�ntdt� � (�)

�Z
0

eB (x; t) sin�ntdt
+ 2

�Z
0

� (x) eA (x; x) xZ
0

eA (x; t) cos�ntdt cos�nxdx
+ 2

�Z
0

� (x) eB (x; x) xZ
0

eB (x; t) sin�ntdt sin�nxdx

� 2
�Z
0

p (x) cos� (x)

0@ xZ
0

eA (x; t) cos�ntdt
1A sin�nxdx

+ 2

�Z
0

p (x) sin� (x)

0@ xZ
0

eA (x; t) cos�ntdt
1A cos�nxdx

� 2
�Z
0

p (x) cos� (x)

0@ xZ
0

eB (x; t) sin�ntdt
1A sin�nxdx

+ 2

�Z
0

p (x) sin� (x)

0@ xZ
0

eB (x; t) sin�ntdt
1A cos�nxdx

+
1

2

�Z
0

sin 2� (x) sin 2�nxdx+
1

2

�Z
0

cos 2� (x) cos 2�nxdx

ve

dn = �
1

2
cos 2� (�) sin 2�n�

şeklinde tan¬mlanan s¬n¬rl¬bir dizidir..

4.3 alt bölümünde L probleminin Weyl çözümü ve Weyl fonksiyonunun özel-

likleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

4.4 alt bölümünde Weyl fonksiyonu ve spektral verilere göre ters problemin

çözümü için teklik teoremleri verilmi̧stir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde s¬k s¬k kullan¬lan önemli

tan¬m ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 2.1: E 6= ? herhangi bir küme ve M herhangi bir cisim olsun.

+ : E x E ! E ve : :M x E ! E fonksiyonlar¬için aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬yorsa

E 0ye M cismi üzerinde vektör uzay¬denir.

i) (E;+) cebirsel yap¬s¬de¼gi̧smeli gruptur.

i1) 8a; b 2 E için a+ b 2 E dir. (Kapal¬l¬k Özelli¼gi)

i2) 8a; b; c 2 E için a+ (b+ c) = (a+ b) + c dir. (Birleşme Özelli¼gi)

i3) 8a 2 E için a+ e = e+ a = a olacak şekilde bir tek e 2 E vard¬r.

i4) 8a 2 E için a+ a0 = a0 + a = 0 olacak şekilde bir tek a0 2 E vard¬r.

i5) 8a; b 2 E için a+ b = b+ a d¬r. (De¼gi̧sme Özelli¼gi)

ii) 8a; b 2 E ve 8�; � 2M olmak üzere aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬r.

ii1) �a 2 E dir.

ii2) � (a+ b) = �a+ �b dir.

ii3) (�+ �) a = �a+ �a d¬r.

ii4) (��) a = � (�a) d¬r.

ii5) 8a 2 E için 1:a = a olacak şekilde 1 2M vard¬r. Burada 1, E cisminin

birim elemen¬d¬r.

Tan¬m 2.2 : D (L) ve R (L) ayn¬cisim üzerinde birer vektör uzaylar¬olmak

üzere L : D (L)! R (L) şeklinde tan¬mlanan dönüşüme operatör denir. Bu operatör

8x; y 2 D (L) ve 8� skaleri için

l1) L (x+ y) = L (x) + L (y)

l2) L (�x) = �L (x)

koşullar¬sa¼glan¬yorsa L �ye Lineer Operatör veya Lineer Homomor�zm denir.

L : D (L) ! R (L) operatörü birebir ve örten ise L operatörüne Lineer ·Izomor-

�zm denir. De¼ger kümesi reel say¬lar veya kompleks say¬lar olan operatörlere ise

Fonksiyonel denir.

Tan¬m 2.3 : H , C cismi üzerinde tan¬ml¬ bir vektör uzay¬ olmak üzere
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8x; y; z 2 H ve 8� 2 C için aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan (:; :) : H �H ! C fonksi-

yonuna H da bir ·Iç Çarp¬m denir.

i) (x; x) � 0 ; (x; x) = 0() x = 0

ii) (x; y) = (y; x)

iii) (�x; y) = � (x; y)

iv) (x+ z; y) = (x; y) + (x; z)

kxk :
p
(x; x) ifadesi x�in normu olarak tan¬mlanmaktad¬r.

Bir iç çarp¬m üzerindeki her Cauchy dizisi bu norma göre uzay içerisinde bir

limite sahipse bu uzaya Hilbert Uzay¬d¬r denir. Örne¼gin;

L2 [a; b] =

8<:f (x) =
bZ
a

[f (x)]2 dx <1

9=;
uzay¬(f; g) =

bZ
a

f (x) g (x)dx iç çarp¬m¬ile bir Hilbert Uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.4.: Bir H Hilbert Uzay¬nda tan¬ml¬L lineer operatörü verilsin.

E¼ger 8x 2 D (L) için kLxk � n kxk olacak şekilde bir n > 0 say¬s¬varsa L opera-

törüne s¬n¬rl¬lineer operatör denir.

Tan¬m 2.5 : H bir Hilbert Uzay¬ve M , H�¬n bir alt uzay¬olsun. Her bir

x 2 H için lim
n!1

xn = x olacak şekilde 9 (xn) � M dizisi varsa M�ye H�da yo¼gun

alt uzay denir ve M = H şeklinde gösterililir.

Tan¬m 2.6 : fx : 8m 2M için (x;m) = 0g kümesine M kümesinin ortogo-

nal tümleyeni denir ve M? ile gösterilir.

Teorem 2.7: M = H olmas¬için gerek ve yeter koşul M? = 0 olmas¬d¬r.

Tan¬m 2.8 : H bir Hilbert Uzay¬olmak üzereL : H ! H bir lineer operatör

ve D (L) = H olsun.

M := fy 2 H : 8x 2 D (L) için (Lx; y) = (x; z) olacak şekilde z 2 H mevcutg

kümesi üzerinde y 2 M için L�y = z şeklinde tan¬ml¬L� : H ! H operatörüne L

operatörünün eşlenik (adjoint) operatörü denir.

Bir L operatörü için L = L� ise bu operatöre özeşlenik (self-adjoint) operatör

denir.
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Tan¬m 2.9 : [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬sonlu de¼gerli f (x) fonksiyonu verilsin.

8" > 0 say¬s¬için [a; b] �ye ait olan ve
nX
k=1

jbk � akj < � koşulunu sa¼glayan key�sonlu

say¬da iki̧serli ayr¬k f(ak; bk)g aral¬klar¬ için
nX
k=1

jf(bk)� f(ak)j < � olacak şekilde

� > 0 varsa f (x) fonksiyonuna [a; b] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli fonksiyon denir ve

[a; b]�de mutlak sürekli fonksiyonlar uzay¬AC [a; b] sembolü ile gösterilir.

Tan¬m 2.10 : [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ g fonksiyonunun k = 0; n� 1 için

g(k) 2 AC [a; b] ve g(n) 2 L2 [a; b] koşulunu sa¼glayan g fonksiyonlar¬n¬n uzay¬na

Sobolev Uzay¬denir ve W n
2 [a; b] ile gösterilir.

Tan¬m 2.11 :

l (y) = p0 (x) y
n + p1 (x) y

n�1 + :::+ pn (x) y (2.1)

formunda verilen ifadeye n. mertebeden bir lineer diferansiyel ifade denir. Burada

p0 (x) ; p1 (x) ; :::; pn (x) fonksi-

yonlar¬na diferansiyel ifadenin katsay¬lar¬, n say¬s¬na da diferansiyel ifadenin mer-

tebesi denir.

Tan¬m 2.12 : a ve b sonlu say¬lar olmak üzere
1

p0 (x)
; p1 (x) ; :::; pn (x) fonksi-

yonlar¬[a; b] aral¬¼g¬nda Lebesgue anlam¬nda integrallenebilirse (2.1) diferansiyel ifade-

sine regüler diferansiyel ifade , a veya b sonsuz ya da
1

p0 (x)
; p1 (x) ; :::; pn (x) fonksi-

yonlar¬n¬n en az biri [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir de¼gilse (2.1) diferansiyel ifade-

sine singüler diferansiyel ifade denir.

Tan¬m 2.13 :

Uv (y) = av0y (a) + av1y
0 (a) + :::+ av(n�1)y

(n�1) (a)

+bv0y (b) + bv1y
0 (b) + :::+ bv(n�1)y

(n�1) (b) = 0 ,
�
v = 1;m

�
eşitliklerine y 2 C(n) (a; b) fonksiyonu için konulan s¬n¬r koşullar¬ad¬verilir. Burada

C(n) (a; b) , (a; b) aral¬¼g¬nda n: mertebeden sürekli türeve sahip fonksiyonlar¬n uzay¬

ve avi ,bvi
�
v = 1;m; i = 1; n� 1

�
reel katsay¬lard¬r.

Tan¬m 2.14 : D =
�
y 2 C(n) [a; b] : Uv (y) = 0; v = 1;m

	
kümesi üzerinde

Ly = l (y) eşitli¼gi ile bir lineer operatör tan¬mlan¬r. Bu operatöre l (y) diferansiyel

ifadesi ve Uv (y) = 0 s¬n¬r koşullar¬taraf¬ndan üretilen diferansiyel operatör denir.
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Teorem 2.15 (Naimark, 1968) :
1

p0 (x)
; p1 (x) ; :::; pn (x) ve f (x) fonksi-

yonlar¬ (a; b) aral¬¼g¬nda ölçülebilir ve onun her bir [�; �] alt aral¬¼g¬nda integral-

lenebilirse herhangi bir x0 2 (a; b) noktas¬ve y1; y2;...; y2n�1 key� sabitleri için

�
p0y

(n)
�(n)

+
�
p1y

n�1�n�1 + :::+ pn (x) = f (x)

denkleminin

y[k] (x0) = yk , k = 0; 2n� 1

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan bir tek y (x) çözümü vard¬r. Burada y[k] (x) ifadesi

y (x) fonksiyonunun k: mertebeden quasi türevini gösterir ve

y[k] =
dky

dxk
,k = 1; n� 1

y[k] = p0
dny

dxn

y[n+k] = pk
dn�ky

dxn�k
� dy[n+k�1]

dx
, k = 1;m

biçiminde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.16 : � bir kompleks parametre olmak üzere

L :=

8<: l (y) = �y

Uv (y) = 0 , v = 1;m

s¬n¬r de¼ger probleminin s¬f¬rdan farkl¬bir y (x) çözümü varsa � �ya bu s¬n¬r de¼ger

probleminin özde¼geri , y (x) e de � �ya kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonu denir. L s¬n¬r

de¼ger problemine de l (y) diferansiyel ifadesi ve Uv (y) = 0 s¬n¬r koşullar¬taraf¬ndan

üretilen özde¼ger problemi denir.

Tan¬m 2.17 : Tan¬m 2.15�de n = m olsun. y1 (x; �) ; y2 (x; �) ; :::; yn (x; �)

fonksiyonlar¬

l (y) = �y

denkleminin

y
(j�1)
i (a; �) :=

8<: 0, i 6= j ise

1; i = j ise
; i; j = 1; n
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başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olmak üzere;

�(�) =

���������
U1 (y1) ::: U1 (yn)
...

. . .
...

Un (y1) ::: Un (yn)

���������
determinant¬na L problemine kaŗs¬l¬k gelen diferansiyel operatörün karakteristik

fonksiyonu denir.

Tan¬m 2.18 : (L� �I)�1 �in L2 [a; b]�nin yo¼gun bir alt kümesinde tan¬ml¬

ve s¬n¬rl¬oldu¼gu bir � 2 C say¬s¬na L operatörünün bir regüler de¼geri denir. Tüm

regüler de¼gerlerinin kümesine de resolvent küme denir ve � (L) ile gösterilir.

Tan¬m 2.19 : (L� �I)�1 operatörüne L operatörünün Resolvent Operatörü

denir.

Tan¬m 2.20 : Kompleks düzlemde bir z0 noktas¬ve bu noktan¬n en az bir

� > 0 komşulu¼gunda tan¬ml¬olan bir f (z) fonksiyonu verilsin. E¼ger,

lim
�z!0

f (z0 +�z)� f (z0)

�z

limiti mevcut ve sonlu ise f (z) fonksiyonu z0 noktas¬nda türevlenebilirdir denir.

Bu limitin de¼geri de f (z) fonksiyonunun z0 noktas¬ndaki türevi olarak adland¬r¬l¬r,

f
0
(z0) ile gösterilir.

Tan¬m 2. 21 : f (z) fonksiyonunun kompleks düzlemin bir z0 noktas¬n¬n �

komşulu¼gunun tüm noktalar¬nda türevlenebilirse f (z) fonksiyonuna z0 noktas¬nda

analitiktir denir.

Tan¬m 2.22 : Kompleks düzlemin tüm noktalar¬nda analitik olan fonksiyona

tam fonksiyon denir.

Teorem 2.23 (Liouville): Kompleks düzlemin tamam¬nda s¬n¬rl¬olan tam

fonksiyon sabit fonksiyondur.

Tan¬m 2.24 : z0 2 C ve � > 0 için , f : U� (zo)! C herhangi bir fonksiyon

olsun. E¼ger f (z0) = 0 ise z0 noktas¬na f (z) fonksiyonunun bir s¬f¬r yeri veya k¬saca

s¬f¬r¬denir.

E¼ger f (z0) = 0, f 0 (z0) = 0, ... f (n�1) (z0) = 0 fakat f (n) (z0) 6= 0, ise z0
noktas¬f (z) fonksiyonunun n katl¬s¬f¬r¬diye adland¬r¬l¬r.
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Tan¬m 2.25 (Rouchē) : f (z) ve g (z) kompleks düzlemin bir B bölgesinde

sonlu say¬da s¬f¬r yeri olan analitik fonksiyonlar olsun. E¼ger 
, f (z) ve g (z) nin

hiçbir s¬f¬r yerinden geçmeyen , B bölgesi içinde bulunan basit kapal¬e¼gri ve 8z 2 


için jg (z)j < jf (z)j, ise bu durumda f (z) ve f (z)+g (z) fonksiyonlar¬n¬n 
 içindeki

s¬f¬rlar¬n¬n say¬s¬katl¬l¬¼g¬ile birlikte ayn¬d¬r.

Tan¬m 2.26 : f (z) fonksiyonu tam fonksiyon ve

Mf (r) = max
jzj=r

jf (z)j

olmak üzere yeterince büyük r ler için

Mf (r) < exp (r
�) (2.2)

eşitsizli¼gini sa¼glayan � > 0 varsa f (z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir ve

(2:2) eşitsizli¼gini sa¼glayan � say¬lar¬n¬n infumumuna f (z) nin mertebesi ad¬verilir

ve � ile gösterilir.

Tan¬m 2.27 (Hadamard) : Mertebesi � 2 (0; 1) olan her bir f (z) tam

fonksiyonu

f (z) = Czm
1Y
n=1

�
1� z

zn

�
şeklinde gösterilime sahiptir. Burada m; f (z) fonksiyonunun orijindeki s¬f¬rlar¬n¬n

katl¬l¬¼g¬, fzngn�1 ise f (z) nin di¼ger tüm s¬f¬rlar¬n¬n kümesidir.

Teorem 2.28 (Jdanovich, 1960) : i = 1; p olmak üzere �i ler �0 > �1 >

::: > �p�1 > 0 eşitsizli¼gini sa¼glayan gerçel say¬lar, �i ler ise herhangi kompleks say¬lar

olsun. Bu durumda �p 6= 0 ise

e�0� + �1e
�1� + :::+ �p�1e

�p�1� + �p = 0

denkleminin kökleri

�n =
2n�i

�0
+  (n) (n = 0;�1; :::)

şeklindedir. Burada  (n) s¬n¬rl¬kompleks de¼gerli fonksiyondur.

Teorem 2.29 (Riemann-Lebesque) : E¼ger f (x), (a; b) aral¬¼g¬nda mutlak
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integrallenebilir bir fonksiyon ise

lim
n!1

an : = lim
n!1

bZ
a

f (x) cosnxdx = 0

lim
n!1

bn : = lim
n!1

bZ
a

f (x) sinnxdx = 0

eşitlikleri sa¼glan¬r.

Tan¬m 2.30 ( Mittang-Le­ er Aç¬l¬m¬): Bir f (z) fonksiyonunun komp-

leks düzlemdeki ayk¬r¬l¬klar¬mutlak de¼ger büyüklü¼güne göre s¬ralanm¬̧s, basit a1; a2;:::

kutup yerleri ve bu noktalardaki rezidüleri s¬ras¬yla b1; b2; ::: olsun. E¼ger CN hiçbir

kutup yerinden geçmeyen , üzerinde jf (z)j < M eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi RN

yar¬çapl¬çember ise ve N !1 iken RN !1 oluyorsa;

f (z) = f (0) +
1X
n=1

bn

�
1

z � an
+
1

an

�
yaz¬l¬r.
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3. ÇÖZÜMÜN ·INTEGRAL GÖSTER·IL·IM·I VE ÖZELL·IK-
LER·I

3.1 ·Integral Denklemin Oluşturulmas¬

l (y) := �y00 + fq (x) + 2�p (x)g y , 0 < x < �

diferansiyel ifadesini ele alal¬m. Burada q (x) = q0 (x) +
A

x�
, A 2 R; � 2

�
1;
3

2

�
,

q0 (x) 2 L2 [0; �] reel de¼gerli bir fonksiyon, p (x) 2 W 1
2 [0; �] ve � spektral paramet-

redir. l (y) diferansiyel ifadesi

D (L) =
�
y (x) : y (x) ; y[1] (x) 2 AC [0; �] ; y[1] (x) = y0 (x)� u (x) y (x) ; l (y) 2 L2 [0; �]

	
kümesinde

U (y) = y (0) = 0, V (y) = y (�) = 0

s¬n¬r koşullar¬n¬ele alal¬m. Dolay¬s¬yla

�y00 + fq (x) + 2�p (x)g y = �2y

veya l (y) = �2y diferansiyel denklemi bir singüler diferansiyel denklemdir. Ayr¬ca

y
0
(0) de¼geri mevcut de¼gildir. Dolay¬s¬yla, öncelikli olarak verilen diferansiyel opera-

törün bu de¼gerlere benzer de¼gerleri de tan¬ml¬olacak şekilde yeni bir operatör tan¬m-

lamak gerekir. Bu operatör ise verilen operatörün self- adjoint geni̧slemesi olacak

şekilde al¬nabilir.

l (y) := �y00 + fq (x) + 2�p (x)g y = �2y (3.1.1)

diferansiyel denklemi ve

U (y) = y (0) = 0, V (y) = y (�) = 0 (3.1.2)

s¬n¬r koşullar¬n¬n üretti¼gi L problemini ele alal¬m. u (x) = A
x1��

1� �
olmak üzere

y1 (x) = y (x)

y2 (x) = (��y) (x) = y[1] (x) = y0 (x)� u (x) y (x)
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al¬n¬rsa (3:1:1) denklemi

y2 = y01 � u (x) y1 (3.1.3)

��2y1 = y02 + u (x) y2 �
�
q0 (x) + 2�p (x)� u2 (x)

	
y1

denklem sistemine indirgenir.

(3:1:3) sisteminin matris gösterilimi0@ y01

y02

1A =

0@ u 1

��2 + q0 + 2�p� u2 �u

1A0@ y1

y2

1A

şeklinde yaz¬l¬rsa E =

0@ u 1

��2 + q0 (x) + 2�p (x)� u2 �u

1A, y =
0@ y1

y2

1A olmak

üzere y
0
= Ey olur. E matrisinin elemanlar¬toplanabilir olduklar¬ndan Naimark�¬n

(1967) çal¬̧smas¬nda y
0
= Ey + f , f 2 L1(0; �) sistemleri için başlang¬ç-de¼ger

probleminin çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi ile ilgili teorem gere¼gi her � 2 [0; �] ve her

z = (z1; z2)
T 2 C2 için (3:1:3) sisteminin y1 (�) = z1 , y2 (�) = z2 başlang¬ç koşullar¬n¬

sa¼glayan sadece bir tek çözümü vard¬r. Özel olarak y1 (0) = 1, y2 (0) = i� al¬nabilir.

Tan¬m 3.1.1: (3:1:3) diferansiyel denklemler sisteminin y1 (�) = z1, y2 (�) =

(��y) = z2 başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümünün birinci bileşenine, (3.1.1)

denkleminin ayn¬koşullar¬sa¼glayan çözümü denir.

(3.1.3) diferansiyel denklemleri sisteminde A = 0, p (x) = 0, q (x) = 0 al¬n¬rsa8<: y
0
1 � y2 = 0

y02 + �2y1 = 0

lineer homojen diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin

y01 (0) = 1

y02 (0) = i�

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü

y01 (x) = ei�x

y02 (x) = i�ei�x

dir.

25



A 6= 0, p (x) 6= 0, q (x) 6= 0 için

y
0

1 � y2 = u (x) y1

y
0

2 + �2y1 = �u (x) y2 +
�
q0 (x) + 2�p (x)� u2 (x)

	
y1

homojen olmayan lineer diferansiyel denklemleri sisteminin genel çözümünü bulmak

için

y1 = ei�x = cos�x+ i sin�x

y2 = i�ei�x = i� cos�x� � sin�x

oldu¼gu dikkate al¬n¬p parametrelerin de¼gi̧simi metodu uygulan¬rsa;

y1 (x) = c1 (x) cos�x+ ic2 (x) sin�x

y2 (x) = ��c1 (x) sin�x+ i�c2 (x) cos�x

y
0

1 (x) = c
0

1 (x) cos�x+ ic02 (x) sin�x� �c1 (x) sin�x+ i�c2 (x) cos�x

y
0

2 (x) = ��c01 (x) sin�x+ i�c02 (x) cos�x� �2c1 (x) cos�x� i�2c2 (x) sin�x

şeklinde aranan çözümler için;

c1 (x) =

xZ
0

u (t) y1 (t) cos�tdt+
1

�

xZ
0

u (t) y2 (t) sin�tdt

�1
�

xZ
0

fq0 (t) + 2�p (t)� u2 (t)g y1 (t) sin�tdt

c2 (x) = �
1

i�

xZ
0

u (t) y2 (t) cos�tdt+
1

i

xZ
0

u (t) y1 (t) sin�tdt

+
1

i�

xZ
0

fq0 (t) + 2�p (t)� u2 (t)g y1 (t) cos�tdt

elde edilir. c1 (x) ve c2 (x) ifadeleri y1 (x) ve y2 (x) fonksiyonlar¬n¬n ifadelerinde

yerlerine yaz¬l¬rsa (3.1.3) sisteminin

y1 (0) = 1

y2 (0) = i�
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başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü için

y1 (x; �) = ei�x +

xZ
0

u (t) y1 (t) cos� (x� t) dt� 1

�

xZ
0

u (t) y2 (t) sin� (x� t) dt

+
1

�

xZ
0

�
q0 (t) + 2�p (t)� u2 (t)

	
y1 (t) sin� (x� t) dt (3:1:4)

y2 (x; �) = i�ei�x � �

xZ
0

u (t) y1 (t) sin� (x� t) dt�
xZ
0

u (t) y2 (t) cos� (x� t) dt

+

xZ
0

�
q0 (t) + 2�p (t)� u2 (t)

	
y1 (t) cos� (x� t) dt (3:1:5)

integral denklemleri sistemi elde edilir.

Şimdi de (3.1.3) diferansiyel denklemleri sisteminin

y1 (0) = 1

y2 (0) = i�

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan her çözümünün

y1 (x; �) = a (x) ei�x +

xZ
�x

K11 (x; t) e
i�tdt (3.1.6)

y2 (x; �) = i�a (x) ei�x + b (x) ei�x +

xZ
�x

K21 (x; t) e
i�tdt+ i�

xZ
�x

K22 (x; t) e
i�tdt

şeklinde bir integral gösterilime sahip oldu¼gunu ispatlayal¬m.

Burada K11 (x; t), K21 (x; t) ; K22 (x; t) ; a (x) ve b (x) reel de¼gerli fonksiyon-

lard¬r. ·Ispat için (3:1:6) ifadeleri (3:1:4) ve (3:1:5) çözümlerinin ifadelerinde yerlerine

yaz¬l¬rsa;

y1 (x; �) = ei�x+

xZ
0

u (t) cos� (x� t)

24a (t) ei�t + tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

35 dt
�1
�

xZ
0

u (t) sin� (x� t)
�
i�a (t) ei�t + b (t) ei�t

+

tZ
�t

K21 (t; s) e
i�sds+ i�

tZ
�t

K22 (t; s) e
i�sds

9=; dt
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+
1

�

xZ
0

fq0 (t) + 2�p (t)� u2 (t)g sin� (x� t) ei�t

24a (t) ei�t + tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

35 dt

y1 (x; �) = a (x) ei�x +

xZ
�x

K11 (x; t) e
i�tdt = ei�x

+

xZ
0

a (t)u (t) cos� (x� t) ei�tdt

+

xZ
0

u (t) cos� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

�i
xZ
0

a (t)u (t) sin� (x� t) ei�tdt

�1
�

xZ
0

u (t) b (t) sin� (x� t) ei�tdt

�1
�

xZ
0

u (t) sin� (x� t)

0@ tZ
�t

K21 (t; s) e
i�sds

1A dt

�i
xZ
0

u (t) sin� (x� t)

0@ tZ
�t

K22 (t; s) e
i�sds

1A dt

+
1

�

xZ
0

a (t) q0 (t) sin� (x� t) ei�tdt

+
1

�

xZ
0

q0 (t) sin� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

+2

xZ
0

a (t) p (t) sin� (x� t) ei�tdt

+2

xZ
0

p (t) sin� (x� t) ei�t

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

�1
�

xZ
0

u2 (t) a (t) sin� (x� t) ei�tdt

�1
�

xZ
0

u2 (t) sin� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

= R1 +R2 +R3 + :::+R12 (3:1:7)
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y2 (x; �) = i�a (x) ei�x + b (x) ei�x +

xZ
�x

K21 (x; t) e
i�tdt

+i�

xZ
�x

K22 (x; t) e
i�tdt = i�ei�x

��
xZ
0

u (t) sin� (x� t)

0@a (t) ei�t + tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

�
xZ
0

u (t) cos� (x� t)
�
i�a (t) ei�t + b (t) ei�t

+

tZ
�t

K21 (t; s) e
i�sds+ i�

tZ
�t

K22 (t; s) e
i�sds

9=; dt

+

xZ
0

fq0 (t) + 2�p (t)� u2 (t)g cos� (x� t)

.

0@a (t) ei�t + tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt = i�ei�x

��
xZ
0

a (t)u (t) sin� (x� t) ei�tdt

��
xZ
0

u (t) sin� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

�i�
xZ
0

a (t)u (t) cos� (x� t) ei�tdt

�
xZ
0

u (t) b (t) cos� (x� t) ei�tdt

�
xZ
0

u (t) cos� (x� t)

0@ tZ
�t

K21 (t; s) e
i�sds

1A dt

�i�
xZ
0

u (t) cos� (x� t)

0@ tZ
�t

K22 (t; s) e
i�sds

1A dt

+

xZ
0

q0 (t) a (t) cos� (x� t) ei�tdt

+

xZ
0

q0 (t) cos� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt
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+2�

xZ
0

a (t) p (t) cos� (x� t) ei�tdt

+2�

xZ
0

p (t) cos� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

�
xZ
0

u2 (t) a (t) cos� (x� t) ei�tdt

�
xZ
0

u2 (t) cos� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

= L1 + L2 + L3+ ::: +L12 (3:1:8)

elde edilir. Gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa;

R1 =

xZ
0

a (t)u (t) cos� (x� t) ei�tdt =
1

2
ei�x

xZ
0

a (t)u (t) dt

+
1

4

xZ
�x

a

�
x+ t

2

�
u

�
x+ t

2

�
ei�tdt

R2 =

xZ
0

u (t) cos� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

=
1

2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K11 (s; t� x+ s)u (s) ds

1CA ei�tdt

+
1

2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K11 (s; t+ x� s)u (s) ds

1CA ei�tdt

R3 = �i
xZ
0

a (t)u (t) sin� (x� t) ei�tdt

= �1
2
ei�x

xZ
0

a (t)u (t) dt+
1

4

xZ
�x

a

�
x+ t

2

�
u

�
x+ t

2

�
ei�tdt

R4 = �
1

�

xZ
0

u (t) b (t) sin� (x� t) ei�tdt

= �1
2

xZ
�x

0@ x+tn2Z
0

u (s) b (s) ds

1A ei�tdt
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R5 = �
1

�

xZ
0

u (t) sin� (x� t)

0@ tZ
�t

K21 (t; s) e
i�sds

1A dt

=
1

2

xZ
�x

ei�t
xZ
0

u (s)

x+t�sZ
t�x+s

K21 (s; �) d�dsdt

R6 = �i
xZ
0

u (t) sin� (x� t)

0@ tZ
�t

K22 (t; s) e
i�sds

1A dt

= �1
2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K22 (s; t� x+ s)u (s) ds

1CA ei�tdt

+
1

2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K22 (s; t+ x� s)u (s) ds

1CA ei�tdt

R7 =
1

�

xZ
0

a (t) q0 (t) sin� (x� t) ei�tdt

=
1

2

xZ
�x

0@ x+tn2Z
0

a (s) q0 (s) ds

1A ei�tdt

R8 =
1

�

xZ
0

q0 (t) sin� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

=
1

2

xZ
�x

ei�t
xZ
0

q0 (s)

x+t�sZ
t�x+s

K11 (s; �) d�dsdt

R9 = 2

xZ
0

a (t) p (t) sin� (x� t) ei�tdt

= �iei�x
xZ
0

a (t) p (t) dt+
i

2

xZ
�x

a

�
x+ t

2

�
p

�
x+ t

2

�
ei�tdt

R10 = 2

xZ
0

p (t) sin� (x� t) ei�t

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

= �i
xZ

�x

0B@ xZ
x�tn2

K11 (s; t� x+ s) p (s) ds

1CA ei�tdt

+i

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K11 (s; t+ x� s) p (s) ds

1CA ei�tdt
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R11 = �
1

�

xZ
0

u2 (t) a (t) sin� (x� t) ei�tdt

= �1
2

xZ
�x

0@ x+tn2Z
0

u2 (s) a (s) ds

1A ei�tdt

R12 = �
1

�

xZ
0

u2 (t) sin� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

=
1

2

xZ
�x

ei�t
xZ
0

u2 (s)

x+t�sZ
t�x+s

K11 (s; �) d�dsdt

L1 = ��
xZ
0

a (t)u (t) sin� (x� t) ei�tdt

=
i�

2
ei�x

xZ
0

a (t)u (t) dt

�i�
4

xZ
�x

a

�
x+ t

2

�
u

�
x+ t

2

�
ei�tdt

L2 = ��
xZ
0

u (t) sin� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

=
i�

2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K11 (s; t� x+ s)u (s) ds

1CA ei�tdt

�i�
2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K11 (s; t+ x� s)u (s) ds

1CA ei�tdt

L3 = �i�
xZ
0

a (t)u (t) cos� (x� t) ei�tdt

= �i�
2
ei�x

xZ
0

a (t)u (t) dt

�i�
4

xZ
�x

a

�
x+ t

2

�
u

�
x+ t

2

�
ei�tdt

L4 = �
xZ
0

u (t) b (t) cos� (x� t) ei�tdt
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= �1
2
ei�x

xZ
0

b (t)u (t) dt

�1
4

xZ
�x

b

�
x+ t

2

�
u

�
x+ t

2

�
ei�tdt

L5 = �
xZ
0

u (t) cos� (x� t)

0@ tZ
�t

K21 (t; s) e
i�sds

1A dt

= �1
2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K21 (s; t� x+ s)u (s) ds

1CA ei�tdt

�1
2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K21 (s; t+ x� s)u (s) ds

1CA ei�tdt

L6 = �i�
xZ
0

u (t) cos� (x� t)

0@ tZ
�t

K22 (t; s) e
i�sds

1A dt

= �i�
2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K22 (s; t� x+ s)u (s) ds

1CA ei�tdt

�i�
2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K22 (s; t+ x� s)u (s) ds

1CA ei�tdt

L7 =

xZ
0

q0 (t) a (t) cos� (x� t) ei�tdt

=
1

2
ei�x

xZ
0

q0 (t) a (t) dt

+
1

4

xZ
�x

q0

�
x+ t

2

�
a

�
x+ t

2

�
ei�tdt

L8 =

xZ
0

q0 (t) cos� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

=
1

2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K11 (s; t� x+ s) q0 (s) ds

1CA ei�tdt

+
1

2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K11 (s; t+ x� s) q0 (s) ds

1CA ei�tdt
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L9 = 2�

xZ
0

a (t) p (t) cos� (x� t) ei�tdt = �ei�x
xZ
0

p (t) a (t) dt

+
�

2

xZ
�x

p

�
x+ t

2

�
a

�
x+ t

2

�
ei�tdt

L10 = 2�

xZ
0

p (t) cos� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

= �

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K11 (s; t� x+ s) p (s) ds

1CA ei�tdt

+�

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K11 (s; t+ x� s) p (s) ds

1CA ei�tdt

L11 = �
xZ
0

u2 (t) a (t) cos� (x� t) ei�tdt

= �1
2
ei�x

xZ
0

u2 (t) a (t) dt

�1
4

xZ
�x

u2
�
x+ t

2

�
a

�
x+ t

2

�
ei�tdt

L12 = �
xZ
0

u2 (t) cos� (x� t)

0@ tZ
�t

K11 (t; s) e
i�sds

1A dt

= �1
2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K11 (s; t� x+ s)u2 (s) ds

1CA ei�tdt

�1
2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K11 (s; t+ x� s)u2 (s) ds

1CA ei�tdt

şeklindedir. Bu şekilde elde edilen ifadeler yerlerine yaz¬l¬rsa;

a (x) ei�x +
xR
�x
K11 (x; t) e

i�tdt = ei�x +
1

2
ei�x

xZ
0

a (t)u (t) dt

+
1

4

xZ
�x

a

�
x+ t

2

�
u

�
x+ t

2

�
ei�tdt
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+
1

2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K11 (s; t� x+ s)u (s) ds

1CA ei�tdt

+
1

2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K11 (s; t+ x� s)u (s) ds

1CA ei�tdt

�1
2
ei�x

xZ
0

a (t)u (t) dt+
1

4

xZ
�x

a

�
x+ t

2

�
u

�
x+ t

2

�
ei�tdt

�1
2

xZ
�x

0@ x+tn2Z
0

u (s) b (s) ds

1A ei�tdt

+
1

2

xZ
�x

ei�t
xZ
0

u (s)

x+t�sZ
t�x+s

K21 (s; �) d�dsdt

�1
2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K22 (s; t� x+ s)u (s) ds

1CA ei�tdt

+
1

2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K22 (s; t+ x� s)u (s) ds

1CA ei�tdt

+
1

2

xZ
�x

0@ x+tn2Z
0

a (s) q0 (s) ds

1A ei�tdt

+
1

2

xZ
�x

ei�t
xZ
0

q0 (s)

x+t�sZ
t�x+s

K11 (s; �) d�dsdt

�iei�x
xZ
0

a (t) p (t) dt+
i

2

xZ
�x

a

�
x+ t

2

�
p

�
x+ t

2

�
ei�tdt

�i
xZ

�x

0B@ xZ
x�tn2

K11 (s; t� x+ s) p (s) ds

1CA ei�tdt
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+i

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K11 (s; t+ x� s) p (s) ds

1CA ei�tdt

�1
2

xZ
�x

0@ x+tn2Z
0

u2 (s) a (s) ds

1A ei�tdt

+
1

2

xZ
�x

ei�t
xZ
0

u2 (s)

x+t�sZ
t�x+s

K11 (s; �) d�dsdt

i�a (x) ei�x + b (x) ei�x +

xZ
�x

K21 (x; t) e
i�tdt

+i�

xZ
�x

K22 (x; t) e
i�tdt = i�ei�x +

i�

2
ei�x

xZ
0

a (t)u (t) dt

�i�
4

xZ
�x

a

�
x+ t

2

�
u

�
x+ t

2

�
ei�tdt

+
i�

2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K11 (s; t� x+ s)u (s) ds

1CA ei�tdt

�i�
2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K11 (s; t+ x� s)u (s) ds

1CA ei�tdt

�i�
2
ei�x

xZ
0

a (t)u (t) dt� i�

4

xZ
�x

a

�
x+ t

2

�
u

�
x+ t

2

�
ei�tdt

�1
2
ei�x

xZ
0

b (t)u (t) dt� 1
4

xZ
�x

b

�
x+ t

2

�
u

�
x+ t

2

�
ei�tdt

�1
2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K21 (s; t� x+ s)u (s) ds

1CA ei�tdt

�1
2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K21 (s; t+ x� s)u (s) ds

1CA ei�tdt
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�i�
2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K22 (s; t� x+ s)u (s) ds

1CA ei�tdt

�i�
2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K22 (s; t+ x� s)u (s) ds

1CA ei�tdt

+
1

2
ei�x

xZ
0

q0 (t) a (t) dt+
1

4

xZ
�x

q0

�
x+ t

2

�
a

�
x+ t

2

�
ei�tdt

+
1

2

xZ
�x

0B@ xZ
x�tn2

K11 (s; t� x+ s) q0 (s) ds

1CA ei�tdt

+
1

2

xZ
�x

0B@ xZ
x+tn2

K11 (s; t+ x� s) q0 (s) ds

1CA ei�tdt

+�ei�x
xZ
0
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3.2 ·Integral Denklemleri Sisteminin Çözümünün Varl¬¼g¬Ve
Özellikleri

Bu bölümde al¬nan integral denklemlerin çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi gösterilecek-
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1

2

xZ
�x

xZ
0

jq0 (s)j
x+t�sZ
t�x+s

���K(m�1)
11 (s; �) d�

��� dsdt

+

xZ
�x

xZ
x�t=2

���K(m�1)
11 (s; t� x+ s)

��� jp (s)j dsdt

+

xZ
�x

xZ
x+t=2

���K(m�1)
11 (s; t+ x� s)

��� jp (s)j dsdt

+
1

2

xZ
�x

xZ
0

ju2 (s)j
x+t�sZ
t�x+s

���K(m�1)
11 (s; �) d�

��� dsdt
xZ

�x

���K(m)
11 (x; t)

��� dt � � (x)m+1

(m+ 1)!

48



xZ
�x

���K(m)
21 (x; t)

��� dt � 1

2

xZ
�x

xZ
x�t=2

���K(m�1)
21 (s; t� x+ s)

��� ju (s)j dsdt

+
1

2

xZ
�x

xZ
x+t=2

���K(m�1)
21 (s; t+ x� s)

��� ju (s)j dsdt

+
1

2

xZ
�x

xZ
x�t=2

���K(m�1)
11 (s; t� x+ s)

��� jq0 (s)j dsdt

+
1

2

xZ
�x

xZ
x+t=2

���K(m�1)
11 (s; t+ x� s)

��� jq0 (s)j dsdt

+
1

2

xZ
�x

xZ
x�t=2

���K(m�1)
11 (s; t� x+ s)

��� ju2 (s)j dsdt

+
1

2

xZ
�x

xZ
x+t=2

���K(m�1)
11 (s; t+ x� s)

��� ju2 (s)j dsdt
xZ

�x

���K(m)
21 (x; t)

��� dt � � (x)m+1

(m+ 1)!

xZ
�x

K
(m)
22 (x; t) =

1

2

xZ
�x

xZ
x�t=2

���K(m�1)
11 (s; t� x+ s)

��� ju (s)j dsdt

+
1

2

xZ
�x

xZ
x+t=2

���K(m�1)
11 (s; t+ x� s)

��� ju (s)j dsdt

+
1

2

xZ
�x

xZ
x�t=2

���K(m�1)
22 (s; t� x+ s)

��� ju (s)j dsdt

+
1

2

xZ
�x

xZ
x+t=2

���K(m�1)
22 (s; t+ x� s)

��� ju (s)j dsdt

+

xZ
�x

xZ
x�t=2

���K(m�1)
11 (s; t� x+ s)

��� jp (s)j dsdt
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+

xZ
�x

xZ
x+t=2

���K(m�1)
11 (s; t+ x� s)

��� jp (s)j dsdt
xZ

�x

���K(m)
22 (x; t)

��� dt � � (x)m+1

(m+ 1)!

eşitsizlikleri elde edilir. Böylece

� (x) =

xZ
0

fju (�) + p (�)j a (�)g+ 1
2
fju (�) b (�)j+ u2 (�) + jq0 (�)jg (x� �) d�

olmak üzere 8i,j = 1,2 için

xZ
�x

jKij (x; t)j dt � e�(x) � 1 (3.2.1)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Dolay¬s¬yla aşa¼g¬daki teorem ispatlanm¬̧s oldu.

Teorem 3.2.1: (3:1:3) denklemleri sisteminin

y1 (0) = 1

y2 (0) = i�

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü için aşa¼g¬daki gösterilim mevcuttur.

y1 (x; �) = a (x) ei�x +

xZ
�x

K11 (x; t) e
i�tdt

y2 (x; �) = i�a (x) ei�x + b (x) ei�x +

xZ
�x

K21 (x; t) e
i�tdt+ i�

xZ
�x

K22 (x; t) e
i�tdt

Burada

a (x) = e

�i

xZ
0

p(t)dt

b (x) = �1
2

xZ
0

fu2 (t)� q0 (t)g e
�i

tZ
0

p(�)d��
1

2

xZ
t

u(�)d�

dt

şeklindedir. Ayr¬ca K11 (x; t), K21 (x; t) ve K22 (x; t) fonksiyonlar¬için yukar¬da elde
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edilen integral denklemlerden t = x durumu için aşa¼g¬daki ifadeleri kolayl¬kla elde

ederiz:

K11 (x; x) =
1

2
e

�i

xZ
0

p(t)dt xZ
0

8<:[u (s) + ip (s)] a (s) +
1

2

tZ
0

[q0 (s) + ip (s)u (s)] a (s) ds

9=;
0

.e

�i

tZ
0

p(�)d�

dt

K22 (x; x) = �
1

2
[u (x) + ip (x) a (x)]+ b (x)� 1

2

xZ
0

[q0 (s) + ip (s)u (s)] a (s) ds

+i

xZ
0

p (s)K11 (s; s) ds

K21 (x; x) = exp

8<:�12
xZ
0

u (t) dt

9=; 1

2

xZ
0

(b0 (t)� [u2 (t)� q0 (t)])

:K11 (t; t) exp

8<:12
tZ
0

u (s) ds

9=; dt

şeklindedir. Ayr¬ca

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

@

@x
K
[1]
11 (x; t) +

@

@t
K22 (x; t) = K21 (x; t)

K11 (x; x)�K22 (x; x) = �a
0
(x) + b (x) + a (x)u (x)

K11 (x;�x)�K22 (x;�x) = 0
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@

@x
K
[1]
21 (x; t)�

@

@t

�
@

@x
K
[1]
22 (x; t)

�
� (q0 (x)� u2 (x))K11 (x; t)

�2ip (x) @
@t
K11 (x; t) =

@2

@t2
K11 (x; t)

K21 (x; x) +
@

@x
K22 (x; t)

����
t=x

+ u (x)K22 (x; x) + 2ip (x)K11 (x; x)

= � @

@t
K11 (x; t)

����
t=x

K21 (x;�x)�
@

@x
K22 (x; t)

����
t=�x

� u (x)K22 (x;�x)� 2ip (x)K11 (x;�x)

=
@

@t
K11 (x; t)

����
t=�x

2. mertebeden k¬smi türevli hiperbolik tip diferansiyel denklemler sistemi sa¼glan¬r.

(3:2:1) eşitsizliklerinden al¬r¬z ki; Kij (x; :) 2 L1 (�x; x) dir. Bu durumda

L1 (�x; x) uzay¬n¬n yap¬s¬gere¼gi

	ij (x) =

xZ
0

Kij (x; t) dt

fonksiyonu (�x; x) aral¬¼g¬nda mutlak süreklidir. 	ij (x) fonksiyonu (0; x) aral¬¼g¬nda

mutlak sürekli ve 	ij (0) = 0 oldu¼gundan

	ij (x) =

xZ
0

	0ij (s) ds

şeklinde yaz¬labilir.

	0ij (x) = Kij (x; x) +Kij (x; 0) +

xZ
0

DxKij (x; t) dt

oldu¼gundan
xZ
0

Kij (x; t) dt =

xZ
0

Kij (t; t) dt+

xZ
0

Kij (t; 0) dt+

xZ
0

tZ
0

DtKij (t; s) dsdt

=

xZ
0

Kij (t; t) dt+

xZ
0

Kij (t; 0) dt+

xZ
0

(x� t)DxKij (x; t) dt

veya

xZ
0

(x� t)DxKij (x; t) dt =

xZ
0

Kij (x; t) dt�
xZ
0

Kij (t; t) dt�
xZ
0

Kij (t; 0) dt

eşitli¼gi elde edilir. Buradan da (3:2:1) eşitsizli¼ginden yararlanarak
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xZ
�x

(x� t)DxKij (x; t) dt

integrali için gerekli de¼gerlendirmeyi alabiliriz. Dolay¬s¬yla (x� t)DxKij (x; t) fonk-

siyonlar¬n¬n L1 (�x; x) uzay¬na ait oldu¼gunu elde etmi̧s oluruz.

Şimdi ise teorem (3:2:1) ile ispatlanan y1 (x; �) ve y2 (x; �) fonksiyonlar¬için

integral gösterimlerinin çekirdek fonksiyonlar¬olan K11 (x; t) ; K21 (x; t) ve K22 (x; t)

fonksiyonlar¬n¬n baz¬özelliklerini ö¼grenelim. Bunun için (3.1.3) sisteminde (3.1.7)

integral gösterimleri yerlerine yaz¬l¬p gerekli k¬smi integrasyonlar yap¬ld¬ktan sonra;

a
0
(x) ei�x+i�a (x) ei�x+

xR
�x

@

@x
K11 (x; t) e

i�tdt+K11 (x; x) e
i�x+K11 (x;�x) e�i�x�

i�a (x) ei�x� b (x) ei�x�
xR
�x
K21 (x; t) e

i�tdt� i�
xR
�x
K22 (x; t) e

i�tdt = a (x)u (x) ei�x+

u (x)
xR
�x
K11 (x; t) e

i�tdt8>>>>>>>><>>>>>>>>:

@

@x
K11 (x; t) +

@

@t
K22 (x; t)� u (x)K11 (x; t) = K21 (x; t)

K11 (x; x)�K22 (x; x) = �a
0
(x) + b (x) + a (x)u (x)

K11 (x;�x)�K22 (x;�x) = 0

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
i�a

0
(x) ei�x � �2a (x) ei�x + b

0
(x) ei�x + i�b (x) ei�x +

xZ
�x

@

@x
K21 (x; t) e

i�tdt +

K21 (x; x) e
i�x +K21 (x;�x) e�i�x + i�

xZ
�x

@

@x
K22 (x; t) e

i�tdt+ i�K22 (x; x) e
i�x

+ i�K22 (x;�x) e�i�x+ i�a (x)u (x) ei�x+ b (x)u (x) ei�x+ u (x)
xR
�x
K21 (x; t) e

i�tdt+

i�u (x)
xR
�x
K21 (x; t) e

i�tdt�(q0 (x)� u2 (x)) a (x) ei�x�(q0 (x)� u2 (x))
xR
�x
K11 (x; t) e

i�tdt�

2�p (x) a (x) ei�x � 2�p (x)
xR
�x
K11 (x; t) e

i�tdt = ��2a (x) ei�x � �2
xR
�x
K11 (x; t) e

i�tdt

xZ
�x

@

@x
K21 (x; t) e

i�tdt+K21 (x; x) e
i�x+K21 (x;�x) e�i�x+

@

@x
K22 (x; t)

����
t=x

ei�x�

@

@x
K22 (x; t)

����
t=�x

e�i�x�
xZ

�x

@2

@x@t
K22 (x; t) e

i�tdt+u (x)

xZ
�x

K21 (x; t) e
i�tdt+u (x)K22 (x; x) e

i�x
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�u (x)K22 (x;�x) e�i�x�u (x)
xZ

�x

@

@t
K22 (x; t) e

i�tdt�(q0 (x)� u2 (x))

xZ
�x

K11 (x; t) e
i�tdt

+ 2ip (x)K11 (x; x) e
i�x � 2ip (x)K11 (x;�x) e�i�x � 2ip (x)

xR
�x

@

@t
K11 (x; t) e

i�tdt

=

xZ
�x

@2

@t2
K11 (x; t) e

i�tdt� @

@t
K11 (x; t)

����
t=x

ei�x +
@

@t
K11 (x; t)

����
t=�x

e�i�x

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

K21 (x; x) +
@

@x
K22 (x; t)

����
t=x

+ u (x)K22 (x; x) + 2ip (x)K11 (x; x)

= � @

@t
K11 (x; t)

����
t=x

K21 (x;�x)�
@

@x
K22 (x; t)

����
t=�x

� u (x)K22 (x;�x)� 2ip (x)K11 (x;�x)

=
@

@t
K11 (x; t)

����
t=�x

@

@x
K21 (x; t)�

@2

@x@t
K22 (x; t) + u (x)K21 (x; t)� u (x)

@

@t
K22 (x; t)

� (q0 (x)� u2 (x))K11 (x; t)� 2ip (x)
@

@t
K11 (x; t) =

@2

@t2
K11 (x; t)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

@

@x
K
[1]
11 (x; t) =

@

@x
K11 (x; t)� u (x)K11 (x; t)

@

@x
K
[1]
21 (x; t) =

@

@x
K21 (x; t) + u (x)K21 (x; t)

@

@x
K
[1]
22 (x; t) =

@

@x
K22 (x; t) + u (x)K22 (x; t)

olarak gösterilirse;

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

@

@x
K
[1]
11 (x; t) +

@

@t
K22 (x; t) = K21 (x; t)

K11 (x; x)�K22 (x; x) = �a
0
(x) + b (x) + a (x)u (x)

K11 (x;�x)�K22 (x;�x) = 0
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@

@x
K
[1]
21 (x; t)�

@

@t

�
@

@x
K
[1]
22 (x; t)

�
� (q0 (x)� u2 (x))K11 (x; t)

�2ip (x) @
@t
K11 (x; t) =

@2

@t2
K11 (x; t)

K21 (x; x) +
@

@x
K22 (x; t)

����
t=x

+ u (x)K22 (x; x) + 2ip (x)K11 (x; x)

= � @

@t
K11 (x; t)

����
t=x

K21 (x;�x)�
@

@x
K22 (x; t)

����
t=�x

� u (x)K22 (x;�x)� 2ip (x)K11 (x;�x)

=
@

@t
K11 (x; t)

����
t=�x

hiperbolik denklemleri elde edilir.
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4. PROBLEM·IN SPEKTRAL ÖZELL·IKLER·I

4.1 Karakteristik Fonksiyon Ve Özellikleri

L :=

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�y00 + fq (x) + 2�p (x)g y = �2y; 0 < x < �

y (0) = 0, y (�) = 0

q (x) = q0 (x) +
A

x�
; A 2 R; � 2

�
1;
3

2

�
; q0 (x) 2 L2 (0; �) ; p (x) 2 W 1

2 [0; �]

(4.1.1)

Bu bölümde (4.1.1) şeklinde tan¬mlanan L operatörünün spektrumunun özel-

likleri araşt¬r¬lacakt¬r. A = 0, q (x) = 0 ve p (x) = 0 olmas¬halinde L operatörü

L0 ile gösterilsin. � (x; �) =

0@ �1 (x; �)

�2 (x; �)

1A vektör fonksiyonu da (3:1:3) denklem

sisteminin �0 (0; �) =

0@ 1

i�

1A başlang¬ç koşulunu sa¼glayan çözümü olsun. A = 0,

q (x) = 0 ve p (x) = 0 olmas¬halinde bu çözüm �0 (x; �) ile gösterilsin. � 2 R için

�y00 = �2y eşitli¼ginin y (0; �) =

0@ 1

i�

1A başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü
y (x; �) =

0@ ei�x

i�e�i�x

1A dir. y (x; �) bir çözümse onun eşleni¼gi olan y (x; �) da bir

çözümdür. Ayr¬ca onlar¬n lineer kombinasyonlar¬da bir çözümdür. O halde � 2 R

için �0 (x; �) çözümü

�01 (x; �) =
y01 (x; �)� y01 (x; �)

2i
=
ei(�x��(x)) � e�i(�x��(x))

2i
= sin (�x� � (x))

�02 (x; �) =
y02 (x; �)� y02 (x; �)

2i
=
�iei�x + �ie�i�x

2i
= � cos (�x� � (x))

şeklinde elde edilir.

�0 (�) ile L0 probleminin karakteristik fonksiyonunu gösterelim.

�01 (�; �) = �0 (�) oldu¼gu aç¬kt¬r. Gerçekten de

� (x) = e

�i

xZ
0

p(t)dt

olmak üzere
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y01 (x; �) = a (x) ei�x = e

i

0BBB@�x�
xZ
0

p(t)dt

1CCCA
= ei(�x��(x)) ve

�01 (�; �) = �0 (�) = sin (�� � � (�)) oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu durumda �0 (�) =

0 denkleminin n 2 N için �0n kökleri L0 probleminin özde¼gerleridir.

Tan¬m 4.1.1 : y (x; �) ; z (x; �) 2 D (L) fonksiyonlar¬

�Z
0

y (x; �) z (x; �) dx = 0

eşitli¼gini sa¼gl¬yorlarsa y ve z fonksiyonlar¬na ortogonaldir denir.

Tan¬m 4.1.2 : y (x; �) 2 D (L) için

�n =

�Z
0

y2 (x; �n) dx�
1

�n

�Z
0

p (x) y2 (x; �n) dx

say¬lar¬na normalleştirici say¬lar denir.

Lemma (Lagrange Formülü) 4.1.3 : y; z 2 D (L�0) olsun. Bu durumda

(L�0y; z) =

�Z
0

l (y) zdx = (y; L�0z) + [y; z] j�0

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Burada

[y; z] j�0 = [(��z) (x) y (x)� (��y) (x) z (x)]
�
0

dir.

·Ispat : l (y)�nin ifadesi yerine yaz¬larak k¬smi integrasyon i̧slemi uygulan¬rsa;

(L�0y; z) =

�Z
0

l (y) zdx =

�Z
0

(�y00 + fq (x) + 2�p (x)g y) zdx

= �
�Z
0

(y0 � uy)0 zdx�
�Z
0

u (y0 � uy) zdx�
�Z
0

(u2 � q (x)� 2�p (x)) yzdx

= � (y0 � uy) z j�0+
�Z
0

(y0 � uy) z0dx�
�Z
0

u (y0 � uy) zdx�
�Z
0

(u2 � q (x)� 2�p (x)) yzdx
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=

�Z
0

(y0 � uy) (z0 � uz) dx�(��y) (x) z (x) j�0 �
�Z
0

(u2 � q (x)� 2�p (x)) yzdx

= y (z0 � uz) j�0 �
�Z
0

y (z0 � uz)
0
dx�

�Z
0

uy (z0 � uz) dx� (��y) z (x) j�0

�
�Z
0

(u2 � q (x)� 2�p (x)) yzdx

=

�Z
0

l (z) ydx+ [(��z) (x) y (x)� (��y) (x) z (x)]�0

=

�Z
0

l (z) ydx+ [y; z] j�0

= (y; L�0z) + [y; z] j�0

Böylece lemma ispatlanm¬̧s olur.

�(�) = h' (x; �) ;  (x; �)i , [y (x) ; z (x)] := y (x) (��z) (x) � (��y) (x) z (x)

ve W [';  ] =

������ ' (x; �)  (x; �)

(�') (x; �) (� ) (x; �)

������olarak tan¬mlans¬n.
(��y) (x) = y0 (x) � u (x) y (x) olmak üzere �(�) ifadesi x de¼gi̧skenine ba¼gl¬

de¼gildir. Yani
d

dx
�(�) = 0 d¬r.

Ayr¬ca ' (x; �) fonksiyonu

l (y) := �y00 + fq (x) + 2�p (x)g y = �2y; 0 < x < � (4.1.2)

diferansiyel denkleminin 8<: ' (0; �) = 0

(��') (0; �) = 1
(4.1.3)

 (x; �) fonksiyonu ise (4.1.2) diferansiyel denkleminin

8<:  (�; �) = 0

(�� ) (�; �) = 1
(4.1.4)
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başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olsun.

�(�) = V (') = �U ( )

yaz¬labilir. �(�) fonksiyonu ��ya göre tamd¬r ve onun say¬labilir say¬da olan s¬f¬rlar¬

L probleminin özde¼gerleridir.

Lemma 4.1.4:
:

�(�n) = �2�n�n�n dir. Burada
:

�(�n) =
d

d�
�(�)

����
�=�n

d¬r.

·Ispat:8>>><>>>:
'1 (x; �) = ' (x; �)

'2 (x; �) = '0 (x; �)� u (x)' (x; �)

ve 8>>><>>>:
 1 (x; �) =  (x; �)

 2 (x; �) =  0 (x; �)� u (x) (x; �)

olmak üzere ' (x; �) ve  (x; �) çözümlerini (3:1:3) sisteminde yerine yazal¬m.

8<: '01 (x; �)� u (x)'1 (x; �) = '2 (x; �)

'02 (x; �) + u (x)'2 (x; �)� fq0 (x) + 2�p (x)� u2 (x)g'1 (x; �) = ��2'1 (x; �)
(4.1.5)8<:  01 (x; �)� u (x) 1 (x; �) =  2 (x; �)

 02 (x; �) + u (x) 2 (x; �)� fq0 (x) + 2�p (x)� u2 (x)g 1 (x; �) = ��2 1 (x; �)
(4.1.6)

(4:1:5) ve (4:1:6) sistemlerinin ��ya göre türevleri al¬n¬p8>>><>>>:
:

'01 (x; �)� u (x)
:
'1 (x; �) =

:
'2 (x; �)

:

'02 (x; �) + u (x)
:
'2 (x; �)� fq0 (x) + 2�p (x)� u2 (x)g :

'1 (x; �) = ��2
:
'1 (x; �)

�2 f�� p (x)g'1 (x; �)
(4.1.7)
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8>>><>>>:
:

 
0
1 (x; �)� u (x)

:

 1 (x; �) =
:

 2 (x; �)
:

 
0
2 (x; �) + u (x)

:

 2 (x; �)� fq0 (x) + 2�p (x)� u2 (x)g
:

 1 (x; �) = ��2
:

 1 (x; �)

�2 f�� p (x)g 1 (x; �)
(4.1.8)

(4:1:5) sistemini
:

 1 (x; �) ile, (4:1:8) sistemi '1 (x; �) ile çarp¬p taraf tarafa ç¬kar¬rsak

ve (4:1:7) sistemini  1 (x; �) ile (4:1:6) sistemini de
:
'1 (x; �) ile çarp¬p taraf tarafa

ç¬kar¬rsak;

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

:

 
0
1 (x; �)'1 (x; �)�

:

 1 (x; �)'
0
1 (x; �) =

:

 2 (x; �)'1 (x; �)

�'2 (x; �)
:

 1 (x; �)

:

 
0
2 (x; �)'1 (x; �) + u (x)

:

 2 (x; �)'1 (x; �)� '02 (x; �)
:

 1 (x; �)

�u (x)'2 (x; �)
:

 1 (x; �) = �2 f�� p (x)g'1 (x; �) 1 (x; �)

(4.1.9)

:8>>>>>>>><>>>>>>>>:

:

'01 (x; �) 1 (x; �)�  01 (x; �)
:
'1 (x; �) =

:
'2 (x; �) 1 (x; �)

� 2 (x; �)
:
'1 (x; �)

:

'02 (x; �) 1 (x; �) + u (x)
:
'2 (x; �) 1 (x; �)�  02 (x; �)

:
'1 (x; �)

�u (x) 2 (x; �)
:
'1 (x; �) = �2 f�� p (x)g'1 (x; �) 1 (x; �)

(4.1.10)

sistemleri elde edilir. (4:1:9) ve (4:1:10) sistemleri düzenlenip

'2 (x; �) = '01 (x; �)� u (x)'1 (x; �)

 2 (x; �) =  01 (x; �)� u (x) 1 (x; �)

eşitlikleri kullan¬l¬rsa;8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

:

 
0
2 (x; �)'1 (x; �) + u (x)

:

 2 (x; �)'1 (x; �)� '02 (x; �)
:

 1 (x; �)

�u (x)'2 (x; �)
:

 1 (x; �) = �2 f�� p (x)g'1 (x; �) 1 (x; �)

:

'02 (x; �) 1 (x; �) + u (x)
:
'2 (x; �) 1 (x; �)�  02 (x; �)

:
'1 (x; �)

�u (x) 2 (x; �)
:
'1 (x; �) = �2 f�� p (x)g'1 (x; �) 1 (x; �)
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8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

h :
 
0
1 (x; �)� u (x)

:

 1 (x; �)
i0
'1 (x; �) + u (x)

h :
 
0
1 (x; �)� u (x)

:

 1 (x; �)
i
'1 (x; �)

� ['01 (x; �)� u (x)'1 (x; �)]
0 : 1 (x; �)� u (x) ['01 (x; �)� u (x)'1 (x; �)]

:

 1 (x; �)

= �2 f�� p (x)g'1 (x; �) 1 (x; �)h :

'01 (x; �)� u (x)
:
'1 (x; �)

i0
 1 (x; �) + u (x)

h :

'01 (x; �)� u (x)
:
'1 (x; �)

i
 1 (x; �)

� [ 01 (x; �)� u (x) 1 (x; �)]
0 :
'1 (x; �)� u (x) [ 01 (x; �)� u (x) 1 (x; �)]

:
'1 (x; �)

= �2 f�� p (x)g'1 (x; �) 1 (x; �)

buradan da8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

��
�
:

 1

�0
(x; �) + u (x)

�
�
:

 1

�
(x; �)

�
'1 (x; �)

�
�
(�'1)

0 (x; �) + u (x) (�'1) (x; �)
� :
 1 (x; �)

= �2 f�� p (x)g'1 (x; �) 1 (x; �)�
(�

:
'1)

0
(x; �) + u (x) (�

:
'1) (x; �)

�
 1 (x; �)

�
�
(� 1)

0 (x; �) + u (x) (� 1) (x; �)
� :
'1 (x; �)

= �2 f�� p (x)g'1 (x; �) 1 (x; �)

sistemleri al¬n¬r.8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

d

dx

��
�
:

 1

�
(x; �)'1 (x; �)� (�'1) (x; �)

:

 1 (x; �)
�

= �2 f�� p (x)g'1 (x; �) 1 (x; �)

d

dx

� :

(�
:
'1) (x; �) 1 (x; �)� (� 1) (x; �)

:
'1 (x; �)

�
= �2 f�� p (x)g'1 (x; �) 1 (x; �)

al¬nan son eşitlikler s¬ras¬yla [x; �] ve [0; x] aral¬klar¬nda integrallenip (4:1:3) ve

(4:1:4) başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬kullan¬l¬rsa

W
h
'1;

:

 1

i
+W [

:
'1;  1] = �2

�Z
x

f�� p (t)g'1 (t; �) 1 (t; �) dt

�2
xZ
0

f�� p (t)g'1 (t; �) 1 (t; �) dt
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d

d�
W ['1;  1] = �2

�Z
0

f�� p (t)g'1 (t; �) 1 (t; �) dt

:

�(�) = �2
�Z
0

f�� p (t)g'1 (t; �) 1 (t; �) dt

elde edilir. �! �n iken limite geçip,  1 (t; �n) = �n'1 (t; �n) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

:

�(�) = �2�n�n

24 �Z
0

'21 (t; �n) dt�
1

�n

�Z
0

p (t)'21 (t; �n) dt

35
:

�(�) = �2�n�n�n

elde edilir. Burada W ['1;  1] =

������ '1 (x; �)  1 (x; �)

(�'1) (x; �) (� 1) (x; �)

������ dir.
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4.2 Özde¼ger Ve Normalleştirici Say¬lar¬n Asimptotik ·Ifadeleri

Bu bölümde L probleminin özde¼gerleri ve normalleştirici say¬lar¬için n �nin yeterince

büyük de¼gerlerinde asimptotik ifadeler elde edilecektir.

Lemma 4.2.1: L probleminin özde¼gerleri aşa¼g¬daki asimptotik davran¬̧sa

sahiptir.

�n = �0n +
dn

�0n
+
�n

�0n

Burada �n 2 `2 ve dn s¬n¬rl¬bir dizidir.
·Ispat: � yeterince küçük bir say¬olmak üzere

�n =
�
� : j�j =

���0n��+ �; � > 0; n = 0; 1; 2; :::
	

G� =
�
� :
���� �0n

�� � �; � > 0; n = 0; 1; 2; :::
	

olsun. z = x+ iy olmak üzere jsin zj =
p
sin2 x+ sinh2 y eşitli¼ginden yararlan¬rsak;

� 2 G� için

�0 (�) = sin (�� � � (�)) =
ei(����(�)) � e�i(����(�))

2i

oldu¼gundan;

j�0 (�)j =
1

2

��ei(����(�)) � e�i(����(�))
�� � 1

2
A�e

jIm(���(�))j

olacak biçimde A� vard¬r. Ayr¬ca

'1 (x; �) = ei(�x��(x)) +

xZ
0

K11 (x; t) e
i�tdt+

0Z
�x

K11 (x; t) e
i�tdt

= ei(�x��(x)) +

xZ
0

K11 (x; t) e
i�tdt+

xZ
0

K11 (x;�t) e�i�tdt

oldu¼gundan L probleminin karakteristik fonksiyonu da

�(�) = ei[����(�)] +

�Z
0

A (�; t) cos�tdt+

�Z
0

B (�; t) sin�tdt

olur. Burada
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A (x; t) = K11 (x; t) +K11 (x;�t),

B (x; t) = i (K11 (x; t)�K11 (x;�t)) ve � (x) = e

i

xZ
0

p(t)dt

dir. Böylece

�(�) = �0 (�) +

�Z
0

A (�; t) cos�tdt+

�Z
0

B (�; t) sin�tdt

olarak elde edilir. A (x; :) ; B (x; :) 2 L1 (0; �) oldu¼gundan Riemann Lebesque teo-

remi gere¼gi

lim
j�j!+1

�Z
0

A (x; t) cos�tdt = 0

lim
j�j!+1

�Z
0

B (x; t) sin�tdt = 0

olur. n�in yeterince büyük de¼gerleri için ;

j�(�)��0 (�)j <
C�
2
ejIm(���(�))j

ve

j�0 (�)j >
A�
2
ejIm(���(�))j > j�(�)��0 (�)j

eşitsizli¼gi sa¼glanmaktad¬r. Rouche Teoremi gere¼gi �n çevresinin içinde yeterince

büyük n�ler için �0 (�) ve [� (�)��0 (�)]+�0 (�) = � (�) fonksiyonlar¬n¬n s¬f¬rlar¬

ayn¬say¬dad¬r. Di¼ger bir de¼gi̧sle �n�in içinde tam olarak �0; �1; :::; �n şeklinde n+ 1

tane s¬f¬r vard¬r. Benzer şekilde Rouche Teoremi gere¼gi n�in yeterince büyük de¼gerleri

için
���� �0n

�� < � çemberlerinin her birinde �(�) fonksiyonunun yaln¬zca bir s¬f¬r¬

vard¬r. Dolay¬s¬yla � yeterince küçük pozitif bir say¬oldu¼gunda lim
n!1

"n = 0 olmak

üzere �n = �0n + "n elde edilir. �n say¬lar¬�(�) karakteristik fonksiyonunun kökleri

ve �(�) = '1 (�; �), �0 (�) = '10 (�; �) oldu¼gundan;

�(�n) = �
�
�0n + "n

�
= �

�
�0n + "n

�
+

�Z
0

A (�; t) cos
�
�0n + "n

�
tdt

+

�Z
0

B (�; t) sin
�
�0n + "n

�
tdt = 0

veya
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�(�) = sin (�n� � � (�))+

�Z
0

A (�; t) cos
�
�0n + "n

�
tdt+

�Z
0

B (�; t) sin
�
�0n + "n

�
tdt = 0

(4.2.1)

yaz¬l¬r.

sin (�� � � (�)) = 0

denkleminin kökleri

�� � � (�) = �n , n = 0;�1;�2; :::

oldu¼gundan

�0n = n+
� (�)

�
, n = 0;�1;�2; :::

elde edilir. Burada � (�) = e

i

�Z
0

p(t)dt

d¬r.

sin (�� � � (�)) = sin
�
�0n� + "n� � � (�)

�
= sin

�
�0n� � � (�)

�
: cos "n� + cos

�
�0n� � � (�)

�
: sin "n�

= sin
�
�0n� � � (�)

�
+ "n� cos

�
�0n� � � (�)

�
+ o ("2n)

= sin (n� + � (�)� � (�)) + "n� cos (n� + � (�)� � (�)) + o ("2n)

= (�1)n "n� + o ("2n)

olur.

cos
�
�0n + "n

�
t = 1� ("nt)

2

2!
+
("nt)

4

4!
� o ("5n) ; "n ! 0

ve

sin
�
�0n + "n

�
t = "nt�

("nt)
3

3!
+
("nt)

5

5!
� o ("6n) ; "n ! 0

ifadelerini (4.2.1) eşitli¼ginde kullan¬rsak

"n� (�1)n + o ("2n) +

�Z
0

A (�; t)

"
cos�0nt�

("nt)
2

2!
cos�0nt+

("nt)
4

4!
cos�0nt
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�"nt sin�0nt+
("nt)

3

3!
sin�0nt�

("nt)
5

5!
sin�0ntdt

#
dt

+

�Z
0

B (�; t)

"
sin�0nt�

("nt)
2

2!
sin�0nt+

("nt)
4

4!
sin�0nt

+"nt cos�
0
nt�

("nt)
3

3!
cos�0nt+

("nt)
5

5!
cos�0nt

#
dt+ o ("5n) = 0

olur. Buradan "n�ler için

"n

8<:� (�1)n �
�Z
0

tA (�; t) sin�0ntdt+

�Z
0

tB (�; t) cos�0ntdt

�"n
2!

24 �Z
0

t2A (�; t) cos�0ntdt+

�Z
0

t2B (�; t) sin�0ntdt

35

+
"n
2

3!

24 �Z
0

t3A (�; t) sin�0ntdt�
�Z
0

t3B (�; t) cos�0ntdt

35

+
"n
3

4!

24 �Z
0

t4A (�; t) cos�0ntdt+

�Z
0

t4B (�; t) sin�0ntdt

35

�"n
4

5!

24 �Z
0

t5A (�; t) sin�0ntdt�
�Z
0

t5B (�; t) cos�0ntdt

359=;
= �

8<:
�Z
0

t2A (�; t) cos�0ntdt+

�Z
0

t2B (�; t) sin�0ntdt+ o ("2n)

9=;
elde edilir. Buradan da

"n =
(�1)n+1

�

24 �Z
0

eA (�; t) cosntdt+ �Z
0

eB (�; t) sinntdt
35

ifadesi elde edilir. Burada

eA (�; t) = cos � (�)
�

tA (�; t)� sin � (�)
�

tB (�; t)

eB (�; t) = cos � (�)
�

tB (�; t)� sin � (�)
�

tA (�; t)

Ayr¬ca fAt (�; :) ; eBt (�; :) 2 L1 (0; �) iken
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�Z
0

eA (�; t) cosntdt = � 1
n

�Z
0

fAt (�; t) sinntdt
�Z
0

eB (�; t) sinntdt = 1

n
eB (�; �)� 1

n
eB (�; 0) + 1

n

�Z
0

fBt (�; t) cosntdt
olmak üzere

"n =
(�1)n

n�

24 �Z
0

fAt (�; t) sinntdt� eB (�; �)� �Z
0

fBt (�; t) cosntdt
35

elde edilir. Yani

"n =
(�1)n dn
n�

+ �n

olur. Burada

dn =

�Z
0

fAt (�; t) sinntdt� eB (�; �)� �Z
0

fBt (�; t) cosntdt
�n = �

(�1)n dn
n�2

24 �Z
0

t eA (�; t) sinntdt� �Z
0

t eB (�; t) cosntdt
35

dir ve

�n = �0n +
dn
n
+
�n
n

elde edilir. (dn)n�1 s¬n¬rl¬bir dizi ve �n 2 l2 dir.

Lemma 4.2.2.: �n normalleştirici say¬lar¬

�n =
�

2
� � (�)

2�0n
+
dn

�0n
+
�n

�0n

şeklinde asimptotik ifadeye sahiptir. Burada �n 2 l2 ve (dn)n�1 s¬n¬rl¬bir dizidir.
·Ispat:

�n =

�Z
0

y2n (x) dx�
1

�n

�Z
0

p (x) y2n (x) dx

eşitli¼gi ve

yn (x; �) = ei(�nx��(x)) +

xZ
�x

K11 (x; t) e
i�ntdt

ifadesi kullan¬l¬rsa

S (x; �n) :=
y (x; �n)� y (x; �n)

2i
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S (x; �n) = sin (�nx� � (x)) +

xZ
�x

A (x; t) cos�ntdt+

xZ
�x

B (x; t) sin�ntdt

elde edilir. Burada

A (x; t) =
1

2i
[K11 (x; t)�K11 (x;�t)]

B (x; t) =
1

2
[K11 (x; t) +K11 (x;�t)]

dir.

�n =

�Z
0

S2n (x) dx�
1

�n

�Z
0

p (x)S2n (x) dx

=

�Z
0

24sin (�nx� � (x)) +

xZ
0

A (x; t) cos�ntdt+

xZ
0

B (x; t) sin�ntdt

352 dx
� 1

�n

�Z
0

p (x)

24sin (�nx� � (x)) +

xZ
0

A (x; t) cos�ntdt+

xZ
0

B (x; t) sin�ntdt

352 dx
Gerekli i̧slemler yap¬ld¬ktan sonra;

�n =
�

2
� � (�)

2�n
+
dn

�0n
+
�n

�0n

elde edilir. Burada

�n = �
1

2

�Z
0

sin 2�nx sin 2� (x) p (x) dx

+
1

2

�Z
0

sin 2�nx cos 2� (x) p (x) dx� 2
�Z
0

xA (x; x)

xZ
0

A (x; t) cos�ntdt cos�nxdx

�2
�Z
0

xB (x; x)

xZ
0

B (x; t) sin�ntdt sin�nxdx+2

�Z
0

cos� (x)

0@ xZ
0

A (x; t) cos�ntdt

1A sin�nxdx
� 2

�Z
0

sin� (x)

0@ xZ
0

A (x; t) cos�ntdt

1A cos�nxdx
+ 2

�Z
0

cos� (x)

0@ xZ
0

B (x; t) sin�ntdt

1A sin�nxdx
� 2

�Z
0

sin� (x)

0@ xZ
0

B (x; t) sin�ntdt

1A cos�nxdx� � (�)

�Z
0

A (x; t) cos�ntdt

+ 2

�Z
0

� (x)A (x; x)

xZ
0

A (x; t) cos�ntdt cos�nxdx� � (�)

�Z
0

B (x; t) sin�ntdt
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+ 2

�Z
0

� (x)B (x; x)

xZ
0

B (x; t) sin�ntdt sin�nxdx

� 2
�Z
0

p (x) cos� (x)

0@ xZ
0

A (x; t) cos�ntdt

1A sin�nxdx
+ 2

�Z
0

p (x) sin� (x)

0@ xZ
0

A (x; t) cos�ntdt

1A cos�nxdx
� 2

�Z
0

p (x) cos� (x)

0@ xZ
0

B (x; t) sin�ntdt

1A sin�nxdx
+ 2

�Z
0

p (x) sin� (x)

0@ xZ
0

B (x; t) sin�ntdt

1A cos�nxdx
+
1

2

�Z
0

sin 2� (x) sin 2�nxdx+
1

2

�Z
0

cos 2� (x) cos 2�nxdx

ve

dn = �
1

2
cos 2� (�) sin 2�n�

d¬r.

Lemma 4.2.3: L probleminin özfonksiyonlar¬n �nin yeterince büyük de¼ger-

lerinde aşa¼g¬daki asimptotik davran¬̧sa sahiptir.

'n (x) = ' (x; �n) = sin
�
�0nx� � (x)

�
+
1

�0n

�
A (x; x) sin�0nx�B (x; x) cos�0nx+B (x; 0)

�
� 1

�0n

xZ
0

At (x; t) sin�
0
ntdt+

xZ
0

Bt (x; t) cos�
0
ntdt+

�n

n

Burada �n 2 `2, DAt (x; t) 2 L1 (0; x) , DBt (x; t) 2 L1 (0; x)dir.
·Ispat:

'n (x) = ' (x; �n) = sin (�nx� � (x)) +

xZ
0

A (x; t) cos�ntdt+

xZ
0

B (x; t) sin�ntdt

özfonksiyonlar¬n ifadesinde

�n = �0n +
dn

n
+
�n
n

yaz¬l¬p gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa
xZ
0

A (x; t) cos�ntdt+

xZ
0

B (x; t) sin�ntdt
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=

xZ
0

A (x; t) cos

�
�0n +

dn

n
+
�n
n

�
tdt+

xZ
0

B (x; t) sin

�
�0n +

dn

n
+
�n
n

�
tdt

=
1

�0n

�
A (x; x) sin�0nx�B (x; x) cos�0nx+B (x; 0)

�
� 1

�0n

xZ
0

At (x; t) sin�
0
ntdt+

xZ
0

Bt (x; t) cos�
0
ntdt+

�n

n
, �n 2 `2

elde edilir. Burada

�n =

�
dn
n
+
�n
n

�8<:
�Z
0

tB (x; t) cos�0ntdt�
�Z
0

tA (x; t) sin�0ntdt

9=;
=
dn1
n
+
�n1
n

d¬r. Ayr¬ca

dn1 = dn

8<:
�Z
0

tB (x; t) cos�0ntdt�
�Z
0

tA (x; t) sin�0ntdt

9=;
�n1 = �n

8<:
�Z
0

tB (x; t) cos�0ntdt�
�Z
0

tA (x; t) sin�0ntdt

9=;
d¬r.Yani

'n (x) = ' (x; �n) = sin
�
�0nx� � (x)

�
+
1

�0n

�
A (x; x) sin�0nx�B (x; x) cos�0nx+B (x; 0)

�
� 1

�0n

xZ
0

At (x; t) sin�
0
ntdt+

xZ
0

Bt (x; t) cos�
0
ntdt+

�n

n

elde edilir.
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4.3 Weyl Fonksiyonu ve Weyl Çözümünün Özellikleri

Bu bölümde Weyl Fonksiyonunu tan¬mlay¬p Weyl Fonksiyonu yard¬m¬ile

�y00 + fq (x) + 2�p (x)g y = 0; 0 < x < � (4.3.1)

U (y) := y (0) = 0; V (y) := y (�) = 0 (4.3.2)

ile tan¬mlanan L s¬n¬r de¼ger probleminin yeniden inşas¬araşt¬r¬lacakt¬r.

Yani L ve eL s¬n¬r de¼ger problemleri ayn¬Weyl fonksiyonuna sahip olduk-

lar¬nda L ve eL s¬n¬r de¼ger problemleri birbirine eşittir.Başka bir de¼gi̧sle Weyl fonksi-
yonu L s¬n¬r de¼ger probleminin potansiyellerini tek olarak belirler.

eL :=

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�y00 + feq (x) + 2�ep (x)g y = 0; 0 < x < �

y (0) = 0, y (�) = 0

eq (x) = eq0 (x) + eA
x�
; eA 2 R; � 2 �1; 3

2

� (4.3.3)

şeklinde tan¬mlans¬n. Burada ep (x) ve eq (x) fonksiyonlar¬n¬n (3:1:1) � (3:1:2) prob-
lemindeki koşullar¬ sa¼glad¬¼g¬n¬ kabul edelim. (4.3.1) denkleminin U (�) = 1 ve

V (�) = 0 s¬n¬r koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümünü � (x; �) fonksiyonu ile gösterelim.

� (x; �) fonksiyonunun 0 noktas¬ndaki de¼gerini de M (�) fonksiyonu ile tan¬mlaya-

l¬m. Yani � (0; �) := M (�) olsun. � (x; �) fonksiyonuna L s¬n¬r de¼ger probleminin

Weyl çözümü ve M (�) fonksiyonuna da L s¬n¬r de¼ger probleminin Weyl fonksiyonu

denir.

Lemma 4.3.1 : ' (x; �) , S (x; �) ve	(x; �) fonksiyonlar¬(4.3.1) denkleminin

' (0; �) = 1; (��') (0; �) = 0; (4.3.4)

S (0; �) = 0; (��S) (0; �) = 1;

	(�; �) = 0; (��	) (�; �) = �1

koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olsun.
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� (x; �) = M (�) :' (x; �) + S (x; �), (� 6= �n; n = 1; 2; 3; :::) ve

M (�) = �	(0; �)
� (�)

eşitli¼gi geçerlidir.

·Ispat:W ['; S] jx=0 = ' (0; �) :S
0
(0; �) � '

0
(0; �) :S (0; �) = 1 oldu¼gundan

' (x; �) ve S (x; �) fonksiyonlar¬lineer ba¼g¬ms¬zd¬rlar.Yani (4:3:1) denkleminin (4:3:4)

ile verilen başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan bir temel çözüm sistemidir. Dolay¬s¬yla

(4:3:1) denkleminin tüm çözümleri bu iki çözümün lineer kombinasyonudur. 	(x; �)

fonksiyonu da (4:3:1) denkleminin bir çözümü oldu¼gundan

	(x; �) = c1 (�)' (x; �) + c2 (�)S (x; �)

şeklinde yaz¬labilir. (4.3.4) koşullar¬ndan

c1 (�) = 	 (0; �) ve c2 (�) = 	
0 (0; �) = ��(�)

eşitlikleri sa¼glan¬r.

O halde;

	(x; �) = 	 (0; �)' (x; �)��(�)S (x; �)

eşitli¼gi elde edilir. Son eşitli¼gin her iki taraf¬ � 6= �n (n = 1; 2; :::) olmak üzere

��(�) ifadesine bölünürse;

� (x; �) := �	(x; �)
� (�)

= M (�) :' (x; �) + S (x; �) ve M (�) = �	(0; �)
� (�)

elde edilir.Burada M (�) fonksiyonu f�ngn�0 noktalar¬nda kutup noktalar¬na sahip

meromor�k bir fonksiyondur.

Teorem 4.3.2: M (�) =
1

�0 (�� �0)
+

1X
n=1

�
1

�n (�� �n)
+

1

�0n�
0
n

�
gösterili-

mi do¼grudur.

·Ispat: ' (x; �) çözümüne benzer bir çözüm elde edelim. Bunun için (3:1:3)

sisteminin � noktas¬ndaki

 (�; �) = 0

 0 (�; �) = i�

başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü için aşa¼g¬daki şekilde integral denklemleri

sistemini elde ederiz.
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e 1 (x; �) = e�i�(��x) +

�Z
x

u (t) e 1 (t; �) cos� (x� t) dt

�1
�

�Z
x

h
q0 (t) + 2�p (t)� u2 (t)� e 2 (t; �)u (t)i sin� (x� t) dt

e 2 (x; �) = i�e�i�(��x) � �

�Z
x

u (t) e 1 (t; �) cos� (x� t) dt

�
�Z
x

h
q0 (t) + 2�p (t)� u2 (t)� e 2 (t; �)u (t)i cos� (x� t) dt

şeklinde bulunur. Burada  (x; �) =
�e 1 (x; �) ; e 2 (x; �)�t

e (x; �) çözümünün de ' (x; �) çözümüne benzer olarak
 1 (� � x; �) = ei[�(��x)��(��x)] +

�+xZ
��x

E11 (x; t) e
i�tdt

 2 (� � x; �) = i�ei[�(��x)��(��x)] + b (� � x) ei�(��x) +

�+xZ
��x

E21 (x; t) e
i�tdt

+i�

�+xZ
��x

E22 (x; t) e
i�tdt

şeklinde bir gösterilimi oldu¼gu yukar¬daki yöntemle ispatlanabilir. Buradan

 1 (x; �) =
e 1 (� � x; �)� e 1 (� � x; �)

2i

 2 (x; �) =
e 2 (� � x; �)� e 2 (� � x; �)

2i
olarak al¬n¬rsa

 1 (x; �) = sin [� (� � x)� � (� � x)] +

�+xZ
��x

E11 (x; t) sin�tdt

 2 (x; �) = i� sin [� (� � x)� � (� � x)] + b (� � x) sin� (� � x)

+

�+xZ
��x

E21 (x; t) sin�tdt+ i�

�+xZ
��x

E22 (x; t) sin�tdt

şeklinde integral gösterilim yaz¬l¬r. Buradan da, eEij (x; t) = Eij (x; t) � Eij (x;�t),

(i; j = 1; 2) olmak üzere

 1(x; �) = sin [� (� � x)� � (� � x)] +

�+xZ
0

eE11 (x; t) sin�tdt
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 2 (x; �) = i� sin [� (� � x)� � (� � x)] + b (� � x) sin� (� � x)

+

�+xZ
0

eE21 (x; t) sin�tdt+ i�

�+xZ
0

eE22 (x; t) sin�tdt
elde edilir. eEij (i; j = 1; 2) fonksiyonlar¬her �x edilmi̧s x 2 [0; �] için t de¼gi̧skenine
göre L2 (0; �) uzay¬na aittir.

C � 0 ve q � 0 durumuna kaŗs¬l¬k gelen  i(x; �) fonksiyonlar¬ 0i(x; �) ve

e1 =

�+xZ
0

eE11 (x; t) sin�tdt
e2 = b (� � x) sin� (� � x)

+

�+xZ
0

eE21 (x; t) sin�tdt+ i�

�+xZ
0

eE22 (x; t) sin�tdt
olarak gösterilirse

 1(x; �) =  01(x; �) + e1

 2 (x; �) =  02(x; �) + e2

şeklinde yaz¬labilir. Son al¬nan eşitlikler ve �(�) =  1(0; �) ve �o (�) =  0(0; �)

oldu¼gu kullan¬l¬rsa

M (�)�M (�0) =
 2 (0; �)

 1 (0; �)
�  02 (0; �)

 01 (0; �)
=
 02 (x; �) + e2
 01 (x; �) + e1

�  02 (0; �)

 01 (0; �)

=
 01 (x; �) 02 (0; �) + e2 01 (0; �)�  01 (x; �) 02 (0; �)� e1 02 (0; �)

[ 01 (0; �) + e1] 01 (0; �)

=
e2

 01 (0; �) + e1
� e1
 01 (0; �) + e1

M (�0)

=
e2
�(�)

� e1
�(�)

M (�0)

elde edilir.

Burada � 2 G� için lim
�!1

sup
�2G�

e�jIm��j jei (�)j = 0 ve �(�) > C�e
jIm�j� oldu¼gu

göz önünde bulundurulursa

lim
j�j!1

sup
�2G�

jM (�)�M (�0)j = 0

al¬n¬r. Di¼ger taraftan ' (x; �n) ;
�
'0
�
x; �0n

��
ve  (x; �n) ;

�
 0
�
x; �0n

��
fonksiyonlar¬

L (L0) probleminin özfonksiyonlar¬d¬r. O halde �n (�
0
n) sabitleri vard¬r öyle ki;
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 (x; �n) = �n' (x; �n)

 0
�
x; �0n

�
= �0n'0

�
x; �0n

�
eşitli¼gi sa¼glan¬r. O halde  2 (0; �n) = �n'2 (0; �n) ve  2 (�; �n) = �n'2 (�; �n)

oldu¼gundan

�n =  2 (0; �n) =
1

'2 (�; �n)
ve �0n =  2

�
0; �0n

�
=

1

'2
�
�; �0n

�
�n = �

:

�(�n)'2 (�; �n)

�0n = �
:

�(�n)'2
�
�; �0n

�
eşitlikleri elde edilir.  2 (0; �) ve�(�) fonksiyonlar¬� = �n de analitik ve  2 (0; �n) 6=

0;�(�n) = 0;
:

�(�n) 6= 0 oldu¼gundan M (�), � = �nve M0 (�) ;ise � = �0n de basit

kutup noktas¬na sahiptir. Dolay¬s¬yla

Res
�=�n

M (�) =
 2 (0; �n)
:

�(�n)
=

1
:

�(�n)'2 (�; �n)
= � 1

�n
(4.3.5)

Res
�=�0n

M0 (�) =
 2
�
0; �0n

�
:

�
�
�0n
� =

1
:

�(�n)'2
�
�; �0n

� = � 1

�0n

elde edilir.

In (x) =
1

2�i

Z
�n

M (�)�M0 (�)

�� �
d�; � 2 int�n

e¼grisel integrali ele al¬nd¬¼g¬nda lim
j�j!1

sup
�2G�

jM (�)�M (�0)j = 0 oldu¼gundan lim
n!1

In =

0 bulunur. M (�) fonksiyonunun �n deki ayk¬r¬l¬klar¬s¬ras¬yla �0; �1; :::; �n şeklinde

s¬ralanm¬̧s olup kutup yerleri ve buralardaki rezidüleri s¬ras¬yla
1

�0
;
1

�1
; :::;

1

�n
; ::: dir.

�n de hiçbir kutup yerinden geçmeyen ve üzerinde jM (�)j < M eşitsizli¼ginin sa¼g-

land¬¼g¬Rn yar¬çapl¬çember ve n!1 iken Rn !1 olur. M (�) fonksiyonunun bir

kutbu olmad¬¼g¬ndan
M (�)

� � �
fonksiyonu, � = �n; n = 0; 1; ::: ve � noktalar¬nda kutup

yerlerine sahiptir. Bu durumda (4:3:5) den Rezidü Teoremi gere¼gi

Re s

�
M (�)

� � �
; �n

�
= lim

�!�n
(� � �n)

M (�)

� � �n
= � 1

�n (�� �n)

Re s

�
M (�)

� � �
; �

�
= lim

�!�
(� � �)

M (�)

� � �
=M (�)

olur. Rezidü Teoreminden
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1

2�i

Z
�n

M (�)�M0 (�)

�� �
d� =M (�)�

X
�n2int�n

1

�n (�� �n)

1

2�i

Z
�n

M (�)�M0 (�)

�� �
d� =M0 (�)�

X
�0n2int�n

1

�0n
�
�0n � �

�
elde edilir.

1

2�i

Z
�n

M (�)�M0 (�)

�� �
d� = �M (�)+M0 (�)+

X 1

�n (�� �n)
�
X 1

�0n
�
�0n � �

�
n!1 için lim

n!1
In (x) = 0 oldu¼gundan

�M (�) +M0 (�) +
X 1

�n (�� �n)
�
X 1

�0n
�
�0n � �

� = 0
veya

M (�) =M0 (�) +
1X

n=�1

(
1

�n (�� �n)
� 1

�0n
�
�0n � �

�)
al¬n¬r. Mittag-Le­ er aç¬l¬m¬na göre

M0 (�) =
1

�0n�
+

1X
n=�1

1

�0n

(
1�

�� �0n
� + 1

�0n

)

olur. M (�) ve M0 (�) için elde edilen yukar¬daki eşitlikler kullan¬l¬rsa ;

M (�) =
1

�0n�
+

1X
n=�1

1

�0n

(
1�

�� �0n
� + 1

�0n

)

+

1X
n=�1

(
1

�n (�� �n)
� 1

�0n
�
�0n � �

�)

=
1

�0n�
+

1

�0 (�� �0)
� 1

�0n�

+
1X

n=�1

(
1

�0n

 
1�

�� �0n
� + 1

�0n

!
+

1

�n (�� �n)
� 1

�0n
�
�0n � �

�)

elde edilir. Buradan da

M (�) =
1

�0 (�� �0)
+

1X
n=�1

�
1

�n (�� �n)
+

1

�0n�
0
n

�
eşitli¼gi elde edilir.

76



4.4 Ters Problemler

Bu bölümde L probleminin belirlenmesi için Weyl fonksiyonu ve spektral karakte-

ristiklere göre ters problemin çözümü verilmi̧stir.

Lemma 4.4.1: �n = e�n (n = 1; 2; :::) ise � (�) = e� (�) d¬r.
·Ispat: �n = e�n eşitli¼ginden ve lemma (4:2:1) den
n+

� (�)

�
+
dn

�0n
+
�n

�0n
= n+

e� (�)
�

+
edn
�0n
+
e�n
�0n

olur. Son eşitlikte n!1 iken limite geçersek;

� (�) = e� (�), n!1

elde edilir.

Teorem 4.4.2: E¼ger M (�) = fM (�) ise L = eL d¬r. Yani Weyl fonksiyonu L
s¬n¬r de¼ger problemini tek olarak belirler.

·Ispat: P (x; �) :

0BBB@
e' (x; �) e� (x; �)

(��e') (x; �) �
��e�� (x; �)

1CCCA =

0BBB@
' (x; �) � (x; �)

(��') (x; �) (���) (x; �)

1CCCA
eşitli¼gi sa¼glanacak şekilde P (x; �) = [Pi;j (x; �)] , (i; j = 1; 2)matrisini tan¬mlayal¬m.

Eşitli¼gin her iki taraf¬0BBB@
e' (x; �) e� (x; �)

(��e') (x; �) �
��e�� (x; �)

1CCCA
�1

=

0BBB@
�
��e�� (x; �) �e� (x; �)

� (��e') (x; �) e' (x; �)
1CCCA

matrisi ile çarp¬l¬rsa ;0BBB@
P11 (x; �) P12 (x; �)

P21 (x; �) P22 (x; �)

1CCCA =

0BBB@
' (x; �) � (x; �)

(��') (x; �) (���) (x; �)

1CCCA

:

0BBB@
�
��e�� (x; �) �e� (x; �)

� (��e') (x; �) e' (x; �)
1CCCA
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veya

P11 (x; �) = ' (x; �)
�
��e�� (x; �)� � (x; �) (��e') (x; �)

P12 (x; �) = e' (x; �) � (x; �)� e� (x; �)' (x; �)
P21 (x; �) = (��') (x; �)

�
��e�� (x; �)� (���) (x; �) (��e') (x; �)

P22 (x; �) = e' (x; �) (���) (x; �)� e� (x; �) (��') (x; �)
eşitlikleri elde edilir. � (x; �) = �	(x; �)

� (�)
ifadesinden faydalan¬l¬rsa ;

P11 (x; �) = �' (x; �)

�
��e	� (x; �)e�(�) +

	 (x; �)

� (�)
(��e') (x; �) (4.4.1)

P12 (x; �) = �e' (x; �) 	 (x; �)
� (�)

+
e	(x; �)e�(�) ' (x; �)

P21 (x; �) = � (��') (x; �)

�
��e	� (x; �)e�(�) +

�
��e	� (x; �)e�(�) (��e') (x; �)

P22 (x; �) = �e' (x; �) (��	) (x; �)
� (�)

+
e	(x; �)e�(�) (��') (x; �)

yaz¬labilir. � (x; �) = M (�) :' (x; �) + S (x; �) ifadesinden faydalan¬l¬rsa;

P11 (x; �) = ' (x; �)
hfM (�) : (��e') (x; �) + ��� eS� (x; �)i

� (��e') (x; �) [M (�) :' (x; �) + S (x; �)]

= ' (x; �)
�
�� eS� (x; �)� (��e') (x; �)S (x; �)

+
hfM (�)�M (�)

i
' (x; �) (��e') (x; �)

P12 (x; �) = e' (x; �) [M (�) :' (x; �) + S (x; �)]

�' (x; �)
hfM (�) :e' (x; �) + eS (x; �)i

= e' (x; �)S (x; �)� ' (x; �) eS (x; �) + hM (�)� fM (�)
i e' (x; �)' (x; �)
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P21 (x; �) = (��') (x; �)
hfM (�) : (��e') (x; �) + ��� eS� (x; �)i

� [M (�) : (��') (x; �) + (��S) (x; �)] (��e') (x; �)
=(��') (x; �)

�
�� eS� (x; �)� (��e') (x; �) (��S) (x; �)

+
hfM (�)�M (�)

i
(��') (x; �) (��e') (x; �)

P22 (x; �) = e' (x; �) [M (�) : (��') (x; �) + (��S) (x; �)]

�
hfM (�) :e' (x; �) + eS (x; �)i (��') (x; �)

= e' (x; �) (��S) (x; �)� (��') (x; �) eS (x; �)
+
h
M (�)� fM (�)

i e' (x; �) (��') (x; �)
M (�) � fM (�) oldu¼gundan

P11 (x; �) = ' (x; �)
�
�� eS� (x; �)� (��e') (x; �)S (x; �)

P12 (x; �) = e' (x; �)S (x; �)� ' (x; �) eS (x; �)
P21 (x; �) = (��') (x; �)

�
�� eS� (x; �)� (��e') (x; �) (��S) (x; �)

P22 (x; �) = e' (x; �) (��S) (x; �)� (��') (x; �) eS (x; �)
eşitlikleri elde edilir. Pj;k (j; k = 1; 2) fonksiyonlar¬her �x edilmi̧s x için ��ya göre

tamd¬rlar.

Di¼ger taraftan ' (x; �) ve 	(x; �) fonksiyonlar¬ (4:3:1) denkleminin

' (0; �) = 1; (��') (0; �) = 0 ve 	(�; �) = 0; (��	) (�; �) = �1 başlang¬ç koşullar¬n¬

sa¼glayan çözümleri oldu¼gundan

(��') (x; �) = O (j�j exp jIm�jx)

(��	) (x; �) = O (j�j exp jIm�j (� � x))

şeklinde asimptotik davran¬̧slara sahip oldu¼gu elde edilir.
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(4.4.1) eşitli¼ginde ' (0; �) = 1; (��') (0; �) = 0 kullan¬larak 8x 2 [0; �] için

jP11 (x; �)j � c� ve jP12 (x; �)j � C� olacak şekilde c� ve C� sabitlerinin varl¬¼g¬elde

edilir. O halde Liouville teoremi gere¼gi P11 (x; �) = A (x) ve P12 (x; �) = B (x)

yaz¬labilir. 8x 2 [0; �] için

P12 (x; �) = e' (x; �) � (x; �)� ' (x; �) e� (x; �)
=

1

� (�)

h
' (x; �) e	(x; �)� e' (x; �)	 (x; �)i

ve � 2 G� için j�(�)j > c�e
jIm�j� oldu¼gundan Lebesque Lemmas¬ndan yararlan¬l¬rsa

lim
�!1
�2G�

jP12 (x; �)j = 0 eşitli¼gi, buradan da P12 (x; �) � 0 olur. O halde 8x 2 [0; �] için

P11 (x; �) � A (x) ve P12 (x; �) � 0 eşitlikleri al¬n¬r. Elde edilen ifadeler yerlerine

yaz¬l¬rsa;8<: ' (x; �)
�
��e�� (x; �)� � (x; �) (��e') (x; �) = A (x)

e' (x; �) � (x; �)� e� (x; �)' (x; �) = 0
sistemi elde edilir. Bu sistem çözülürse;8<: ' (x; �) = e' (x; �)A (x)

� (x; �) = e� (x; �)A (x) (4.4.2)

eşitlikleri bulunur.

� (x; �) = �	(x; �)
� (�)

= M (�) :' (x; �) + S (x; �)

= � (�)S (x; �)�  (0; �)' (x; �)

oldu¼gundan;

W [';�] = W

�
' (x; �) ;� (x; �)

� (�)

�
=

1

� (�)
W [' (x; �) ;� (0; �)' (x; �) + � (�)S (x; �)]

=�	(0; �)
� (�)

W [' (x; �) ; ' (x; �)] +W [' (x; �) ; S (x; �)] = 1

al¬n¬r. Benzer şekilde W
he'; e�i = 1 elde edilir. Bu eşitliklerde (4:4:2) sisteminden

yaralan¬l¬rsa;
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1 = W [' (x; �) ;� (x; �)] =W
he' (x; �)A (x) ; e� (x; �)A (x)i

= A2 (x)W
he' (x; �) ; e� (x; �)i

oldu¼gu al¬n¬r. O halde (4:4:2) sisteminden8<: ' (x; �) = e' (x; �)
� (x; �) = e� (x; �)

elde edilir.' (x; �) = e' (x; �) eşitli¼gini (4:3:1) denkleminde yerine yazarsak;8>>><>>>:
�'00 (x; �) +

�
q0 (x) + 2�p (x) +

A

x�

�
' (x; �) = �2' (x; �)

�e'00 (x; �) + "eq0 (x) + 2�ep (x) + eA
x�

# e' (x; �) = �2e' (x; �)
elde edilir. Son eşitlikler taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa 8� için(

2� (p (x)� ep (x)) + �q0 (x) + A

x�

�
�
"eq0 (x) + eA

x�

#!)
' (x; �) � 0

özdeşli¼gi elde edilir. Buradan ise hemen hemen her yerde

p (x) = ep (x), q0 (x) + A

x�
= eq0 (x) + eA

x�

elde edilir. Burada q0 (x) +
A

x�
= eq0 (x) + eA

x�
eşitli¼gini

[q0 (x)� eq0 (x)]x� + �A� eA� = 0
şeklinde yazarsak f1; x�g ; � > 0 sistemi [0; �]�de tam oldu¼gundan

q0 (x) = eq0 (x) ve A = eA
d¬r.Sonuç olarak

L = eL
d¬r.

Teorem 4.4.3: E¼ger �n = e�n ve �n = e�n , n = 0;�1; ::: ise L = eL d¬r.
·Ispat: Aç¬kt¬r ki; s¬ras¬yla �(�) karakteristik fonksiyonu ve  (0; �) fonksi-

yonu
�
�2n
	
ve f�2ng, n = 0;�1; ::: dizileri taraf¬ndan tek olarak belirlenir.E¼ger �n =
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e�n ve �n = e�n ise �(�) = e�(�) ve  (0; �) = e (0; �) d¬r. M (�) = � (0; �)
� (�)

oldu¼gundan M (�) = fM (�) d¬r. Teorem 4.4.2 den L = eL d¬r.
Teorem 4.4.4: E¼ger �n = e�n ve �n = e�n ise L = eL d¬r. Yani f�n; �ng

spektral verileri L problemini tek olarak belirler.

·Ispat: Aç¬kt¬r ki;M (�)Weyl Fonksiyonu � = �2n noktalar¬olan basit kutup-

lar¬nda meromor�ktir.

�(�) = �0 (�) +

�Z
0

A (�; t) cos�tdt+

�Z
0

B (�; t) sin�tdt

ifadesinden ve 2�n�n�n = �
:

�(�),  (x; �n) = �n' (x; �n) eşitliklerinden

Re s
�=�n

M (�) = � (0; �):

�(�)
= � �n

:

�(�)
=

1

2�n�n

elde edilir. � 2 �n için M (�) Weyl Fonksiyonu regüler oldu¼gundan ve Rouche

Teoreminden

M (�) =
1

2�i

Z
�n

M (�)

�� �
d�, � 2 int�n

sonucuna var¬l¬r.M (�) = � (0; �)
� (�)

göz önünde bulundurulursa � 2 G� bulunur.

Böylece

M (�) = lim
n!1

1

2�i

Z
�n1

M (�)

�� �
d�

d¬r. Burada �n1 =
�
� : j�j =

���0n��	, n = 0;�1;�2; ::: d¬r. Residue Teoreminden
M (�) =

1X
n=�1

1

2�n�n (�� �n)
=

1X
n=�1

1

2e�ne�n ��� e�n� = fM (�)

elde edilir. Sonuç olarak M (�) = fM (�) d¬r. Teorem 4.4.2 den L = eL d¬r.
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