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OZET

SINGULER DiFUZYON OPERATORU iCiN TERS PROBLEMLER

Elif EMRAHOGLU

Doktora Tezi
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Rauf AMIROV
2019, 84+vii

Bu ¢alismada singiiler difiizyon operatorii ele alinmistir. Tez dort boliimden olusmaktadir.
Giris boliimii; konunun 6nemini ve spektral teorideki yerini gostermektedir. Ikinci
bélimde; diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik kullanilan 6nemli tanim ve
teoremler verilmistir. Ugiincii béliimde; difiizyon opertdriiniin spektral karakteristiklerinin
ve verilen denklemin belirli baslangi¢ kosullarini saglayan ¢6ziimleri igin integral
denklemler elde edilmis, difiizyon denklemi i¢in oldukg¢a kullanigl olan integral gosterilim
verilmis ve bu gosterilim kullanilarak sinir deger problemin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarmin
onemli Ozellikleri arastirilmistir. Ayrica integral gosterilimin g¢ekirdek fonksiyonlariin
sagladig hiperbolik tip II. Mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemi elde
edilmistir. Ve bu sistemi saglayan g¢ekirdek fonksiyonlarinin t=x ve t=-x Karakteristikleri
tizerindeki degerleri verilen diferansiyel denklemin katsayilariyla ifade edilmistir. Son
olarak dordiincii boliimde ise ele alinan difiizyon operatdrleri igin ters problemlere yer
verilmistir. Verilen problemin katsayilarinin Weyl fonksiyonu ve spektral veriler

yardimuyla tek tiirlii belirlenebilecegi ispatlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Difiizyon Denklemi, Spektrum, integral Gésterilim, Weyl
Fonksiyonu, Ters Problem



ABSTRACT

INVERS PROBLEMS FOR THE SINGULAR DIFFUSION OPERATOR

Elif EMRAHOGLU
PhD Thesis
Department of Mathematics
Supervisor : Prof. Dr. Rauf AMIROV
2019, 84+ vii pages

In this study, diffusion operator is considered. This thesis consist of four chapters. In the
introduction; important of subject and location in spectral theory are shown. In the second
chapter; important definitions and theorems which are used frequently in spectral theory of
differential operators are given. In the third chapter, behaviours of spectral characteristics
of diffusion operator and integral equations for solution which satisfy certain initial
condition of given equation has been obtained and useful integral represantation some
important properties of eigenvalues and eigenfunction have been investigated. The
hyperbolic type 2nd order partial derivative differential equations provided by the kernel
functions of the integral representation is obtained. The values of the kernel functions that
provide this system on the t=x and t=-x characteristics are expressed with the coefficients
of the given differential equation. Finally, in the last chapter; It is proved that the
coefficients of the given problem can be determined individually by means of Weyl

function and spectral data.

Key Words: Diffusion Equation, Spectrum, Integral Representation, Weyl Function,

Inverse Problem.
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1. GIRIS

Modern fonksiyonel analiz ve uygulamalarinin ana dallarindan olan spektral
teori baz1 uygulamali bilimlerde énemli bir yere sahiptir. Diferansiyel operatorlerin
spektral teorisi ozellikle fizikte ve matematiksel fizikte karsimiza ¢ikmaktadir.

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi diiz spektral problemler ve ters
spektral problemler olmak iizere ikiye ayrilmaktadir. Bir diferansiyel operator veril-
diginde operatoriin spektrumunun ve 6z fonksiyonlarinin aranmasi ve verilen bir
fonksiyonun bu operatoriin ¢z fonksiyonlarina gére ayrigiminin incelenmesine diiz
spektral problem, belirli verilere gore spektral karakteristikleri bu veriler olan opera-
toriin ingasina ise ters spektral problem denmektedir.

Mekanik, elektronik, jeofizik, fizik gibi farkli bilim dallarinda bir ¢cok problem
ters problemlere indirgenmektedir. Ornegin jeofizikte yer alt1 madenlerinin, yer al-
tindaki elementlerin dagilim karakteristiklerine gore belirlenmesi; kuantum fiziginde
sacilma verilerine gore alan potansiyellerinin bulunmasi; mekanikte verilen dalga
boylarina goére homojen olmayan yayda yogunluk dagiliminin 6grenilmesi ters prob-
lem ornekleri olarak verilebilir.

Literatiirde
d dy
2 (P )+ ey = (1)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemine Sturm-Liouville Denklemi; bu denklem
veya bu denklem ve farkli birtakim sinir kogullar1 tarafindan iiretilen operatorlere
Sturm-Liouville Operatorleri, bu operatorler icin konulan spektral problemlere ise
Sturm-Liouville Problemi adi verilmektedir.

1836 yilinda Sturm ve Liouville tarafindan ortaya konulan Sturm-Liouville
Teorisi baglangicta 1s1 problemlerine uygulanmis olsa da giintimiizde bir ¢ok fiziksel
problemin aragtirilmasinda etkin yontemlerden biri olmustur.

Diferansiyel operatorler regiiler ve singiiler diferansiyel operatorler olmak
tizere ikiye ayrilarak tanimlanmig ve bu operatorlerin spektral teorisi yapilandirilmigtir.
Tanim bolgesi sonlu ve katsayilar1 toplanabilir fonksiyonlar olan diferansiyel opera-

torlere regiiler diferansiyel operator; tanim bolgesi sonsuz veya katsayilarindan bazilar:
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veya tamami toplanabilir olmayan veya her iki durumda saglanacak sekildeki dife-
ransiyel operatorlere singiiler diferansiyel operator denir.

Sturm-Liouville operatorlerinin spektral teorisi ile ilgili ilk sonuclar Bernoulli,
D’Alembert, Euler, Sturm ve Liouville’ e aittir. Sturm (1836) ve Liouville (1836) be-
lirli kogullar altinda (1.1) denklemi ve belli sinir kogullarini saglayan sifirdan farkh
y (x) fonksiyonlarmin varligim saglayan A sayilarimin, yani 6zdegerlerin, ayrik bir
kiime olugturdugunu ispatlamigtir. XIX. yiizyilin sonlarinda ikinci mertebeden dife-
ransiyel operatorler igin sonlu aralikta regiiler sinir sartlar: saglanacak sekilde adi
diferansiyel operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi G. D. Birkoff tarafindan incelen-
migtir. Ayrik spektruma sahip ve uzaymn tamaminda tanimli operatorlerin 6zdeger-
lerinin dagilimi, ozellikle kuantum mekaniginde ¢ok onem tagimaktadir. Birinci
mertebeden iki denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele alinmigtir.
Singiiler operatorler icin spektral teori ilk olarak Weyl tarafindan incelenmistir. In-
tegral denklemler teorisinde yapilan caligmalarda, lineer cebir problemleri ve titresim
teorisi problemleri arasindaki benzerlikten faydalanan ilk olarak Hilbert olmustur.
Bunlarin sonucu olarak énce Ly uzay: sonrada genel Hilbert Uzay1 kavramlar: ku-
rulmugtur. H Hilbert Uzay1 tanimlandiktan sonra lineer self adjoint operatorler
teorisi hizla gelismeye baglamigtir. Daha sonra Rietsz, Neumann, Friedrichs ve diger
matematikciler tarafindan simetrik ve self adjoint operatorlerin genel spektral teorisi
olusturulmustur.

Diferansiyel denklemler icin ters problemler teorisinin baglangici sayilan ilk
calisma Ambartsumyan’a aittir. 1929 yilinda Ambartsumyan tarafindan Sturm-
Liouville operatorleri igin ters problemlerle ilgili asagidaki teorem ispatlanmigtir:

Teorem 1.1 (Ambartsumyan,1929): ¢ (z) fonksiyonu [0, 7] araligin da

gercel degerli siirekli fonksiyon olmak tizere \g, A1, ..., Ay, ... ler

YV'+{ A —q@)}y = 0, 0<a<m (1.2)

y(0) = y(r)=0

probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A\, = n?;(n =0,1,...) ise ¢ (x) = 0 dir.
Ambartsumyan’in bu galigmasindan sonra ters problemler teorisinde gesitli

problemler ortaya c¢ikmig ve bu tip problemlerin ¢oziimii igin farkli yontemler ve-
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rilmigtir. Bu problemlerle ilgili en 6nemli sonuglardan birisi de Borg’a aittir.
Teorem 1.2 (Borg,1945): h, hq, H sonlu gercel sayilar olmak iizere
A0y ALy ooy Ap, o2 ler (1.2) diferansiyel denklemi ve

v (0) = hy(0) = 0 (13)
Y () + Hy(x) = 0

siir kogullar ile verilen problemin; g, fty, ..., ft,, ... ler ise (1.2) deki diferansiyel

denklemi ve

Y (0) =y (0) = 0, hi#h (1.4)
y () + Hy(r) = 0

siir kogullari ile verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde {A.}, -, ve {1},
dizileri, ¢ (x) fonksiyonunu ve h, hy, H sayilarini tek olarak belirler.

Borg'un bu gahsmasinda {A,},-, ve {#,},>, dizilerinin verilen operatériin
farkli 6zdegerleri (spektrumlari) oldugu varsayilir ve operatér bu diziler yardimiyla
belirlenir. Yani bu tip operatoriin varligi 6nceden kabul edilir. Borg, ayni calismada,
bu tip diferansiyel operatériin tek olarak belirlenebilmesi i¢in {A,}, -, dzdegerinin
yeterli olmadigini gostermistir. O yiizden de Ambartsumyan’in sonucu istisna bir
durum olarak diistiniilmektedir.

Borg’un ¢aligmasindan sonra potansiyelin ¢ (7 — x) = ¢ (x) simetriklik kosu-
lunu saglamasi durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatoriinii belirledigi
N. Levinson (1949) tarafindan ispatlanmigtir.

Ikinci mertebeden singiiler operatorlerin spektral teorisine yeni bir yaklagimi
da 1946 yilinda Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde taniml azalan veya artan

potansiyelli

L:—@—l—q(a:)

Sturm-Liouville operatorleri i¢in 6zdegerlerin dagilimi formiilii Titchmarsh tarafin-
dan bulunmustur. Son yillarda bu operatére bir boyutlu ¢ () potansiyelli Schrodinger
denklemi de denmektedir. Ayni zamanda bu ¢aligmada Schrodinger operatorii igin

ozdegerlerin dagilim formiilii de verilmigtir.
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Singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iligskin ve diferansiyel opera-
torlerin spektral teorisinde 6nemli bir yere sahip olan ¢alismalar, 1949 yilinda Levi-
tan tarafindan yapilmistir. Levitan bu ¢alismalarinda spektral teoriyi esaslandirmak
icin 6nemli bir yontem vermigtir. Farkl singiiler durumlarda diferansiyel operator-
lerin spektral teorisi, ozellikle 6zdegerlerin, 6zfonksiyonlarin asimptotigine ve 6z-
fonksiyonlarin tamligina iligkin konular matematik¢iler Courant, Birman, Salamyak,
Maslov, Keldych vs. tarafindan geligtirilmistir.

Doniigiim operatorleri de ters problemlerin ¢oziimiinde 6nemli bir arag olmus-
tur. Bu kavrami J. Delsarte(1938), J. Lions(1957) ve B.M. Levitan (1964) yaptiklar
gesitli caligmalarda kullanmiglardir.

Son yillarda operatorii belirlemeye yardimc: olan farkh veriler siklikla kul-
lanilmaya baglanmigtir. Bunlarin en 6nemlilerinden biri Weyl fonksiyunudur. Weyl
fonksiyonu ilk olarak H. Weyl (1910) tarafindan literatiire katilmigtir. Weyl’in adiyla
anilan M fonksiyonu o6ncelikle singiiler problemler icin Sturm-Liouville teorisinde
standart bir arag olmustur.

G. Sh. Guseinov (1984) ¢alismasinda
'+ 200 () +q (@) y = Ny (1.5)
regiiler diferansiyel denklemini ele almistir. Guseinov bu calismasinda verilen
e(0,\) =1, ¢ (0,\)=nh (1.6)

baglangic kosullarini saglayan ¢oziimler i¢in bir integral gosterilimin varligini ispat-
lamisg ve integral gosterilimindeki gekirdek fonksiyonun sagladig: bir takim 6zellikleri
elde etmistir. Bununla ilgili asagidaki teoremi ispatlamustir: p (x) € W3[0, 7] ve
q(x) € W [0,7], m > 0 olmak iizere ¢ (x,A) fonksiyonu (1.5) denkleminin (1.6)
baslangi¢ kosullarimi saglayan ¢oziimii olsun.

Bu durumda her iki degiskene gére m + 1. mertebeden tiirevleri karesiyle
toplanabilir A (z,t) ve B (x,t) gercel degerli fonksiyonlar vardir 6yleki

x x

@ (z,\) =cos (A\x — a(x)) + /A (x,t) cos Atdt + /B (x,t) sin \tdt (1.7)
4



o (2) = op (0) +2 / A€ €)sina (€) — B (£.€) cosa (€)] de

q(z) = —p*(z) + Qi [A(x,z)cosa(x) + B (z,z)sina (z)]

dx
A
A0,0)=n, 2AEDI o B0y =o
ot |,
Burada -
o) = [p)d

0

dir.

Ayrica m > 1 ise

%— P<$)%—q(z)z4(x,t)_%gﬁ
8g—9§§ﬁ+2p($)%—q(m)3(z,t>:0%—gﬁ

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

Tersine A (x,t) ve B (z,t) fonksiyonlar1 degiskenlerine gore 2. mertebeden

karesiyle integrallenebilir kismi tiirevlere sahip olup (1.12),(1.13) denklemlerini ve

(1.8) ve (1.11) kosullarim saglarsa (1.7) esitligiyle verilen ¢ (2, A) fonksiyonu (1.5)

denkleminin (1.6) baglangi¢ kogullarini saglayan ¢oziimiidiir.

Yukarida ifadesi verilen teoremde elde edilen (1.7) gosteriliminden yarar-

lamlarak (1.5) denklemi ve
y'(0) — hy (0) =0
y' (m)+ Hy(m) =0
sinir kosullar ile verilen problemin 6zdegerleri icin

&1 Cin
Ap=n+co+ —+—
n n

davraniglari elde edilmigtir. Burada
™

1 2
Co 7T/p(%) T Y el < oo

0 n

P <h+H+%) ][Q(I)+p2($)]dx

s
dir. Ayrica problemin normallestirici sayilar: icin ise
m (03] a1 n
—+—+

2 n n
5
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davraniglari elde edilmistir. Burada

oy = —gp (0), ; g ] < 00
dir.

Bu galismada {\,, u,,} ve {\,, a,,} spektral karakteristiklere gore ters prob-
lemin ¢oziimiiyle ilgili algoritma verilmistir.

Klasik sinir deger problemlerinin yan sira siireksiz sinir deger problemlerinin
incelenmesi, hem matematiksel fizigin yeni somut problemlerine ¢tziim sunmakta
hem de teorik matematigin gelisimine katki saglamaktadir. Araligin i¢ noktasinda
siireksizlige sahip sinir deger problemleri de matematikte, fizikte, jeofizik ve doga
bilimlerinin bir ¢ok dalinda siklikla kargilasilan problemlerdir. Genel olarak bu prob-
lemler siireksiz yap1 ozellikleri ile baglantihdir. Ornegin, elektronikte elektrik hat-
tinin parametrelerinin belirlenmesi i¢in siireksiz ters probleme bagvurulur. Bir bagka
ornek de yeryiiziiniin salinimi icin jeofizik modellerdir. Buradaki siireksizlik yer
kabugunun temelindeki kesme dalgalarinin yansimasi ile ilgilidir.

Stireksiz katsayiya sahip smir deger problemleri son giinlerde uygulamali
matematikgilerin yoneldigi ¢aligma konularindan biridir. Ciinkii bu tip problem-
ler fizikte, jeofizikte ve elektronikte dogrudan uygulama alanina sahiptir. Siireksiz
katsayiya sahip sinir deger problemlerinde ayrica siireksizlik kosullar1 da olabilmek-

tedir. Ornegin p (z) parcali tanimli bir fonksiyon olmak tizere

pla) Tt _ P o)+ 2p () 2D

u(d+0,t) = au(d—0,t)
u (d+0,t) =a tul (d—0,t) + Bu(d—0,t)

problemi, Fourier metodu kullanilarak
—y" + 20 (2) +q(@)]y = Np(2)y, vl (1.14)

y(d+0)=ay(d—0)
Y (d+0) =a™y (d—0) + By (d - 0)
problemine doniigiir. Burada I = (0,d) U (d,7), « >0 |a — 1>+ 3% 40, d € (0,7)
reel sabitlerdir. (1.14) diferansiyel denklemine difiizyon denklemi denir. Bu problem

fiziksel olarak, iki farkli materyalin u¢ noktalarindan birlegtirilmesi ile olusan kati
6



cismin titregsim problemidir. Benzer sekilde iki farkli materyalin birlestirilmesi ile
olusturulan cisimler i¢in 181 ya da elektrik iletimi problemleri de siireksiz katsayil ya
da aralikta siireksizlige sahip diftizyon problemine indirgenebilir.

A M. Savchuk ve A.A. Shkalikov 1999 yilindaki calismalarinda g (z) € Ly joc (@, b)

olmak {izere
L(y)=—y" +q(x)y

diferansiyel ifadesiyle iiretilen Sturm-Liouville operatorlerini ele almiglardir.

Ly (y) =1(y)

D(Ly) = {y|ly™ e Wi [0.1],1(y) € Ly (0,1)}

y@) + =y (2)—u(@)y(@), q(x) = (z), u(z) € Ly (0,1)
D(Ln) = {ylyeD(Ly), y(F1) =y (£1)=0}

Sonlu bir araliktaki bu tip potansiyellere karsilik gelen minimal (L,,) ve mak-
simal (L)) operatorler inga edilmigtir. Minimal operatérlerin biitiin self adjoint
geniglemeleri tanimlanmig ve bu genislemelerin 6zdegerlerinin asimptotlar: bulun-
mustur. Ayrica bu makalede Sturm-Liouville operatériiniin tanimi ve onun ¢ (z)

potansiyeli birinci mertebeden bir dagilim fonksiyonu olarak verilmistir. Yani
q(z) =4 (z),u(x) € Ly(a,b)

regiilerizasyon doniisiimii uygulanmistir. Burada u (z) fonksiyonu hemen hemen her
yerde tiirevlenebilirdir.

R. Kh. Amirov’ un (2004) ¢aligmasinda

L) =~y (@) + —y(@) +a@)yl) 0<a<n

diferansiyel ifadenin iirettigi operator ele alinmigtir. Burada c gergel say1, a € [1,2),
q (z) ise gergel degerli simirh fonksiyondur. A. M Savchuk ve A.A. Shkalikov’ un
yukarida bahsedilen caligmalarindan farkli olarak bu calismada incelenen diferan-
siyel operatoriin potansiyel fonksiyonu regiiler olmayan bir singiiler fonksiyondur.
Dolayisiyla singiilerlik derecesi daha yiiksek olup potansiyel fonksiyon W, * siifina

aittir.



Bu galigmada verilen diferansiyel ifadeye kargilik gelen
—y'+u (2)y=Ny O<z<m
diferansiyel denklemi ve

U(y) = (Tay)(0) —hy(0) =0
V(y) = (Lay)(m)+ Hy(m) =0

sinir kogullariyla verilen problemin ¢oziimii icin integral gosterimler elde edilmis ve
bu integral gosterilimlerin cekirdek fonksiyonlarinin bazi 6zellikleri 6grenilmistir.

I. M. Nabiev’in (2004) ¢calismasimda
—y" +q @)y +2p () y = Ny
denkleminin ¢ (z) € Ly [0, 7], p (z) € W [0, 7] olmak iizere
y(0) +wy () = 0, Wy (0) + oy (m) + 4 (m) =0

ayrik olmayan sinir kogullarini gercekleyen lineer bagimsiz ¢oziimlerin varligi ve on-
larin 6zellikleri incelenmistir. Burada ¢ (z) ve p (z) gergel degerli fonksiyonlar, w
kompleks, « ise gergel sayilar olup |w| = 1 dir. Ayrica, bu ¢alismada verilen prob-
lemin spektral karakteristikleri tanimlanmig ve bu spektral karakteristiklere gore
farkli konumlarda verilen ters problemlerin ¢oziimii icin teklik teoremleri ispatlan-
migtir.

I. M. Guseinov, I. M. Nabiev (2007) calismasinda ¢ (z) € Ly [0, 7], p(z) €

W3 [0, ] gergel degerli fonksiyonlar ve a;j, 'lar herhangi kompleks sayilar olmak tizere
by =y + [N =2 (@) —q(@)] y = 0, z € [0,7]
diferansiyel denklemi
a1y (0) + ajoy’ (0) + ajsy (7) + ajuy’ () =0, j = (1,2)

sinir kogullarinin iirettigi sinir deger problemi incelenmistir. Calismada verilen prob-
lemin spektral karakteristikleri tanimlanir, spektral karakteristiklere gore konum-

lanan ters problemlerin ¢oziimii igin yeterli kosullar belirlenir ve bir algoritma veri-
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lir. Ayrica ek kogullar altinda ters problemin ¢oziimii i¢in gerekli ve yeterli kogullar

belirlenmigtir.

I[. M. Nabiev (2007) galismasinda [0, 7] araliginda
'+ [N =20 (2) —q(2)]y =0 (1.15)
difiizyon denklemi ve

y(m) =e"y(0),y () = "y (0) (1.16)

sinir kosullar1 tarafindan iiretilen L; sinir deger problemi incelenmistir. Burada
p(z) € Wi 0,7 ve q(z) € Ly [0, 7] dir. m tam say1 olmak iizere eger t = wm ise (m
¢ift) (1.16) sir kogullar1 periyodik sinir kosullarina ,eger ¢ # mm (m tek) ise yari
periyodik simir kosullarina doniisiir.

p(z) = 0 oldugunda gesitli Sturm-Liouville operatorleri igin ters spektral
problemler ayrik olmayan sinir kosullariyla beraber I. V. Stankevich, V.A. Sadovnichii,
V.A. Marchenko, O. A. Plaksina, V.A. Yurko, M.G. Gasymov, I. M. Guseinov
tarafindan ¢aligilmigtir. G. Sh. Guseinov (1984), I. M. Guseinov ve I. M. Nabiev
(2000), I. M. Nabiev (2003) ve I. M. Nabiev (2004) de belli baglangig kogullar: altinda
verilen (1.15) difiizyon denklemi icin doniisiim problemleri caligtlmistir. Ozellikle G.
Sh. Guseinov (1984), I. M. Guseinov ve I. M. Nabiev (2000), I. M. Nabiev (2003)
de spektrumlarin karakteristikleri diferansiyel metodlarla periyodik durumlar: elde
edilmigtir.

Yar1 periyodik smir kosullarinin bazi 6zel durumlari heniiz ¢alisilmamigtir.
Bu makalede bu durum goz 6éniinde bulundurularak yar:1 periyodik ters problemlerin
¢ozuimiiniin tekligi ve operatoriin ingasi ile ilgili ters probleminin ¢dziimii i¢in yeterli
kosullar elde edilmigtir.

R. Hryniv and N. Pronska (2012) ¢alismasinda

—y" +q(z)y+2Xp(z)y = Ay (1.17)

y(0) =y (1) =0 (1.18)

problemi ele alinmigtir. Burada p (x) fonksiyonu gercel degerli olup L, (0, 1) uzayina

ait, ¢ () ise gercel degerli olup negatif indisli W, ' Sobolev Uzayina ait fonksiyondur.
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Bu calismada verilen (1.17),(1.18) problemi y!!! := 3/ — ry doniisiimii yardimiyla
regiilerize edilerek verilen basglangic deger probleminin ¢oziimleri icin integral gos-
terilimlerinin varligi ispatlanmig ve bu gosterilimlerden yararlanilarak 6zdeger ve
normallegtirici sayilarin asimptotik ifadeleri ve {\,, o, } spektral karakteristiklerine
gore ters problemin c¢oziimiiyle ilgili bir algoritma verilmigtir.

N. Pronska (2012) ¢alismasinda bir onceki galigmasinda oldugu gibi ¢ €
W5 1(0,1) iken (1.17) — (1.18) problemi belirli doniisiimler yardimiyla Dirac siste-
mine indirgenerek bu sistemin temel ¢oziimleri icin integral gosterimler elde edilmis,
integral gosterilimden yararlanarak verilen problemin 6zdegerlerinin asimptotikleri
elde edilmistir. Bu calismada iki farkli Dirichlet probleminin 6zdegerlerini yani,
{An, p,, } ikilisine gore ters problemin ¢oziimiiniin varhg ve tekligi ispatlanmigtir.
Ayrica ¢oziimiin ingasi i¢in bir algoritma onerilmigtir.

N.Pronska (2012) ¢aligmasinda (1.17) denkleminin spektral ozellikleri negatif
indisli Sobolev Uzaylarinda ele alinmig, bir énceki caligmalarindan farkli olarak spek-
tral karakteristikler tanimlanmig ve quasi doniigiimiinden yararlanarak incelenen
problem 1. mertebeden denklem sistemine indirgenmigtir. Bu sekilde elde edilen
sistem Pontryagin uzaylarinda lineerlestirilerek daha kullanilir hale indirgenmistir
ve elde edilen sistemin verilen probleme denkligi ispatlanmigtir. Buradan da 6zdeger-
lerinin geometrik tekrarlama derecelerinin yani kathiliklarinin 1’e esit oldugu goste-
rilmigtir. Ayrica verilen problemin normallletirici sayilarmm (1.17) — (1.18) Dirichlet
probleminin 6zdegerleriyle ifadesi verilmigtir. Son olarak ters problemin ¢oziimii igin
bir algoritma verilmigtir.

N. Pronska (2013) calismasinda ¢ (x) ve p (z) fonksiyonlar1 kompleks oldugu
durumda difiizyon denklemi ele alimmigtir. Burada p(z) € L9 (0,1) uzaymndan
olan kompleks degerli fonksiyon, ¢ (x) ise negatif indisli Sobolev Uzayina ait yani
W5 1(0,1) uzayindan olan kompaszxleks degerli fonksiyondur. Bu durumda (1.14)
denklemi i¢in konulan Dirichlet siir deger problemi incelenmis ve bu problemin
ozdegerleri ve tzfonksiyonlar: i¢in davraniglar elde edilmistir. Ayrica a,, normallestirici
sayilariin iki farkli Dirichlet probleminin 6zdegerleri ile ifadesi verilmistir. Daha
onceki calismalarinda oldugu gibi bu ¢alismasinda da verilen problemin temel ¢oziim

sistemi i¢in integral gosterilimler elde edilmis ve verilen problem 6zel tip Dirac sis-
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teme indirgenerek dzdegerlerin ve 6zfonksiyonlarin 6zellikleri 6grenilmistir.

Amirov ve Nabiev (2013)’in makalelerinde sonlu araligin herhengi bir nok-
tasinda impulsif kogullara sahip yani parcanin i¢inde herhangi bir noktada ¢oziimii
siireksizlige sahip kuadratik demetiyle tiretilen sinir deger problemi i¢in ters problem-
leri gahismiglardir. Ayrica Sturm Liouville denkleminin kuadratik demetinin lineer
bagimsiz ¢oziimleri i¢in integral gosterilimler elde edilmistir.

fo (z,A) (v =1,2) fonksiyonu f, (0, \) =1, f/ (0, \) = \w, baslangi¢ kogullar
ve y(a+0)=ay(a—0),y (a+0)=a'y (a —0) siireksizlik kogullarim saglasimn.
Ly ==y"+ [\ —2\p(z) — q(z)] y, z € [0,a)U(a, 7] diferansiyel ifadesi tarafindan

liretilen
T

fv <x7/\) - va (w,/\) + /Ay ($7t> e’\w”tdt

—T

integral gosterimleri verilmistir. Burada

foo (,A) = 1T () R () + 17 (z) R, (z)

li(w)zﬂl(x)ﬂtﬁ] ve I(z)=

dir Bu integral gosterimlerden yola cikilarak siir deger problem igin asagidaki

1, 0<z<a

a,.a<x<Tm

sekilde asimptotik formiiller elde edilmistir.

d, On

n

burada 6, € Iy , d,, sirh bir dizi ve \2 = n + % + 81 (m) + hy, sup,, |hn| < oo dir.
Ayrica oncelikle verilen problem i¢in Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonu kavram-
lar1 verilmis bu sekilde tanimlanan Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonun A\’ nmin yete-
rince biiyiik degerlerinde davraniglar: 6grenilmistir. Daha sonra ise Weyl fonksiyo-
nunun ozelliklerinden yaralanilarak bu fonksiyonun verilen problemi tek olarak be-
lirleyebilecegi ispatlanmistir. Benzer gekilde iki spektruma ve bir spektrum ve nor-
mallegtirici sayilara gore konumlanan ters problemin ¢oziimiiniin tekligi gosterilmis-

tir.
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Seval Karacamin (2013) doktora tezinde

;

—y"+ 20 () +q(@)]y = Np(2)y, zel
Uly) =y (0)=0 V(y):=y(r)=0
y(d+0)=py(d-0)

Yy (d+0)= 5"y (d—0)+yy(d—0)

siir deger problemi ele almmigtir. Burada A spektral parametre, ¢ (x) ve p (z)
fonksiyonlar sirasiyla Ly (0, 7) ve W3 (0, 7) simifina ait reel degerli fonksiyonlardir.

Ayrica
p(x)= L O§$<d,0<oz<1
a?, d<z<m

seklinde basamak fonksiyonu ve |3 — 11> +~2 # 0, d € <g,7r> sabitlerdir. Tezde
verilen denklemin belirli baglangi¢ ve siireksizlik kogullarini saglayan c¢oziimleri igin
integral denklemler elde edilmis, difiizyon denklemi i¢in oldukga kullanigh olan integ-
ral gosterilim verilmis ve bu gosterilim kullanilarak sinir deger probleminin 6zdeger
ve ozfonksiyonlarimin énemli 6zellikleri aragtirilmigtir. Ayrica ele alinan difiizyon o-
peratorleri igin ters problemlere yer verilerek operatoriin katsayilarinin Weyl fonksi-
yonu ve karigik spektral veriler (yari-ters problem) ile tek olarak belirlendigi ispat-

lanmigtar.

A.A. Nabiev and R.Kh. Amirov (2015) ¢aligmasinda siireksiz katsayil
—y"+ (g (@) + 22 (2))y =Np(2)y 0<az<m

diftizyon denklemi ele alinmigtir. Burada ¢ (z) € Ly € (0,7), p(z) € Wy (0,7)

kosulunu saglayan gercel degerli fonksiyonlar, p (x) ise p () =

042, a<lx<m

seklinde verilen a € (0,7), a > olmak iizere parcali sabit fonksiyondur.

Bu ¢alismada verilen stireksiz katsayil difiizyon denklemi igin konulan y; (0,\) =
. G+1 - —_ . 9

Ly (0,A) = (=1)"" i) (i,j = 1,2) seklinde baslangig kosullarim saglayan temel

¢oziim sistemi i¢in integral gosterilimler elde edilmistir. Ayrica temel ¢oziim sis-

temin integral gosterilimlerinin gekirdek fonksiyonlarinin 6zellikleri 6grenilmis yani

cekirdek fonksiyonlarin x ve t degiskenlerine gore tiirevlere sahip oldugu ve bu
12



tiirev fonksiyonlarim Ly (—u™ (z), u™ (z)) uzayma ait oldugu ispatlanmigtir. Burada
pt(r) = xa — aa + a dir.

Sunulan tezde

—y +{q@)+22p @)}y, O<z <7
Uly) ==y (0)=0, V(y):=y(r)=0

L=

A
simir deger problemi ele alinmigtir. Burada ¢ (z) = ¢ () + —, A € R, a €
xoé

2
degerli fonksiyonlar ve A spektral parametredir.

3
(1, —), qo (x), p(x) fonksiyonlar: sirasiyla Lo [0, 7] ve W3 [0, 7] siifina ait reel

Tezin birinci boliimiinde diferansiyel denklemlerin spektral teorisindeki, 6zel-
likle Sturm-Liouville ve Difiizyon Denklemlerinin itirettigi diferansiyel operatorlerin
spektral teorisindeki yeni gelismeleri verilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde; calismada kullanilan bazi temel tanim ve teoremlere
yer verilmigtir.

Tezin tigiincii boliimiinde singiiler difiizyon denklemi yar1 tiirev uygulanarak
birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemine indirgenmis ve bu sistem igin
konulan belirli baslangi¢ kosullariyla verilen baglangic deger probleminin ¢oziimii
icin integral gosterilimler elde edilmis ve bu integral gosterilimlerin ¢ekirdek fonksi-
yonlarimin 6zellikleri 6grenilmistir.

3.1 alt boliimiinde singiiler difiizyon denkleminin verilen baglangi¢ kogullarini
saglayan c¢oziimii icin

x T

y1 (z,\) = ei’\x+/u(t)y1(t)cos)\(x—t)dt—%/u(t)yg(t)sin)\(:v—t)dt

0 0

43 [ a0+ 230 — o (O} 1 (OsinA o — 1) d

x T

Yo (z,A) = i/\ei’\’”—)\/u(t)yl (t)sin)\(x—t)dt—/u(t)yg (t)cos A (x —t)dt

+/ {q0 () + 2Xp (t) — u® () } y1 (t) cos A (x — t) dt
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integral denklemleri sistemi elde edilmistir. Elde edilen integral denklemleri sistemi-

nin ¢dziimiiniin varhig ve tekligi gosterilerek;

yi(0) = 1

baslangi¢ kosullarimi saglayan ¢oziimii igin agagidaki gosterilimleri elde edilmigtir.

yi (2, A) = a(z) e + /Kn (w,t) e™dt
Yo (7, A) = ida (z) € + b (z) e + /K21 (z,t) edt + i)\/KQQ (z,t) eMdt

3.2. alt boliimiinde, elde edilen integral gosterilim yardimiyla ¢ekirdek fonksi-
yonlarinin sagladigi hiperbolik tip 2. mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denk-
lemler sistemi elde edilmistir. Bu sistemi saglayan cekirdek fonksiyonlarimin ¢ =
x ve t = —ux karakteristikleri tizerindeki degerleri verilen diferansiyel denklemin
katsayilar ile ifade edilmistir.

Tezin 4. boliimiinde verilen problemin spektral 6zellikleri arastirilmistir.

4.1. alt boliimiinde L probleminin karakteristik fonksiyonunun ¢zellikleri in-
celenmisgtir.

4.2 alt bolumiinde L probleminin n’in yeterince biiyiik degerlerindeki 6zdeger-

lerinin;

d, On
_l’_

seklinde davraniglar: elde edilmistir

Burada )\2 =n+4+ M, n=0,+1,+£2 ..
s

d, = /;ft (7, t) sinntdt — B (7, 7) — /Et (7, t) cos ntdt
0 0

—1\" o T
Op = —% /tA (7, t) sinntdt — /tB (7, t) cos ntdt
nm
0 0

dir. Ayrica d,, sirh bir dizi ve §,, € [y dir.
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L probleminin n’in yeterince biiyiik degerlerindeki 6zfonksiyonlarinin

1
— [A(z,2)sin X0z — B (z,z) cos \nx + B (,0)]

0, () = ¢(x,\,) =sin (/\?Lx —« (x)) + 30

x x An
Ay (z,t) sin A tdt + /Bt (z,t) cos \Dtdt + —
0

seklinde davram@a sahip oldugu elde edilmigtir. Burada A, € (s , D;A(x,t) €
Ly (0,z) , D:B(x,t) € Ly (0,2) ve

)\0

d 6 ™ s
A, = (—” - —”) /tB (z,t) cos \otdt — /tA (z,t) sin A2 tdt
n n
0 0
dn1 577,1
= — 4+ —
n n

dir. Burada

dp, = d,, / tB (z,t) cos \otdt — / tA (x,t)sin \tdt
0

0
m

Sy = On / tB (z,t) cos \tdt — / tA (x,t)sin \tdt
0

0
dir.

L probleminin n’in yeterince biiyiik degerlerindeki normallestirici sayilarinin

- a(m)  dy Oy

T e Ty, TN

seklindeki davraniglari elde edilmigtir. Burada

™

1
On = —5/ sin 2,z sin 2« (z) p (z) dx

0
T

1
—|—§/sin2)\nx008204(x)p(x)da:—Q/xA x,T /A x, 1) cos Aptdt cos \yxdx
0 0

xT

Q/xB / (x,t) sin Aptdt sin A fL‘de‘—|—2/ cos o () /Av(x,t) cos \ptdt | sin A\, xdx

0 0

2/ sin o ( / (x,t) cos Aptdt | cos \yzdx
0

+2/ cos a ( / (x,t) sin A\, tdt | sin A\, zdz
0
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s x

- 2/ sin a () /E (x,t) sin A\, tdt | cos \,xdx

0 0
) / A (2, ) cos Mtdt — o () / B (2, 1) sin A tdt
0

m x

+ 2/04 (z) A (z, z) /g(x, t) cos A\, tdt cos \pxdx
0 0

m x

+ 2/a (z) B (z, ) /E (x,t) sin A\, tdt sin A, zdx
0

—2/p cos a (
0

]
e
(

/A x,t) cos \,tdt | sin \,xdz

A (x,t) cos A tdt) cos \,xdx

0

—2[p(z)cosa( B (x,t)sin A tdt) sin A\, xdx

o\
\

B (x,t)sin A tdt) cos \,xdx

+2/p sin a (
0

1 1
+ é/sm 2a () sin 2\, xdx + 2/COS 2a () cos 2\, xdx
0 0

0

ve

d, = —% cos 2 () sin 2\,
seklinde tanimlanan siirh bir dizidir..

4.3 alt boliimiinde L probleminin Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonunun 6zel-
likleri aragtirilmigtir.

4.4 alt bolumiinde Weyl fonksiyonu ve spektral verilere gore ters problemin

¢Ozlimii i¢in teklik teoremleri verilmistir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik kullanilan énemli
tanim ve teoremler verilecektir.

Tanmim 2.1: E # & herhangi bir kiime ve M herhangi bir cisim olsun.
+:ExFE— Eve.: MxFE — E fonksiyonlar: i¢in agagidaki kogullar saglaniyorsa
E 'ye M cismi iizerinde vektor uzay1 denir.

i) (E,+) cebirsel yapisi degismeli gruptur.

i1) Ya,b € E icin a + b € E dir. (Kapahlik Ozelligi)

iy) Va,b,c € E i¢in a + (b+¢) = (a +b) + ¢ dir. (Birlesme Ozelligi)

i3) Va € E i¢in a + e = e + a = a olacak gekilde bir tek e € E vardir.
iy) Va € E igin a + o’ = ' + a = 0 olacak sekilde bir tek ¢’ € E vardir.
i5) Va,b € E igin a + b= b+ a dir. (Degisme Ozelligi)

ii) Va,b € E ve VA, u € M olmak iizere agagidaki sartlar saglanir.

iiy) Aa € E dir.

i) A(a+0b) = Aa+ b dir.

ii3) (A 4+ p)a = Aa+ pa dir.

iiy) (Ap)a = A (pa) dir.

ii5) Va € E igin 1.a = a olacak gekilde 1 € M vardir. Burada 1, FE cisminin
birim elemenidir.

Tamim 2.2 : D (L) ve R (L) aym cisim iizerinde birer vektor uzaylar: olmak
tizere L : D (L) — R (L) seklinde tanimlanan déniigiime operator denir. Bu operator
Va,y € D (L) ve V) skaleri igin

h) L(z+y)=L(x)+ L(y)

ly) L (Az) = AL (x)
kosullar1 saglaniyorsa L ’ye Lineer Operator veya Lineer Homomorfizm denir.
L : D(L) — R(L) operatorii birebir ve érten ise L operatériine Lineer [zomor-
fizm denir. Deger kiimesi reel sayilar veya kompleks sayilar olan operatorlere ise

Fonksiyonel denir.

Tanim 2.3 : H , C cismi iizerinde tanimli bir vektér uzayr olmak iizere
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Va,y,z € H ve Va € C i¢in agagidaki kogullar saglayan (.,.) : H x H — C fonksi-
yonuna H da bir I¢ Carpim denir.

i) (,2) >0; (x,2) =0<=2=0

ii) (2,y) = (. @)

iii) (ax,y) = a(x,y)

iv) (z+2,y) = (z,y) + (2,2)

||| : v/ (z,x) ifadesi 2’in normu olarak tanimlanmaktadir.
Bir i¢ carpim tizerindeki her Cauchy dizisi bu norma gore uzay igerisinde bir

limite sahipse bu uzaya Hilbert Uzayidir denir. Ornegin;

Lyfa,b] = f<m>=/[f<x>]2da:<oo

uzay (f, g) / f(z d:c i¢ carpimu ile bir Hilbert Uzayidir.

Tanim 2.4.: Bir H Hilbert Uzayinda tanimli L lineer operatorii verilsin.
Eger Vo € D (L) igin || Lz| < n ||z|| olacak sekilde bir n > 0 sayisi varsa L opera-
toriine siirh lineer operator denir.

Tamim 2.5 : H bir Hilbert Uzay1 ve M , H’ in bir alt uzay1 olsun. Her bir
r € H igin nh_)rgo x, = x olacak gekilde 3 (z,) C M dizisi varsa M’ye H’ da yogun
alt uzay denir ve M = H seklinde gosterililir.

Tamim 2.6 : {z:Vm € M icin (x,m) = 0} kiimesine M kiimesinin ortogo-
nal tiimleyeni denir ve M+ ile gosterilir.

Teorem 2.7: M = H olmasi icin gerek ve yeter kosul M+ = 0 olmasidur.

Tanmim 2.8 : H bir Hilbert Uzay1 olmak iizere : H — H bir lineer operator

ve D (L) = H olsun.
M:={ye H:Vx e D(L) i¢in (Lz,y) = (x, z) olacak sekilde z € H mevcut}

kiimesi iizerinde y € M i¢in L*y = z seklinde tamimh L* : H — H operatoriine L
operatoriiniin eglenik (adjoint) operatorii denir.
Bir L operatorii igin L = L* ise bu operatore 6zeglenik (self-adjoint) operator

denir.
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Tanim 2.9 : [a,b] araliginda taniml sonlu degerli f (z) fonksiyonu verilsin.

Ve > 0 sayis1 igin [a, b] * ye ait olan ve Z |br, — ax| < ¢ kogulunu saglayan keyfi sonlu
k=1

sayida ikigerli ayrik {(a,bx)} araliklar igin Z |f(bg) — f(ax)| < € olacak sekilde
k=1
d > 0 varsa f(x) fonksiyonuna [a,b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon denir ve

la,b]” de mutlak siirekli fonksiyonlar uzay1 AC' [a, b] sembolii ile gosterilir.

Tanim 2.10 : [a,b] arahginda tamml g fonksiyonunun k& = 0,n — 1 igin
g® € ACla,b) ve g™ € Lyla,b] kosulunu saglayan g fonksiyonlarinin uzayma
Sobolev Uzay1 denir ve Wi [a, b] ile gosterilir.

Tanim 2.11 :

L(y) =po(@)y" +p1(2)y" '+ ..+ pn(2)y (2.1)

formunda verilen ifadeye n. mertebeden bir lineer diferansiyel ifade denir. Burada
po () ,p1 (x), ..., pn (x) fonksi-
yonlarina diferansiyel ifadenin katsayilar1 , n sayisina da diferansiyel ifadenin mer-
tebesi denir.

Tanim 2.12 : a ve b sonlu sayilar olmak tizere L, p1(x), ...y pp () fonksi-

po ()

yonlar1 [a, b] araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilirse (2.1) diferansiyel ifade

1
sine regiiler diferansiyel ifade , a veya b sonsuz ya da T, p1 (), ..., pp (z) fonksi-
Po (T
yonlarinin en az biri [a, b] araliginda integrallenebilir degilse (2.1) diferansiyel ifade-
sine singiiler diferansiyel ifade denir.

Tanim 2.13 :
Us (y) = avoy (a) + any' (@) + ...+ (lv(nfl)y(n_l) (a)

+byoy (b) + b1y’ (b) + ... + bv(n_l)y(”fl) () =0, (v=1,m)

esitliklerine y € C'™ (a, b) fonksiyonu icin konulan siir kosullar1 adi verilir. Burada

C™ (a,b) , (a,b) araliginda n. mertebeden siirekli tiireve sahip fonksiyonlarm uzay:

ve ayi by (v=1,m; i =1,n—1) reel katsayilardur.
Tanim 2.14 : D = {y € C"™[a,b] : U, (y) = 0,v = 1, m} kiimesi {izerinde
Ly = [ (y) esitligi ile bir lineer operator tanimlanir. Bu operatore [ (y) diferansiyel

ifadesi ve U, (y) = 0 smur kogullar1 tarafindan iiretilen diferansiyel operator denir.
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1
Teorem 2.15 (Naimark, 1968) : T,pl (), ..., pn (z) ve f(x) fonksi-
Po (T
yonlar1 (a,b) arahginda olgiilebilir ve onun her bir [«, ] alt arahiginda integral-

lenebilirse herhangi bir xy € (a, b) noktasi ve y1,ya,..., Y2,—1 keyfi sabitleri i¢in

(poy™) ™ + (™) 4+ pa (2) = £ (2)

denkleminin

yM (2o) = yp , k=0,2n—1

baslangic kosullarini saglayan bir tek y (z) ¢oziimii vardir. Burada y*! (z) ifadesi

y (z) fonksiyonunun k. mertebeden quasi tiirevini gosterir ve

dk
W — YY _ =
Iy Tk k=1n—-1
dn
W — o, Y
Y Do dz"
dn—ky dy[n+k—1]
[nt+k] _ _ k=

biciminde tanimlanir.

Tanim 2.16 : )\ bir kompleks parametre olmak {iizere

Us(y)=0 ,v=1,m

siir deger probleminin sifirdan farkli bir y (z) ¢oziimii varsa A ’ ya bu sinir deger
probleminin 6zdegeri , y (z) e de A ’ya karsihk gelen 6zfonksiyonu denir. L sinir
deger problemine de [ (y) diferansiyel ifadesi ve U, (y) = 0 siur kosullar1 tarafindan
iiretilen 6zdeger problemi denir.

Tamim 2.17 : Tamm 2.15°de n = m olsun. y; (z, ), y2 (2, A), ..., yn (z, )

fonksiyonlar:

denkleminin



baslangic kogullari saglayan ¢oziimleri olmak tizere;

Ur(yr) - Ui (¥n)
AN =]

Un (yl) o Uy (yn>

determinantina [ problemine kargilik gelen diferansiyel operatoriin karakteristik
fonksiyonu denir.

Tamm 2.18 : (L — AI)™" 7 in Ly [a, ]’ nin yogun bir alt kiimesinde tamml
ve sinirh oldugu bir A € C sayisina L operatoriiniin bir regiiler degeri denir. Tiim
regiiler degerlerinin kiimesine de resolvent kiime denir ve p (L) ile gosterilir.

Tamim 2.19 : (L — )" operatériine L operatoriiniin Resolvent Operatorii
denir.

Tanim 2.20 : Kompleks diizlemde bir zy noktasi ve bu noktanin en az bir
9 > 0 komgulugunda tanimh olan bir f (2) fonksiyonu verilsin. Eger,

lim f(20+Az) = f(2)
Az—0 Az

limiti mevcut ve sonlu ise f(z) fonksiyonu zy; noktasinda tiirevlenebilirdir denir.
Bu limitin degeri de f (z) fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi olarak adlandirilir,
f () ile gosterilir.

Tanim 2. 21 : f(z) fonksiyonunun kompleks diizlemin bir zq noktasimin o
komgulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse f (z) fonksiyonuna zy noktasinda
analitiktir denir.

Tanim 2.22 : Kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik olan fonksiyona
tam fonksiyon denir.

Teorem 2.23 (Liouville): Kompleks diizlemin tamaminda sinirh olan tam
fonksiyon sabit fonksiyondur.

Tanim 2.24 : 25 € Cve d > 0igin, f: Us(2,) — C herhangi bir fonksiyon
olsun. Eger f (z9) = 0 ise zo noktasina f (z) fonksiyonunun bir sifir yeri veya kisaca
sifir1 denir.

Eger f(20) =0, f'(2) =0, ... f® V() =0 fakat f™ () # 0, ise 2

noktasi f (z) fonksiyonunun n kath sifir1 diye adlandirilir.
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Tamim 2.25 (Rouche€) : f(z) ve g (z) kompleks diizlemin bir B bolgesinde
sonlu sayida sifir yeri olan analitik fonksiyonlar olsun. Eger ~, f(z) ve ¢ (z) nin
higbir sifir yerinden ge¢gmeyen , B bolgesi icinde bulunan basit kapali egri ve Vz € v
icin |g (2)| < |f ()], ise bu durumda f (z) ve f (z)+g (z) fonksiyonlarinin v i¢indeki
sifirlarinin sayisi kathiligi ile birlikte aynidir.

Tanim 2.26 : f(z) fonksiyonu tam fonksiyon ve

My (r) = max|[f ()|

|z[=r

olmak tizere yeterince biiyiik r ler i¢in
My (r) < exp(r) (2.2)

esitsizligini saglayan p > 0 varsa f (z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir ve
(2.2) esitsizligini saglayan p sayilarimin infumumuna f (2) nin mertebesi adi verilir
ve p ile gosterilir.

Tamim 2.27 (Hadamard) : Mertebesi p € (0,1) olan her bir f(z) tam

fonksiyonu
= z
=Cz™ 1——
re=cI[(1-7)

seklinde gosterilime sahiptir. Burada m, f (z) fonksiyonunun orijindeki sifirlarinin
kathhgl, {2,},, ise f (z) nin diger tiim sifirlarinim kiimesidir.

Teorem 2.28 (Jdanovich, 1960) : i = 1,p olmak iizere a; ler oy > ay >
... > ap_1 > 0 esitsizligini saglayan gercel sayilar, 3, ler ise herhangi kompleks sayilar

olsun. Bu durumda 3, # 0 ise
et 4 Be® L+ Bp_le%—l’\ +8,=0

denkleminin kokleri

+1Y(n) (n=0,%+1,..)

seklindedir. Burada 1 (n) sinirh kompleks degerli fonksiyondur.

Teorem 2.29 (Riemann-Lebesque) : Eger f (), (a,b) araliginda mutlak
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integrallenebilir bir fonksiyon ise

b

lim a, : = lim [ f(z)cosnzdr =0
b
lim b, : = lim [ f(z)sinnzdr =0

esitlikleri saglanir.

Tamim 2.30 ( Mittang-Leffler Acilimm): Bir f (2) fonksiyonunun komp-
leks diizlemdeki aykiriliklar: mutlak deger biiytikliigiine gore siralanmig, basit aq, as ...
kutup yerleri ve bu noktalardaki rezidiileri sirasiyla by, bo, ... olsun. Eger Cy hicbir
kutup yerinden gegmeyen , iizerinde |f (2)| < M egitsizliginin gerceklendigi Ry
yarigapli cember ise ve N — oo iken Ry — oo oluyorsa;

FE= 1O+ b Aot

zZ—a, ap

n=1

yazilir.
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3. COZUMUN INTEGRAL GOSTERILIMi VE OZELLIK-
LERI

3.1 Integral Denklemin Olugturulmasi

ly) =y +{¢(@)+2p(x)}y, O<z <7

A 3
diferansiyel ifadesini ele alalim. Burada ¢ (z) = ¢ (z) + —, A€ R, a € (1, 5),
lvOé

qo (z) € Ly [0, 7] reel degerli bir fonksiyon, p (z) € W} [0, 7] ve A spektral paramet-

redir. [ (y) diferansiyel ifadesi

D(L)={y (=) :y(x),y" () € AC[0, 7).y () = ¢/ (2) —u(2)y (x), L (y) € Lo [0,7]}

kiimesinde

sinir kosullarini ele alalim. Dolayisiyla

—y" + {q(z) +2Xp ()} y = X%y

veya [ (y) = Ay diferansiyel denklemi bir singiiler diferansiyel denklemdir. Ayrica
y (0) degeri meveut degildir. Dolayisiyla, oncelikli olarak verilen diferansiyel opera-
toriin bu degerlere benzer degerleri de tanimli olacak sekilde yeni bir operator tanim-
lamak gerekir. Bu operator ise verilen operatoriin self- adjoint genislemesi olacak

sekilde alinabilir.
[(y) == —y" +{a(x) +22p (2)}y = Ny (3.1.1)

diferansiyel denklemi ve

U(y)=y(0)=0, V(y)=y(m)=0 (3.1.2)

siir kogullarinin iirettigi L problemini ele alahm. u (x) = Alx

olmak {izere
— o

yi(r) = y(2)

y2 () = (Pay) (@) =y (2) =/ (2) = u (@) y ()
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alinirsa (3.1.1) denklemi
Y2 = Yy —u(x)y (3.1.3)
—)\zyl = yp+ul {CIO )+ 2A\p (x) — u? (90)} Y1

denklem sistemine indirgenir.

(3.1.3) sisteminin matris gosterilimi

Y1 u 1 Y1
yh N 4o+ 20p —u? —u Y2
u 1 (1
seklinde yazilirsa F = , Y = olmak
N +qo () +2\p(z) —u? —u Yo

iizere y = Fy olur. E matrisinin elemanlar1 toplanabilir olduklarindan Naimark’in
(1967) calismasmda y = Ey + f, f € Ly(0,7) sistemleri icin baslangic-deger
probleminin ¢oziimiiniin varlig ve tekligi ile ilgili teorem geregi her 1 € [0, 7| ve her
z = (2, ZQ)T € C?%igin (3.1.3) sisteminin y; () = 21, ¥2 () = 22 baslangig kosullarim
saglayan sadece bir tek ¢oziimii vardir. Ozel olarak g (0) = 1, 5 (0) = i)\ alinabilir.

Tamim 3.1.1: (3.1.3) diferansiyel denklemler sisteminin y; (1) = 21, y2 (1) =
(Thy) = 22 baglangig kogullarim saglayan ¢oziimiiniin birinci bilegenine, (3.1.1)
denkleminin ayni kosullar1 saglayan c¢oziimii denir.

(3.1.3) diferansiyel denklemleri sisteminde A = 0, p () = 0, ¢ (z) = 0 alimirsa
Y =192 =0
Yo+ Ny =0
lineer homojen diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin
y (0) =1
v5 (0) = iA
baslangi¢ kosullarimi saglayan ¢oziimii
W () = e
o () = ide™

dir.
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A#0,p(x) #0, q(x) # 0 igin

=y = ul@)y

Yy + N1 = —u(x)ys + {qo (x) +2\p (z) — u* (2)}

homojen olmayan lineer diferansiyel denklemleri sisteminin genel ¢oziimiinii bulmak

icin

1 = €M =cos Az +isin Az

Yo = X =ikcos Az — Asin Az
oldugu dikkate alinip parametrelerin degisimi metodu uygulanirsa;

y1(x) = c1(x)cos\x +icy (x) sin Ax

yo () = =Xy (z)sin Az + ideg () cos Az

y, () = ¢ (x)cos Az +icy (z)sin Az — Aey (@) sin Az + ide; (@) cos Az
yy (£) = —Ac; () sin Az + iAd, () cos Az — N2ey (2) cos Az — iX2¢y (2) sin Az

seklinde aranan c¢oziimler icin;

xT x

o (x) = /u (t) y1 (t) cos Atdt + %/u (t) yo (t) sin Atdt

0 0

_i / {ao (t) +2Xp (t) — ()} ya (t) sin Atdt

xT x

1

1
e (x) = U (t) ya (t) cos Atdt + ;/u () y1 (t) sin Atdt
0

=i / {a0 (£) + 22 (t) — u? ()} g (1) cos Atdt

elde edilir. ¢; (z) ve co () ifadeleri y; (z) ve yo () fonksiyonlarmin ifadelerinde

yerlerine yazilirsa (3.1.3) sisteminin

yi(0) = 1
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baslangic kosullarini saglayan ¢oziimii i¢in

T T

y (x,N) = e —I—/u(t)yl (t)cos A (x —t)dt — %/u(t)yg (t)sin A (x —t) dt
+§ / {ao () +2X\p (t) —u® (t)} y1 () sin A (x — t) dt (3.1.4)

Yo (2, N) = iXe™ — )\/u (t)y1 (t)sin X (x — ) dt — /u (t) yo (t) cos A (x —t) dt
+/ {QU (t) +2X\p (1) — u? (t)} y1 (t) cos A\ (z —t) dt (3.1.5)

integral denklemleri sistemi elde edilir.

Simdi de (3.1.3) diferansiyel denklemleri sisteminin

yi(0) = 1

baglangic kosullarin saglayan her ¢oziimiiniin

y1(z,\) = a(x) ei’\x+/K11 (z,t) e™Mdt (3.1.6)

Yo (2,)) = ida(x) e +b(z)e™ + /K21 (z,t) edt + i)\/KQQ (z,) eMdt

seklinde bir integral gosterilime sahip oldugunu ispatlayalim.
Burada Ky (z,t), Ko (x,t), Keo (x,t), a(x) ve b(x) reel degerli fonksiyon-
lardir. Ispat igin (3.1.6) ifadeleri (3.1.4) ve (3.1.5) ¢oziimlerinin ifadelerinde yerlerine

yazilirsa;
x

t
Y (z,\) = e /u (t)cos A (z —t) |a(t) e + /Ku (t,s) eods | dt
Zt

0
x

—%/u (t)sin X (z — t) {ida (t) e + b (t) e

0
¢ ¢

+/K21 (t,5) ersds + ’M/ng (t,s) esds 3 dt
—t ¢
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+§/ {go () +2Xp (t) —u® (1)} sin X (x — t) &M |:a (t) e + /Ku (t,s) eiksds] dt

v (z,\) = a(x) e + /KH (z,t) eMdt = A"

x

—i—/a (t)u (t) cos A (z — t) eMdt

x t
+/u (t)cos A (x —t) (/K11 (t,s) ei’\sds) dt
0 St
—i/a (t)u (t)sin X (z — t) eMdt
0
1 . .
—X/u (t)b(t)sin \ (z — t) eMdt
0
1 T t
—X/u (t)sin A (x —t) (/K21 (t,s) ei)‘sds) dt
0 St
T t
—i/u (t)sin A (x —t) (/Kgg (t,s) e“‘sds) dt
0 St
1 . .
-I—X/a (t) qo (t) sin A (z — t) e™Mdt
0
T t
—l—%/qu (t)sin A (z —t) (/Ku (t,5) ei’\sds) dt
0 Zt
—|—2/a (t)p (t)sin X (x — t) eMdt
0
T t
+2/p (t)sin A (z — t) e (/KH (t,s) e“‘sds) dt
0 Zt
1l , .
-5 [u (t)a (t)sin A (x —t) eMdt
0
T t
—%/u2 (t)sin A (z — t) (/Ku (t,5) e“%is) dt
0 Zt
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Y2 (CU, A) =1i\a (.ZU) @7;)\:(: —+ b (.T) ei)\ft + /K21 (I’, t) ei/\tdt

+i)\/K22 (z,t) eMdt = i\e!®

T

—)\/u (t)sin X (x —t) (a (t) e + /KH (t, ) ei’\sds) dt

0
T

—/u (t)cos A (z —t) {ida (t) e + b (t) e

0

t t
+/K21 (t,s) eds + M/Kgg (t,5) ei’\sds} dt
¢ 4

+/ {qo (t) +2X\p (t) —u® (t)} cos A (z — 1)

t
: (a (t) e + /KH (t, ) e“‘sds) dt = i\e'™®

—t

- / a t)sin A (z — t) eMdt
)\/u t)sin \ (z —t) (/KH (t,s) Z)‘sds) dt
0
—z)\/a (t) cos A (z — t) eMdt
0
/u Yeos A (x — t) eMdt
0

—/u()cos)\(x—t (/K21ts) Z)“"’als)dt
—z/\/u t)cos A (z —t) (/K22 (t,s) ei)‘sds) dt
0 Zt

—l—/qo (t)a(t)cos A (z — t) eMdt

+]q0 (t)cos X (x — 1) (/tKu (t,s) e“‘sds) dt
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122 / 0 (£)p (£) cos A (z — 1) Mt

+2)\/p t)cos A (x —t) (/KH (t,s) “\Sds> dt

/u ycos A (z — t) eMdt

/u2 t)cos A (xz —t) (/Ku (t, ) ’)‘Sds) dt

0

elde edilir. Gerekli iglemler yapilirsa;
Ry = /a (t)u(t)cos A (x —t) eMdt = 561/\36/(1 (t)u (t)dt
0 0
1 T+t T+t
+4/a< 5 )u( 2)6 dt
< T t
Ry = /u (t) cos A (x — t) (/KH (t, ) ei’\sds) dt
0 Zt
=3 Ky (s,t —x+s)u(s)ds | edt
-z \z—t\2
/ /K11 (s,t+x—s)u(s)ds | eMdt
- x+t\2
R3 = —i/a (t)u (t)sin X (z — t) eMdt
0
I 1 r+t T+t L,
=—3¢ /a(t)u(t)dt+4/a( i )u( i )e dt
0 —x

T

Ry = —X/u (1) b(t)sin X (z — t) eMdt

0

z T+t\2
_ _%/ ( / w(s)b(s) ds) Mt

—x 0
30
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T

R5:—§/ (t)sin A (x —t) (/K21 (t, ) Z*Sdg) dt

r+t—s

/ / /K21 (s,€) dédsdt

t—x+s

36:—/ (£)sin A (z — 1) (/K22 (t, s) Mm) dt

0

:——/ /K22 (s,t —x+s)u(s)ds | eMdt
-z \z—t\2
+§ Ko (s,t+x—s)u(s)ds | edt

- \r+t\2

R7:1 a(t)qo (t)sin A (z — t) edt

0

m+t\2
/ ( ds) et

1
- —/QO Sln/\ Jf —t /KH t S) ersds | dt

x

l\DI»—t

>/

x r+t—s

-1 / > fan(s) [ K s.€)deasar

—x 0 t—x+s

Ry = 2/a (t)p (t)sin X (x — t) edt

0

_—ie’”/a(t)p(t)dt—i—i/a (x—I— )p(gH— >e“tdt
2 2 2
0

—x

T

ng:2/ (t)sin A (z —t) e /Kllts) ePsds | dt

/ /Kn Jt—x+s)p(s)ds | edt

- \r—t\2

x

+i/ / K (s,t+x—38)p(s)ds | eMdt

-z \z+t\2
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xT

Ry, = —X/uz (t)a(t)sin A\ (z —t) edt

0

_ _% / (7\22 (s)a(s) ds) Mt

0
x

1
RHZ_X/ 2(t)sin A (z —t) (/KH (t,s) Z)‘Sds) dt

r+t—s

/ / / Ky (s,€) dédsdt

t—x+s

x

Ly =-)\ /a (t)u (t)sin A (z — t) eMdt

4 . (:c;—t) (x+t) SN gy
—)\/u (t)sin X (z — t) (/tKH (t, ) eMSdS) dt

2 K1 (s,t — 2+ s)u(s)ds | edt
z—t\2

/K11 (s, t+x—s)u(s)ds | eMdt

-z x+t\2

2

Ly = —i) / o (£)u (t) cos A (x — £) et

0
T

= —%e /a (t)u(t)dt

0
A r T+t THE\ Ly
T a( 5 )u(T)e dt

u (t)b(t)cos A (x — t) eMdt

t~
N
Il
|
O\H
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1x T+t THt\ Ly
(2525 e

L5:—/ (t) cos A (z —t) (/K21 (¢, ) MSds) dt
/ /K21 gt —x+s)u(s)ds | eMdt

-z \z—t\2

xT

——/ /K21 s,t+x—s)u(s)ds | eMdt

-z \z+t\2

T

t
L¢ = —z')\/u (t)cos A (z —t) /K22 (t,s)eds | dt

0

)\ .
:_Z_ /K22 (s,t —x+s)u(s)ds | edt
-z \z—t\2
A /K22 st 43— 8)u(s)ds | eMdt
-z \z+t\2

xT

L; = /qo (t)a(t)cos )\ (z —t) eMdt

_ %em / 6o (t)a (1) dt

0

lx T+t THt\
+4/QQ( 9 )a( 5 )6 dt

—T

T

T

t
Lg = /QO (t)cos A (x —t) /Kn (t,s)esds | dt
0 —t

T

1 f |
= 5/ / Ky (s,t —x+5)qo(s)ds | edt
- \r—t\2

T

1 f |
+§/ / K (s,t+x—38)qo(s)ds | ePdt

-z \z+t\2
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xT

= 2)\/a t)cos A (z — t) eNdt = )\ei’\“"’/p (t)a(t)dt
0

0
Ao ()

Ly = 2)\/p (t)cos A (x —t) /Ku (t,s)eds | dt
0

T

:)\/ / Ky (s,t —x+s)p(s)ds | edt
z—t\2

—x

Ly = —/u2 (t)a (t) cos A (z — t) eMdt

0
T

_ —%em / W2 () a () dt

1/ ¢ AN
_Z/UQ (x—; )a(—x—; )e”‘tdt

Ly = —/u2 (t)cos A (z —t) /K11 (t,s)e?sds | dt
) e

1 xr x 4
—5/ /KH (s,t —x + s)u®(s)ds | e?dt

-z \z—t\2

1 €T x '
—5/ / Ky (s,t+x —s)u®(s)ds | eMdt

seklindedir. Bu sekilde elde edilen ifadeler yerlerine yazilirsa;

xT

. z . . 1 .
a(z) e + [ Ky (x,t) eMdt = e + —e”‘x/a (t)w(t)dt

2
1 [ ¢ £\
-I—Z/a(x;_ )u(x;_ )e”\tdt

0
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1 T x '
+§/(/K11(s,tx+s)u(s)ds eMdt

1 i ;
——/ Koy (s,t —x+ s)u(s)ds | eMdt

1 f ;
—1—5/ Koy (s,t +x — s)u(s)ds | eMdt

T x r+t—s

= / Y / 0 (5) / Ky (5,€) dédsdt

—z 0 t—x+s

€T T

. ] t t\ .
_z'e““"/a(t)p(t)dt—i—%/a (x—2|— )p(—x; )e“tdt

0 —T

—i/ / K (s,t —x+38)p(s)ds | eMdt
-z \z—t\2
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—|—i/ / Ky (s,t+x—s)p(s)ds | eMdt

o \aft\2
e [ att\2
—%/ / u? (s)a(s)ds | edt
2\ 0
L aHi—s
+§/ei’\t/u2 (s) / K1y (s, &) dédsdt
e 0 t—z+s

iXa (z) €N + b (x) e + /K21 (z,t) eMdt

T

i | A
+i) / Koy (x,t) eMdt = ide™ + %em / a(t)u(t)dt

0
i/\m T+t TSNP\ .,
1 a( 5 )u( 5 )e dt

—T

—I—% / K1 (s,t — a2+ s)u(s)ds | edt

-z \z—t\2

—% / Ky (s,t+x—s)u(s)ds | eMdt

-z \z+t\2
2 anc i)\x r+t T+t Ly
¢ /a(t)u(t)dt T a( 5 )u(T)e dt
0 —x
1i/\xw 1 f T+t rTHt\
5¢ /b(t)u(t)dt 4/6( 5 )u( 5 )e dt
0 -

1 f |
——/ /K21 (s,t —x+s)u(s)ds | eMdt

-z \x—t\2

——/ / Ko (s,t+x — s)u(s)ds | eMdt
-z \z+t\2
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( K22 (s,t —x+s)u(s) ds) et
x—t\2

(/Kgg s t—l—a:s)u(s)ds) et

+1\2

1 X x
+§/ Ky (s,t —x+8)qo(s)ds | edt
-z \z—t\2
1 Xt
+3 Ky (s,t+x—8)qo(s)ds | eMdt
-z \x+t\2

+)\/ ( Ky (s,t —x+s)p(s)ds | edt
r—t

—|—)\/ /Ku(s,t—i—x—s)p(s)ds eAdt
-z \z+t\2
1i)\:rw2 1062 T+ THET\ in
5¢ /u (t)a(t)dt 4/u< 5 >a< 5 )e dt
0 —x

1 f |
—5/ /KH (s,t —x + s)u?(s)ds | edt

-z \x—t\2

1 f |
—5/ / K1 (s,t+x — s)u?(s)ds | edt

-z \z+t\2
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xT

a(x)zl—i/p(t)a(t)dt

0
x

f | 1 t £
/Ku (z,t) eMdt = —/a T (2D cinegy
2 2 2

—T

T x

1 .
—|—§/ / Ky (s,t —x+s)u(s)ds | eMdt
-z \z—t\2
1 Xt
+§ Ky (s,t+x—s)u(s)ds | edt
—o \a+\2

S (Fromos)

—x 0

+]ju (s) (x78K21 (s,6) df) eMdsdt

—x 0 —x+s
1 "
=5 Ko (s,t — x4 s)u(s)ds | edt

-z \z—t\2

1 f ;
—i——/ /Kgg(s,t—i-x—s)u(s)ds e dt

-z \z+t\2

% / ( 7\2 (5) qo (5) ds) Mt

0

+ / / 0 (5) (/K (5,6) dé) eNdsdt

—x 0 —x+s

i [ (ot THETN i
afe () ()

—x

—i/ / K (s,t —x+38)p(s)ds | eMdt
-z \z—t\2
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0

- / / u? (5) (/K (5,€) dé) eMdsdt

—x 0 —x+s

%i(i?i%ga@ﬁk)aﬂﬁ

T T x

M@:—é/momwﬁ+%/%@a@ﬁ—%/wum@mt

0 0 0

f , 1 g r+t\ ,
/K21(x,t)e‘Atdt:—Z/b( 5 )u(T) eAdt

—&

1 T+t T+t o
- — | edt
w3 fo (7)o ()

1 .

2/ /K21st—1:~|—s) (s)ds | eMdt

-z \z—t\2

- |
—5/ / Koi (s, t+x —s)u(s)ds | eMdt

-z \z+t\2

1 X x
+§/ / Ky (s,t —x+8)qo(s)ds | edt
-z \z—t\2
+§ Ky (s,t+x—s)qo(s)ds | edt
-z \z+t\2



- |
—5/ /Kll(s,t—x—i-s)uQ(s)ds et

- \z—t\2

11 |
—5/ /Kll(s,t+m—s)u2(s)ds et

-z \z+t\2

T

i . 1 t t .
/K22 (z,t) eMdt = —é/a (m;— ) U (:E;— ) et

—x

i [ [zt (T4t
2/]0( 5 )a( 5 )e dt

1 f .
+§/ /KU (s,t —x+s)u(s)ds | eMdt

- \z—t/2

1 f |
—5/ / Ky (s,t+x—s)u(s)ds | eMdt

-z \z+t/2

1 "
~5 Ko (s,t —x+s)u(s)ds | edt

-z \z—t/2

1 A
) Ky (s,t+x —s)u(s)ds | edt

-z \g+t/2

—i/ /K11 (s,t —x+s)p(s)ds | eMdt

-z \g—t/2

T

—'/ K (s,t+x—s)p(s)ds | edt

- \r+t/2
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1 T+t T+t T+t

i (rt\ (zt\ 1 [
+§a< 5 )p( 5 )+§/K11(s,t—x—|—s)u(s)ds

z—t/2
@ @ ott—s
+% /Kll(s,t+$—s)u(s)ds+%/u(s) / Ko (s,€) déds
o4t/2 0 t—a+s
1/ 1/
—§/K22(s,t—x+s)u(s)ds+§/KQQ(S,t+x—s)u(s)ds
z—t/2 o+t/2
@ ott—s @
+%/Q(] (s) / Ky (s,&) déds — i / Ky (s,t —x+s)p(s)ds
0 t—ats o—t/2
x @ -
+i / Kll(s,t—l—:[:—s)p(s)ds+%/U?(s) / K1y (s,€) déds
ott/2 0 t—z+s

1 xr+t Tz -+t 1 T+t T+t
Km(%t):_?lb( 2 )“( 2 >+1q“( 2 )a( 2 )

1 o [T+t T+t 1 i
_= _ = K. _
1" ( 2 )a( 2 ) 2/ 21 (5,1 — 2+ 5)u(s)ds

x—t/2

g -
_§/K21(s,t—|—:p—s)u(s)d8—l—§/Kll(s,t—x+s)q0(s)ds

z+t/2 z—t/2

1/ -
+§/K11(S7t+1‘—8)(ﬁ)(8)d8—§/Kll(s,t—l‘—}—s)u2(3)d8

x+t/2 z—t/2

1 xr
) / Ky (s,t+ 2 — s)u®(s)ds
T+t/2
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1 T+t T+t 7 T+t T+t
Kzz(%t):_ia( 2 )u( 2 )_§p( 2 )a( 2 )

1] 1
+§/Kll(s,t—x+s)u(s)d$—§/Kll(s,t—l—x—s)u(s)ds

z—t/2 z+t/2

1 f 1]
_5/KQQ(S,t_x+S)U(S>dS_§/KQQ(S,t—i_I_S)U(S)dS

z—t/2 x+t/2

—i/Kll(s,t—x+s)p(s)ds—i/Kll(s,t+x—s)p(s)ds

o—t/2 o+t/2
ifadelerini ve b () fonksiyonu igin de

¥ (@) + u(e)b(x) = —3 [v? (@) ~ g0 (2)] a (2)

lineer toplanabilir katsayil diferansiyel denklemini elde ederiz. Buradan da

t 1 T
i/p(u)duﬁ/uw)du
t dt

@) =5 [ (20 - w®)e

bulunur.
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3.2 Integral Denklemleri Sisteminin Coéziimiiniin Varlig1 Ve
Ozellikleri

Bu boéliimde alinan integral denklemlerin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi gosterilecek-
tir. Bunun icin Ky (x,t), Ko (z,t) ve Kg (2,t) fonksiyonlarmm ifadelerine ardigik

yaklagimlar yontemini uygulayalim.

1 T+t T+t T+t
Kﬁ))(x,t)zﬁa( 5 >u( 5 )—l—b( 5 >
+i Tz -+t x+t
2\ 2 )P\ T2

1 T+t T+t 1 T+t T+t
= —p (50)o (50 + 3 (7)o (55)
1 o [T+t T+t
——Uu a
4 2 2

1 T+t T+t 1 x+t xr+t
K%ﬁ——aa( =) () - (5) ()

/K(" Vst —x+ s)u(s)ds

x—t/2
1 T T r+t—s
+§ / Kﬁb_l)(s,t%—x—s) (s)ds + /u / K;f Y (s,€)dEds
z+t/2 0 t—x+s
1 KD 1 (n—1)
~5 9o (s, t—1x+ ) ()ds—|—§ K5y (s, t+x—s)u(s)ds
z—t/2 a+t)2
T r+t—s
1
+§/q0(s) /K ( d{ds—z/K (s,t —x+s)p(s)ds
0 t—x+s z—t/2
T r+t—s
—H’/Kﬁl 1)(st—l—x—s s)ds+ = / /K ) déds
z+t/2 t—z+s

R
Ké?)(x,t)=—§/K§’f Vst —x+s)u(s)ds
x—t/2
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L[ .
—i/Kgf Vist+xz—s)u(s)ds+ = /K( Vst — x4 5)qo(s)ds

z+t/2 x—t/2

- L[
/K( D st+x—5)q0(s)ds—§/f(£l Vst —x+s)u®(s) ds

1’+t/2 z—t/2

L[
—Q/Kfl 1)(3,t+$—s)u2(s)d5
T+t/2

x,t /K(n 1) —x+Ss)u ds—— / K(n 1) (s,t+x—s)u(s)ds

z—t/2 :v+t/2

1 [ o w /A
—§/K§§ U(s,t—x—i—s)u(s)ds—i/l(éQ Vs, t+z—s)u(s)ds

z—t/2 x+t/2
. (n—1) i A (n—1) —
i | Ky U (s,¢t—x+s)p(s)ds—i | Ky U (s,t+x—s)p(s)ds
z—t/2 T+t/2

ve

+5 {lu(© b +2[0()] + [w* (&) + lgo (O a ()} (x — &) dE

olsun. Bu denklemlerin her birinin mutlak degeri ahnip, [—z, z] araliginda t'ye gore

T+t T+t 1 (o4t r+t
() e () s S (55 ()

—X —x

integrallenirlerse

1 T
/‘KH x t)‘dt< 5

S p )
/Mﬁxtﬁ</m |%+/M &) de
+2/!b(£)\d£
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j!Kf?’ <x,t>\dts]{|u<s>|+|p<§>|}|a<s>|

+1 {lu(©) b+ 210 + [u* (&) + lao ()] a (&)} (z = &) dS

/‘K (a. 1) dt < o (2)

Jieestes3fb el

Ak S ﬁ

/1K (2 1)] dt < /lb €)lde + /|QO )| d¢
/m )] de

/‘K(O wt dt < /{\b O+ 216 ()] + [lgo ()] + v (O] la ()]} (x — &) dg

o) ()l

/[|u<>|+|p<>u| ()] de

/ K (z, )] dt < o (2)

i 1 ’ x+t x+t 1 h
KO (z.1)|dt < / _/
/ 2 (7, 2 5 )\ )4ty

/Ké?(m) dt</{|u )+ p(©) a(e) de

~—

() ()l

/{!b N+ 26|+ [lgo ()] +u? ()] |a (O]} (x — &) d€
/‘Km (2, 1)| dt < o (2)

esitsizlikleri elde edilir. n =1 igin
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/’KH xt dt < // ‘KH (s,t —x+s)||u(s)|dsdt

—rz—t/2
1 (0)
+§ Ky (s,t+x —s)||u(s)|dsdt
—zx+t/2
1 T x r+t—s
iy [ [ [ [ 6 a asae
—x 0 t—x+s

1 x x
+§// ‘Kég)(s,t—x—l—s)‘|u(s)|dsdt

—zx—t/2

1 xX x
+§/ / ‘K§g> (5,t + 2 — s)‘ lu ()| dsdt

—zx+t/2

r+t—s
/ / ()| [ (s, de] asa
—x 0 t—xz+s

+/ / ‘Kﬁ)) (5,8 —z + s)) Ip (s)| dsdt

—Tx—t/2

+/ / ‘Kﬁ)) (5,6 + 2 — s)) Ip (5)| dsdt

—zx+t/2
T+t—s
A oo [ i
—x 0 t—x+s

(1) o (z)°
K¢ (m,t)‘dtg :
/’K2 :ct dt < // ‘Kzl (s,t —x+s)||u(s)|dsdt

—zz—t/2

1 x xr
+§/ / ’Ké(l)) (s,t+z—5)

—zx+t/2

(s)| dsdt
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1 x X
+§// ’Kﬁ))(s,t—x—ks) lq0 ()| dsdt

—rr—t/2

1 T x
+§// ‘Kﬁ’) (3,t+x—s)‘|qo(s)|dsdt

—Tr4t/2

1 X xT
+§/ / ]K{i’) (5,6 —x + s)‘ lu? (s)| dsdt

—zrr—t/2

1 x X
+§/ / ‘Kﬂ)) (s,t+z—s)

—rr4t/2

|u? (s)| dsdt

o (2)”

/!Kéi’ (w,0)| dt < =5

xT 1 xT x
/’K%) (x,t)‘dtgi// ‘Kﬁ)) (s,t — x4 8)| |u(s)| dsdt

—Tr—t/2

1 X X
+§// ]K{(f)(s,tﬂ—s)‘|u(s)|dsdt

—Tr4t/2

1 X X
+§/ / ]K;? (s, —a+ s)‘ lu ()| dsdt

—zrr—t/2

1 x x
+§/ / ‘Kég) (s,t+x—s)

—Tr4t/2

|u(s)| dsdt

+/ / ‘Kﬁ)) (5,8 —z + s)) Ip (s)| dsdt

—Tx—t/2

+// ‘Kf{)(s,tm—s))|p(s)|dsdt
—Tx+t/2

KW o (z)°
5 (T, )| dt < 5

esitsizlikleri elde edilir. Boylece tiimevarim yontemi kullanilirsa;
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o (x)"+1

(n)
K¢ t’dt<
/’ g (@ D] dEs TR

n = 0,1 i¢in esitsizlik saglanmaktadir. n = m—1 igin esitsizligin dogrulugunu

kabul edip n = m i¢in esitsizligin saglandigini gosterelim.

/’Kﬁn) dt< // ‘Kﬁ” 1) s,t —x+ )| |u(s)|dsdt

—zTx—t/2
1 (m—1)
—1—5 K77 (s, t+x—s)||u(s)|dsdt
—zx+t/2
T T r+t—s
1 (m—1)
+§ lu (s)] K3 7 (s,6) dE| dsdt
—x 0 t—x+s

L ome
+§// ‘Kég"’ 1)(ss,zf—:c—l—s)}|u(s)]dsdt

—rr—t/2
1 (m-1)
—|—§ Ky 7 (s,t+x—8)||u(s)|dsdt
—zx+t/2
Tt+t—s
/ / @) [ (5.6 e dsa
-z 0 t—z+s
+/ / ‘Kﬁ”_” (s,t —x+ )| |p(s)| dsdt
—Tr—t/2

+/ / ‘Kﬁ"*” (s,t+a— s>‘ Ip ()| dsdt

—Tx+t/2
r+t—s
/ / ol [ [R5, de] dsi
—x 0 t—x+s
m+1
/ | ()|t < o (@)™
(m+1)!
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/’KQ’{‘) dt< // (KS{‘ Yis,t —a+s)| |Ju(s)|dsdt

—zTx—t/2

Ll me
+§// ’K;" 1)(s,t+x—s))|u(s)ld3dt

—zx+t/2

1:1: T .
sy [ IR st ) o )] dsi

—zx—t/2
/ / ’K(m b (s,t+ 2 —5)||qo (s)| dsdt
—zx+t/2
+1/ / K (5,6 —x + )| [u? (s)| dsdt
5 11 ;
—xz—t/2

T 4
+§// KT (st + 2 — )| [u? (s)| dsdt

—zx+t/2

i o< T

x i 196 T .
Jr =5 [ [ [5G st = a9 o) dsde

—Txr—t/2

1 x x .
+§// \Kh V(s t+x—s)

—zx+t/2

N .
+§// ’Ké;n 1)(s,t—x—|—s))|u(s)|dsdt

—zr—t/2

.
—1—5// ‘Ké;n U(s,t—i—x—s)“u(s)]dsdt

—zx+t/2

// ‘Kml) t—x+s)

—rr—t/2

lu ()] dsdt

Ip (s)] dsdt

49



+// ‘Kﬁ”_l)(s,t+$—s) Ip ()| dsdt

—rz+t/2

m+1
(m (m+1)!

esitsizlikleri elde edilir. Boylece
/{\u +p(©O1a (O} +5 OO+ () + oo O} (o — €) e

olmak tizere V7,7 = 1,2 icin

/ Ky (2, 8)] dt < 7@ —1 (3.2.1)

esitsizligi saglanir.

Dolayisiyla agsagidaki teorem ispatlanmig oldu.
Teorem 3.2.1: (3.1.3) denklemleri sisteminin

y1(0) = 1

baglangic kosullarimi saglayan ¢oziimii i¢in agagidaki gosterilim mevcuttur.

y1 (2, M) = a(x) e + /Kn (z,t) eMdt

Yo (z,\) = ida (x) €™ + b (z) e + /K21 (z,t) edt + i)\/KQQ (z,t) eMdt

Burada

/ p(p)dp—7 / u(p)dp
-3 / (20— () 0

seklindedir. Ayr1ca Ky (z,t), Koy (z,t) ve Kg (2, t) fonksiyonlar: igin yukarida elde
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edilen integral denklemlerden ¢ = z durumu i¢in agagidaki ifadeleri kolaylikla elde

ederiz:

t
1
K1 (t,t) exp {§/u (s) ds} dt
0
seklindedir. Ayrica

B B
%K{lﬂ (z,t) + pae (2,t) = Ko (2,1)

Ky (z,7) — Koy (z,2) = —a () + b (2) + a(v) u (2)

Ky (z,—x) — Koy (x,—2) =0

o1



( 0 o0
S .0 = o | S 0] 0 0) = 07 0) s (000
. 0 0?
—22p ([L’) EKH (Z’,t) = ﬁKll <$7t)

+ u(x) Koo (z,2) + 2ip (x) K11 (z, )

0
= — EKH (ZL‘,t)

t=x

0
Ko (2, —x) — — Ko (2, 1)

Oz — u(2) Ky (2, —x) — 2ip () K1 (2, —7)

t=—x

0
= EKll (x, t)

t=—x

2. mertébeden kismi tiirevli hiperbolik tip diferansiyel denklemler sistemi saglanir.
(3.2.1) esitsizliklerinden aliriz ki; K; (z,.) € L; (—x,z) dir. Bu durumda

Ly (—z, x) uzaymin yapisi geregi

0
fonksiyonu (—z, z) araliginda mutlak siireklidir. ¥;; (x) fonksiyonu (0, z) araliginda

mutlak siirekli ve ¥;; (0) = 0 oldugundan

Uy (z) = /m\IJ;j (s)ds

0
seklinde yazilabilir.

T

Vi (z) = Kij (v, 2) + Kyj (2,0) + /DIK, (z,t) dt

0
oldugundan

T T T T t
0 0 0 0 0

_ / Ky (1) dt + / Ky (+,0) dt + / () DK (2, ) dt
0 0 0
veya

x

0 0 0 0
esitligi elde edilir. Buradan da (3.2.1) esitsizliginden yararlanarak
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xT

integrali i¢in gerekli degerlendirmeyi alabiliriz. Dolayisiyla (x — t) D, K;; (z,t) fonk-
siyonlarmin L (—z, x) uzayima ait oldugunu elde etmis oluruz.

Simdi ise teorem (3.2.1) ile ispatlanan y; (x, \) ve ys (x, \) fonksiyonlar: igin
integral gosterimlerinin gekirdek fonksiyonlari olan Ky (x,t), Koy (x,t) ve Koo (2, 1)
fonksiyonlarinin baz 6zelliklerini 6grenelim. Bunun igin (3.1.3) sisteminde (3.1.7)
integral gosterimleri yerlerine yazilip gerekli kismi integrasyonlar yapildiktan sonra;

: , Ny b0 , . .
a (x) e +ida (z) e+ [ 8_K11 (z,t) eNdi+ Ky (z,7) e+ Ky (2, —x) e —
T

—x

iXa (z) e —b(x) e — [ Ky (x,t) eMdt —iX [ Koo (,t) eMdt = a(z) u (z) e +

u(z) [ Ky (z,t) edt
(0 K (2, 8) + 2 Ko (1) — 0 (2) Ko (2,8) = Ko (2,1) |
or 11\, ot 22 (T, u\x 11 (T, 1) = N1 \T,

K (z,2) — Koy (z,2) = —a' (2) + b(2) + a(z)u(z)

Kll (l’, —l') —= K22 (.I’, —l') =0

\ Vs

i)\a’ (:L‘) AT _ )\2a (l’) el + bl (I) e +iNb (x) eI + /angl (J},t) eI It +
Xz

| | [0 | |
Koy (7,2) €™ + Ky (x, —x) ™ + i)\/a—KQQ (z,t) eMNdt + iANKa (z,7) e
T

+ iAKas (2, —x) e +ida (@) u (z) € + b () u (z) e +u (z) [ Ko (z,t) eMdt +

iAu (x)_f Koy (x,t) eMdt—(qo (2) — u? (x)) a (z) €7 —(go (x) — u? (.r))_f Ky (z,t) eMdt—
2Xp () a (x) e — 2p (2) fx Ky (z,t) eMdt = —\a (z) e?* — N2 fx Ky (2, 1) et

—T —T

ox

t=x

[0 | | N |
/O_me (2,t) eNdt+ Koy (2,7) e+ Koy (2, —2) e+ — Koy (2,1)|  eM—

0
—K t
or 22 (iE, )

N e | f | |
em—/a 0tK22 (2,t) eMdt+u (v) /K21 (z,t) eMdt+u (x) Koo (z,2) €
t=—x r

23



—u (1) Koy (z, —1) 7@ /8tK22 x,t) eMdt—(qo (z) — u? /KH x,t) eMdt
; iAT ; —iAT 9 AL
+ 2ip (x) K1 (x, z) €™ — 2ip (z) K13 (x, —x) e — 2ip (x f E%KH (x,t) eMdt

2
: 0
6t2 Kll (.I’ t) Mdt — aKll (l‘, t)

t=x t=—x
—x

Ky (z,x) + 2K22 (x,1) + u () Koo (z,x) + 2ip (x) K11 (x, 7)

ox i
0
=— — Ky (z,1)
ot M .
0 .
Ko (z,—x) — %KQQ (z,1) —u(x) Koo (x, —x) — 2ip () K11 (z, —x)
t=—2x
0
= — Ky (z,1)
ot~ M A
0 2 0
%Kgl ($, t) a 8tK22 (.T t) + U( ) Kgl (l’, t) — U (l’) EKQQ (.I, t)
. 0 .
—(qo (z) —u? (7)) K11 (z,t) — 2ip (v) EK” (x,t) = ﬁKll (x,t)
(0 0
%Kﬁ] (2.) = 5K (2,1) = u(2) Ko (2,1)
0

0
%Kgﬂ (x,t) = 8—£K21 (x,t) + u(z) Koy (x,t)

9 0
gKgg (2,8) = 5 Jan (2,1) o+ u (x) Koa (2.1)

\
olarak gosterilirse;

B B
%K{lﬂ (z,t) + pae (2,t) = Ko (2,1)

Ky (z,7) — Koy (z,2) = —a () + b (2) + a(v) u (2)

Ky (z,—x) — Koy (x,—2) =0

o4



( 0 oo
1ol (a.) = = [%KE; <x,t>] ~ (a0 (2) = w? (2)) Ky (2, 1)
. 0 0?
—22p ([L’) EKH (Z’,t) = ﬁKll (l’,t)

+ u(x) Koo (z,2) + 2ip (x) K11 (z, )

0
= — EKH (ZL‘,t)

t=x

0
K21 (Q?, —CL') — %KQQ (SC,t)

—u(x) Koo (z, —x) — 2ip () K11 (z, —x)

t=—x

0
= EKll (x, t)

t=—x

hiperbolkik denklemleri elde edilir.
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4. PROBLEMIN SPEKTRAL OZELLIKLERI

4.1 Karakteristik Fonksiyon Ve Ozellikleri

— +{q@)+2xp(x)}y =Ny, O<z<m

Q(x) ZQO(x)_{'%v AER,OJE (172)’ QO(x) GLQ(O,W),p([E) GWQI [Ovﬂ

(4.1.1)
Bu boliimde (4.1.1) seklinde tanimlanan L operatériiniin spektrumunun 6zel-

likleri aragtirilacaktir. A = 0, ¢(z) = 0 ve p(x) = 0 olmas1 halinde L operatorii

T, A
Ly ile gosterilsin. ¢ (z,\) = P (@) vektor fonksiyonu da (3.1.3) denklem
¢2 (CE, )‘)
sisteminin ¢, (0, \) = baglangic kosulunu saglayan ¢oziimii olsun. A = 0,
i
q(x) =0 ve p(z) = 0 olmas: halinde bu ¢tziim ¢, (z, A) ile gosterilsin. A € R igin
1" 1
—y" = Ny esitliginin y (0, \) = baslangic kogullarini saglayan ¢oziimii
i
ez’)\:p
y(z,\) = N dir. y(x,\) bir ¢dziimse onun eglenigi olan y (z, A) da bir
iAe M

¢oziimdiir. Ayrica onlarin lineer kombinasyonlar: da bir ¢oziimdiir. O halde A € R
icin ¢, (z, \) ¢oziimii

2\ — —/\ i(Az—a(z)) _ ,—i(Az—a(z))
Yo1 (LU, ) ‘y01 (1’, ) _ € € :Sln()\iU—Oé(x))

2 2i
A) — v (2. \) NiePT 4 e~
by (2, N) = Yoz (z, A) .yoz (2, \) _ e —l—. ie

2 21

¢01 (l’, )‘) =

= Acos (\x — a(z))
seklinde elde edilir.

Ag (A) ile Ly probleminin karakteristik fonksiyonunu gosterelim.

Go1 (T, A) = Ag (N) oldugu agiktir. Gergekten de

—i | p(t)dt
a(zx)y=e 0 olmak iizere
o6



| dz— [ p(t)dt
Yo1 (l’, )\) =a (:E) €i>‘$ =e 0 = ei()\a:—a($)) ve
Go1 (M, A) = Ag (A) = sin (A7 — a (7)) oldugu agiktir. Bu durumda Ag () =

0 denkleminin n € N icin )\2 kokleri Ly probleminin 6zdegerleridir.

Tamim 4.1.1 : y(x,\), 2z (z,n) € D (L) fonksiyonlar

T

/y(m,)\)z(x,n)dx:O

esitligini saghyorlarsa y ve z fonksiyonlarina ortogonaldir denir.

Tanim 4.1.2 : y(z,\) € D (L) igin

™ 1 ™
o= [ @) do = - ()0 @A) da
0 "0
sayilarina normallestirici sayilar denir.

Lemma (Lagrange Formiilii) 4.1.3 : y,z € D (L) olsun. Bu durumda

™

(Liw2) = [10)3ds = (0. L) + 0.7

esitligi saglanir.

Burada
[v,2] 5 = [(FaZ) () y (z) — (Tay) (z) Z (2)]g
dir.

Ispat : I (y)'nin ifadesi yerine yazilarak kismi integrasyon iglemi uygulanirsa,

(L3w.2) = [1l)zde = [ (<o + {a(@) + 20 @)} ) 2o

0
™ ™ T

__ / (v — uy) zda — / u(y — uy) zdz — / (u? — q (z) — 2\p (2)) yZda

U ™ ™

- )zt / (f — uy) 7dr— / wy — uy) 7do— / (u? — q () — 22p (x)) y2da
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™

- / (o — uy) (7 — uz) dz— (Tay) () (@) [ — / (u? — g (x) — 22p (x)) yda

0

—y(2 —uz)[f - / y(2 —uz) da - / uy (7' — uz) dr — (Tay) 3 (2)[§
[ = a@) - 2 (@) s

- / ) yde + [([2) (2)y (2) — (Tay) (2) % ()]

=/ )ydz + [y, z] [T

~ (0. L52) + [y 71

Boylece lemma ispatlanmig olur.

A = (e (@A), ¢ (x,N), [y (), 2 ()] =y (x) (Taz) () — Tay) (2) 2 (z)
p(x,A)  Y(z,A)

ve W lp, ] = olarak tanimlansin.

(Ce) (2, A)  (TY) (x, A)

(Toy) () = ¢ () — u(z) y (x) olmak iizere A ()) ifadesi = degiskenine bagh
degildir. Yani diA (A) =0 dur.
x

Ayrica ¢ (z, A) fonksiyonu

I(y):=—y +{g@)+2p@)}y=Ny0<z<m (4.1.2)

diferansiyel denkleminin

(0, =0 (4.1.3)
(Tag) (0,0) = 1 -

¥ (x, \) fonksiyonu ise (4.1.2) diferansiyel denkleminin

P(mA) =0 (4.1.4)
(Tat) (m,A) = 1 -
o8



baglangic kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun.

yazilabilir. A (\) fonksiyonu A\’ ya gore tamdir ve onun sayilabilir sayida olan sifirlary

L probleminin 6zdegerleridir.

Lemma 4.1.4: A()\,) = —2\,a,3, dir. Burada A (),) = %A (A)
A=An
dir.
ispat:
' o1 (@,3) = (@)
P2 (SL‘, )‘) = ¢’ (:L’, )‘) —u (33) ¥ (:13', )‘)
' Ui (@, 0) =¥ (2,3)
hy (2, ) = ¢ (2, ) = u(z) ¢ (z,A)
olmak tizere ¢ (z,\) ve ¢ (z, \) ¢oziimlerini (3.1.3) sisteminde yerine yazalim.
90,1 (CL’, >‘) —u (I) Y1 <I> /\) = P2 (177 )‘>
P (2, A) + u (2) @3 (2, 3) = {go (2) + 22 (2) — u* (2)} 91 (2, 3) = =N¢; (2, ))
(4.1.5)
¢’1 (‘737 )‘) —u (.I) Yy ([L’, )‘) =1, ('T7 )‘)
U (2, ) +u (@) vy (2, A) = {ao () + 22 () — w? (2)} ¢y (2, A) = =Ny (2, 0)
(4.1.6)

(4.1.5) ve (4.1.6) sistemlerinin A\’ ya gore tiirevleri alimip

oh (2, 2) —u(2) @y (2,0) = By (2, \)
90/2 (ZL', )‘> +u (.’16) §b2 (ZL', )‘) - {QO (:C) + 2)\]7 (37) - u2 (x)} Sbl (:C, )‘) = —)\2@1 (CC, )‘>

—2{A=p(2)} ¢, (x, )
(4.1.7)
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<!

¢1 (ZL‘, )‘) —u (:L‘) 772)1 (l’, )‘) = @2)2 ($7 /\)
Wy (1, A) + u (2) 9y (2, ) — {qo (z) + 22p (z) — u? ()} (2, A) = = N0y (x, )

—2{A—p(x)} ¢y (2, )
(4.1.8)

(4.1.5) sistemini ¢, (z, \) ile, (4.1.8) sistemi ¢, (z, ) ile carpip taraf tarafa cikarirsak
ve (4.1.7) sistemini 1, (z, A) ile (4.1.6) sistemini de ¢, (z, A) ile carpip taraf tarafa

gikarirsak;

( 1

wl (l’, )‘) Y1 (CC, )‘) - ¢1 (33, )‘) 90/1 ($7 )‘) = ¢2 (:L', )‘) Y1 (:E, )‘)

—P2 (Ia )‘) 'Lbl (33, )‘>
(4.1.9)
12)2 (ZL’, )‘) ¥1 (JJ,A) + u<x) ¢2 (I, )‘> ¥1 (‘T’ )‘) - 90/2 (33, )‘> ¢1 <I7 )‘)

—u () @y (2, \) Uy (2,0) = —2{A = p ()} o (2, A) ¥y (2, \)

\

. .

QOII (I, /\) 1/}1 (J;’ /\) r ¢,1 (Ia >‘) @1 (:)3, >‘) = ¢2 (l’, /\) 7vZ}1 (.l’,)\)

— g (2, A) 1 (7, A)
| (4.1.10)
(10/2 (l‘,/\) ¢1 (.CE, )‘) +u (l’) 90.2 (.CE, )‘) ¢1 (.I, )‘) - Wz (.I’,)\) Sbl (il?, )‘)

\ —u () g (2, A) o1 (2, ) = =2{X = p (@)} @1 (7, A) ¥y (2, A)

sistemleri elde edilir. (4.1.9) ve (4.1.10) sistemleri diizenlenip

esitlikleri kullanilirsa;

[y (2, 0) 0y (2, ) + 1 () (2, ) 01 (2, 0) — ) (2, \) 4y (2, 0)
—u (ZL“) P2 (IL‘, )‘) ¢1 (:L‘7 /\) = -2 {)‘ - p(ZL‘)} 1 (I, /\) ¢1 (l’, /\)

90/2 (fL‘, )‘) 77D1 (‘% /\) +u (:E) ¢2 (‘% /\) 'lvbl (l‘, )‘) - ¢; (:L’, /\) 90'1 (23, >‘)
—u(x) Py (2, A) o1 (2, A) = =2{X = p(2)} 1 (2, A) ¢y (2, )

60



(

[ 20 = (@) 0] 01 () 0 () [ (2, 2) = () 0y (0] 1 (2, 0)
- [(:0,1 (‘7;7 )‘) —u (l’) ¥1 (CL’, A)]/d}l (CL’, >‘) —u (I) [90,1 (177 )‘> —u (‘73) ¥1 (‘737 )‘)] ¢1 (xv )‘)
=—2 {)‘ -P (J})} Y1 (ZL’, /\) ¢l (ZE, )‘)

(64 ) = w @) 0] 0 @ 0) + @) [0 = 0 @) 6y 0] 4 ()
- W1 (l’, )‘) —u (SL’) % (117, )‘)]/ Sbl (xv >‘) —u (:E) [2//1 (Iv >‘) —u (*T) ¢1 (‘7:7 )‘)] (pl (SL’, )‘)
=—2 {>‘ -p (l’)} Y1 (.I‘, /\) ¢l (ZE, )‘)

buradan: da

[(F%)I (2. 0) + () (T4y) (2, A)} o (2, 0)
— [(Te)) (2, A) +u () (Tpy) (2, M)] ¢, (2, A)
==2{A=p (@)} ¢1 (z,N) ¥y (z,})
[(Tey) (2, 2) + u (@) (Tipy) (2, N)] ¢y (, A)
— [(Ty) (2, A) +u (@) (TYy) (2, M)] ¢ (2, A)

— 2= p @)} s (8 N) ¥y (2, )

\
sistemleri alinir.

’ % ((P%) (2, ) @1 (2, A) = (Ty) (,0) ¢y (a:,/\))

= =2{A=p(@) e (2, A) ¢y (2, A)
% ((Fw&) (2, 0) ¥y (2, 0) = (D0y) (2, 1) 6y (=, A))

= =2{A=p(@)} ¢y (2, )Py (z,A)

\

alinan son egitlikler sirasiyla [z, 7] ve [0,z]| araliklarinda integrallenip (4.1.3) ve

(4.1.4) baslangig ve siir kogullar1 kullanilirsa

W ] + Wig o) = =2 [ (= p @) e (00 )

2 / I p ()} o (A 1y (1) dt
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%W lp1: 0] = —2/ {A=p @)} ey (t,N) 1y (8, 0) dt

Ay =2 / I p ()} o (£ Ny (1) dt

elde edilir. A — A\, 1ken limite gecip, ¥, (t,\,) = B, (t, \) esitligi kullamlirsa

: 1
A()\)Qﬁn)\n|:/<p1t)\ —/\—/p )02 (t, An)
0

0
A(N) = =28, A

Y1 ($, >‘> 'lvbl (:B7 )‘)
(Tpr) (2, A) (D) (, A)

elde edilir. Burada W [y, 9] = dir.
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4.2 Ozdeger Ve Normallestirici Sayilarin Asimptotik Ifadeleri

Bu boliimde L probleminin 6zdegerleri ve normallestirici sayilari i¢in n ” nin yeterince
biiyiik degerlerinde asimptotik ifadeler elde edilecektir.
Lemma 4.2.1: L probleminin 6zdegerleri agagidaki asimptotik davraniga
sahiptir.
M=£+%+%
Burada 9,, € ¢y ve d,, sinirh bir dizidir.

Ispat: § yeterince kiiciik bir say1 olmak iizere

To={A:|Al=|X2|+6, 6>0, n=0,1,2,..}

Gs={N:|[A=X)| =68, 6>0, n=0,1,2,...}

olsun. z = x + iy olmak iizere |sin z| = \/sin? z + sinh? y esitliginden yararlanrsak;
A € G igin
ei()\ﬂfa(rr)) _ efi()\ﬂfa(ﬂ'))

2

Ag (A) =sin (At — a (7)) =
oldugundan;

Ao (V)] = % |eir—a(m) _ =ilim=a(m)| > % A elm—a(m)

olacak bicimde As vardir. Ayrica

T 0
0, (z,\) = efPr=a(@) 1 /K11 (z,t) eMdt + /K11 (x,t) eAdt
0 -

= eilhe—al@)) 4 /Ku (z,t) edt + /KH (z, —t) e~dt

0 0
oldugundan L probleminin karakteristik fonksiyonu da

m ™

A () = etPm—a(m] 4 / A (m,t) cos Atdt + / B (7, t) sin Mtdt

0 0
olur. Burada
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Az, t) = K1 (z,t) + K1 (2, —t),

i/p(t)dt
B (z,t) =i (K (x,t) — Ky (z,—t)) ve a(z) = e 0
dir. Boylece

™

AN)=Ac(N\)+ /A (7, t) cos Atdt + /B (7, t) sin \tdt
0

0
olarak elde edilir. A(z,.),B(z,.) € L; (0,7) oldugundan Riemann Lebesque teo-

remi geregi

T

lim [ A(z,t)cosAtdt =0
[A| =400
0

lim [ B(z,t)sin Atdt =0

[A|l =00

0
olur. n’in yeterince biiyiik degerleri igin ;

A() — By (A)] < Lelmir-ote
ve

A
B0 ()] > ZreltmOmetl > A (3) = 49 (V)]

esitsizligi saglanmaktadir. Rouche Teoremi geregi I',, cevresinin icinde yeterince
biiyiik n’ler icin Ag (A) ve [A (A) — Ag (A)]+ A (A) = A (X) fonksiyonlarinin sifirlar:
ayni sayidadir. Diger bir degisle I'),’in icinde tam olarak Ay, A1, ..., A,, seklinde n + 1
tane sifir vardir. Benzer sekilde Rouche Teoremi geregi n’in yeterince biiyiik degerleri
icin |/\ — )\2} < § gemberlerinin her birinde A (\) fonksiyonunun yalmizca bir sifiri
vardir. Dolayisiyla ¢ yeterince kiiciik pozitif bir say1 oldugunda nh_{go e, = 0 olmak
tizere A\, = A0 + ¢, elde edilir. ), sayilar1 A ()\) karakteristik fonksiyonunun kokleri
ve A (A) =@, (m,N), Ag () = ¢y (7, \) oldugundan;
AN) =AM +e,) =A(N +¢e,) + /A (7, t) cos (A, + &) tdt

0
™

+ /B (m,t)sin (A) +€,) tdt = 0
0

veya
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s ™

A(N) =sin(\,7m — « (7r))+/A (7, t) cos (A + &5) tdt—l—/B (m,t)sin (A} +¢&,) tdt =0

' " (4.2.1)

yazilir.

sin(AMr —a(m)) =0

denkleminin kokleri

M —a(r)=mn, n=0,+1,42, ...

oldugundan

elde edilir. Burada a (7)) = e
sin (A1 — a (7)) = sin [Ap7 + £, — o ()]
=sin (A7 — a (7)) . cose,m + cos (Anm — (7)) . sine,
=sin (Ao — a (7)) + e,meos (Aom — a (7)) + 0 (2)
=sin(nT + a(7) — a(n)) + e mcos (nm + a (1) — a (7)) + o (2)

= (=1)"e,m +0(g2)

olur.
ut)’ W)
cos(A) +e,)t=1— (62') + (54') —0(e?),e,—0
ve
nt)? ut)’
sin (A +&n) t = ent — (53'> + (65‘) —0(e8), e, =0

ifadelerini (4.2.1) esitliginde kullanirsak
f at)? at)’
e (—1)" +o0(e2) + /A (m,t) lcos Nt — (Ent)” cos A0t + (ent)” cos Aot

0
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nt)’ nt)’
—entsin A0t + (€ 3') sin A\t — % sin /\?Ltdt] dt

™

nt)? nt)?
+/B(7r,t) [sin)\gt—ﬁ >\0t+( ) sin A2t

2! 4]
0

ot)’ at)’
+ent cos Ayt — % cos Apt + % cos \ot| dt +0(2) =0

olur. Buradan ¢, ler i¢in

™ ™

En ﬂ(—l)"—/tA (w,t)sinASLtdt+/tB (m,t) cos \2tdt
0 0

—Z—T; /t2A (7,t) cos \tdt + /tQB (,t) sin N tdt
"1 J

9 ™
+— / t3A (m,t) sin \tdt — / 3B (m,t) cos Ao tdt
0

0

o / t*A (m,t) cos A tdt + / t4B (m,t) sin \2tdt
0

0

™

- /t5A (m,t) sin A tdt — /t5B m,t) cos \tdt

0

™

= - /tQA(ﬂ' t) cos)\otdt+/t2B (m,t) sin \2tdt 4 o (£2)
0

elde edilir. Buradan da

0" | [+ (50 e
en=—"— | [ A(m,t)cosntdt + | B (m,t)sinntdt
m
0

0
ifadesi elde edilir. Burada

A(m,t) = cos 047(T7r) tA(m,t) —sin Oéfrﬂ)tB (m,1)
B (m,t) = cos O‘ff)tB (m,t) — sin O‘ff)m (7, 1)

Ayrica A, (,.), By (,.) € Ly (0, ) iken
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™

s _ 1 .
/A (7, t) cosntdt = ——/At (7, t) sin ntdt
n
0 0

[~ 1~ 1~ 1 [~
/B (7, t)sinntdt = —B (m,7) — —B (m,0) + —/Bt (7, t) cos ntdt
n n n
0 0
olmak tizere
—1\" TrN ~ WN
En = (=1) Ay (m,t)sinntdt — B (m, ) — /Bt (7, t) cos ntdt
nm
0 0
elde edilir. Yani
-1)"d,
En = L + 5n

nm

olur. Burada r

= /E (7, t) sinntdt — B (7, 7) — /E (7, t) cos ntdt
0

0
T T

—1)"d ~d L
Op = _ED dn /tA (7, t) sinntdt — /tB (m,t) cos ntdt
nm?
0 0
dir ve

dTL 6?’L
An = A0+ — + =

n n

elde edilir. (d,),,, smurh bir dizi ve §,, € Iy dir.

Lemma 4.2.2.: «, normallegtirici sayilar

T a(m) d,  Op
ap=—=— —=+ — + —
2 20 2N
seklinde asimptotik ifadeye sahiptir. Burada 6,, € Iy ve (d,),~, smrh bir dizidir.
ispat:

™

1 K
o= [ @)= - [p(a) 2 a) da
0 " 0

esitligi ve

o (,3) = O [ Ky (o) e

ifadesi kullanilirsa

S (@, Ay i LT A0) 2—iy<:vakn>

67



S (xz,A\y) =sin (A\x — a(x)) + /A (x,t) cos \,tdt + /B (x,t) sin A\, tdt

—X —T

elde edilir. Burada
1
A (I,t) = Z [KH (ZE, t) — KH (I, —t)]

B(n.t) = % Koy (2,8) + Koy (2, —1)]

=/Si<x>dx—§/p<x>52
0 nO

= / sin (A, — a(x)) + /A (x,t) cos A, tdt + /B (x,t)sin \tdt | dx

0 0
0 T

——/ sin A,z — a(x)) + /A (x,t) cos A, tdt + /B (x,t)sin \tdt | dx

0 0
Gerekh islemler yapildiktan sonra;

dir.

2

2

T Oz(7r)+dn+5n
Ny A 9n  On
2o2h, A X

elde edilir. Buraglra

1
On = —5/ sin 2\, sin 2« () p (z) dx

0
T

1
+2/sm2)\nx(208204( )p (x)da:—?/xA x,T /A x, 1) cos Aptdt cos \,xdx
0

—2/:1:B (z,z) /B (x,t) sin A\, tdt sin )\nxd:v—l—Q/ cos o () /A (x,t) cos Aptdt | sin A, zdx
0 0 0 0

- 2/ sin « () /A (x,t) cos Atdt | cos \xdx
0

+ 2/ cos a () (/B (x,t) sin A\ptdt | sin A\, zdz
0 0

B (z,t)sin A\, tdt | cos \yxdx — o () /A (x,t) cos A, tdt
0

™ x

+ 2/a (x) A(z,x) /A (x,t) cos Atdt cos \yxdr — o ( /B x,t) sin A\, tdt
0 0 0
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B (z,t) sin A\, tdt sin \,xdx

—|—2/a /

0 0

Q/p cos a ( (/A x,t) cos Aptdt | sin A\, zdz
0

+

0
Z/p sin a (
0 0
2/p cos a ( /B x,t)sin A tdt) sin A\, xdx
0

0
/p sin a ( B (x,t)sin A tdt) cos A\, xdx

A(x,t)cos A tdt) cos \,xdx

+
[\]

+

N —

0
/sm 2a () sin 2\, xdx + 2/cos 2a () cos 2\, xdx
0

0
ve

11
d, = —= cos2a () sin 2\,
dir.

Lemma 4.2.3: L probleminin 6zfonksiyonlar1 n ’ nin yeterince biiyiik deger-

lerinde agagidaki asimptotik davranisa sahiptir.

1

0 [A(z,2)sin N0z — B (z,2) cos Aoz + B (z,0)]

e (x) = ¢(x,\) =sin Az —a(z)) +

1 A,
_)\_O/At (z,t) sin A0 tdt + /Bt (z,t) cos Ao tdt + —

0 0
Burada A, € ly, DA, (z,t) € L1 (0,2) , DBy (x,t) € Ly (0, x)dir.

ispat:

o, () = (x,\,) =sin (A\,z — a(x)) + /A (x,t) cos \tdt + /B (x,t) sin A\, tdt
0 0

ozfonksiyonlarin ifadesinde

A—ﬂ+@+%
n

yazilip gerekli iglemler yapilirsa

/A (x,t) cos A\, tdt + /B (x,t)sin A\, tdt

0 0
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x

A (z,1) cos <A°+d—n+5 )tdt—i—/B(x,t)sin <A°+d—n+5 )tdt

[A(z,2)sin \)z — B (z,z) cos \pz + B (z,0)]
0 0 An
Ay (x,t) sin A\, tdt + /Bt (x,t) cos A\, tdt + - A, € Uy

0

= :>E>| =T —s

AO
elde edilir. Burada

s

A, = (d—” + 5—”) /tB (z,t) cos \otdt — /tA (z,t) sin A2 tdt

non
n n
dir. Ayrica

™

dp, = d, /tB (z,t) cos \otdt — /tA r,t) sin A\ tdt

0
7r

0
Ony = On /tB (z,t) cos \otdt — /tA r,t) sin \2tdt
0

0

dir.Yani
1
e (x) = @(z,\) =sin (A2 —a(z)) + 7 [A(z,2)sin \)z — B (z,z) cos \pz + B (z,0)]

T

1 A
—)\—O/At (z,t) sin A tdt + /Bt (z,t) cos \tdt + —=
o n

0

elde edilir.
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4.3 Weyl Fonksiyonu ve Weyl Coziimiiniin Ozellikleri

Bu boliimde Weyl Fonksiyonunu tanimlayip Weyl Fonksiyonu yardima ile

—y + {q(x)+2p(2)}y=0,0<z<m (4.3.1)

Uy) ==y (0)=0, V(y):=y(r)=0 (4.3.2)

ile tanimlanan L siir deger probleminin yeniden ingasi arastirilacaktir.
Yani L ve L smur deger problemleri ayn1 Weyl fonksiyonuna sahip olduk-
larinda L ve L smur deger problemleri birbirine egittir.Bagka bir degisle Weyl fonksi-

yonu L sinir deger probleminin potansiyellerini tek olarak belirler.

¢

—y +{G@) 20 (@)} y=0,0<z <7

D= (4.3.3)

p N A - 3
q(x):qo(x)—i-ﬁ, AeR ace (1,5)

\

seklinde tanimlansin. Burada p(x) ve ¢ (x) fonksiyonlarmmm (3.1.1) — (3.1.2) prob-
lemindeki kosullar1 sagladigini kabul edelim. (4.3.1) denkleminin U (®) = 1 ve
V (®) = 0 simir kogullarimi saglayan ¢oziimiinii ® (x, \) fonksiyonu ile gosterelim.
® (2, A) fonksiyonunun 0 noktasindaki degerini de M (\) fonksiyonu ile tanimlaya-
lim. Yani @ (0, A) := M (\) olsun. ® (2, \) fonksiyonuna L smir deger probleminin
Weyl ¢oziimii ve M (M) fonksiyonuna da L simir deger probleminin Weyl fonksiyonu

denir.

Lemma4.3.1: ¢ (z,\), S (z,\) ve ¥ (z, \) fonksiyonlar1 (4.3.1) denkleminin
?(0,2) = 1,(Tap) (0,4) = 0; (4.34)

S(0,\) = 0,(F,59) (0, =1;
U(m,A) = 0,(00)(mA) =—1

kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun.
71



O (x,\) = M) .p(x,\)+5(x,\), A# N\, n=1,2,3,...) ve

A

M) = —‘I’A(?’A))
Ispat:WW [©, 5] l.—o = ©(0,1).S"(0,A) — ¢ (0,A).5(0,\) = 1 oldugundan

esitligi gecerlidir.

¢ (z, A) ve S (z, \) fonksiyonlar: lineer bagimsizdirlar. Yani (4.3.1) denkleminin (4.3.4)

ile verilen baslangic kosullarini saglayan bir temel ¢oziim sistemidir. Dolayisiyla

(4.3.1) denkleminin tiim ¢oziimleri bu iki ¢dziimiin lineer kombinasyonudur. ¥ (z, \)

fonksiyonu da (4.3.1) denkleminin bir ¢oziimii oldugundan

U(z,A)=c1 (N e(x,\)+ca(N)S(z,N)

seklinde yazilabilir. (4.3.4) kosullarindan
ct(N) =T (0,\) ve ca(N) ="' (0,\) =—-A(}N)

esitlikleri saglanir.
O halde;
W (2, 0) = W (0,0) (2, 0) — A (A) S (2, )

esitligi elde edilir. Son esitligin her iki tarafi A # A\, (n=1,2,...) olmak {izere

—A () ifadesine béliiniirse;

M(A) .o (z,A) + S (z,A) ve M (N\) = —

D (z,\) :=—

elde edilir.Burada M ()\) fonksiyonu {A,}, ., noktalarinda kutup noktalarina sahip

meromorfik bir fonksiyondur.

1 - 1 1 R
Teorem 4.3.2: M ()\) = m +Zl {Ckn ()\ _ )\n) + 0491)\2} gosterlh-

mi dogrudur.

Ispat: ¢ (z,\) ¢oziimiine benzer bir ¢oziim elde edelim. Bunun igin (3.1.3)
sisteminin 7 noktasidaki

Y (m,A\) =0

P (m, N) =i\
baslangic kogullarimi saglayan coziimii i¢in asagidaki sekilde integral denklemleri

sistemini elde ederiz.
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s

Dy (2,0) = e=NmD) 4 / w (£) By (1) cos A (z — ) di

xX
s

1

_X/ [qo (t) 4+ 22p (t) — u2 (t) — ¥y (£, A\ u (t)} sin A (z — ¢) dt

xT
T

Uy (2, \) = ide AE—2) _ )\ / u () Py (¢, A) cos A (x — t) di

T
™

- / [qo (1) + 22p (1) — w2 () — by (£, \) (t)] cos \ (z — 1) di

xT

~ ~ t
seklinde bulunur. Burada v (z, \) = <1p1 (2, ), 1y (x, )\))

¥ (x,\) ¢oziimiiniin de ¢ (z, \) ¢oziimiine benzer olarak
T+x

Yy (m—x,A) = elMr—a)—a(r—z)] 4 /Ell (z,1) eI It

T+
Yy (1 — 2, A) = idegPr—a)=alm=2)] 4 p (7 — g) eAm—2) 1 /E21 (z,t) eMdt

m™T—X

T+
‘I"L)\ / E22 (1’, t) Gi)\tdt

m™T—X

seklinde bir gosterilimi oldugu yukaridaki yontemle ispatlanabilir. Buradan

il(ﬂ_xak)_&l(ﬂ_xa)‘)

b T—x,\ — ) T—1x, A

wg(x,)\):,l?bZ( )2Z¢2( )

olarak alinirsa
T+
Py (x, ) =sin[A(r—z) —a(r—x)] + /EH (x,t) sin \tdt
o (2, \) = idsin [\ (7 — ) — a (7 — )] —|_—b(7T —z)sin A (7 — )
T+ T+

+ /E21 (x,t) sin A\tdt + i\ / Eos (x,t) sin Atdt

seklinde integral gosterilim yazilir. Buradan da, Eij (x,t) = Eij (x,t) — Ejj (z, —t),
(1,7 = 1,2) olmak tizere
T+
P1(z, ) =sin A (m —x) —a(r—2)] + /EH (x,t) sin Atdt

0
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Yy (x,\) =iAsin[A(m —z) —a(r—2)] +b(mr —x)sin A\ (7 — x)
Tt Ttz
+ / Eoy () sin \tdt + i / Ess () sin Atdt
0 0
elde edilir. Eij (1,7 = 1,2) fonksiyonlar1 her fix edilmig = € [0, 7] i¢in ¢ degiskenine

gore Lo (0, ) uzayina aittir.

C' =0 ve ¢ = 0 durumuna kargilik gelen v;(z, A) fonksiyonlari ¢g;(z, ) ve

T+x

e = /E’n (x,t) sin Atdt

0
ea =b(mr—z)sin A (m — x)

T+x T+
+ / By () sin \tdt + i) / Eyy (x,t) sin Atdt
0 0

olarak gosterilirse

P1(2, A) = Yoi(z,A) + 1
Yy (2, A) = Yoa(x, \) + €2

seklinde yazilabilir. Son alinan esitlikler ve A (A) = 11(0,A) ve A, () = (0, \)

oldugu kullanilirsa

_ 2/)2 (07 )‘) 2/)02 ( ) ) ¢02 (mv >‘) + é2 %2 (07 >‘)
MO = M0 = 5500 ™ Doy (0.0~ o1 (2 0) Fer oy (0.3)

_ Yo1 (T, A) Poa (0, A) + 291 (0, X) — gy (2, A) P2 (0, ) — e1thgy (0, )
(V01 (0, A) + 1] ¥y (0, )

. ()] _ €1

T U O T e T 0N fe )
o €9 _ €1

A AmM W

elde edilir.

Burada A € Gy icin )\lim sup e~ e (X)] = 0 ve A (N) > CseM™A™ oldugu
O N\eGy
goz oniinde bulundurulursa

lim sup |M (A\) — M (A)| =0

‘)\|~>OO AEGs

almir. Diger taraftan ¢ (z, \,), (i (2, )\2)) ve ¥ (z, M), (¥ (=, )\2)) fonksiyonlar1

L (Lo) probleminin zfonksiyonlaridir. O halde p,, (1) sabitleri vardir dyle ki;
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(0 (I, /\n) = Mt (I, An)
¢0 (:E, )‘2) = M?L(PO (I7 /\g)

esitligi saglanmir. O halde 1, (0, A;,) = 1,05 (0, An) ve ¥y (T, A) = 1,04 (7, A)

oldugundan

ve 0 = v, (0.02) = %)

Wy, = ?/1 07 )‘n =
2 ( ) 2 (7T7 An) 2 (777 )‘2

an =—A (M) @ (7, An)

al = —A (M) @ (m,02)
esitlikleri elde edilir. 1, (0, A) ve A (\) fonksiyonlar1 A = )\, de analitik ve ¢, (0, \,,) #
0,A(\,) =0, A(\,) # 0 oldugundan M (X), A = A,ve My (A) ise A = X° de basit
kutup noktasina sahiptir. Dolayisiyla

¢2 (07 )‘n) 1 1

Res M (\) = = — = —— (4.3.5)
& A (M) A (An) a2 (7, An) On
0,\° 1 1
Res My (\) = ¢2( n): ; =i
A=X, A) A e, (T, A)) o,
elde edilir.
1 (&) — Mo () :
I, (1) = — r
n () i Y d¢, X eawmtl,
F'Vl
egrisel integrali ele alindiginda ‘)\l|im sup |M (X)) — M (M\o)| = 0 oldugundan lim I, =
—00 \eGs n—00
0 bulunur. M (§) fonksiyonunun T',, deki aykirihiklar sirasiyla Ao, A1, ..., A, seklinde
1 1 1
siralanmig olup kutup yerleri ve buralardaki rezidiileri sirasiyla PR b R b R dir.
0 1 n

I',, de hicbir kutup yerinden gegmeyen ve iizerinde |M (\)| < M esitsizliginin sag-

landigr R,, yarigaph ¢ember ve n — oo iken R,, — oo olur. M (§) fonksiyonunun bir

M (¢)

kutbu olmadigindan ) fonksiyonu, £ = \,, n = 0,1, ... ve X noktalarinda kutup

yerlerine sahiptir. Bu durumda (4.3.5) den Rezidii Teoremi geregi

M©) | M©) 1
RGS<§_—)\,)\n) :)\llg\ln(g_)\n)f_/\n :_Oén<)\_/\n)
M) \\ _ e - oy MO _

olur. Rezidii Teoreminden
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L (M) —-M() . 1
2mi A—¢ df—M(A)—A;mT W (A=)
2 nEintT,
L [M(E)—-M(E) . 1
P A Dy ey
T, Ap €ty
elde edilir.
L (M) —-M() ,. 1 1
2mi A—¢ d§ = —M ()Mo (V) +) o (A= An) -2 ad (A2 — )
I'n

n — oo i¢in lim [, (z) = 0 oldugundan

n—oo

1
—M (\) + My (A +Zan)\ " Z—ag(xo_A):O

veya

UNINS of (et

n=—0oo

alinir. Mittag-Leffler agilimina gore

1 =1 1 1
MM”ZQWZ@{WW}

n =—00

olur. M (\) ve My (M) icin elde edilen yukaridaki esitlikler kullanilirsa ;

1 =1 1 1
MO =yt 2 a—g{mﬁ—o}

n n——

- 1 1
> {an(A—An)_ag(Ag—A)}

T a0 ag(A—Xg)  al)

1 1 1
+n_zoo{ ( A AO)+>\_n>+an(/\—/\n)_ag()\g—>\)}

elde edilir. Buradan da

1 S 1 1
M (X) = m*ﬂzm{an(x—xn) +a2A2}

esitligi elde edilir.
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4.4 Ters Problemler

Bu boliimde L probleminin belirlenmesi icin Weyl fonksiyonu ve spektral karakte-

ristiklere gore ters problemin ¢oziimii verilmistir.

Lemma 4.4.1: A\, =\, (n=1,2,...) ise a () = & () dur.

ispat: A, = A, esitliginden ve lemma (4.2.1) den

a(r) d, 0, alm) d, o,
n —+ +)\—g+)\—g:n+ +)\_2+)\_2

olur. Son esitlikte n — oo iken limite gecersek;

a(r)=a(n), n— o
elde edilir.

Teorem 4.4.2: Eger M (\) = ]TJ/()\) ise L = L dir. Yani Weyl fonksiyonu L

sinir deger problemini tek olarak belirler.

7 (z,)) d (z,\) o (z, ) ® (z,))

Ispat: P (z,)). - =
(Tad) (@) (Tad) (2, ) (Tap) (@,0) (Ta®) (&, 2)

esitligi saglanacak gekilde P (z, X) = [P (z,A)], (¢, 7 = 1,2) matrisini tanimlayalim.
Esitligin her iki tarafi

-1

5 (x,\) (rﬁ) (,0) —®(z,))

(Fagb) (JJ, /\) - (Faa) (ZE, )‘> & (I7 /\)
matrisi ile garpilirsa ;

Pll('rv)‘) P12 SL’ )\ ( 90<x7)‘> q)<$7)\)

Py (z,A)  Pag(x,\) (Top) (z,A) (To®) (z, )

(Paci) (z,
— (Lo@) (z, )

7



veya
Pu(,0) = ¢ (2, 3) (Ta®) (2,2) = @ (2,2) (Ta) (2. 1)
Py (2,\) =5 (2, ) @ (2,)) — @ (z,\) ¢ (2, ))
Pot (2,3) = (Tap) (2, ) (Ta®) (2, 1) = (Ta®) (2, 1) (TaP) (2, A

Py (.T, /\) = (l’, /\) (Paq)) (I, /\) - (T) (Ia )‘) (FOAO) (l’, /\)

U (z, )

esitlikleri elde edilir. ® (x,\) = — ifadesinden faydalanilirsa ;

Pu(r,)) = —p() <F§)@(j ’A)+‘I’A<f;§> (Ca3) (2,3
Pa(e ) = ~BEN R0 R e

Pu (@A) = —(Tup) (@A) (F‘”?(:;U’A) + & 2;;’3 M 0.3 )
Pa() = B (Fa?&f’”+‘f’£f§> (Tap) (7.

yazilabilir. @ (x,\) = M (A).p (2, ) + 5 (z, \) ifadesinden faydalanilirsa;

Pu (2,0) = (2, 2) [ M (V). (Ta) (2, 1) + (Ta8) (2,0)]
— (Ta®) (2, A) [M (A) .0 (2, A) + S (z, A)]

o (z, >(r S) (2, 2) = (Tad) (2,2) S (&, 1

+ (M) = M) ¢ (@0) (o) (2, )
Pro (2,) = 3 (2, 0) [M () .0 (2, \) + S (2, )]

—p(x,\) [M(/\) Pz, \) + §(:v, )\)]

(4.4.1)

25(%/\)5(%)\)—%0(%)\)5(%/\)4‘ |:M(/\)_M()‘) &(JZ,/\)QD(IL‘,A)
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Po (2,3) = (Cagp) (2, 3) [M (V). (CaB) (2, 1) + (FaS) (2. 0)]
M) (Tap) (@) + (LaS) (2, V)] (Ta) (2, 3)

=) (,) (DaS) (@ 3) = (L) (2,2) (LaS) (2, )

+ [M () = M )] Tap) (1) (Tad) (2,2)

Py (2, A) = @ (2, M) [M (A) - (Tap) (2,A) + (FaS) (2, A)]

—~

- [M () .3 (@, N) + 8 (z, )\)] (Cap) (2, \)
— 3 (2,0) (TuS) (2, ) = (Ta) (2, ) § (2, \)
+ [M ()= M) (2,2 (Tag) (2,1

M\ = M (A\) oldugundan

Pu (2, 3) = ¢ (2,3) (Ta8) (2.3) = (Tad) (2.1) S (2,2)
Py (2,0) = @ (2, 0) S (2, ) — (2, 0) S (z, )
Pot (2,3) = (Ta) (2, ) (TaS) (2, A) = (Ta) (2, A) (TaS) (2, )

Pao (‘r7 >‘) = (l’, /\) (FO&S) ([L’, )‘) - (FQQO) (l’,/\) S(Z‘, )‘)

esitlikleri elde edilir. Pjj (j, k = 1,2) fonksiyonlar: her fix edilmis x i¢in A'ya gore

tamdirlar.

Diger taraftan ¢ (z,A) ve W (z,\) fonksiyonlar1 (4.3.1) denkleminin
0 (0,A) =1,(Tae) (0,A) =0ve ¥ (m,A) =0,([,¥) (7, \) = —1 baslangi¢ kosullarim:

saglayan coziimleri oldugundan
(Tagp) (2,A) = O (|A]exp [Im A| )
(Ta¥) (2,A) = O (|A]exp [Im A| (w — )

seklinde asimptotik davraniglara sahip oldugu elde edilir.
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(4.4.1) esitliginde ¢ (0,A) = 1, (T'ae) (0, A) = 0 kullanilarak Yz € [0, 7] igin
| P11 (z,M\)] < ¢5 ve |Pig (z,)\)] < Cs olacak sekilde cs ve Cs sabitlerinin varligr elde
edilir. O halde Liouville teoremi geregi Pi; (z,\) = A(x) ve Py (x,\) = B(x)
yazilabilir. Vx € [0, 7| i¢in

Pis (2, 0) =9 (2, ) @ (2, \) — o (2, \) D (z,\)

:ﬁ ¢(x,A)\TJ(x,A)—gNO(x,)\)‘IJ(%)\)]

ve A € Gy icin |A (N\)] > cse™A™ oldugundan Lebesque Lemmasindan yararlanilirsa
lim |Pis (z,\)| = 0 egitligi, buradan da Pj (z,\) = 0 olur. O halde Vx € [0, 7] igin
NeGs

Py (z,\) = A(z) ve Pa(x,\) =0 egitlikleri alimir. Elde edilen ifadeler yerlerine

yazilirsa;

o (z,\) (raé) (2, 0) — ® (2, )) (Tad) (z, ) = A (2)

2 (2, N) @ (z,A) — P (z,\) ¢ (x,A) =0

sistemi elde edilir. Bu sistem coziiliirse;

{ (2, A) = (x,2) A(2) (4.4.2)

O (z,\) = (z,)) A(z)

esitlikleri bulunur.

B (z,)) = _‘I’A(‘f;?) — M) o (2, 0) + S (2, 0)
:A<)‘)S(*’E=)‘)_¢(Ov/\>90(xv}‘>

oldugundan;

W8] =W [ (2.0, -7
1

:mw [90 (1‘7 >‘) ) _77Z) (0’ )‘) ¥ (Q}, /\> +A <)‘) S (l’, /\)]

U (0, \)
A(N)

W[cp(x,)\),go(x,/\)]—|—W[g0(x,)\),5(x,)\)] =1

alinir. Benzer sekilde W [{5, EI;} = 1 elde edilir. Bu esitliklerde (4.4.2) sisteminden

yaralanilirsa;
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1=Wip(x,\),® (@, \)] =W [@(x,A)A(w),ZI;(x,)\)A(x)
— A2 ()W ’@@,A),%(m)}
oldugu almir. O halde (4.4.2) sisteminden

gp(l‘,)\) = &(va)
@ (2, ) = ® (2,))

elde edilir.p (z,\) = @ (x, \) esitligini (4.3.1) denkleminde yerine yazarsak;
" A 2
—¢" (2, \) + |qo (x) +2)\p($)+ﬁ oz, A) =N (z,\)

—&" (2, \) + |qo (z) +22p () + % o (z,\) = AP (2, \)

)}(p(x,/\)zo

elde edilir. Son esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa VA igin

Rl

xOé

{QA (p(z) —p(2)) + ({QO (x) + x%] —

ozdegligi elde edilir. Buradan ise hemen hemen her yerde

P@)=F@), w(@)+ o =G+ 5

A A
elde edilir. Burada ¢g (z) + — = qo (x) + g egitligini

;Ea
a0 (@) = o ()] 2 + (A= A) =0
seklinde yazarsak {1,2%}, o > 0 sistemi [0, 7]’de tam oldugundan
G (@) = (x) ve A=A

dir.Sonug olarak

L=1L
dir.
Teorem 4.4.3: Eger )\, = Xn ve [, =, ,n=0,£1 .. ise L = L dur.

Ispat: Aciktir ki; sirasiyla A (\) karakteristik fonksiyonu ve 4 (0, \) fonksi-

yonu {\2} ve {42}, n = 0,1, .. dizileri tarafindan tek olarak belirlenir.Eger A, =
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R ve i, = i dse AN = A(N) ve ¢ (0,0) = §(0,0) dir. M(y) = — 2O

oldugundan M (\) = M ()) dir. Teorem 4.4.2 den L = L dur.

Teorem 4.4.4: Eger \, = Xn ve a,, = @, ise L = L dir. Yani {An,an}

spektral verileri L problemini tek olarak belirler.

Ispat: Aciktir ki; M (A\) Weyl Fonksiyonu A = )\i noktalar1 olan basit kutup-

larinda meromorfiktir.

™ m

AN) =20 (N)+ /A (7, t) cos \tdt + /B (7, t) sin Atdt
0 0

ifadesinden ve 2\,8, an = —A (A), ¥ (2, ) = 3,0 (2, \,) esitliklerinden

ResM(A):_¢(O7A):_ B 1

A=An A (N AN T2\,

elde edilir. A € T, i¢in M (A\) Weyl Fonksiyonu regiiler oldugundan ve Rouche

Teoreminden
1 [M(p) ;
M\ = — | ——du, A i,
N =g ) i rein
Fn
A
sonucuna varihir.M (\) = —% g6z oniinde bulundurulursa A € G5 bulunur.
Boylece
1
M (N) = lim — Mdu

n—oo 27t | — A
r

ny
dir. Burada I, = {A:|A| = |A}|}, n=0,41,+2, ... dir. Residue Teoreminden

[e.e] o0

1 1 —~
M= 2 a2 ia o) *)

elde edilir. Sonug olarak M (\) = ]TJ()\) dir. Teorem 4.4.2 den L = L dur.
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