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ABSTRACT
ON TOPOLOGY OF NEAR SETS
Sedat COBAN

Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Dr. Ogr. Uyesi Serkan ATMACA
2019, 40+ix pages

This thesis, which is on two important theories of uncertainties which are rough
sets and close sets, consists of two main chapters. In the first chapter, some studies
related to rough set theory in the literature will be mentioned. In the second chapter,
close sets will be introduced and the subject of r-near topological spaces defined by
Atmaca will be examined. Finally, the topological concepts and the convergence of
sequences in these spaces will be introduced.
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OZET

YAKIN KUMELERIN TOPOLOJIiSI UZERINE

Sedat COBAN

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Serkan ATMACA
2019, 40+ix sayfa

Belirsizliklerin iki 6nemli teorisi kaba kiimeler ve yakin kiimeler {izerine olan bu
tez iki ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, literatiirdeki kaba kiime teorisi ile
ilgili baz1 calismalardan bahsedilecektir. Ikinci béliimde ise yakin kiimeler tanitilarak,
Atmaca tarafindan tanimlanan r-yakin topolojik uzaylar konusu incelenecektir. Son

olarak, bu uzaylardaki topolojik kavramlar ile dizilerin yakinsakligi tanitilacaktir.

Anahtar kelimeler: Kaba Kiimeler, Yakin Kiimeler, r-Yakin Topolojik Uzaylar
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1. GIRiS

Kiime kavrami matematigin temelini tegkil etmektedir. Giintimiizdeki modern kiime
teorisi George Cantor tarafindan kurulmustur. Bertrand Russell ise bu teorinin baz
tartigmali kisimlarinin oldugunu 6ne siirmiistiir. Bu sorunlarin ¢oziimii i¢in Cantor
kiime teorisinin aksiyomsal hale getirilmesini, bir ¢ok bilim adamu ise alternatif kiime

teorileri tiretilmesi fikrini ileri siirmiiglerdir.

Kiimeler sadece matematik icin degil, dil biliminde de énemli bir role sahip-
tir. Genellikle, birbiri ile ilgili nesnelerin kiimeleri (koleksiyonlar1) hakkinda konugu-
ruz (Ornegin; kitaplar, resimler, insanlar vb. ). Webster Sozliigiinde bir kiimenin
sezgisel anlam1 “Birbirine ait veya birlikte ayni tiirden bir dizi sey” olarak ifade
edilmektedir. Oxford sozliigiinde ise “ Aym tiirden birbirine benzer veya tamam-
layic1 bir dizi nesne ” biciminde ifade edilmektedir. Dolayisiyla kiime, bir gekilde
birbiriyle ilgili olan nesnelerin bir koleksiyonu olarak tamimlanabilir. Ancak bu il-
igkinin niteligi bu tamimlarda belirtilmemistir. Aslinda bu tanimlar kiime teorisinin
yaraticis1 George Cantor tarafindan verilen orijinal tanimdan kaynaklanmaktadir.
Cantor 1883 de kaleme aldig1 "Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre"

isimli kitabinda bunu;

“Unter einer Mannigfaltigkeit oder Menge verstehe ich némlich allgenein jedes
Viele, welches sich als Eines denken lidsst, d.h. jeden Inbegriff bestimmter Elemente,
welcher durch ein Gesetz zu einem Ganzen verbunden werden kann.”
seklinde ifade etmistir. Cantor burada kiimeyi baz1 kurallara gore bir biitiin olarak
kabul edilebilecek herhangi bir objenin koleksiyonu olarak ifade etmektedir. Tiim
matematiksel nesneler, ¢rnegin, bagitilar, fonksiyonlar, sayilar vb. kavramlar birer
kiimedirler. Sonug olarak matematiksel kavramlarin hemen hemen hepsinde kiimeler
temel rol almaktadir. Bu nedenle matematikte diizen ancak kiime teorisi ile miimkiin
olacaktir. Cantor’un ortaya attigi bu yeni teori zamanin énde gelen matematikgi-
leri tarafindan ilgi ile kargilanmigtir. Fakat Bertrand Russell, Cantor tarafindan
verilen bir kiimenin sezgisel taniminin celigkiler icerdigini 6ne stirmiigtiir. Kuvvet

kiimesi celigkisi ad1 verilen en iyi bilinen celigki goyledir; X kiimesi ile tiim kiimelerin
1



kiimesini (sonsuz elemanli) diisiinelim. Boylece X en biiyiik kiimedir. P(X) ise X’in
tiim altkiimelerinin kiimesini belirtsin. Aciktir ki P(X), X’ ten daha fazla elem-
ana sahiptir, ¢iinkii bir kiimenin altkiimelerinin sayisi her zaman eleman sayisin-
dan biiyiiktiir. Ornegin, X = {1,2,3} ise, P(X) = {@, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},
{2,3},{1,2,3}} bigimindedir. Dolayisiyla, bu bize X ten daha biiyiik bir kiimenin
varligin1 gosterir. Bu ise celigkidir. Dolaysiyla yukaridaki ¢rnekten de anlasila-
cagl lizere matematigin temel kavrami olan kiime kavrami Cantor’un mevcut tanimi
ile celigkiler igermektedir. Bu ise bir kiimenin Cantor tarafindan éngoriildiigii gibi
keyfi 6geler toplulugu olamayacagi anlamina gelir. Bu cgeligkileri agmak icin bazi
matematik¢iler Cantor’un kiime teorisinde baz yenilikler 6nerilmiglerdir. Bunlar-
dan bazilari;

e Aksiyomatik kiime teorisi (Axiomatic set theory) (Zermello and Fraenkel,
1904)

e Cegitlerin teorisi (Theory of types) (Whitehead and Russell, 1910)

e Siiflar teorisi (Theory of classes) (V. Neumann, 1920)

Cantor’un teorisi tizerindeki biitiin bu diizenlemeler, bir kiime olusturabilecek
nesnelerin tizerindeki kisitlamalar: temel almaktadir. Burada kisitlamalar, kiimenin
nasil inga edilebilecegini soyleyen, uygun sekilde secilen aksiyomlardir. Dolayisiyla
bu teoriler aksiyomatik kiime teorileri olarak adlandirilmaktadir.

Ote yandan Cantor’un kiime teorisini aksiyomlastirma yoluyla gelistirmek
yerine, baz1 matematikgiler teoriyi celiskilerden kurtaracak yeni teoriler arayigina
girmiglerdir. Tamamen yeni olan bu fikirle klasik kiime teorisinde olugsan bu celigk-
ilerden kurtulmaya ¢aligmiglardir. Bunlardan bazilari;

e Mereloji (Mereology) (LeSniewski, 1915)

e Alternatif kiime teorisi (Alternative set theory) (Vopenka, 1970)

e Penumbral kiime teorisi (“Penumbral” set theory) (Apostoli and Kanada,
1999)
teorileridir. Kuskusuz bunlardan en ilgin¢ olan ¢neri, klasik kiime teorisinde kul-
lanilan unsurlar ve kiimeler arasindaki iiyelik iligkisi yerine, “bir parcgasi olma” iligk-
isini 6neren Stanistaw Le$niewski tarafindan ortaya atilan Mereloji teorisidir. Her ne

kadar bir ¢ok teori ortaya atilsa bile bu teoriler hichir zaman matematikgiler tarafin-
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dan kabul gérmemigtir. Buna ragmen son zamanlarda Leiewniewski’nin mereolojisi
filozoflarin ve bilgisayar bilimcilerinin dikkatini ¢ekmeyi bagarmigtir. (Bkz, Lech

Polkowski ve Andrzej Skowron).

Klasik kiime teorisinde bir kiime, elemanlari tarafindan benzersiz bir gek-
ilde belirlenir. Basgka bir deyisle, her elemanin kiimeye ait olup olmadigi kesindir.
Yani, bir kiime kavrami, net (kesin) bir kavramdir. Ornegin, tek sayilar kiimesi
gibi, ciinkii her say1 tek veya cifttir. Bu matematikte net kavramlar kullanil-
mas1 zorunlulugunu gostermektedir, aksi takdirde kesin bir c¢oziimleme miimkiin
degildir. Bununla birlikte, yillarca filozoflar belirsiz (kesin olmayan) kavramlarla
ilgilenmislerdir. Ornegin, tek sayilar kiimesinin aksine, giizel bir resim kavrami be-
lirsizdir, ¢iinkii tiim resimleri giizel ve giizel degil gibi iki sinifa ayiramayiz. Hatta
baz1 resimlerin giizel olup olmadigina dahi karar veremeyiz. Dahasi kisiye gore,
bakig acisina gore, duygusal degisikliklere gore giizellik kavrami degisiklik gosterir.
Dolayisiyla giizellik kesin degil belirsiz bir kavramdir. Konusma dilinde kullandigimiz
hemen hemen biitiin kavramlar belirsizdir. Bu nedenle, konugma diline dayali ¢gikarim
mantig1, klasik mantiga degil belirsiz kavramlara dayanmalidir. Sonug olarak belir-
sizlikler filozoflar ve bilgisayar bilimcileri i¢in 6nemli bir yere sahiptir. Bu nedenle
kiime teorisi iizerinde tartigilan bagka bir konu ise belirsizlik olmusgtur. Belirsiz-
lik kavramu ilk olarak 1893’te modern mantigin babasi olarak kabul edilen Gottlob
Frege’'nin tarafindan formiile edilen sinir bolgesi yaklagimi kargimiza gikmaktadir.
Gottlob Frege ye gore matematik, tiim kavramlarinin (kiime dahil) kesin olmasini
gerektirir. Fakat yukarida degindigimiz gibi filozoflar ve bilgisayar bilimciler i¢in
belirsiz kavramlarin kendine 6zgii matematiginin olmasi gerekmektedir. Bu belirsiz-
likler iizerinde Lotfi Zadeh tarafindan ortaya atilan bulanik kiime kavram ilk ve en
bagarili yaklagimdir. Bu yaklagimda kiimeler, kiimenin klasik taniminda kullanilan
kesin iiyeligin aksine kismi iiyelik ile tanimlanmaktadir. Zadeh’in yaklagiminda, bir
elemanin kesinlikle bir kiimeye ait olup olmamasi gerekliligi bulunan klasik kiime
teorisinin aksine, k derecesi ile (0 < k < 1) bir kiimeye ait olabilir. Ornegin,
klasik kiime teorisinde bir birey kesinlikle hasta veya saglikli olabilir, ancak bulanik
kiime teorisinde birinin % 60 (yani 0.6 derecesinde) hasta (veya saglikli) oldugunu

soyleyebiliriz. Boylece bulanik iiyelik fonksiyonu =z € X icin puy(z) € (0,1) bigi-
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minde gosterilebilir. Bulanik kiime tanimi ileri matematiksel kavramlar, reel sayilar
ve fonksiyonlar icermektedir; oysa klasik kiime teorisinde ki kiime kavrami, tiim
matematigin temeli olarak kullanilir. Ornegin, sayilar ve fonksiyonlar gibi matem-
atiksel kavramlar: tiiretmek icin kullanilir. Bu nedenle bulanik kiime teorisi, klasik
kiime teorisinin yerine gecemez, ciinkii bulanik kiimeleri tanimlamak icin yine klasik
kiime teorisine ihtiyac duyulmaktadir. Bulanik kiime teorisi ve uygulamalar1 son
yillarda oldukca yaygin bir sekilde geligmistir. Bu teori diinya capinda ozellikle
uygulamali bilimler, dil bilimciler ve filozoflar tarafindan kabul gormiistiir.

Bir bagka teori olan Kaba kiime teorisi ise iiyelik yoluyla degil, kiimenin sinir
bolgelerini kullanarak belirsizligi ifade etmektir. Bu teoriye gore bir kiimenin siir
bolgesi bossa, kiime kesindir, aksi takdirde kiime kabadir (tam olmayan). Bir kii-
menin bosg olmayan siir bolgesi, kiimeyle ilgili bilgimizin kiimeyi tam olarak tanim-
lamalk i¢in yeterli olmadigi anlamina gelir. Kaba kiime teorisi bulanik kiime teorisine
benzer sekilde, klasik kiime teorisine bir alternatif degil, i¢cine gomiiliidiir. Fakat kaba
kiimeler, bulanik kiime teorisinde oldugu gibi, kismi bir iiyelikle degil, kiimenin sinir
bolgesindeki belirsizligin yaklagimlarla belirlenmesi ile karakterize edilmesidir. Bu
yaklagimlar topolojideki i¢ ve kapanig iglemleri ile cakigmaktadir. Kabul edelim ki X
kiimesi nesnelerin bir evreni ve X in elemanlar1 hakkindaki bilgi eksikligimizi temsil
eden bir R bagintimiz oldugunu varsayalim. Hatta daha da ileri gidersek R’nin bir
denklik bagintisi oldugunu kabul edelim. X in bir A alt kiimesi i¢cin A kiimesini
R’ye gore karakterize edersek.

A kiimesinin R’ye gore alt yaklagimi, A nin kesin elemani olan denklik siniflarinin
birlegimidir.

A kiimesinin R’ye gore iist yaklagimi, A nin hem kesin hem de kismi olarak
elemani olan denklik simiflarinin birlegimidir.

A kiimesinin R’ye gore sinir bolgesi ise, A nin kismi olarak elemani olan
denklik siniflariin birlesimi olarak tanimlidir.

Son zamanlarda belirsizliklerin incelenmesinde ortaya atilan bir bagka teoride
yakin kiime teorisidir. Yakin kiime teorisi, 2002 yilinda Z. Pawlak ve J. F. Peters
tarafindan yazilan “How Near” adli bir giirden esinlenerek tanimlanmigtir. Siirin

temasi, insanin yakinlk algisi, kar tanelerinin agaglara yakinlhgi ve buz sarkitlarinin
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zemine yakinhg: ile ilgili goriintiileri aktarmasidir. Dolayisiyla yakinlik kavrami ile
giinliik hayatimizda sikca karsilagiriz. Nesneler, olaylar vb. kavramlar arasindaki il-
igkiyi yorumlariz. Aslinda buradaki iligki fonksiyonel bir iligki olarak diisiiniilebilir.
Buradaki fonksiyonlar nesnelerin ortak ozelliklerini eslestiren doniistimlerdir. Ote
yandan topolojide ise proximity uzaylarinda yakinlik kavrami kargimiza c¢ikar. Bu
alanda ilk makale Friguyes Riesz’in 1908’deki iki kiimenin yakinhigi iizerine olan
makalesidir. Yakin kiime teorisi ise yukarida bahsi gecen kaba kiime teorisinin
daha genel bir halidir. Bu teoride indirgenemezlik bagintisi, kaba kiimelerdeki her-
hangi bir denklik bagintisi ile degil nesne 6zelliklerini veren fonksiyonlarin her bir alt
kiimesinin olusturdugu denklik bagintilar1 yardimiyla kurulur. Kaba kiime teoriye
nazaran yakin kiimede bulunan yakinlik eglikten ziyade nesnelerin ortak 6zelliklerini
nitelemektir. Bu ortak ozellik sayisi ne kadar fazla ise nesneler birbirine o kadar
yakindir. Ornegin icerisinde bir mavi bir kirmizi araba ve bir mavi bir kirmizi top
bulunan oyuncak kutusunu diistinelim. Bir ¢ocuga bir oyuncak getir dedigimizde
nesneyi tanimlayamayacaktir. Fakat bir mavi oyuncak getir dedigimizde nesneyi
daha iyi algilayabilirken, bir mavi top getir dedigimizde nesneye en yakin tanimi
vermis oluruz. Yakin kiime tanimi ilk olarak J. Peters tarafindan "Near sets. Spe-
cial theory about nearness of objects" isimli makalede tam anlamiyla bahsedilmistir.
Bu makaleden sonra bir ¢ok aragtirmaci bu yeni kiime teoriyi matematigin ve gesitli
bilim dallarinin bir ¢ok alaninda etkin bir sekilde ¢alismislardir.

Ozetle, belirsizlik kavrami klasik matematigin izin vermedigi, felsefenin ilgi
alani, bilgisayar bilimlerinin de vazgecilmez bir kavramidir.

Belirsizlikler iizerine iki onemli teori olan kaba kiimeler ve yakin kiimeler
iizerine olan bu tez iki ana boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde literatiirde
kaba kiime teorisi ile ilgili baz1 calismalardan bahsedilecektir. Ikinci boliimde ise
yakin kiimeler tanitilacak ve Atmaca tarafindan tanimlanan r-yakin topolojik uzay-
lar konusu ele alinacaktir. Son olarak bu uzaylarin sagladigi topolojik kavramlar ile

bu uzaylardaki dizilerin yakinsakligi kavramlar: tanitilacaktir.



2. KABA KUMELER

Bu boliimde belirsizliklerin incelenmesinde 6nde gelen teorilerden biri olan kaba
(rough) kiime teorisi tamtilacaktir. Kaba kiime teorisi 1982 de Pawlak tarafin-
dan tanimlanmistir. Kisa siire igerisinde bu teori matematigin ve belirsizlik igeren
problemlerin kullanildigi bilim dallarinin cesitli alanlarinda kullanilmigtir. Kisaca
kaba kiime bir kiimenin elemanlarini evrenin iizerinde tanimli bir denklik bagintis
yardimiyla iki farkli yaklagim olarak ifade edilmesidir. Bu iki yaklagim alt ve iist
yaklagim olarak adlandirilir. Kabaca alt yaklagim kiimenin altkiimesi olan denklik
siniflarinin birlegimi iken, iist yaklagim kiime ile arakesiti bogtan farkli olan denklik

siniflarinin birlesimi olarak tanimlanir.

2.1 Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1 (Pawlak, 1982) X objelerin bir kimesi, A C X ve X dizerinde bir

"R” denklik bagintisy verilsin. Bu durumda A kiimesinin alt ve st yaklagimlar;

RA) ={zxeX:[zlgCc A} = U [z]g

[z]rCA

R(A)={reX : [zlgnA#a}= U [1]g

[z]rRNA#D
biciminde tamimlanir.

Tanim 2.1.2 (Pawlak, 1982) X objelerin bir kimesi, A C X ve X tzerinde bir
"R’ denklik bagintisy verilsin. Bu durumda A kiimesinin sinir, pozitif ve negatif

yaklagimlary;
BNg(A) = R(A) — R(A)
POSR(A) = R(A)
NEGRr(A) =U — R(A)

biciminde tanimlanar.

Yukarida verilen tanimlara gore kiimenin sinir bolgesi de {ist ve alt yaklagim-
larin arasindaki farktan olusmaktadir. Bunlar Sekil de acgik bir gsekilde goriilmekte-

dir.
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Ornek 2.1.1 X = {a,b,¢,d,e} ve X iizerinde R = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b),
(c,c), (¢,d), (d,c), (d,d), (e,e)} denklik bagintisy verilsin. Buna gore R nin denklik
sinaflary asaqidaki gibidir.

[a]r = [b]r = {a, b}

[clr = [d]r = {c, d}

le]r = {e}
A ={b,c,d} C X kiimesini tst yaklagvma, alt yaklagime ve simar bolgesi

R(X) ={a,b,c,d}

R(X) = {c,d}

BNg(X) = R(X) — R(X) = {a, b}

bicimindedir.

Ornek 2.1.2 (Aktas ve Cagman,2005) U = {x1, x4, T3, T4, T5, Te, T7, Tg, Tg, T10} 0b-
jelerin bir kiimesi, F' = {ay,as,a3} degiskenlerin kimesi ve V,, = {1,2,3},V,, =
{1,2}, Vo, = {1,2,3,4} kiimeleri de her bir degiskenin aldige degerlerin kiimesini
gostersin. Yukarida verilen 10 obje i¢in elde edilen ti¢ sonucu bir matris formunda

asagqdaki gibi verelim. Ayrica bu sistem i¢in f, fonksiyonu tablodaki gibi verilir.
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u aj a as
x 2 1 3
X 3 2 1
X3 2 1 3
x4 2 2 3
g 1 1 4
X5 1 1 2
X7 3 2 1
X3 1 1 4
X0 2 1 3
baly 3 2 i

yukaridaki sekilde verilen verilere gore [x;|r, x; elemaninan denklik sinifiny gostermek
tizere [z;|p = {x; : xj, x; ile ayme degerlere sahip,1 < i <10 ve 1 < j < 10} seklinde
tanimlansin. Buna gore

[21]r = [ws]r = [w9]r = {21, 23, 79}

[xa]r = [77]r = [T10]R = {72, 77, 710}

[z4]r = {24}

[~T5]R = [558]1% = {1’57338}

[z6]r = {we}
denklik sinflary elde edilir. U nun A = {x1,x3, x4, x5, T9} altkiimesinin alt yaklagyma,
st yaklagime ve simar

R(A) = {1, 13, 24, T5, Tg, To }

R(A) = {1, 23, w4, 70 }

BNg(A) = {x5, 25}
bicimindedir.
Onerme 2.1.1 (Pawlak, 1982) X objelerin bir kiimesi, A, B C X ve X tizerinde
bir " R” denklik bagintisy verilsin. Buna gore asaqidakiler dogrudur.

(i) R(A) € X C R(4)

(ii) R(@) = R(9) = &



(i1i)) R(AU B) = R(A) U R(B)
(iv) R(AN B) = R(A)
(v) B(AU B) 2 R(A)
(vi) R(AN B) C R(A) N R(B)

(vii) A C B = R(A) C R(B), R(A) C R(B)

(viii) R(X\A) = X\F(4)
(ir) R(X\A) = X\R(A)

(z) R(E(A)) = R(B(A)) = B(A)
(i) R(R(A)) = R(R(A)) = R(A)

Ispat. (i)

U
reR(A) =z€ [x]RcA[x]R

= dlzJgpiginz € [z]g C A

=z€A

r€A = zxeAvez€ g
=z elrjgNA

= T € U [I‘R
[z]rNA#D

=z € R(A)
(i)
R(o) =w¢ m}gcg[x]R

=d[z]gr C @ igin z € [x]g



(iii)
r€R(AUB) & uxc¢ U [2]r
[¢]r(AUB) 2
< J[zlpN(AUB) # @ icin x € [2]p
& J[zlpNA# D icin x € [x]g veya [z|g N B # @ icin = € [z]x
& 1 € R(A) veya x € R(B)

& 1 € R(A)UR(B).
re€ R(ANB) s x¢€ u gAmB[x}R
& dz]g C AN B igin z € [z]g
& Jd[z|gp C Aigin z € [z]g ve A[z]g C Bicin x € [z]g

& x € R(A) ve x € R(B).

& 1 € R(A)UR(B).
(v)
v € R(A)UR(B) =z € R(A) veyax € R(B)

=xc U |xlgveyax e U |z
IR vey sl

= d[z]r C A igin x € [z]g veya J[z|gp C B igin z € [z]g
= dlz]g CAUB i¢in z € [z]g

=1z € R(AUB).
(vi)
r€R(ANB) =€ [m]Rm(/LxJnB#@[x]R
= J[z]gr N (AU B) # @ igin x € [z]g
= dz|pg N A# @ icin x € [z]g veya J[z|p U B # & igin z € [z]|g

= 1 € R(A) veya x € R(B)

=z € R(A) N R(B).
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(vii)
r€RA) =xec U [

[J?]RCA

=z U |z
[J?]RCB[ ]R

=z € R(B)

r€RA) =ze U
) latarol R

=T c U
[x]rRNB#2 2]

=z € R(B)
(vii)
re R(X\A) &€ u gX\A[x]R
< Jdz]g € X\A icin z € [z]g
< dz]gNA=gigin z € [x]g
s ¢ R(A)
s e X\R(A)
(ix)
v € R(X\A) & Ja)pn (X\A) # @ icin = € [2]g
< z|lg € Aigin z € [z]g

<z e R(A)

r € R(

=

(A) <& xre U
) i A

< Jlz]gr C R(A) icin x € [z]g

< 3Alz]g C [z]R icin x € [x]R

U
[z]rCA

Sre U
[w}RCA[:E]R

<z e R(A)
11



€ R(R(A S € U T
v € R(E(A)) [wm@(m#z[ In

& 3lzlr N (B(A)) # @ igin = € [z]r

< dzlg N (mgcA[:v]R) #+ @ i¢in x € [z]g

< Jz]p C Aigin z € [z]g

Sre U [ZE]R
[z]rCA

<z e R(A)

r€RMEA) sze U |ug
[z] RN(R(A))#2

&€ Iz]rN(R(A)) # D icin z € [2]g

scedzlgnN( U [z]g) # @ igin x € [z]g
[z]rNA#C

S redzlgNA#Dignx € [z]g

T E U [.T]R
[x]rNA#D

&1 € R(A)

reRRA) ©ze U [7]g

[z]RCR(A)
& J[z]r € R(A) igin z € [z]g

5 ..
< J[z]r C ([w]R#A#g[x]R) icin = € [x]g

S redxlgNA+#Dignx € [x]g
&€ R(A)
m

Rough kiimeler iiyelik fonksiyonu kullanilarak da tanimlanabilir.

Tanmim 2.1.3 X objelerin bir kiimesi, A C X ve X tizerinde bir ” R” denklik bagin-

tisy verilsin. |A| , A in eleman sayisina gostermek tizere kaba tyelik fonksiyonu

pi_ llan A
iy (z) I[2]z|

biciminde tanimiidir.

12



Kaba iiyelik fonksiyonu = elemaninin A kiimesine ait olma derecesini verir.
Burada

AN [z]g = @ olmast halinde pf (z) =0

AN [z]g # @ olmasi halinde pf (x) # 0

[z]r C A olmasi halinde pu% (z) =1

olacag1 % fonksiyonun tanimindan agiktir.

Onerme 2.1.2 (Aktas ve Cagman,2005) X objelerin bir kiimesi, A, B C X ve X
tizerinde bir " R” denklik bagintisy verilsin. Bu durumda agagidakileri gecerlidir.

(i) uj (x) =1 < x € R(A)

(i) 1% () =0 2z € X — R(A)

(iii) 0 < pff (z) < 1 < o € BNg(A)

(i) iy 4 () =1 = pif (@)

(0) il (2) > max{uf (), uf (2} ,wEX

(vi) pinp (v) < min{pff (2) , pf ()} 2 e X

Ispat. (i) o
A =1 o B -

13



l]rn Al
EE

|
& |[2]rN A =0

@[CB]RQAIQ
S [lrNX\A# 9

sSreX - R(A)
(i)

nA
0<pfi(z)<1 w0< Hr0A

el

& [z]lgNAC [z]g ve [z]gr # @
& 1€ R(A) vexr € R(A)

< x € BNg(A)

_ [l#lr 0 (X\A)]

[z]r|
[z]r N X] _ |lz]rN A

(]| |[%]z]
|[z]r N A

Izl
e Al a0 Bl _ Jden (A0 B)
|ﬂmmﬁ '”ﬁ&] B|nﬂm

N P I A T
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(vi)
[z]r N (AN B)|

et I[2] ij]aﬁ’ |[2]r N B
x|r N T|r N
< W veya < W dir.
= min{pff (), uf ()}
|

Sonug 2.1.1 (Pawlak, 1982) Uyelik fonksiyonu yardumyla alt yaklasem, st yak-
lasgim ve sinar bolgelert

R(A) = {v € X : uff () = 1}

R(A) ={z € X : pff (z) > 0}

BNg(A)={z e X :0<uft(z) <1}

biciminde de tanimlanabilir.

Ornek 2.1.3 Ornek 2.1.2 1 g6z oniine alursak. A nin her bir elemans i¢in dyelik

degerleri
i (1) = pff (23) = pif (29) = 1
(5 (2) = p (v7) = pi (210) = 0
i (z4) = 1
f (a) = il (25) = 3
(5 (x6) =0

bi¢tmindedir. Buna gore
R(A) = {1, 13, 24, T5, Tg, To }
R(A) = {x1, x5, 24, 79}
BNg(A) = {x5, 25}

oldugu bulunur.
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2.2 Topolojik Uzaylarda Kaba Kiime Teorisi

Boliimiin girisinde de belirttigimiz gibi kaba kiime teorisi bir evrenin altkiimelerinin
evren iizerinde tanimli denklik bagintisin olusturdugu boliintiiler yardimiyla karak-
terize edilmesi ihtiyacindan dolay1 ortaya atilmigtir. Bu boliintiiler, yaklagim uzay1
olarak adlandirilan bir K = (X, R) topolojik uzaymi karakterize eder. Burada X
evren ve R bir denklik bagintisidir. ((Lin, 1992), (Pawlak, 1991)). Kaba kiime
teorisindeki uzay, R nin denklik simiflar ile karakterize edilen yaklagim uzayidir.
Bu topoloji, clopen (kagik) topoloji olarak adlandirilan tiirdendir. Clopen topolo-
jik uzayda acik kiimeler ayni zamanda kapali kiimelerdir. Clopen topolojiye dijital
geometride quasi-ayrik topolojide denir. Lin (1992) deki ¢aligmasinda bu uzaya
Pawlak uzayi demistir. Clopen topoloji gecisli yaklagimlarin bir tiiriidiir. Ancak
yaklagimlar genelde gecisli olmadigi icin bu cok kisitlayicidir. Ornegin "L.A., Bat
L.A.ya yakin, L.A., Dogu L.A. ya yakin olmasina ragmen Bati L.A., Dogu L.A. ya
yakin olarak diistiniilemez. Bu sekilde yakinhk kurulan yaklagimlar genelde gecisli
degildirler. Lin ((Lin, 1988), (Lin, 1990), (Lin, 1998)) deki ¢aligmalarinda boyle du-
rumlar: incelemek i¢in komguluklar sistemi tanimladi. Bunun icin yaklagim uzayimni
topolojik uzay olarak alacagiz.

Bu kesimde kaba kiime 6zellikleri topolojik kavramlarla verilecektir. A C X
olsun. A, A° ve A® sirasiyla A nin kapanisini, icini ve siirimi gosterir. Eger A® = @
ise A belirlidir (exact). Aksi taktirde A belirsizdir (rough)dir. Agikca A belirlidir
ancak ve ancak A = A°dir. Pawlak uzaymnda A C X icin A ya belirsiz yada belirlidir.
Genel topolojide A C X ise A agagidaki kogullari saglar.

(i) A belirli ise yani A = A = A° ise A tamamen tanimlanabilirdir.
(i) A = A°, A # A ise A icsel tanimlanabilirdir.
(iii) A # A°, A= Aise A digsal tamimlanabilirdir.

(iv) A # A°, A # Aise A tammlamazdir.

Onerme 2.2.1 (Lashin ve ark., 2005) A, (X,7) da belirli bir kiime ve T C 7' olsun.

Bu durumda A, ' ye gore de belirli kiimedir.
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Ispat. BND,A > BND,A ve BND,A = @ olsun. BND.A = @& oldugundan
A 7' de belirlidir. Bagka bir deyisle A, 7 da belirli oldugundan A 7 da hem acik hem
kapali ve sonug olarak 7" de de hem acik hem kapalidir. Buradan A 7/ de belirlidir.
]

7/ belirli olupta 7 belirli olmayan kiimeye kolayca érnek verilebilir. Aciktir ki
ClyA=Cl A< int.A° = int, A°. Bir sonraki énerme 7 C 7’ iken 7’ iinde belirli

olan bir kiimenin 7 da belirli olma sartinmi verir.

Onerme 2.2.2 (Lashin ve ark., 2005) (X, ) bir topolojik uzay ve T C 7' olsun.
7" deki her belirli kiime 7 da da belirlidir. < VG € 7' i¢in Cl.G = Cl.G

ispat. A 7" da belirli oldugundan ClA = A ve Cl,A = A buradan Cl.A = CIl. A
dir.
Tersine eger ClA = Cl;A ve A 7' iin de belirli olsun. A 7 da belirli olur. m

Bir 6nceki boliimde tanimladigimiz iiyelik fonksiyonu denklik siniflar1 yardimiyla
tamimlanmigti. Burada ise bunu topolojik uzaylara genisletilecegiz. Sonlu A kiimesi

tizerinde bir 7 topolojisi verilsin. 7 nun S tabanina gore kaba iiyelik fonksiyonu

_ {nB.}n A

bigiminde tanmimlanir. Burada B,, § nin x i igeren herhangi bir elemanidir. Farkh

B,ep, reX

tabanlarda ayni sayiy1 elde edebiliriz. Klasik topolojiden bilindigi tizere bir tabanda
2 bulunduran tiim elemanlarin kesigimi ile 7 da x i bulunduran tiim elemanlarin ke-
sisimi aymidir. Eger topoloji Clopen topoloji ise  noktasi tabanin bir tek elemanina
aittir. Yani taban elemanlar: ikiger ikiser ayriktir. Bununla 7, ayrik topoloji ise
iiyelik fonksiyonu klasik kiime teoriyi, eger 7, Clopen topoloji ( Quasi ayrik ) ise

kaba kiime teoriyi verir. Simdi iiyelik fonksiyonunu aciklayan bir érnek verelim.

Ornek 2.2.1 (Lashin ve ark., 2005) X ={0,1,2,3,4,5}, 5 = {{2},{3},{0, 1,2},
{2,3,4} ,{3,5}}, A ={2,4,5} olsun. Bu durumda A min 3 ya gore iyelik fonksiyonu
110,1,2} N {2,4,5}] 1
T O frd = —
GO= T o

~ {0,1,2)n{2,4,5} 1
17




{2} N {0,1,2} Nn{2,3,4} N {2,4,5}| _

1a(2) = {2} N {0,1,2} N {2,3,4}] :

. {310 {3,5}N{2,4,5}]

HA®) = T A sy 0

o {2.3.43n{2,45) 2

{3530 {245} 1

Eger evren sonsuz elemanli ise bu iiyelik fonksiyonu her bir nokta i¢in yalnizca
sonlu tane minimal komsulugun olmasi anlamindadir. Bu yerel sonlu komsguluklar
sistemine sahip uzaylar i¢in kullanilabilir. Kaba iiyelik fonksiyonu yardima ile topolo-
jik uzaylar iizerinde bulanik (fuzzy) kiimeler tanmimlanabilir. A C X olmak iizere bir
(X, 7) topolojik uzaymda kaba iiyelik fonksiyonunu kullanarak A bulanik kiimesi

A= {(z,15 (@) : Vo € U}
bi¢iminde tanimlanabilir. Bu durumda yukaridaki érnekten A = {2,4,5} i¢in

A-{0.3),(1.).21).6.0),(42).(5.1)}

bi¢imindedir.
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2.3 Bagintilarin Topolojisinde Kaba Kiime Teorisi

Bir onceki boliimde de belirttigimiz gibi Lin genel durumlar ele almak igin
komsguluklar sistemi bigimselligini inceledi. Burada R ikili bagintisindan dogrulan
topolojiyi diisiinecegiz. X sonlu evren ve R, X iizerinde bir baginti olsun. Bir x € X

elemanin sag komsulugu

R ={y: xRy}

bi¢iminde tanimlanir. z in sag komsulugu xR dir. Bununla birlikte zR, =R
deki herhangi bir elemanin sag komsulugu olmayabilir. Aslinda xR yi sag komsu-
luk olarak kabul eden tiim elemanlarin kiimesi, R nin merkezi olarak adlandirilir.
Biitiin merkezlerin koleksiyonu X in bir pargalamigidir. (Bkz Lin (1998))

Konun devaminda sag komsuluklar yardimi ile dogrulan topoloji ele alinacak-
tir. Bu diigiinceyle acik kiime olmanin dogas: geregi z R topolojik anlamda her nok-
tasmin komgulugu olan bir agik kiimedir. S = {zR : © € U} sag komsuluklar ailesini
alttaban kabul eden 7 topolojisini ele alalim. S ailesi 7 topolojisinin alttabani olarak
Sp={xR:x € U} ile gosterilecek ve S, = {G € Sk : v € G} yazilacaktir.

Bir alttabanin elemanlarinin biitiin sonlu kesigimlerinin ailesi bir tabandir.

Kaba iiyelik fonksiyonu alt taban yardimi ile
{NS,} N Al
palr) = ==

. {5}
bi¢ciminde formiilize edilebilir. Bu kaba tiyeligi rough kiime teorisinden yada Lin in

r€S,, S, €S8

sag komguluklarinin kaba iiyelik fonksiyonundan oldukga farklidir. Lin NS, yerine
tek olan xR denklik simiflarini kullanmigtir. Agagidaki 6rnekte de goriilecegi tizere
bir y € U birden fazla S, e ait olabilir. Ayrica S, lerden biri ve R aym kiimel-
erdir. Bununla beraber S,., 7 topolojisinde x in bir acik komsulugu iken xR bir sag

komguluktur ve tektir, yani farkhdirlar.

Ornek 2.3.1 (Lashin ve ark., 2005) X = {0,1,2,3,4,5} ve 0 = 1z = {0,1,2}

2p=3r =1{2,3} 4p={3,4} 5= {5} olsun. S ={{0,1,2},{2,3},{3,4},{5}}
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alt tabany i¢in 5 = {{0,1,2} ,{2,3},{3,4},{5},{2}, {3}} tabam elde edilir. Bu ta-

ban ait topoloji T = {U, @,{0,1,2} ,{2,3},{3,4},{5},{2},{3},{0,1,2,3},{0,1,2,3,4},
{0,1,2,5},{2,3,4},12,3,5) ,{3,4,5} . {2.5},{3,5},{2.3,4,5}} bicimindedir. A =
{0,1,2,3} i¢in

~ {0,1,2}n{0,1,2,3}] ~{0,1,2}n{0,1,2,3}|

" 2) |§0,1,2}|H o (3) |{{0’1’2}|}\ 1
o H2yn{0,1,2,3} o H3YN{0,1,2,3}
e I }’{Q{H }_|1 e (5) |{{3}| ) )
o {34yn{0,1,2,3} 1 o H{5yn{0,1,2,3}
Halt) = 1{3,4}] 3 mb)= 1{5}| =0

dur. Buradan A = {(0,1),(1,1),(2,1),(3,1),(4,1/2),(5,0)} olduju bulunur.

Kaba tyelik fonksiyonundan alt yaklasim, st yaklasim, negatif ve sinar bol-
geleri;

R(A) = A°={0,1,2,3}

R(A)=A=1{0,1,2,3,4}

NEGR(A) = {5}

BNDg(A) = {4}
biciminde oldugu elde edilir. T da kapamis ve i¢ tanimlarindan A nin i¢i ve kapanis

A° =U{G : G 7 da agik kiime ve G C A} ={0,1,2} U{2,3} U {2} U {3} =
{0,1,2,3}

A=n{F: F 7 dakapah kiime ve F C X} = XN{0,1,2,3,4} = {0,1,2, 3,4}

bicimindedir.
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3. YAKIN KUMELER

Literatiirde yakinlik kavramindan daha éncelerde bahsedilmesine ragmen yakin kiime
kavrami ilk olarak J. Peters tarafindan 2007 de "Near sets. Special theory about
nearness of objects" isimli makalede verilmistir. Peters bu makalesinde nesnelerin
ortak ozelliklerini veren fonksiyonlar yardimiyla olugturdugu ayirt edilmezlik bagin-
tis1 ile yakin yaklagim uzayimi kurmustur. Peters’in bu makalesini takiben bircok
aragtirmaci, yakin yaklasim uzayini temel alarak bu yeni kiime teorisini, matem-
atigin cgesitli alanlarina uygulamigtir.

Ote yandan matematikteki yakimlik kavrami ise ilk olarak komsuluk kavrami
ile karsimiza gikmaktadir. Komguluk “kabaca bir noktaya belirli bir 6l¢iide yakin
olan elemanlarin kiimesi” olarak tamimlanabilir. Hatta klasik matematigin digina
cikilacak olunursa herhangi bir metrik uzayda noktalar arasindaki uzaklik kavrami
yardimiyla da yakinliktan bahsedilebilir. Topolojik uzaylarda ise agik kiime kavrami
noktalarin yakinligini soylemenin dogal bir yoludur. Bu yakinlik kavrami metrik
uzaylardan bagimsiz olarak bir uzakliga baglh kalmaksizin ayni kiimenin elemani
olma durumudur. Kisacas: yakinlik kavraminin topolojik uzaylarin kurulusunun bir

temel yaklagimi oldugu soylenebilir.
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3.1 Temel Kavramlar

Bu boliimde yakin kiimelerin 6zellikleri ve bazi tanimlarini verecegiz.

Nesne Tanimlamasi

Tanimlamada Kullanilan Gosterimler

Sembol | Anlam

R Reel Sayilar Kiimesi

O Algisal nesnelerin Kiimesi

X X C O ornek nesnelerin kiimesi

x x € O 6rnek nesne

F nesne Ozelliklerini temsil eden fonksiyonlar kiimesi
B BCF

o ® : O — R*, nesne tanmm

L tanim uzunlugu

i 1< L

©; ¢; € B burada ®; : X — R cikarim fonksiyonu

O(x) | (z) = (p1(2), 92(2), ., o1 (7))

Cevremizde olan nesneleri tanimlari ile biliriz. Bir € O nesnesinin tanimla-
masi denildiginde ®(x) fonksiyonel deger dizisinden bahsedilir. Burada énemli olan
nesneyi tanimlamak icin ¢, : O — R bilegen fonksiyonlarnin sec¢imidir. Burada
verilen fonksiyon sayisi ne kadar azsa nesnenin tanimi o kadar zayiftir. Ornegin; ¢,
fonksiyonu biiyiikliigii tanimlayan bir fonksiyon olsun. Biiyiik bir cisim denildiginde
aklimiza birden fazla cisim gelmektedir. Devam edecek olursak ¢, fonksiyonu canh
olsun. Bu fonksiyonun degeri bizim nesnemize daha da yakinlagtirir. Bu sekilde
fonksiyonlar1 ¢ogaltarak nesnenin en yakin tanmimim verebiliriz. Kabul edelim ki
B C F nesnenin ozelliklerini yeterince sunan fonksiyonlarin bir kiimesi olsun. O
halde bu B kiimesi {izerinde verilen ¢, fonksiyonlar1 bize nesne hakkinda yakin bir
tanmimlama verecektir. Yani ®(z) = (¢,(2), ¢5(x), ..., ¢, ()) biciminde bir vektor
degerli fonksiyon tamimlarsak bu tanimlama nesnenin tanimlamasinda temel tegkil
edecektir.

Nesnelerin yakinlig:
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Tanmimlamada Kullanilan Gosterimler

Sembol | Anlami

~B ~p={(z,2') : p(z) = p(2'), Vp € B}
[z] B [x]p = {2’ € X : x ~p 2’} Denklik sinifi
O/ ~p | O/ ~g={[z|p : x € O} Boliim kiimesi
Ay, Ay, = |pi(x) — @i(2')]

Tanim 3.1.1 (Peters 2007) z,2’' € O, B C F olsun. Bu durumda
~p={(z,2) € OxO0: A, =0, Vp, € B}
biciminde tamiml ~pgbagintisina O tzerinde ayirt edilemezlik bagintisy denir.
Yukaridaki tamimda verilen denklik bagintisinda ayni denklik sinifinda bulu-
nan x ve r' nesnelerinin tanimlamalarinan hepsinin ayni oldugu yani nesnelerin

birbirleri ile ¢ok yakin olduklar: hatta ayni olduklar: soylenebilir.

Tanim 3.1.2 (Peters 2007) B C F nesnelerin ézelliklerinin veren fonksiyonlarin
kiimesi ve x,x" € O olsun. Eger bir ¢; € B i¢in A, = 0 ise x ve o' nesneleri bir-
birlerine minimal olarak yakindur denir ve x ~y,y ' ile gosterilir. Bu tanamlamaya

"Yakinlik Tanwmlama Prensibi (Nearness Description Principle- NDP)" denir.
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Temel Yaklagim Uzayi

Tamim 3.1.3 (Peters 2007) O algilanabilir nesnelerin kiimesi, F' nesne ézelliklerini
belirleyen fonksiyonlarin kiimesi, B C F ve ~gayrt edilmezlik bagintisy ise FAS =

(O, F,~p) tglisiine temel yaklagim uzayr denir.

Tanmim 3.1.4 (Peters 2007) (O, F,~p) bir temel yaklasgim uzayr ve A C O olsun.
(1) A in alt kiimesi olan [x]p € O/ ~pelemanlarinin birlesimine A kiimesinin

B alt yaklasima denir ve

B A= U [ZC] B
[z]pCA
ile gosterilir.
(2) A ile arakesiti bosgtan farkl olan [z]g € O/ ~pelemanlarinan birlesimine

A kiimesinin B alt yaklasime denir ve

B*A = U [ZL’]B
[z]pNA#o
ile gosterilir.
(8) A man sinar bélgesi BndgA ile gdsterilir ve
BndgpA = BFA\B,A={r € O:x € B*A vex ¢ B, A}

biciminde tanimivdar.

Yukaridaki tanim dikkatle incelenirse temel yaklagim uzayi ile kaba kiimenin
karakterize ettigi evren benzerlik gosterir. Kaba kiimeler evrenin tizerindeki denklik
bagintisi ile kurulurken temel yaklagim uzayi nesne ozelliklerini veren fonksiyon-
lar yardimi ile olusturulan fonksiyonlar yardimi ile kurulur. Bu baglamda temel
yaklagim uzay1 ile kaba kiimeler arasinda yakin bir iligki vardir. Bu nedenle Yakin
kiime teoriye Kaba kiime teorinin bir genislemesi gozii ile bakilabilir. Ciinkii denklik
bagintilar1 temel yaklagim uzayindaki gibi fonksiyonel olarak da iiretilebilir. Simdi
yakin kiime teorinin temelini tegkil eden yakin yaklagim uzayini ve alt yaklagim, tist

yaklagim ve sinir bolgelerini tanimlayalim.
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Yakin Yaklagim Uzay1

Tanimlamada Kullanilan Gosterimler

Sembol Anlam

B BCF

B, r < |B| nesne zelliklerini veren B nin r 1i kombinasyonu
~B, B, tizerinde taniml ayirt edilmezlik bagintisi

[z] B, [z]p, = {2’ € X :x ~p, '} denklik simufi

O/ ~p, | O/ ~p={[z]p 2z e O} Bolim kiimesi

N, (B) N,.(B) ={0/ ~p.: B, C B} her bir kombinasyon i¢in boliintii kiimesi

N.(B):A | N.(B).A= U _[z]p, alt yaklasgim

[z]5, C

N.(B)*A | N.(B)*A= U [x]p, iist yaklasim
[z]B,NA#2

O algilanabilir nesnelerin kiimesi, F' nesne ozelliklerini belirleyen fonksiy-
onlarin kiimesi olsun. B, € B C F ve |B,| = r olmak iizere her bir B, alt
fonksiyon kiimesi i¢in ayirt edilmezlik bagintisi tanimlanabilir bu bagimntiyr ~p,
ile gosterelim. Bu bagint1 O algilanabilir nesneler kiimesinin her bir B, kombinasy-
onu i¢in temel yaklagim uzayindan farkl bir ayrigin olugsmasina yol acar. Burada
~p, bagmtist O algilanabilir nesneler kiimesini [z]p. yakinhk smiflarina ayirr ve
O/ ~p,= {[z]g, : © € O} kiimesi boliim kiimesidir. Sonug olarak her bir B, alt
fonksiyon kiimesi igin ayrigim olusacagindan N,.(B) = {O/ ~p,: B, C B} her bir

kombinasyon icin boliintii kiimesi elde edilir.

Tanmim 3.1.5 (Peters 2007) O algilanabilir nesnelerin kimesi, F nesne ozellik-
lerini belirleyen fonksiyonlarin kimesi, B C F olsun. NAS = (O, F,~p,, N,(B))

dortliistine yakin yaklasim uzayr denir.

Tamim 3.1.6 (Peters 2007) (O, F,~p,, N.(B)) bir temel yaklagim uzayr ve A C O
olsun.
(1) A in alt kiimesi olan [z, € O/ ~p, elemanlariman birlegimine A kiimesinin

B, altyaklagima denir ve
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NT(B)*A = U [ZD]BT

[I}Br cA

ile gosterilir.
(2) A ile arakesiti bostan farkl olan [x]p, € O/ ~p, elemanlarmin birlesimine
A kiimesinin B, 1ist yaklasima denir ve

N, (B)*A = U T
(Bra=_ u ld

ile gosterilir.
Yukaridaki tamimlar: daha

Ornek 3.1.1 (Peters 2007) X = {a,b,c,d,e,}, B = {p,, 0y, @3} nesne ozelliklerini

temsil eden ¢, : X — R fonksiyonlarinin ailes

a b c d e
v, /1 0 0 1 0
w, |0 0 2 1 2
es |1 1 1 2 1

biciminde taniml olsun. Simdi nesne ézelliklerini veren fonksiyonlarin her bir r i

kombinasyonu i¢in denklik siniflarini olusturalim. Bu denklik sinaiflar

[a)gpry = {a,d}, [blge,y = {b,c,e}

[altesy = {a, b}, [clggay = {cs e}, [dlgpyy = {d}

[a]gesy = {a,b,c, e}, [d]gpyy = {d}

[a)(or003 = {0} Olggy00r = {0}, [cligr i = { €}, [d]gg, 0y = {d}
[A)(or051 = {0}, Olgg,00r = {0}, [cligr iy = {c €}, [dloy 05y = {d}
[a)tos05) = {0}, [cigreey = {06} [dlignipny = {d}

[a] (o1 00.053 = 10}s [Vigoy00000 = 10} [Aiproniesr = 16 €45 [dlig 00000 = 1d}

biciminde olacaktir. Buradan
Ni(B) = {lalgeys Blienys [altenys [cienys [dlienys [alioyys [dliegy}

Na(B) = {[al{e,03s [Uligre03s [liornts [Aior00} s [A1o1.051 s [Dl1o1.0a} s (o105}
[d]{‘ﬁlv‘ﬁs}’ [a]{S%’SOs}’ [C]{‘sz‘ﬁs}’ [d]{ﬂ(’mﬂé’a}}

N3<B) = {[a]{@lﬁow@s}f [b]{@u@zv@s}? [C]{@l"ﬂmﬂos}’ [d]{<P17<P27<P3}}
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bicimindedir. Ornejin A = {b,c,d} alt kiimesi i¢in alt ve st yaklagimlar

Mi(BLA= U [ls ={d}  NBA= U s =X
No(B),A= U = {b,d} No(B)A= U = {b,c,d,
(BLA= U [bls = {bd}  NaBYA= U [ls, = {be.d.c)

N3(B),A =

 fals,cA

[2]p. = {b,d}  N3(B)*'A =

 [als,nA%2

[z]g, = {b,c,d, e}

bi¢iminde olacaktr.

Teorem 3.1.1 (O, F,~p_ ,N,.(B)) bir yakin yaklasim uzayp, X C O, (X,7) bir
topolojik uzay ve r < s < |B| olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

(1) G C H ise N,(B)'(G) C N.(B)*(H) d.

(2) B, C By ise [x]p, C [z]p, dir.

s

Ispat. (1) G C H olsun. Buradan N,(B)*(G) = U [z]p C U  [z]g. =
[CC]BT NG#Y [Z‘]BTQH7£®
N,.(B)*(H) dur.

(2)

[z]g, ={2'€X:xwp o'}
={2" e X+ {(z,2) : p(x) = 0(2'), Vo € B, }
C{a' € X : {(2.0) : p(2) = (a'), Vo € B} m
={r'eX:xwp 2}
= [2]s.
Tamm 3.1.7 (Oztirk ve ark. 2019) O algilanabilen nesnelerin bir kiimesi, F
nesne ozelliklerini veren fonksiyonlarin kiimesi, B, bir aywrtedilmezlik bagintisy ve

N, ayrigymlarin kiimesi olsun. Bu durumda (O, F,~p,., N,(B)) dortlisine bir zayif

yakin yaklasim uzayr denir.

Takip eden boliim boyunca aksi belirtilmedigi siirece yakin yaklagim uzayi

yerine zayif yakin yaklagim uzay1 diisiiniilecektir.
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3.2 r-Yakin Topolojik Uzaylar

Bu boliimde ilk olarak bir yakin yaklagim uzayinda bulunan bir X kiimesi iizerindeki
topolojinin ayirt edilemezlik bagintisi ile yeni kiime ailelerine doniigtiiriilmesi amaclan-
maktadir. Bu islem sonucunda, mevcut topolojinin acik kiimeleri iligkili elemanlarin
kiimesi olarak nitelendirilirse, yakin yaklagim uzay1 yardimiyla daha zayif iligkili el-
emanlara sahip bagka kiime aileleri elde edilecektir. Son olarak, bu yeni ailelerin

sagladig1 topolojik 6zellikler ve topolojik kavramlar incelenecektir.

Tanim 3.2.1 (Atmaca 2019)(O, F,~p,, N.(B)) bir yakin yaklasgim uzayr, X C O
ve (X, 7) bir topolojik uzay olsun. 75 = {N,.(B)*(G) : G € 1} ailesine (O, F,~p,
, N,.(B)) ailesi tarafindan olusturan r-yakin topoloji denir. Burada N,(B)*(G) ele-
manlarina r-yakin acik kiimeler ady verilir. Timleyeni r-yakin agik kiimeler olan

kiimelere r-yakin kapaly kiimeler denir.

N,.(B)*(G) elemanlarma r-yakin agik kiimelerini aksi gerekmedigi stirece gos-
terimde kolaylik olmasi agisindan G ile gdsterecegiz. T daki tim r-yakin kapals

kiimelerin ailesini ise T** ile gdstereceqiz.

Ornek 3.2.1 (Atmaca 2019) X = {a,b,c,d,e, f}, B = {©,, 0y, 03} nesne ozellik-
lerini temsil eden p, : X — R fonksiyonlarmin ailesi ve T = {&, X, {c},{a,b,c},

{¢,d,e, f}} olsun. Burada o, fonksiyonlar:

a b ¢ d e f
v, /0 1 0 1 0 1
v, |0 1 2 0 1 1
w0 1 2 3 0 1

biciminde tanimbidir. Simdi her bir v li kombinasyon i¢in denklik siniflarine olustu-

ralim. Bu denklik siniflar
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alpy = {a, ¢ e}, [blpy = {b,d, f}
a]{sog} = {a7 d}7 [b]{s%} - {b= €, f}7 [C]{sOg} - {C}
alioyy = {a, e}, [blipgy = {0, [}, [clipy = {c}s [dl g,y = {d}

s

[
[
[
[
[a] (61053 = {as €}, By 00t = {0, [}, [l (or00y = L} [dlgp, 00y = {d}
[
[
[

e] {901,<P27(P3} = {6}

biciminde olacaktir. Burada her bir r li kombinasyon i¢in denklik siniflar

Ni(B) = {lalge,}: blierys [alen}s [lienys [eients [alieays [Bliesds [clis)s [dlipar

NQ(B) - {[a]{Sﬁ:‘PQ}’ [b]{901:902}7 [c]{ﬂé’lvﬂ%}’ [d]{ﬂé’m%}’ [6]{9017902}, [a]{5017903}7 [b]{SOMP:')}’

[C]{‘Pwps}’ [d]{SOl#P?,}’ [a]{¢27<ﬁ3}’ [b]{ﬂozﬁps}’ [C]{<P2:4P3}7 [d]{ﬂoz’@s}7 [e]{<P27<P3}}

N3(B) = {[a]{9017902:</’3}7 [b]{90179027803}7 [C]{Sﬁhﬁ%vﬁos}’ [d]{SOl:‘PQ:S%}’ [6]{%7%7%}}

bicimindedir. Simdi 75 1-yakin topolojisini olusturalim. Burada

Ni(B)"(@) = 2 Ny(B)*(2) =

Ni(B)*(X) = Ny(B)*(X) =

Ni(B)*({c}) ={a,c,e}  No(B)*({¢}) = {c}
Ni(B)*({a,b,¢c}) = Ny(B)*({a,b,¢}) = {a, b, ¢, e, f}
Ni(B)*({c,d, e, [}) = Nao(B)*({c,d,e, f}) =

&
=

(B)*(2) =2
(B)"(X) =X
(B)*({c}) = {c}
(B)*(

(

*

&

N
N3(B)*({a,b,c}) ={a,b,c, f}
Ns(B)*({c,d, e, f}) =

olur ve 77 = {@, X, {a,c, e}} dir. Benzer sekilde 75 = {@, X, {c},{a,b,c,e, f}} ve

5 ={2, X, {c},{a,b,c, f},{b,c,d,e, f}} olur.
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Yukaridaki 6rnekten anlagilacagy {izere 77 ve 75 topoloji olmasina ragmen 73
ailesi topoloji degildir. Simdi 7 ailelerinin topoloji olma sartlarindan hangilerini

sagladiginm gosterelim.

Teorem 3.2.1 (Atmaca 2019) (O, F,~pg,., N,(B)) bir yakin yaklasgim uzayr, X C O

ve (X, ) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda @ ve X r-yakin agik kiimedir.
Ispat. @* = @ ve X* = X olmasindan agiktir. m

Teorem 3.2.2 (Atmaca 2019) (O, F,~g,., N,(B)) bir yakin yaklagim uzayr, X C O
ve (X, 1) bir topolojik uzay olsun. I keyfi indeks kiimesi olmak tizere her i € I igin

(Gy)r € 7 ise Uier(Gy)r € 15 dir.

Ispat. Her i € I icin (G;)* € 7* olsun. Bu durumda
(Gi)r= U [z]s,

" &l NGi#o

bicimindedir. Ote yandan

v@i=y (U Ba)= U U
Br ‘ [.T]Brﬂ(iglGi) #+0

olur. Buradan 7 topoloji oldugundan 'UIGi € 7 yani Ujer(G;)F € 75 dir. m
1€

Tanim 3.2.2 (Mashour ve ark. 1983) X bostan farkl bir ve 7 C P(X) olsun. Eger

7 keyfi birlesim islemine gore kapalr ise T ya bir supra topoloji denir.

Sonug 3.2.1 (Atmaca 2019) (O, F,~g,, N.(B)) bir yakin yaklasgim uzay, X C O

ve (X, 1) bir topolojik uzay olsun. 7% aileleri bir supra topolojidir.

Teorem 3.2.3 (O, F,~p_,N,.(B)) bir yakin yaklasim uzayp, X C O, (X,7) bir
topolojik uzay ve r < s < |B| olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

(1) Her G € 1 i¢in G C G dir.

(2) GiC G

(3) G € T vexy € G ise Gf, xo n bir komsulugudur.
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Ispat. (1) G = LEJG{x} C U [zl =Gk

2] B, NG#2 "

@) G= U [sC U s =0

[2] B, NG#D Br = [2] 5, NG#S B §
(3) Teorem 3.1.1(2) den aciktir. m

Tamim 3.2.3 (Atmaca 2019) (O, F,~p_, N.(B)) bir yakin yaklagim uzayr, X C O,
U C X ve (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger x € X i¢inx € G C G C N olacak
bicimde G € 1) varsa bu U kiimesine x elemanimn r-yakin komsulugu denir. Eger
U r-yakin ac¢ik kiime ise U ye r-yakin a¢ik komsuluk ady verilir.

Bir x elemananan tim r-yakin komsuluklarimin ailesi U (x), tim r-yakin agik

komsuluklarinan ailesi de 75(x) ile gosterilir.

Ornek 3.2.2 (Atmaca 2019) Ornek 3.2.1 deki yakin yaklasim uzayim ve 75 =
[@, X {ch {a, b.c,e. f}} ele alalim. Us(b) = {{a,b,c,e, f1, X} ve m5(c) = {X. {c},
{a,b,c,e, f}} bicimindedir.

Onerme 3.2.1 (Atmaca 2019) (O, F, ~p,, N,(B)) bir yakin yaklagim uzay, X C O
ve (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda asagudakiler dogrudur.

(1) U e U (x) ise x € U dir.

(2) Uy € U (x) ve Uy C Uy ise Uy € U (x) dir.

(3) Uy, Uy € U () ise Uy N Uy € U () dir.

Ispat. (1) U € U (z) ise © € G C G* C U olacak bigimde G* € 7* vardr.
Dolayisiyla z € U dir.

(2) Uy € Ur(z) ve Uy C Uy ise z € G C GF C Uy C U, olacak bicimde
G € 75 vardir. Dolaysiyla Uy € U (x) dir.

(3) Uy, Uy € U (x) olsun. Budurumdaz € G C G C Uy vex € HC HF C
U, olacak bicimde G}, H* € 7} vardir. 7 bir topoloji oldugundan G N H € 7 ve
reGNHC(GNH)!CGE:CUivexe GNH C(GNH):C H! CU, elde edilir
kibuxz e GNH C (GNH): C U, NU, oldugunu verir. m

Onerme 3.2.2 (Atmaca 2019) (O, F, ~p_, N.(B)) bir yakin yaklagim uzay, X C O
ve (X, ) bir topolojik uzay olsun. U, x in bir komsulugu ise N,.(B)*(U) da = in bir

r- yakin komsulugudur.
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Ispat. U, z in bir komsulugu olsun. Bu durumda z € G C U olacak bicimde
N GCU

G € 7 vardir. Ote yandan G = N,.(B)*(G) = U [z]p, C U [zl =

[z] B, NG#2 [z] B, NU#2

N,(B)*(U) oldugundan x € G C G C N,(B)*(U) olur ki istenen elde edilir. m

Teorem 3.2.4 (Atmaca 2019) (O, F,~p., N.(B)) bir yakin yaklagim uzayr, X C O
ve (X,7) bir topolojik uzay ve r < s < |B| olsun. Bu durumda o € X ig¢in
U e U(xg) ise U € U (xg) dur.

Ispat. U € U*(xo) olsun. Bu durumda ¢ € G C G* C U olacak bigimde G* € 7
vardir. 3.2.3 (2) den G C G? oldugundan o € G C G% C G C U elde edilir. Bu

ise isteneni verir. m

Tamim 3.2.4 (Atmaca 2019) (O, F,~p_, N.(B)) bir yakin yaklagim uzay, X C O,
(X, 1) bir topolojik uzay olsun.

(1) A C X olmak idizere cl!A = N{F} : Ef r-yakin kapaly kiime ve A C
F*}Ykiimesine A kiimesinin r-yakin kapanig denir.

(2) A C X olmak tzere intfA = U{G: : G} r-yakin ag¢ik kiime ve G C

Al}kiimesine A kiimesinin r-yakin i¢i denir.

Ornek 3.2.3 (Atmaca 2019) Ornek 3.2.1deki yakin yaklasim uzaym ve 75 = {@, X, {c},
{a,b,c, f}, {b,c,d,e, f}} 3-yakin topolojik uzayini ele alalim. A = {a,b,c,d, f}
kiimesi i¢in int* A = {a,b,c, f} ve cl}A = X tir.

Teorem 3.2.5 (Atmaca 2019) (O, F,~p,, N,.(B)) bir yakin yaklasgim uzay, X C
O, (X, 1) bir topolojik uzay ve A, B C X olsun. Bu durumda asagidakiler saglanar.
(1) AC B isecl!AC cliB

(2) AC B iseint:A Cint:B

Ispat. (1)

ACB ={F':Frer* BCE}C{F:Frerk ACFr}
SN{F:Frert, ACFYCn{F:Frer* BCFE*}

s T

= clfACcliB
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(2)
ACB ={G:: G er:,G"CA C{G:G e, G C B}

S UG Grer, GrCAYCU{Gr: G e7:,G*CB} m

= intrA Cint:B

Onerme 3.2.3 (O, F,~p ,N,(B)) bir yakin yaklasim uwzay, X C O, (X, 7) bir
topolojik uzay ve A C X olsun. Bu durumda asagudakiler saglanar.

(1) X\int*A = clf(X\A)

(2) X\clzA =int:(X\A)

Ispat. (1)
X\intrtA = X\ U{G; : G} r-yakin acik kiime ve Gy C A}
= N{X\G; : GF r-yakin agk kiime ve G C A}
= N{F} : F r-yakim kapal kiime ve X\ A C F*}
— dl(X\4)
(2)
X\cl*A = X\N{F: F} r-yakin kapah kiime ve A C F'}
= U{X\E : F r-yakin kapal kiime ve A C F*}
= N{G? : G} r-yakm agik kiime ve G} C X\ A}
= int:(X\A)

Teorem 3.2.6 (Atmaca 2019) (O, F,~p,, N.(B)) bir yakin yaklasim uzay, X C
O, (X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olsun. x € CI*A ancak ve ancak her U €
U (x) igin UN A # @ dir.

Ispat. © € CI*A olsun. Buradan x € N{F* : F* r-yakin kapal kiime ve A C F*}
dir. Kabul edelim ki bir U € U(z) i¢in U N A = & olsun. Buradan U € U} (z)
oldugundan x € G C G C U olacak bigimde G} € 7 vardir. Dolayisiyla GFNA = @
dir. Ff = X\G} aliwrsak A C F¥ ve x ¢ F dir. Sonug olarak « ¢ N{F : F r-yakin
kapali kiime ve A C F*} olur ki bu geligkidir.

Tersine her U € Uf(z) igin UN A # & olsun. Kabul edelim ki z ¢ CI*A

olsun. Bu durumda x ¢ N{F* : F* r-yakin kapal kiime ve A C F*} dir. Buradan en
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az bir A y1 kapsayan F* r-yakin kapal kiimesi i¢in « ¢ F¥ dir. Gi = X\ F) alirsak
G* € 7F ve G € U () olur. Ustelik A C F* oldugundan AN G = & olur ki bu ise

celiskidir. m

Tamim 3.2.5 (Atmaca 2019) (O, F,~p_, N.(B)) bir yakin yaklagim uzay, X C O,
(X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olsun. CoreA={r e X:20€GCG:C A ve

G € 1} kiimesine A kiimesinin ¢ekirdegi denir.

Onerme 3.2.4 (Atmaca 2019) (O, F,~p_ , N.(B)) bir yakin yaklagim uzay, X C
O, (X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Asagidaki kapsamlar dogrudur.

(1) CoreA C int:A

(2) intfA C intA

(8) clA C clrA

Ispat. (1)
reCoreA =re{reX:2€GCGCAveGeT}
= x € G C G} C A olacak bigimde G € 7 vardir
= x € G C A olacak bigimde G} € 7} vardir
=z € int A
(2) x € intrA olsun. Kabul edelim ki x ¢ intA olsun. Bu durumda x ¢
U{G € 7 : G C A} dwr. Buradan z i bulunduran her G agg icin G ¢ A dur.

Dolayisiyla z i bulunduran her Gf r-agig i¢in G ¢ A dir. Sonug olarak x ¢ intfA
celigkisi elde edilir.

(3) © € clA olsun. Kabul edelim ki x ¢ c¢l¥A olsun. Bu durumda bir U €
U (x) vardir oyleki UNA =@ tur. U € U (x) ise 2 € G C G} C U olacak bicimde
G € 7 vardir. Buradan U € U(x) ve U N A = @ olur ki bu = ¢ clA celigkisini verir.

Tamim 3.2.6 (Atmaca 2019) (O, F,~pg., N,(B)) bir yakin yaklagim uzay:, X C O,
(X, 1) bir topolojik uzay ve (x,) X de bir dizi olsun. Eger her U € U'(xy) r-

yakin komsulugu i¢in bir ng € N saysi; her n > ng i¢in x, € U, olacak bigimde
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bulunabiliyorsa (x,) dizisine xo noktasina r-yakin yakinswyor denir ve x,, — xq ile

gosterilir.

Ornek 3.2.4 (Atmaca 2019) X = {a,b,c,d, e}, B = {p), 0y, 03} nesne ozellik-
lerini temsil eden p, : X — R fonksiyonlarinin ailesi ve T = {&, X, {b},{a, b}, {c, d},

{b,¢,d},{a,b,c,d}}olsun. Burada o, fonksiyonlar:
a b ¢ d e

0|01 0 2 2
e, |01 0 1 1
0|0 2 0 1 2

biciminde tamambdir. Simdi her bir r li kombinasyon i¢in denklik siniflarine olustu-

ralum. Bu denklik smiflar
[alge,y = {a, ¢}, bligy = {0}, [dlgo,y = {d, €}
[a)(pyy = {a. ¢}, [bl{p,y = {b.d, e}
[algeyy = {a, ¢}, [Dliggy = {bs e}, [dlgoyy = {d}
Al (o103 = {a: ¢}, gy 00y = {0}:ldl o 053 = {ds €}
[al(e,.05y = {as e}, [Dlgg, 05y = {0}, (Al 051 = {d}, [ele, 00y = {€}
[0)(os05) = {0 ¢} [Dligyoqy = {0, €}, [dligy0 = {d}

[a] (00053 = 105 s [Dl{g1 00000 = {0}, [dlio1.00.001 = {4} [€lipy 00000 = 1€}

bi¢iminde olacaktir. Buradan 75 = {9, X,{b,d,e}} dir. Benzer sekilde 75 =
{2,X,{b,e},{a,b,c,e},{a,c,d,e}} veri = {2, X,{b},{a,b,c},{a,c,d},{a,b,c,d}}

olur ve

Ui(a) ={X3}, Us (0) = {X {b,d, e}}, Ui (c) = {X}, Ui (d) = {X},
Ui(e) = {X}

Us(a) = {{a,b,c.e}, X}, Us(b) = {U € X : {be} C U}, Us(c) = {X},
Us(d) = {{a,c,d, e}, X}, Us(e) = {X}

Us(a) ={U C X : {a,b,c} CU}, U;(b) ={U C X : {b} C U},

Us(c) ={U C X : {a,c,d} CU},

Ui(d) ={U € X : {a,c,d} C U}, Us(e) = {X}
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bigimindedir. Burada (x,) = (a,b,c,c,b,a,b,a,b,a...) dizisi i¢in yakinsama tablosu

1 2 3
Tp — G| Ty —a| T, —al| T, —a

2 3
Ty, +»b|x,>»b|x,»b|2,>Db

1 2 3
T, »C| Ty, —C|Ty—C|Ty—»C

2 3
Ty, +»d|x,—d|x,»d|x,»d

1 2 3
T, — €| T, —>e|x,—>e|x,—e¢

biciminde verilebilir.
Yukaridaki ornek incelenirse bir (x,,) dizisinin yakinsaklg ile r-yakin topolo-
jilerde olan yakinsaklhigr arasinda bir iliski vardr. §imdi bu iliskiyi asagidaki teoremle

a¢rklayalim.

Teorem 3.2.7 (Atmaca 2019) (O, F,~p,, N,(B)) bir yakin yaklasim uzayi, X C
O, (X, 1) bir topolojik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun.

P S o ™
(1) Her r < s i¢in &, — xqo ise x, — xo dir.

(2) x, — o ise her r < |B| i¢in x, — zo dir.

Ispat. (1) r < s ve z, = x¢ olsun. Bu durumda her U € U(z¢) r-yakin komsulugu
icin bir ng € N sayist vardir 6yle ki her n > ng i¢in z,, € U dir. Teorem 3.2.4 den
her U € U (xo) r-yakin komgulugu igin bir n; € N sayis1 vardir dyleki her n > n4
igin (z,,) € U dir. Bu ise x,, — x( oldugunu verir.

(2) z, — g ve r < |B| olsun. Bu durumda her U € U(zy) komsulugu i¢in
bir ng € N sayis1 vardir 6yleki her n > ng i¢in x,, € U dur. Dolayisiyla her x( 1
bulunduran G agig1 ayni zamanda bir komsguluk oldugundan bir n; € N sayis1 vardir
oyle ki her n > ny i¢in z,, € G dir. Sonug olarak her U € U (z) r-yakin komgulugu

icin bir n; € N sayis1 vardir 6yle ki her n > ny igin z, e G C G C U dir. m
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