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1. G·IR·IŞ

Küme kavram¬matemati¼gin temelini teşkil etmektedir. Günümüzdeki modern küme

teorisi George Cantor taraf¬ndan kurulmuştur. Bertrand Russell ise bu teorinin baz¬

tart¬̧smal¬k¬s¬mlar¬n¬n oldu¼gunu öne sürmüştür. Bu sorunlar¬n çözümü için Cantor

küme teorisinin aksiyomsal hale getirilmesini, bir çok bilim adam¬ise alternatif küme

teorileri üretilmesi �krini ileri sürmüşlerdir.

Kümeler sadece matematik için de¼gil, dil biliminde de önemli bir role sahip-

tir. Genellikle, birbiri ile ilgili nesnelerin kümeleri (koleksiyonlar¬) hakk¬nda konuşu-

ruz (Örne¼gin; kitaplar, resimler, insanlar vb. ). Webster Sözlü¼günde bir kümenin

sezgisel anlam¬�Birbirine ait veya birlikte ayn¬ türden bir dizi şey� olarak ifade

edilmektedir. Oxford sözlü¼günde ise � Ayn¬türden birbirine benzer veya tamam-

lay¬c¬bir dizi nesne �biçiminde ifade edilmektedir. Dolay¬s¬yla küme, bir şekilde

birbiriyle ilgili olan nesnelerin bir koleksiyonu olarak tan¬mlanabilir. Ancak bu il-

i̧skinin niteli¼gi bu tan¬mlarda belirtilmemi̧stir. Asl¬nda bu tan¬mlar küme teorisinin

yarat¬c¬s¬George Cantor taraf¬ndan verilen orijinal tan¬mdan kaynaklanmaktad¬r.

Cantor 1883 de kaleme ald¬¼g¬"Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre"

isimli kitab¬nda bunu;

�Unter einer Mannigfaltigkeit oder Menge verstehe ich nämlich allgenein jedes

Viele, welches sich als Eines denken lässt, d.h. jeden Inbegri¤ bestimmter Elemente,

welcher durch ein Gesetz zu einem Ganzen verbunden werden kann.�

şeklinde ifade etmi̧stir. Cantor burada kümeyi baz¬kurallara göre bir bütün olarak

kabul edilebilecek herhangi bir objenin koleksiyonu olarak ifade etmektedir. Tüm

matematiksel nesneler, örne¼gin, ba¼g¬nt¬lar, fonksiyonlar, say¬lar vb. kavramlar birer

kümedirler. Sonuç olarak matematiksel kavramlar¬n hemen hemen hepsinde kümeler

temel rol almaktad¬r. Bu nedenle matematikte düzen ancak küme teorisi ile mümkün

olacakt¬r. Cantor�un ortaya att¬¼g¬bu yeni teori zaman¬n önde gelen matematikçi-

leri taraf¬ndan ilgi ile kaŗs¬lanm¬̧st¬r. Fakat Bertrand Russell, Cantor taraf¬ndan

verilen bir kümenin sezgisel tan¬m¬n¬n çeli̧skiler içerdi¼gini öne sürmüştür. Kuvvet

kümesi çeli̧skisi ad¬verilen en iyi bilinen çeli̧ski şöyledir; X kümesi ile tüm kümelerin
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kümesini (sonsuz elemanl¬) düşünelim. BöyleceX en büyük kümedir. P (X) iseX�in

tüm altkümelerinin kümesini belirtsin. Aç¬kt¬r ki P (X), X�ten daha fazla elem-

ana sahiptir, çünkü bir kümenin altkümelerinin say¬s¬her zaman eleman say¬s¬n-

dan büyüktür. Örne¼gin, X = f1; 2; 3g ise, P (X) = f?; f1g; f2g; f3g; f1; 2g; f1; 3g;

f2; 3g; f1; 2; 3gg biçimindedir. Dolay¬s¬yla, bu bize X ten daha büyük bir kümenin

varl¬¼g¬n¬ gösterir. Bu ise çeli̧skidir. Dolays¬yla yukar¬daki örnekten de anlaş¬la-

ca¼g¬üzere matemati¼gin temel kavram¬olan küme kavram¬Cantor�un mevcut tan¬m¬

ile çeli̧skiler içermektedir. Bu ise bir kümenin Cantor taraf¬ndan öngörüldü¼gü gibi

key� ö¼geler toplulu¼gu olamayaca¼g¬anlam¬na gelir. Bu çeli̧skileri aşmak için baz¬

matematikçiler Cantor�un küme teorisinde baz¬yenilikler önerilmi̧slerdir. Bunlar-

dan baz¬lar¬;

� Aksiyomatik küme teorisi (Axiomatic set theory) (Zermello and Fraenkel,

1904)

� Çeşitlerin teorisi (Theory of types) (Whitehead and Russell, 1910)

� S¬n¬�ar teorisi (Theory of classes) (V. Neumann, 1920)

Cantor�un teorisi üzerindeki bütün bu düzenlemeler, bir küme oluşturabilecek

nesnelerin üzerindeki k¬s¬tlamalar¬temel almaktad¬r. Burada k¬s¬tlamalar, kümenin

nas¬l inşa edilebilece¼gini söyleyen, uygun şekilde seçilen aksiyomlard¬r. Dolay¬s¬yla

bu teoriler aksiyomatik küme teorileri olarak adland¬r¬lmaktad¬r.

Öte yandan Cantor�un küme teorisini aksiyomlaşt¬rma yoluyla geli̧stirmek

yerine, baz¬matematikçiler teoriyi çeli̧skilerden kurtaracak yeni teoriler aray¬̧s¬na

girmi̧slerdir. Tamamen yeni olan bu �kirle klasik küme teorisinde oluşan bu çeli̧sk-

ilerden kurtulmaya çal¬̧sm¬̧slard¬r. Bunlardan baz¬lar¬;

� Mereloji (Mereology) (Lésniewski, 1915)

� Alternatif küme teorisi (Alternative set theory) (Vopenka, 1970)

� Penumbral küme teorisi (�Penumbral�set theory) (Apostoli and Kanada,

1999)

teorileridir. Kuşkusuz bunlardan en ilginç olan öneri, klasik küme teorisinde kul-

lan¬lan unsurlar ve kümeler aras¬ndaki üyelik ili̧skisi yerine, �bir parças¬olma�ili̧sk-

isini öneren Stanis÷aw Lésniewski taraf¬ndan ortaya at¬lan Mereloji teorisidir. Her ne

kadar bir çok teori ortaya at¬lsa bile bu teoriler hiçbir zaman matematikçiler taraf¬n-
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dan kabul görmemi̧stir. Buna ra¼gmen son zamanlarda Leiewniewski�nin mereolojisi

�lozo�ar¬n ve bilgisayar bilimcilerinin dikkatini çekmeyi başarm¬̧st¬r. (Bkz, Lech

Polkowski ve Andrzej Skowron).

Klasik küme teorisinde bir küme, elemanlar¬ taraf¬ndan benzersiz bir şek-

ilde belirlenir. Başka bir deyi̧sle, her eleman¬n kümeye ait olup olmad¬¼g¬kesindir.

Yani, bir küme kavram¬, net (kesin) bir kavramd¬r. Örne¼gin, tek say¬lar kümesi

gibi, çünkü her say¬ tek veya çifttir. Bu matematikte net kavramlar kullan¬l-

mas¬ zorunlulu¼gunu göstermektedir, aksi takdirde kesin bir çözümleme mümkün

de¼gildir. Bununla birlikte, y¬llarca �lozo�ar belirsiz (kesin olmayan) kavramlarla

ilgilenmi̧slerdir. Örne¼gin, tek say¬lar kümesinin aksine, güzel bir resim kavram¬be-

lirsizdir, çünkü tüm resimleri güzel ve güzel de¼gil gibi iki s¬n¬fa ay¬ramay¬z. Hatta

baz¬ resimlerin güzel olup olmad¬¼g¬na dahi karar veremeyiz. Dahas¬ ki̧siye göre,

bak¬̧s aç¬s¬na göre, duygusal de¼gi̧sikliklere göre güzellik kavram¬de¼gi̧siklik gösterir.

Dolay¬s¬yla güzellik kesin de¼gil belirsiz bir kavramd¬r. Konuşma dilinde kulland¬¼g¬m¬z

hemen hemen bütün kavramlar belirsizdir. Bu nedenle, konuşma diline dayal¬ç¬kar¬m

mant¬¼g¬, klasik mant¬¼ga de¼gil belirsiz kavramlara dayanmal¬d¬r. Sonuç olarak belir-

sizlikler �lozo�ar ve bilgisayar bilimcileri için önemli bir yere sahiptir. Bu nedenle

küme teorisi üzerinde tart¬̧s¬lan başka bir konu ise belirsizlik olmuştur. Belirsiz-

lik kavram¬ilk olarak 1893�te modern mant¬¼g¬n babas¬olarak kabul edilen Gottlob

Frege�nin taraf¬ndan formüle edilen s¬n¬r bölgesi yaklaş¬m¬kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r.

Gottlob Frege ye göre matematik, tüm kavramlar¬n¬n (küme dahil) kesin olmas¬n¬

gerektirir. Fakat yukar¬da de¼gindi¼gimiz gibi �lozo�ar ve bilgisayar bilimciler için

belirsiz kavramlar¬n kendine özgü matemati¼ginin olmas¬gerekmektedir. Bu belirsiz-

likler üzerinde Lot� Zadeh taraf¬ndan ortaya at¬lan bulan¬k küme kavram¬ilk ve en

başar¬l¬yaklaş¬md¬r. Bu yaklaş¬mda kümeler, kümenin klasik tan¬m¬nda kullan¬lan

kesin üyeli¼gin aksine k¬smi üyelik ile tan¬mlanmaktad¬r. Zadeh�in yaklaş¬m¬nda, bir

eleman¬n kesinlikle bir kümeye ait olup olmamas¬gereklili¼gi bulunan klasik küme

teorisinin aksine, k derecesi ile (0 � k � 1) bir kümeye ait olabilir. Örne¼gin,

klasik küme teorisinde bir birey kesinlikle hasta veya sa¼gl¬kl¬olabilir, ancak bulan¬k

küme teorisinde birinin % 60 (yani 0.6 derecesinde) hasta (veya sa¼gl¬kl¬) oldu¼gunu

söyleyebiliriz. Böylece bulan¬k üyelik fonksiyonu x 2 X için �A(x) 2 (0; 1) biçi-
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minde gösterilebilir. Bulan¬k küme tan¬m¬ileri matematiksel kavramlar, reel say¬lar

ve fonksiyonlar içermektedir; oysa klasik küme teorisinde ki küme kavram¬, tüm

matemati¼gin temeli olarak kullan¬l¬r. Örne¼gin, say¬lar ve fonksiyonlar gibi matem-

atiksel kavramlar¬türetmek için kullan¬l¬r. Bu nedenle bulan¬k küme teorisi, klasik

küme teorisinin yerine geçemez, çünkü bulan¬k kümeleri tan¬mlamak için yine klasik

küme teorisine ihtiyaç duyulmaktad¬r. Bulan¬k küme teorisi ve uygulamalar¬ son

y¬llarda oldukça yayg¬n bir şekilde geli̧smi̧stir. Bu teori dünya çap¬nda özellikle

uygulamal¬bilimler, dil bilimciler ve �lozo�ar taraf¬ndan kabul görmüştür.

Bir başka teori olan Kaba küme teorisi ise üyelik yoluyla de¼gil, kümenin s¬n¬r

bölgelerini kullanarak belirsizli¼gi ifade etmektir. Bu teoriye göre bir kümenin s¬n¬r

bölgesi boşsa, küme kesindir, aksi takdirde küme kabad¬r (tam olmayan). Bir kü-

menin boş olmayan s¬n¬r bölgesi, kümeyle ilgili bilgimizin kümeyi tam olarak tan¬m-

lamak için yeterli olmad¬¼g¬anlam¬na gelir. Kaba küme teorisi bulan¬k küme teorisine

benzer şekilde, klasik küme teorisine bir alternatif de¼gil, içine gömülüdür. Fakat kaba

kümeler, bulan¬k küme teorisinde oldu¼gu gibi, k¬smi bir üyelikle de¼gil, kümenin s¬n¬r

bölgesindeki belirsizli¼gin yaklaş¬mlarla belirlenmesi ile karakterize edilmesidir. Bu

yaklaş¬mlar topolojideki iç ve kapan¬̧s i̧slemleri ile çak¬̧smaktad¬r. Kabul edelim ki X

kümesi nesnelerin bir evreni ve X in elemanlar¬hakk¬ndaki bilgi eksikli¼gimizi temsil

eden bir R ba¼g¬nt¬m¬z oldu¼gunu varsayal¬m. Hatta daha da ileri gidersek R�nin bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬oldu¼gunu kabul edelim. X in bir A alt kümesi için A kümesini

R�ye göre karakterize edersek.

A kümesininR�ye göre alt yaklaş¬m¬, A n¬n kesin eleman¬olan denklik s¬n¬�ar¬n¬n

birleşimidir.

A kümesinin R�ye göre üst yaklaş¬m¬, A n¬n hem kesin hem de k¬smi olarak

eleman¬olan denklik s¬n¬�ar¬n¬n birleşimidir.

A kümesinin R�ye göre s¬n¬r bölgesi ise, A n¬n k¬smi olarak eleman¬ olan

denklik s¬n¬�ar¬n¬n birleşimi olarak tan¬ml¬d¬r.

Son zamanlarda belirsizliklerin incelenmesinde ortaya at¬lan bir başka teoride

yak¬n küme teorisidir. Yak¬n küme teorisi, 2002 y¬l¬nda Z. Pawlak ve J. F. Peters

taraf¬ndan yaz¬lan �How Near� adl¬bir şiirden esinlenerek tan¬mlanm¬̧st¬r. Şiirin

temas¬, insan¬n yak¬nl¬k alg¬s¬, kar tanelerinin a¼gaçlara yak¬nl¬¼g¬ve buz sark¬tlar¬n¬n
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zemine yak¬nl¬¼g¬ile ilgili görüntüleri aktarmas¬d¬r. Dolay¬s¬yla yak¬nl¬k kavram¬ile

günlük hayat¬m¬zda s¬kça kaŗs¬laş¬r¬z. Nesneler, olaylar vb. kavramlar aras¬ndaki il-

i̧skiyi yorumlar¬z. Asl¬nda buradaki ili̧ski fonksiyonel bir ili̧ski olarak düşünülebilir.

Buradaki fonksiyonlar nesnelerin ortak özelliklerini eşleştiren dönüşümlerdir. Öte

yandan topolojide ise proximity uzaylar¬nda yak¬nl¬k kavram¬kaŗs¬m¬za ç¬kar. Bu

alanda ilk makale Friguyes Riesz�in 1908�deki iki kümenin yak¬nl¬¼g¬ üzerine olan

makalesidir. Yak¬n küme teorisi ise yukar¬da bahsi geçen kaba küme teorisinin

daha genel bir halidir. Bu teoride indirgenemezlik ba¼g¬nt¬s¬, kaba kümelerdeki her-

hangi bir denklik ba¼g¬nt¬s¬ile de¼gil nesne özelliklerini veren fonksiyonlar¬n her bir alt

kümesinin oluşturdu¼gu denklik ba¼g¬nt¬lar¬yard¬m¬yla kurulur. Kaba küme teoriye

nazaran yak¬n kümede bulunan yak¬nl¬k eşlikten ziyade nesnelerin ortak özelliklerini

nitelemektir. Bu ortak özellik say¬s¬ne kadar fazla ise nesneler birbirine o kadar

yak¬nd¬r. Örne¼gin içerisinde bir mavi bir k¬rm¬z¬araba ve bir mavi bir k¬rm¬z¬top

bulunan oyuncak kutusunu düşünelim. Bir çocu¼ga bir oyuncak getir dedi¼gimizde

nesneyi tan¬mlayamayacakt¬r. Fakat bir mavi oyuncak getir dedi¼gimizde nesneyi

daha iyi alg¬layabilirken, bir mavi top getir dedi¼gimizde nesneye en yak¬n tan¬m¬

vermi̧s oluruz. Yak¬n küme tan¬m¬ilk olarak J. Peters taraf¬ndan "Near sets. Spe-

cial theory about nearness of objects" isimli makalede tam anlam¬yla bahsedilmi̧stir.

Bu makaleden sonra bir çok araşt¬rmac¬bu yeni küme teoriyi matemati¼gin ve çeşitli

bilim dallar¬n¬n bir çok alan¬nda etkin bir şekilde çal¬̧sm¬̧slard¬r.

Özetle, belirsizlik kavram¬klasik matemati¼gin izin vermedi¼gi, felsefenin ilgi

alan¬, bilgisayar bilimlerinin de vazgeçilmez bir kavram¬d¬r.

Belirsizlikler üzerine iki önemli teori olan kaba kümeler ve yak¬n kümeler

üzerine olan bu tez iki ana bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölümde literatürde

kaba küme teorisi ile ilgili baz¬çal¬̧smalardan bahsedilecektir. ·Ikinci bölümde ise

yak¬n kümeler tan¬t¬lacak ve Atmaca taraf¬ndan tan¬mlanan r-yak¬n topolojik uzay-

lar konusu ele al¬nacakt¬r. Son olarak bu uzaylar¬n sa¼glad¬¼g¬topolojik kavramlar ile

bu uzaylardaki dizilerin yak¬nsakl¬¼g¬kavramlar¬tan¬t¬lacakt¬r.
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2. KABA KÜMELER

Bu bölümde belirsizliklerin incelenmesinde önde gelen teorilerden biri olan kaba

(rough) küme teorisi tan¬t¬lacakt¬r. Kaba küme teorisi 1982 de Pawlak taraf¬n-

dan tan¬mlanm¬̧st¬r. K¬sa süre içerisinde bu teori matemati¼gin ve belirsizlik içeren

problemlerin kullan¬ld¬¼g¬bilim dallar¬n¬n çeşitli alanlar¬nda kullan¬lm¬̧st¬r. K¬saca

kaba küme bir kümenin elemanlar¬n¬evrenin üzerinde tan¬ml¬bir denklik ba¼g¬nt¬s¬

yard¬m¬yla iki farkl¬yaklaş¬m olarak ifade edilmesidir. Bu iki yaklaş¬m alt ve üst

yaklaş¬m olarak adland¬r¬l¬r. Kabaca alt yaklaş¬m kümenin altkümesi olan denklik

s¬n¬�ar¬n¬n birleşimi iken, üst yaklaş¬m küme ile arakesiti boştan farkl¬olan denklik

s¬n¬�ar¬n¬n birleşimi olarak tan¬mlan¬r.

2.1 Temel Kavramlar

Tan¬m 2.1.1 (Pawlak, 1982) X objelerin bir kümesi, A � X ve X üzerinde bir

"R" denklik ba¼g¬nt¬s¬verilsin. Bu durumda A kümesinin alt ve üst yaklaş¬mlar¬;

R(A) = fx 2 X : [x]R � Ag = [
[x]R�A

[x]R

R(A) = fx 2 X : [x]R \ A 6= ?g = [
[x]R\A6=?

[x]R

biçiminde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.1.2 (Pawlak, 1982) X objelerin bir kümesi, A � X ve X üzerinde bir

"R" denklik ba¼g¬nt¬s¬ verilsin. Bu durumda A kümesinin s¬n¬r, pozitif ve negatif

yaklaş¬mlar¬;

BNR(A) = R(A)�R(A)

POSR(A) = R(A)

NEGR(A) = U �R(A)

biçiminde tan¬mlan¬r.

Yukar¬da verilen tan¬mlara göre kümenin s¬n¬r bölgesi de üst ve alt yaklaş¬m-

lar¬n aras¬ndaki farktan oluşmaktad¬r. Bunlar Şekil de aç¬k bir şekilde görülmekte-

dir.
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Örnek 2.1.1 X = fa; b; c; d; eg ve X üzerinde R = f(a; a); (a; b); (b; a) ; (b; b);

(c; c); (c; d); (d; c); (d; d); (e; e)g denklik ba¼g¬nt¬s¬verilsin. Buna göre R nin denklik

s¬n¬�ar¬aşa¼g¬daki gibidir.

[a]R = [b]R = fa; bg

[c]R = [d]R = fc; dg

[e]R = feg

A = fb; c; dg � X kümesini üst yaklaş¬m¬, alt yaklaş¬m¬ve s¬n¬r bölgesi

R (X) = fa; b; c; dg

R (X) = fc; dg

BNR(X) = R(X)�R(X) = fa; bg

biçimindedir.

Örnek 2.1.2 (Aktaş ve Ça¼gman,2005) U = fx1; x2; x3; x4; x5; x6; x7; x8; x9; x10g ob-

jelerin bir kümesi, F = fa1; a2; a3g de¼gişkenlerin kümesi ve Va1 = f1; 2; 3g; Va2 =

f1; 2g; Va3 = f1; 2; 3; 4g kümeleri de her bir de¼gişkenin ald¬¼g¬ de¼gerlerin kümesini

göstersin. Yukar¬da verilen 10 obje için elde edilen üç sonucu bir matris formunda

aşa¼g¬daki gibi verelim. Ayr¬ca bu sistem için fa fonksiyonu tablodaki gibi verilir.
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yukar¬daki şekilde verilen verilere göre [xi]R, xi eleman¬n¬n denklik s¬n¬f¬n¬göstermek

üzere [xi]R = fxj : xj; xi ile ayn¬de¼gerlere sahip; 1 � i � 10 ve 1 � j � 10g şeklinde

tan¬mlans¬n. Buna göre

[x1]R = [x3]R = [x9]R = fx1; x3; x9g

[x2]R = [x7]R = [x10]R = fx2; x7; x10g

[x4]R = fx4g

[x5]R = [x8]R = fx5; x8g

[x6]R = fx6g

denklik s¬n�ar¬elde edilir. U nun A = fx1; x3; x4; x5; x9g altkümesinin alt yaklaş¬m¬,

üst yaklaş¬m¬ve s¬n¬r¬

R(A) = fx1; x3; x4; x5; x8; x9g

R(A) = fx1; x3; x4; x9g

BNR(A) = fx5; x8g

biçimindedir.

Önerme 2.1.1 (Pawlak, 1982) X objelerin bir kümesi, A;B � X ve X üzerinde

bir "R" denklik ba¼g¬nt¬s¬verilsin. Buna göre aşa¼g¬dakiler do¼grudur.

(i) R(A) � X � R(A)

(ii) R(?) = R(?) = ?
8



(iii) R(A [B) = R(A) [R(B)

(iv) R(A \B) = R(A) \R(B)

(v) R(A [B) � R(A) [R(B)

(vi) R(A \B) � R(A) \R(B)

(vii) A � B ) R(A) � R(B); R(A) � R(B)

(viii) R(XnA) = XnR(A)

(ix) R(XnA) = XnR(A)

(x) R(R(A)) = R(R(A)) = R(A)

(xi) R(R(A)) = R(R(A)) = R(A)

·Ispat. (i)

x 2 R(A) ) x 2 [
[x]R�A

[x]R

) 9[x]R için x 2 [x]R � A

) x 2 A

x 2 A ) x 2 A ve x 2 [x]R

) x 2 [x]R \ A

) x 2 [
[x]R\A6=?

[x]R

) x 2 R(A)
(ii)

R(?) = x 2 [
[x]R�?

[x]R

= 9[x]R � ? için x 2 [x]R

= ?

R(?) = [
[x]R\? 6=?

[x]R

= ?
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(iii)

x 2 R(A [B) , x 2 [
[x]R\(A[B) 6=?

[x]R

, 9[x]R \ (A [B) 6= ? için x 2 [x]R

, 9[x]R \ A 6= ? için x 2 [x]R veya 9[x]R \B 6= ? için x 2 [x]R

, x 2 R(A) veya x 2 R(B)

, x 2 R(A) [R(B):
(iv)

x 2 R(A \B) , x 2 [
[x]R�A\B

[x]R

, 9[x]R � A \B için x 2 [x]R

, 9[x]R � A için x 2 [x]R ve 9[x]R � B için x 2 [x]R

, x 2 R(A) ve x 2 R(B):

, x 2 R(A) [R(B):
(v)

x 2 R(A) [R(B) ) x 2 R(A) veya x 2 R(B)

) x 2 [
[x]R�A

[x]R veya x 2 [
[x]R�B

[x]R

) 9[x]R � A için x 2 [x]R veya 9[x]R � B için x 2 [x]R

) 9[x]R � A [B için x 2 [x]R

) x 2 R(A [B):
(vi)

x 2 R(A \B) ) x 2 [
[x]R\(A\B) 6=?

[x]R

) 9[x]R \ (A [B) 6= ? için x 2 [x]R

) 9[x]R \ A 6= ? için x 2 [x]R veya 9[x]R [B 6= ? için x 2 [x]R

) x 2 R(A) veya x 2 R(B)

) x 2 R(A) \R(B):
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(vii)

x 2 R(A) ) x 2 [
[x]R�A

[x]R

) x 2 [
[x]R�B

[x]R

) x 2 R(B)

x 2 R(A) ) x 2 [
[x]R\A6=?

[x]R

) x 2 [
[x]R\B 6=?

[x]R

) x 2 R(B)

(viii)

x 2 R(XnA) , x 2 [
[x]R�XnA

[x]R

, 9[x]R � XnA için x 2 [x]R

, 9[x]R \ A = ? için x 2 [x]R

, x =2 R(A)

, x 2 XnR(A)

(ix)

x 2 R(XnA) , 9[x]R \ (XnA) 6= ? için x 2 [x]R

, 9[x]R * A için x 2 [x]R

, x 2 R(A)

(x)

x 2 R(R(A)) , x 2 [
[x]R�R(A)

[x]R

, 9[x]R � R(A) için x 2 [x]R

, 9[x]R � [
[x]R�A

[x]R için x 2 [x]R

, x 2 [
[x]R�A

[x]R

, x 2 R(A)
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x 2 R(R(A)) , x 2 [
[x]R\(R(A)) 6=?

[x]R

, 9[x]R \ (R(A)) 6= ? için x 2 [x]R

, 9[x]R \ ( [
[x]R�A

[x]R) 6= ? için x 2 [x]R

, 9[x]R � A için x 2 [x]R

, x 2 [
[x]R�A

[x]R

, x 2 R(A)
(xi)

x 2 R(R(A)) , x 2 [
[x]R\(R(A)) 6=?

[x]R

, x 2 9[x]R \ (R(A)) 6= ? için x 2 [x]R

, x 2 9[x]R \ ( [
[x]R\A6=?

[x]R) 6= ? için x 2 [x]R

, x 2 9[x]R \ A 6= ? için x 2 [x]R

, x 2 [
[x]R\A6=?

[x]R

, x 2 R(A)

x 2 R(R(A)) , x 2 [
[x]R�R(A)

[x]R

, 9[x]R � R(A) için x 2 [x]R

, 9[x]R � ( [
[x]R\A6=?

[x]R) için x 2 [x]R

, x 2 9[x]R \ A 6= ? için x 2 [x]R

, x 2 R(A)

Rough kümeler üyelik fonksiyonu kullan¬larak da tan¬mlanabilir.

Tan¬m 2.1.3 X objelerin bir kümesi, A � X ve X üzerinde bir "R" denklik ba¼g¬n-

t¬s¬verilsin. jAj , A in eleman say¬s¬n¬göstermek üzere kaba üyelik fonksiyonu

�RA (x) =
j[x]R \ Aj
j[x]Rj

biçiminde tan¬ml¬d¬r.
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Kaba üyelik fonksiyonu x eleman¬n¬n A kümesine ait olma derecesini verir.

Burada

A \ [x]R = ? olmas¬halinde �RA (x) = 0

A \ [x]R 6= ? olmas¬halinde �RA (x) 6= 0

[x]R � A olmas¬halinde �RA (x) = 1

olaca¼g¬�RA fonksiyonun tan¬m¬ndan aç¬kt¬r.

Önerme 2.1.2 (Aktaş ve Ça¼gman,2005) X objelerin bir kümesi, A;B � X ve X

üzerinde bir "R" denklik ba¼g¬nt¬s¬verilsin. Bu durumda aşa¼g¬dakileri geçerlidir.

(i) �RA (x) = 1, x 2 R(A)

(ii) �RA (x) = 0, x 2 X �R(A)

(iii) 0 < �RA (x) < 1, x 2 BNR(A)

(iv) �RXnA (x) = 1� �RA (x)

(v) �RA[B (x) � maxf�RA (x) ; �RB (x)g ; x 2 X

(vi) �RA\B (x) � minf�RA (x) ; �RB (x)g ; x 2 X

·Ispat. (i)

�RA (x) = 1 , j[x]R \ Aj
j[x]Rj

= 1

, [x]R \ A = [x]R

, [x]R � A

, x 2 R(A)

13



(ii)

�RA (x) = 0 , j[x]R \ Aj
j[x]Rj

= 0

, j[x]R \ Aj = 0

, [x]R \ A = ?

, [x]R \XnA 6= ?

, x 2 X �R(A)
(iii)

0 < �RA (x) < 1 , 0 <
j[x]R \ Aj
j[x]Rj

< 1

, [x]R \ A � [x]R ve [x]R 6= ?

, x 2 R(A) ve x 2 R(A)

, x 2 BNR(A)
(iv)

�RXnA (x) =
j[x]R \ (XnA)j

j[x]Rj

=
j[x]R \Xj
j[x]Rj

� j[x]R \ Ajj[x]Rj

= 1� j[x]R \ Ajj[x]Rj

= 1� �RA (x)
(v)

�RA[B (x) =
j[x]R \ (A [B)j

j[x]Rj

=
j([x]R \ A) [ ([x]R \B)j

j[x]Rj

=
j[x]R \ Aj
j[x]Rj

+
j[x]R \Bj
j[x]Rj

� j[x]R \ (A \B)jj[x]Rj

� j[x]R \ Aj
j[x]Rj

veya � j[x]R \Bj
j[x]Rj

d¬r.

= maxf�RA (x) ; �RB (x)g
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(vi)

�RA\B (x) =
j[x]R \ (A \B)j

j[x]Rj

� j[x]R \ Aj
j[x]Rj

veya � j[x]R \Bj
j[x]Rj

d¬r.

= minf�RA (x) ; �RB (x)g

Sonuç 2.1.1 (Pawlak, 1982) Üyelik fonksiyonu yard¬m¬yla alt yaklaş¬m, üst yak-

laş¬m ve s¬n¬r bölgeleri

R(A) = fx 2 X : �RA (x) = 1g

R(A) = fx 2 X : �RA (x) > 0g

BNR(A) = fx 2 X : 0 < �RA (x) < 1g

biçiminde de tan¬mlanabilir.

Örnek 2.1.3 Örnek 2.1.2 ¬ göz önüne al¬rsak. A n¬n her bir eleman¬ için üyelik

de¼gerleri

�RX (x1) = �
R
X (x3) = �

R
X (x9) = 1

�RX (x2) = �
R
X (x7) = �

R
X (x10) = 0

�RX (x4) = 1

�RX (x5) = �
R
X (x8) =

1

2

�RX (x6) = 0

biçimindedir. Buna göre

R(A) = fx1; x3; x4; x5; x8; x9g

R(A) = fx1; x3; x4; x9g

BNR(A) = fx5; x8g

oldu¼gu bulunur.
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2.2 Topolojik Uzaylarda Kaba Küme Teorisi

Bölümün giri̧sinde de belirtti¼gimiz gibi kaba küme teorisi bir evrenin altkümelerinin

evren üzerinde tan¬ml¬denklik ba¼g¬nt¬s¬n oluşturdu¼gu bölüntüler yard¬m¬yla karak-

terize edilmesi ihtiyac¬ndan dolay¬ortaya at¬lm¬̧st¬r. Bu bölüntüler, yaklaş¬m uzay¬

olarak adland¬r¬lan bir K = (X;R) topolojik uzay¬n¬karakterize eder. Burada X

evren ve R bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r. ((Lin, 1992), (Pawlak, 1991)). Kaba küme

teorisindeki uzay, R nin denklik s¬n¬�ar¬ ile karakterize edilen yaklaş¬m uzay¬d¬r.

Bu topoloji, clopen (kaç¬k) topoloji olarak adland¬r¬lan türdendir. Clopen topolo-

jik uzayda aç¬k kümeler ayn¬zamanda kapal¬kümelerdir. Clopen topolojiye dijital

geometride quasi-ayr¬k topolojide denir. Lin (1992) deki çal¬̧smas¬nda bu uzaya

Pawlak uzay¬demi̧stir. Clopen topoloji geçi̧sli yaklaş¬mlar¬n bir türüdür. Ancak

yaklaş¬mlar genelde geçi̧sli olmad¬¼g¬için bu çok k¬s¬tlay¬c¬d¬r. Örne¼gin "L.A., Bat¬

L.A.ya yak¬n, L.A., Do¼gu L.A. ya yak¬n olmas¬na ra¼gmen Bat¬L.A., Do¼gu L.A. ya

yak¬n olarak düşünülemez. Bu şekilde yak¬nl¬k kurulan yaklaş¬mlar genelde geçi̧sli

de¼gildirler. Lin ((Lin, 1988), (Lin, 1990), (Lin, 1998)) deki çal¬̧smalar¬nda böyle du-

rumlar¬incelemek için komşuluklar sistemi tan¬mlad¬. Bunun için yaklaş¬m uzay¬n¬

topolojik uzay olarak alaca¼g¬z.

Bu kesimde kaba küme özellikleri topolojik kavramlarla verilecektir. A � X

olsun. A;A� ve Ab s¬ras¬yla A n¬n kapan¬̧s¬n¬, içini ve s¬n¬r¬n¬gösterir. E¼ger Ab = ?

ise A belirlidir (exact). Aksi taktirde A belirsizdir (rough)d¬r. Aç¬kca A belirlidir

ancak ve ancak A = A�dir. Pawlak uzay¬nda A � X için A ya belirsiz yada belirlidir.

Genel topolojide A � X ise A aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glar.

(i) A belirli ise yani A = A = A� ise A tamamen tan¬mlanabilirdir.

(ii) A = A�; A 6= A ise A içsel tan¬mlanabilirdir.

(iii) A 6= A�; A = A ise A d¬̧ssal tan¬mlanabilirdir.

(iv) A 6= A�; A 6= A ise A tan¬mlamazd¬r.

Önerme 2.2.1 (Lashin ve ark., 2005) A, (X; �) da belirli bir küme ve � � � 0 olsun.

Bu durumda A, � 0 ye göre de belirli kümedir.
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·Ispat. BND�A � BND� 0A ve BND�A = ? olsun. BND� 0A = ? oldu¼gundan

A � 0 de belirlidir. Başka bir deyi̧sle A; � da belirli oldu¼gundan A � da hem aç¬k hem

kapal¬ve sonuç olarak � 0 de de hem aç¬k hem kapal¬d¬r. Buradan A � 0 de belirlidir.

� 0 belirli olupta � belirli olmayan kümeye kolayca örnek verilebilir. Aç¬kt¬r ki

Cl� 0A = Cl�A, int� 0A
C = int�A

C . Bir sonraki önerme � � � 0 iken � 0 ünde belirli

olan bir kümenin � da belirli olma şart¬n¬verir.

Önerme 2.2.2 (Lashin ve ark., 2005) (X; �) bir topolojik uzay ve � � � 0 olsun.

� 0 deki her belirli küme � da da belirlidir. , 8G 2 � 0 için Cl� 0G = Cl�G

·Ispat. A � 0 da belirli oldu¼gundan Cl� 0A = A ve Cl�A = A buradan Cl� 0A = Cl�A

d¬r.

Tersine e¼ger Cl� 0A = Cl�A ve A � 0 ün de belirli olsun. A � da belirli olur.

Bir önceki bölümde tan¬mlad¬¼g¬m¬z üyelik fonksiyonu denklik s¬n¬�ar¬yard¬m¬yla

tan¬mlanm¬̧st¬. Burada ise bunu topolojik uzaylara geni̧sletilece¼giz. Sonlu A kümesi

üzerinde bir � topolojisi verilsin. � nun � taban¬na göre kaba üyelik fonksiyonu

��A(x) =
jf\Bxg \ Aj
jf\Bxgj

; Bx 2 �; x 2 X

biçiminde tan¬mlan¬r. Burada Bx, � n¬n x i içeren herhangi bir eleman¬d¬r. Farkl¬

tabanlarda ayn¬say¬y¬elde edebiliriz. Klasik topolojiden bilindi¼gi üzere bir tabanda

x bulunduran tüm elemanlar¬n kesi̧simi ile � da x i bulunduran tüm elemanlar¬n ke-

si̧simi ayn¬d¬r. E¼ger topoloji Clopen topoloji ise x noktas¬taban¬n bir tek eleman¬na

aittir. Yani taban elemanlar¬ iki̧ser iki̧ser ayr¬kt¬r. Bununla � , ayr¬k topoloji ise

üyelik fonksiyonu klasik küme teoriyi, e¼ger � , Clopen topoloji ( Quasi ayr¬k ) ise

kaba küme teoriyi verir. Şimdi üyelik fonksiyonunu aç¬klayan bir örnek verelim.

Örnek 2.2.1 (Lashin ve ark., 2005) X = f0; 1; 2; 3; 4; 5g, � = ff2g ; f3g ; f0; 1; 2g;

f2; 3; 4g ; f3; 5gg, A = f2; 4; 5g olsun. Bu durumda A n¬n � ya göre üyelik fonksiyonu

��A(0) =
jf0; 1; 2g \ f2; 4; 5gj

jf0; 1; 2gj =
1

3

��A(1) =
jf0; 1; 2g \ f2; 4; 5gj

jf0; 1; 2gj =
1

3
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��A(2) =
jf2g \ f0; 1; 2g \ f2; 3; 4g \ f2; 4; 5gj

jf2g \ f0; 1; 2g \ f2; 3; 4gj = 1

��A(3) =
jf3g \ f3; 5g \ f2; 4; 5gj

jf3g \ f3; 5gj = 0

��A(4) =
jf2; 3; 4g \ f2; 4; 5gj

jf2; 3; 4gj =
2

3

��A(5) =
jf3; 5g \ f2; 4; 5gj

jf3; 5gj =
1

2

E¼ger evren sonsuz elemanl¬ise bu üyelik fonksiyonu her bir nokta için yaln¬zca

sonlu tane minimal komşulu¼gun olmas¬anlam¬ndad¬r. Bu yerel sonlu komşuluklar

sistemine sahip uzaylar için kullan¬labilir. Kaba üyelik fonksiyonu yard¬m¬ile topolo-

jik uzaylar üzerinde bulan¬k (fuzzy) kümeler tan¬mlanabilir. A � X olmak üzere bir

(X; �) topolojik uzay¬nda kaba üyelik fonksiyonunu kullanarak eA bulan¬k kümesi
eA = f(x; ��A (x)) : 8x 2 Ug

biçiminde tan¬mlanabilir. Bu durumda yukar¬daki örnekten A = f2; 4; 5g için

eA = ��0; 1
3

�
;
�
1; 1

3

�
; (2; 1) ; (3; 0) ;

�
4; 2

3

�
;
�
5; 1

2

�	
biçimindedir.
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2.3 Ba¼g¬nt¬lar¬n Topolojisinde Kaba Küme Teorisi

Bir önceki bölümde de belirtti¼gimiz gibi Lin genel durumlar¬ ele almak için

komşuluklar sistemi biçimselli¼gini inceledi. Burada R ikili ba¼g¬nt¬s¬ndan do¼grulan

topolojiyi düşünece¼giz. X sonlu evren ve R, X üzerinde bir ba¼g¬nt¬olsun. Bir x 2 X

eleman¬n sa¼g komşulu¼gu

xR = fy : xRyg

biçiminde tan¬mlan¬r. x in sa¼g komşulu¼gu xR dir. Bununla birlikte xR, xR

deki herhangi bir eleman¬n sa¼g komşulu¼gu olmayabilir. Asl¬nda xR yi sa¼g komşu-

luk olarak kabul eden tüm elemanlar¬n kümesi, xR nin merkezi olarak adland¬r¬l¬r.

Bütün merkezlerin koleksiyonu X in bir parçalan¬̧s¬d¬r. (Bkz Lin (1998))

Konun devam¬nda sa¼g komşuluklar yard¬m¬ile do¼grulan topoloji ele al¬nacak-

t¬r. Bu düşünceyle aç¬k küme olman¬n do¼gas¬gere¼gi xR topolojik anlamda her nok-

tas¬n¬n komşulu¼gu olan bir aç¬k kümedir. S = fxR : x 2 Ug sa¼g komşuluklar ailesini

alttaban kabul eden � topolojisini ele alal¬m. S ailesi � topolojisinin alttaban¬olarak

SR = fxR : x 2 Ug ile gösterilecek ve Sx = fG 2 SR : x 2 Gg yaz¬lacakt¬r.

Bir alttaban¬n elemanlar¬n¬n bütün sonlu kesi̧simlerinin ailesi bir taband¬r.

Kaba üyelik fonksiyonu alt taban yard¬m¬ile

��A(x) =
jf\Sxg \ Aj
jf\Sxgj

x 2 Sx , Sx 2 S

biçiminde formülize edilebilir. Bu kaba üyeli¼gi rough küme teorisinden yada Lin in

sa¼g komşuluklar¬n¬n kaba üyelik fonksiyonundan oldukça farkl¬d¬r. Lin \Sx yerine

tek olan xR denklik s¬n¬�ar¬n¬kullanm¬̧st¬r. Aşa¼g¬daki örnekte de görülece¼gi üzere

bir y 2 U birden fazla Sx e ait olabilir. Ayr¬ca Sx lerden biri ve xR ayn¬kümel-

erdir. Bununla beraber Sx, � topolojisinde x in bir aç¬k komşulu¼gu iken xR bir sa¼g

komşuluktur ve tektir, yani farkl¬d¬rlar.

Örnek 2.3.1 (Lashin ve ark., 2005) X = f0; 1; 2; 3; 4; 5g ve 0R = 1R = f0; 1; 2g

2R = 3R = f2; 3g 4R = f3; 4g 5R = f5g olsun. S = ff0; 1; 2g ; f2; 3g ; f3; 4g ; f5gg
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alt taban¬için � = ff0; 1; 2g ; f2; 3g ; f3; 4g ; f5g ; f2g ; f3gg taban¬elde edilir. Bu ta-

ban ait topoloji � = fU;?; f0; 1; 2g ; f2; 3g ; f3; 4g ; f5g ; f2g ; f3g ; f0; 1; 2; 3g ; f0; 1; 2; 3; 4g ;

f0; 1; 2; 5g ; f2; 3; 4g ; f2; 3; 5g ; f3; 4; 5g ; f2; 5g ; f3; 5g ; f2; 3; 4; 5gg biçimindedir. A =

f0; 1; 2; 3g için

��A(0) =
jf0; 1; 2g \ f0; 1; 2; 3gj

jf0; 1; 2gj = 1 ��A(1) =
jf0; 1; 2g \ f0; 1; 2; 3gj

jf0; 1; 2gj = 1

��A(2) =
jf2g \ f0; 1; 2; 3gj

jf2gj = 1 ��A(3) =
jf3g \ f0; 1; 2; 3gj

jf3gj = 1

��A(4) =
jf3; 4g \ f0; 1; 2; 3gj

jf3; 4gj =
1

2
��A(5) =

jf5g \ f0; 1; 2; 3gj
jf5gj = 0

d¬r. Buradan eA = f(0; 1) ; (1; 1) ; (2; 1) ; (3; 1) ; (4; 1=2); (5; 0)g oldu¼gu bulunur.
Kaba üyelik fonksiyonundan alt yaklaş¬m, üst yaklaş¬m, negatif ve s¬n¬r böl-

geleri;

R(A) = A� = f0; 1; 2; 3g

R(A) = A = f0; 1; 2; 3; 4g

NEGR (A) = f5g

BNDR(A) = f4g

biçiminde oldu¼gu elde edilir. � da kapan¬̧s ve iç tan¬mlar¬ndan A n¬n içi ve kapan¬̧s¬

A� = [fG : G � da aç¬k küme ve G � Ag = f0; 1; 2g [ f2; 3g [ f2g [ f3g =

f0; 1; 2; 3g

A = \fF : F � da kapal¬küme ve F � Xg = X\f0; 1; 2; 3; 4g = f0; 1; 2; 3; 4g

biçimindedir.
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3. YAKIN KÜMELER

Literatürde yak¬nl¬k kavram¬ndan daha öncelerde bahsedilmesine ra¼gmen yak¬n küme

kavram¬ilk olarak J. Peters taraf¬ndan 2007 de "Near sets. Special theory about

nearness of objects" isimli makalede verilmi̧stir. Peters bu makalesinde nesnelerin

ortak özelliklerini veren fonksiyonlar yard¬m¬yla oluşturdu¼gu ay¬rt edilmezlik ba¼g¬n-

t¬s¬ ile yak¬n yaklaş¬m uzay¬n¬kurmuştur. Peters�in bu makalesini takiben birçok

araşt¬rmac¬, yak¬n yaklaş¬m uzay¬n¬ temel alarak bu yeni küme teorisini, matem-

ati¼gin çeşitli alanlar¬na uygulam¬̧st¬r.

Öte yandan matematikteki yak¬nl¬k kavram¬ise ilk olarak komşuluk kavram¬

ile kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r. Komşuluk �kabaca bir noktaya belirli bir ölçüde yak¬n

olan elemanlar¬n kümesi� olarak tan¬mlanabilir. Hatta klasik matemati¼gin d¬̧s¬na

ç¬k¬lacak olunursa herhangi bir metrik uzayda noktalar aras¬ndaki uzakl¬k kavram¬

yard¬m¬yla da yak¬nl¬ktan bahsedilebilir. Topolojik uzaylarda ise aç¬k küme kavram¬

noktalar¬n yak¬nl¬¼g¬n¬ söylemenin do¼gal bir yoludur. Bu yak¬nl¬k kavram¬metrik

uzaylardan ba¼g¬ms¬z olarak bir uzakl¬¼ga ba¼gl¬ kalmaks¬z¬n ayn¬ kümenin eleman¬

olma durumudur. K¬sacas¬yak¬nl¬k kavram¬n¬n topolojik uzaylar¬n kuruluşunun bir

temel yaklaş¬m¬oldu¼gu söylenebilir.
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3.1 Temel Kavramlar

Bu bölümde yak¬n kümelerin özellikleri ve baz¬tan¬mlar¬n¬verece¼giz.

Nesne Tan¬mlamas¬

Tan¬mlamada Kullan¬lan Gösterimler

Sembol Anlam¬

R Reel Say¬lar Kümesi

O Alg¬sal nesnelerin Kümesi

X X � O örnek nesnelerin kümesi

x x 2 O örnek nesne

F nesne özelliklerini temsil eden fonksiyonlar kümesi

B B � F

� � : O ! RL, nesne tan¬m¬

L tan¬m uzunlu¼gu

i i � L

'i 'i 2 B burada �i : X ! R ç¬kar¬m fonksiyonu

�(x) �(x) = ('1(x); '2(x); :::; 'L(x))

Çevremizde olan nesneleri tan¬mlar¬ile biliriz. Bir x 2 O nesnesinin tan¬mla-

mas¬denildi¼ginde �(x) fonksiyonel de¼ger dizisinden bahsedilir. Burada önemli olan

nesneyi tan¬mlamak için 'i : O ! R bileşen fonksiyonlar¬n¬n seçimidir. Burada

verilen fonksiyon say¬s¬ne kadar azsa nesnenin tan¬m¬o kadar zay¬ft¬r. Örne¼gin; '1

fonksiyonu büyüklü¼gü tan¬mlayan bir fonksiyon olsun. Büyük bir cisim denildi¼ginde

akl¬m¬za birden fazla cisim gelmektedir. Devam edecek olursak '2 fonksiyonu canl¬

olsun. Bu fonksiyonun de¼geri bizim nesnemize daha da yak¬nlaşt¬r¬r. Bu şekilde

fonksiyonlar¬ ço¼galtarak nesnenin en yak¬n tan¬m¬n¬ verebiliriz. Kabul edelim ki

B � F nesnenin özelliklerini yeterince sunan fonksiyonlar¬n bir kümesi olsun. O

halde bu B kümesi üzerinde verilen 'i fonksiyonlar¬bize nesne hakk¬nda yak¬n bir

tan¬mlama verecektir. Yani �(x) = ('1(x); '2(x); :::; 'L(x)) biçiminde bir vektör

de¼gerli fonksiyon tan¬mlarsak bu tan¬mlama nesnenin tan¬mlamas¬nda temel teşkil

edecektir.

Nesnelerin yak¬nl¬¼g¬
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Tan¬mlamada Kullan¬lan Gösterimler

Sembol Anlam¬

sB sB= f(x; x0) : '(x) = '(x0); 8' 2 Bg

[x]B [x]B = fx0 2 X : x sB x0g Denklik s¬n¬f¬

O= sB O= sB= f[x]B : x 2 Og Bölüm kümesi

�'i �'i = j'i(x)� 'i(x0)j

Tan¬m 3.1.1 (Peters 2007) x; x0 2 O;B � F olsun. Bu durumda

sB= f(x; x0) 2 O �O : �'i = 0; 8'i 2 Bg

biçiminde tan¬ml¬sBba¼g¬nt¬s¬na O üzerinde ay¬rt edilemezlik ba¼g¬nt¬s¬denir.

Yukar¬daki tan¬mda verilen denklik ba¼g¬nt¬s¬nda ayn¬denklik s¬n¬f¬nda bulu-

nan x ve x0 nesnelerinin tan¬mlamalar¬n¬n hepsinin ayn¬ oldu¼gu yani nesnelerin

birbirleri ile çok yak¬n olduklar¬hatta ayn¬olduklar¬söylenebilir.

Tan¬m 3.1.2 (Peters 2007) B � F nesnelerin özelliklerinin veren fonksiyonlar¬n

kümesi ve x; x0 2 O olsun. E¼ger bir 'i 2 B için �'i = 0 ise x ve x
0 nesneleri bir-

birlerine minimal olarak yak¬nd¬r denir ve x sf'ig x
0 ile gösterilir. Bu tan¬mlamaya

"Yak¬nl¬k Tan¬mlama Prensibi (Nearness Description Principle- NDP)" denir.
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Temel Yakla̧s¬m Uzay¬

Tan¬m 3.1.3 (Peters 2007) O alg¬lanabilir nesnelerin kümesi, F nesne özelliklerini

belirleyen fonksiyonlar¬n kümesi, B � F ve sBay¬rt edilmezlik ba¼g¬nt¬s¬ise FAS =

(O;F;sB) üçlüsüne temel yaklaş¬m uzay¬denir.

Tan¬m 3.1.4 (Peters 2007) (O;F;sB) bir temel yaklaş¬m uzay¬ve A � O olsun.

(1) A in alt kümesi olan [x]B 2 O= sBelemanlar¬n¬n birleşimine A kümesinin

B alt yaklaş¬m¬denir ve

B�A = [
[x]B�A

[x]B

ile gösterilir.

(2) A ile arakesiti boştan farkl¬olan [x]B 2 O= sBelemanlar¬n¬n birleşimine

A kümesinin B alt yaklaş¬m¬denir ve

B�A = [
[x]B\A6=?

[x]B

ile gösterilir.

(3) A n¬n s¬n¬r bölgesi BndBA ile gösterilir ve

BndBA = B
�AnB�A = fx 2 O : x 2 B�A ve x =2 B�Ag

biçiminde tan¬ml¬d¬r.

Yukar¬daki tan¬m dikkatle incelenirse temel yaklaş¬m uzay¬ile kaba kümenin

karakterize etti¼gi evren benzerlik gösterir. Kaba kümeler evrenin üzerindeki denklik

ba¼g¬nt¬s¬ ile kurulurken temel yaklaş¬m uzay¬ nesne özelliklerini veren fonksiyon-

lar yard¬m¬ ile oluşturulan fonksiyonlar yard¬m¬ ile kurulur. Bu ba¼glamda temel

yaklaş¬m uzay¬ile kaba kümeler aras¬nda yak¬n bir ili̧ski vard¬r. Bu nedenle Yak¬n

küme teoriye Kaba küme teorinin bir geni̧slemesi gözü ile bak¬labilir. Çünkü denklik

ba¼g¬nt¬lar¬temel yaklaş¬m uzay¬ndaki gibi fonksiyonel olarak da üretilebilir. Şimdi

yak¬n küme teorinin temelini teşkil eden yak¬n yaklaş¬m uzay¬n¬ve alt yaklaş¬m, üst

yaklaş¬m ve s¬n¬r bölgelerini tan¬mlayal¬m.
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Yak¬n Yakla̧s¬m Uzay¬

Tan¬mlamada Kullan¬lan Gösterimler

Sembol Anlam¬

B B � F

Br r � jBj nesne özelliklerini veren B nin r li kombinasyonu

sBr Br üzerinde tan¬ml¬ay¬rt edilmezlik ba¼g¬nt¬s¬

[x]Br [x]Br = fx0 2 X : x sBr x0g denklik s¬n¬f¬

O= sBr O= sBr= f[x]Br : x 2 Og Bölüm kümesi

Nr(B) Nr(B) = fO= sBr : Br � Bg her bir kombinasyon için bölüntü kümesi

Nr(B)�A Nr(B)�A = [
[x]Br�A

[x]Br alt yaklaş¬m

Nr(B)
�A Nr(B)

�A = [
[x]Br\A6=?

[x]Br üst yaklaş¬m

O alg¬lanabilir nesnelerin kümesi, F nesne özelliklerini belirleyen fonksiy-

onlar¬n kümesi olsun. Br � B � F ve jBrj = r olmak üzere her bir Br alt

fonksiyon kümesi için ay¬rt edilmezlik ba¼g¬nt¬s¬ tan¬mlanabilir bu ba¼g¬nt¬y¬sBr
ile gösterelim. Bu ba¼g¬nt¬O alg¬lanabilir nesneler kümesinin her bir Br kombinasy-

onu için temel yaklaş¬m uzay¬ndan farkl¬bir ayr¬̧s¬n oluşmas¬na yol açar. Burada

sBrba¼g¬nt¬s¬O alg¬lanabilir nesneler kümesini [x]Br yak¬nl¬k s¬n¬�ar¬na ay¬r¬r ve

O= sBr= f[x]Br : x 2 Og kümesi bölüm kümesidir. Sonuç olarak her bir Br alt

fonksiyon kümesi için ayr¬̧s¬m oluşaca¼g¬ndan Nr(B) = fO= sBr : Br � Bg her bir

kombinasyon için bölüntü kümesi elde edilir.

Tan¬m 3.1.5 (Peters 2007) O alg¬lanabilir nesnelerin kümesi, F nesne özellik-

lerini belirleyen fonksiyonlar¬n kümesi, B � F olsun. NAS = (O;F;sBr ; Nr(B))

dörtlüsüne yak¬n yaklaş¬m uzay¬denir.

Tan¬m 3.1.6 (Peters 2007) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir temel yaklaş¬m uzay¬ve A � O

olsun.

(1) A in alt kümesi olan [x]Br 2 O= sBrelemanlar¬n¬n birleşimine A kümesinin

Br altyaklaş¬m¬denir ve
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Nr(B)�A = [
[x]Br�A

[x]Br

ile gösterilir.

(2) A ile arakesiti boştan farkl¬olan [x]Br 2 O= sBrelemanlar¬n¬n birleşimine

A kümesinin Br üst yaklaş¬m¬denir ve

Nr(B)
�A = [

[x]Br\A6=?
[x]Br

ile gösterilir.

Yukar¬daki tan¬mlar¬daha

Örnek 3.1.1 (Peters 2007) X = fa; b; c; d; e; g, B = f'1; '2; '3g nesne özelliklerini

temsil eden 'i : X ! R fonksiyonlar¬n¬n ailesi
a b c d e

'1 1 0 0 1 0

'2 0 0 2 1 2

'3 1 1 1 2 1

biçiminde tan¬ml¬olsun. Şimdi nesne özelliklerini veren fonksiyonlar¬n her bir r li

kombinasyonu için denklik s¬n¬�ar¬n¬oluştural¬m. Bu denklik s¬n¬�ar¬

[a]f'1g = fa; dg, [b]f'1g = fb; c; eg

[a]f'2g = fa; bg, [c]f'2g = fc; eg, [d]f'2g = fdg

[a]f'3g = fa; b; c; eg, [d]f'3g = fdg

[a]f'1;'2g = fag, [b]f'1;'2g = fbg, [c]f'1;'2g = fc; eg; [d]f'1;'2g = fdg

[a]f'1;'3g = fag, [b]f'1;'3g = fbg, [c]f'1;'3g = fc; eg, [d]f'1;'3g = fdg

[a]f'2;'3g = fa; bg, [c]f'2;'3g = fc; eg, [d]f'2;'3g = fdg

[a]f'1;'2;'3g = fag, [b]f'1;'2;'3g = fbg, [c]f'1;'2;'3g = fc; eg, [d]f'1;'2;'3g = fdg

biçiminde olacakt¬r. Buradan

N1(B) = f[a]f'1g, [b]f'1g, [a]f'2g, [c]f'2g, [d]f'2g, [a]f'3g, [d]f'3gg

N2(B) = f[a]f'1;'2g, [b]f'1;'2g, [c]f'1;'2g; [d]f'1;'2g, [a]f'1;'3g, [b]f'1;'3g, [c]f'1;'3g,

[d]f'1;'3g, [a]f'2;'3g, [c]f'2;'3g, [d]f'2;'3gg

N3(B) = f[a]f'1;'2;'3g, [b]f'1;'2;'3g, [c]f'1;'2;'3g, [d]f'1;'2;'3gg
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biçimindedir. Örne¼gin A = fb; c; dg alt kümesi için alt ve üst yaklaş¬mlar
N1(B)�A = [

[x]Br�A
[x]Br = fdg N1(B)

�A = [
[x]Br\A6=?

[x]Br = X

N2(B)�A = [
[x]Br�A

[x]Br = fb; dg N2(B)
�A = [

[x]Br\A6=?
[x]Br = fb; c; d; eg

N3(B)�A = [
[x]Br�A

[x]Br = fb; dg N3(B)
�A = [

[x]Br\A6=?
[x]Br = fb; c; d; eg

biçiminde olacakt¬r.

Teorem 3.1.1 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) bir

topolojik uzay ve r � s � jBj olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler do¼grudur.

(1) G � H ise Nr(B)�(G) � Nr(B)�(H) d¬r.

(2) Br � Bs ise [x]Bs � [x]Br dir.

·Ispat. (1) G � H olsun. Buradan Nr(B)�(G) = [
[x]Br\G6=?

[x]Br � [
[x]Br\H 6=?

[x]Br =

Nr(B)
�(H) d¬r.

(2)

[x]Br = fx0 2 X : x vBr x0g

= fx0 2 X : f(x; x0) : '(x) = '(x0); 8' 2 Brg

� fx0 2 X : f(x; x0) : '(x) = '(x0); 8' 2 Bsg

= fx0 2 X : x vBs x0g

= [x]Bs

Tan¬m 3.1.7 (Öztürk ve ark. 2019) O alg¬lanabilen nesnelerin bir kümesi, F

nesne özelliklerini veren fonksiyonlar¬n kümesi, Br bir ay¬rtedilmezlik ba¼g¬nt¬s¬ ve

Nr ayr¬̧s¬mlar¬n kümesi olsun. Bu durumda (O;F;sBr ; Nr(B)) dörtlüsüne bir zay¬f

yak¬n yaklaş¬m uzay¬denir.

Takip eden bölüm boyunca aksi belirtilmedi¼gi sürece yak¬n yaklaş¬m uzay¬

yerine zay¬f yak¬n yaklaş¬m uzay¬düşünülecektir.
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3.2 r-Yak¬n Topolojik Uzaylar

Bu bölümde ilk olarak bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬nda bulunan birX kümesi üzerindeki

topolojinin ay¬rt edilemezlik ba¼g¬nt¬s¬ile yeni küme ailelerine dönüştürülmesi amaçlan-

maktad¬r. Bu i̧slem sonucunda, mevcut topolojinin aç¬k kümeleri ili̧skili elemanlar¬n

kümesi olarak nitelendirilirse, yak¬n yaklaş¬m uzay¬yard¬m¬yla daha zay¬f ili̧skili el-

emanlara sahip başka küme aileleri elde edilecektir. Son olarak, bu yeni ailelerin

sa¼glad¬¼g¬topolojik özellikler ve topolojik kavramlar incelenecektir.

Tan¬m 3.2.1 (Atmaca 2019)(O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O

ve (X; �) bir topolojik uzay olsun. � �r = fNr(B)�(G) : G 2 �g ailesine (O;F;sBr
; Nr(B)) ailesi taraf¬ndan oluşturan r-yak¬n topoloji denir. Burada Nr(B)�(G) ele-

manlar¬na r-yak¬n aç¬k kümeler ad¬ verilir. Tümleyeni r-yak¬n aç¬k kümeler olan

kümelere r-yak¬n kapal¬kümeler denir.

Nr(B)
�(G) elemanlar¬na r-yak¬n aç¬k kümelerini aksi gerekmedi¼gi sürece gös-

terimde kolayl¬k olmas¬ aç¬s¬ndan G�r ile gösterece¼giz. �
�
r daki tüm r-yak¬n kapal¬

kümelerin ailesini ise � �kr ile gösterece¼giz.

Örnek 3.2.1 (Atmaca 2019) X = fa; b; c; d; e; fg, B = f'1; '2; '3g nesne özellik-

lerini temsil eden 'i : X ! R fonksiyonlar¬n¬n ailesi ve � = f?; X; fcg; fa; b; cg;

fc; d; e; fgg olsun. Burada 'i fonksiyonlar¬

a b c d e f

'1 0 1 0 1 0 1

'2 0 1 2 0 1 1

'3 0 1 2 3 0 1

biçiminde tan¬ml¬d¬r. Şimdi her bir r li kombinasyon için denklik s¬n¬�ar¬n¬oluştu-

ral¬m. Bu denklik s¬n¬�ar¬
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[a]f'1g = fa; c; eg; [b]f'1g = fb; d; fg

[a]f'2g = fa; dg; [b]f'2g = fb; e; fg; [c]f'2g = fcg

[a]f'3g = fa; eg; [b]f'3g = fb; fg; [c]f'3g = fcg; [d]f'3g = fdg

[a]f'1;'2g = fag; [b]f'1;'2g = fb; fg; [c]f'1;'2g = fcg; [d]f'1;'2g = fdg; [e]f'1;'2g = feg

[a]f'1;'3g = fa; eg; [b]f'1;'3g = fb; fg; [c]f'1;'3g = fcg; [d]f'1;'3g = fdg

[a]f'2;'3g = fag; [b]f'2;'3g = fb; fg; [c]f'2;'3g = fcg; [d]f'2;'3g = fdg; [e]f'2;'3g = feg

[a]f'1;'2;'3g = fag; [b]f'1;'2;'3g = fb; fg; [c]f'1;'2;'3g = fcg; [d]f'1;'2;'3g = fdg;

[e]f'1;'2;'3g = feg

biçiminde olacakt¬r. Burada her bir r li kombinasyon için denklik s¬n¬�ar¬

N1(B) = f[a]f'1g, [b]f'1g, [a]f'2g, [b]f'2g, [c]f'2g, [a]f'3g, [b]f'3g, [c]f'3g, [d]f'3gg

N2(B) = f[a]f'1;'2g, [b]f'1;'2g, [c]f'1;'2g; [d]f'1;'2g, [e]f'1;'2g, [a]f'1;'3g, [b]f'1;'3g,

[c]f'1;'3g, [d]f'1;'3g, [a]f'2;'3g, [b]f'2;'3g, [c]f'2;'3g, [d]f'2;'3g, [e]f'2;'3gg

N3(B) = f[a]f'1;'2;'3g, [b]f'1;'2;'3g, [c]f'1;'2;'3g, [d]f'1;'2;'3g, [e]f'1;'2;'3gg

biçimindedir. Şimdi � �1 1-yak¬n topolojisini oluştural¬m. Burada

N1(B)
�(?) = ? N2(B)

�(?) = ?

N1(B)
�(X) = X N2(B)

�(X) = X

N1(B)
�(fcg) = fa; c; eg N2(B)

�(fcg) = fcg

N1(B)
�(fa; b; cg) = X N2(B)

�(fa; b; cg) = fa; b; c; e; fg

N1(B)
�(fc; d; e; fg) = X N2(B)

�(fc; d; e; fg) = X

N3(B)
�(?) = ?

N3(B)
�(X) = X

N3(B)
�(fcg) = fcg

N3(B)
�(fa; b; cg) = fa; b; c; fg

N3(B)
�(fc; d; e; fg) = X

olur ve � �1 = f?; X; fa; c; egg dir. Benzer şekilde � �2 = f?; X; fcg; fa; b; c; e; fgg ve

� �3 = f?; X; fcg; fa; b; c; fg; fb; c; d; e; fgg olur.
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Yukar¬daki örnekten anlaş¬laca¼g¬üzere � �1 ve �
�
2 topoloji olmas¬na ra¼gmen �

�
3

ailesi topoloji de¼gildir. Şimdi � �r ailelerinin topoloji olma şartlar¬ndan hangilerini

sa¼glad¬¼g¬n¬gösterelim.

Teorem 3.2.1 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O

ve (X; �) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda ? ve X r-yak¬n aç¬k kümedir.

·Ispat. ?�r = ? ve X�
r = X olmas¬ndan aç¬kt¬r.

Teorem 3.2.2 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O

ve (X; �) bir topolojik uzay olsun. I key� indeks kümesi olmak üzere her i 2 I için

(Gi)
�
r 2 � �r ise [i2I(Gi)�r 2 � �r dir.

·Ispat. Her i 2 I için (Gi)�r 2 � �r olsun. Bu durumda

(Gi)
�
r = [

[x]Br\Gi 6=?
[x]Br

biçimindedir. Öte yandan

[
i2I
(Gi)

�
r = [

i2I

�
[

[x]Br\Gi 6=?
[x]Br

�
= [

[x]Br\
�
[
i2I
Gi

�
6=?
[x]Br

olur. Buradan � topoloji oldu¼gundan [
i2I
Gi 2 � yani [i2I(Gi)�r 2 � �r dir.

Tan¬m 3.2.2 (Mashour ve ark. 1983) X boştan farkl¬bir ve � � P (X) olsun. E¼ger

� key� birleşim işlemine göre kapal¬ise � ya bir supra topoloji denir.

Sonuç 3.2.1 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O

ve (X; �) bir topolojik uzay olsun. � �r aileleri bir supra topolojidir.

Teorem 3.2.3 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) bir

topolojik uzay ve r � s � jBj olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler do¼grudur.

(1) Her G 2 � için G � G�r dir.

(2) G�s � G�r

(3) G 2 � ve x0 2 G ise G�r, x0 ¬n bir komşulu¼gudur.
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·Ispat. (1) G = [
x2G
fxg � [

[x]Br\G6=?
[x]Br = G

�
r

(2) G�r = [
[x]Br\G6=?

[x]Br � [
[x]Bs\G6=?

[x]Bs = G
�
s

(3) Teorem 3.1.1(2) den aç¬kt¬r.

Tan¬m 3.2.3 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O,

U � X ve (X; �) bir topolojik uzay olsun. E¼ger x 2 X için x 2 G � G�r � N olacak

biçimde G�r 2 � �r varsa bu U kümesine x eleman¬n¬n r-yak¬n komşulu¼gu denir. E¼ger

U r-yak¬n aç¬k küme ise U ye r-yak¬n aç¬k komşuluk ad¬verilir.

Bir x eleman¬n¬n tüm r-yak¬n komşuluklar¬n¬n ailesi U�r (x), tüm r-yak¬n aç¬k

komşuluklar¬n¬n ailesi de � �r(x) ile gösterilir.

Örnek 3.2.2 (Atmaca 2019) Örnek 3.2.1 deki yak¬n yaklaş¬m uzay¬n¬ ve � �2 =

f?; X; fcg; fa; b; c; e; fgg ele alal¬m. U�2 (b) = ffa; b; c; e; fg; Xg ve � �2(c) = fX; fcg;

fa; b; c; e; fgg biçimindedir.

Önerme 3.2.1 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O

ve (X; �) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler do¼grudur.

(1) U 2 U�r (x) ise x 2 U dir.

(2) U1 2 U�r (x) ve U1 � U2 ise U2 2 U�r (x) dir.

(3) U1,U2 2 U�r (x) ise U1 \ U2 2 U�r (x) dir.

·Ispat. (1) U 2 U�r (x) ise x 2 G � G�r � U olacak biçimde G�r 2 � �r vard¬r.

Dolay¬s¬yla x 2 U dir.

(2) U1 2 U�r (x) ve U1 � U2 ise x 2 G � G�r � U1 � U2 olacak biçimde

G�r 2 � �r vard¬r. Dolay¬s¬yla U2 2 U�r (x) dir.

(3) U1, U2 2 U�r (x) olsun. Bu durumda x 2 G � G�r � U1 ve x 2 H � H�
r �

U2 olacak biçimde G�r,H
�
r 2 � �r vard¬r. � bir topoloji oldu¼gundan G \ H 2 � ve

x 2 G \H � (G \H)�r � G�r � U1 ve x 2 G \H � (G \H)�r � H�
r � U2 elde edilir

ki bu x 2 G \H � (G \H)�r � U1 \ U2 oldu¼gunu verir.

Önerme 3.2.2 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O

ve (X; �) bir topolojik uzay olsun. U , x in bir komşulu¼gu ise Nr(B)�(U) da x in bir

r- yak¬n komşulu¼gudur.
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·Ispat. U , x in bir komşulu¼gu olsun. Bu durumda x 2 G � U olacak biçimde

G 2 � vard¬r. Öte yandan G�r = Nr(B)�(G) = [
[x]Br\G6=?

[x]Br
G�U
� [

[x]Br\U 6=?
[x]Br =

Nr(B)
�(U) oldu¼gundan x 2 G � G�r � Nr(B)�(U) olur ki istenen elde edilir.

Teorem 3.2.4 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O

ve (X; �) bir topolojik uzay ve r � s � jBj olsun. Bu durumda x0 2 X için

U 2 U�r (x0) ise U 2 U�s (x0) d¬r.

·Ispat. U 2 U�r (x0) olsun. Bu durumda x0 2 G � G�r � U olacak biçimde G�r 2 � �r
vard¬r. 3.2.3 (2) den G�s � G�r oldu¼gundan x0 2 G � G�s � G�r � U elde edilir. Bu

ise isteneni verir.

Tan¬m 3.2.4 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O,

(X; �) bir topolojik uzay olsun.

(1) A � X olmak üzere cl�rA = \fF �r : F �r r-yak¬n kapal¬ küme ve A �

F �r gkümesine A kümesinin r-yak¬n kapan¬̧s¬denir.

(2) A � X olmak üzere int�rA = [fG�r : G�r r-yak¬n aç¬k küme ve G�r �

Agkümesine A kümesinin r-yak¬n içi denir.

Örnek 3.2.3 (Atmaca 2019) Örnek 3.2.1deki yak¬n yaklaş¬m uzay¬n¬ve � �3 = f?; X; fcg;

fa; b; c; fg; fb; c; d; e; fgg 3-yak¬n topolojik uzay¬n¬ ele alal¬m. A = fa; b; c; d; fg

kümesi için int�rA = fa; b; c; fg ve cl�rA = X tir.

Teorem 3.2.5 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X �

O, (X; �) bir topolojik uzay ve A;B � X olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r.

(1) A � B ise cl�rA � cl�rB

(2) A � B ise int�rA � int�rB

·Ispat. (1)

A � B ) fF �r : F �r 2 � �kr , B � F �r g � fF �r : F �r 2 � �kr , A � F �r g

) \fF �r : F �r 2 � �kr , A � F �r g � \fF �r : F �r 2 � �kr , B � F �r g

) cl�rA � cl�rB
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(2)

A � B ) fG�r : G�r 2 � �r, G�r � Ag � fG�r : G�r 2 � �r, G�r � Bg

) [fG�r : G�r 2 � �r, G�r � Ag � [fG�r : G�r 2 � �r, G�r � Bg

) int�rA � int�rB

Önerme 3.2.3 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) bir

topolojik uzay ve A � X olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r.

(1) Xnint�rA = cl�r(XnA)

(2) Xncl�rA = int�r(XnA)

·Ispat. (1)

Xnint�rA = Xn [ fG�r : G�r r-yak¬n aç¬k küme ve G�r � Ag

= \fXnG�r : G�r r-yak¬n aç¬k küme ve G�r � Ag

= \fF �r : F �r r-yak¬n kapal¬küme ve XnA � F �r g

= cl�r(XnA)
(2)

Xncl�rA = Xn \ fF �r : F �r r-yak¬n kapal¬küme ve A � F �r g

= [fXnF �r : F �r r-yak¬n kapal¬küme ve A � F �r g

= \fG�r : G�r r-yak¬n aç¬k küme ve G�r � XnAg

= int�r(XnA)

Teorem 3.2.6 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X �

O, (X; �) bir topolojik uzay ve A � X olsun. x 2 Cl�rA ancak ve ancak her U 2

U�r (x) için U \ A 6= ? dir.

·Ispat. x 2 Cl�rA olsun. Buradan x 2 \fF �r : F �r r-yak¬n kapal¬küme ve A � F �r g

d¬r. Kabul edelim ki bir U 2 U�r (x) için U \ A = ? olsun. Buradan U 2 U�r (x)

oldu¼gundan x 2 G � G�r � U olacak biçimdeG�r 2 � �r vard¬r. Dolay¬s¬ylaG�r\A = ?

dir. F �r = XnG�r al¬rsak A � F �r ve x =2 F �r d¬r. Sonuç olarak x =2 \fF �r : F �r r-yak¬n

kapal¬küme ve A � F �r g olur ki bu çeli̧skidir.

Tersine her U 2 U�r (x) için U \ A 6= ? olsun. Kabul edelim ki x =2 Cl�rA

olsun. Bu durumda x =2 \fF �r : F �r r-yak¬n kapal¬küme ve A � F �r g d¬r. Buradan en
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az bir A y¬kapsayan F �r r-yak¬n kapal¬kümesi için x =2 F �r d¬r. G�r = XnF �r al¬rsak

G�r 2 � �r ve G�r 2 U�r (x) olur. Üstelik A � F �r oldu¼gundan A\G�r = ? olur ki bu ise

çeli̧skidir.

Tan¬m 3.2.5 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O,

(X; �) bir topolojik uzay ve A � X olsun. CoreA = fx 2 X : x 2 G � G�r � A ve

G 2 �g kümesine A kümesinin çekirde¼gi denir.

Önerme 3.2.4 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X �

O, (X; �) bir topolojik uzay ve A � X olsun. Aşa¼g¬daki kapsamlar do¼grudur.

(1) CoreA � int�rA

(2) int�rA � intA

(3) clA � cl�rA

·Ispat. (1)

x 2 CoreA ) x 2 fx 2 X : x 2 G � G�r � A ve G 2 �g

) x 2 G � G�r � A olacak biçimde G 2 � vard¬r

) x 2 G�r � A olacak biçimde G�r 2 � �r vard¬r

) x 2 int�rA

(2) x 2 int�rA olsun. Kabul edelim ki x =2 intA olsun. Bu durumda x =2

[fG 2 � : G � Ag d¬r. Buradan x i bulunduran her G aç¬¼g¬ için G * A d¬r.

Dolay¬s¬yla x i bulunduran her G�r r-aç¬¼g¬için G
�
r * A d¬r. Sonuç olarak x =2 int�rA

çeli̧skisi elde edilir.

(3) x 2 clA olsun. Kabul edelim ki x =2 cl�rA olsun. Bu durumda bir U 2

U�r (x) vard¬r öyleki U \ A = ? tur. U 2 U�r (x) ise x 2 G � G�r � U olacak biçimde

G 2 � vard¬r. Buradan U 2 U(x) ve U \ A = ? olur ki bu x =2 clA çeli̧skisini verir.

Tan¬m 3.2.6 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O,

(X; �) bir topolojik uzay ve (xn) X de bir dizi olsun. E¼ger her U 2 U�r (x0) r-

yak¬n komşulu¼gu için bir n0 2 N say¬s¬; her n � n0 için xn 2 U , olacak biçimde
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bulunabiliyorsa (xn) dizisine x0 noktas¬na r-yak¬n yak¬ns¬yor denir ve xn
r! x0 ile

gösterilir.

Örnek 3.2.4 (Atmaca 2019) X = fa; b; c; d; eg, B = f'1; '2; '3g nesne özellik-

lerini temsil eden 'i : X ! R fonksiyonlar¬n¬n ailesi ve � = f?; X; fbg; fa; bg; fc; dg;

fb; c; dg; fa; b; c; dggolsun. Burada 'i fonksiyonlar¬
a b c d e

'1 0 1 0 2 2

'2 0 1 0 1 1

'3 0 2 0 1 2

biçiminde tan¬ml¬d¬r. Şimdi her bir r li kombinasyon için denklik s¬n¬�ar¬n¬oluştu-

ral¬m. Bu denklik s¬n¬�ar¬

[a]f'1g = fa; cg, [b]f'1g = fbg, [d]f'1g = fd; eg

[a]f'2g = fa; cg, [b]f'2g = fb; d; eg

[a]f'3g = fa; cg, [b]f'3g = fb; eg, [d]f'3g = fdg

[a]f'1;'2g = fa; cg, [b]f'1;'2g = fbg,[d]f'1;'2g = fd; eg

[a]f'1;'3g = fa; cg, [b]f'1;'3g = fbg, [d]f'1;'3g = fdg, [e]f'1;'3g = feg

[a]f'2;'3g = fa; cg, [b]f'2;'3g = fb; eg, [d]f'2;'3g = fdg

[a]f'1;'2;'3g = fa; cg, [b]f'1;'2;'3g = fbg, [d]f'1;'2;'3g = fdg, [e]f'1;'2;'3g = feg

biçiminde olacakt¬r. Buradan � �1 = f?; X; fb; d; egg dir. Benzer şekilde � �2 =

f?; X; fb; eg; fa; b; c; eg; fa; c; d; egg ve � �3 = f?; X; fbg; fa; b; cg; fa; c; dg; fa; b; c; dgg

olur ve

U�1 (a) = fXg, U�2 (b) = fX; fb; d; egg, U�1 (c) = fXg, U�1 (d) = fXg,

U�1 (e) = fXg

U�2 (a) = ffa; b; c; eg; Xg, U�2 (b) = fU � X : fb; eg � Ug, U�2 (c) = fXg,

U�2 (d) = ffa; c; d; eg; Xg, U�2 (e) = fXg

U�3 (a) = fU � X : fa; b; cg � Ug, U�3 (b) = fU � X : fbg � Ug,

U�3 (c) = fU � X : fa; c; dg � Ug,

U�4 (d) = fU � X : fa; c; dg � Ug, U�2 (e) = fXg
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biçimindedir. Burada (xn) = (a; b; c; c; b; a; b; a; b; a:::) dizisi için yak¬nsama tablosu

xn ! a xn
1! a xn

2! a xn
3! a

xn 9 b xn
19 b xn

29 b xn
39 b

xn 9 c xn
1! c xn

2! c xn
39 c

xn 9 d xn
1! d xn

29 d xn
39 d

xn ! e xn
1! e xn

2! e xn
3! e

biçiminde verilebilir.

Yukar¬daki örnek incelenirse bir (xn) dizisinin yak¬nsakl¬¼g¬ile r-yak¬n topolo-

jilerde olan yak¬nsakl¬¼g¬aras¬nda bir ilişki vard¬r. Şimdi bu ilişkiyi aşa¼g¬daki teoremle

aç¬klayal¬m.

Teorem 3.2.7 (Atmaca 2019) (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X �

O, (X; �) bir topolojik uzay ve (xn); X de bir dizi olsun.

(1) Her r � s için xn
s! x0 ise xn

r! x0 d¬r.

(2) xn ! x0 ise her r � jBj için xn
r! x0 d¬r.

·Ispat. (1) r � s ve xn
s! x0 olsun. Bu durumda her U 2 U�s (x0) r-yak¬n komşulu¼gu

için bir n0 2 N say¬s¬vard¬r öyle ki her n � n0 için xn 2 U dir. Teorem 3.2.4 den

her U 2 U�s (x0) r-yak¬n komşulu¼gu için bir n1 2 N say¬s¬vard¬r öyleki her n � n1

için (xn) 2 U dir. Bu ise xn
r! x0 oldu¼gunu verir.

(2) xn ! x0 ve r � jBj olsun. Bu durumda her U 2 U(x0) komşulu¼gu için

bir n0 2 N say¬s¬vard¬r öyleki her n � n0 için xn 2 U dur. Dolay¬s¬yla her x0 ¬

bulunduran G aç¬¼g¬ayn¬zamanda bir komşuluk oldu¼gundan bir n1 2 N say¬s¬vard¬r

öyle ki her n � n1 için xn 2 G dir. Sonuç olarak her U 2 U�s (x0) r-yak¬n komşulu¼gu

için bir n1 2 N say¬s¬vard¬r öyle ki her n � n1 için xn 2 G � G�r � U dir.
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