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OZET

REGULER STURM-LIOUVILLE OPERATORU UZERINE TERS
PROBLEMLER

Gamze SAHIN
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal

Danisman: Dog. Dr. Yasar CAKMAK

2019, 76+x sayfa

Bu caligmada Regiiler Sturm-Liouville operatorii ele alimmigtir. Tez, girig ve iig
boliimden olugmaktadir. Girig boliimii, konunun énemini ve spektral teorideki yerini
gostermektedir. Birinci boéliimde, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik
kullanilan ¢nemli tanim ve teoremler verilmistir. Ikinci boliimde, verilen oper-
atoriin ¢oziimleri igin integral denklemler elde edilmis, oldukca kullanish olan in-
tegral gosterilim verilmis ve operatoriin dzdeger ve 6zfonksiyonlarinin énemli 6zel-
likleri aragtirilmigtir. Son olarak ii¢iincii boliimde, ele alinan operatér i¢in bazi ters

problemler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville operatorii, Ozdeger, Ozfonksiyon, Weyl fonksiy-

onu, Yari-ters problem, Nodal nokta.
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ABSTRACT

REGULER STURM-LIOUVILLE OPERATORU UZERINE TERS
PROBLEMLER

Gamze SAHIN

Master of Science Thesis, Department of Mathematics

Supervisor: Associate Prof. Dr. Yasar CAKMAK

2019, 76+x page

In this work Regiiler Sturm-Liouville operator is considered. This thesis consists
of introduction and three chapters. In the introduction, important of subject and
location in spectral theory are shown. In the first chapter, important definitions and
theorems which are used frequently in spectral theory of differential operators are
given. In the second chapter, integral equations has been obtained for the solution
of given operator and useful integral representation has been derived and then some
important properties of eigenvalues and eigenfunctions have been investigated. Fi-
nally,.in the third chapter, some of the inverse problems for discussing operator have

been given.

Key words: Sturm-Liouville operator, Eigenvalues, Eigenfunctions, Weyl function,

Half- Inverse problem, Nodal point.
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GIRIS
Modern fonksiyonel analiz ve uygulamalarinin ana dallarindan biri olan spektral

teori baz1 uygulamal bilimlerde énemli yere sahiptir. Ozellikle fizikte ve matema-

tiksel fizikte, diferansiyel operatorlerin spektral teorisi kargimiza ¢cikmaktadir.

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi diiz spektral problemler ve ters spek-
tral problemler olmak {iizere ikiye ayrilir. Bir diferansiyel operator verildiginde
operatoriin spektrumunun ve ozfonksiyonlarinin aranmasi ve verilen bir fonksi-
yonun bu operatoriin 6zfonksiyonlarina gore ayrisiminin incelenmesine diiz spek-
tral problem denir. Spektral analizin ters problemleri ise, verilen belirli dizilere

gore spektal karakteristikleri bu diziler olan operatoriin ingasindan ibarettir.

Fizikteki bir cok problem ters problemlere indirgenmektedir. Ornegin, meka-
nikte verilen dalga boylarina goére homojen olmayan yayda yogunluk dagiliminin
ogrenilmesi, parcaciklarin enerji seviyelerine gore parcaciklar arasindaki etkilesim
kuvvetlerinin belirlenmesi, kuantum fiziginde sagilma verilerine gére alan potan-
siyellerinin bulunmasi, jeofizikte yer alt1 madenlerinin yer altindaki elementlerin
dagilim karakteristiklerine gére belirlenmesi problemlerinin her biri birer ters

problemdir.

Matematiksel fizik ve bir ¢ok miihendislik problemi diferansiyel denklemlerden

olugan sinir deger problemlerini icermektedir. Ornegin,

_% <p(a:) j—i) +q(@)y=(2)y (0.1)

diferansiyel denklemine Sturm-Liouville denklemi, bu denklem veya bu denklem
ve farkli birtakim siir kogullar1 tarafindan iiretilen operatorlere Sturm-Liouville
operatorleri, bu operatorler i¢in konulan spektral problemlere ise Sturm-Liouville

problemleri adi verilmektedir.

1836 yilinda Sturm ve Liouville tarafindan ortaya konulan Sturm-Liouville teorisi
baglangicta 1s1 problemlerine uygulanmis olsa da giiniimiizde bir ¢ok fiziksel prob-

lemin aragtirilmasinda etkin yontemlerden biridir.



Diferansiyel operatorler regiiler ve singiiler olmak {izere iki kolda tanimlanmig
ve bu operatorlerin spektral teorisi yapilandirilmigtir. Tanim bdélgesi sonlu ve
katsayilar: siirekli fonksiyonlar olan diferansiyel operatorlere regiiler diferansiyel
operator, tanim bolgesi sonsuz veya katsayilardan bazilar1 veya tamami toplana-
bilir olmayan veya her iki durum da saglanacak sekildeki diferansiyel operatorlere
singiiler diferansiyel operator denir. XIX. yiizyilin sonlarinda ikinci mertebeden
diferansiyel operatorler icin sonlu aralikta regiiler simir sartlar: saglanacak sek-
ildeki adi diferansiyel operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi Birkoff tarafindan in-
celenmigtir. Ayrik spektruma sahip ve uzayin tamaminda tanimli operatorlerin
ozdegerlerinin dagilimi, 6zellikle kuantum mekaniginde ¢cok 6nem tagimaktadir.
Singiiler operatorler icin spektral teori ilk olarak Weyl tarafindan incelenmistir.
Integral denklemler teorisinde yapilan calismalarda, lineer cebir problemleri ve
titresim teorisi problemleri arasindaki benzerlikten faydalanan ilk olarak Hilbert
olmustur. Bunlarin sonucu olarak once /5 uzay1 sonra da genel Hilbert uzayi
kavramlar1 kurulmugtur. H Hilbert uzay1 tanimlandiktan sonra lineer self adjoint
operatorler teorisi hizla gelisgmeye baglamigtir. Daha sonra Rietsz, Neumann,
Friedrichs ve diger matematikgciler tarafindan simetrik ve self-adjoint operator-

lerin genel spektral teorisi olusturulmustur.

Diferansiyel denklemler icin ters problemler teorisinin baglangici sayilan ilk ¢caligma
Ambartsumyan’a aittir. 1929 yilinda Ambartsumyan tarafindan Sturm-Liouville

operatorleri icin ters problemlerle ilgili agagidaki teorem ispatlanmigtir:

Teorem 0.1 (Ambartsumyan, 1929) ¢ (x) , [0, 7] araliginda gercel degerli siirekli

fonksiyon olmak tizere Ag, A1, ..., Ay, ... 'ler

YV +{A—qx)}y=0, 0<z<m,
(0.2)

y (0)=y'(m)=0
probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A\, = n? (n=0,1,...) ise ¢ (z) = 0 dir.

Ambartsumyan’in bu ¢aligmasindan sonra ters problemler teorisinde gesitli prob-

lemler ortaya c¢ikmis ve bu tip problemlerin ¢oziimii icin farkli yontemler ver-



ilmistir. Bu problemlerle ilgili en énemli sonuglardan birisi Borg’ a aittir ve elde

ettigi sonug, asagidaki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 0.2 (Borg, 1945) A\g, A1, ..., Ay, ... 'ler (0.2) deki diferansiyel denklemi ve

y'(0) = hy (0) = 0

y' (m) + Hy (m) =0

(0.3)

siur kosullar ile verilen problemin; pig, fy, ..., fi,,, ... ler ise (0.2) deki diferansiyel

denklemi ve

Y (0) —hiy (0) =0

y' (m)+ Hy (m) =0

(0.3

siir kogullari ile verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde {A,}, - ve {#,},>0
dizileri, ¢ (x) fonksiyonunu ve h, hy ve H sayilarim tek olarak belirtir (b # hy ve

h, hy, H sonlu gergel sayilardir).

Borg” un bu ¢alismasinda, {A.}, 5o ve {i,},s, dizilerinin, verilen operatériin
farkh 6zdegerleri (spektrumlari) oldugu varsayilir ve operator bu diziler yardimiyla
belirlenir, yani bu tip operatoriin varligi énceden kabul edilir. Borg ayni calis-
mada, bu tip diferansiyel operatoriin tek olarak belirtilmesi igin bir tek {A,}, -,

spektrumunun yeterli olmadigini géstermistir. O yiizden de, Ambartsumyan’ in

sonucu istisna bir durum olarak diigiiniilmektedir.

Borg’ un c¢aligmasindan sonra potansiyelin ¢ (7 — z) = ¢ (z) simetriklik kogulunu
saglamasi durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatoriinii belirledigi

Levinson (1949) tarafindan ispatlanmigtir.

Doniisiim operatorleri ters problemlerin ¢oziimiinde énemli bir arag¢ olmustur. Bu
kavrami Delsarte (1938), Lions (1957) ve Levitan (1964) yaptiklar gesitli calig-

malarda kullanmiglardir.

II. mertebeden lineer diferansiyel operatorler icin ters problemler teorisinde bir
sonraki en 6nemli agamalardan birisi Marchenko (1950) tarafindan kaydedilmistir.

1950 yilinda Marchenko, ters problemlerin ¢oziimiinde Sturm-Liouville operatoriiniin



spektral fonksiyonundan yararlanmigtir.

¢(x, A) fonksiyonu (0.1) diferansiyel denkleminin
p(0,A) =1, ¢'(0,A) = h, (0.7)

baglangi¢ kosgullarimi saglayan ¢oziimii, p(z, \,) fonksiyonlar1 ise bu operatoriin

ozfonksiyonlar1 olsun. Bu durumda

™

a, = /@Q(x, An)dz (0.8)

0

sayilarina verilen operatoriin normallegtirici sayilari,

PN =Y ain

An<A

fonksiyonuna ise bu operatoriin spektral fonksiyonu denir. Marchenko, Borg’un
ispatladig1 teoremin benzerini p(\) spektral fonksiyonu yardimiyla vermigtir. Ayrica,
bu ¢ahsmada, p(\) fonksiyonun Sturm-Liouville tipinde bir diferansiyel oper-
atoriin spektral fonksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu verilmistir. Marchenko’nun
galigmalar: ile hemen hemen ayni zamanda Krein (1951), ¢alismalarinda Sturm-
Liouville tipindeki diferansiyel operatorii {\, }n>0 ve {i, tn>0 dizilerine gore be-
lirtmek icin etkili yontem vermistir. Fakat, bu calismalarda verilen gerekli ve
yeterli kogul, { A, }n>0 ve {1, }n>0 dizileri yardimiyla degil, bu dizilerin yardimiyla

kurulan yardimci fonksiyon kullanilarak verilmistir.

1951 yilinda Gelfand-Levitan (1951) galismasinda, p(A) monoton fonksiyonun
Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi i¢in gerekli ve yeterli
sartlar1 verdiler. Ayrica, bu galigmada Sturm-Liouville operatoriiniin belirtilmesi

icin etkili bir yontem verilmistir.

Diger taraftan bu ¢alismada verilen yontem klasik Sturm-Liouville operatoriiniin
{\n}nso ve {an bnso (o, > 0) dizilerine gore belirlenmesi i¢in yani, verilen dizilerin
sirastyla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve normallestirici sayilari
olmasi icin gerekli ve yeterli kosul asagida verilen klasik asimptotik egitliklerin

saglanmasidir:
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burada ag = — |h+ H + §/q(t)dt dir. Eger m ¢ift say1 ise Y72 < oo ve
T
0

> (%)2 < oo, eger m tek ise > (%)2 < oo ve Y T2 < oo dir.

Fakat, bu calismalarda ters problemin iki spektrumuna goére tam ¢oziimii ver-
ilmemistir. Regiiler Sturm-Liouville operatorleri i¢in bu problemin yani, iki spek-
truma gore regiiler Sturm-Liouville operatoriiniin belirlenmesi problemi Gasimov-
Levitan (1968) calismasinda verilmistir. Bu calismada, verilen problemin {a, },,-
normallegtirici sayilarinin iki spektruma bagl oldugunu gosteren en onemli for-

miil,
hi—h S — A
/J’n_)\nk:() lu’k:_/\n

(0.9)

oy =

seklinde elde edilmistir. Burada [] sembolii, sonsuz carpimda k = n. carpanin
bulunmadigimi gosterir. (0.9) formiilii iki spektruma gore ters problemin ¢oziimiinii
vermektedir. Gergekten de, eger {\, }n>0 ve {1, }n>0 dizileri verilmis ise (0.9) for-
miiliinden yararlanarak {O‘n}nzo sayilariin asimptotik iadesi bulunur ve Gasimov-
Levitan, (1968) ¢aligmasinin sonuglarindan yararlanarak { A, },>0 ve {ay, }n>o diziler-
ine gore ters problemin ¢oziimii verilir. Bu ise iki spektruma gore ters problemin
¢oziimii icin gerekli ve yeterli kosullar1 verecektir ve o kosullar agagidaki sekilde

siralanabilir:

1) {A\n}n>0 ve {i, }n>o dizileri ortak olarak sirahdur,
yani A\g < g < A\ < iy < Ay < g < -+ olsun.

2) A\, ve u,’ler

1
n n n

B ag  ay 1
\/M_n—n—i-g—f‘——f—O(H

n3



asimptotik formiillerine sahiptir.

3) ap # ay

Son yillarda operatorii belirlemeye yardimci olan farkl veriler siklikla kullanil-
maya baglanmigtir. Bunlarin en énemlilerinden biri Weyl fonksiyonudur. Weyl
fonksiyonu ilk olarak H. Weyl (1910) tarafindan literatiire katilmigtir. Weyl’
in adiyla anilan m fonksiyonu 6ncelikle singiiler problemler i¢in Sturm-Liouville
teorisinde standart bir ara¢ olmustur. Daha sonra regiiler problemlerde detaylica

calisilmigtar.

Brasche-Malamud-Neidhardt (2002), simetrik operatériin self adjoint geniglemelerinin

Weyl fonksiyonlarini karakterize etmislerdir.

Genel olarak, regiiler veya singiiler problemlerde iki 6zdegerler dizisi yardimiyla

potansiyel fonksiyonun tek tiirlii belirlenebildigi bilinmektedir.

Yari-ters spektral problem, spektrumun ve yari aralikta potansiyelin bilinmesi
durumunda tiim aralikta operatoriin yeniden inga edilmesini icerir. Diferan-
siyel operatorler igin yari-ters problem Hochstadt, Lieberman, Hald, Gesztesy,
Sakhnovich, Hryniv, Buterin, Yang gibi bir ¢ok matematik¢iye caligma konusu
olmustur. Yari-ters problem iizerine yapilan ilk calisma Hochstadt-Lieberman

(1978) a aittir. Bu ¢aligmada (0, 1) aralig: iizerinde

;

Lv=—v" 4+ qu

v (0)cosa+ v (0)sina =0

v(1)cosB+v (1)sinf =0

\
problemi ele alinmigtir. Burada 0 < a < 7 ve ¢ € L1 (0,1) bi¢imindedir. Ek

olarak )

Lv=—v"+qu

v(0)cosa+ v (0)sina =0

\ v(1)cosf+v (1)sinff =0

problemi ele alinmig ve asagidaki teorem ispatlanmigtir:

6



Teorem 0.3 L ve L operatorlerinin spektrumlar: { A} ve (1/2,1) aralhig tizerinde

¢ (z) = ¢q(x) olsun. Bu durumda (0, 1) aralig: iizerinde hemen hemen her yerde
(h.h.y.)
q(x) =q(x) dir.

Teorem 0.4 L ve L operatérlerinin spektrumlan {),} olsun. Eger [7/2,7] ar-

alig1 tizerinde ¢ (x) = g (z) ise [0, 7] aralig: iizerinde h.h.h.y. ¢ (z) = ¢ (z) dir.

Regiiler Sturm-Liouville operatorii tizerine ters problemler konulu bu tez literatiir-
den derlenmistir. Tezin boltimleri hazirlanirken Freiling-Yurko (2001), Levitan-
Sargsyan (1988), Naimark (1968) gibi nemli kaynaklar esas alinmigtir. Bu tez,
singiiler diferansiyel operatorler, sinir kogullar1 parametreye bagh diferansiyel op-
eratorler, siireksizlik kogullarina sahip diferansiyel operatorler, Dirac operatorleri,
Difiizyon operatorleri gibi daha birgok operatorler icin ters problemlerin temelini

olusturmaktadir.

Tezin birinci boliimiinde diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik kul-
lanilan énemli tanim ve teoremler verilmistir. Tkinci bsliimiinde verilen denklemin
belirli baglangic kogullarin1 saglayan coziimleri icin integral denklemler ve bu
denklem i¢in oldukca kullanigh olan integral gosterilim verilmigtir. Ayrica ele ali-
nan operatoriin spektral karakteristiklerinin bazi 6nemli 6zellikleri aragtirilmigtir.

Uciincii boliimde ise ele alinan operatdr icin bazi ters problemlere yer verilmistir.



1 TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik kullanilan énemli

tammlar ve teoremler verilecektir.

Tanim 1.1 V # @ herhangi bir kiime ve K herhangi bir cisim olsun.
+:VxV = Vwve.: KxV — V fonksiyonlar: i¢in asagidaki kogsullar saglaniyorsa
V ye K cismi tizerinde vektor uzay denir.
A) (V,+) cebirsel yapisi degismeli gruptur.
a)) Vz,y € V igin  + y € V dir. (Kapalihk Ozelligi)
ag) Va,y,z € Vigin o + (y + 2) = (v +y) + 2 dir. (Birlesme Ozelligi)
az) Vo € V icin x + e = e + x = x olacak sekilde bir tek e € V' vardir.
ay) Vo € V icin & + 2* = 2* + = = 0 olacak sekilde bir tek z* € V vardir.
as) Vz,y € V icin z + y = y + x dir. (Degisme Ozelligi)
B) Vx,y € V ve a, 5 € K olmak iizere agagidaki sartlar saglanir.
by) ax € V dir.
by) a(x + y) = ax + ay dir.
bs) (o + B) x = ax + Py dir.
by) ((af)xr = a(fx) dir.
bs) Vx € V igin 1.x = z olacak gekilde 1 € K vardir. Burada 1, K cisminin

birim elemamdir.

Tanim 1.2 D(L) ve R(L) aym cisim iizerindeki vektoér uzaylari olmak iizere
L : D(L) — R(L) bigiminde tammlanan doniisiime operatér denir. Bu operator
Vz,y € D(L) ve Yo skaleri igin

Ly) L(z +y) = L(z) + L(y)

Ly) L(ax) = aL(x)
kosullarii saghyorsa L ye lineer operatér veya lineer homomorfizm adi verilir.
L : D(L) — R(L) operatorii birebir trten ise L operatoriine lineer izomorfizm
denir. Deger kiimesi reel sayilar (R) veya kompleks sayilar (C) olan operatorlere

ise fonksiyonel denir.

Tanim 1.3 H, C cismi iizerinde tanimh bir vektor uzayi olmak iizere, Va,y, z € H

8



ve VA € C icin agagidaki kogullar1 saglayan < .,. >: H x H — C fonksiyonuna H
da bir i¢ ¢carpim denir.

i)<z,x>>0<z,2>=0&2=0

i) <z,y >=<y, T >

i) < A,y >=< Az,y >

) <z+zy>=<x,y>+<z,Uy>.

|z|| :== /< z,z > ifadesi  in normu olarak tanimlanmaktadir.

Bir i¢ carpim uzayindaki her Cauchy dizisi uzay icinde bir limite sahipse bu uzaya

Hilbert uzay adi verilir. Ornegin,

Lyla,b) = f(2): /[f(a:)]zd:c<oo
uzayl \
< fg>= /f(w)mdx

i¢ carpimu ile bir Hilbert uzayidir.

Tanim 1.4 Bir H Hilbert uzayinda tamimli L lineer operatorii verilsin. Eger
Vo € D(L) igin || Lz|| < m ||z|| olacak sekilde bir m > 0 sayisi varsa L ye smurh

lineer operator denir.

Tanim 1.5 H bir Hilbert uzay1 ve M, H 1 altuzay: olsun. Her bir z € H igin
lim z,, = z olacak sekilde 3 (x,) C M dizisi varsa M ye H da yogun alt uzay adi
verilir ve M = H ile gosterilir.

Tanim 1.6 {x : Vm € M i¢in (x, m) = 0} kiimesine M kiimesinin ortogonal tiimleyeni

denir ve M+ ile gosterilir.
Teorem 1.7 M = H olmasi icin gerek ve yeter kosul M+ = {0} olmasidir.

Tanim 1.8 L bir H Hilbert uzayindan kendi iizerine taniml bir lineer operator
ve D(L) = H olsun.
M:={ye€ H:Vx € D(L) igin (Lz,y) = (x, z) olacak sekilde z € H mevcut}

kiimesi tizerinde y € M icin L*y = z seklinde tanimli operatore L operatoriiniin
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eslenik (adjoint) operatorii denir.
Bir L operatorii i¢in; L = L* ise bu operatore dzeslenik (self-adjoint) operator
denir.

Tanim 1.9 [a, b] araliginda tanimh sonlu degerli f (x) fonksiyonu verilsin.
Ve > 0 igin [a, b] ye ait olan ve Y |by — ax| < 0 kosulunu saglayan keyfi sonlu

k=1
saylda ikigerli ayrik {(ag,bs)} araliklar: icin

D 1F () — flaw) < e

olacak gekilde 0 > 0 sayisi varsa f(z) fonksiyonuna [a, b] kapal araliginda mutlak
stireklidir denir. [a,b] arahginda mutlak siirekli olan fonksiyonlar uzayr AC [a, b]

sembolii ile gosterilir.

Tamim 1.10 (a,b) araliginda tammh f fonksiyonunun & = 0,7 — 1 i¢in
f® € AC [a,b] ve f™) € Ly [a, b] kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayma Sobolev

Uzay1 denir ve W3 [a, ] ile gosterilir.

Tanim 1.11 n. mertebeden bir lineer diferansiyel ifade

() =po (@) y™ +p1 (z)y™V + .+ pa(2)y (1.1)

formundadir. Burada pg (z),p1 (x), ..., pn () fonksiyonlarina diferansiyel ifadenin

katsayilari, n sayisina da mertebesi denir.

1
Tamim 1.12 a ve b sonlu sayilar olmak iizere T, p1(x), ..., pn (z) fonksiyon-
Po (T

lar1 [a,b] arahginda Lebesgue anlaminda integrallenebilirlerse, (1.1) diferansiyel
1
ifadesine regiiler diferansiyel ifade, a veya b sonsuz ya da —(), p1 (), .y pn (2)
Do (T
fonksiyonlarindan en az biri [a, b] araliginda integrallenebilir degilse, (1.1) dife-

ransiyel ifadesine singiiler diferansiyel ifade denir.

Tanim 1.13

+bv0y (b) + bvly/ (b) + ...+ bv(n,l)y(”_l) (b) =0

10



esitliklerine y € C™ (a,b) fonksiyonu icin konulan simir kosullar: ad1 verilir. Bu-

rada C™ (a,b), (a,b) araliginda n. mertebeden siirekli tiireve sahip fonksiyonlarin

UzZayl ve Gy, by (v =1m, i=1,n— 1) reel katsayilardir.

Tamm 1.14 D = {y € C™ (a,b) : U, (y) = 0,0 = 1, m} kiimesi {izerinde

esitligi ile bir lineer operatér tammmlanir. Bu operatore ¢(y) diferansiyel ifadesi ve

U, (y) = 0 simir kogullar tarafindan iiretilen diferansiyel operatér denir.

Tanim 1.15 A\ bir kompleks parametre olmak iizere

L= (1.2)

Uy(y) =0, v=1m
smir deger probleminin sifirdan farkh bir y (z) ¢oziimii varsa A ya bu simur deger
probleminin 6zdegeri, y (z) e de A ya kargilik gelen 6zfonksiyonu denir. L simir
deger problemine ¢(y) diferansiyel ifadesi ve U, (y) = 0 simir kogullar tarafindan

iiretilen 6zdeger problemi de denir.

Tanim 1.16 Tamm 1.15 dan = m olsun. y; (z, ), y2 (z, A), ..., y, (z, \) fonksiy-

onlari

denkleminin
- 0, ©+# jise
y’ ™V (a,A) = Lij=Tn
1, +=7jise
basglangi¢ kosullarimi saglayan ¢oziimleri olmak tizere;

U (y1) - Ui (yn)

AN =

Un (1) o Un(yn)

determinantina L problemine kargilik gelen diferansiyel operatoriin karakteristik

fonksiyonu denir.
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Tanim 1.17 (L—AI)~! in tiim L, [a, b] de mevcut ve simirh oldugu A € C sayisina
L operatoriiniin regiiler noktasi denir. Tiim regiiler noktalarinin kiimesine resol-

vent kiime denir ve p(L) ile gosterilir.
Tanim 1.18 (L — A\ )~! operatériine L operatoriiniin Resolvent operatérii denir.

Tamim 1.19 Kompleks diizlemde bir zo noktasi ve bu noktanin en az bir § > 0

komgulugunda tanimh olan bir f (z) fonksiyonu verilsin. Eger,

lim f(z0+ A2) — f (=)
Nz—0 Nz

limiti mevcut ve sonlu ise f (z) fonksiyonu z, noktasmda tiirevlenebilirdir denir.
Bu limitin degeri de f (z) fonksiyonun z, noktasindaki tiirevi olarak adlandirilir,

I (2) ile gosterilir.

Tanim 1.20 f (z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir zy noktasmin § komgulugu-
nun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse f (z) fonksiyonuna zy noktasida anali-

tiktir denir.

Tanim 1.21 Kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik olan fonksiyona tam

fonksiyon denir.

Teorem 1.22 (Liouville) Kompleks diizlemin tamaminda sinirh olan tam fonksiyon

sabit fonksiyondur.

Tanim 1.23 z; € C ve § > 0 i¢in, f: Us(29) — C herhangi bir fonksiyon olsun.
Eger f (z9) = 0 ise zy noktasina f (z) fonksiyonun bir sifir yeri veya kisaca sifiri
denir. Eger f(z) = 0, f'(20) = 0,..., f® ™V (29) = 0 fakat (™ (z) # 0 ise 2
noktas1 f (z) fonksiyonunun n kath sifir1 diye adlandirilir.

Teorem 1.24 (Rouché) f (z) ve g (z) kompleks diizlemin bir B bolgesinde sonlu
sayida sifir yeri olan analitik fonksiyonlar olsun. Eger v, f (2) ve ¢ (z) nin higbir
sifir yerinden ge¢gmeyen, B icinde bulunan basit kapali bir egri ve de v iizerinde
lg (2)] < |f (2)] ise bu durumda f (z) ve f(2) + g (z) fonksiyonlarinm v i¢indeki

sifirlarinin sayis1 kathiligi ile birlikte aynidir.

Teorem 1.25 (Cauchy Integral Teoremi) f(z) baglantih G bolgesinde birebir
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analitik fonksiyon v ise G'de bulunan keyfi diizlendirilebilir kapali egri olacak

bigimde f(z) nin ~y egrisi iizerinden integrali sifira egittir yani,

/ f(2)dz = 0.

~

Teorem 1.26 (Cauchy Integral Formiilii) B bir bolge ve v bu bélge icinde bir
kapal1 egri olsun. Eger a, v 'nin simirlandirdigi bolge icinde bir nokta ve f(z), B’

de analitik ise,
1
_L (&,
2 ) z—a

f(a)
dir.
Tanim 1.27 Analitik bir f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasi zo olsun. Eger

lim f(2) = o0

z—20

ise zp noktasmna f(z) nin kutup noktasi denir.

Teorem 1.28 (Rezidii Teoremi) D bolgesinde ( f(z) nin sonlu sayida ayrik tekil

21, 22, ..., Zn, Noktalar: hari¢) ve D nin I' simirinda harig f(z) fonksiyonu igin

z=zk

/f(z)dz = ZWiZRe sf(z)

esitligi saglanir. zo noktast f(z) nin k kath kutup noktasi ise

dk—l

Resie) =7 - pyidim e ()= = 20)']

zp mnoktast f(z) nin basit kutup noktas: oldugunda ise

Re s/ () = lim [7(2)(: — =)
dir.
Teorem 1.29 (Ahlfors, 1966) f, bir B bolgesinde analitik bir fonksiyon, v ise B

de bulunan ve f nin sifir yerinden ge¢gmeyen basit kapali egri olsun.f nin v nin

i¢ kismindaki sifir yerleri zq, zs, ..., z, ve kathliklarida sirasiyla mq, mo, ...m,, ise

REVFICI

2ri ) f(2)

Y

13



dir.

Teorem 1.30 (Ahlfors, 1966) f, bir B bolgesinde meromorf fonksiyon, v ise B
de bulunan f nin higbir sifiryeri ve kutup yerinden ge¢meyen basit kapali egri
olsun. Eger f nin « icindeki sifir yerlerinin sayis1 Z; ve kutup yerlerinin sayis1 Py
ise
1 [f(z)
Zy— Pr=— d

I = on / "
v

dir.

Tanim 1.31 f(z) fonksiyonu bir tam fonksiyon ve

My (r) = max|f (2)|

|2|=r

olmak iizere yeterince biiyiik r ler icin
My (r) < exp (r*)

esitsizligini saglayan p > 0 varsa f (z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir ve
yukarida verilen esitsizligi saglayan p sayilarinin infumumuna f (z) nin mertebesi

adi verilir ve p ile gosterilir.

Teorem 1.32 (Hadamard) Mertebesi p € (0,1) olan her bir f (z) tam fonksi-yonu

f(z) = szi[l (1 - Z-i)

seklinde gosterilime sahiptir. Burada m, f(z) fonksiyonunun orjindeki sifirinin

kathhgl, {2,},-, ise f (z) nin diger tiim sifirlarinim kiimesidir.

Teorem 1.33 (Riemann-Lebesgue) Eger f (z), z € (a,b) araliginda mutlak in-
tegrallenebilir bir fonksiyon ise

b

lima, : = lim [ f(z)cosnzdr =0
b
limb, : = lim [ f(x)sinnader =0

a
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egitlikleri saglanir.

Tanim 1.34V f € D (L) igin

(Lf, f)=0

egitsizligi saglaniyor ise L operatoriine pozitif operator denir.
Teorem 1.35 Pozitif bir operatoriin tiim 6z degerleri pozitiftir.

Tanim 1.36 O ve o sembollerine Landau sembolleri denir ve x — z; i¢in

[f (@) <elg(@)] = f(x) =O(g(x))

ve
L@
o g(x) 4

= [(z) = o(g(2))

dir.
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2 REGULER STURM-LIOUVILLE OPERATORU
2.1 Temel Ozellikler ve Diiz Problem

Bu boliimde 6ncelikle regiiler Sturm-Liouville operatoriiniin temel 6zellikleri in-
celenmig, ele alinan problemin baz1 basglangi¢ kosullarin1 saglayan c¢oziimleri icin
integral denklemler elde edilmis, bu ¢oziimler i¢in bir integral gosterilim tiiretilmis
ve son olarak da operatoriin 6zdeger ve dzfonksiyonlarinin bazi énemli 6zellikleri

verilmigtir.

Ly (0, ) uzayinda agagidaki L regiiler Sturm-Liouville operatoriinii ele alalim.

by :=—y +q(x)y= Ny (2.1.1)
U(y) =y (0) = hy (0) =0 (2.1.2)
V(y) =y (x)+ Hy(m) =0 (2.1.3)

Burada ¢ (x), L (0,7) simfindan reel degerli bir fonksiyon, h, H € R ve A kom-

pleks spektral parametredir.

(2.1.1)-(2.1.3) smur deger problemi, tanim kiimesi
D(L)={y:yeW;[0,7], £(y) € L2(0,7), ' (0) — hy (0) =0, ¥/ (v) + Hy () = 0}

biciminde olan Ly = fy seklinde tamimli L operatorii iiretir.

(2.1.1) denkleminin

e(0,N) =1, ¢ (0,\)=nh (2.1.4)
S(0,A) =0, S"(0,\) =1 (2.1.5)
P (mAN) =0, ¢ (7,\)=—-H (2.1.6)

seklindeki baglangig kogullarim saglayan ¢oziimleri sirasiyla ¢ (z,A), S (z,\) ve
¥ (z, A) olsun. Bu durumda lineer diferansiyel denklemler igin bilinen baglangig
deger probleminin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi teoreminden ¢ (x,\) ve 9 (x, \)

¢oziimleri var ve tektir.
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(2.1.2)-(2.1.3) smur kogullar1 dikkate alinirsa,

W (m,\) + Hip (m,0) =0

egitlikleri her bir \ i¢in gecerli olur. Ayrica

W (@) =0 (2, 0) ¢ (2,0) = ' (2,A) @ (2, ) (2.1.7)

seklinde tanimhi fonksiyona ¢ (x, \) ve ¢ (x, \) ¢oziimlerinin Wronskiyan’i denir.
Bu fonksiyonun z’e bagh olmadigi (2.1.1) denklemi kullanilarak kolayca goster-

ilebilir. Gergektende,

(2.1.7) esitliginin her iki yam [0, 7| araliginda 2 degiskenine gore tiirevlenirse,

Lo, 0] = L (e, A (2, 3) — /(2 ), V)

=¥ (IL‘, )‘)77ZJ (ZE, )‘) + QO(ZE, A)¢/,(I7 /\) - 901/(‘7:7 /\)77/)(113, )‘) - (l’ /\)77/) (JI /\)
= 90('%’ A)¢II($7 )‘> - 90”<$7 AW(% )‘)

elde edilir. Burada ¢"(z,\) ve ¢"(z,\) ifadeleri (2.1.1) denkleminden alnarak

yerlerine yazilirsa,

LWl 0] = ol Mae) — A(z, A) — ol Nala) — Mol 2) = 0

oldugu sonucuna varilir.

Dolayisiyla Wi, 1| fonksiyonu, [0, 7] araliginda x degigkenine gore sabit fonksiyon-
dur. Bu nedenle bu fonksiyon A () ile gosterilir.

(2.1.7) esitliginde = = 0 yazilirsa,

AN = $(0,0)¢ (0,A) =% (0,A) ¢ (0,\)
= Y (0,\) h—1"(0,))

- (w (0, ) + ha (0, /\)>

= -U®)

ve

17



x = 7 yazilirsa,
A ()‘) = ¢ (71—7 )‘) QOI (7T7 )‘) - ?ﬂ’ (71—7 )‘) ¥ <7T7 )‘)

= 90/ (7Ta>‘) - <_H)30(7T’ )‘)
= ¢ (m N+ Hep(m N

A =-U@) =V () (2.1.8)
elde edilmis olur.

A (\) fonksiyonuna L operatoriiniin karakteristik fonksiyonu denir. Bu fonksiyon
A'min tam fonksiyonudur. Bu nedenle A (A)'nin en fazla sayilabilir sayida {A, }, -

sifiria sahiptir.

Teorem 2.1.1 (Lagrange Esitligi) f, g € W3 [0, 7] olmak tizere

esitligi gecerlidir.
Ispat: ¢ (z) reel degerli bir fonksiyon ve £f := —f" (z) + ¢ (x) f (z) oldugundan

o) = [ 1@+ f (@) 3

l/ﬂ m+/ () £ (x) g (@)da

—— /% uw<>/ﬂuw@mmm
- l/f / () f (2) g (@)de




= F(0)g(0) ~ f'(x) g () + f (m) g (=

S~—
I
~~
—~
o
S~—
Q\
—
(=)
N~—

™

WDl = W (£ D) — / f ()7 @ + / 1(2) f (2) g (2)de

WD = W Do+ [ o) (T @ F (@) dot
= W (Dl — W (Dl + {1 40)

esitligi gosterilmis olur.

Teorem 2.1.2V f, g € D (L) icin

Wf,9)loere = W(f,9)] =0 = 0 (2.1.10)

esitlikleri dogrudur.

Ispat: f, g € D (L) oldugundan
f(0) = hf(0)=0, f'(m)+ Hf (7) =0
esitlikleri dolayisiyla
f0)=nf(0), f(m)=—Hf(m)
esitlikleri saglanir. Benzer gekilde
g9'(0) —hg(0) =0, g’ () + Hg(7) = 0

oldugundan

esitlikleri de gergeklenir. Buna gore

W Dloer = f (1) g (1) = g (m) f' (7)

/(ﬂ.
= f(m)(=H)g () —g(m) (—H) f (x)
=—Hf(n)g(r)+ Hg(m)f (7) =0
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elde edilir. O halde (2.1.10) egitliklerinin dogrulugu gosterilmig olur.
Sonug 2.1.3V f, g€ D(L) igin (¢f,g) = (f,{g) dir.
Teorem 2.1.4 L operatoriiniin tiim 6z degerleri reeldir.

Ispat: L operatoriiniin bir 6z degeri A = A\ ve bu \g a karsihk gelen bir 6z

fonksiyon y (z, Ag)olsun. Bu durumda

Ly (Ia)\o) = Aoy (x, >\0)

saglanir. Burada

(f,g) = (f Lg)

esitliginden yararlanilirsa,

(ly (z,20),y (2, 20)) = (y (z, X0) , by (, 20))=(Cy (2, Xo) , ¥ (2, X))
oldugundan (¢y (xz, \o),y (x,Ag)) € R

elde ederiz. Diger taraftan

(Cy (2, 20) 5 (2, 20)) = Ao (y (2, 0) .y (2, A0)) = Ao lly (2, 20)|”
oldugundan Ay € R olur.

Yani L operatoriiniin tiim 6z degerleri reeldir.

Teorem 2.1.5 L operatoriiniin farkh 6z degerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlar

ortogonaldir.

Ispat: \; # )\, iki 6z deger ve bu 6z degere karsilik gelen 6z fonksiyonlar sirasiyla

y1(z) =y (z, A1) ve y2 () = y (z, A2) olsun. Bu durumda Lagrange esitliginden,

(lyr (), y2 (7)) = (y1 (2) , Ly (7))
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(M1 (), 92 (7)) = (1 (), Atz (2))
A (1 ()92 (@) = A2 (y1 (2) 92 (2))
(A1 = A2) (1 (), 92 (2)) =0

elde edilir. A\; — Ay # 0 oldugundan (y; (z),y2 (z)) = 0 olur. Yani y; () ile ys ()

0z fonksiyonlar1 ortogonaldir.
Simdi yukarida anlatilan kavramlari basit bir 6rnek iizerinde gorelim.

L operatorii
§

—y' =Xy, 0<z <7
y'(0)=0

| ¥/ (1) =0

seklinde verilmis olsun. Bu operatoriin 6z degerlerini ve 6z fonksiyonlarini bulalim.

Bu denklemin genel ¢oziimii
y (z,\) = ¢1 cos VAz + ¢y sin vV Az
seklindedir. Buradan
Yy (2, )) = —e1VAsin VAz + eV A cos VAz
alimir. Siir kogullarindan
y' (0, \) = VA =0ise cy =0

ve

y (7, \) = —e;VAsinVar = 0

oldugundan

sin\/XW = 0
Vir = nr=VA=n

= N=n% n=12...
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bulunur. Diger taraftan A\ = 0 igin,
—y" =0
denlemi alinir. Bu denklemin genel ¢oziimii
y(z) =c1+ cx
seklindedir. Sinir kogullarindan

y(x) = o
y(0) = ¢ (r)=0iseca =0

bulunur. Dolayisiyla ¢; # 0 icin y (z,0) # 0 olacagindan A = Ay = 0 bir 6z deger

olur. Boylece verilen problemin 6zdegerleri
A =102 n=0,1,2,...
seklindedir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar ise
y(x,\p) = yn (x) =cos(nz), n=0,1,2,...

seklinde elde edilir.

Simdi n # m olmak tizere A\, # \,, 06zdegerlerine kargilik gelen 6z fonksiyonlar

sirasiyla y, () ve ¥y, (z) olsun. Bu durumda

o (@), g (2)) = / o (@) g (@) = / " cos (nz) cos (mz) da

:%/OW[cos(n—i—m)x—i—cos(n—m)x]dm

=7
=0
=0

Ll it m)et ——sin(n—m)
= — Sin (N m)xT SsIni{in —m)x
2 ln+m n—m

oldugundan farkl 6zdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlarin ortogonal oldugu

goriiliir.
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2.2 (y = \y Denkleminin Co6ziimleri

L operatoriinden alinan
-y +q@)y=Xy, 0<z <7 (2.2.1)

y(0)=ci, ¥ (0) =c (2.2.2)
baglangic deger problemini ele alalim.

Teorem 2.2.1 (2.2.1) ve (2.2.2) baglangig deger probleminin her ¢oziimii

y(z,\) =c1+ cr + /Ox (x—3)(q(s) =N y(s,\)ds (2.2.3)

integral denkleminin bir ¢oztimiidiir. Tersi de dogrudur.

ispat:
—y" +q@)y=Xyisey" =(q(s) — Ny

esitligin her iki tarafinin (0, z) i¢in integrali alimirsa,
[vrenas= [ ae-naea
V@)= 0= [ ) =Ny
V@)= O+ [ ) = NN ds

esitligi elde edilir. Son egitligin her iki tarafinin tekrar (0, z) igin integrali alinirsa,

/Omy’(t,A)dtz/ (0, ) dt+// (s, ) dsdt
/Ozy’(t,)\)d om:+// y (s, ) dsdt

y(z,A) —y (0, ) 02w+// (s,\) dsdt
y(z,\) —cl+02x—|—// y (s, \) dsdt
(x,/\)—cl—i—czx+/ [(q(s) =Ny (s,\) [ dt] ds

0

—cl—i-cgar—l-/om(x—s)(q(s)—/\)y(s,)\)ds
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elde edilir.

Simdi (2.2.3) esitligi ile verilen integral denkleminin (2.2.1) — (2.2.2) baglangig
deger probleminin ¢oziimii oldugunu gosterelim. Bunun igin son esitlikten ikinci

mertebeye kadar tiirev alinirsa,
v (x,\) = o+ /Ox (g(s) = Ny(s,\)ds  (2.24)
y' (@A) = (¢(z) = Ny(z,A)
=y (@ M) +q@)y(x,A) = My(x,A)
diferansiyel denklemi ve (2.2.3) ile (2.2.4) esitliklerinde x = 0 alimirsa,
y(0,0) = a
¥ (0,0) = c
baslangi¢ kosullar1 elde edimis olur.
Teorem 2.2.2
vo (z,\) = ¢+
Yns1 (2, A) = /Ox (x—5)(q(s) = N yn(z,\)ds, n=0,1,2,3, ...
olmak tizere

y(z,\) = Zyn (x,\) (2.2.5)

serisini ele alalm. (2.2.5) serisi diizgiin yakinsaktir ve (2.2.3) denkleminin bir

¢ozuimiud{ir.

Ispat: Oncelikle (2.2.5) serisi diizgiin yakinsak ise bunun denklemin bir ¢oziimii

oldugunu gosterelim.

y(z,\) = Zyn(a:,)\) :yg(:v,)\)—i-Zyn(x,)\)

::yua»+§jlﬂw—sﬂmg—Aw%uwﬂnws

= Cl—f—CQl"l‘/
0

- q+@x+Aﬂw—sﬂﬂ@—Am«&mnw

(@ =) (a(s) = A) Y _ya (s, N) | ds
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oldugundan (2.2.3) denklemi gergeklenir. Simdi (2.2.5) serisinin diizgiin yakinsak

oldugunu gosterelim. 3 £ sabiti vardir 6yle ki
esitsizligi saglanir. ¢ (z) integrallenebilir oldugundan simirhdir. Yani M > 0 igin

lg (x)| < M saglanir. Ayrica |\| < N olacak sekilde bir N € Rt alalim.

Buna gore tiimevarim yontemini kullanirsak,

n =1 i¢in,

i (2, )) = / e = 5) (a(8) — Ao (s, )] ds

= g (2] < / e — ) la ()] + 1A o (5 W) ds
< /Ox[(:)s—s)(M—i—N)k]ds

<Nk [ @ 9ds
0
< (M + N) krx
ly1 (2, \)] < (M 4+ N) knx
esitsizligi alinir.
n = 2 igin,

yz<m>=/:<x—s><q<s>—A)yms,»ds

= [y2 (2, A)] = /Ox (=) (g ()] + [A]) 91 (s, A)| ds

2 z?

esitsizligi alinir. Benzer sekilde n = k igin

k
Yk (2, ) < K(M+N)k7rk%

esitsizliginin dogru oldugunu varsayarak n = k 4 1 i¢in

le'k+1

o (2.0) < K (O 4 M) b
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esgitsizliginin saglandigini gosterelim.

xT

Yoo (2, 1) = / (& — 5) (g (s) — N (5, 1)) ds

0

S s (2, 1)) = / (o — ) (g ()] + 1A e (s, A) s

T k
gK<M+N)k7rk/ (v~ ) (M + N) s
O .

[L’k+1

R U ]

elde edilir.

Simdi keyfi bir n igin,

n

[y (2, M| < K (M + N)" 2"

esitsizligini ele alahm. Bu esitsizlik (2.2.5) serisinde gozoniine alinirsa,

o oo . nl'n
nz_o|yn(a:,/\)| < K;(M—FN) WH

— Ke(M+N)7r:r:

serisi elde edilir. Dolayisiyla Weierstrass kriterinden (2.2.5) serisi diizgiin yakinsaktur.

Sonug 2.2.3 (2.2.3) integral denkleminin ¢oziimii var ve bu ¢dziim tektir. Ayrica
bu ¢oziim A nin tam fonksiyonudur. Weierstrass’a (2.2.5) serisi diizgiin yakinsak

oldugundan y (x, \) fonksiyonu A ya gore tam fonksiyondur.

y(va) = Z |yn (ZL‘, )‘)|

< Ke(MJrN)ﬂz

serisi terim terim tiirevlenebilirdir. Yani y (z, A) fonksiyonu \ ya gore tiirevlenebilirdir.

Sonug 2.2.4 (2.2.1) ve (2.2.2) baglangic deger probleminin ¢oziimii var ve tektir.

Ayrica A nin tam fonksiyonudur.

Lemma 2.2.5 A (\) fonksiyonunun {\,} sifirlar ile L operatoriiniin 6zdegerleri

26



cakigir ve ¢ (x, \,,) , ¢ (z, \,) fonksiyonlar A, 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiy-

onlar olmak tizere bir {3,} dizisi vardir dyle ki,

(0 (ZE, )‘n) = ﬁn@ (ZL’, )‘n) ) Bn 7£ 0 (226)

bagntisi saglanir. Burada 3, = ¢ (0, \,) = seklindedir.

b
o (m, An)
Ispat. Ilk olarak \o'm , A ()) fonksiyonunun bir sifir1 oldugunu kabul edelim.

Yani,

A (X)) =0

esitligi saglansin. Boylece bir 3, sabiti igin ¢ (z, A\g) = By (x, Ao) esitligi alimr.
Ek olarak, ¢ (x, \g) ve ¢ (z, Ag) fonksiyonlar: sirasiyla (2.1.4) ve (2.1.6) baslangig
kogullarim saglar. Dolayisiyla A\g 6zdegerdir ve ¢ (x, \g) ve 1 (x, \g) fonksiyonlari

Ao Ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

Tersine Ao, L sinir deger probleminin bir 6zdegeri olsun. Bu durumda A (\g) =
0 oldugunu gostermek gerekir. Bunun igin A (Ag) # 0 oldugu kabul edilirse,
@ (x,Ao) ve 1 (x,\g) fonksiyonlar: lineer bagimsiz olur. Boylece C; ve Cy keyfi

sabitler olmak {izere,

y (7, o) = C19 (z, Xo) + Cop (7, No)

fonksiyonu L probleminin A = )¢ a karsilik gelen genel coziimiidiir. Burada eger

Cy # 0 ise

1

C.
Y (z,\) = c. (z,Ao) — 5?90 (, Ao)

yazilabilir. Buradan
A <)‘0> =< ¢ ('xa )‘0) , P (:Ca )‘0) >

1
= =< y(l’,/\o) _0290(‘7‘,7)\0)790(‘7:7)\0) >

Ch
- ci [y (2, 20) = Cap (2, 20)] @' (2, 2o) = [y (2, h0) = Co/ (2, ho)] @ (2, Ao)}
- ci [y (2, %) & (2, %) = ¥ (2, Xo) ¢ (, Xo)]
- o <) (w0 >
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esitligi almir. Bu esitlikte 6zel olarak x = 0 konur ve (2.1.2) ve (2.1.3) smur

kosgullar1 g6z oniinde tutulursa,

celigkisi elde edilir.

Her bir 6zdegere karsilik gelen ozfonksiyonlar bir sabit carpani ile birbirinden

farkli oldugundan bir {f,} dizisi vardir &yle ki her n igin,

P (2, An) = B0 (2, A0), Bn #0

alinir.

Son egitlikte x = 0 alnir ve ¢ (0, A,) = 1 oldugu goz oniinde tutulursa,

(0, An) = B0 (0, An) = B, =9 (0, An)

ve benzer sekilde x = m alinir ve ¢ (7, \,,) = 1 oldugu goz éniinde tutulursa,

1
0T n) = Bup (1 20) = B = iy

egitlikleri alinir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Simdi

™

Ap = /(;02 (1:7/\71) dx
0

isaretlemesini yapalim. {«,} sayilarina L probleminin normallestirici sayilari,

{An,an} sayilarina ise L probleminin spektral verileri adi verilir.
Teorem 2.2.6 (5,«, = ~A (\,) esitligi saglanir.

AN = %A \)

seklindedir.
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Ispat: ¢ (2, \,) ve ¢ (x, \) fonksiyonlar (2.1.1) denkleminin birer ¢oziimii olduk-
larindan

—W ("E?/\) +q (I)¢ (377 )‘> = (IIJ, )‘)

_90” (33’ )‘n) +q (37) ¥ (:L’, )‘n) = Ao (37’ )‘n)

esitlikleri saglanir. Bu esitlikleri sirasiyla ¢ (z, A,) ve ¥ (z, A) ile ¢arpilirsa,

=" (@A) (2, M) + (@) (2, M) o (2, 0) = Mo (2,0) ¢ (2, \)
=" (2, ) (2, ) + q (2) 0 (2, M) Y (2, 8) = A (2, 20) ¥ (2, 4)

egitlikleri alinir. Bu esitlikleri taraf tarafa gikarilirsa,

_1/1”(x7/\)90(937>‘N)+90”(I7>‘N)77Z)(x7/\) = (A_An)@(x’An)¢(x7>‘)

% [&" (2, An) ¢ (2, 0) =& (2, M) o (2, 00)] = (A= An) (2, An) ¥ (2, )

elde edilir. Bu egitligin her iki tarafi [0, 7] araliginda integrallenirse,
¢ )b (@A) =0 @A) 9 @A = [ A=A ¢ A b (,3) da
901 (ﬂ-’ )‘n) ¢ (ﬂ-’ /\) - ¢, (ﬂ-’ /\) ¥ (7T7 /\n) - QOI (07 /\n) ¢ (07 )‘)
SO0 = [ = A)p ) v N d
¢ (M) Hp (7 A+ (0. 0)=h 0.0) = [ (= M) o (0 0) 8 (@ A da
AA) —AN) = /0 A=) p(z, ) ¥ (z,\) dz

A <A;>_—AnA (V) _ /0 "o () () da

alimir. Son egitlikte A — )\, iken limite gecilirse, Teorem 2.2.5 den

—A (M) = B,an

esitligi alnir.

Sonug 2.2.7 A, 6z degerleri A (\) fonksiyonunun basit (tek katli) sifirlaridir.
Yani A (An) # 0 dur.
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Ispat: a, # 0, 8, # 0, a.f, = “A (An) esitliginden A)\n # 0 oldugu acgiktir.
Dolayisiyla A, ler A (\) fonksiyonunun basit sifirlaridir.

Teorem 2.2.8 )\ = k2 olmak iizere

—" (2, ) +q(@)p(x,\) =k p(z,N\),0<z <7
(2.2.6)
©(0,\)=0,¢(x,\) =1

probleminin ¢ (z, \) ¢oziimii
h . h [ .
o (x,\) = coskx + 7 sin kx + 7 [ sin k(z—t)q(t)p(t,\)dt (2.2.7)
0

integral denkleminin bir ¢oziimiidiir. Bunun tersi de dogrudur. Yani bu integral

denkleminin her bir ¢oziimii baglangic deger probleminin bir ¢oziimiidiir.

ispat:
¢ (@A) + K (2,0) = q(2) ¢ (2, A)

denkleminde ¢ () = 0 alinirsa,
" (x,\) + ko (x,)) =0
denklemi elde edilir. Bu denklemin genel ¢oziimii
o (x,\) = ¢y coskx + cosin kx
seklinde bulunur. Sabitlerin degigimi metodu kullanilarak
P (2, A) + K (,0) = q(2) o (2, )
denkleminin genel ¢oziimii
o (z,\) = c1 (x) coskx + ¢ (z) sinkx (2.2.8)
seklinde aranir. Burada ¢; (z) ve ¢o (z) fonksiyonlar
¢y (z)coskx + ¢ (x)sinkz =0
—kd) (z)sinkx + kdy (x) coskx = q (x) ¢ (z, )
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sistemini gercekleyen fonksiyonlardir. Bu sistem ¢oziiliirse ¢; (x) ve ¢q () fonksiy-

onlari

d (r) = —% sin (kx) q (z) ¢ (z, N) ise ¢ (x) = —%/OI sin (kt) q (t) ¢ (t, A) dt+cq

cy(x) = %COS (kx)q(z)p(x,N) ise ca () = %/Ox cos (kt) q (t) ¢ (t, ) dt + ¢y

bigiminde bulunur. ¢; (z) ve ¢y (x) fonksiyonlarimin bulunan bu degerleri (2.2.8)

de yerlerine yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa,
o (x,\) = cicoskx + cosin kx
1 [ 1 [
—E/ sin (kt) q (t) ¢ (t, A) dt + E/ cos (kt) q (t) ¢ (t, \)dt
0 0

1 xX
= cy coskx + cpsinkx + %/ sink (x —t)q(t) ¢ (t,\)dt
0
integral denklemi alinir. Baglangi¢ kogullar1 kullamilarak
(2 (O, /\) = C = 1

ve
¢ (x,\) = —key sinkx + keg cos kx + / cosk (x —t)q(t)p(t,\)dt
0

oldugundan
h
¢ (0,\) =kcy =hisecy = -

elde edilir. ¢; ve ¢y nin bu degerleri yerlerine yazilirsa (2.1.6) probleminin ¢oziimii

h | e
o (2, \) —cosk;x—l—Esink:x—i—E/ sink (z — 1) g () o (£ \) dt
0

seklinde elde edilmis olur.
Simdi ise tersinin dogrulugunu gosterelim. Bunun igin

¢ (x,\) = coskx + %sinka} + % Jy sink (z —t) g (t) ¢ (¢, \) dt
ve

o' (x,\) = —ksinkx—i—hcosk:a:—i—/ cosk (x—1t)q(t)¢(t,N)
0
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esitliklerinden

0 (0,\) =1, ¢'(x,\)=h
baslangic kosullar: alinir. Diger taraftan
" (x,\) = —k? cos kx—hk sin kz+q (z) ¢ (z, /\)—k:/ sink (x —t)q(t) @ (t,\)dt
0

s +%ffsinm—t)q(t)w(t,wt) i@ o)

= B2 (z,\) + q(z) ¢ (2, )

=—kK? (cos kx +

oldugundan
=" (2,X) + q(2) ¢ (,)) = k¢ (2, )
diferansiyel denklemi elde edilir.
Teorem 2.2.9 k = o + i7 olmak iizere 0 < x < 7 i¢in
i) |cos kx| < elTl®
i) [sin kx| < el
esitsizlikleri gecerlidir.
Ispat: i) Imk = 7 > 0 olsun. (7 < 0 i¢in benzer islem yapilir.)
ke ke

cos (kx) e™Il" = cos kxe ™ = — ¢

—TX

ei(a—l—iT)x + e—i(a+i7)x
2

eikx + e—ikx
2

—TX —TX

= |cos (k) e’|7‘9”| = e e

ifadesinde tiggen egitsizligi kullanilirsa,

efTCE
2

|COS (kl’) e—\7'|x‘ < [|eiaze—7'ac| + |6—iaace7'ac|]

e*Tﬁ?

— 2 [6—7':1: + eTJ:] —

olur. Buradan

1
(1+e—2”)§§(1+1):1

N | —

|cos (kz)| < €™l
elde edilmisg olur.

ii) Imk =7 <0 olsun. (7 > 0 benzer sekilde yapilir.)
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eikac o e—ikax ‘

TT
21

x

|Sin (kx) e"T‘ﬂ”| = |sin (kz) e’

er’ ! j —i(o+1T)T
=5 |e( +ir)z _ g—i(o+ir) ‘
ifadesinde tiggen esitsizligi kullanilirsa,

e ‘ ‘
|sin (/{Jl’) €—|T\ac| < 7 [|€wxe—7'ac| + e—zaxe’rx]

eT.’E

- _ [6—7'1‘ + 67‘1‘] —

1 27x<
5 (1+e™) <

(1+1)=1

N
N

olur. Buradan

|sin kx| < el

elde edilmis olur.

Teorem 2.2.10 L operatoriiniin ¢ (x, A) ve ¢ (x, \) ¢oztimleri |p| — oo igin

¢ (z, ) =cospxr+ O <|—1|67|$> = O (el
p

Y (x,\)=cosp(mr—x)+0O (ﬁeﬂ(”x)) = O (elltm=)

(2.2.9)

ve

o' (2,A) = —psin pz + O (I7) = O (|p| el
(2.2.10)
) (x,\) = —psinp(r —x)+ O (e‘ﬂ(”—@) =0 (|p| elTI(Tr—x))

asimptotik ifadeleri gegerlidir. Burada = € [0, 7], A = p?, 7 = Im p. dir.

Ispat: ¢ (z,)) icin gecerli olan

sinpr 1

+;/sinp<x—t>q<t>so<t,p>dt

¢ (z, ) = cos px +

integral denkleminden

o )| el 1 " Cs
el <14 (’”““)/0 |q<t>\dt)scl+|p|m>

esitsizligi almir. Burada |p| > 1, z € [0, 7] i¢in

_ 72} g < e < ol
() = gmax (i (o, 0) e 17) i ] < €77 cos paf < e
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olduklar1 gozoniine alinirsa,

Cy
pA) <G+ " (M)

elde edilir. Dolayisiyla
o (x,\)=0 (e\le)

asimptotik ifadesi alinir. Ayrica

1"

—% (@, N +q(m—z) P (x,)) = 2p (2, )
P0,N) =150, =H

baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii @ (z, ) olmak iizere

&(ma)‘>:w<ﬂ_xa)‘)

ifadesi dogrudur. Boylece son esitlik gozoniine alinirsa diger asimptotikler benzer

sekilde ispatlanabilir.

(2.2.9) ve (2.2.10) asimptotik esitlikleri kullanilarak A (\) karakteristik fonksiy-
onu i¢in
A (X)) = —psinpr +wcos pm +o(1)

asimptotik ifadesi elde edilebilir. Burada

™

1
w:h+H+§/q(t)dt
0

seklindedir.

Teorem 2.2.11 (Freiling, Yurko 2001) L operatoriintin {\,}, -, 6z degerleri i¢in
1
\/)\n:pn:n—i_i—i_O(_)
nm n
) - . - . 1 1 .
asimptotik ifadesi gegerlidir. Burada n — oo igino{ — ) =0 | — | dir.
n n
Sonug 2.2.12.L operatoriiniin ¢ (z, A,) 6z fonksiyonu igin

€n ()

n

o (x,\,) =cosz +

34



asimptotik ifadesi gegerlidir. Burada €, (x), n — oo i¢in |e, ()| < ¢ seklinde

diizgiin sinirli bir fonksiyondur.

¢ (x, \,) 0z fonksiyonlarin asimptotik ifadelerinden faydalanarak c, sayilarinin

o
ap,=—-4+o0|—|,n— 0
2 n

seklindeki asimptotik ifadesi ispatlanabilir.

Simdi (2.1.1) denkleminin
s(0,A\) =0, s(0,\) =1
c(0,N)=1,d(0,\)=0

baglangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimlerini sirasiyla s (z, A) ve ¢ (x, \) ile gostere-

lim. Bu durumda

™

sin vz sin v\ (z — 1)
o B

s(x,\) = q(t)s(z,t)dt

T

¢(x,\) = cos V Az + /M%q (t)c(x,t)dt

esitlikleri kolayca elde edilir. Ayrica,

_sin vV [ sin v/t
s(x,\) = 7 + O/Kl (x,1) 7 dt (2.2.11)
¢(x,\) = cos V Az + /K2 (2,t) cos V Atdt (2.2.12)

integral gosterimleri mevcuttur. Burada K (z,t) ve K (x,t) fonksiyonlar A\ ya

bagl olmayan siirekli fonksiyonlardir ve

x x

K (x,t) :%/q(t)dt, K (x,t) :h—i-%/q(t)dt

0 0

esitlikleri gegerlidir (Freiling, Yurko 2001). Ayrica
W s, =5 (0)¢ (0) — & (0) (0) = —1 £0
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oldugundan {s (z,\), ¢(z,\)} kiimesi (2.1.1) denklemi i¢in bir temel ¢tziim sis-

temidir. Dolayisiyla daha énce tanimlanan ¢ (x, \) ¢oziimii igin
o (x,\) =cs(z, \) + cac(x, ) (2.2.13)

esitligini saglayan c;, co sabit sayilar: vardir.

¢ (0) =1, ¢’ (0) = 0 baglangi¢ kogullar kullamlarak ¢; = h, co = 1 oldugu elde
edilir. Sabitlerin bu degerleri ve (2.2.11) ve (2.2.12) ifadeleri (2.2.13) ifadesinde

yerlerine yazilirsa,

xT

sin\/\/XXx 4 /

sin V)t

¢ (x,\) = cos V Az + h (hK1 (z,t) %) + K (x,t) cos \/Xt> dt

0

esitligi yazilabilir. Ayrica,

sin \/X.r ]
= [ cos \/XTdT
VA

0
esitligi kullamilarak ¢ (z, A) fonksiyonu i¢in

T

¢ (z,\) = cos V Az + /G (2, 1) cos VAtdt (2.2.14)

0

integral gosterimi elde edilir. Gergektende,

VA VA

= cos vV Az + h/ cos V\tdt + /hK1 (z,t) /cos Vrdr | dt

0 0 0

o (2, \) = cos VAzhm \/Xer/ (hK1 (2,t) sin V4 + K, (2,t) cos \/Xt> dt
0

+/K2 (,t) cos v/ tdt
0

xT

= cos vz + / (h + Ky (z,t) + hK; (z,1)) cos vV Atdt
0

xT

= cos Vr + /G (2, 1) cos vV Atdt

0
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alimir. Burada G (z,t) fonksiyonu

T

1
G(x,t):h+K2($,t)+hKl(x,t):§/q(t)dt+h
0

esitligini saglayan fonksiyondur.

Teorem 2.2.13 (Freiling, Yurko 2001) L operatoriiniin 6z degerleri {A,},-, ve

oz fonksiyonlar1 ¢ (z, A,) olsun. Bu durumda

i) {¢ (2, M)}, 50 kiimesi Ly (0, 7) uzayinda tamdir.

ii) f (), (0,7) araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon ise

F@) =3 anp (@, )

esitligi gecerlidir. Burada

ap = i 2 (tv /\n) f (t) dt.

Qn
0

iii) Vf € Ly (0, 7) igin

™

/ F@Pdr =Y an
n=0

0

Parseval esitligi gecerlidir.

Ornegin,
( —y" =Xy, x € (0,7)
y (0) =0 (2.2.15)
| ¥ (1) =0
operatoriinii ele alalm. ¢ (z,A) ile verilen diferansiyel denklemin ¢ (0) = 1,

¢ (0) = 0 baglangig kosullarim saglayan ¢oziimiinii gosterirsek
¢ (x,\) = cos V Az
alinir. Buradan karakteristik denklemi
AN\ =¢ (1, )) = VAsinVAz
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ozdegerleri

\/X:n,nzO

oz fonksiyonlar

¢ (z,A\n) = cosnz,n >0

ve normallestirici sayilar

s ™

Qn = /902 (x,\,) dx = /COS2 nxdr = g

0 0
seklinde bulunur. Dolayisiyla
i) {cosnz}, o= {1,cosz,cos2r,...} kiimesi L, (0,7) uzayinda tamdr.

ii) (0, 7) araliginda mutlak siirekli f (z) fonksiyonu i¢in

e.e] 2 m
= n y n = — d
f(z) an COS N, a 7T/f (x) cos nxdx
= 0

saglanir ve

iii) Vf € Ly (0, 7) igin

esitligi gecerlidir.

Teorem 2.2.14 (Salimm Teoremi) L operatoériiniin ¢ (x, A,), n > 0 6z fonksiy-

onlarimin her biri (0, 7) araliginda tam olarak n tane sifira sahiptir.

Ispat: )\ € R icin ¢ (, \) fonksiyonunu diisiinelim.
olim plz
¢ (x,\) =cospr+o <—)

ol
esitliginden dolay1 ¢ (z, A) fonksiyonu yeterince biiyiik A negatif sayisi icin sifir-
lara sahip degildir. Oyle ki ¢ (z,\) > 0, A < —\* < 0, # € [0,7)dir. Diger
taraftan ¢ (m, p,,) = 0’dir. Burada {u,,},~, , L operatoriiniin 6z degeridir. Eger
A, —oo’dan +o0’a tagiabilirse [0, 7] araliginda ¢ (z, A)'nin sifirlar siirekli olarak

sola tagiir. Yeni sifirlar sadece x = 7 noktasi boyunca goriilebilir. Boylece

38



i) ¢ (z, p,) fonksiyonlarmin z € [0, 7| araliginda n tane sifir1 vardir.

ii) Eger A € (i, ey foyn), m > 1, 1y 1= —00 ise @ (z, A) fonksiyonu z € [0, 7]
araliginda n tane sifira sahiptir. Ao < pg < A1, < p; < Ag < py < ... dir.Sonug
olarak ¢ (z, A) fonksiyonu [0, 7] arahginda n sayida sifira sahiptir.

Ornegin yukaridaki (2.2.15) operatoriiniin 6z deger ve 6z fonksiyonlari
Ao =12 ve o (z,\,) = cosnz, n >0

seklinde oldugundan
Ao = 0 i¢in ¢ (x, \g) = 1 fonksiyonun [0, 7] araliginda sifir1 yok,

A1 = 1 igin ¢ (z, A1) = cosx fonksiyonun [0, 7] araliginda sifiri g,
3
Ao =4 i¢in ¢ (x, A\y) = cos 2z fonksiyonun [0, 7] araliginda sifirlary %, ZW,
ve benzer sekilde devam edilirse,

¢ (z,\n) = cosnz fonksiyonun [0, 7] araliginda sifirlar:

£j:]n27r,j:0,n—1

seklinde alinir.

Teorem 2.2.15 k = 0 +it, q(x) € Ly [0, 7], 0 < x < 7 olmak iizere Jkg > 0
vardir oyle ki |k| > k¢ kogulunu saglayan tiim k’lar i¢in (k’'nin yeterince biiyiik
degerleri igin)
i)
o (@, 2) =0 (e7) k| > ko
ii)

|7z

o (x,\) :cosk:x—l—o(evCI ) . |k > ko

asimptotik ifadeleri, yani Va € [0, 7] i¢in & nin yeterince biiyiik degerlerinde

_I7l=

‘gp(x,)\)e <M

ve

_Irlz

‘(gp (x,\) — coskzx)e

<M
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esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat i) ¢ (2, \) fonksiyonunun (2.2.7) deki ifadesinden

h Tsink (x —t
¢ (z,\) = coskx + Esinkx—i—/ %q(t)gp(t, A) dt
0
e _ Il h e
o (x,N)e =e ' coskx+ 7€ sin kz
+/ S ('z — t) ei‘f‘mei‘ﬂ(m_w)q (t) SO (t7 )\) dt
0

il Al g

= |p(z,\)e 1+W+ W (t) @ (t,A\)|dt

alinir. Burada ¢ (z) € Ly [0, 7] i¢in / g ()| dt = ko ve f () = @ (z,A) e icin

o= J&S"i] oz, ) e 7| = maX |f( )| oldugundan
_irle
o (. N) e o | laonar
‘ |/<?| TR

(@) < +m+m/| ldi

|

(1o [ wona) <1 i
_ ko 2l
n(1-3) 51

= (i) ()

esitsizligi elde edilir. k£ nin yeterince biiyiik degerlerinde

p=o(1)

olacaktir. Maksimumu siirh olan fonksiyonun kendisi de sinirli olacagindan

_Irle

oz, \)e <M

olacak gekilde 0 < M < oo vardir. Dolayisiyla

_Irl=

oz, N)e =o0(1) veya p(xz,\) =0 ( Wx) Vzelln]
elde edilir.

40



ii) Tekrar ¢ (z, \) fonksiyonunun (2.2.7) deki ifadesinden

h Tsin k —t
Sp(x,)\):COSkIE—FESin’:L‘—i—/ %
0

k(o (z,\) — coskz) e = e hsinka

q(t)p(t,A)dtl

—I—/ sink (z —t)e” e " g () o (¢, N) dt
0

§|h|+/
0

k(o (z, ) —coskx)e™ ™" =0 (1)

= )k’ (o (z,A\) — coskz) e " q(t) o (z,\) e ™| dt

Irla
o (x,\) =coskx +o (%) s k| > ko

esitligi alinir.
Tanim 2.2.16 (Rezolvent Operator) A : H — H bir operator olsun. p € C olmak
izere (A — pI)~" meveut sirh ve D {(A—pl )71} = H ise p'ye A operatoriiniin

regiiler noktasi denir. A nin tiim regiiler noktalar1 kiimesine A nin rezolvent

-1

kiimesi denir ve § (A) ile gosterilir. p € 0 (A) olmak tizere (A — ul)” operatoriine

A nin rezolvent operatorii denir ve
R, (A):=(A—pul)™"

olarak gosterilir. Ayrica § (A) agik bir kiimedir.

Teorem 2.2.17 u, A € § (A) olmak iizere

By (A) = Ry (A) = (1 = \) Ry (4) Ry (4)
esitligi gecerlidir.
Ispat: Rezolvent operatoriin tanimindan

Ru(A)— Ra(A) = (A—pD)™ — (A— A1)
= (A—p) (I =M= A—pl) (A= pul)™
= R (A) (- N R (4)
(= A) Ry (4) By ()
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oldugu alinir.

Teorem 2.2.18 Rezolvent operatorii 0 (A) kiimesinde analitik operator fonksiyon-
dur ve A € § (A) i¢in
d

ﬁR’\ (4) = R?\ (4)

dir.

Ispat: \ € § (A) olmak iizere A + AX € § (A) olsun. Hilbert Esitligine gore
Racan (A) — By (4) = ARy arBa (4)

elde edilir.

Raiax (A) = Ry (A) ANRysax (A) Ry (A)

. _ . . 2
Alirilo A\ r Ali\rgo AN = Ry (4)
veya
Ly () = B2 (4)
AV T
gerceklenir.

Ry (A), A operatoriiniin rezolventi olmak tizere y = Ry (A) f € D(L), f € H
fonksiyonu

(A=X)y=f veya Ay —\y=f (2.2.16)

denklemini saglar. Yani A operatoriiniin rezolventini bulmak igin (2.2.16) homo-

jen olmayan denkleminin ¢oziilmesi gerekir.

L operatoriiniin rezolventini bulmak i¢in ise f € Ly [0, 7], y = R, (L) f olmak

lizere )

' +q(@)y—py=f

L= v (0) — hy (0) =0 (2.2.17)

y () + Hy (7) =0

sinir deger probleminin ¢6ziilmesi gerekir. Buradan
Ly—py=fise (L—pl)y=fisey=(L—pul)""f

alinir.
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Simdi u (z, u) ve v (z, ) fonksiyonlarim ele alahm. Bu fonksiyonlar

diferansiyel denkleminin sirasiyla
u(O,,u) =1, UI(O’IM) =h
(2.2.19)
V(”?“) = ]-7 I//(ﬂ-’ILL) ==H

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun. Bu durumda u (x, 1) ve v (x, p)

fonksiyonlarinin Wronskian’
y

seklindedir. Dolayisiyla

y(x,p) = cru(z, 1) + cov (z, 1) (2.2.20)

fonksiyonu (2.2.18) denkleminin genel ¢oziimii olur. (2.2.17) denkleminin genel
¢oziimiinti bulmak i¢in sabitlerin degisimi yontemini kullanalim. Bu yontem

uyarinca (2.1.17) denkleminin genel ¢dziimiinii

g (@, 1) = 1 () 6 (2, 1) + €2 (2) v (3, 12)
seklinde arayalim. Gerekli iglemler yapilirsa,

1 () u(z, ) + ¢ (x) v (2, 1) =0
=&y (@) (2, p) — 5 (2) V' (2, 1) = f (2)

sistemi alinir. Bu sistem ¢oziiliirse ¢; (z) ve ¢ (z) fonksiyonlar:

d (r) = S @ p ise ¢1 (x) =g — /ﬂ—f (Q/U(Ef)’ M)dt

W (w)
o @l i
ch () W (1) 2 () 2 /0 W () dt

elde edilir. Burada ¢; (7) = a1, ¢ (0) = s seklinde sabitlerdir. Elde edilen ¢; (z)

ve ¢ () fonksiyonlar: (2.2.20) ifadesinde yerlerine yazilirsa,
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(x, 1) —alu(m w) + agu (x, 1)

f(t tu (t, 1) f@ult,p)o(tp
/ = / (u) o

genel ¢oziimii ¢dziimii alinir. (2.1.19) simur kosullarindan a3 = ay = 0 bulunur.

/f tudt/f (u)d

Dolayisiyla

olur. Eger

G ot ) 1 u(t,p)v(z,p), 0 <t<zx
Tt p) = ———
W n) w(x,p)v(t,p), e <t<m

isaretlemesini yapilirsa L operatoriiniin rezolventi

y(w,u)=(R—M)1f=/07rG(x,t;u)f(t)dt

seklinde elde edilmis olur.
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3 L OPERATORU iCiN TERS PROBLEMLER

Bu boliimde, Regiiler Sturm-Liouville operatorleri igin giiniimiize kadar incelen-
mis olan bazi ters problem tiirleri ve ¢oziim teknikleri gosterilecektir. L Regiiler
Sturm-Liouville operatorii icin cesitli veriler kullanilarak operatoriin bilinmeyen
katsayilarinin aragtirilmasina ters problem denir. Bu katsayilar1 belirlemek icin
verilen bilgiler cesitlilik gosterebilir. Oncelikli soru ne kadar bilginin (verinin)
katsayilar1 tek olarak belirlemeye yetecegidir. Daha sonra miimkiinse veriler kul-
lanilarak katsayilarin bulunmasini saglayan algoritmalar ya da ¢oziim yontemleri

elde edilebilir.
3.1 Ambarzumian Teoremi

Sturm-Liouville operatorleri igin ters problemler teorisini baglatan caligma 1929
yilinda Ambarzumian tarafindan yapilmistir. Simdi Ambarzumian Teoremi’ni ve

ispatini verelim:

Teorem 3.1.1 (Ambarzumian Teoremi) ¢(z) € C (0, 7) olmak iizere
-y +q(x)y =Ny, = € (0,7) (3.1.1)

Y (0)=0, ¢ (7)=0 (3.1.2)

olur.

Ispat: Verilen (3.1.1) — (3.1.2) problemin &z degerleri

\/)\n_n+i+0<l)
nm

n

asimptotik ifadesini saglar. Burada
1 s
== t)dt
W= / q(t)
0
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seklindedir. Verilen problemin 6z degerleri ), = n? oldugundan

T

w =0 veya /q (t)ydt=0 (3.1.3)
0

olmak zorundadar.

Simdi n = 0 igin Ay = 0 6z degerini dikkate alalim. Buna karsilik gelen 6z
fonksiyon o () # 0 olsun. Dolayisiyla yo () fonksiyonu (3.1.1) denklemini \g =
0 i¢in sagladigindan

~yo +q(z)yo =0

denklemini saglar. Buradan

" " " I\ 2 I\ 2 " ’ (2) ’ 2
J(x) = Yo _ Yovo _ Yoo — (90)" + (o) _ w00~ (o)~ , (@)
Yo s Y Y Yo
yazilabildiginden

() (3)

elde edilir. Son esitligin her iki tarafim (0, 7) araliginda integrallersek,

s s , ! ™ , 2

/q(m)dx:/ <@> dx—l—/ (@> dx

Yo Yo

0 0 0

veya (3.1.3) ifadesinden
’ n I\ 2

0— Yo () _ Yo (0) +/ (@) de

Yo () 4o (0) ) \Yo
alimir. Burada g, (7) = 0, 3o (7) # 0, 9, (0) = 0 oldugundan

g I\ 2 ’
/(@) dx:0:>@:0:>y6(x):0
0

Yo Yo

ve
Yo (z) = c—sabit

bulunur. Burada ¢ # 0 dir. Bu o () = ¢ degeri

~yo () +q(2)yo (v) =0
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denkleminde yerlerine yazilirsa,
0+¢q(z)c=0iseq(z) =0

almir.

Ambarzumian Teoremi, ilk bakigta 6z degerlerin ¢ (z) fonksiyonunu tek olarak be-
lirleyebilecegini diisiindiirse de genel durumda bu miimkiin degildir. 1945 yilinda
Borg, farkl iki Sturm-Liouville probleminin ayni1 6z degerlere sahip olabilecegini
gostermigtir. Bunun yan sira ¢ (x)’i tek olarak belirlemek igin iki farkh 6z deger

dizisinin yeterli oldugunu da ispatlamistir. Borg’a gore

Yo (0) = hay (0) = 0, (hy # h) (3.1.4)

yeni bir siir kogulu olmak tizere (3.1.1), (3.1.2) probleminin 6z degerleri {\, }, -,
ve (3.1.1), (3.1.4) probleminin 6z degerleri ise {j, },-, olmak tizere {\,} ve {1, }

dizisi verilmigse ¢ (x) fonksiyonu tek olarak belirlenir.

Borg’un calismasindan sonra bircok matematikci ters problemler teorisi ile ilgili

calismalar yapmis ve bu teorinin gelismesine katki saglamiglardir.
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3.2 Weyl Fonksiyonuna Goére Ters Problem

L operatoriinii ele alalim. Bu operatoriin ¢ (z, A) ve s (x, \) ¢oziimleri igin W (s, ¢) =
5(0) ¢ (0) — 5" (0) ¢ (0) = —1 # 0 oldugundan s (x,\) ve ¢ (x,)\) ¢oziimleri li-
neer bagimsizdir. Dolayisiyla {s (z, \), ¢ (z, A)} kiimesi (2.1.1) denkleminin temel

¢oziim sistemidir. Bu nedenle
Y (x, ) =15 (z,A) + cap (2, A) (3.2.1)
esitligi saglanacak sekilde ¢; ve ¢, sabitleri vardir. Buradan tiirev alinirsa,
O (z,N) =18 (2, N) + o (x,N) (3.2.2)
olur. (3.2.1) ve (3.2.2) egitliklerinde = = 0 yazilirsa,
P (0,A) =c15(0,A) + o0 (0, ) = 10 + 21 = ¢
ve
P (0,0) =18 (0,0) + cap (0, ) = c1 + coh = c1 + 9 (0,\) h
e =19 (0,A) = htp (0,0) = A (A)
elde edilir. Buna gore (3.2.1) esitligi diizenlenirse,

1#(957/\) =-A ()\)S(IC, )‘) +¢<Oa )\)‘P(fﬁa )‘)

B 50, )
Ay NIRRT

esitligi elde edilir. Burada

(z, ) (3.2.3)

¥ (0, A) Y (z,A)
M = - b (x,\) = —
W=="A0) 2N =10
isaretlemeleri dikkate alinirsa (3.2.3) esitligi
O (2, 0) = s (2, \) + M () (2, \) (3.2.4)

seklinde elde edilir. (3.2.4)’deki M () fonksiyonuna L operatoriiniin Weyl Fonksiy-
onu denir. Dikkat edilirse Weyl Fonksiyonu, iki tam fonksiyonun orani geklindedir.

Ayrica problemin 6z degerleri M (A\)’min basit kutup noktalaridir. Dolayisiyla

48



M (X\) Weyl fonksiyonu bir Meromorf fonksiyondur.

Lemma 3.2.1 Gs = {p: |p —n| > §, n € Z} bolgesindeki yeterince biiyiik p’lar
i¢in
A(X) =z cslple™, 7= [Imp|
esitligi gecerlidir.
Ispat: A (\) = —psin pr+O (exp 77) oldugundan Gs bolgesinde yeterince biiyiik
p’lar icin
sin prr| > ce™

olacak gekilde ¢ > 0 sabiti mevcuttur. Bu durumda
AN >clple™ —crexpTm =cs|p|e™™

esitsizligi alinir.

Simdi L operatoriinii L = L (g, h, H) ile gosterelim ve L =1 (Ej,ﬁ,]?[) oper-

atoriini )

' +q(x)y =My

I (a,ﬁ, Ef) — <y (0) = hy(0) =0 (3.2.5)

Y (m) + Hy (7) = 0

\

seklinde tanimlayalim. L operatoriiniin Weyl fonksiyonu M (), L operatoriiniin
Weyl fonksiyonu M (\) olsun. Bundan béyle L operatorii ile alakah bir bilgi s ile

gosterilirse buna karsilik olarak L operatorii ile alakali bilgi s ile gosterilecektir.

Teorem 3.2.2 Eger M (\) = M(A) ise ¢ (x) = q(x), (0,7) araliginda h.h.y.
ve h = h, H = H gecerlidir. Yani M (A) Weyl fonksiyonu, L operatoriiniin
katsayilarim tek olarak belirlemek i¢in yeterlidir.

ispat:

P (z,\) =@ (z,\) ¥ (z,A) — & (z,)) ® (z,\)
(3.2.6)

Py(x,\) =0 (2, \) @ (z,\) —p(x,\) P (x,)N)
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fonksiyonlarimi tammlayalim. (3.2.4) egitligi kullanilarak

Pi@ ) = o) (5 @A)+ MNE @0)
=& (2, A) (s (2, A) + M (V) @ (z, 1)
= @@ (@A) = ¢ (z,0) s (x,))
o (2, ) @ (2, 2) (M () = M ()
= oz, )5 (2, )\) =@ (2,\)5(x,)\)
ve benzer sekilde
By (2, 0) = (2,0 (s(2,A) + M(A) ¢ (2,)))
¢ @2 (5@ + M (N3 (@)
= 2@ N sz, A) —e(@,A)8 (2, )
5 (@ N (2.2) (M () = M (V)
= s(@N)e @A) — (@A) s(2,))
ifadeleri elde edilir. s (z, \) ve ¢ (2, \) ¢oztimleri A'nm tam fonksiyonlar oldugun-
dan P (z,)\) ve Py (x, ) fonksiyonlar: da tamdir. Diger yandan
o (2,)) = O (expra), ¢ (2,0) = O (Vexprr)
¥ (2, 0) = O (expr (r —a)), ¢ (z,\) :O(\/XeXpT(ﬂ—x)>
asimptotik ifadeleri ve V X\ € G5 olmak {izere

IAN)| > esVAe™™

ifadesi kullanilirsa,
Co

‘Pl (‘CE?A)’ S (1, ’P2 (:Ea A)‘ S

S

olduklar gosterilebilir. Bu durumda P; (z, A) ve P, (x, \) fonksiyonlar1 X'ya gore
tam ve sinirh fonksiyonlar olup Liouville Teoremi geregince bu fonksiyonlar \’ya
bagh degil sadece x’e baghdirlar. O halde

Py(z,A) = Az)

Py(z,A) = B(z)

50



yazilabilir. P (z,A) = o(1), |A| — oo oldugundan B (z) = 0’dir. Dolayisiyla
Py (z) = 0'dir. Ayrica

w (90’ CI)) = ¢ (l’, )‘) P’ (:L‘,

= —:]_

AN
elde edilir. Benzer sekilde W (&, 5) = 1 oldugu gosterilebilir. (3.2.6) esitlik-

lerinden alinan

@ (z, N\ (2,)) — P (2,\) P (z,\) = A ()

@ (x,\) @ (x,A) — @ (x,A) P (x,1) =0

sistemi Cramer yontemiyle ¢oziiliirse,

@(a”?/\) = A(JC)@(%)\)

ve

O (2,)\) = Az) D (z,\)

alimir. Dolayisiyla

A(z) (2, A) A(2)® (2, \)
A@) @ (2, 0) + A(2) B (2,0) A@) ¥ (2,2) +A2) & (2,))
= 22 @)W (,8) = 42 ()
elde edilir. Buradan da A (z) = F1 olmahdur. Ayrica
¢ (z,\) = cosV Az + O (%em>
P (z,\) =cosV Az + O (%em>

asimptotik ifadeleri gegerli oldugundan ¢ (z, A) ve ¢ (x, ) fonksiyonlar1 ters igaretli

olamaz. ¢ (z,\) = A(z)p(z,\) oldugundan A = —1 olamaz. Bu nedenle
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A (x) = 1 olmahdir. Dolaysiyla ¢ (z,\) = @ (z, A\)’dir. Bu durumda (2.1.1) den-
klemi kullanilirsa h.h.y. ¢ () = ¢ (z) elde edilir.

Benzer gekilde (2.1.2) ve (2.1.3) smur kosullarindan

¢ (0) —hep(0) =0 w ¢ (m)+Hp(m) =0
' (0) = p (0) = 0 o' (m) + Heo (m) = 0
esitlikleri taraf taraf ¢ikarilirsa,
' (0) = hp (0) — & (0) + hp (0) = 0
—mxm+ﬁw«n:(ﬁ—h)¢m):o
h—h=0=h=h

ve

@' (m) + Heo(m) —¢' (1) = Hp(r) =0
H-H=0=H=H
elde edilir.

O halde M (\) = M (\) iken ¢(z) = §(z), (0,7) arahgmmda h.hy. ve h = h |,
H = H olduklar gosterilmis olur..
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3.3 Spektral Verilere Gore Ters Problem

L = L(q,h,H) ve L =1 (qN, %, ﬁ[) operatorlerini ele alahm. {\,, «a,}

n>0?

L operatoriiniin spektral verileri ve {)\n, an} ise L operatoriiniin spektral
n>0
verileri olsun. Burada iki sprektral verinin L operatoriiniin katsayilarini tek olarak

belirledigi ispatlanacaktir.

Lemma 3.3.1 (Freiling, Yurko 2001)

M) =) m (3.3.1)

n=0

esitligi gecerlidir.

Teorem 3.3.2 Vn i¢in A, = A\, ve a, = @, ise ¢(z) = ¢ (z) h.h.y. ve h = h,
H = H dir. Yani L probleminin katsayilari, 6z degerler ve normallestirici sayilar

tarafindan tek olarak belirlenir.

Ispat: (3.3.1) esitligine gore eger \, = An, Gy = Gy ise M AN =M (X) esitligi
gegerlidir. Teorem 3.2.2 ye gore M (\) = M <X> gecerli ise ¢ (z) = q(x), (0,7)
araliginda h.h.y. ve h = h , H = H’dur. Boylece ispat bitmig olur.

Teorem 3.3.2 nin ispat1 agagidaki gibi de yapilabilir:

A, = Xn, a, = a, olsun. A (\) fonksiyonu A nin tam fonksiyonu oldugundan

Hadamard Faktorizasyon Teoremi geregince

so-ef1(1-2)

esitligi gegerlidir. Burada c sayisi yalnizca A, lere bagli olan bir sabittir. Buna
gore \, = Xn ise

AN =A (3.3.2)

olur. Diger yandan
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esitliklerine gore 3, = gn’dlr ve ayrica (3, = 1 (0, \,,) oldugundan

¢ (O’ /\n) = w (07 )‘n)

yazilabilir. Buna gore

KA =

¢ (07 /\N) - ¢ (O’ )‘n)

AN

fonksiyonunu tanimlarsak A, 6z degerleri bu fonksiyonun hem payini hem de

paydasini sifir yaptigindan ve bu 6z degerler fonksiyonun basit sifirlar1 oldugundan

K (\) bir tam fonksiyondur. Ayrica

¥ (0, An) =1 (0, A)

IN

AN > cslplexprm

esitsizliklerinden

[ (M) ST

olur. Burada p nun yeterince biiyiik degerlerinde

alimir. Dolayisiyla

770 (07 /\n> = ¢ (07 An)

yazilir. Buna gore (3.3.2) ve (3.3.3) esitliklerinden

v (0,A) ¢ (0,A)

A(N) AN

CexXpTm

(3.3.3)

esitligini yazabiliriz. Bu ise M (A) = M ()\) demektir. Buradan ¢ (z) = § (z)

hhy. ve h =h , H= H oldugu elde edilir.

Simdi h # hy olmak tizere
y' (0) = hy (0) =0

(3.3.4)

siur kogulu (2.1.2) kosulu ile yer degigtirilerek elde edilen (2.1.1), (3.3.4), (2.1.3)

problemini L; = L (q, hy, H) operatorii seklinde gosterelim ve bu operatériin 6z
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degerler dizisi {1, },, olsun.

Tanim 3.3.3 {\,, an},~¢ Ve {An; 11, },,5¢ dizilerine L operatoriiniin klasik spek-

tral verileri ad1 verilir.

Simdi ise iki 6z degerler dizisi denilen {\,,, 11, },,~ spektral verilerinin, operatoriin

katsayilarin tek olarak belirledigini ispatlayalim:

Teorem 3.3.4 Vn igin \, = A Ve i, = i, ise [0, 7] arahiginda ¢ (x) = ¢ (z) h.h.y.
Veh:%,H:ﬁdm

fspat: Vn icin A, = A, oldugundan A (A) = A (A)dir. Diger yandan 6z degerleri

{1, } ler olan L, operatoriiniin karakteristik fonksiyonu
A1 (A) - 1// (07 )‘) - h’l'dj (07 )‘)

seklindedir. Buna gore A; (\) fonksiyonu p’ler tarafindan tek olarak belirlenen

bir tam fonksiyon oldugundan
p=Tn = A (N) =41 (N

esitligi gecerlidir. Buradan her A icin

~

Ay (A) - @Z)/ (07 )‘) — hiy (07 )‘) =9 (07 /\) - hﬂz (07 >‘) - z1 (/\)

yazilabilir. O halde
~1

U(0,A) =9 (0,A) =0
esitligini saglayan \’lar1 gozoniine alirsak

w(oa)‘) = w(oa)‘)

elde edilir. Buna gore

ve



oldugundan

M (A) = M (X)
esitligi gecerlidir. Bu da ispat1 tamamlar.

L operatoriiniin katsayilarini belirlemek icin {)\n}nzo 0z deger dizisi tek bagina
yeterli olmamasina ragmen potansiyel fonksiyon denilen ¢ (z) fonksiyonunun her
x i¢in

q(m—x)=q(z)
simetriklik kosulunu sagladig: biliniyorsa bu durumda yalnizca 6z degerler dizisi

ile katsayilar1 belirlemek miimkiindiir. Bu asagidaki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 3.3.5 L operatériinde h = H, Vz i¢in ¢(m —x) = ¢(x) ve Vn igin
An = An ise ¢ (z) = ¢ (z) h.hy. ve h = h dur.

Ispat: ¢ (z,\) ve ¢ (z, \) fonksiyonlarmin yan sira ¢, (z, \) fonksiyonu
P a(m =) = Apy
01 (0)=1,¢,(0)=H

probleminin ¢6ziimii olsun. Bu durumda

w<x7)‘):90(7r_x7)‘)

esitligi saglanmaktadir. Hipoteze gére h = H, ve Vz igin q¢(m —z) = ¢q(x)
oldugundan
o1 (2,A) = @ (2,)
esitligi ve dolayisiyla
Uz, A) = (m—2,A)

oldugu elde edilir. Daha 6nce Vn igin
¥ (@, An) = Brp (z, An)
saglandigindan

§0<7T_x7 An) = ¢($7>\n)
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= B (@, An) = B0 (T — 2, An)
= BuBnp (m — 2, An)
= B (7 — 2, 2)
alimir. Buradan ise
B, =1veya 8, = F1

elde edilir. Dolayisiyla
A (A) = —a,f,

esitliginden A\, = Xn ve a, = «, elde edilir. Dolayisiyla Teorem 3.3.2 geregi

¢(z) = ¢ (x), (0,) arahgmda h.h.y. ve h = h olur.
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3.4 Yar1 Ters Problem (Hochstadt-Lieberman Teoremi)

L operatoriinii ele alahm. Bu operator icin icin Hocstadt ve Lieberman 1978
yilinda [0, 7] araliginin [g,w] araliginda ¢ (z) fonksiyonunun bilinmesi duru-
munda yalmzca {A,},., 6z deger dizisi ile arahgm tamammda g (z) fonksiy-

onunun tek olarak belirlenebildigini gostermiglerdir.

Teorem 3.4.1 {\,} ., dizisi L operatoriiniin 6z degerler dizisi, {Xn} ise L
n>0

n>0
operatoriinde ¢ (z) yerine §(z) ahnarak elde edilen L operatoriiniin 6z degerler

™

dizisi olsun. (%,7) arahgmndaki Vz igin ¢ (z) = ¢ (z) ve Vn i¢in A, = X ise (0, 7)

araliginda h.h.y. ¢ () = ¢ (z) esitligi gegerlidir.
Bu teoremi ispatlamak icin bazi lemmalara ihtiya¢ duyulmaktadir.

Lemma 3.4.2 (Marchenko, 1950) A kompleks parametre olmak iizere {cos Az}
ve {sin Az} fonksiyon kiimeleri Ls (0, 7)’de yogundur. Yani V) igin

/f (x) cos Azdz = 0 (3.4.1)
0

esitligini saglayan bir tek f (z) fonksiyonu vardir. Bu f (z) fonksiyonu da hemen
hemen her yerde yakinsak f (z) = 0 esitligini saglayan fonksiyondur. Benzer
sekilde (0, ) arahiginda h.h.y.

/g(x)sin)\:cd:c =0<=g(x)=0

0

gecerlidir.

Lemma 3.4.3 (Freiling, Yurko 2001) ¢ (z, ), (2.1.1) denkleminin ¢ (0) = 1,

¢' (0) = h baglangi¢ kogullarim saglayan ¢oziimii olmak tizere

N 1 f
o (z,\) @ (z,\) = 5 1+ cos 2V Az + /K1 (2, 7) cos 2V Ardr
0
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esitligi gecerlidir. Burada
© (2, \) = cos V Az + /G (z,t) cos vV Atdt

0

P (2, \) = cos vV Ax + /é (z,t) cos v/ Atdt
0

\

olmak {izere

Ky (x,7)=2 |:G(:L‘,C(}—QT)—G(ZL‘,JZ—QT)}

T r—27

+2 / G (z,5)G (,5 — 27) ds + 2 / G(x,s)G (z,s+27)ds
—x+27 —x
elde edilir.
Lemma 3.4.4 (Corduneanu, 1991) f (z), Lo (0, 7) uzayinda herhangi bir fonksiyon

olmak tizere;
f(x)+ /f (1) K (z,t)dt =0 (3.4.2)

esitligini saglayan bir tek f (x) fonksiyonu vardir. O da f (z) = 0 fonksiyonudur.
Bu denkleme homojen Volterra integral denklemi denir. Burada K (z,t) herhangi

bir stirekli fonksiyondur.

Teoremin 3.4.1 in Ispati: ¢ = ¢ (x, \) fonksiyonu —y” + ¢ (z)y = Ay diferan-
siyel denkleminin y (0) = 1, 3/ (0) = h baglangi¢ kogullarimi saglayan ¢oziimii ve
¢ = ¢ (x,\) fonksiyonu ise —y” + ¢ (x) y = Ay diferansiyel denkleminin y (0) = 1,
y' (0) = h baslangi¢ kogullarimi saglayan ¢oziimii olsun. Bu durumda

—¢"+q@)e = Ao

P +i(@)% = Ip

egitlikleri saglanmaktadir. Bu esitliklerin birincisini ¢ fonksiyonu ile, ikincisini ¢

fonksiyonu ile carpalim ve taraf tarafa ¢ikaralim. Bu durumda
—¢"2+q(@) P+ 30— q(2)Pp = AP — APy
Plo—¢"o+(a() —q(2) P = 0 (3.4.3)
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esitligi elde edilir. Son egitligin her iki tarafi (0,7) araliginda = e gore integral-
lenirse,

™

/(q (@) =7 (@) ¢ (2, M) P (2,A) de = (' (2, ) B (2,A) = (2, 2) & (2, N)) ]y

0
elde edilir. Hipoteze gore (g, 7r> araliginda ¢ (z) = ¢ (z) oldugundan son egitlik

w/2

(¢ @ NP - @V @ = [ (@) -7@) e @ NP ds

sekline doniigiir. A, = Xn oldugundan

¢ (7T7 )‘) =—Hyp (’/T, )‘)
(3.4.4)
gél (ﬂ-a )‘) = _Hgb (7T7 >‘)

esitlikleri gegerlidir. Burada ¢ (x, ) ve ¢ (z, \) fonksiyonlarinin sagladig

QD(O)ZL 90/(0>:h

baglangic kosullar1 dikkate alinirsa,

™

/(q (@) =@ (@) (#,X) @ (2, A) dv = &' (1, A) & (7, A) — @ (7, A) & (7, A)

=@ (0,0 2(0, ) + ¢ (0,1) & (0, 1)
= (MmN p(m,A) —p(m,\) @ (7,\) —h.1+1.h
= (mN)G(mA) =@ (TN ()
saglanir. (3.4.4) esitliklerinden,
P (T M) B (m N = (m, )@ (1, A) = —He (m, \) @ (1, A)—¢ (m,A) (-H) & (7, A)
=—Heo(m, A) @ (mA) + He (1, A) (7, \)

=0
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olur. O halde,

/2
F&»=/¥ﬂ@—@@»w@¢ﬁﬂa»¢x

fonksiyonunu tanimlanirsa Vn igin F' ()\,) = 0 oldugu elde edilir. Buna gore

fonksiyonu bir tam fonksiyondur. Yani tiim diizlemde analitiktir. Ciinkii F' ()
ve A (\) fonksiyonlarinin sifirlar1 aym olan tam fonksiyonlardir. Ayrica A (A)'nin

sifirlan basittir. Ote yandan 7 = ‘Im VA ‘ olmak tizere

o (x,\) =0 (expTx)
o (x,\) =0 (expTx)

asimptotik ifadelerinden
w/2

F ()| /mw—awqumwmwm

IA

w/2

0
c/mm—aMJWWx
0

IN

w/2

wT/muw@me

0

= ¢ e

IN

oldugu goriiliir. Ayrica |A (\)| > ¢s ‘\/X ) exp 77 oldugundan

W) c
X (M| = A0V < ‘\/X(

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlige gore x (x) fonksiyonu simirhdir. Liouville

teoreminden dolay1 x (x) fonksiyonu sabittir. Diger yandan

lim |y ()] = 0

|Al—o0
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olacagindan VA icin x (A) = 0 demektir. Dolaysiyla F'(A) = 0 olur. Bu durumda

/2

/ (a(x) — 7(2)) @ (. N) B (2, ) dx = 0

0
dir. Burada ¢ (z) — ¢ (z) = Q (x) isaretlemesi kabul edilirse Lemma 3.4.3’den

w/2

/Q(x) 1+COSZ\/XIE—|—/K1 (z,7) cos 2V Ardr | dz =0
0 0

veya

w/2 w/2 /2 g

%/Q(iﬁ)dfﬁ—i-%/Q(m)cosZ\/Xxdx—l—%//Q () K4 (x,r)cosQ\/Xde:U:O
0 0 00

alinir. Son esitlikteki iki kath integralde integrasyon sirasi degistirilirse,

/2 w/2 m/2m/2
1 1
—/Q(x) dx + §/Q(az)c082\/Xa:da:+ 5//@@) K (z,7) cos 2/ AdadT = 0
0 0 0 7
veya
/2 /2 /2

Jowars [(@m)+ [e@ @i | cosavarr =0

elde edilir. Burada
w/2

Q(7)+/Q(:c)K1 (x,7)dx = f (1)

isaretlenirse,
w/2 w/2
/Q (x)dx + /f (1) cos 2/ Ardr = 0 (3.4.5)
0 0

alimir. Riemann-Lebesque Lemmasi geregince v\ € R olmak tizere

/2

lim [ f(7)cos2VArdr =0
/

A—00
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dir. Dolayisiyla
w/2

/Q(:C)d:c:O

olur. Bu ifade (3.4.5) esitliginde yerine yazilirsa VA igin

w/2

0+ /f (1) cos 2V Ardr = 0

0

bulunur. Lemma 3.4.2’den h.h.y.

f(r)=0
olur. Buradan

Q (1) + / Q (x) K (z,7)dx =0 (3.4.6)

olur ve (g,w> araliginda h.h.y. @ (z) = 0 oldugundan (3.4.6) esitligi

Q(T)+/Q(x)K1(x,T)dx:0

seklinde yazilabilir. Lemma 3.4.4 'ten @) (z) = 0’dir. Dolayisiyla h.h.y. ¢(z) =

q (x) esitligi gegerlidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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3.5 Nodal Noktalara Gore Ters Problem

L operatoriinii ele alahm. \,, n > 1 bu operatoriin 6z degerleri ve ¢ (z, A,) bu 6z
degere kargilik gelen 6z fonksiyonlar olmak iizere salinim teoremine gore her bir

n i¢in ¢ (z, A,) 6z fonksiyonu (0, 7) araliginda tam olarak n tane sifira sahiptir.

Tanim 3.5.1 Her bir n icin ¢ (z, A,) fonksiyonunun (0, 7) araligindaki sifirlarina

L operatoriiniin nodal (diigiim) noktalar1 denir. Nodal noktalarin kiimesi

X = {al:p(zl,\) =0, 2 € (0,7} (3.5.1)

X = {x?, :Bg, x%, :Eg, xé, x%,} (3.5.2)

seklinde gosterilebilir.

Ornek 3.5.2 L operatoriinde ¢ (z) =0, h = H = 0 alinirsa,

;

—y" =Xy

2

problemi elde edilir. Bu problemin 6z degerleri A, = n® ve 6z fonksiyonlar

¢ (z, \,) = cosnz geklindedir. Buradan érnegin

n=1igin \y =1, ¢ (x,)\;) =cosz ve 2§ = g € (0,)
n =2 igin Ay =4, ¢ (x, \g) = cos2z ve 29 = g, T = ??Tﬂ
n=3ig¢in A3 =9, p(z,\3) = cos 3z ve 2§ = g, Ty = g, T3 = 5%
ve benzer sekilde devam edilirse genel olarak
pr— @ j=01,2,....,(n—1)

seklinde nodal noktalar1 bulunur.

Lemma 3.5.3 (McLaughlin, 1986) j = {‘7—n, n > 0} kiimesi [0, 1] araliginda
n

yogundur.
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Lemma 3.5.4 Vn > 1 icin p,, = v/, olmak iizere
|+ ! <zip < |5+ 3
J 4 T < TyPp J 1 ™

. 1
Ispat: ¢ (z,\,) = cosp,x+O (—) asimptotik ifadesini alalim. Burada z yerine
n

G+Y7 (e
Pn Pn

esitsizligi gecerlidir.

sirasiyla yazilirsa,

PR = () o )
Pn Pn n
= mSQ+;>w+O(%>

@4V*P§§+w)<%)

i1 i1 3
(j+4)7r7)\n ve @ <j+4)ﬂ-7)\n

n n

elde edilir. Son esitliklere gore ¢ ifadeleri

z1t igaretlidir. Dolayisiyla stirekli fonksiyonlar icin gecerli olan Cauchy-Bolzana

i+ 7 G+
teoremi geregince ¢ (, \,) fonksiyonu I = (O ) , U+3) ) araliginda en

Pn Pn
az bir sifira sahiptir. Ustelik ¢ (z, \,,) fonksiyonu (0, 7) arahiginda toplam n tane

sifira sahip oldugundan fonksiyonun I araliginda bir tek sifir1 vardir.

. i+ 4+
Yani x) € ((j 4) , ('7 4) ) yazilabilir. Boylece Lemma ispatlanmig olur.
Pn Pn

Lemma 3.5.5 v\, = p,, sayilar1 icin

11 w 1 11 1
S e —— |, === — 5.
et e G -2l C B
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asimptotik ifadeleri gegerlidir. Burada

™

1
w—h+H+§/q(t)dt
0

dir.

Ispat: Ozdegerlerin

1
\/)\n:pn:n_‘_i—i_o(_)
n

nm

asimptotik ifadesinden

ve

olduklar1 kolayca goriiliir.

Teorem 3.5.6 X nodal noktalar1 kiimesinde n’nin yerine yeterince biiyiik deger-

leri i¢in
i+ |+ 1 Al(xd 1
xZL:J P 7T—|—M+O — (3.5.4)
n n2m n n? n?
asimptotik ifadesi gecerlidir. Burada
A 1 T 1 ™
A(QS%) :h+H—|—§/q(t)dt,w:h+H+§/q(t)dt
0 0

seklindedir.

Ispat: ¢ (x, ) fonksiyonunun asimptotik ifadesinden

h 1 ("
gp(m,)\)—cospx+—sinpx+—/ sin (z —t)q(t) @ (t,\)dt
P PJo
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h 1 [" 1
= cos px + —sin px + —/ sin (x —t) ¢ (t) cos (pt) dt + o <—em)
p pJo p

h . sin pr [7 1
= cos pxr + — sin px + q(t)dt+o| —e™
p 2p  Jo p

™

1 1
+— | sin(x—2t)q(t dt—i—o(—em)
55 s =2 a@dro(

alinir. Burada |p| — oo i¢in

x

/sinp (x—2t)q(t)dt =0 (e™)

0

oldugundan

i 1
¢ (z,\) = cos pr + A(x) il (—e”)
p p

T

1
alinir. Burada A (z) = h + 5/(] (t)dt dir.

0
Eger son egitlikte A = \,, yazilir ve 6z degerlerin reel oldugu goz 6niine alinirsa,

i 1
¢ (z,\) = cosp,z+ A(x) T 4o <—>
Pn Pn

elde edilir. Nodal noktalar:1 bu fonksiyonun sifirlar1 oldugundan
, . .\ sinp,xd 1
¢ (z], M) =0=cospal, + A(x)) —""L +o(—) =0
P, Pr
alimir. Bu ifadenin her iki tarafi sin p,, 2/ ile boliiniirse,
A2 1
cotpna:fl—i-ﬂ—l—o(—) =0
n pn

veya

- A 1
—cot p,r), = M +o (—)
Pn Pn

elde edilir. Ayrica cot a = tan <g — a) oldugundan

-2

n

tan (pnxil —

olur. Bu ifade diizenlenirse

. A(z] 1
PpTl — T _ arctan (M +o (—)) + g7
2 P Pn
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veya

(z},)

, A(2d 1 1
Pl = arctan ( ™) 4o <—>> + (j + —) T (3.5.5)
Pn P 2
yazilabilir. © — 0 iken arctanu = u + o (u?) oldugundan

e (B0(2)) - (0 1)

olur. Dolayisiyla bu ifade (3.5.5) ifadesinde yerine yazilirsa,

j A (93%) 1 rL
PnTn = — +ol| — |+ J + -7
P P 2

n

J =
T, =

alinir. Burada

seklindedir.

Simdi X, L operatoriiniin tiim nodal noktalarinin kiimesi ve Xy C X bu kiimenin
[0, 7)’de yogun bir alt kiimesi olsun. Buna gore Vz € [0, 7] igin 3 <xf{;’“> C (i)
alt dizisi vardir ki

. J
lim xnlk =x

k—oo

tir.

Teorem 3.5.7 X, L operatoriiniin, )?0 ise L operatoriiniin nodal noktalarinin
™ ™

(0, 7)’de yogun alt kiimesi olmak iizere Xy = X, ve /Z]v(t) dt = /q (t)dt ise

0 0
q(x) =q(x) hhy. ve h =h, H= H'dir. Yani L operatoriiniin katsayilar1 olan

q (z) fonksiyonu h ve H sayilar1 nodal noktalarin herhangi bir yogun alt kiimesi
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ile tek olarak belirlenir.
Ispat: = ¢ [0,7] alalim. xiﬁf — 1z olsun. Bu durumda Teorem 3.5.6 daki
asimptotik ifade kullanilarak

<x¥{;k_jk 27.()”%:_8 <(‘7—2)>7T+A<xilnk>—|—0(1)

g T

esitligi yazilabilir. xf{;’“ — 2 oldugundan — 2’tir. Diger yandan ¢ ()

(j+3)7
ng

integrallenebilen bir fonksiyon oldugundan

A(x)_th%/q(t)dt

mutlak siireklidir. O halde

- 1
jn jn + 5
Tk — 2 27 )2
ny

ifadesinin k — oo iken limiti vardir ve bu limit sonludur. Yani

) i + 1
lim (xf{;’“ - jk—zw) ny = YA (x) (3.5.6)
k—o0 Nk ™

esitligi gecerlidir. Burada
w
F@) = Lot A
alinirsa f fonksiyonu [0, 7]’de tamimli mutlak siirekli bir fonksiyon olur. (3.5.6)
esitligine gore > kiimesi verilirse f () fonksiyonu bulunabilir.

f(x)= Yy A (x) fonksiyonu [0, 7]’de mutlak siirekli oldugundan h.h.y. sonlu
m

tiireve sahiptir. Bu tiirev

fla) = —Zo+A@)
1 1 [ 1
= — h+H—|—§/q(t)dt +§q(af)

0

seklindedir. Boylece [0, 7| araliginda h.h.y.
, 1
g =2(f @)+ 2 (0t 1)
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olur. Diger yandan

Fz) = Lot A()

™

f(O) = A(0)=h= h=f(0)
fm)::—%w+ﬁ@ﬂ:—UHJﬂ+h:—H:¢H:—fﬁ)

almir. Dolayisiyla s = 32 ise (3.5.6)ten f (z) = f (z) ve buradan da h = h,
H=H ve q(z) = ¢ (z) h.h.y. oldugu stylenir.

Sonug 3.5.8 i1 yogun nodal nokta kiimesi verilirse L operatoriiniin katsayilari

asagidaki adimlar kullanilarak bulunabilir.
- Jnt i
1.ADIM: lim (xﬁL - ]—27r) n? limiti hesaplanarak f (x) fonksiyonu bulunur.
n— 00 n

2.ADIM: f (0) = h, —f (m) = H katsayilar belirlenir.

3.ADIM: ¢ (z) =2 (f’ (x) + % (f(0)—f (71'))) formiilii ile ¢ (x) bulunur.

(

—y" +cosxy = Ny, = € (0,7)

Ornegin vy (0)=0

RAGERIGRT

operatoriinii ele alalm. Burada ¢ () = cosz, h = 0, H = 1 oldugundan

m ™

1 1 1
w:h+H+§/q(t)dt:0+1+§/costdt:1+§0:1
0 0
ve
1 [ 1 [ 1
A(:c):h+§/q(t)dt:0+§/costdt:58111:5
0 0

ifadeleri bulunur. Dolayisiyla nodal noktalarin asimptotik ifadesi

i1 i L J

n n2m n n2 n2

egitliginden

N 1 [(jn+3 1 , 1
w) = J . 2. _ - (] - 2) T+ o2 sin (z7,) + o (ﬁ) seklinde bulunmus
olur.
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Tersine, L tipinde bir operatoriin nodal noktalarinin yogun bir alt kiimesi

‘ i+ 1 1 (jnt+=s 1 , 1
[ J 2\ — — J 2\ r4+ —sina/"+0| =
" n n2m n 2n2 " n?

olmak {izere

Xo = {7}
seklinde verilmis olsun. Buna goére L operatoriiniin katsayilar

1.ADIM:

lim (xﬁl"—j—zﬂ) n* = lim (QW—F—Sinx%)
n—oo n n—o00 n 2
> fl@)= 4z
r)=—+ —sinx
T 2
2. ADIM:
f(O0) = h=h=0
—f(r) = H=H=-1
3. ADIM:

seklinde bulunmug olur.
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