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G·IR·IŞ

Modern fonksiyonel analiz ve uygulamalar¬n¬n ana dallar¬ndan biri olan spektral

teori baz¬uygulamal¬bilimlerde önemli yere sahiptir. Özellikle �zikte ve matema-

tiksel �zikte, diferansiyel operatörlerin spektral teorisi kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r.

Diferansiyel operatörlerin spektral teorisi düz spektral problemler ve ters spek-

tral problemler olmak üzere ikiye ayr¬l¬r. Bir diferansiyel operatör verildi¼ginde

operatörün spektrumunun ve özfonksiyonlar¬n¬n aranmas¬ve verilen bir fonksi-

yonun bu operatörün özfonksiyonlar¬na göre ayr¬̧s¬m¬n¬n incelenmesine düz spek-

tral problem denir. Spektral analizin ters problemleri ise, verilen belirli dizilere

göre spektal karakteristikleri bu diziler olan operatörün inşas¬ndan ibarettir.

Fizikteki bir çok problem ters problemlere indirgenmektedir. Örne¼gin, meka-

nikte verilen dalga boylar¬na göre homojen olmayan yayda yo¼gunluk da¼g¬l¬m¬n¬n

ö¼grenilmesi, parçac¬klar¬n enerji seviyelerine göre parçac¬klar aras¬ndaki etkileşim

kuvvetlerinin belirlenmesi, kuantum �zi¼ginde saç¬lma verilerine göre alan potan-

siyellerinin bulunmas¬, jeo�zikte yer alt¬madenlerinin yer alt¬ndaki elementlerin

da¼g¬l¬m karakteristiklerine göre belirlenmesi problemlerinin her biri birer ters

problemdir.

Matematiksel �zik ve bir çok mühendislik problemi diferansiyel denklemlerden

oluşan s¬n¬r de¼ger problemlerini içermektedir. Örne¼gin,

� d

dx

�
p (x)

dy

dx

�
+ q (x) y = �� (x) y (0:1)

diferansiyel denklemine Sturm-Liouville denklemi, bu denklem veya bu denklem

ve farkl¬birtak¬m s¬n¬r koşullar¬taraf¬ndan üretilen operatörlere Sturm-Liouville

operatörleri, bu operatörler için konulan spektral problemlere ise Sturm-Liouville

problemleri ad¬verilmektedir.

1836 y¬l¬nda Sturm ve Liouville taraf¬ndan ortaya konulan Sturm-Liouville teorisi

başlang¬çta ¬s¬problemlerine uygulanm¬̧s olsa da günümüzde bir çok �ziksel prob-

lemin araşt¬r¬lmas¬nda etkin yöntemlerden biridir.
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Diferansiyel operatörler regüler ve singüler olmak üzere iki kolda tan¬mlanm¬̧s

ve bu operatörlerin spektral teorisi yap¬land¬r¬lm¬̧st¬r. Tan¬m bölgesi sonlu ve

katsay¬lar¬sürekli fonksiyonlar olan diferansiyel operatörlere regüler diferansiyel

operatör, tan¬m bölgesi sonsuz veya katsay¬lardan baz¬lar¬veya tamam¬toplana-

bilir olmayan veya her iki durum da sa¼glanacak şekildeki diferansiyel operatörlere

singüler diferansiyel operatör denir. XIX. yüzy¬l¬n sonlar¬nda ikinci mertebeden

diferansiyel operatörler için sonlu aral¬kta regüler s¬n¬r şartlar¬sa¼glanacak şek-

ildeki adi diferansiyel operatörlerin özde¼gerlerinin da¼g¬l¬m¬Birko¤ taraf¬ndan in-

celenmi̧stir. Ayr¬k spektruma sahip ve uzay¬n tamam¬nda tan¬ml¬operatörlerin

özde¼gerlerinin da¼g¬l¬m¬, özellikle kuantum mekani¼ginde çok önem taş¬maktad¬r.

Singüler operatörler için spektral teori ilk olarak Weyl taraf¬ndan incelenmi̧stir.

·Integral denklemler teorisinde yap¬lan çal¬̧smalarda, lineer cebir problemleri ve

titreşim teorisi problemleri aras¬ndaki benzerlikten faydalanan ilk olarak Hilbert

olmuştur. Bunlar¬n sonucu olarak önce `2 uzay¬ sonra da genel Hilbert uzay¬

kavramlar¬kurulmuştur. H Hilbert uzay¬tan¬mland¬ktan sonra lineer self adjoint

operatörler teorisi h¬zla geli̧smeye başlam¬̧st¬r. Daha sonra Rietsz, Neumann,

Friedrichs ve di¼ger matematikçiler taraf¬ndan simetrik ve self-adjoint operatör-

lerin genel spektral teorisi oluşturulmuştur.

Diferansiyel denklemler için ters problemler teorisinin başlang¬c¬say¬lan ilk çal¬̧sma

Ambartsumyan�a aittir. 1929 y¬l¬nda Ambartsumyan taraf¬ndan Sturm-Liouville

operatörleri için ters problemlerle ilgili aşa¼g¬daki teorem ispatlanm¬̧st¬r:

Teorem 0.1 (Ambartsumyan, 1929) q (x) , [0; �] aral¬¼g¬nda gerçel de¼gerli sürekli

fonksiyon olmak üzere �0; �1; :::; �n; ::: �ler8><>:
y00 + f�� q (x)g y = 0; 0 < x < �;

y0 (0) = y0 (�) = 0

(0:2)

probleminin özde¼gerleri olsun. E¼ger �n = n2; (n = 0; 1; :::) ise q (x) � 0 d¬r.

Ambartsumyan�¬n bu çal¬̧smas¬ndan sonra ters problemler teorisinde çeşitli prob-

lemler ortaya ç¬km¬̧s ve bu tip problemlerin çözümü için farkl¬ yöntemler ver-
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ilmi̧stir. Bu problemlerle ilgili en önemli sonuçlardan birisi Borg�a aittir ve elde

etti¼gi sonuç, aşa¼g¬daki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 0.2 (Borg, 1945) �0; �1; :::; �n; ::: �ler (0:2) deki diferansiyel denklemi ve8><>:
y0 (0)� hy (0) = 0

y0 (�) +Hy (�) = 0

(0:3)

s¬n¬r koşullar¬ile verilen problemin; �0; �1; :::; �n; ::: �ler ise (0:2) deki diferansiyel

denklemi ve 8><>:
y0 (0)� h1y (0) = 0

y0 (�) +Hy (�) = 0

(0:30)

s¬n¬r koşullar¬ile verilen problemin özde¼gerleri olsun. O halde f�ngn�0 ve f�ngn�0
dizileri, q (x) fonksiyonunu ve h; h1 ve H say¬lar¬n¬tek olarak belirtir (h 6= h1 ve

h; h1; H sonlu gerçel say¬lard¬r).

Borg� un bu çal¬̧smas¬nda, f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizilerinin, verilen operatörün

farkl¬özde¼gerleri (spektrumlar¬) oldu¼gu varsay¬l¬r ve operatör bu diziler yard¬m¬yla

belirlenir, yani bu tip operatörün varl¬¼g¬önceden kabul edilir. Borg ayn¬çal¬̧s-

mada, bu tip diferansiyel operatörün tek olarak belirtilmesi için bir tek f�ngn�0
spektrumunun yeterli olmad¬¼g¬n¬göstermi̧stir. O yüzden de, Ambartsumyan�¬n

sonucu istisna bir durum olarak düşünülmektedir.

Borg�un çal¬̧smas¬ndan sonra potansiyelin q (� � x) = q (x) simetriklik koşulunu

sa¼glamas¬ durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatörünü belirledi¼gi

Levinson (1949) taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r.

Dönüşüm operatörleri ters problemlerin çözümünde önemli bir araç olmuştur. Bu

kavram¬Delsarte (1938), Lions (1957) ve Levitan (1964) yapt¬klar¬çeşitli çal¬̧s-

malarda kullanm¬̧slard¬r.

II. mertebeden lineer diferansiyel operatörler için ters problemler teorisinde bir

sonraki en önemli aşamalardan birisi Marchenko (1950) taraf¬ndan kaydedilmi̧stir.

1950 y¬l¬ndaMarchenko, ters problemlerin çözümünde Sturm-Liouville operatörünün
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spektral fonksiyonundan yararlanm¬̧st¬r.

'(x; �) fonksiyonu (0.1) diferansiyel denkleminin

'(0; �) = 1; '0(0; �) = h; (0.7)

başlang¬ç koşullar¬n¬saşlayan çözümü, '(x; �n) fonksiyonlar¬ ise bu operatörün

özfonksiyonlar¬olsun. Bu durumda

�n =

�Z
0

'2(x; �n)dx (0.8)

say¬lar¬na verilen operatörün normalleştirici say¬lar¬,

�(�) =
X
�n<�

1

�n

fonksiyonuna ise bu operatörün spektral fonksiyonu denir. Marchenko, Borg�un

ispatlad¬¼g¬teoremin benzerini �(�) spektral fonksiyonu yard¬m¬yla vermi̧stir. Ayr¬ca,

bu çal¬̧smada, �(�) fonksiyonun Sturm-Liouville tipinde bir diferansiyel oper-

atörün spektral fonksiyonu olmas¬için gerek ve yeter koşulu verilmi̧stir. Marchenko�nun

çal¬̧smalar¬ile hemen hemen ayn¬zamanda Krein (1951), çal¬̧smalar¬nda Sturm-

Liouville tipindeki diferansiyel operatörü f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizilerine göre be-

lirtmek için etkili yöntem vermi̧stir. Fakat, bu çal¬̧smalarda verilen gerekli ve

yeterli koşul, f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizileri yard¬m¬yla de¼gil, bu dizilerin yard¬m¬yla

kurulan yard¬mc¬fonksiyon kullan¬larak verilmi̧stir.

1951 y¬l¬nda Gelfand-Levitan (1951) çal¬̧smas¬nda, �(�) monoton fonksiyonun

Sturm-Liouville operatörünün spektral fonksiyonu olmas¬ için gerekli ve yeterli

şartlar¬verdiler. Ayr¬ca, bu çal¬̧smada Sturm-Liouville operatörünün belirtilmesi

için etkili bir yöntem verilmi̧stir.

Di¼ger taraftan bu çal¬̧smada verilen yöntem klasik Sturm-Liouville operatörünün

f�ngn�0 ve f�ngn�0 (�n > 0) dizilerine göre belirlenmesi için yani, verilen dizilerin

s¬ras¬yla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve normalleştirici say¬lar¬

olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul aşa¼g¬da verilen klasik asimptotik eşitliklerin

sa¼glanmas¬d¬r:
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p
�n = n+

a0
n
+ � � �+

akm2 k
n2k

m
2 k+1

+
n

n2k
m
2 k+1

;

�n =
�

2
+
b0
n2
+ � � �+

bkm2 k
n2k

m
2 k+1

+
�n

n2k
m+1
2 k

;

burada a0 =
1

�

24h+H +
1

2

�Z
0

q(t)dt

35 dir. E¼ger m çift say¬ ise
P
2n < 1 ve

P��n
n

�2
<1; e¼ger m tek ise

P�n
n

�2
<1 ve

P
� 2n <1 dir.

Fakat, bu çal¬̧smalarda ters problemin iki spektrumuna göre tam çözümü ver-

ilmemi̧stir. Regüler Sturm-Liouville operatörleri için bu problemin yani, iki spek-

truma göre regüler Sturm-Liouville operatörünün belirlenmesi problemi Gasimov-

Levitan (1968) çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir. Bu çal¬̧smada, verilen problemin f�ngn�0
normalleştirici say¬lar¬n¬n iki spektruma ba¼gl¬oldu¼gunu gösteren en önemli for-

mül,

�n =
h1 � h

�n � �n

1Y
k=0

0�k � �n
�k � �n

(0.9)

şeklinde elde edilmi̧stir. Burada
Q0 sembolü, sonsuz çarp¬mda k = n: çarpan¬n

bulunmad¬¼g¬n¬gösterir. (0.9) formülü iki spektruma göre ters problemin çözümünü

vermektedir. Gerçekten de, e¼ger f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizileri verilmi̧s ise (0.9) for-

mülünden yararlanarak f�ngn�0 say¬lar¬n¬n asimptotik iadesi bulunur ve Gasimov-

Levitan, (1968) çal¬̧smas¬n¬n sonuçlar¬ndan yararlanarak f�ngn�0 ve f�ngn�0 diziler-

ine göre ters problemin çözümü verilir. Bu ise iki spektruma göre ters problemin

çözümü için gerekli ve yeterli koşullar¬verecektir ve o koşullar aşa¼g¬daki şekilde

s¬ralanabilir:

1) f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizileri ortak olarak s¬ral¬d¬r,

yani �0 < �0 < �1 < �1 < �2 < �2 < � � � olsun.

2) �n ve �n�ler

p
�n = n+

a0
n
+
a1
n3
+O

�
1

n4

�
p
�n = n+

a00
n
+
a01
n3
+O

�
1

n4

�
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asimptotik formüllerine sahiptir.

3) a0 6= a00

Son y¬llarda operatörü belirlemeye yard¬mc¬olan farkl¬veriler s¬kl¬kla kullan¬l-

maya başlanm¬̧st¬r. Bunlar¬n en önemlilerinden biri Weyl fonksiyonudur. Weyl

fonksiyonu ilk olarak H. Weyl (1910) taraf¬ndan literatüre kat¬lm¬̧st¬r. Weyl�

in ad¬yla an¬lan m fonksiyonu öncelikle singüler problemler için Sturm-Liouville

teorisinde standart bir araç olmuştur. Daha sonra regüler problemlerde detayl¬ca

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Brasche-Malamud-Neidhardt (2002); simetrik operatörün self adjoint geni̧slemelerinin

Weyl fonksiyonlar¬n¬karakterize etmi̧slerdir.

Genel olarak, regüler veya singüler problemlerde iki özde¼gerler dizisi yard¬m¬yla

potansiyel fonksiyonun tek türlü belirlenebildi¼gi bilinmektedir.

Yar¬-ters spektral problem, spektrumun ve yar¬ aral¬kta potansiyelin bilinmesi

durumunda tüm aral¬kta operatörün yeniden inşa edilmesini içerir. Diferan-

siyel operatörler için yar¬-ters problem Hochstadt, Lieberman, Hald, Gesztesy,

Sakhnovich, Hryniv, Buterin, Yang gibi bir çok matematikçiye çal¬̧sma konusu

olmuştur. Yar¬-ters problem üzerine yap¬lan ilk çal¬̧sma Hochstadt-Lieberman

(1978) a aittir. Bu çal¬̧smada (0; 1) aral¬¼g¬üzerinde8>>>>><>>>>>:
Lv � �v00 + qv

v (0) cos�+ v0 (0) sin� = 0

v (1) cos � + v0 (1) sin � = 0

problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada 0 � � < � ve q 2 L1 (0; 1) biçimindedir. Ek

olarak 8>>>>><>>>>>:
eLv � �v00 + eqv
v (0) cos�+ v0 (0) sin� = 0

v (1) cos � + v0 (1) sin � = 0

problemi ele al¬nm¬̧s ve aşa¼g¬daki teorem ispatlanm¬̧st¬r:
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Teorem 0.3 L ve eL operatörlerinin spektrumlar¬f�ng ve (1=2; 1) aral¬¼g¬üzerindeeq (x) = q (x) olsun. Bu durumda (0; 1) aral¬¼g¬üzerinde hemen hemen her yerde

(h.h.y.)

q (x) = eq (x) dir.
Teorem 0.4 L ve eL operatörlerinin spektrumlar¬f�ng olsun. E¼ger [�=2; �] ar-
al¬¼g¬üzerinde q (x) = eq (x) ise [0; �] aral¬¼g¬üzerinde h.h.h.y. q (x) = eq (x) d¬r.
Regüler Sturm-Liouville operatörü üzerine ters problemler konulu bu tez literatür-

den derlenmi̧stir. Tezin bölümleri haz¬rlan¬rken Freiling-Yurko (2001), Levitan-

Sargsyan (1988), Naimark (1968) gibi önemli kaynaklar esas al¬nm¬̧st¬r. Bu tez,

singüler diferansiyel operatörler, s¬n¬r koşullar¬parametreye ba¼gl¬diferansiyel op-

eratörler, süreksizlik koşullar¬na sahip diferansiyel operatörler, Dirac operatörleri,

Difüzyon operatörleri gibi daha birçok operatörler için ters problemlerin temelini

oluşturmaktad¬r.

Tezin birinci bölümünde diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde s¬k kul-

lan¬lan önemli tan¬m ve teoremler verilmi̧stir. ·Ikinci bölümünde verilen denklemin

belirli başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümleri için integral denklemler ve bu

denklem için oldukça kullan¬̧sl¬olan integral gösterilim verilmi̧stir. Ayr¬ca ele al¬-

nan operatörün spektral karakteristiklerinin baz¬önemli özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde ise ele al¬nan operatör için baz¬ters problemlere yer verilmi̧stir.
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1 TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu bölümde diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde s¬k s¬k kullan¬lan önemli

tan¬mlar ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 1.1 V 6= ? herhangi bir küme ve K herhangi bir cisim olsun.

+ : V �V ! V ve : : K�V ! V fonksiyonlar¬için aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬yorsa

V ye K cismi üzerinde vektör uzay denir.

A) (V;+) cebirsel yap¬s¬de¼gi̧smeli gruptur.

a1) 8x; y 2 V için x+ y 2 V dir. (Kapal¬l¬k Özelli¼gi)

a2) 8x; y; z 2 V için x+ (y + z) = (x+ y) + z dir. (Birleşme Özelli¼gi)

a3) 8x 2 V için x+ e = e+ x = x olacak şekilde bir tek e 2 V vard¬r.

a4) 8x 2 V için x+ x� = x� + x = 0 olacak şekilde bir tek x� 2 V vard¬r.

a5) 8x; y 2 V için x+ y = y + x dir. (De¼gi̧sme Özelli¼gi)

B) 8x; y 2 V ve �; � 2 K olmak üzere aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬r.

b1) �x 2 V dir.

b2) � (x+ y) = �x+ �y dir.

b3) (�+ �)x = �x+ �y dir.

b4) ( ��)x = �(�x) dir.

b5) 8x 2 V için 1:x = x olacak şekilde 1 2 K vard¬r. Burada 1; K cisminin

birim eleman¬d¬r.

Tan¬m 1.2 D(L) ve R(L) ayn¬ cisim üzerindeki vektör uzaylar¬ olmak üzere

L : D(L) ! R(L) biçiminde tan¬mlanan dönüşüme operatör denir. Bu operatör

8x; y 2 D(L) ve 8� skaleri için

L1) L(x+ y) = L(x) + L(y)

L2) L(�x) = �L(x)

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa L ye lineer operatör veya lineer homomor�zm ad¬verilir.

L : D(L) ! R(L) operatörü birebir örten ise L operatörüne lineer izomor�zm

denir. De¼ger kümesi reel say¬lar (R) veya kompleks say¬lar (C) olan operatörlere

ise fonksiyonel denir.

Tan¬m 1.3 H; C cismi üzerinde tan¬ml¬bir vektör uzay¬olmak üzere, 8x; y; z 2 H
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ve 8� 2 C için aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan < :; : >: H �H ! C fonksiyonuna H

da bir iç çarp¬m denir.

i) < x; x > � 0; < x; x >= 0, x = 0

ii) < x; y >= < y; x >

iii) < �x; y >=< �x; y >

iv) < x+ z; y >=< x; y > + < z; y > :

kxk := p< x; x > ifadesi x in normu olarak tan¬mlanmaktad¬r.

Bir iç çarp¬m uzay¬ndaki her Cauchy dizisi uzay içinde bir limite sahipse bu uzaya

Hilbert uzay ad¬verilir. Örne¼gin,

L2 [a; b] =

8<:f (x) :
bZ
a

[f (x)]2 dx <1

9=;
uzay¬

< f; g >=

bZ
a

f (x) g (x)dx

iç çarp¬m¬ile bir Hilbert uzay¬d¬r.

Tan¬m 1.4 Bir H Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬L lineer operatörü verilsin. E¼ger

8x 2 D(L) için kLxk � m kxk olacak şekilde bir m > 0 say¬s¬varsa L ye s¬n¬rl¬

lineer operatör denir.

Tan¬m 1.5 H bir Hilbert uzay¬ve M , H ¬n altuzay¬olsun. Her bir x 2 H için

lim
n!1

xn = x olacak şekilde 9 (xn) �M dizisi varsa M ye H da yo¼gun alt uzay ad¬

verilir ve M = H ile gösterilir.

Tan¬m 1.6 fx : 8m 2M için (x;m) = 0g kümesineM kümesinin ortogonal tümleyeni

denir ve M? ile gösterilir.

Teorem 1.7 M = H olmas¬için gerek ve yeter koşul M? = f0g olmas¬d¬r.

Tan¬m 1.8 L bir H Hilbert uzay¬ndan kendi üzerine tan¬ml¬bir lineer operatör

ve D(L) = H olsun.

M := fy 2 H : 8x 2 D(L) için (Lx; y) = (x; z) olacak şekilde z 2 H mevcutg

kümesi üzerinde y 2 M için L�y = z şeklinde tan¬ml¬operatöre L operatörünün
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eşlenik (adjoint) operatörü denir.

Bir L operatörü için; L = L� ise bu operatöre özeşlenik (self-adjoint) operatör

denir.

Tan¬m 1.9 [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬sonlu de¼gerli f (x) fonksiyonu verilsin.

8" > 0 için [a; b] ye ait olan ve
nP
k=1

jbk � akj < � koşulunu sa¼glayan key� sonlu

say¬da iki̧serli ayr¬k f(ak; bk)g aral¬klar¬için
nX
k=1

jf (bk)� f(ak)j < "

olacak şekilde � > 0 say¬s¬varsa f(x) fonksiyonuna [a; b] kapal¬aral¬¼g¬nda mutlak

süreklidir denir. [a; b] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli olan fonksiyonlar uzay¬AC [a; b]

sembolü ile gösterilir.

Tan¬m 1.10 (a; b) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬f fonksiyonunun k = 0; n� 1 için

f (k) 2 AC [a; b] ve f (n) 2 L2 [a; b] koşulunu sa¼glayan fonksiyonlar uzay¬na Sobolev

Uzay¬denir ve W n
2 [a; b] ile gösterilir.

Tan¬m 1.11 n. mertebeden bir lineer diferansiyel ifade

`(y) = p0 (x) y
(n) + p1 (x) y

(n�1) + :::+ pn (x) y (1:1)

formundad¬r. Burada p0 (x) ; p1 (x) ; :::; pn (x) fonksiyonlar¬na diferansiyel ifadenin

katsay¬lar¬, n say¬s¬na da mertebesi denir.

Tan¬m 1.12 a ve b sonlu say¬lar olmak üzere
1

p0 (x)
; p1 (x) ; :::; pn (x) fonksiyon-

lar¬ [a; b] aral¬¼g¬nda Lebesgue anlam¬nda integrallenebilirlerse, (1:1) diferansiyel

ifadesine regüler diferansiyel ifade, a veya b sonsuz ya da
1

p0 (x)
; p1 (x) ; :::; pn (x)

fonksiyonlar¬ndan en az biri [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir de¼gilse, (1:1) dife-

ransiyel ifadesine singüler diferansiyel ifade denir.

Tan¬m 1.13

U� (y) = a�0y (a) + a�1y
0 (a) + :::+ a�(n�1)y

(n�1) (a)

+b�0y (b) + b�1y
0 (b) + :::+ b�(n�1)y

(n�1) (b) = 0

10



eşitliklerine y 2 C(n) (a; b) fonksiyonu için konulan s¬n¬r koşullar¬ad¬verilir. Bu-

rada C(n) (a; b) ; (a; b) aral¬¼g¬nda n:mertebeden sürekli türeve sahip fonksiyonlar¬n

uzay¬ve a�i; b�i
�
� = 1;m; i = 1; n� 1

�
reel katsay¬lard¬r.

Tan¬m 1.14 D =
�
y 2 C(n) (a; b) : Uv (y) = 0; � = 1;m

	
kümesi üzerinde

Ly = `(y)

eşitli¼gi ile bir lineer operatör tan¬mlan¬r. Bu operatöre `(y) diferansiyel ifadesi ve

Uv (y) = 0 s¬n¬r koşullar¬taraf¬ndan üretilen diferansiyel operatör denir.

Tan¬m 1.15 � bir kompleks parametre olmak üzere

L :=

8><>:
`(y) = �y

Uv (y) = 0; v = 1;m

(1:2)

s¬n¬r de¼ger probleminin s¬f¬rdan farkl¬bir y (x) çözümü varsa � ya bu s¬n¬r de¼ger

probleminin özde¼geri, y (x) e de � ya kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonu denir. L s¬n¬r

de¼ger problemine `(y) diferansiyel ifadesi ve Uv (y) = 0 s¬n¬r koşullar¬taraf¬ndan

üretilen özde¼ger problemi de denir.

Tan¬m 1.16 Tan¬m 1.15 da n = m olsun. y1 (x; �) ; y2 (x; �) ; :::; yn (x; �) fonksiy-

onlar¬

`(y) = �y

denkleminin

y
(j�1)
i (a; �) =

8><>:
0; i 6= j ise

1; i = j ise
; i; j = 1; n

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olmak üzere;

4 (�) =

�����������
U1 (y1) ::: U1 (yn)

...
. . .

...

Un (y1) ::: Un (yn)

�����������
determinant¬na L problemine kaŗs¬l¬k gelen diferansiyel operatörün karakteristik

fonksiyonu denir.
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Tan¬m 1.17 (L��I)�1 in tüm L2 [a; b] de mevcut ve s¬n¬rl¬oldu¼gu � 2 C say¬s¬na

L operatörünün regüler noktas¬denir. Tüm regüler noktalar¬n¬n kümesine resol-

vent küme denir ve �(L) ile gösterilir.

Tan¬m 1.18 (L��I)�1 operatörüne L operatörünün Resolvent operatörü denir.

Tan¬m 1.19 Kompleks düzlemde bir z0 noktas¬ve bu noktan¬n en az bir � > 0

komşulu¼gunda tan¬ml¬olan bir f (z) fonksiyonu verilsin. E¼ger,

lim
4z!0

f (z0 +4z)� f (z0)

4z

limiti mevcut ve sonlu ise f (z) fonksiyonu z0 noktas¬nda türevlenebilirdir denir.

Bu limitin de¼geri de f (z) fonksiyonun z0 noktas¬ndaki türevi olarak adland¬r¬l¬r,

f 0 (z0) ile gösterilir.

Tan¬m 1.20 f (z) fonksiyonu kompleks düzlemin bir z0 noktas¬n¬n � komşulu¼gu-

nun tüm noktalar¬nda türevlenebilirse f (z) fonksiyonuna z0 noktas¬nda anali-

tiktir denir.

Tan¬m 1.21 Kompleks düzlemin tüm noktalar¬nda analitik olan fonksiyona tam

fonksiyon denir.

Teorem 1.22 (Liouville) Kompleks düzlemin tamam¬nda s¬n¬rl¬olan tam fonksiyon

sabit fonksiyondur.

Tan¬m 1.23 z0 2 C ve � > 0 için, f : U� (z0)! C herhangi bir fonksiyon olsun.

E¼ger f (z0) = 0 ise z0 noktas¬na f (z) fonksiyonun bir s¬f¬r yeri veya k¬saca s¬f¬r¬

denir. E¼ger f (z0) = 0; f 0 (z0) = 0; :::; f (n�1) (z0) = 0 fakat f (n) (z0) 6= 0 ise z0

noktas¬f (z) fonksiyonunun n katl¬s¬f¬r¬diye adland¬r¬l¬r.

Teorem 1.24 (Rouché) f (z) ve g (z) kompleks düzlemin bir B bölgesinde sonlu

say¬da s¬f¬r yeri olan analitik fonksiyonlar olsun. E¼ger ; f (z) ve g (z) nin hiçbir

s¬f¬r yerinden geçmeyen, B içinde bulunan basit kapal¬bir e¼gri ve de  üzerinde

jg (z)j < jf (z)j ise bu durumda f (z) ve f (z) + g (z) fonksiyonlar¬n¬n  içindeki

s¬f¬rlar¬n¬n say¬s¬katl¬l¬¼g¬ile birlikte ayn¬d¬r.

Teorem 1.25 (Cauchy ·Integral Teoremi) f(z) ba¼glant¬l¬G bölgesinde birebir
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analitik fonksiyon  ise G
0
de bulunan key� düzlendirilebilir kapal¬ e¼gri olacak

biçimde f(z) nin  e¼grisi üzerinden integrali s¬f¬ra eşittir yani,Z


f(z)dz = 0:

Teorem 1.26 (Cauchy ·Integral Formülü) B bir bölge ve  bu bölge içinde bir

kapal¬e¼gri olsun. E¼ger a,  �n¬n s¬n¬rland¬rd¬¼g¬bölge içinde bir nokta ve f(z), B
0

de analitik ise,

f(a) =
1

2�i

Z
f(z)

z � a
dz

dir.

Tan¬m 1.27 Analitik bir f(z) fonksiyonunun ayr¬k tekil noktas¬z0 olsun. E¼ger

lim
z!z0

f(z) =1

ise z0 noktas¬na f(z) nin kutup noktas¬denir.

Teorem 1.28 (Rezidü Teoremi) D bölgesinde ( f(z) nin sonlu say¬da ayr¬k tekil

z1; z2; :::; zn noktalar¬hariç) ve D nin � s¬n¬r¬nda hariç f(z) fonksiyonu içinZ
�

f(z)dz = 2�i
nX
k=1

Re s
z=zk

f(z)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. z0 noktas¬f(z) nin k katl¬ kutup noktas¬ise

Re s
z=zk

f(z) =
1

(k � 1)! limz!z0
dk�1

dzk�1
�
f(z)(z � z0)

k
�

z0 noktas¬f(z) nin basit kutup noktas¬oldu¼gunda ise

Re s
z=zk

f(z) = lim
z!z0

[f(z)(z � z0)]

dir.

Teorem 1.29 (Ahlfors, 1966) f , bir B bölgesinde analitik bir fonksiyon,  ise B

de bulunan ve f nin s¬f¬r yerinden geçmeyen basit kapal¬e¼gri olsun.f nin  n¬n

iç k¬sm¬ndaki s¬f¬r yerleri z1; z2; :::; zn ve katl¬l¬klar¬da s¬ras¬yla m1;m2; :::mn ise

1

2�i

Z


f 0(z)

f(z)
dz =

nX
i=1

mi
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dir.

Teorem 1.30 (Ahlfors, 1966) f , bir B bölgesinde meromorf fonksiyon,  ise B

de bulunan f nin hiçbir s¬f¬ryeri ve kutup yerinden geçmeyen basit kapal¬e¼gri

olsun. E¼ger f nin  içindeki s¬f¬r yerlerinin say¬s¬Zf ve kutup yerlerinin say¬s¬Pf

ise

Zf � Pf =
1

2�i

Z


f 0(z)

f(z)
dz

dir.

Tan¬m 1.31 f (z) fonksiyonu bir tam fonksiyon ve

Mf (r) = max
jzj=r

jf (z)j

olmak üzere yeterince büyük r ler için

Mf (r) < exp (r
�)

eşitsizli¼gini sa¼glayan � > 0 varsa f (z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir ve

yukar¬da verilen eşitsizli¼gi sa¼glayan � say¬lar¬n¬n infumumuna f (z) nin mertebesi

ad¬verilir ve � ile gösterilir.

Teorem 1.32 (Hadamard) Mertebesi � 2 (0; 1) olan her bir f (z) tam fonksi-yonu

f (z) = Czm
1Y
n=1

�
1� z

zn

�
şeklinde gösterilime sahiptir. Burada m; f (z) fonksiyonunun orjindeki s¬f¬r¬n¬n

katl¬l¬¼g¬, fzngn�1 ise f (z) nin di¼ger tüm s¬f¬rlar¬n¬n kümesidir.

Teorem 1.33 (Riemann-Lebesgue) E¼ger f (x) ; x 2 (a; b) aral¬¼g¬nda mutlak in-

tegrallenebilir bir fonksiyon ise

lim
n!1

an : = lim
n!1

bZ
a

f (x) cosnxdx = 0

lim
n!1

bn : = lim
n!1

bZ
a

f (x) sinnxdx = 0
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eşitlikleri sa¼glan¬r.

Tan¬m 1.34 8 f 2 D (L) için

hLf; fi � 0

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yor ise L operatörüne pozitif operatör denir.

Teorem 1.35 Pozitif bir operatörün tüm öz de¼gerleri pozitiftir.

Tan¬m 1.36 O ve o sembollerine Landau sembolleri denir ve x 7! x0 için

jf (x)j � c jg (x)j ) f (x) = O (g (x))

ve

lim
x 7!x0

f (x)

g (x)
= 0) f (x) = o (g (x))

dir.
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2 REGÜLER STURM-LIOUVILLE OPERATÖRÜ

2.1 Temel Özellikler ve Düz Problem

Bu bölümde öncelikle regüler Sturm-Liouville operatörünün temel özellikleri in-

celenmi̧s, ele al¬nan problemin baz¬başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri için

integral denklemler elde edilmi̧s, bu çözümler için bir integral gösterilim türetilmi̧s

ve son olarak da operatörün özde¼ger ve özfonksiyonlar¬n¬n baz¬önemli özellikleri

verilmi̧stir.

L2 (0; �) uzay¬nda aşa¼g¬daki L regüler Sturm-Liouville operatörünü ele alal¬m.

`y := �y00 + q (x) y = �y (2.1.1)

U (y) := y
0
(0)� hy (0) = 0 (2.1.2)

V (y) := y
0
(�) +Hy (�) = 0 (2.1.3)

Burada q (x) ; L2 (0; �) s¬n¬f¬ndan reel de¼gerli bir fonksiyon, h; H 2 R ve � kom-

pleks spektral parametredir.

(2:1:1)-(2:1:3) s¬n¬r de¼ger problemi, tan¬m kümesi

D (L) =
�
y : y 2 W 1

2 [0; �] ; ` (y) 2 L2 (0; �) ; y0 (0)� hy (0) = 0; y0 (�) +Hy (�) = 0
	

biçiminde olan Ly = `y şeklinde tan¬ml¬L operatörü üretir.

(2:1:1) denkleminin

' (0; �) = 1; '0 (0; �) = h (2.1.4)

S (0; �) = 0; S 0 (0; �) = 1 (2.1.5)

 (�; �) = 0;  0 (�; �) = �H (2.1.6)

şeklindeki başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri s¬ras¬yla ' (x; �) ; S (x; �) ve

 (x; �) olsun. Bu durumda lineer diferansiyel denklemler için bilinen başlang¬ç

de¼ger probleminin çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi teoreminden ' (x; �) ve  (x; �)

çözümleri var ve tektir.
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(2:1:2)-(2:1:3) s¬n¬r koşullar¬dikkate al¬n¬rsa,

'
0
(0; �)� h' (0; �) = 0

 
0
(�; �) +H (�; �) = 0

eşitlikleri her bir � için geçerli olur. Ayr¬ca

W (';  ) =  (x; �)'
0
(x; �)�  

0
(x; �)' (x; �) (2.1.7)

şeklinde tan¬ml¬fonksiyona ' (x; �) ve  (x; �) çözümlerinin Wronskiyan�¬denir.

Bu fonksiyonun x�e ba¼gl¬olmad¬¼g¬(2:1:1) denklemi kullan¬larak kolayca göster-

ilebilir. Gerçektende,

(2.1.7) eşitli¼ginin her iki yan¬[0; �] aral¬¼g¬nda x de¼gi̧skenine göre türevlenirse,

d

dx
W [';  ] =

d

dx
['(x; �) 0(x; �)� '0(x; �) (x; �)]

= '0(x; �) 0(x; �) + '(x; �) 00(x; �)� '00(x; �) (x; �)� '0(x; �) 0(x; �)

= '(x; �) 00(x; �)� '00(x; �) (x; �)

elde edilir. Burada  00(x; �) ve '00(x; �) ifadeleri (2.1.1) denkleminden al¬narak

yerlerine yaz¬l¬rsa,

d

dx
W [';  ] = '(x; �)(q(x)� �) (x; �)� '(x; �)(q(x)� �) (x; �) = 0

oldu¼gu sonucuna var¬l¬r.

Dolay¬s¬ylaW [';  ] fonksiyonu, [0; �] aral¬¼g¬nda x de¼gi̧skenine göre sabit fonksiyon-

dur. Bu nedenle bu fonksiyon �(�) ile gösterilir.

(2:1:7) eşitli¼ginde x = 0 yaz¬l¬rsa,

�(�) =  (0; �)'
0
(0; �)�  

0
(0; �)' (0; �)

=  (0; �)h�  
0
(0; �)

= �
�
 
0
(0; �) + h (0; �)

�
= �U ( )

ve
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x = � yaz¬l¬rsa,

�(�) =  (�; �)'
0
(�; �)�  

0
(�; �)' (�; �)

= '
0
(�; �)� (�H)' (�; �)

= '
0
(�; �) +H' (�; �)

= V (')

al¬n¬r. Böylece �(�) için

�(�) = �U ( ) = V (') (2.1.8)

elde edilmi̧s olur.

�(�) fonksiyonuna L operatörünün karakteristik fonksiyonu denir. Bu fonksiyon

��n¬n tam fonksiyonudur. Bu nedenle�(�)�n¬n en fazla say¬labilir say¬da f�ngn�0
s¬f¬r¬na sahiptir.

Teorem 2.1.1 (Lagrange Eşitli¼gi) f; g 2 W 1
2 [0; �] olmak üzere

h`f; gi = W (f; g)jx=� � W (f; g)jx=0 + hf; `gi (2.1.9)

eşitli¼gi geçerlidir.

·Ispat: q (x) reel de¼gerli bir fonksiyon ve `f := �f 00 (x) + q (x) f (x) oldu¼gundan

h`f; gi =
Z �

0

(�f 00 (x) + q (x) f (x)) g (x)dx

= �
Z �

0

f 00 (x) g (x)dx+

Z �

0

q (x) f (x) g (x)dx

= �
Z �

0

g (x)df 0 (x) +

Z �

0

q (x) f (x) g (x)dx

= � f 0 (x) g (x)
����
0
+

Z �

0

f 0 (x) dg (x) +

Z �

0

q (x) f (x) g (x)dx

= f 0 (0) g (0)� f 0 (�) g (�) +

Z �

0

g0 (x)df (x) +

Z �

0

q (x) f (x) g (x)dx

= f 0 (0) g (0)� f 0 (�) g (�) + f (x) g0 (x)
����
0

�
Z �

0

f (x) dg0 (x) +

Z �

0

q (x) f (x) g (x)dx
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= f 0 (0) g (0)� f 0 (�) g (�) + f (�) g0 (�)� f (0) g0 (0)

�
Z �

0

f (x) dg0 (x)dx+

Z �

0

q (x) f (x) g (x)dx

= W (f; g)jx=� � W (f; g)jx=0 �
Z �

0

f (x) g00 (x)dx+

Z �

0

q (x) f (x) g (x)dx

= W (f; g)jx=� � W (f; g)jx=0 +
Z �

0

f (x)
�
�g00 (x) + q (x) g (x)

�
dx�

= W (f; g)jx=� � W (f; g)jx=0 + hf; `gi

eşitli¼gi gösterilmi̧s olur.

Teorem 2.1.2 8 f; g 2 D (L) için

W (f; g)jx=� = W (f; g)jx=0 = 0 (2.1.10)

eşitlikleri do¼grudur.

·Ispat: f; g 2 D (L) oldu¼gundan

f 0 (0)� hf (0) = 0; f 0 (�) +Hf (�) = 0

eşitlikleri dolay¬s¬yla

f 0 (0) = hf (0) ; f 0 (�) = �Hf (�)

eşitlikleri sa¼glan¬r. Benzer şekilde

g0 (0)� hg (0) = 0; g0 (�) +Hg (�) = 0

oldu¼gundan

g0 (0) = hg (0) ; g0 (�) = �Hg (�)

eşitlikleri de gerçeklenir. Buna göre

W (f; g)jx=� = f (�) g0 (�)� g (�)f 0 (�)

= f (�) (�H) g (�)� g (�) (�H) f (�)

= �Hf (�) g (�) +Hg (�)f (�) = 0

ve
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W (f; g)jx=0 = f (�) g0 (0)� g (0)f 0 (0)

= f (0)hg (0)� g (0)hf (0)

= hf (0) g (0)� hf (0) g (0) = 0

elde edilir. O halde (2.1.10) eşitliklerinin do¼grulu¼gu gösterilmi̧s olur.

Sonuç 2.1.3 8 f; g 2 D (L) için h`f; gi = hf; `gi dir.

Teorem 2.1.4 L operatörünün tüm öz de¼gerleri reeldir.

·Ispat: L operatörünün bir öz de¼geri � = �0 ve bu �0 a kaŗs¬l¬k gelen bir öz

fonksiyon y (x; �0)olsun. Bu durumda

`y (x; �0) = �0y (x; �0)

sa¼glan¬r. Burada

h`f; gi = hf; `gi

eşitli¼ginden yararlan¬l¬rsa,

h`y (x; �0) ; y (x; �0)i = hy (x; �0) ; `y (x; �0)i=h`y (x; �0) ; y (x; �0)i

oldu¼gundan h`y (x; �0) ; y (x; �0)i 2 R

elde ederiz. Di¼ger taraftan

h`y (x; �0) ; y (x; �0)i = �0 hy (x; �0) ; y (x; �0)i = �0 ky (x; �0)k2

oldu¼gundan �0 2 R olur.

Yani L operatörünün tüm öz de¼gerleri reeldir.

Teorem 2.1.5 L operatörünün farkl¬öz de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar

ortogonaldir.

·Ispat: �1 6= �2 iki öz de¼ger ve bu öz de¼gere kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar s¬ras¬yla

y1 (x) = y (x; �1) ve y2 (x) = y (x; �2) olsun. Bu durumda Lagrange eşitli¼ginden,

h`y1 (x) ; y2 (x)i = hy1 (x) ; `y2 (x)i
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h�1y1 (x) ; y2 (x)i = hy1 (x) ; �2y2 (x)i

�1 hy1 (x) ; y2 (x)i = �2 hy1 (x) ; y2 (x)i

(�1 � �2) hy1 (x) ; y2 (x)i = 0

elde edilir. �1��2 6= 0 oldu¼gundan hy1 (x) ; y2 (x)i = 0 olur. Yani y1 (x) ile y2 (x)

öz fonksiyonlar¬ortogonaldir.

Şimdi yukar¬da anlat¬lan kavramlar¬basit bir örnek üzerinde görelim.

L operatörü 8>>>>><>>>>>:
�y00 = �y; 0 � x � �

y0 (0) = 0

y0 (�) = 0

şeklinde verilmi̧s olsun. Bu operatörün öz de¼gerlerini ve öz fonksiyonlar¬n¬bulal¬m.

Bu denklemin genel çözümü

y (x; �) = c1 cos
p
�x+ c2 sin

p
�x

şeklindedir. Buradan

y0 (x; �) = �c1
p
� sin

p
�x+ c2

p
� cos

p
�x

al¬n¬r. S¬n¬r koşullar¬ndan

y0 (0; �) = c2
p
� = 0 ise c2 = 0

ve

y0 (�; �) = �c1
p
� sin

p
�� = 0

oldu¼gundan

sin
p
�� = 0

p
�� = n� )

p
� = n

) �n = n2; n = 1; 2; : : :
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bulunur. Di¼ger taraftan � = 0 için,

�y00 = 0

denlemi al¬n¬r. Bu denklemin genel çözümü

y (x) = c1 + c2x

şeklindedir. S¬n¬r koşullar¬ndan

y0 (x) = c2

y0 (0) = y0 (�) = 0 ise c2 = 0

bulunur. Dolay¬s¬yla c1 6= 0 için y (x; 0) 6= 0 olaca¼g¬ndan � = �0 = 0 bir öz de¼ger

olur. Böylece verilen problemin özde¼gerleri

�n = n2; n = 0; 1; 2; : : :

şeklindedir. Bu özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar ise

y (x; �n) = yn (x) = cos (nx) ; n = 0; 1; 2; : : :

şeklinde elde edilir.

Şimdi n 6= m olmak üzere �n 6= �m özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar

s¬ras¬yla yn (x) ve ym (x) olsun. Bu durumda

hyn (x) ; ym (x)i =
Z �

0

yn (x) ym (x)dx =

Z �

0

cos (nx) cos (mx) dx

=
1

2

Z �

0

[cos (n+m)x+ cos (n�m)x] dx

=
1

2

�
1

n+m
sin (n+m)x+

1

n�m
sin (n�m)x

�����x=�
x=0

= 0

oldu¼gundan farkl¬özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar¬n ortogonal oldu¼gu

görülür.
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2.2 `y = �y Denkleminin Çözümleri

L operatöründen al¬nan

�y00 + q (x) y = �y; 0 � x � � (2.2.1)

y (0) = c1; y
0 (0) = c2 (2.2.2)

başlang¬ç de¼ger problemini ele alal¬m.

Teorem 2.2.1 (2:2:1) ve (2:2:2) başlang¬ç de¼ger probleminin her çözümü

y (x; �) = c1 + c2x+

Z x

0

(x� s) (q (s)� �) y (s; �) ds (2.2.3)

integral denkleminin bir çözümüdür. Tersi de do¼grudur.

·Ispat:

�y00 + q (x) y = �y ise y00 = (q (s)� �) y

eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n (0; x) için integrali al¬n¬rsa,Z x

0

y00 (s; �) ds =

Z x

0

(q (s)� �) y (s; �) ds

y0 (x)� y0 (0) =

Z x

0

(q (s)� �) y (s; �) ds

y0 (x) = y0 (0) +

Z x

0

(q (s)� �) y (s; �) ds

eşitli¼gi elde edilir. Son eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n tekrar (0; x) için integrali al¬n¬rsa,Z x

0

y0 (t; �) dt =

Z x

0

y0 (0; �) dt+

Z x

0

Z t

0

(q (s)� �) y (s; �) dsdtZ x

0

y0 (t; �) dt = y0 (0; �)x+

Z x

0

Z t

0

(q (s)� �) y (s; �) dsdt

y (x; �)� y (0; �) = c2x+

Z x

0

Z t

0

(q (s)� �) y (s; �) dsdt

y (x; �) = c1 + c2x+

Z x

0

Z t

0

(q (s)� �) y (s; �) dsdt

y (x; �) = c1 + c2x+

Z x

0

�
(q (s)� �) y (s; �)

R x
s
dt
�
ds

= c1 + c2x+

Z x

0

(x� s) (q (s)� �) y (s; �) ds
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elde edilir.

Şimdi (2:2:3) eşitli¼gi ile verilen integral denkleminin (2:2:1) � (2:2:2) başlang¬ç

de¼ger probleminin çözümü oldu¼gunu gösterelim. Bunun için son eşitlikten ikinci

mertebeye kadar türev al¬n¬rsa,

y0 (x; �) = c2 +

Z x

0

(q (s)� �) y (s; �) ds (2.2.4)

y00 (x; �) = (q (x)� �) y (x; �)

�y00 (x; �) + q (x) y (x; �) = �y (x; �)

diferansiyel denklemi ve (2:2:3) ile (2:2:4) eşitliklerinde x = 0 al¬n¬rsa,

y (0; �) = c1

y0 (0; �) = c2

başlang¬ç koşullar¬elde edimi̧s olur.

Teorem 2.2.2

y0 (x; �) = c1 + c2x

yn+1 (x; �) =

Z x

0

(x� s) (q (s)� �) yn (x; �) ds; n = 0; 1; 2; 3; :::

olmak üzere

y (x; �) =
1X
n=0

yn (x; �) (2.2.5)

serisini ele alal¬m. (2:2:5) serisi düzgün yak¬nsakt¬r ve (2:2:3) denkleminin bir

çözümüdür.

·Ispat: Öncelikle (2:2:5) serisi düzgün yak¬nsak ise bunun denklemin bir çözümü

oldu¼gunu gösterelim.

y (x; �) =
1X
n=0

yn (x; �) = y0 (x; �) +
1X
n=1

yn (x; �)

= y0 (x; �) +

1X
n=1

Z x

0

[(x� s) (q (s)� �) yn�1 ((s; �))] ds

= c1 + c2x+

Z x

0

"
(x� s) (q (s)� �)

1X
n=0

yn (s; �)

#
ds

= c1 + c2x+

Z x

0

[(x� s) (q (s)� �) y ((s; �))] ds
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oldu¼gundan (2:2:3) denklemi gerçeklenir. Şimdi (2:2:5) serisinin düzgün yak¬nsak

oldu¼gunu gösterelim. 9 k sabiti vard¬r öyle ki

jy0 (x; �)j � k

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. q (x) integrallenebilir oldu¼gundan s¬n¬rl¬d¬r. Yani M > 0 için

jq (x)j �M sa¼glan¬r. Ayr¬ca j�j � N olacak şekilde bir N 2 R+ alal¬m.

Buna göre tümevar¬m yöntemini kullan¬rsak,

n = 1 için,

y1 (x; �) =

Z x

0

[(x� s) (q (s)� �) y0 (s; �)] ds

) jy1 (x; �)j �
Z x

0

[(x� s) jq (s)j+ j�j jy0 (s; �)j] ds

�
Z x

0

[(x� s) (M +N) k] ds

� (M +N) k

Z x

0

(x� s) ds

� (M +N) k�x

jy1 (x; �)j � (M +N) k�x

eşitsizli¼gi al¬n¬r.

n = 2 için,

y2 (x; �) =

Z x

0

(x� s) (q (s)� �) y1 (s; �) ds

) jy2 (x; �)j =
Z x

0

(x� s) (jq (s)j+ j�j) jy1 (s; �)j ds

� K (M +N)2 �2
x2

2!

eşitsizli¼gi al¬n¬r. Benzer şekilde n = k için

yk (x; �) � K (M +N)k �k
xk

k!

eşitsizli¼ginin do¼gru oldu¼gunu varsayarak n = k + 1 için

yk+1 (x; �) � K (M +N)k+1 �k+1
xk+1

(k + 1)!
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eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

yk+1 (x; �) =

xZ
0

((x� s) (q (s)� �) yk (s; �)) ds

) jyk+1 (x; �)j =
Z x

0

(x� s) (jq (s)j+ j�j) jyk (s; �)j ds

� K (M +N)k �k
Z x

0

(x� s) (M +N)
xk

k!
ds

� K (M +N)k+1 �k+1
xk+1

(k + 1)!

elde edilir.

Şimdi key� bir n için,

jyn (x; �)j � K (M +N)n �n
xn

n!

eşitsizli¼gini ele alal¬m. Bu eşitsizlik (2:2:5) serisinde gözönüne al¬n¬rsa,

1X
n=0

jyn (x; �)j � K
1X
n=0

(M +N)n �n
xn

n!

= Ke(M+N)�x

serisi elde edilir. Dolay¬s¬ylaWeierstrass kriterinden (2:2:5) serisi düzgün yak¬nsakt¬r.

Sonuç 2.2.3 (2:2:3) integral denkleminin çözümü var ve bu çözüm tektir. Ayr¬ca

bu çözüm � n¬n tam fonksiyonudur. Weierstrass�a (2:2:5) serisi düzgün yak¬nsak

oldu¼gundan y (x; �) fonksiyonu � ya göre tam fonksiyondur.

y (x; �) =
1X
n=0

jyn (x; �)j

� Ke(M+N)�x

serisi terim terim türevlenebilirdir. Yani y (x; �) fonksiyonu � ya göre türevlenebilirdir.

Sonuç 2.2.4 (2:2:1) ve (2:2:2) başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü var ve tektir.

Ayr¬ca � n¬n tam fonksiyonudur.

Lemma 2.2.5 �(�) fonksiyonunun f�ng s¬f¬rlar¬ile L operatörünün özde¼gerleri
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çak¬̧s¬r ve  (x; �n) , ' (x; �n) fonksiyonlar¬�n özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiy-

onlar olmak üzere bir f�ng dizisi vard¬r öyle ki,

 (x; �n) = �n' (x; �n) ; �n 6= 0 (2.2.6)

ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬r. Burada �n =  (0; �n) =
1

' (�; �n)
şeklindedir.

·Ispat. ·Ilk olarak �0�¬n ; �(�) fonksiyonunun bir s¬f¬r¬oldu¼gunu kabul edelim.

Yani,

�(�0) = 0

eşitli¼gi sa¼glans¬n. Böylece bir �0 sabiti için  (x; �0) = �0' (x; �0) eşitli¼gi al¬n¬r.

Ek olarak, ' (x; �0) ve  (x; �0) fonksiyonlar¬s¬ras¬yla (2:1:4) ve (2:1:6) başlang¬ç

koşullar¬n¬sa¼glar. Dolay¬s¬yla �0 özde¼gerdir ve ' (x; �0) ve  (x; �0) fonksiyonlar¬

�0 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlard¬r.

Tersine �0; L s¬n¬r de¼ger probleminin bir özde¼geri olsun. Bu durumda �(�0) =

0 oldu¼gunu göstermek gerekir. Bunun için �(�0) 6= 0 oldu¼gu kabul edilirse,

' (x; �0) ve  (x; �0) fonksiyonlar¬lineer ba¼g¬ms¬z olur. Böylece C1 ve C2 key�

sabitler olmak üzere,

y (x; �0) = C1 (x; �0) + C2' (x; �0)

fonksiyonu L probleminin � = �0 a kaŗs¬l¬k gelen genel çözümüdür. Burada e¼ger

C1 6= 0 ise

 (x; �0) =
1

C1
y (x; �0)�

C2
C1
' (x; �0)

yaz¬labilir. Buradan

�(�0) =<  (x; �0) ; ' (x; �0) >

=
1

C1
< y (x; �0)� C2' (x; �0) ; ' (x; �0) >

=
1

C1
f[y (x; �0)� C2' (x; �0)]'

0 (x; �0)� [y0 (x; �0)� C2'
0 (x; �0)]' (x; �0)g

=
1

C1
[y (x; �0)'

0 (x; �0)� y0 (x; �0)' (x; �0)]

=
1

C1
< y (x; �0) ; ' (x; �0) >
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eşitli¼gi al¬n¬r. Bu eşitlikte özel olarak x = 0 konur ve (2:1:2) ve (2:1:3) s¬n¬r

koşullar¬göz önünde tutulursa,

�(�0) = 0

çeli̧skisi elde edilir.

Her bir özde¼gere kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar bir sabit çarpan¬ ile birbirinden

farkl¬oldu¼gundan bir f�ng dizisi vard¬r öyle ki her n için,

 (x; �n) = �n' (x; �n) ; �n 6= 0

al¬n¬r.

Son eşitlikte x = 0 al¬n¬r ve ' (0; �n) = 1 oldu¼gu göz önünde tutulursa,

 (0; �n) = �n' (0; �n)) �n =  (0; �n)

ve benzer şekilde x = � al¬n¬r ve  (�; �n) = 1 oldu¼gu göz önünde tutulursa,

 (�; �n) = �n' (�; �n)) �n =
1

' (�; �n)

eşitlikleri al¬n¬r. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Şimdi

�n =

�Z
0

'2 (x; �n) dx

i̧saretlemesini yapal¬m. f�ng say¬lar¬na L probleminin normalleştirici say¬lar¬,

f�n; �ng say¬lar¬na ise L probleminin spektral verileri ad¬verilir.

Teorem 2.2.6 �n�n = �
�
�(�n) eşitli¼gi sa¼glan¬r.

�
�(�) =

d

d�
�(�)

şeklindedir.
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·Ispat: ' (x; �n) ve  (x; �) fonksiyonlar¬(2:1:1) denkleminin birer çözümü olduk-

lar¬ndan

� 00 (x; �) + q (x) (x; �) = � (x; �)

�'00 (x; �n) + q (x)' (x; �n) = �n' (x; �n)

eşitlikleri sa¼glan¬r. Bu eşitlikleri s¬ras¬yla ' (x; �n) ve  (x; �) ile çarp¬l¬rsa,

� 00 (x; �)' (x; �n) + q (x) (x; �)' (x; �n) = � (x; �)' (x; �n)

�'00 (x; �n) (x; �) + q (x)' (x; �n) (x; �) = �n' (x; �n) (x; �)

eşitlikleri al¬n¬r. Bu eşitlikleri taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa,

� 00 (x; �)' (x; �n) + '00 (x; �n) (x; �) = (�� �n)' (x; �n) (x; �)

d

dx
['0 (x; �n) (x; �)�  0 (x; �)' (x; �n)] = (�� �n)' (x; �n) (x; �)

elde edilir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬[0; �] aral¬¼g¬nda integrallenirse,

'0 (x; �n) (x; �)�  0 (x; �)' (x; �n)j�0 =
Z �

0

(�� �n)' (x; �n) (x; �) dx

'0 (�; �n) (�; �)�  0 (�; �)' (�; �n)� '0 (0; �n) (0; �)

+ 0 (0; �)' (0; �n) =

Z �

0

(�� �n)' (x; �n) (x; �) dx

'0 (�; �n)+H' (�; �n)+ 
0 (0; �)�h (0; �) =

Z �

0

(�� �n)' (x; �n) (x; �) dx

�(�n)��(�) =
Z �

0

(�� �n)' (x; �n) (x; �) dx

�(�n)��(�)
�� �n

=

Z �

0

' (x; �n) (x; �) dx

al¬n¬r. Son eşitlikte �! �n iken limite geçilirse, Teorem 2.2.5 den

�
�
�(�n) = �n�n

eşitli¼gi al¬n¬r.

Sonuç 2.2.7 �n öz de¼gerleri �(�) fonksiyonunun basit (tek katl¬) s¬f¬rlar¬d¬r.

Yani
�
�(�n) 6= 0 d¬r.
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·Ispat: �n 6= 0, �n 6= 0, �n�n = �
�
�(�n) eşitli¼ginden

�
��n 6= 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Dolay¬s¬yla �n ler �(�) fonksiyonunun basit s¬f¬rlar¬d¬r.

Teorem 2.2.8 � = k2 olmak üzere8><>:
�'00 (x; �) + q (x)' (x; �) = k2' (x; �) ; 0 � x � �

' (0; �) = 0; '0 (x; �) = 1

(2.2.6)

probleminin ' (x; �) çözümü

' (x; �) = cos kx+
h

k
sin kx+

h

k

Z x

0

sin k (x� t) q (t)' (t; �) dt (2.2.7)

integral denkleminin bir çözümüdür. Bunun tersi de do¼grudur. Yani bu integral

denkleminin her bir çözümü başlang¬ç de¼ger probleminin bir çözümüdür.

·Ispat:

'00 (x; �) + k2' (x; �) = q (x)' (x; �)

denkleminde q (x) = 0 al¬n¬rsa,

'00 (x; �) + k2' (x; �) = 0

denklemi elde edilir. Bu denklemin genel çözümü

' (x; �) = c1 cos kx+ c2 sin kx

şeklinde bulunur. Sabitlerin de¼gi̧simi metodu kullan¬larak

'00 (x; �) + k2' (x; �) = q (x)' (x; �)

denkleminin genel çözümü

' (x; �) = c1 (x) cos kx+ c2 (x) sin kx (2.2.8)

şeklinde aran¬r. Burada c1 (x) ve c2 (x) fonksiyonlar¬8><>:
c01 (x) cos kx+ c02 (x) sin kx = 0

�kc01 (x) sin kx+ kc02 (x) cos kx = q (x)' (x; �)
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sistemini gerçekleyen fonksiyonlard¬r. Bu sistem çözülürse c1 (x) ve c2 (x) fonksiy-

onlar¬

c01 (x) = �
1

k
sin (kx) q (x)' (x; �) ise c1 (x) = �

1

k

Z x

0

sin (kt) q (t)' (t; �) dt+c1

c02 (x) =
1

k
cos (kx) q (x)' (x; �) ise c2 (x) =

1

k

Z x

0

cos (kt) q (t)' (t; �) dt+ c2

biçiminde bulunur. c1 (x) ve c2 (x) fonksiyonlar¬n¬n bulunan bu de¼gerleri (2.2.8)

de yerlerine yaz¬l¬r ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa,

' (x; �) = c1 cos kx+ c2 sin kx

�1
k

Z x

0

sin (kt) q (t)' (t; �) dt+
1

k

Z x

0

cos (kt) q (t)' (t; �) dt

= c1 cos kx+ c2 sin kx+
1

k

Z x

0

sin k (x� t) q (t)' (t; �) dt

integral denklemi al¬n¬r. Başlang¬ç koşullar¬kullan¬larak

' (0; �) = c1 = 1

ve

'0 (x; �) = �kc1 sin kx+ kc2 cos kx+

Z x

0

cos k (x� t) q (t)' (t; �) dt

oldu¼gundan

'0 (0; �) = kc2 = h ise c2 =
h

k

elde edilir. c1 ve c2 nin bu de¼gerleri yerlerine yaz¬l¬rsa (2:1:6) probleminin çözümü

' (x; �) = cos kx+
h

k
sin kx+

1

k

Z x

0

sin k (x� t) q (t)' (t; �) dt

şeklinde elde edilmi̧s olur.

Şimdi ise tersinin do¼grulu¼gunu gösterelim. Bunun için

' (x; �) = cos kx+
h

k
sin kx+

1

k

R x
0
sin k (x� t) q (t)' (t; �) dt

ve

'0 (x; �) = �k sin kx+ h cos kx+

Z x

0

cos k (x� t) q (t)' (t; �)
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eşitliklerinden

' (0; �) = 1; '0 (x; �) = h

başlang¬ç koşullar¬al¬n¬r. Di¼ger taraftan

'00 (x; �) = �k2 cos kx�hk sin kx+q (x)' (x; �)�k
Z x

0

sin k (x� t) q (t)' (t; �) dt

= �k2
�
cos kx+

h sin kx

k
+
1

k

R x
0
sin k (x� t) q (t)' (t; �) dt

�
� q (x)' (x; �)

= �k2' (x; �) + q (x)' (x; �)

oldu¼gundan

�'00 (x; �) + q (x)' (x; �) = k2' (x; �)

diferansiyel denklemi elde edilir.

Teorem 2.2.9 k = � + i� olmak üzere 0 � x � � için

i) jcos kxj � ej� jx

ii) jsin kxj � ej� jx

eşitsizlikleri geçerlidir.

·Ispat: i) Im k = � � 0 olsun. (� < 0 için benzer i̧slem yap¬l¬r.)

cos (kx) e�j� jx = cos kxe��x =
eikx + e�ikx

2
e��x

)
��cos (kx) e�j� jx�� = ����eikx + e�ikx

2
e��x

���� = ����ei(�+i�)x + e�i(�+i�)x

2
e��x

����
ifadesinde üçgen eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,��cos (kx) e�j� jx�� � e��x

2
[jei�xe��xj+ je�i�xe�xj]

=
e��x

2
[e��x + e�x] =

1

2
(1 + e�2�x) � 1

2
(1 + 1) = 1

olur. Buradan

jcos (kx)j � ej� jx

elde edilmi̧s olur.

ii) Im k = � � 0 olsun. (� > 0 benzer şekilde yap¬l¬r.)

32



��sin (kx) e�j� jx�� = ��sin (kx) e�x�� = ����eikx � e�ikx

2i
e�x
����

=
e�x

2

��ei(�+i�)x � e�i(�+i�)x
��

ifadesinde üçgen eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,��sin (kx) e�j� jx�� � e�x

2
[jei�xe��xj+ e�i�xe�x]

=
e�x

2
[e��x + e�x] =

1

2
(1 + e2�x) � 1

2
(1 + 1) = 1

olur. Buradan

jsin kxj � ej� jx

elde edilmi̧s olur.

Teorem 2.2.10 L operatörünün ' (x; �) ve  (x; �) çözümleri j�j ! 1 için8>>><>>>:
' (x; �) = cos �x+O

�
1

j�je
j� jx
�
= O

�
ej� jx

�
 (x; �) = cos � (� � x) +O

�
1

j�je
j� j(��x)

�
= O

�
ej� j(��x)

� (2.2.9)

ve 8><>:
'
0
(x; �) = �� sin �x+O

�
ej� jx

�
= O

�
j�j ej� jx

�
 
0
(x; �) = �� sin � (� � x) +O

�
ej� j(��x)

�
= O

�
j�j ej� j(��x)

� (2.2.10)

asimptotik ifadeleri geçerlidir. Burada x 2 [0; �], � = �2, � = Im �. dir.

·Ispat: ' (x; �) için geçerli olan

' (x; �) = cos �x+
sin �x

�
+
1

�

xZ
0

sin � (x� t) q (t)' (t; �) dt

integral denkleminden

j' (x; �)j e�j� jx � 1 + 1

j�j

�
h+ � (�)

Z �

0

jq (t)j dt
�
� C1 +

C2
j�j� (�)

eşitsizli¼gi al¬n¬r. Burada j�j � 1, x 2 [0; �] için

� (�) = max
0�x��

�
' (x; �) e�j� jx

�
; jsin �xj � ej� jx , jcos �xj � ej� jx
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olduklar¬gözönüne al¬n¬rsa,

� (�) � C1 +
C2
j�j� (�)

elde edilir. Dolay¬s¬yla

' (x; �) = O
�
ej� jx

�
asimptotik ifadesi al¬n¬r. Ayr¬ca8><>:

�e'00
(x; �) + q (� � x) e' (x; �) = �e' (x; �)

e' (0; �) = 1; e'0
(0; �) = H

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü e' (x; �) olmak üzere
e' (x; �) =  (� � x; �)

ifadesi do¼grudur. Böylece son eşitlik gözönüne al¬n¬rsa di¼ger asimptotikler benzer

şekilde ispatlanabilir.

(2:2:9) ve (2:2:10) asimptotik eşitlikleri kullan¬larak �(�) karakteristik fonksiy-

onu için

�(�) = �� sin �� + ! cos �� + o (1)

asimptotik ifadesi elde edilebilir. Burada

! = h+H +
1

2

�Z
0

q (t) dt

şeklindedir.

Teorem 2.2.11 (Freiling, Yurko 2001) L operatörünün f�ngn�0 öz de¼gerleri içinp
�n = �n = n+

!

n�
+ o

�
1

n

�

asimptotik ifadesi geçerlidir. Burada n 7! 1 için o
�
1

n

�
= O

�
1

n2

�
dir.

Sonuç 2.2.12.L operatörünün ' (x; �n) öz fonksiyonu için

' (x; �n) = cosx+
�n (x)

n
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asimptotik ifadesi geçerlidir. Burada �n (x) ; n 7! 1 için j�n (x)j � c şeklinde

düzgün s¬n¬rl¬bir fonksiyondur.

' (x; �n) öz fonksiyonlar¬n asimptotik ifadelerinden faydalanarak �n say¬lar¬n¬n

�n =
�

2
+ o

�
1

n

�
; n 7! 1

şeklindeki asimptotik ifadesi ispatlanabilir.

Şimdi (2:1:1) denkleminin8><>:
s (0; �) = 0, s0 (0; �) = 1

c (0; �) = 1, c0 (0; �) = 0

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümlerini s¬ras¬yla s (x; �) ve c (x; �) ile göstere-

lim. Bu durumda

s (x; �) =
sin
p
�xp
�

+

�Z
0

sin
p
� (x� t)p
�

q (t) s (x; t) dt

c (x; �) = cos
p
�x+

xZ
0

sin
p
� (x� t)p
�

q (t) c (x; t) dt

eşitlikleri kolayca elde edilir. Ayr¬ca,

s (x; �) =
sin
p
�xp
�

+

�Z
0

K1 (x; t)
sin
p
�tp
�

dt (2.2.11)

c (x; �) = cos
p
�x+

xZ
0

K2 (x; t) cos
p
�tdt (2.2.12)

integral gösterimleri mevcuttur. Burada K1 (x; t) ve K2 (x; t) fonksiyonlar¬� ya

ba¼gl¬olmayan sürekli fonksiyonlard¬r ve

K1 (x; t) =
1

2

xZ
0

q (t) dt; K2 (x; t) = h+
1

2

xZ
0

q (t) dt

eşitlikleri geçerlidir (Freiling, Yurko 2001). Ayr¬ca

W [s; c] = s (0) c0 (0)� s0 (0) c (0) = �1 6= 0
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oldu¼gundan fs (x; �) ; c (x; �)g kümesi (2:1:1) denklemi için bir temel çözüm sis-

temidir. Dolay¬s¬yla daha önce tan¬mlanan ' (x; �) çözümü için

' (x; �) = c1s (x; �) + c2c (x; �) (2.2.13)

eşitli¼gini sa¼glayan c1, c2 sabit say¬lar¬vard¬r.

' (0) = 1, '0 (0) = 0 başlang¬ç koşullar¬kullan¬larak c1 = h, c2 = 1 oldu¼gu elde

edilir. Sabitlerin bu de¼gerleri ve (2:2:11) ve (2:2:12) ifadeleri (2:2:13) ifadesinde

yerlerine yaz¬l¬rsa,

' (x; �) = cos
p
�x+ h

sin
p
�xp
�

+

xZ
0

 
hK1 (x; t)

sin
p
�tp
�

+K2 (x; t) cos
p
�t

!
dt

eşitli¼gi yaz¬labilir. Ayr¬ca,

sin
p
�xp
�

=

xZ
0

cos
p
��d�

eşitli¼gi kullan¬larak ' (x; �) fonksiyonu için

' (x; �) = cos
p
�x+

xZ
0

G (x; t) cos
p
�tdt (2.2.14)

integral gösterimi elde edilir. Gerçektende,

' (x; �) = cos
p
�x+h

sin
p
�xp
�

+

xZ
0

 
hK1 (x; t)

sin
p
�tp
�

+K2 (x; t) cos
p
�t

!
dt

= cos
p
�x+ h

xZ
0

cos
p
�tdt+

xZ
0

hK1 (x; t)

0@ tZ
0

cos
p
��d�

1A dt

+

xZ
0

K2 (x; t) cos
p
�tdt

= cos
p
�x+

xZ
0

(h+K2 (x; t) + hK1 (x; t)) cos
p
�tdt

= cos
p
�x+

xZ
0

G (x; t) cos
p
�tdt
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al¬n¬r. Burada G (x; t) fonksiyonu

G (x; t) = h+K2 (x; t) + hK1 (x; t) =
1

2

xZ
0

q (t) dt+ h

eşitli¼gini sa¼glayan fonksiyondur.

Teorem 2.2.13 (Freiling, Yurko 2001) L operatörünün öz de¼gerleri f�ngn�0 ve

öz fonksiyonlar¬' (x; �n) olsun. Bu durumda

i) f' (x; �n)gn�0 kümesi L2 (0; �) uzay¬nda tamd¬r.

ii) f (x), (0; �) aral¬¼g¬nda mutlak sürekli bir fonksiyon ise

f (x) =
1X
n=0

an' (x; �n)

eşitli¼gi geçerlidir. Burada

an =
1

�n

�Z
0

' (t; �n) f (t) dt:

iii) 8f 2 L2 (0; �) için
�Z
0

jf (x)j2 dx =
1X
n=0

�n janj2

Parseval eşitli¼gi geçerlidir.

Örne¼gin, 8>>>>><>>>>>:
�y00 = �y, x 2 (0; �)

y0 (0) = 0

y0 (�) = 0

(2.2.15)

operatörünü ele alal¬m. ' (x; �) ile verilen diferansiyel denklemin ' (0) = 1,

'0 (0) = 0 başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümünü gösterirsek

' (x; �) = cos
p
�x

al¬n¬r. Buradan karakteristik denklemi

�(�) = '0 (�; �) =
p
� sin

p
�x
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özde¼gerleri
p
� = n; n � 0

öz fonksiyonlar¬

' (x; �n) = cosnx; n � 0

ve normalleştirici say¬lar¬

�n =

�Z
0

'2 (x; �n) dx =

�Z
0

cos2 nxdx =
�

2

şeklinde bulunur. Dolay¬s¬yla

i) fcosnxgn�0 = f1; cosx; cos 2x; :::g kümesi L2 (0; �) uzay¬nda tamd¬r.

ii) (0; �) aral¬¼g¬nda mutlak sürekli f (x) fonksiyonu için

f (x) =
1X
n=0

an cosnx; an =
2

�

�Z
0

f (x) cosnxdx

sa¼glan¬r ve

iii) 8f 2 L2 (0; �) için
�Z
0

jf (x)j2 dx =
1X
n=0

�

2
janj2

eşitli¼gi geçerlidir.

Teorem 2.2.14 (Sal¬n¬m Teoremi) L operatörünün ' (x; �n), n � 0 öz fonksiy-

onlar¬n¬n her biri (0; �) aral¬¼g¬nda tam olarak n tane s¬f¬ra sahiptir.

·Ispat: � 2 R için ' (x; �) fonksiyonunu düşünelim.

' (x; �) = cos �x+ o

�
ejIm �jx

j�j

�
eşitli¼ginden dolay¬' (x; �) fonksiyonu yeterince büyük � negatif say¬s¬için s¬f¬r-

lara sahip de¼gildir. Öyle ki ' (x; �) > 0, � � ��� < 0, x 2 [0; �]�dir. Di¼ger

taraftan ' (�; �n) = 0�d¬r. Burada f�ngn�0 , L operatörünün öz de¼geridir. E¼ger

�, �1�dan +1�a taş¬nabilirse [0; �] aral¬¼g¬nda ' (x; �)�n¬n s¬f¬rlar¬sürekli olarak

sola taş¬n¬r. Yeni s¬f¬rlar sadece x = � noktas¬boyunca görülebilir. Böylece
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i) ' (x; �n) fonksiyonlar¬n¬n x 2 [0; �] aral¬¼g¬nda n tane s¬f¬r¬vard¬r.

ii) E¼ger � 2 (�n; :::; �m), n � 1, �1 := �1 ise ' (x; �) fonksiyonu x 2 [0; �]

aral¬¼g¬nda n tane s¬f¬ra sahiptir. �0 < �0 < �1; < �1 < �2 < �2 < :::�d¬r.Sonuç

olarak ' (x; �) fonksiyonu [0; �] aral¬¼g¬nda n say¬da s¬f¬ra sahiptir.

Örne¼gin yukar¬daki (2:2:15) operatörünün öz de¼ger ve öz fonksiyonlar¬

�n = n2 ve ' (x; �n) = cosnx; n � 0

şeklinde oldu¼gundan

�0 = 0 için ' (x; �0) = 1 fonksiyonun [0; �] aral¬¼g¬nda s¬f¬r¬yok,

�1 = 1 için ' (x; �1) = cosx fonksiyonun [0; �] aral¬¼g¬nda s¬f¬r¬
�

2
;

�2 = 4 için ' (x; �2) = cos 2x fonksiyonun [0; �] aral¬¼g¬nda s¬f¬rlar¬
�

4
,
3�

4
;

ve benzer şekilde devam edilirse,

' (x; �n) = cosnx fonksiyonun [0; �] aral¬¼g¬nda s¬f¬rlar¬

xj =
j + 1

2

n
�, j = 0; n� 1

şeklinde al¬n¬r.

Teorem 2.2.15 k = � + i� , q (x) 2 L2 [0; �], 0 � x � � olmak üzere 9k0 > 0

vard¬r öyle ki jkj > k0 koşulunu sa¼glayan tüm k�lar için (k�n¬n yeterince büyük

de¼gerleri için)

i)

' (x; �) = o
�
ej� jx

�
; jkj > k0

ii)

' (x; �) = cos kx+ o

�
ej� jx

jkj

�
; jkj > k0

asimptotik ifadeleri, yani 8x 2 [0; �] için k n¬n yeterince büyük de¼gerlerinde���' (x; �) e�j� jx��� �M

ve ���(' (x; �)� cos kx) e�j� jx ��� �M
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eşitsizlikleri geçerlidir.

·Ispat i) ' (x; �) fonksiyonunun (2:2:7) deki ifadesinden

' (x; �) = cos kx+
h

k
sin kx+

Z �

0

sin k (x� t)

k
q (t)' (t; �) dt

' (x; �) e�
j� jx
= e�

j� jx
cos kx+

h

k
e�

j� jx
sin kx

+

Z �

0

sin (x� t)

k
e�

j� jx
e�

j� j(x� )
q (t)' (t; �) dt

)
���' (x; �) e�j� jx��� � 1 + jhjjkj +

Z �

0

1

jkj

���e�j� jxq (t)' (t; �)��� dt
al¬n¬r. Burada q (x) 2 L2 [0; �] için

Z �

0

jq (t)j dt = k0 ve f (x) = ' (x; �) e�
j� jx
için

� = max
x2[0;�]

���' (x; �) e�j� jx��� = max
x2[0;�]

jf (x)j oldu¼gundan���' (x; �) e�j� jx��� � 1 + jhjjkj + �

jkj

Z �

0

jq (t)j dt

jf (x)j � 1 + jhjjkj +
�

jkj

Z �

0

jq (t)j dt

�

�
1� 1

jkj

Z �

0

jq (t)j dt
�
� 1 + jhjjkj

�

�
1� k0

jkj

�
� 1 + jhjjkj

� �
�
1 +

jhj
jkj

��
1� k0

jkj

��1
eşitsizli¼gi elde edilir. k n¬n yeterince büyük de¼gerlerinde

� = o (1)

olacakt¬r. Maksimumu s¬n¬rl¬olan fonksiyonun kendisi de s¬n¬rl¬olaca¼g¬ndan���' (x; �) e�j� jx��� �M

olacak şekilde 0 < M <1 vard¬r. Dolay¬s¬yla

' (x; �) e�
j� jx
= o (1) veya ' (x; �) = o

�
e
j� jx
�
, 8 x 2 [0; �]

elde edilir.
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ii) Tekrar ' (x; �) fonksiyonunun (2:2:7) deki ifadesinden

' (x; �) = cos kx+
h

k
sin kx+

Z �

0

sin k (x� t)

k
q (t)' (t; �) dt

k (' (x; �)� cos kx) e�j� jx = e�
j� jx
h sin kx

+

Z �

0

sin k (x� t) e�
j� jx
e�

j� j(x� )
q (t)' (t; �) dt

)
���k (' (x; �)� cos kx) e�j� jx��� � jhj+ Z �

0

���q (t)' (x; �) e�j� jx��� dt
k (' (x; �)� cos kx) e�j� jx = o (1)

' (x; �) = cos kx+ o

 
e
j� jx

jkj

!
; jkj > k0

eşitli¼gi al¬n¬r.

Tan¬m 2.2.16 (Rezolvent Operatör) A : H ! H bir operatör olsun. � 2 C olmak

üzere (A� �I)�1 mevcut s¬n¬rl¬ve D
�
(A� �I)�1

	
= H ise ��ye A operatörünün

regüler noktas¬ denir. A n¬n tüm regüler noktalar¬ kümesine A n¬n rezolvent

kümesi denir ve � (A) ile gösterilir. � 2 � (A) olmak üzere (A� �I)�1 operatörüne

A n¬n rezolvent operatörü denir ve

R� (A) := (A� �I)�1

olarak gösterilir. Ayr¬ca � (A) aç¬k bir kümedir.

Teorem 2.2.17 �; � 2 � (A) olmak üzere

R� (A)�R� (A) = (�� �)R� (A)R� (A)

eşitli¼gi geçerlidir.

·Ispat: Rezolvent operatörün tan¬m¬ndan

R� (A)�R� (A) = (A� �I)�1 � (A� �I)�1

= (A� �I)�1 (I � �I � A� �I) (A� �I)�1

= R� (A) (�� �)R� (A)

= (�� �)R� (A)R� (A)
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oldu¼gu al¬n¬r.

Teorem 2.2.18 Rezolvent operatörü � (A) kümesinde analitik operatör fonksiyon-

dur ve � 2 � (A) için
d

d�
R� (A) = R2� (A)

d¬r.

·Ispat: � 2 � (A) olmak üzere �+�� 2 � (A) olsun. Hilbert Eşitli¼gine göre

R�+�� (A)�R� (A) = ��R�+��R� (A)

elde edilir.

lim
��!0

R�+�� (A)�R� (A)

��
= lim

��!0

��R�+�� (A)R� (A)

��
= R2� (A)

veya
d

d�
R� (A) = R2� (A)

gerçeklenir.

R� (A) ; A operatörünün rezolventi olmak üzere y = R� (A) f 2 D (L), f 2 H

fonksiyonu

(A� �I) y = f veya Ay � �y = f (2.2.16)

denklemini sa¼glar. Yani A operatörünün rezolventini bulmak için (2:2:16) homo-

jen olmayan denkleminin çözülmesi gerekir.

L operatörünün rezolventini bulmak için ise f 2 L2 [0; �] ; y = R� (L) f olmak

üzere

L =

8>>>>><>>>>>:
�y00 + q (x) y � �y = f

y0 (0)� hy (0) = 0

y0 (�) +Hy (�) = 0

(2.2.17)

s¬n¬r de¼ger probleminin çözülmesi gerekir. Buradan

Ly � �y = f ise (L� �I) y = f ise y = (L� �I)�1 f

al¬n¬r.
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Şimdi u (x; �) ve � (x; �) fonksiyonlar¬n¬ele alal¬m. Bu fonksiyonlar

�y00 + q (x) y � �y = 0 (2.2.18)

diferansiyel denkleminin s¬ras¬yla8><>:
u (0; �) = 1; u0 (0; �) = h

� (�; �) = 1; � 0 (�; �) = �H
(2.2.19)

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olsun. Bu durumda u (x; �) ve � (x; �)

fonksiyonlar¬n¬n Wronskian�¬

W (�) =W (u (x; �) ; � (x; �))

şeklindedir. Dolay¬s¬yla

y (x; �) = c1u (x; �) + c2v (x; �) (2.2.20)

fonksiyonu (2:2:18) denkleminin genel çözümü olur. (2:2:17) denkleminin genel

çözümünü bulmak için sabitlerin de¼gi̧simi yöntemini kullanal¬m. Bu yöntem

uyar¬nca (2:1:17) denkleminin genel çözümünü

y (x; �) = c1 (x)u (x; �) + c2 (x) v (x; �)

şeklinde arayal¬m. Gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa,8><>:
c01 (x)u (x; �) + c02 (x) v (x; �) = 0

�c01 (x)u0 (x; �)� c02 (x) v
0 (x; �) = f (x)

sistemi al¬n¬r. Bu sistem çözülürse c1 (x) ve c2 (x) fonksiyonlar¬

c01 (x) = �
f (x) v (x; �)

W (�)
ise c1 (x) = �1 �

Z �

x

f (t) v (t; �)

W (�)
dt

c02 (x) = �
f (x)u (x; �)

W (�)
ise c2 (x) = �2 �

Z x

0

f (t)u (t; �)

W (�)
dt

elde edilir. Burada c1 (�) = �1; c2 (0) = �2 şeklinde sabitlerdir. Elde edilen c1 (x)

ve c2 (x) fonksiyonlar¬(2:2:20) ifadesinde yerlerine yaz¬l¬rsa,
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y (x; �) = �1u (x; �) + �2v (x; �)

�
Z x

0

f (t)u (t; �) v (t; �)

W (�)
dt�

Z �

x

f (t)u (t; �) v (t; �)

W (�)
dt

genel çözümü çözümü al¬n¬r. (2:1:19) s¬n¬r koşullar¬ndan �1 = �2 = 0 bulunur.

Dolay¬s¬yla

y (x; �) = �
Z x

0

f (t)u (t; �) v (t; �)

W (�)
dt�

Z �

x

f (t)u (t; �) v (t; �)

W (�)
dt

olur. E¼ger

G (x; t;�) = � 1

W (�)

8><>:
u (t; �) � (x; �), 0 � t � x

u (x; �) � (t; �), x � t � �

i̧saretlemesini yap¬l¬rsa L operatörünün rezolventi

y (x; �) = (R� �I)�1 f =

Z �

0

G (x; t;�) f (t) dt

şeklinde elde edilmi̧s olur.
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3 L OPERATÖRÜ ·IÇ·IN TERS PROBLEMLER

Bu bölümde, Regüler Sturm-Liouville operatörleri için günümüze kadar incelen-

mi̧s olan baz¬ters problem türleri ve çözüm teknikleri gösterilecektir. L Regüler

Sturm-Liouville operatörü için çeşitli veriler kullan¬larak operatörün bilinmeyen

katsay¬lar¬n¬n araşt¬r¬lmas¬na ters problem denir. Bu katsay¬lar¬belirlemek için

verilen bilgiler çeşitlilik gösterebilir. Öncelikli soru ne kadar bilginin (verinin)

katsay¬lar¬tek olarak belirlemeye yetece¼gidir. Daha sonra mümkünse veriler kul-

lan¬larak katsay¬lar¬n bulunmas¬n¬sa¼glayan algoritmalar ya da çözüm yöntemleri

elde edilebilir.

3.1 Ambarzumian Teoremi

Sturm-Liouville operatörleri için ters problemler teorisini başlatan çal¬̧sma 1929

y¬l¬nda Ambarzumian taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Şimdi Ambarzumian Teoremi�ni ve

ispat¬n¬verelim:

Teorem 3.1.1 (Ambarzumian Teoremi) q(x) 2 C (0; �) olmak üzere

�y00 + q (x) y = �y; x 2 (0; �) (3.1.1)

y0 (0) = 0; y0 (�) = 0 (3.1.2)

problemi verilsin. E¼ger bu problemin öz de¼gerleri �n = n2, n � 0 şeklinde ise

q (x) � 0

olur.

·Ispat: Verilen (3:1:1)� (3:1:2) problemin öz de¼gerleri

p
�n = n+

!

n�
+ o

�
1

n

�
asimptotik ifadesini sa¼glar. Burada

! =
1

2

�Z
0

q (t) dt
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şeklindedir. Verilen problemin öz de¼gerleri �n = n2 oldu¼gundan

! = 0 veya

�Z
0

q (t) dt = 0 (3.1.3)

olmak zorundad¬r.

Şimdi n = 0 için �0 = 0 öz de¼gerini dikkate alal¬m. Buna kaŗs¬l¬k gelen öz

fonksiyon y0 (x) 6= 0 olsun. Dolay¬s¬yla y0 (x) fonksiyonu (3:1:1) denklemini �0 =

0 için sa¼glad¬¼g¬ndan

�y000 + q (x) y0 = 0

denklemini sa¼glar. Buradan

q (x) =
y
00
0

y0
=
y
00
0y0
y20

=
y
00
0y0 �

�
y
0
0

�2
+
�
y
0
0

�2
y20

=
y
00
0y0 �

�
y
0
0

�(2)
y20

+

�
y
0
0

y0

�2
yaz¬labildi¼ginden

q (x) =

�
y
0
0

y0

�0

+

�
y
0
0

y0

�2
elde edilir. Son eşitli¼gin her iki taraf¬n¬(0; �) aral¬¼g¬nda integrallersek,

�Z
0

q (x) dx =

�Z
0

�
y
0
0

y0

�0

dx+

�Z
0

�
y
0
0

y0

�2
dx

veya (3:1:3) ifadesinden

0 =
y
0
0 (�)

y0 (�)
� y

0
0 (0)

y0 (0)
+

�Z
0

�
y
0
0

y0

�2
dx

al¬n¬r. Burada y
0
0 (�) = 0; y0 (�) 6= 0; y

0
0 (0) = 0 oldu¼gundan

�Z
0

�
y
0
0

y0

�2
dx = 0) y

0
0

y0
= 0) y

0
0 (x) = 0

ve

y0 (x) = c�sabit

bulunur. Burada c 6= 0 d¬r. Bu y0 (x) = c de¼geri

�y000 (x) + q (x) y0 (x) = 0
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denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa,

0 + q (x) c = 0 ise q (x) = 0

al¬n¬r.

Ambarzumian Teoremi, ilk bak¬̧sta öz de¼gerlerin q (x) fonksiyonunu tek olarak be-

lirleyebilece¼gini düşündürse de genel durumda bu mümkün de¼gildir. 1945 y¬l¬nda

Borg, farkl¬iki Sturm-Liouville probleminin ayn¬öz de¼gerlere sahip olabilece¼gini

göstermi̧stir. Bunun yan¬s¬ra q (x)�i tek olarak belirlemek için iki farkl¬öz de¼ger

dizisinin yeterli oldu¼gunu da ispatlam¬̧st¬r. Borg�a göre

y
0

0 (0)� h1y (0) = 0, (h1 6= h) (3.1.4)

yeni bir s¬n¬r koşulu olmak üzere (3:1:1) ; (3:1:2) probleminin öz de¼gerleri f�ngn�0
ve (3:1:1) ; (3:1:4) probleminin öz de¼gerleri ise f�ngn�0 olmak üzere f�ng ve f�ng

dizisi verilmi̧sse q (x) fonksiyonu tek olarak belirlenir.

Borg�un çal¬̧smas¬ndan sonra birçok matematikçi ters problemler teorisi ile ilgili

çal¬̧smalar yapm¬̧s ve bu teorinin geli̧smesine katk¬sa¼glam¬̧slard¬r.
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3.2 Weyl Fonksiyonuna Göre Ters Problem

L operatörünü ele alal¬m. Bu operatörün ' (x; �) ve s (x; �) çözümleri içinW (s; ') =

s (0)'
0
(0) � s0 (0)' (0) = �1 6= 0 oldu¼gundan s (x; �) ve ' (x; �) çözümleri li-

neer ba¼g¬ms¬zd¬r. Dolay¬s¬yla fs (x; �) ; ' (x; �)g kümesi (2:1:1) denkleminin temel

çözüm sistemidir. Bu nedenle

 (x; �) = c1s (x; �) + c2' (x; �) (3.2.1)

eşitli¼gi sa¼glanacak şekilde c1 ve c2 sabitleri vard¬r. Buradan türev al¬n¬rsa,

 
0
(x; �) = c1s

0
(x; �) + c2'

0
(x; �) (3.2.2)

olur. (3:2:1) ve (3:2:2) eşitliklerinde x = 0 yaz¬l¬rsa,

 (0; �) = c1s (0; �) + c2' (0; �) = c10 + c21 = c2

ve

 
0
(0; �) = c1s

0
(0; �) + c2'

0
(0; �) = c1 + c2h = c1 +  (0; �)h

c1 =  
0
(0; �)� h (0; �) = ��(�)

elde edilir. Buna göre (3:2:1) eşitli¼gi düzenlenirse,

 (x; �) = ��(�) s (x; �) +  (0; �)' (x; �)

� (x; �)
� (�)

= s (x; �)�  (0; �)

� (�)
' (x; �) (3.2.3)

eşitli¼gi elde edilir. Burada

M (�) := � (0; �)
� (�)

ve � (x; �) := � (x; �)
� (�)

i̧saretlemeleri dikkate al¬n¬rsa (3:2:3) eşitli¼gi

� (x; �) = s (x; �) +M (�)' (x; �) (3.2.4)

şeklinde elde edilir. (3:2:4)�dekiM (�) fonksiyonuna L operatörününWeyl Fonksiy-

onu denir. Dikkat edilirseWeyl Fonksiyonu, iki tam fonksiyonun oran¬̧seklindedir.

Ayr¬ca problemin öz de¼gerleri M (�)�n¬n basit kutup noktalar¬d¬r. Dolay¬s¬yla
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M (�) Weyl fonksiyonu bir Meromorf fonksiyondur.

Lemma 3.2.1 G� = f� : j�� nj > �, n 2 Zg bölgesindeki yeterince büyük ��lar

için

�(�) � c� j�j e��; � = jIm �j

eşitli¼gi geçerlidir.

·Ispat: �(�) = �� sin ��+O (exp ��) oldu¼gundan G� bölgesinde yeterince büyük

��lar için

jsin ��j � ce��

olacak şekilde c > 0 sabiti mevcuttur. Bu durumda

�(�) � c j�j e�� � c1 exp �� = c� j�j e��

eşitsizli¼gi al¬n¬r.

Şimdi L operatörünü L = L (q; h;H) ile gösterelim ve eL = L
�eq;eh; eH� oper-

atörünü

eL�eq;eh; eH� =
8>>>>><>>>>>:
�y00 + eq (x) y = �y

y0 (0)� ehy (0) = 0
y0 (�) + eHy (�) = 0

(3.2.5)

şeklinde tan¬mlayal¬m. L operatörünün Weyl fonksiyonu M (�), eL operatörünün
Weyl fonksiyonu fM (�) olsun. Bundan böyle L operatörü ile alakal¬bir bilgi s ile

gösterilirse buna kaŗs¬l¬k olarak eL operatörü ile alakal¬bilgi es ile gösterilecektir.
Teorem 3.2.2 E¼ger M (�) = fM (�) ise q (x) = eq (x) ; (0; �) aral¬¼g¬nda h.h.y.
ve h = eh; H = eH geçerlidir. Yani M (�) Weyl fonksiyonu, L operatörünün

katsay¬lar¬n¬tek olarak belirlemek için yeterlidir.

·Ispat:

P1 (x; �) := ' (x; �) e�0 (x; �)� e'0 (x; �) � (x; �)
P2 (x; �) := e' (x; �) � (x; �)� ' (x; �) e� (x; �) (3.2.6)
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fonksiyonlar¬n¬tan¬mlayal¬m. (3:2:4) eşitli¼gi kullan¬larak

P1 (x; �) = ' (x; �)
�es0 (x; �) + fM (�) e'0 (x; �)�

�e'0 (x; �) (s (x; �) +M (�)' (x; �))

= ' (x; �) es0 (x; �)� e'0 (x; �) s (x; �)
+' (x; �) e'0 (x; �)�fM (�)�M (�)

�
= ' (x; �) es0 (x; �)� e'0 (x; �) es (x; �)

ve benzer şekilde

P2 (x; �) = e' (x; �) (s (x; �) +M (�)' (x; �))

�' (x; �)
�es (x; �) + fM (�) e' (x; �)�

= e' (x; �) s (x; �)� ' (x; �) es (x; �)
+e' (x; �)' (x; �)�M (�)� fM (�)

�
= s (x; �) e' (x; �)� ' (x; �) es (x; �)

ifadeleri elde edilir. s (x; �) ve ' (x; �) çözümleri ��n¬n tam fonksiyonlar¬oldu¼gun-

dan P1 (x; �) ve P2 (x; �) fonksiyonlar¬da tamd¬r. Di¼ger yandan

' (x; �) = O (exp �x) ; '0 (x; �) = O
�p

� exp ��
�

 (x; �) = O (exp � (� � x)) ;  0 (x; �) = O
�p

� exp � (� � x)
�

asimptotik ifadeleri ve 8 � 2 G� olmak üzere

j�(�)j � c�
p
�e��

ifadesi kullan¬l¬rsa,

jP1 (x; �)j � c1; jP2 (x; �)j �
c2p
�

olduklar¬gösterilebilir. Bu durumda P1 (x; �) ve P2 (x; �) fonksiyonlar¬��ya göre

tam ve s¬n¬rl¬fonksiyonlar olup Liouville Teoremi gere¼gince bu fonksiyonlar ��ya

ba¼gl¬de¼gil sadece x�e ba¼gl¬d¬rlar. O halde

P1 (x; �) = A (x)

P2 (x; �) = B (x)
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yaz¬labilir. P2 (x; �) = o (1) ; j�j 7! 1 oldu¼gundan B (x) � 0�d¬r. Dolay¬s¬yla

P2 (x) � 0�d¬r. Ayr¬ca

W (';�) = ' (x; �) �0 (x; �)� '0 (x; �) � (x; �)

=
' (x; �) 0 (x; �)� '0 (x; �) (x; �)

� (�)

=
� (�)

� (�)
= 1

elde edilir. Benzer şekilde W
�e'; e�� = 1 oldu¼gu gösterilebilir. (3:2:6) eşitlik-

lerinden al¬nan 8><>:
' (x; �) e�0 (x; �)� e'0 (x; �) � (x; �) = A (x)

e' (x; �) � (x; �)� ' (x; �) e� (x; �) = 0
sistemi Cramer yöntemiyle çözülürse,

' (x; �) = A (x) e' (x; �)
ve

� (x; �) = A (x) e� (x; �)
al¬n¬r. Dolay¬s¬yla

1 = W (';�) =W
�
Ae';Ae�� =

�������
Ae' (x; �) Ae� (x; �)
(Ae' (x; �))0 �Ae� (x; �)�0

�������
=

�������
A (x) e' (x; �) A (x) e� (x; �)

A (x) e'0 (x; �) + A (x)0 e' (x; �) A (x) e�0 (x; �) + A (x)0 e� (x; �)
�������

= A2 (x)W
�e'; e�� = A2 (x)

elde edilir. Buradan da A (x) = �1 olmal¬d¬r. Ayr¬ca8><>:
' (x; �) = cos

p
�x+O

�
1p
�
e�x
�

e' (x; �) = cosp�x+O
�

1p
�
e�x
�

asimptotik ifadeleri geçerli oldu¼gundan ' (x; �) ve e' (x; �) fonksiyonlar¬ters i̧saretli
olamaz. ' (x; �) = A (x) e' (x; �) oldu¼gundan A = �1 olamaz. Bu nedenle
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A (x) = 1 olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla ' (x; �) = e' (x; �)�dir. Bu durumda (2:1:1) den-
klemi kullan¬l¬rsa h.h.y. q (x) = eq (x) elde edilir.
Benzer şekilde (2:1:2) ve (2:1:3) s¬n¬r koşullar¬ndan8><>:

'0 (0)� h' (0) = 0

'0 (0)� eh' (0) = 0 ve

8><>:
'0 (�) +H' (�) = 0

'0 (�) + eH' (�) = 0
eşitlikleri taraf taraf ç¬kar¬l¬rsa,

'0 (0)� h' (0)� '0 (0) + eh' (0) = 0
�h' (0) + eh' (0) = �eh� h

�
' (0) = 0

eh� h = 0) h = eh
ve

'0 (�) +H' (�)� '0 (�)� eH' (�) = 0
H � eH = 0) H = eH

elde edilir.

O halde M (�) = fM (�) iken q (x) = eq (x) ; (0; �) aral¬¼g¬nda h.h.y. ve h = eh ,
H = eH olduklar¬gösterilmi̧s olur..
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3.3 Spektral Verilere Göre Ters Problem

L = L (q; h;H) ve eL = L
�eq; eh; eH� operatörlerini ele alal¬m. f�n; �ngn�0,

L operatörünün spektral verileri ve
ne�n; e�no

n�0
ise eL operatörünün spektral

verileri olsun. Burada iki sprektral verinin L operatörünün katsay¬lar¬n¬tek olarak

belirledi¼gi ispatlanacakt¬r.

Lemma 3.3.1 (Freiling, Yurko 2001)

M (�) =
1X
n=0

1

�n (�� �n)
(3.3.1)

eşitli¼gi geçerlidir.

Teorem 3.3.2 8n için �n = e�n ve �n = e�n ise q (x) = eq (x) h.h.y. ve h = eh,
H = eH d¬r. Yani L probleminin katsay¬lar¬, öz de¼gerler ve normalleştirici say¬lar

taraf¬ndan tek olarak belirlenir.

·Ispat: (3:3:1) eşitli¼gine göre e¼ger �n = e�n, �n = e�n ise M (�) = M
�e�� eşitli¼gi

geçerlidir. Teorem 3.2.2 ye göre M (�) = M
�e�� geçerli ise q (x) = eq (x) ; (0; �)

aral¬¼g¬nda h.h.y. ve h = eh , H = eH�d¬r. Böylece ispat bitmi̧s olur.
Teorem 3.3.2 nin ispat¬aşa¼g¬daki gibi de yap¬labilir:

�n = e�n, �n = e�n olsun. �(�) fonksiyonu � n¬n tam fonksiyonu oldu¼gundan

Hadamard Faktorizasyon Teoremi gere¼gince

�(�) = c

1Y
n=0

�
1� �

�n

�
eşitli¼gi geçerlidir. Burada c say¬s¬yaln¬zca �n lere ba¼gl¬olan bir sabittir. Buna

göre �n = e�n ise
�(�) = e�(�) (3.3.2)

olur. Di¼ger yandan 8>><>>:
�
�(�n) = ��n�n
�
�
�(�n) = �e�ne�n
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eşitliklerine göre �n = e�n�d¬r ve ayr¬ca �n =  (0; �n) oldu¼gundan

 (0; �n) = e (0; �n)
yaz¬labilir. Buna göre

K (�) =
 (0; �n)� e (0; �n)

� (�)

fonksiyonunu tan¬mlarsak �n öz de¼gerleri bu fonksiyonun hem pay¬n¬ hem de

paydas¬n¬s¬f¬r yapt¬¼g¬ndan ve bu öz de¼gerler fonksiyonun basit s¬f¬rlar¬oldu¼gundan

K (�) bir tam fonksiyondur. Ayr¬ca��� (0; �n)� e (0; �n)��� � c exp ��

j�(�)j � c� j�j exp ��

eşitsizliklerinden

jK (�)j � c

j�j
olur. Burada � nun yeterince büyük de¼gerlerinde

jK (�)j � 0

al¬n¬r. Dolay¬s¬yla

 (0; �n) = e (0; �n) (3.3.3)

yaz¬l¬r. Buna göre (3:3.2) ve (3:3:3) eşitliklerinden

 (0; �)

� (�)
=
e (0; �n)e�(�)

eşitli¼gini yazabiliriz. Bu ise M (�) = fM (�) demektir. Buradan q (x) = eq (x)
h.h.y. ve h = eh , H = eH oldu¼gu elde edilir.

Şimdi h 6= h1 olmak üzere

y0 (0)� h1y (0) = 0 (3.3.4)

s¬n¬r koşulu (2:1:2) koşulu ile yer de¼gi̧stirilerek elde edilen (2:1:1) ; (3:3:4) ; (2:1:3)

problemini L1 = L (q; h1; H) operatörü şeklinde gösterelim ve bu operatörün öz

54



de¼gerler dizisi f�ngn�0 olsun.

Tan¬m 3.3.3 f�n; �ngn�0 ve f�n; �ngn�0 dizilerine L operatörünün klasik spek-

tral verileri ad¬verilir.

Şimdi ise iki öz de¼gerler dizisi denilen f�n; �ngn�0 spektral verilerinin, operatörün

katsay¬lar¬n¬tek olarak belirledi¼gini ispatlayal¬m:

Teorem 3.3.4 8n için �n = e�n ve �n = e�n ise [0; �] aral¬¼g¬nda q (x) = eq (x) h.h.y.
ve h = eh , H = eH d¬r.

·Ispat: 8n için �n = e�n oldu¼gundan �(�) = e�(�)�d¬r. Di¼ger yandan öz de¼gerleri
fe�ng�ler olan L1 operatörünün karakteristik fonksiyonu

�1 (�) =  0 (0; �)� h1 (0; �)

şeklindedir. Buna göre �1 (�) fonksiyonu ��ler taraf¬ndan tek olarak belirlenen

bir tam fonksiyon oldu¼gundan

� = e�n ) �1 (�) = e�1 (�)

eşitli¼gi geçerlidir. Buradan her � için

�1 (�) =  0 (0; �)� h1 (0; �) = e 0 (0; �)� h1e (0; �) = e�1 (�)

yaz¬labilir. O halde

 0 (0; �) = e 0 (0; �) = 0
eşitli¼gini sa¼glayan ��lar¬gözönüne al¬rsak

 (0; �) = e (0; �)
elde edilir. Buna göre

 (0; �) � e (0; �)
ve

�(�) = e�(�)
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oldu¼gundan

M (�) = fM (�)

eşitli¼gi geçerlidir. Bu da ispat¬tamamlar.

L operatörünün katsay¬lar¬n¬belirlemek için f�ngn�0 öz de¼ger dizisi tek baş¬na

yeterli olmamas¬na ra¼gmen potansiyel fonksiyon denilen q (x) fonksiyonunun her

x için

q (� � x) = q (x)

simetriklik koşulunu sa¼glad¬¼g¬biliniyorsa bu durumda yaln¬zca öz de¼gerler dizisi

ile katsay¬lar¬belirlemek mümkündür. Bu aşa¼g¬daki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 3.3.5 L operatöründe h = H, 8x için q (� � x) = q (x) ve 8n için

�n = e�n ise q (x) = eq (x) h.h.y. ve h = eh d¬r.
·Ispat: ' (x; �) ve  (x; �) fonksiyonlar¬n¬n yan¬s¬ra '1 (x; �) fonksiyonu8><>:

'001 + q (� � x)'1 = �'1

'1 (0) = 1, '
0
1 (0) = H

probleminin çözümü olsun. Bu durumda

 (x; �) = ' (� � x; �)

eşitli¼gi sa¼glanmaktad¬r. Hipoteze göre h = H, ve 8x için q (� � x) = q (x)

oldu¼gundan

'1 (x; �) = ' (x; �)

eşitli¼gi ve dolay¬s¬yla

 (x; �) = ' (� � x; �)

oldu¼gu elde edilir. Daha önce 8n için

 (x; �n) = �n' (x; �n)

sa¼gland¬¼g¬ndan

' (� � x; �n) =  (x; �n)
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= �n' (x; �n) = �n (� � x; �n)

= �n�n' (� � x; �n)

= �2n' (� � x; �n)

al¬n¬r. Buradan ise

�2n = 1 veya �n = �1

elde edilir. Dolay¬s¬yla
�
�(�) = ��n�n

eşitli¼ginden �n = e�n ve �n = e�n elde edilir. Dolay¬s¬yla Teorem 3.3.2 gere¼gi

q (x) = eq (x) ; (0; �) aral¬¼g¬nda h.h.y. ve h = eh olur.
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3.4 Yar¬Ters Problem (Hochstadt-Lieberman Teoremi)

L operatörünü ele alal¬m. Bu operatör için için Hocstadt ve Lieberman 1978

y¬l¬nda [0; �] aral¬¼g¬n¬n
h�
2
; �
i
aral¬¼g¬nda q (x) fonksiyonunun bilinmesi duru-

munda yaln¬zca f�ngn�0 öz de¼ger dizisi ile aral¬¼g¬n tamam¬nda q (x) fonksiy-

onunun tek olarak belirlenebildi¼gini göstermi̧slerdir.

Teorem 3.4.1 f�ngn�0 dizisi L operatörünün öz de¼gerler dizisi,
ne�no

n�0
ise L

operatöründe q (x) yerine eq (x) al¬narak elde edilen eL operatörünün öz de¼gerler
dizisi olsun.

�
�
2
; �
�
aral¬¼g¬ndaki 8x için q (x) = eq (x) ve 8n için �n = e�n ise (0; �)

aral¬¼g¬nda h.h.y. q (x) = eq (x) eşitli¼gi geçerlidir.
Bu teoremi ispatlamak için baz¬lemmalara ihtiyaç duyulmaktad¬r.

Lemma 3.4.2 (Marchenko, 1950) � kompleks parametre olmak üzere fcos�xg

ve fsin�xg fonksiyon kümeleri L2 (0; �)�de yo¼gundur. Yani 8� için
�Z
0

f (x) cos�xdx = 0 (3.4.1)

eşitli¼gini sa¼glayan bir tek f (x) fonksiyonu vard¬r. Bu f (x) fonksiyonu da hemen

hemen her yerde yak¬nsak f (x) = 0 eşitli¼gini sa¼glayan fonksiyondur. Benzer

şekilde (0; �) aral¬¼g¬nda h.h.y.

�Z
0

g (x) sin�xdx = 0() g (x) = 0

geçerlidir.

Lemma 3.4.3 (Freiling, Yurko 2001) ' (x; �), (2:1:1) denkleminin ' (0) = 1,

'0 (0) = h başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü olmak üzere

' (x; �) e' (x; �) = 1

2

0@1 + cos 2p�x+ xZ
0

K1 (x; �) cos 2
p
��d�

1A
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eşitli¼gi geçerlidir. Burada8>>>>>><>>>>>>:
' (x; �) = cos

p
�x+

xZ
0

G (x; t) cos
p
�tdt

e' (x; �) = cosp�x+ xZ
0

eG (x; t) cosp�tdt
olmak üzere

K1 (x; �) = 2
h
G (x; x� 2�)� eG (x; x� 2�)i

+2

xZ
�x+2�

G (x; s) eG (x; s� 2�) ds+ 2 x�2�Z
�x

G (x; s) eG (x; s+ 2�) ds
elde edilir.

Lemma 3.4.4 (Corduneanu, 1991) f (x), L2 (0; �) uzay¬nda herhangi bir fonksiyon

olmak üzere;

f (x) +

�Z
x

f (t)K (x; t) dt = 0 (3.4.2)

eşitli¼gini sa¼glayan bir tek f (x) fonksiyonu vard¬r. O da f (x) = 0 fonksiyonudur.

Bu denkleme homojen Volterra integral denklemi denir. BuradaK (x; t) herhangi

bir sürekli fonksiyondur.

Teoremin 3.4.1 in ·Ispat¬: ' = ' (x; �) fonksiyonu �y00 + q (x) y = �y diferan-

siyel denkleminin y (0) = 1, y0 (0) = h başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü vee' = e' (x; �) fonksiyonu ise �y00+ eq (x) y = �y diferansiyel denkleminin y (0) = 1,

y0 (0) = h başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü olsun. Bu durumda

�'00 + q (x)' = �'

�e'00 + eq (x) e' = �e'
eşitlikleri sa¼glanmaktad¬r. Bu eşitliklerin birincisini e' fonksiyonu ile, ikincisini '
fonksiyonu ile çarpal¬m ve taraf tarafa ç¬karal¬m. Bu durumda

�'00e'+ q (x)'e'+ e'00'� eq (x) e'' = �'e'� �e''
e'00'� '00e'+ (q (x)� eq (x))'e' = 0 (3.4.3)
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eşitli¼gi elde edilir. Son eşitli¼gin her iki taraf¬(0; �) aral¬¼g¬nda x e göre integral-

lenirse,

�Z
0

(q (x)� eq (x))' (x; �) e' (x; �) dx = �'0 (x; �) e' (x; �)� ' (x; �) e'0 (x; �)����
0

elde edilir. Hipoteze göre
��
2
; �
�
aral¬¼g¬nda q (x) = eq (x) oldu¼gundan son eşitlik

�
'0 (x; �) e' (x; �)� ' (x; �) e'0 (x; �)����

0
=

�=2Z
0

(q (x)� eq (x))' (x; �) e' (x; �) dx
şekline dönüşür. �n = e�n oldu¼gundan8><>:

'0 (�; �) = �H' (�; �)

e'0 (�; �) = �He' (�; �) (3.4.4)

eşitlikleri geçerlidir. Burada ' (x; �) ve e' (x; �) fonksiyonlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬8><>:
' (0) = 1; '0 (0) = h

e' (0) = 1, e'0 (0) = h

başlang¬ç koşullar¬dikkate al¬n¬rsa,
�Z
0

(q (x)� eq (x))' (x; �) e' (x; �) dx = '0 (�; �) e' (�; �)� ' (�; �) e'0 (�; �)
�'0 (0; �) e' (0; �) + ' (0; �) e'0 (0; �)
= '0 (�; �) e' (�; �)� ' (�; �) e'0 (�; �)� h:1 + 1:h

= '0 (�; �) e' (�; �)� ' (�; �) e'0 (�; �)
sa¼glan¬r. (3:4:4) eşitliklerinden,

'0 (�; �) e' (�; �)�' (�; �) e'0 (�; �) = �H' (�; �) e' (�; �)�' (�; �) (�H) e' (�; �)
= �H' (�; �) e' (�; �) +H' (�; �) e' (�; �)
= 0
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olur. O halde,

F (�) :=

�=2Z
0

(q (x)� eq (x))' (x; �) e' (x; �) dx
fonksiyonunu tan¬mlan¬rsa 8n için F (�n) = 0 oldu¼gu elde edilir. Buna göre

� (�) :=
F (�)

� (�)

fonksiyonu bir tam fonksiyondur. Yani tüm düzlemde analitiktir. Çünkü F (�)

ve �(�) fonksiyonlar¬n¬n s¬f¬rlar¬ayn¬olan tam fonksiyonlard¬r. Ayr¬ca �(�)�n¬n

s¬f¬rlar¬basittir. Öte yandan � =
���Imp���� olmak üzere8><>:

' (x; �) = O (exp �x)

e' (x; �) = O (exp �x)

asimptotik ifadelerinden

jF (�)j �
�=2Z
0

jq (x)� eq (x)j j' (x; �)j je' (x; �)j dx
� c

�=2Z
0

jq (x)� eq (x)j e�xe�xdx
� ce

2��
2

�=2Z
0

jq (x)� eq (x)j dx
= c2e

��

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca j�(�)j � c�

���p���� exp �� oldu¼gundan
j� (�)j = jF (�)j

j�(�)j �
c���p����

eşitsizli¼gi elde edilir. Son eşitsizli¼ge göre � (x) fonksiyonu s¬n¬rl¬d¬r. Liouville

teoreminden dolay¬� (x) fonksiyonu sabittir. Di¼ger yandan

lim
j�j!1

j� (x)j = 0

61



olaca¼g¬ndan 8� için � (�) = 0 demektir. Dolay¬s¬yla F (�) = 0 olur. Bu durumda

�=2Z
0

(q (x)� eq (x))' (x; �) e' (x; �) dx = 0
d¬r. Burada q (x)� eq (x) = Q (x) i̧saretlemesi kabul edilirse Lemma 3.4.3�den

�=2Z
0

Q (x)

0@1 + cos 2p�x+ xZ
0

K1 (x; �) cos 2
p
��d�

1A dx = 0

veya

1

2

�=2Z
0

Q (x) dx+
1

2

�=2Z
0

Q (x) cos 2
p
�xdx+

1

2

�=2Z
0

xZ
0

Q (x)K1 (x; �) cos 2
p
�d�dx = 0

al¬n¬r. Son eşitlikteki iki katl¬integralde integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilirse,

1

2

�=2Z
0

Q (x) dx+
1

2

�=2Z
0

Q (x) cos 2
p
�xdx+

1

2

�=2Z
0

�=2Z
�

Q (x)K1 (x; �) cos 2
p
�dxd� = 0

veya

�=2Z
0

Q (x) dx+

�=2Z
0

0@Q (�) + �=2Z
�

Q (x)K1 (x; �) dx

1A cos 2p��d� = 0
elde edilir. Burada

Q (�) +

�=2Z
�

Q (x)K1 (x; �) dx = f (�)

i̧saretlenirse,
�=2Z
0

Q (x) dx+

�=2Z
0

f (�) cos 2
p
��d� = 0 (3.4.5)

al¬n¬r. Riemann-Lebesque Lemmas¬geregince
p
� 2 R olmak üzere

lim
�!1

�=2Z
0

f (�) cos 2
p
��d� = 0
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d¬r. Dolay¬s¬yla
�=2Z
0

Q (x) dx = 0

olur. Bu ifade (3:4:5) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa 8� için

0 +

�=2Z
0

f (�) cos 2
p
��d� = 0

bulunur. Lemma 3.4.2�den h.h.y.

f (�) = 0

olur. Buradan

Q (�) +

�
2Z
�

Q (x)K1 (x; �) dx = 0 (3.4.6)

olur ve
��
2
; �
�
aral¬¼g¬nda h.h.y. Q (x) = 0 oldu¼gundan (3:4:6) eşitli¼gi

Q (�) +

�Z
�

Q (x)K1 (x; �) dx = 0

şeklinde yaz¬labilir. Lemma 3.4.4 �ten Q (x) = 0�d¬r. Dolay¬s¬yla h.h.y. q (x) =eq (x) eşitli¼gi geçerlidir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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3.5 Nodal Noktalara Göre Ters Problem

L operatörünü ele alal¬m. �n, n � 1 bu operatörün öz de¼gerleri ve ' (x; �n) bu öz

de¼gere kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar olmak üzere sal¬n¬m teoremine göre her bir

n için ' (x; �n) öz fonksiyonu (0; �) aral¬¼g¬nda tam olarak n tane s¬f¬ra sahiptir.

Tan¬m 3.5.1 Her bir n için ' (x; �n) fonksiyonunun (0; �) aral¬¼g¬ndaki s¬f¬rlar¬na

L operatörünün nodal (dü¼güm) noktalar¬denir. Nodal noktalar¬n kümesi

X =
�
xjn : '

�
xjn; �n

�
= 0; xjn 2 (0; �)

	
(3.5.1)

X =
�
x01; x

0
2; x

1
2; x

0
3; x

1
3; x

2
3; :::

	
(3.5.2)

şeklinde gösterilebilir.

Örnek 3.5.2 L operatöründe q (x) � 0; h = H = 0 al¬n¬rsa,8>>>>><>>>>>:
�y00 = �y

y0 (0) = 0

y0 (�) = 0

problemi elde edilir. Bu problemin öz de¼gerleri �n = n2 ve öz fonksiyonlar¬

' (x; �n) = cosnx şeklindedir. Buradan örne¼gin

n = 1 için �1 = 1; ' (x; �1) = cosx ve x01 =
�

2
2 (0; �)

n = 2 için �2 = 4; ' (x; �2) = cos 2x ve x02 =
�

4
; x12 =

3�

4

n = 3 için �3 = 9; ' (x; �3) = cos 3x ve x03 =
�

6
; x13 =

�

2
; x23 =

5�

6

ve benzer şekilde devam edilirse genel olarak

xjn =

�
j + 1

2

�
�

n
; j = 0; 1; 2; :::; (n� 1)

şeklinde nodal noktalar¬bulunur.

Lemma 3.5.3 (McLaughlin, 1986) j =
�
jn
n
; n � 0

�
kümesi [0; 1] aral¬¼g¬nda

yo¼gundur.
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Lemma 3.5.4 8n � 1 için �n =
p
�n olmak üzere�

j +
1

4

�
� < xjn�n <

�
j +

3

4

�
�

eşitsizli¼gi geçerlidir.

·Ispat: ' (x; �n) = cos �nx+O
�
1

n

�
asimptotik ifadesini alal¬m. Burada x yerine

s¬ras¬yla

�
j + 1

4

�
�

�n
ve

�
j + 3

4

�
�

�n
yaz¬l¬rsa,

'

 �
j + 1

4

�
�

�n
; �n

!
= cos

 
�n

�
j + 1

4

�
�

�n

!
+O

�
1

n

�
= cos

�
j +

1

4

�
� +O

�
1

n

�
= (�1)j 1p

2
+O

�
1

n

�
ve

'

 �
j + 3

4

�
�

�n
; �n

!
= cos

 
�n

�
j + 3

4

�
�

�n

!
+O

�
1

n

�
= cos

�
j +

3

4

�
� +O

�
1

n

�
= (�1)j+1 1p

2
+O

�
1

n

�

elde edilir. Son eşitliklere göre '

 �
j + 1

4

�
�

�n
; �n

!
ve '

 �
j + 3

4

�
�

�n
; �n

!
ifadeleri

z¬t i̧saretlidir. Dolay¬s¬yla sürekli fonksiyonlar için geçerli olan Cauchy-Bolzana

teoremi gere¼gince ' (x; �n) fonksiyonu I =

 �
j + 1

4

�
�

�n
;

�
j + 3

4

�
�

�n

!
aral¬¼g¬nda en

az bir s¬f¬ra sahiptir. Üstelik ' (x; �n) fonksiyonu (0; �) aral¬¼g¬nda toplam n tane

s¬f¬ra sahip oldu¼gundan fonksiyonun I aral¬¼g¬nda bir tek s¬f¬r¬vard¬r.

Yani xjn 2
 �

j + 1
4

�
�

�n
;

�
j + 3

4

�
�

�n

!
yaz¬labilir. Böylece Lemma ispatlanm¬̧s olur.

Lemma 3.5.5
p
�n = �n say¬lar¬için

1

�n
=
1

n

�
1� !

n2�
+ o

�
1

n2

��
;
1

�2n
=
1

n2
+ o

�
1

n3

�
(3.5.3)
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asimptotik ifadeleri geçerlidir. Burada

! = h+H +
1

2

�Z
0

q (t) dt

dir.

·Ispat: Özde¼gerlerin p
�n = �n = n+

!

n�
+ o

�
1

n

�
asimptotik ifadesinden

1

�n
=

1

n+
!

n�
+ o

�
1

n

� = 1

n

1�
1 +

!

n2�
+ o

�
1

n2

��
=
1

n

�
1� !

n2�
+ o

�
1

n2

��
ve

1

�2n
=
1

n2

�
1� !

n2�
+ o

�
1

n2

��2
=
1

n2

�
1� 2!

n2�
+ o

�
1

n2

��
=
1

n2
+ o

�
1

n3

�
olduklar¬kolayca görülür.

Teorem 3.5.6 X nodal noktalar¬kümesinde n�nin yerine yeterince büyük de¼ger-

leri için

xjn =
j + 1

2

n
� � !

n2�

�
j + 1

2

n

�
� +

A (xjn)

n2
+ o

�
1

n2

�
(3.5.4)

asimptotik ifadesi geçerlidir. Burada

A
�
xjn
�
= h+H +

1

2

xjnZ
0

q (t) dt; ! = h+H +
1

2

�Z
0

q (t) dt

şeklindedir.

·Ispat: ' (x; �) fonksiyonunun asimptotik ifadesinden

' (x; �) = cos �x+
h

�
sin �x+

1

�

Z �

0

sin (x� t) q (t)' (t; �) dt
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= cos �x+
h

�
sin �x+

1

�

Z �

0

sin (x� t) q (t) cos (�t) dt+ o

�
1

�
e�x
�

= cos �x+
h

�
sin �x+

sin �x

2�

Z �

0

q (t) dt+ o

�
1

�
e�x
�

+
1

2�

Z �

0

sin (x� 2t) q (t) dt+ o

�
1

�
e�x
�

al¬n¬r. Burada j�j ! 1 için

xZ
0

sin � (x� 2t) q (t) dt = o (e�x)

oldu¼gundan

' (x; �) = cos �x+ A (x)
sin �x

�
+ o

�
1

�
e�x
�

al¬n¬r. Burada A (x) = h+
1

2

xZ
0

q (t) dt dir.

E¼ger son eşitlikte � = �n yaz¬l¬r ve öz de¼gerlerin reel oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa,

' (x; �n) = cos �nx+ A (x)
sin �nx

�n
+ o

�
1

�n

�
elde edilir. Nodal noktalar¬bu fonksiyonun s¬f¬rlar¬oldu¼gundan

'
�
xjn; �n

�
= 0) cos �nx

j
n + A

�
xjn
� sin �nxjn

�n
+ o

�
1

�n

�
= 0

al¬n¬r. Bu ifadenin her iki taraf¬sin �nx
j
n ile bölünürse,

cot �nx
j
n +

A (xjn)

�n
+ o

�
1

�n

�
= 0

veya

� cot �nxjn =
A (xjn)

�n
+ o

�
1

�n

�
elde edilir. Ayr¬ca cot� = tan

��
2
� �

�
oldu¼gundan

tan
�
�nx

j
n �

�

2

�
=
A (xjn)

�n
+ o

�
1

�n

�
olur. Bu ifade düzenlenirse

�nx
j
n �

�

2
= arctan

�
A (xjn)

�n
+ o

�
1

�n

��
+ j�
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veya

�nx
j
n = arctan

�
A (xjn)

�n
+ o

�
1

�n

��
+

�
j +

1

2

�
� (3.5.5)

yaz¬labilir. u! 0 iken arctanu = u+ o (u2) oldu¼gundan

arctan

�
A (xjn)

�n
+ o

�
1

�n

��
=

�
A (xjn)

�n
+ o

�
1

�n

��
olur. Dolay¬s¬yla bu ifade (3:5:5) ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa,

�nx
j
n =

A (xjn)

�n
+ o

�
1

�n

�
+

�
j +

1

2

�
�

xjn =
A (xjn)

�2n
+ o

�
1

�2n

�
+

�
j + 1

2

�
�

�n

elde edilir. Lemma 3.5.5�ten

xjn =

�
j +

1

2

�
�
1

n

�
1� !

n2�
+ o

�
1

n2

�
+ A (xjn)

�
1

n2
+ o

�
1

n2

���
+ o

�
1

n2

�

=
j + 1

2

n
� � !

n2�

 �
j + 1

2

�
�

n

!
+
A (xjn)

n2
+ o

�
1

n2

�
al¬n¬r. Burada

A
�
xjn
�
= h+

1

2

xjnZ
0

q (t) dt

şeklindedir.

Şimdi X; L operatörünün tüm nodal noktalar¬n¬n kümesi ve X0 � X bu kümenin

[0; �]�de yo¼gun bir alt kümesi olsun. Buna göre 8x 2 [0; �] için 9
�
x
jnk
nk

�
� (xjnn )

alt dizisi vard¬r ki

lim
k!1

x
jnk
n
k
= x

tir.

Teorem 3.5.7 X0, L operatörünün, eX0 ise eL operatörünün nodal noktalar¬n¬n
(0; �)�de yo¼gun alt kümesi olmak üzere X0 = eX0 ve

�Z
0

eq (t) dt = �Z
0

q (t) dt ise

q (x) = eq (x) h.h.y. ve h = eh, H = eH�d¬r. Yani L operatörünün katsay¬lar¬olan
q (x) fonksiyonu h ve H say¬lar¬nodal noktalar¬n herhangi bir yo¼gun alt kümesi
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ile tek olarak belirlenir.

·Ispat: x 2 [0; �] alal¬m. x
jnk
nk ! x olsun. Bu durumda Teorem 3.5.6 daki

asimptotik ifade kullan¬larak�
x
jnk
nk �

jnk +
1
2

nk
�

�
n2k = �

!

�

 �
j + 1

2

�
�

nk

!
� + A

�
x
jnk
nn

�
+ o (1)

eşitli¼gi yaz¬labilir. x
jnk
nk ! x oldu¼gundan

(j+ 1
2)�
nk

! x�tir. Di¼ger yandan q (x)

integrallenebilen bir fonksiyon oldu¼gundan

A (x) = h+
1

2

xZ
0

q (t) dt

mutlak süreklidir. O halde �
x
jnk
nk �

jnk +
1
2

nk
�

�
n2k

ifadesinin k !1 iken limiti vard¬r ve bu limit sonludur. Yani

lim
k!1

�
x
jnk
nk �

jnk +
1
2

nk
�

�
n2k = �

!

�
x+ A (x) (3.5.6)

eşitli¼gi geçerlidir. Burada

f (x) := �!
�
x+ A (x)

al¬n¬rsa f fonksiyonu [0; �]�de tan¬ml¬mutlak sürekli bir fonksiyon olur. (3:5:6)

eşitli¼gine göre {0 kümesi verilirse f (x) fonksiyonu bulunabilir.

f (x) = �!
�
x+A (x) fonksiyonu [0; �]�de mutlak sürekli oldu¼gundan h.h.y. sonlu

türeve sahiptir. Bu türev

f 0 (x) = �!
�
x+ A0 (x)

= � 1
�

0@h+H +
1

2

xZ
0

q (t) dt

1A+ 1
2
q (x)

şeklindedir. Böylece [0; �] aral¬¼g¬nda h.h.y.

q (x) = 2

�
f 0 (x) +

1

�
(h+H)

�
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olur. Di¼ger yandan

f (x) = �!
�
x+ A0 (x)

f (0) = A (0) = h =) h = f (0)

f (�) = �!
�
� + A0 (�) = � (h+H) + h = �H =) H = �f (�)

al¬n¬r. Dolay¬s¬yla {0 = e{0 ise (3:5:6)�ten f (x) = ef (x) ve buradan da h = eh,
H = eH ve q (x) = eq (x) h.h.y. oldu¼gu söylenir.
Sonuç 3.5.8 {0 yo¼gun nodal nokta kümesi verilirse L operatörünün katsay¬lar¬

aşa¼g¬daki ad¬mlar kullan¬larak bulunabilir.

1.ADIM: lim
n!1

�
xjn �

jn +
1
2

n
�

�
n2 limiti hesaplanarak f (x) fonksiyonu bulunur.

2.ADIM: f (0) = h; �f (�) = H katsay¬lar¬belirlenir.

3.ADIM: q (x) = 2
�
f 0 (x) +

1

�
(f (0)� f (�))

�
formülü ile q (x) bulunur.

Örne¼gin

8>>>>><>>>>>:
�y00 + cosxy = �y; x 2 (0; �)

y0 (0) = 0

y0 (�) + y (�) = 0

operatörünü ele alal¬m. Burada q (x) = cosx; h = 0; H = 1 oldu¼gundan

! = h+H +
1

2

�Z
0

q (t) dt = 0 + 1 +
1

2

�Z
0

cos tdt = 1 +
1

2
0 = 1

ve

A (x) = h+
1

2

xZ
0

q (t) dt = 0 +
1

2

�Z
0

cos tdt =
1

2
sin x

ifadeleri bulunur. Dolay¬s¬yla nodal noktalar¬n asimptotik ifadesi

xjn =
j + 1

2

n
� � !

n2�

�
j + 1

2

n

�
� +

A (xjn)

n2
+O

�
1

n2

�
eşitli¼ginden

xjn =
j + 1

2

n
� � 1

n2�

�
jn +

1
2

n

�
� +

1

2n2
sin (xjn) + o

�
1

n2

�
şeklinde bulunmuş

olur.
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Tersine, L tipinde bir operatörün nodal noktalar¬n¬n yo¼gun bir alt kümesi

xjnn =

�
jn +

1
2

n

�
� � 1

n2�

�
jn +

1
2

n

�
� +

1

2n2
sin xjnn + o

�
1

n2

�
olmak üzere

X0 =
�
xjnn
	

şeklinde verilmi̧s olsun. Buna göre L operatörünün katsay¬lar¬

1.ADIM:

lim
n!1

�
xjnn �

jn +
1
2

n
�

�
n2 = lim

n!1

��jn + 1
2

n
� +

1

2
sin xjn

�
) f (x) =

�x
�
+
1

2
sin x

2. ADIM:

f (0) = h) h = 0

�f (�) = H =) H = �1

3. ADIM:

q (x) = 2

�
f 0 (x) +

1

�
(f (0)� f (�))

�
= 2

�
�1
�
+
1

2
cosx+

1

�

�
= cos x

şeklinde bulunmuş olur.
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