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ÖZET 

 

SINIR VE SÜREKSİZLİK KOŞULLARI HERGLOTZ-NEVANLINNA 

FONKSİYONUNA BAĞLI BİR STURM-LIOUVILLE PROBLEMİ 

 

Kübra ERTİK 

Yüksek Lisans Tezi 

Matematik Ana Bilim Dalı  

Danışman: Doç. Dr. Yalçın GÜLDÜ 

2019 , 60 sayfa+x 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde, çalışmada kullanılan temel bilgi ve kavramlar ile bir Sturm-Liouville 

operatörüne ait özellikler yer almaktadır. 

İkinci bölümde, tez konusuyla ilgili genel bilgiler ile daha önce yapılmış olan 

çalışmalardan bahsedilmektedir. 

Üçüncü bölümde, belirlenen probleme karşılık gelen ve üzerinde iç çarpım tanımlanmış, 

Hilbert uzayı oluşturulmuş ve probleme karşılık gelen operatör modeli bu uzay üzerinde 

kurulmuştur. Ele alınan problemin özfonksiyonlarının integral gösterimleri ile bu 

özfonksiyonların asimptotik ifadeleri elde edilmiştir. Daha sonra problemin karakteristik 

fonksiyonu tanımlanmış ve problemin özdeğerlerinin reel ve basit olduğu ispatlamış, 

normalleştirici sayılar tanımlanmıştır.  

Dördüncü bölümde ise özfonksiyonların asimptotik ifadeleri kullanılarak, karakteristik 

fonksiyonun asimptotik fonksiyonu elde edilmiştir. Daha sonra probleme ait Weyl çözümü ile 

Weyl fonksiyonu tanımlanmıştır. Böylece tanımlanan Weyl fonksiyonuna ve bazı spektral 

verilere göre teklik teoremleri ispatlanmıştır.  

  

  

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville operatörü, özdeğer, özfonksiyon, süreksizlik 

koşulları, ters problem, Herglotz-Nevanlinna fonksiyonu, Weyl çözümü, Weyl fonksiyonu 
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ABSTRACT 

A STURM-LIOUVILLE PROBLEM WITH BOUNDARY AND TRANSMISSION 

CONDITIONS DEPEND ON HERGLOTZ-NEVANLINNA TYPE FUNCTION 

Kübra ERTİK 

Msc Thesis 

Department of Mathematics 

Supervisor: Doç. Dr. Yalçın GÜLDÜ 

2019, 60 pages+x 

 

 This thesis consists of four parts. 

 In the first part, the basic information and concepts used in this study and some 

properties belong to Sturm-Liouville operator are included. 

 In the second part, general information about thesis subject and previous studies 

related to this subject are mentioned.  

 In the third part, the Hilbert space which is corresponding to the determined problem 

with inner product defined is formed. Then, corresponding operator model is established on this 

space. 

 The integral equations and asymptotics of eigenfunctions of the problem are obtained. 

After that, the characteristic function of the problem is defined and the eigenvalues of the 

problem is proved to be real and simple and normalizing numbers is defined.  

 In the last part, the asymptotic formula of the characteristic function is given by using 

asymptotics expressions of eigenfuntions. Then the Weyl solution and the Weyl function belong 

to problem are defined. Therefore, some uniqueness theorems are proved according to the 

defined Weyl function and some spectral data. 

 

 

Key Words: Sturm-Liouville operator, eigenvalue, eigenfunction, transmission conditions, 

inverse problem, Herglotz-Nevanlinna function, Weyl solution, Weyl function 
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Birinci bölümde tezle ilgili temel tan¬m, teoremler ile bir Sturm-Liouville ope-

ratörüne ait baz¬özellikler verilecektir. Bu bölüm haz¬rlan¬rken E. C. Titchmarsh

(1939), E. A. Coddington, N. Levinson (1955), M. A. Naimark (1968), B. M. Levitan,

I. S. Sargsjan (1970, 1988) kaynaklar¬ndan faydalan¬lm¬̧st¬r.

1.1 Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 1.1.1: a � t � b ve x : [a; b]! R ölçülebilir bir fonksiyon olsun. E¼ger

(L)

bZ
a

[x(t)]2 dt <1

integrali mevcut ise x(t) fonksiyonuna, [a; b] aral¬¼g¬nda karesiyle Lebesgue anlam¬nda

integrallenebilir fonksiyon denir ve bu fonksiyonlar¬n uzay¬L2 [a; b] ile gösterilir.

Tan¬m 1.1.2: f(z) fonksiyonu kompleks düzlemin bir z0 noktas¬n¬n en az bir �

komşulu¼gunun tüm noktalar¬nda türevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna z0 noktas¬nda

analitiktir ad¬verilir. f(z) fonksiyonu kompleks düzlemin bir W alt kümesindeki

tüm noktalarda analitik ise f(z)�ye W�de analitik fonksiyon denir.

Tan¬m 1.1.3: Kompleks düzlemin tüm noktalar¬nda analitik olan fonksiyona

tam fonksiyon ad¬verilir.

Teorem1.1.4: Herhangi bir tam fonksiyonun s¬f¬rlar¬ ayr¬kt¬r,yani düzlemde

herhangi bir limit noktas¬na sahip de¼gildir.

Tan¬m 1.1.5: f(z), kompleks düzlemin birW alt kümesinde tan¬ml¬bir fonksiyon

olmak üzere, 8z 2 W için jf(z)j � Mf sa¼glanacak şekilde en az bir Mf > 0 varsa

f(z)�ye W�da s¬n¬rl¬fonksiyon denir.

Teorem 1.1.6(Liouville): Kompleks düzlemin tamam¬nda s¬n¬rl¬ olan tam

fonksiyon sabit fonksiyondur.

Tan¬m 1.1.7: f(z) kompleks de¼gi̧skenli herhangi bir fonksiyon, z0 ise f(z)�nin

tan¬ml¬ oldu¼gu herhangi bir nokta olsun. E¼ger f(z0) = 0 ise z0 noktas¬na f(z)

fonksiyonunun bir s¬f¬r yeri veya k¬saca s¬f¬r¬denir.

E¼ger f(z0) = 0; f 0(z0) = 0; :::; f (n�1)(z0) = 0; f (n)(z0) 6= 0 ise z0 noktas¬f(z)

fonksiyonunun n-katl¬s¬f¬r¬diye adland¬r¬l¬r.
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Tan¬m 1.1.8: f(z), z0 noktas¬n¬n en az bir komşulu¼gundaki her noktada dife-

ransiyellenebilir ama z0�da diferansiyellenemeyen bir fonksiyon ise z0�a f(z)�nin

ayr¬k singüler (ayk¬r¬) noktas¬denir.

Tan¬m 1.1.9: z0, bir f(z) fonksiyonunun ayr¬k singüler noktas¬olsun.

i) lim
z!z0

f(z) limiti mevcut ve sonlu ise z0 noktas¬na f(z)�nin kald¬r¬labilir ayk¬r¬

noktas¬denir.

ii)

lim
z!z0

f(z) =1

ise z0 noktas¬na f(z) nin kutup noktas¬(kutup yeri) denir.

iii) lim
z!z0

f(z) limiti mevcut de¼gilse, z0 noktas¬na f(z)� nin esas ayk¬r¬ noktas¬

denir.

Tan¬m 1.1.10: f(z) bir tam fonksiyon ve

Mf (r) = max
jzj=r

jf(z)j

olmak üzere yeterince büyük r�ler için

M(r) < exp(r�)

eşitsizli¼gini sa¼glayan � > 0 say¬s¬ varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir

denir. Bu eşitsizli¼gi sa¼glayan � say¬lar¬n¬n in�mumuna f(z)�nin mertebesi ad¬verilir

ve � ile gösterilir.

Tan¬m 1.1.11: f(z) sonlu mertebeli bir tam fonksiyon olmak üzere yete-

rince büyük r�ler için

M(r) < exp(ar�)

eşitsizli¼gini sa¼glayan a > 0 say¬s¬varsa f(z) sonlu tipe sahiptir denir.

M(r) < exp(ar�) eşitsizli¼gini sa¼glayan a say¬lar¬n¬n in�mumuna, f(z) fonksiyonunun

tipi ad¬verilir ve � ile gösterilir.

Teorem 1.1.12:(Hadamard): Mertebesi � 2 (0; 1) olan her bir f(z)

tam fonksiyonu

f(z) = Czm
1Y
n=1

�
1� z

zn

�

2



şeklinde bir gösterime sahiptir. Burada m; f(z)� nin orijindeki s¬f¬r¬n¬n katl¬l¬¼g¬,

fzngn�1 ise f(z)�nin 0�dan farkl¬tüm s¬f¬rlar¬n¬n kümesidir.

Teorem 1.1.13: f ve g kompleks düzlemin bir B bölgesinde analitik fonksi-

yonlar ve fzng � B

i) lim
n!1

zn = z0 2 B;

ii) 8n için, f(zn) = g(zn)

koşullar¬n¬sa¼glayan bir dizi ise 8z 2 B için f(z) = g(z) eşitli¼gi geçerlidir.

Tan¬m 1.1.14: n. mertebeden bir lineer diferansiyel ifade

`(y) = p0 (x) y
(n) + p1 (x) y

(n�1) + :::+ pn (x) y (1.1)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada p0 (x) ; p1 (x) ; :::; pn (x) fonksiyonlar¬na diferansiyel

ifadenin katsay¬lar¬denir.

Tan¬m 1.1.15: a ve b sonlu say¬lar olmak üzere
1

p0 (x)
; p1 (x) ; :::; pn (x)

fonksiyonlar¬ [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilirse (Lebesgue anlam¬nda) (1.1) dife-

ransiyel ifadesine regüler diferansiyel ifade; aksi halde, yani a veya b sonsuz veya
1

p0 (x)
; p1 (x) ; :::; pn (x) fonksiyonlar¬ndan en az biri [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir

de¼gilse (1.1) diferansiyel ifadesine singüler diferansiyel ifade denir.

Cn [a; b] ; [a; b] aral¬¼g¬nda n: mertebeden sürekli türeve sahip fonksiyonlar¬n uzay¬

olmak üzere bir y 2 Cn [a; b] fonksiyonunun ve (n� 1) : mertebeye kadar olan türev-

lerinin belli bir lineer birleşimi U(y) ile gösterilsin:

U(y) = a0y(a) + a1y
0(a) + :::+ an�1y

(n�1)(a) + b0y(b) + b1y
0(b) + :::+ bn�1y

(n�1)(b)

ifadesi ai; bi katsay¬lar¬na ba¼gl¬d¬r. Buna göre bu katsay¬lar de¼gi̧stirilerek farkl¬

şekillerde Uv(y); v = 1; 2; :::;m ifadeleri elde etmek mümkündür.

Tan¬m 1.1.16:

Uv(y) = 0; v = 1; 2; :::;m (1.2)

eşitliklerine y 2 Cn [a; b] fonksiyonu için a ve b noktalar¬nda konulan s¬n¬r koşullar¬

ad¬verilir.

Tan¬m 1.1.17: D = fy 2 Cn [a; b] : Uv(y) = 0; v = 1; 2; :::;mg kümesi

üzerinde Ly = `(y) eşitli¼gi ile bir lineer operatör tan¬mlan¬r. Bu operatöre, (1.1)
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diferansiyel ifadesi ve (1.2) s¬n¬r koşullar¬taraf¬ndan üretilen diferansiyel operatör

denir.

Bu tan¬mdan anlaş¬ld¬¼g¬gibi ayn¬diferansiyel ifade ile, s¬n¬r koşullar¬de¼gi̧stiri-

lerek, farkl¬operatörler tan¬mlamakmümkündür. Ayr¬ca (1.2) koşullar¬verilmeksizin

de operatör tan¬mlanabilir ki bu, Cn [a; b] üzerinde `(y) ile üretilen tüm operatörlerin

geni̧slemesi olur.

Tan¬m1.1.18(Lagrange Formülü): Cn (a; b) uzay¬ndaki herhangi y ve z fonksi-

yonlar¬için,

bZ
a

`(y)�zdx = P (�; �) +

bZ
a

y �̀�(z)dx (1.3)

eşitli¼gi geçerlidir. Burada,

`�(z) = (�1)n(�p0z)(n)+(�1)n�1(�p1z)(n�1)+(�1)n�2(�p2z)(n�2)+:::+�pnz ve P (�; �);

� = (y(a); y
0
(a) ; :::; y(n�1)(a); y (b) ; y

0
(b) ; :::; y(n�1) (b));

� =
�
z(a); z

0
(a) ; :::; z(n�1)(a); z (b) ; z

0
(b) ; :::; z(n�1) (b)

�

de¼gi̧skenlerinin belirli bir lineer formudur.

Teorem 1.1.19: Kabul edelim ki pij(x) fonksiyonlar¬[a; b] de integrallenebilen

(Lebesgue anlam¬nda) fonksiyonlard¬r. Bu durumda;

y0i =
2X
j=1

pij(x)yj (i = 1; 2)

lineer denklem sisteminin � 2 (a; b) için yi (�) = �i, (i = 1; 2) koşulunu sa¼glayan bir

tek çözümü vard¬r.(E. A. Coddington, N. Levinson, 1955)

Tan¬m 1.1.20: (L� �I)�1 operatörüne L operatörünün Resolvent operatörü

denir.

Tan¬m 1.1.21: (L� �I)�1 in tüm L2 [0; �] de mevcut ve s¬n¬rl¬oldu¼gu � 2 C

say¬s¬na L operatörünün regüler noktas¬denir. Tüm regüler noktalar¬n¬n kümesine

resolvent küme denir ve � (L) ile gösterilir.
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Tan¬m 1.1.22:

I) (L� �I)�1 in mevcut olmad¬¼g¬� noktalar¬n¬n kümesine L operatörünün spek-

trumu veya öz de¼gerler kümesi denir ve

� (L) = f� : Ly = �y; y 2 D (L)g

ile gösterilir. Buradan,

� (L) = Cn� (L)

d¬r.

II) (L� �I)�1 mevcut olup, yo¼gun kümede tan¬ml¬ve s¬n¬rl¬olmayacak şekilde

��lar¬n kümesine sürekli spektrum denir.

III) (L� �I)�1 mevcut fakat,yo¼gun olmayan kümede tan¬ml¬��lar¬n kümesine

rezidü spektrum denir.

Tan¬m 1.1.23: � bir kompleks parametre olmak üzere,8<: ` (y) = �y

Uv (y) = 0; v = 1;m
(1.4)

s¬n¬r de¼ger probleminin s¬f¬rdan farkl¬ bir y(x) çözümü varsa ��ya bu s¬n¬r de¼ger

probleminin bir özde¼geri; y(x)�e de ��ya kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonu denir. (1.4) s¬n¬r

de¼ger problemi ço¼gunlukla `(y) diferansiyel ifadesi ve (1.2) s¬n¬r koşullar¬taraf¬ndan

üretilen özde¼ger problemi olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.1.24: Tan¬m 1.1.23�da n = m olsun.

y1(x; �); y2(x; �); :::; yn(x; �) fonksiyonlar¬,

` (y) = �y

denkleminin

y
(j�1)
i (a; �) =

8<: 0; i 6= j ise

1; i = j ise
; i; j = 1; n

5



başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olmak üzere,

�(�) =

���������
U1 (y1) ::: U1 (yn)
...

. . .
...

Un (y1) ::: Un (yn)

��������� (1.5)

determinant¬na (1.4) probleminin veya ona kaŗs¬l¬k gelen diferansiyel operatörün

karakteristik fonksiyonu denir.

Teorem 1.1.25: (1.4) probleminin özde¼gerleri ile �(�)�n¬n s¬f¬rlar¬çak¬̧s¬r.

Tan¬m 1.1.26: Herhangi bir � özde¼geri �(�)� n¬n k-katl¬ s¬f¬r¬ ise k� ya �

özde¼gerinin cebirsel katl¬l¬¼g¬denir; e¼ger özel olarak k = 1 ise ��ya cebirsel olarak

basit özde¼ger ad¬verilir.

Uyar¬1.1.27:(1.4) probleminde ` (y) diferansiyel ifadesinin ya da Uv (y) = 0 s¬n¬r

koşullar¬n¬n katsay¬lar¬� parametresine ba¼gl¬seçilebilir. Bu durumda daha genel bir

özde¼ger problemi elde edilir.(Naimark,1968)

Tan¬m1.1.28: � bir kompleks parametre olmak üzere,

` (y) = � d

dt

�
p(t)

du

dt

�
+Q (t)u = �! (t)u; t 2 (a; b) (1.6)

diferansiyel denkleminin

8<: A1u(a) +B1u
0
(a) = 0

A2u(b) +B2u
0
(b) = 0

(1.7)

s¬n¬r koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümünün bulunmas¬ problemine Sturm-Liouville s¬n¬r

de¼ger problemi denir.Burada A1; B1; A2; B2 reel sabitler olup A21 +B2
1 6= 0;

A22 + B2
2 6= 0 koşullar¬sa¼glanmaktad¬r. Ayr¬ca p(t); q (t) ve ! (t) reel de¼gerli fonksi-

yonlard¬r.

Şimdi p (t) > 0; ! (t) > 0 ve
dp(t)

dt
ve

d2

dt2
(p(t)! (t)) fonksiyonlar¬n¬n (a:b) de

sürekli oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda
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M =

bZ
a

s
! (s)

p (s)
ds , f(t) = 4

p
p(t)! (t)

olmak üzere

x =
1

M

tZ
a

s
! (s)

p (s)
ds ; y = uf(t) (1.8)

dönüşümü yap¬l¬rsa denklemi,(1.5) denklemi,

�y00 + q(x)y = �y ; x 2 (0; 1) (1.9)

denklemine (1.6) s¬n¬r koşullar¬ise

8<: y
0
(0) + hy(0) = 0

y
0
(1) +Hy(1) = 0

(1.10)

koşullar¬na dönüşür. Burada,q(x) =
f
00
(x)

f (x)
+M2Q(x)

! (x)
; � = M2� ve h;H 2 R dir.

(1.8)-(1.9) problemine Sturm-Liouville probleminin kanonik hali ad¬verilir.

L2(0; 1) üzerinde tan¬m kümesi

D(L) =

8<: y(x) : y(x) ve y
0
(x) fonksiyonlar¬ (0; 1) aral¬klar¬nda mutlak sürekli,

` (y) 2 L2(0; 1); y
0
(0) + hy(0) = 0; y

0
(1) +Hy(1) = 0

9=;
olan L operatörü şu şekilde tan¬mlans¬n:

Ly = �y00 + q(x)y (1.11)

L operatörü bir lineer diferansiyel operatördür. Ayr¬ca kolayca görülür ki (1.8)-

(1.9) problemini L operatörü için özde¼ger probleminden başka bir şey de¼gildir. Bu

şekilde tan¬ml¬operatöre Sturm-Liouville operatörü denir.

Uyar¬1.1.29: (1.3) probleminde ` (y) diferansiyel ifadesinin ya da

Uv (y) = 0 s¬n¬r koşullar¬n¬n katsay¬lar¬� parametresine ba¼gl¬ seçilebilir. Bu du-

rumda daha genel bir özde¼ger problemi elde edilir.(Naimark, 1968)

Tan¬m 1.1.30: H1 ve H2 iki Hilbert uzaylar¬, L : H1 ! H2 s¬n¬rl¬ lineer bir

operatör ve D(L) = H1 olsun. E¼ger L? : H2 ! H1 operatörü hLx; yi = hx; L?yi

7



şart¬n¬sa¼gl¬yorsa L? operatörüne L�nin eşleni¼gi (adjointi) denir. E¼ger L = L? ise L

operatörüne öz eşlenik (self-adjoint) operatör denir.

Tan¬m 1.1.31: E lineer topolojik uzay, A ve B de A : E ! E;B : E ! E

şeklinde tan¬ml¬iki lineer operatör olsun. E1 ile E2 de E lineer uzay¬n¬n kapal¬alt

uzaylar¬olmak üzere E uzay¬n¬n tamam¬nda tan¬ml¬,E1 den E2 ye dönüşüm yapan

ve lineer terse sahip X operatörü,

i) X ve X�1 operatörleri E uzay¬nda süreklidir,

ii) AX = XB operatör denklemi sa¼glan¬r,

şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa,bu operatöre A ve B operatörler çifti için çevirme operatörü

denir.

Teorem1.1.32: � < 0 oldu¼gunda

U 00 + ��2 (x)U = 0; x > 0; U (1) = 0

probleminin çözümü U (x; �) olsun. Burada � (x) parçal¬ analitik fonksiyon ve

� (x) � �0 > 0 d¬r.

R (�) =
U 0 (0; �)

U (0; �)
olsun. Bu durumda � < 0 oldu¼gunda R (�) fonksiyonuna göre

� (x) fonksiyonu tek olarak belirtilir.

1951 y¬l¬nda I.M.Gelfand ve B.M.Levitan [13] ; � (�)monoton fonksiyonun Sturm-

Liouville operatörünün spektral fonksiyonu olmas¬için gerekli ve yeterli şartlar¬ver-

mi̧slerdir. Ayr¬ca bu çal¬̧smada, Sturm-Liouville operatörünün belirtilmesi için etkili

bir yöntem verilmi̧stir.

Di¼ger taraftan bu çal¬̧smada verilen yöntem klasik Sturm-Liouville operatörünün

f�ngn�0 ve f�ngn�0 (�n > 0) dizilerine göre belirlenmesi için yani,verilen dizilerin

s¬ras¬yla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve normalleştirici say¬lar¬

olmas¬için gerekli ve yeterli koşul aşa¼g¬da verilen klasik asimtotik eşitliklerin sa¼glan-

mas¬d¬r.

p
�n = n+

a0
n
+ :::+

�jjm2 jj
n2jj

m
2 jj+1

+
n

n2jj
m
2 jj+1

�n =
�

2
+
b0
n2
+ :::+

bjjm2 jj

n2jj
m
2 jj+1

+
�n

n2jj
m
2 jj+1
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burada �0 =
1

�

24h+H +
1

2

�Z
0

q(t)dt

35 dir. E¼ger m çift say¬ ise
X

2n < 1 ve

X��n
n

�2
<1;e¼ger m tek ise

X��n
n

�2
<1 ve

X
�n <1 dir.

Fakat,bu çal¬̧smalarda ters problemin iki spektrumuna göre tam çözümü ve-

rilmemi̧stir.Regüler Sturm-Liouville operatörleri için bu problemin yani,iki spek-

truma göre regüler Sturm-Liouville operatörünün belirlenmesi problemi B.M. Levi-

tan ve M.G.Gasimov un [14] çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir.Bu çal¬̧smada,verilen problemin

f�ngn�0 normalleştirici say¬lar¬n¬n iki spektruma ba¼gl¬oldu¼gunu gösteren en önemli

formül,

�n =
h1 � h

�n � �n

1Y
k=0

�k � �n
�k��n

(1.12)

şeklinde elde edilmi̧stir. Burada
Q
sembolü,sonsuz çarp¬mda k=n. çarpan¬n bu-

lunmad¬¼g¬n¬gösterir. (1.12) formülü iki spektruma göre ters problemin çözümünü

vermektedir.Gerçekten de,e¼ger f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizileri verilmi̧s ise (1.12) for-

mülünden yararlanarak f�ngn�0 say¬lar¬n¬n asimtotik ifadesi bulunur ve [14] çal¬̧s-

mas¬n¬n sonuçlar¬ndan yararlan¬larak f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizilerine göre ters prob-

lemin çözümü verilir.Bu ise iki spektruma göre ters problemin çözümü için gerekli

ve yeterli koşullar¬verecektir ve o koşullar aşa¼g¬daki şekilde s¬ralanabilir:

1) f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizileri s¬ral¬,yani

�0 < �0 < �1 < �1 < �2 < �2 < :::

2) �n ve �n ler

p
�n = n+

a0
n
+
a1
n3
+ o

�
1

n4

�
p
�n = n+

�a0
n
+
�a1
n3
+ o

�
1

n4

�

asimtotik formüllerine sahiptir.
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Tan¬m1.1.33: f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizilerine L operatörünün spektral karak-

teristikleri denir. L diferansiyel operatörü verildi¼ginde spektral karakteristiklerinin

bulunmas¬problemine düz problem, spektral karakteristikleri verildi¼ginde bu hangi

Sturm-Liouville tipinde L diferansiyel operatörünün spektral karakteristikleri oldu¼gu

problemine ise ters problem denir.

Tan¬m1.1.34: f�ngn�0 dizisi L operatörünün öz de¼gerleri ve fy (x; �n)g ler bu

öz de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar olsun.

�n =

bZ
a

y2 (x; �n) dx

say¬lar¬na L operatörünün normalleştirici say¬lar¬denir.

Teorem 1.1.35: a) L; D(L) üzerinde kapal¬, selfadjoint bir operatördür.

b) L s¬n¬r de¼ger problemi,mutlak de¼gerlerine göre s¬raland¬¼g¬nda s¬n¬rs¬z şekilde

büyüyen,say¬labilir say¬da özde¼gere sahiptir.

c) L nin özde¼gerleri reel say¬lard¬r ve herhangi farkl¬iki özde¼gere kaŗs¬l¬k gelen

özfonksiyonlar ortogonaldir,yani �1 6= �2 özde¼gerler ve y(x; �1) ve z(x; �2) onlara

kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar ise,

1Z
0

y(x; �1)�z(x; �2)dx = 0 (1.13)

eşitli¼gi geçerlidir.

d) Özde¼gerler dizinini f�ng ile gösterirsek n nin yeterince büyük de¼gerlerinde

aşa¼g¬daki asimtotik ifade geçerlidir.

p
�n = n� +

c

n�
+ o

�
1

n

�
(1.14)

Burada, c = h+H + 1
2

1Z
0

q (x) dx dir.

e) u(x; �) ve � (x; �) fonksiyonlar¬(1.8) denkleminin s¬ras¬yla
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u(0; �) = 1; u
0
(0; �) = �h

� (1; �) = 1; �
0
(1; �) = �H

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olmak üzere,herhangi bir f(x) 2 L2(0; 1)

fonksiyonu için

�y00 + fq(x)� �g y = f(x); x 2 (0; 1) (1.15)

denkleminin çözümü

y (x; �) =

1Z
0

G(x; t; �)f(t)dt (1.16)

eşitli¼gi ile verilebilir. Burada G(x; t; �);Green fonksiyonudur ve

G(x; t; �) =
1

� (�)

8<: u(x; �)� (t; �) ; x � t

u(t; �)� (x; �) ; t � x

şeklindedir. ile tan¬mlanan operatöre L nin resolvent operatörü ad¬verilir ve bu

operatör L nin özde¼gerleri d¬̧s¬nda tan¬ml¬d¬r.

Tan¬m 1.1.36: ' (x; �) ve  (x; �) fonksiyonlar¬

` [y(x)] := �y00(x) + q(x)y(x) = �y(x); x 2 [a; b]

denkleminin herhangi iki çözümü olmak üzere,

W [';  ] : =

������' (x; �)  (x; �)

'
0
(x; �)  

0
(x; �)

������ (1.17)

= ' (x; �) 
0
(x; �)� '

0
(x; �) (x; �)
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eşitli¼gi ile tan¬mlanan W [';  ] fonksiyonuna ' (x; �) ve  (x; �) fonksiyonlar¬n¬n

Wronksiyan determinant¬ad¬verilir.Herhangi iki çözümün lineer ba¼g¬ml¬olmas¬için

bu determinant¬n s¬f¬ra özdeş olmas¬gerekli ve yeterli koşuldur.

Lemma 1.1.37: W [';  ] fonksiyonu [0; �] n fdg kümesinde x�e ba¼gl¬de¼gil,sadece

� parametresine ba¼gl¬d¬r.

·Ispat: (1.5) eşitli¼ginin her iki yan¬[0:d) ve (d; �] aral¬klar¬nda x�e göre türevlenirse

;
d

dx
W [';  ] =

d

dx

h
' (x; �) 

0
(x; �)� '

0
(x; �) (x; �)

i
= '

0
(x; �) 

0
(x; �) + ' (x; �) 

00
(x; �)

�'00
(x; �) (x; �)� '

0
(x; �) 

0
(x; �)

= ' (x; �) 
00
(x; �)� '

00
(x; �) (x; �)

elde edilir. Buradan,
d

dx
W [';  ] = ' (x; �) (q(x)� �) (x; �)� ' (x; �) (q(x)� �) (x; �) = 0

oldu¼gu sonucuna var¬l¬r.
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2. PROBLEM·IN TAR·IHSEL GEL·IŞ·IM·I

Diferansiyel operatörlerin spektral teorisi başta matematik olmak üzere �zik

ve mekani¼gin farkl¬alanlar¬nda pek çok yerde kullan¬lmaktad¬r. Lineer operatör-

lerin spektral teorisi esasen lineer cebire dayanmakla birlikte ayn¬zamanda titreşim

teorisinin de problemleridir. Lineer cebir ve titreşim teorisi problemleri aras¬ndaki

benzerliklerin fark edilmesi çok eski tarihlere dayan¬r. ·Integral denklemler teorisinde,

bu benzerliklerden ilk olarak faydalanan D. Hilbert olmuştur. Bu çal¬̧smalar¬n sonu-

cunda önce l2 daha sonra da genel Hilbert uzay¬meydana gelmi̧stir.

Öz eşlenik operatörler teorisi; tan¬mlanan l2 ve H Hilbert uzaylar¬nda geli̧s-

meye başlam¬̧st¬r. Özellikle bu çal¬̧smalarda özde¼gerler, özfonksiyonlar, normalleştirici

say¬lar gibi spektral veriler tan¬mlanm¬̧s ve bunlar için asimptotik formüller elde

edilmi̧stir.

Diferansiyel operatörler, regüler ve singüler olmak üzere iki s¬n¬fa ayr¬lm¬̧st¬r.

Sonlu tan¬m bölgesine sahip ve katsay¬lar¬sürekli fonksiyonlar olan diferansiyel o-

peratörlere regüler; tan¬m bölgesi sonsuz veya katsay¬lar¬ (birkaç¬ veya tamam¬)

toplanabilir olmayan diferansiyel operatörlere singülerdir denir.

·Ikinci mertebeden regüler operatörler teorisi günümüzde Sturm Liouville teorisi

olarak bilinir. Sonlu aral¬kta regüler s¬n¬r şartlar¬sa¼glanacak şekilde adi diferansiyel

operatörlerin özde¼gerlerinin da¼g¬l¬m¬G. D. Birko¤ taraf¬ndan XIX. yüzy¬l¬n son-

lar¬nda incelenmi̧stir. Ard¬ndan; F. Rietsz, J. Neumann, K. O. Friedrichs başta ol-

mak üzere matematikçiler taraf¬ndan öz eşlenik ve simetrik operatörlerin genel spek-

tral teorisi oluşturulmuş, simetrik operatörlerin bütün öz eşlenik geni̧slemelerinin

elde edilmesi Neumann taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.

Singüler diferansiyel operatörlerin incelenmesine ili̧skin ve diferansiyel operatör-

lerin spektral teorisinde önemli bir yere sahip olan çal¬̧smalar, 1949 y¬l¬nda B. M.

Levitan taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.Farkl¬singüler durumlarda diferansiyel operatörlerin

spektral teorisi, özde¼ger ve özfonksiyonlar¬n asimptoti¼gi, özfonksiyonlar¬n taml¬¼g¬

ise R. Courant, T. Carleman, M. S. Birman, M. Z. Salamyak, V. P. Maslov, M. V.

Keldish taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir.

Diferansiyel operatörlerin spektral teorisi düz ve ters spektral problemler olmak

üzere ikiye ayr¬l¬r.
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Düz spektral problemler; verilen operatörlerin özfonksiyonlar¬n¬n ve spektrum-

lar¬n¬n aranmas¬; ters spektral problemler ise verilen baz¬ verilere göre spektral

karakteristikleri bu diziler olan operatörün kurulmas¬ile ilgilenmektedir. Bu konudaki

baz¬çal¬̧smalarda verilen spektral karakteristiklerin operatörü tek şekilde belirledi¼gi,

ters problemin çözümü için verilen teklik teoremlerinde gösterilmi̧s; baz¬lar¬nda ise

verilen spektral karakteristiklere göre operatörün nas¬l kurulaca¼g¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Ters problemler teorisi; operatörlerin spektral analizi ve fonksiyonel analizin yan¬

s¬ra �zik, mekanik, jeo�zik, elektronik ve metalurji gibi farkl¬bilim dallar¬nda önemli

bir yere sahiptir. Homojen olmayan telin, onun öz titreşimlerine göre yo¼gunlu¼gunun

hesaplanmas¬, kuantum �zi¼ginde saç¬lma verilerine göre alan potansiyellerinin bu-

lunmas¬, jeo�zikte yeralt¬madenlerinin ve yeralt¬ndaki elementlerin da¼g¬l¬m karak-

teristiklerine göre belirlenmesi problemlerinin herbiri, spektral analizin ters prob-

lemlerine birer örnek teşkil eder.

Literatürde, ikinci mertebeden

� d

dx

�
p(x)

dy

dx

�
+ q(x)y = �w(x)y (2.1)

diferansiyel denklemine Sturm-Liouville denklemi; bu denklem ve farkl¬bir tak¬m

s¬n¬r koşullar¬taraf¬ndan üretilen operatörlere Sturm-Liouville operatörleri; bu ope-

ratörler için konulan spektral problemlere ise Sturm-Liouville problemleri denir.

Sturm-Liouville problemleri birçok somut uygulama alan¬na sahiptir.

@2u(x; t)

@t2
� ~
2m

@2u(x; t)

@x2
+ V (x)u(x; t) = 0 (?)

şeklindeki Schrödinger dalga denklemi bu uygulama alan¬na bir örnektir. Burada

u(x; t) parçac¬¼g¬n dalga fonksiyonu, V (x) potansiyel alan, m parçac¬¼g¬n kütlesi ve

~ Planck sabitidir. E, u�nun konumuna kaŗs¬l¬k gelen enerji seviyesi olmak üzere

yukar¬daki denklemde

u(x; t) = eit
p
Ey(x)

dönüşümü yap¬l¬rsa,

�y00 + 2m
~
V (x)y =

2m

~
Ey (??)

Sturm-Liouville tipinde denklem elde edilir.
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Sturm-Liouville problemlerine bir başka örnek olarak telin titreşimi denklemi

verilebilir. p(x) telin x noktas¬ndaki gerilimini; w(x) yo¼gunlu¼gunu; q(x) ise geri

ça¼g¬r¬c¬kuvvet katsay¬s¬n¬belirtmek üzere bu denklem aşa¼g¬daki şekildedir:

@

@x

�
p(x)

@u(x; t)

@x

�
� q(x)u(x; t) = w(x)

@2u(x; t)

@t2

Bu denklemin çözümü,

u(x; t) = y(x) sin
p
�t

şeklinde aran¬rsa, yeni aranan y(x) fonksiyonunun (2.1) Sturm-Liouville denklemini

sa¼glayaca¼g¬kolayca görülür.

Sturm-Liouville operatörlerinin spektral teorisine ait ilk sonuçlar Bernoulli, D�

Alambert, Euler, Liouville ve Sturm taraf¬ndan verilmi̧stir. 1830�lu y¬llarda Sturm

ve Liouville taraf¬ndan, baz¬belirli koşullar alt¬nda (2.1) denklemini ve belli s¬n¬r

koşullar¬n¬ sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬ y(x) çözümlerinin varl¬¼g¬na olanak sa¼glayan �

özde¼gerlerinin ayr¬k bir küme oluşturdu¼gu ispatlanm¬̧st¬r.

Diferansiyel operatörler için ters spektral problemler teorisinin başlang¬c¬say¬lan

ilk çal¬̧sma V. A. Ambartsumyan� a aittir. 1929 y¬l¬nda Ambartsumyan, Sturm-

Liouville problemleri için ters problemlerle ilgili aşa¼g¬daki teoremi ispatlam¬̧st¬r:

Teorem 2.1(Ambartsumyan, 1929): q(x), [0; �] aral¬¼g¬nda gerçel de¼gerli

sürekli bir fonksiyon olmak üzere �0; �1; � � � ; �n; � � � say¬lar¬

y00 + f�� q(x)g y = 0 (2.2)

y0(0) = y0(�) = 0 (2.3)

probleminin özde¼gerleri olsun. E¼ger �n = n2 (n = 0; 1; :::) ise q(x) � 0 d¬r.

V. A. Ambartsumyan�¬n bu çal¬̧smas¬ndan sonra ters problemler teorisinde çeşitli

problemler ortaya ç¬km¬̧st¬r. V. A. Ambartsumyan�¬n bu sonucu özde¼gerlerin q(x)

fonksiyonunu tek şekilde belirleyebilece¼gini akla getirse de bunun genel durumda

do¼gru olmad¬¼g¬G. Borg taraf¬ndan 1945 y¬l¬nda ispatlanm¬̧st¬r. Dolay¬s¬yla asl¬nda

V. A. Ambartsumyan�¬n bu sonucu istisnai bir durum olarak de¼gerlendirilmektedir.

Borg, bu çal¬̧smas¬nda f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizilerinin verilen operatörün farkl¬spek-

trumlar¬oldu¼gunu kabul ederek, operatörü bu diziler yard¬m¬yla belirlemektedir. Bu

sonuç aşa¼g¬daki teoremle ifade edilmi̧stir:
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Teorem 2.2(Borg, 1945): h; h1 ve H sonlu gerçel say¬lar olmak üzere,

�0; �1; � � � ; �n; � � � ler (2.2) diferansiyel denklemi ve

y0(0)� hy(0) = 0 (2.4)

y0(�) +Hy(�) = 0 (2.5)

s¬n¬r koşullar¬ile verilen problemin; �0; �1; � � � ; �n; � � � ler ise (2.2) denklemi, (2.5)

ve

y0(0)� h1y(0) = 0 (h 6= h1) (2.6)

s¬n¬r koşullar¬yla verilen problemin özde¼gerleri olsun. O halde f�ngn�0 ve f�ngn�0
dizileri q(x) fonksiyonu ile h; h1 ve H say¬lar¬n¬tek olarak belirler.

Bu çal¬̧smalardan sonra q(x) potansiyel fonksiyonu için q(��x) = q(x) simetrik-

lik koşulu sa¼gland¬¼g¬nda bir spektrumun Sturm-Liouville operatörünü belirledi¼gi N.

Levinson (1949) taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r. Bununla birlikte N. Levinson taraf¬n-

dan, negatif özde¼gerlerin mevcut olmad¬¼g¬durumlarda saç¬lma faz¬n¬n potansiyeli

tek olarak belirledi¼gi de gösterilmi̧stir.

Sturm-Liouville denkleminin incelenmesi sürecinde kullan¬lan metotlardan biri

de dönüşüm operatörü kavram¬olmuştur. Dönüşüm operatörü kavram¬, operatör-

lerin genelleştirilmi̧s ötelemesi teorisinde J. Delsarte (1938), J. Delsarte, J. Lions

(1957) ve B. M. Levitan (1964) taraf¬ndan verilmi̧stir. Sturm-Liouville denklemleri

için dönüşüm operatörünün yap¬s¬ ise ilk olarak A. V. Povzner (1948) taraf¬ndan

incelenmi̧stir.

II. mertebeden lineer diferansiyel operatörler için ters problemler teorisinde, bir

sonraki en önemli aşamalardan birisi V.A. Marchenko taraf¬ndan kaydedilmi̧stir.

V.A. Marchenko, 1950 y¬l¬nda ters problemlerin çözümü için Sturm-Liouville ope-

ratörünün spektral fonksiyonundan yararlanm¬̧st¬r.

'(x; �) fonksiyonu (2.2) diferansiyel denkleminin

'(0; �) = 1; '0(0; �) = h (2.7)

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü, '(x; �n) = 'n(x) fonksiyonlar¬ ise bu ope-
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ratörün özfonksiyonlar¬olsun. Bu durumda

�n =

�Z
0

'2(x; �n)dx (2.8)

say¬lar¬verilen operatörün normalleştirici say¬lar¬,

�(�) =
X
�n<�

1

�n
(2.9)

fonksiyonu ise bu operatörün spektral fonksiyonu olmak üzere V.A. Marchenko

taraf¬ndan, G. Borg�un ispatlad¬¼g¬teoremin benzeri; �(�) spektral fonksiyonu yard¬-

m¬yla ispatlanm¬̧st¬r. Bununla birlikte bu çal¬̧smada, Sturm-Liouville tipinde bir

diferansiyel operatörün spektral fonksiyonunun �(�) olmas¬için gerek ve yeter koşul

verilmi̧stir. V. A. Marchenko�nun bu çal¬̧smalar¬ile ayn¬zamanlardaM.G. Krein(1951,

1954) taraf¬ndan, Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel operatörü f�ngn�0 ve f�ngn�0
dizilerine göre belirleyebilmek için çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r.

1951 y¬l¬nda I. M. Gelfand ve B. M. Levitan taraf¬ndan, �(�) monoton fonksi-

yonunun Sturm-Liouville operatörünün spektral fonksiyonu olmas¬ için gerekli ve

yeterli şartlar verilmi̧stir.

Ayr¬ca bu çal¬̧smada, klasik Sturm-Liouville operatörünün f�ngn�0 ve f�ngn�0
dizilerine göre belirlenmesi için, �n özde¼gerlerinin ve �n normalleştirici say¬lar¬n¬n

sa¼glamas¬gereken asimptotik eşitlikler gerekli ve yeterli koşul olarak verilmi̧stir.

Bu çal¬̧smalarda iki spektruma göre ters problemin tam çözümü verilmemi̧stir.

Fakat regüler Sturm-Liouville operatörünün iki spektruma göre belirlenmesi prob-

lemi M.G. Gasymov ve B. M. Levitan�¬n (1964) çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir.

Di¼ger taraftan aral¬¼g¬n iç noktas¬nda süreksizli¼ge sahip Sturm-Liouville problem-

leri ile ilgili ilk çal¬̧sma H. Hald�a aittir (1984). Bu çal¬̧smada Hald taraf¬ndan, klasik

s¬n¬r koşullar¬alt¬nda düz ve ters spektral problemler ele al¬nm¬̧s ve operatörün bir

özde¼ger dizisinin ve aral¬¼g¬n ilk yar¬s¬nda q(x) fonksiyonunun bilinmesi halinde o-

peratörün tek olarak belirlenebilece¼gi gösterilmi̧stir.

C. Willis�in (1985) çal¬̧smas¬nda ise klasik s¬n¬r koşullar¬na sahip, verilen

aral¬kta iki noktada süreksizli¼ge sahip Sturm-Liouville operatörü için ters problem

incelenmi̧stir. V. A. Yurko (1998), R. Kh. Amirov, V. A. Yurko (2001) çal¬̧smalar¬
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aral¬¼g¬n iç noktas¬nda süreksizli¼ge sahip operatörler için düz ve ters problemleri

içermektedir.

R. Kh. Amirov�un (2006) çal¬̧smas¬nda ise verilen Sturm-Liouville operatörünün

belli başlang¬ç ve süreksizlik koşullar¬n¬sa¼glayan çözümlerinin integral gösterimleri

elde edilmi̧stir. Buna ek olarak bu çal¬̧smada operatörün spektral özellikleri ile bu

spektral özelliklere göre ters problemin çözümü için teklik teoremleri ispatlanm¬̧st¬r.

R. Kh. Amirov, N. Topsakal (2008), R. Kh. Amirov, N. Topsakal, Y. Güldü

(2010), Q. Yang, W. Wang (2011) çal¬̧smalar¬nda da verilen aral¬kta süreksizli¼ge

sahip operatörler için düz ve ters problemler ele al¬nm¬̧st¬r.

Di¼ger taraftan, spektral parametreye ba¼gl¬s¬n¬r koşullar¬ise ilk olarak S. D. Pois-

son (1820) ve ard¬ndan D. S. Cohen (1966) taraf¬ndan incelenmi̧stir. M. A. Naimark

taraf¬ndan ise, "Linear Di¤erential Operators"(1968) kitab¬nda s¬n¬r koşullar¬n¬n

parametreye ba¼gl¬oldu¼gu özde¼ger problemlerinden bahsedilmi̧stir. Bu tip problem-

ler (2.4) ve (2.5) s¬n¬r koşullar¬n¬n birinin veya her ikisinin katsay¬lar¬n¬n � para-

metresine ba¼glanmas¬yla elde edilir. Örne¼gin; a(�) ve b(�) herhangi iki fonksiyon

olmak üzere, y0(�) +Hy(�) = 0 koşulu

a(�)y(�) + b(�)y0(�) = 0 (2.10)

şeklinde yaz¬l¬rsa parametreye ba¼gl¬bir s¬n¬r koşulu elde edilir. E¼ger burada a(�) ve

b(�) fonksiyonlar¬��n¬n lineer (do¼grusal) fonksiyonlar¬ise s¬n¬r koşulu parametreye

lineer şekilde ba¼gl¬d¬r denir.

S¬n¬r koşullar¬parametre içeren özde¼ger problemleri s¬ras¬yla J. Walter (1973),

A. Schneider (1974) taraf¬ndan incelenmi̧stir. Di¼ger taraftan Sturm-Liouville ope-

ratörü için (2.10) tipinde s¬n¬r koşulu ilk olarak C. T. Fulton (1977, 1980) taraf¬ndan

incelenmi̧stir. Fulton�un bu çal¬̧smas¬nda, probleme kaŗs¬l¬k gelen operatör tan¬m-

lanarak, bu operatör yard¬m¬yla, problemin özde¼gerlerinin reel ve cebirsel olarak

basit olmas¬gibi baz¬önemli özellikler elde edilmi̧stir. Ayr¬ca s¬n¬r koşullar¬lineer

şekilde parametre içeren düz problem 1994 y¬l¬nda Oktay Mukhtarov taraf¬ndan in-

celenmi̧stir. O. Sh. Mukhtarov, M. Kadakal, N. Alt¬n¬̧s¬k (2003), N. Alt¬n¬̧s¬k, M.

Kadakal, O. Sh. Mukhtarov (2004), Z. Akdo¼gan, M. Demirci, O. Sh. Mukhtarov

(2005) çal¬̧smalar¬nda, s¬n¬r ve süreksizlik koşullar¬lineer şekilde parametre içeren
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Sturm-Liouville operatörü için düz problem incelenmi̧stir. N. J. Guliyev (2005)

çal¬̧smas¬nda ise bir s¬n¬r koşulu parametreye lineer şekilde ba¼gl¬ters Sturm-Liouville

problemi için, Gelfand-Levitan-Marchenko tipinde esas denklem elde edilip, bu prob-

lemin tam çözümü verilmi̧stir. Bununla birlikte, R. Kh. Amirov, B. Keskin ve A.

S. Özkan (2009), R. Kh. Amirov, N. Topsakal, Y. Güldü (2011), B. Keskin, A. S.

Özkan, N. Yalç¬n (2011), A. S. Özkan, B. Keskin (2012) ve benzeri bir tak¬m çal¬̧sma,

lineer koşullarla ilgili düz ve ters spektral problemleri içermektedir. Ayr¬ca bu çal¬̧s-

malar¬n baz¬lar¬nda parametreye ba¼gl¬s¬n¬r koşullar¬n¬n yan¬s¬ra aral¬kta süreksizlik

koşullar¬da bulunmaktad¬r.

Son zamanlarda ise daha çok a(�) ve b(�) fonksiyonlar¬n¬n ��ya tam fonksiyon

veya polinom şeklinde daha genel olarak ba¼gl¬oldu¼gu durumlar araşt¬r¬lmaktad¬r.

a(�) ve b(�)�n¬n key� birer polinom oldu¼gu durum ilk olarak E. M. Russakovskii

(1975) taraf¬ndan incelenmi̧stir. Bu çal¬̧smada problemin teorik operatör ifadesi ve

özde¼gerlerinin önemli özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu tür operatörler için düz prob-

lemler yayg¬n olarak çal¬̧s¬lmas¬na ra¼gmen ters problemler son zamanlarda dikkat

çekmeye başlam¬̧st¬r. a(�) ve b(�) fonksiyonlar¬n¬n çeşitli durumlar¬na göre düz

veya ters spektral problemler; P. Binding, P. J. Browne, K. Seddighi (1993), Zh.

Ben Amara, A. A. Shkalikov (1999), N. Yu. Kapustin (1999), P. Binding, P. J.

Browne, B. A. Watson (2000), N. B. Kerimov, V. S. Mirzoev (2003), P. Binding, P.

J. Browne, B. A. Watson (2004) başta olmak üzere birçok matematikçi taraf¬ndan

incelenmi̧stir. P. A. Binding, P, J. Browne ve B. A. Watson (2008) çal¬̧smas¬nda,

�y00 + q(x)y = �y

y(0) cos� = y
0
(0) sin�; � 2 [0; �) (2.11)

y
0

y
(1) = a�+ b�

NX
k=1

bk
�� ck

problemi ele al¬nm¬̧s ve bu problem için özde¼gerlerin varl¬¼g¬ , asimptoti¼gi ile öz-

fonksiyonlar¬n sal¬n¬m¬ve bu tip problemler aras¬ndaki dönüşümler incelenmi̧stir.
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Chernozhukova ve Freiling (2009) taraf¬ndan (2.11) problemi

�y00 + q(x)y = �y

a(�)y(0) + b(�)y0(0) = 0 (2.11�)

c(�)y(�) + d(�)y0(�) = 0

şeklinde genelleştirilmi̧stir.

G. Freiling, V. A. Yurko (2010) çal¬̧smas¬nda, (2.11�) tipindeki s¬n¬r koşullar¬na

sahip Sturm-Liouville operatörü için düz ve ters problemler incelenmi̧stir.

A. S. Özkan (2012) çal¬̧smas¬nda ise (2.11) tipinde s¬n¬r koşullar¬na ve sonlu

aral¬kta bir noktada süreksizli¼ge sahip Sturm-Liouville operatörü için düz ve ters

problemler araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

A. S. Özkan (2015) çal¬̧smas¬nda s¬n¬r koşullar¬nda Herglotz-Nevanlinna tipinde

fonksiyonlar içeren Sturm Lioville problemi ele al¬nm¬̧st¬r.

Y. Güldü, A. S. Özkan (2017) çal¬̧smas¬nda s¬n¬r koşulu Herglotz-Nevanlinna

tipinde fonksiyon içeren Dirac operatörü için ters problem incelenmi̧stir.
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3. PROBLEM·IN KONUMU VE SPEKTRAL ÖZELL·IKLER·I

Aşa¼g¬da verilen Sturm-Liouville diferansiyel denklemi ile s¬n¬r ve süreksizlik koşullar¬

taraf¬ndan üretilen L s¬n¬r de¼ger problemi ele al¬ns¬n:

` [y(x)] := �y00(x) + q(x)y(x) = �y(x), x 2 [a; b] (3.1)

U (y) := y
0
(a) + f1(�)y(a) = 0 (3.2)

V (y) := y
0
(b) + f2(�)y(b) = 0 (3.3)8<: y(�i + 0) = �iy(�i � 0)

y
0
(�i + 0) = ��1i y

0
(�i � 0) + hi (�) y(�i � 0)

�
i = 1; n

�
(3.4)

Burada q(x) reel de¼gerli L2(a; b) s¬n¬f¬na ait fonksiyon; � spektral parametre;

a = �0 < �1 < �2 < ::: < �n < �n+1 = b;

fi (�) = ai�+ bi �
NiX
k=1

fik
�� g

ik

(i = 1; 2) (3.5)

hi (�) = mi�+ ri �
LiX
k=1

cik
�� dik

�
i = 1; n

�
(3.6)

olup ai, bi, fik, gik;mi; ni; cik ve dik reel say¬lar, a1 > 0, f1k > 0; a2 < 0, f2k < 0,

�i > 0, mi < 0; cik < 0 ve gi1 < gi2 < ::: < giNi i = 1; 2, di1 < di2 < ::: < diLi

i = 1; n dir.

Burada fi(�) =1 olursa, (3.2) ve (3.3) koşullar¬y(a) = y(b) = 0 biçiminde Dirichlet

koşullar¬na dönüşür. Bunun d¬̧s¬nda, (3.4) koşulunda, hi (�) =1 olursa,

(3.4) süreksizlik koşullar¬(i = 1; n s¬ras¬na göre) y
�
��i
�
= y

�
�+i
�
= 0

�
i = 1; n

�
ve

i 6= 1, i 6= 2, : : :, i 6= n s¬ras¬na göre,

y(�i + 0) = �iy(�i � 0) , y
0
(�i + 0) = ��1i y0(�i � 0) + hi (�) y(�i � 0)

koşullar¬na dönüşür.

H := L2(a; b)�CN1+1 �CN2+1 �CL1+1� CL2+1 � :::�CLn+1 uzay¬n¬ele alal¬m

ve bu uzaya ait Y eleman¬

Y = (y(x); u1; u2; w1; w2; : : : ; wn) biçiminde olup
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ui =
�
Y
(i)
1 ; Y

(i)
2 ; : : : ; Y

(i)
Ni
; Y

(i)
Ni+1

�
; i = 1; 2

wi =
�
R
(i)
1 ; R

(i)
2 ; : : : ; R

(i)
Li
; R

(i)
Li+1

�
; i = 1; n dir.

BuradaH uzay¬; Y = (y(x); u1; u2; w1; w2; : : : ; wn) ve Z = (z(x); u01; u
0
2; w

0
1; w

0
2; : : : ; w

0
n)

bu uzay¬n elemanlar¬olmak üzere,

üzerinde

< Y;Z >:=

bZ
a

yzdx

+
Y
(1)
N1+1

�
Y
(1)
N1+1

�0
a1

�
Y (2)
N2+1

�
Y
(2)
N2+1

�0
a2

�
nX
i=1

�i
mi

R
(i)
Li+1

�
R
(i)
Li+1

�0
(3.7)

+

N1X
k=1

Y
(1)
k

�
Y
(1)
k

�0 1
f1k

+

N2X
k=1

Y
(2)
k

�
Y
(2)
k

�0
(� 1

f2k
)

�
nX
i=1

 
LiX
k=1

R
(i)
k

�
R
(i)
k

�0 1
cik
�i

!

biçiminde tan¬ml¬bir Hilbert uzay¬d¬r.

Bu H Hilbert uzay¬üzerinde tan¬m kümesi

D(T ) = fY 2 H : y(x) ve y0(x) 2 AC (a; b) ;

ly 2 L2 (a; b) ; y(�+i ) = �iy(�
�
i )

Y
(1)
N1+1

:= �a1y(a); Y (2)
N2+1

:= �a2y(b);

R
(i)
Li+1

:= �miy(�
�
i ); i = 1; n g

olan T operatörü tan¬mlans¬n öyle ki

TY := (ly; Tu1; Tu2; Tw1; Tw2; : : : ; Twn)

dir. Burada, Tu1 = TY
(1)
i =

8>><>>:
g1iY

(1)
i � f1iy(a), i = 1; N1

y
0
(a) + b1y(a) +

N1X
k=1

Y
(1)
k , i = N1 + 1

Tu2 = TY
(2)
i =

8>><>>:
g2iY

(2)
i � f2iy(b), i = 1; N2

y
0
(b) + b2y(b) +

N2X
k=1

Y
(2)
k , i = N2 + 1
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Twj = TR
(j)
i =

8>><>>:
djiR

(j)
i � cjiy(�

�
j ), j = 1; n, i = 1; Lj

�y0(�+j ) + ��1j y
0 �
��j
�
+ njy

�
��j
�
+

LjX
k=1

R
(j)
k , i = Lj + 1

şeklindedir. Buna göre TY = �Y eşitli¼giD(T ) � H tan¬m kümesi alt¬nda (3.1)-(3.4)

problemine kaŗs¬l¬k gelmektedir.

Teorem 3.2: T operatörünün özde¼gerleri ile (3.1)-(3.4) probleminin özde¼gerleri

çak¬̧s¬r.

·Ispat: � 6= gik (i = 1; 2 ve k = f1; 2; : : : Nig) ve � 6= dik
�
i = 1; n ve k = f1; 2; : : : Lig

�
,

T operatörünün özde¼geri olsun ve

Y = (y(x); u1; u2; w1; w2; : : : ; wn) 2 H

� ya kaŗs¬l¬k gelen özvektör olsun. Y 2 D(T ) oldu¼gundan

y(�i+0)��iy(�i� 0) = 0
�
i = 1; n

�
sa¼glan¬r. Ayr¬ca TY = �Y eşitli¼gi kullan¬larak

ilk olarak `y(x) = �y(x) sa¼glan¬r.

Di¼ger taraftan,

Tu1 = TY
(1)
i = g1iY

(1)
i � f1iy(a) = �Y

(1)
i , i = 1; N1

TY
(1)
N1+1

= y
0
(a) + b1y(a) +

N1X
k=1

Y
(1)
k = �a1y (a)�

Tu2 = TY
(2)
i = g2iY

(2)
i � f2iy(b) = �Y

(2)
i , i = 1; N2

TY
(2)
N2+1

= y
0
(b) + b2y(b) +

N2X
k=1

Y
(2)
k = �a2y (b)�

Twj = TR
(j)
i = djiR

(j)
i � cjiy(�

�
j ), j = 1; n, i = 1; Lj

TRLj+1 = �y
0
(�+j ) + ��1j y

0 �
��j
�
+ njy

�
��j
�
+

LjX
k=1

R
(j)
k = �mjy

�
��j
�
�

olup, böylece L probleminin (3.2)-(3.3) s¬n¬r koşullar¬ve (3.4) süreksizlik koşulla-

r¬n¬n sa¼gland¬¼g¬görülür.

Di¼ger taraftan, e¼ger � = gik (i = 1; 2 ve k = f1; 2; : : : Nig) T operatörünün bir

özde¼geri ise, bu durumda, yukar¬daki eşitlikler ve T tan¬m kümesinden,

(3.1) denklemi, y(a; g1k) = 0, y(b; g2k) = 0 eşitlikleri ve (3.4) süreksizlik koşullar¬

sa¼glan¬r.

Ayr¬ca, � = dik
�
i = 1; n ve k = f1; 2; : : : Lig

�
T operatörünün bir özde¼geri olursa,

bu durumda, yukar¬daki eşitlikler ve T tan¬m kümesinden,
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(3.1) denklemi, (3.2) , (3.3) koşullar¬ve i = 1; n s¬ras¬na göre

y
�
��i
�
= y

�
�+i
�
= 0

�
i = 1; n

�
ve i 6= 1, i 6= 2, : : :, i 6= n s¬ras¬na göre

y(�i + 0) = �iy(�i � 0) , y
0
(�i + 0) = ��1i y

0
(�i � 0) + hi (�) y(�i � 0)

sa¼glan¬r.

O halde, �, L probleminin de bir özde¼geri olur.

Tersine �, L probleminin bir özde¼geri ve y(x), ��ya kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon

olsun.

E¼ger � 6= gik (i = 1; 2 ve k = f1; 2; : : : Nig) ve � 6= dik
�
i = 1; n ve k = f1; 2; : : : Lig

�
ise, Ly = �y olaca¼g¬ndan, �, T operatörünün bir özde¼geri ve

Y = (y(x); f11
g11��y(a);

f12
g12��y(a); : : : ;

f1N1
g1N1��

y(a);�a1y (a)
f21
g21��y(b);

f22
g22��y(b); : : : ;

f2N2
g2N2��

y(b);�a2y (b) ;

c11
d11��y(�

�
1 );

c12
d12��y(�

�
1 ); : : : ;

c1L1
d1L1��

y(��1 );�m1y(�
�
1 );

c21
d21��y(�

�
2 );

c22
d22��y(�

�
2 ); : : : ;

c2L2
d2L2��

y(��2 );�m2y(�
�
2 );

...
cn1

dn1��y(�
�
n );

cn2
dn2��y(�

�
n ); : : : ;

cnLn
dnLn��

y(��n );�mny(�
�
n ))

��ya kaŗs¬l¬k gelen özvektör olur.

E¼ger � = g1k (k = f1; 2; : : : N1g) olursa, bu durumda y(a) = 0 olup

Y =
�
y(x); Y

(1)
1 ; Y

(1)
2 ; : : : ; Y

(1)
N1
; 0; u2; w1; w2; : : : ; wn)

Y
(1)
i =

8<: 0; i 6= k

�y0 (a) ; i = k
; i = 1; 2; : : : ; N1 vektörü, g1k�ya kaŗs¬l¬k gelen özvektördür.

E¼ger � = g2k (k = f1; 2; : : : N2g) olursa, bu durumda

Y =
�
y(x); u1; Y

(2)
1 ; Y

(2)
2 ; : : : ; Y

(2)
N2
; 0; w1; w2; : : : ; wn)

Y
(2)
i =

8<: 0; i 6= k

�y0 (b) ; i = k
; i = 1; 2; : : : ; N2 vektörü, g2k�ya kaŗs¬l¬k gelen özvektördür.

E¼ger � = d1k (k = f1; 2; : : : L1g) olursa, bu durumda

Y =
�
y(x); u1; u2; R

(1)
1 ; R

(1)
2 ; : : : ; R

(1)
L1
; 0; w1; w2; : : : ; wn

�
;
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R
(1)
i =

8<: 0; i 6= k

y
0 �
�+1
�
� ��11 y

0 �
��1
�
; i = k

; i = 1; 2; : : : ; L1 vektörü, d1k�ya kaŗs¬l¬k gelen

özvektördür.

E¼ger � = d2k (k = f1; 2; : : : L2g) olursa, bu durumda

Y =
�
y(x); u1; u2; w1; R

(2)
1 ; R

(2)
2 ; : : : ; R

(2)
L2
; 0; w3; : : : ; wn

�
;

R
(2)
i =

8<: 0; i 6= k

y
0 �
�+2
�
� ��12 y

0 �
��2
�
; i = k

; i = 1; 2; : : : ; L2 vektörü, d2k�ya kaŗs¬l¬k gelen

özvektördür.
...

E¼ger � = dnk(k = f1; 2; : : : Lng) olursa, bu durumda

Y = (y(x); u1; u2; w1; w2; w3; :::; wn�1; R
(n)
1 ; R

(n)
2 ; : : : ; R

(n)
Ln
; 0)

R(n)
i

=

8<: 0; i 6= k

y
0 �
�+n
�
� ��1n y

0 �
��n
�
; i = k

; i = 1; 2; : : : ; Ln vektörü dnk ya kaŗs¬l¬k

gelen özvektördür.�
Şimdi (3.1) denkleminin belirli çözümleri araşt¬r¬ls¬n. Öncelikle homojen sistemin

genel çözümü bulunsun. q(x) = 0 durumunda

y
00
+ �y = 0 olup

yh (x) = c1 cos
p
�x+ c2 sin

p
�x biçiminde elde edilir.

Buna göre sabitlerin de¼gi̧simi yönteminden,

y1(x) = c1(x) cos
p
�x+ c2(x) sin

p
�x şeklindedir.

Dolay¬s¬yla

c
0

1(x) cos
p
�x+ c

0

2(x) sin
p
�x = 0 (3.8)

�
p
�c

0

1(x) sin
p
�x+

p
�c

0

2(x) cos
p
�x = q(x)y (3.9)

sistemi elde edilir.

(3.8) denklemi sin
p
�x ile (3.9) denklemi cos

p
�x ile çarp¬l¬rsa aşa¼g¬daki

denklemler elde edilir.8>><>>:
p
�c

0
1(x) cos

p
�x sin

p
�x+

p
�c

0
2(x) sin

p
�x sin

p
�x = 0

�
p
�c

0
1(x) sin

p
�x cos

p
�x+

p
�c

0
2(x) cos

p
�x: cos

p
�x = q(x)y cos

p
�x
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8>>>><>>>>:
c
0
2(x) =

q(x)y cos
p
�xp

�

c2(x) =
1p
�

xZ
a

y(t)q(t) cos
p
�tdt

(3.8) denklemi cos
p
�x ,(3.9) denklemi � sin

p
�x ile çarp¬l¬rsa aşa¼g¬daki

denklemler elde edilir.8<:
p
�c

0
1(x) cos

p
�x cos

p
�x+

p
�c

0
2(x) sin

p
�x cos

p
�x = 0

p
�c

0
1(x) sin

p
�x sin

p
�x�

p
�c

0
2(x) cos

p
�x sin

p
�x = �q(x)y sin

p
�x8>>>><>>>>:

c
0
1(x) =

�q(x)y sin
p
�xp

�

c1(x) = �
1p
�

xZ
a

y(t)q(t) sin
p
�tdt

bulunur. Bunlar y1(x) çözümünde yerine yaz¬l¬rsa

y1(x; �) = c1 cos
p
�x+ c2 sin

p
�x+

1p
�

xZ
a

sin(
p
�(x� t))q(t)y(t; �)dt

y
0
1(x; �) = �

p
�c1 sin

p
�x+

p
�c2 cos

p
�x+

xZ
a

cos(
p
�(x� t))q(t)y(t; �)dt

integral denklemleri bulunur.

fi (�) =
ai(�)

bi(�)
, i = 1; 2 biçiminde yaz¬l¬r öyleki; ;

ai(�) = (ai�+ bi)
NiQ
k=1

(�� gik)�
NiP
k=1

NiQ
j=1(j 6=k)

fik (�� gij)

bi(�) =
NiQ
k=1

(�� gik) d¬r. Burada a2(�) ile b2(�) ortak s¬f¬rlara sahip de¼gildir.

Buna göre,

'1(x; �) ve  n+1(x; �) fonksiyonlar¬

'1(a; �) = �b1(�) ve '
0
1(a; �) = a1(�)

 n+1(b; �) = �b2 (�) ve  
0

n+1(b; �) = a2 (�)

başlang¬ç koşullar¬n¬ve (3.4) süreksizlik koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olsun.

Teorem 3.3: (3.1) denkleminin '(x; �) çözümü için aşa¼g¬daki integral denklem-

leri geçerlidir:

26



a � x < �1 için

'1(x; �) = �b1(�) cos(
p
�(x� a)) +

a1(�)p
�
sin(

p
�(x� a))

+
1p
�

xZ
a

sin(
p
�(x� t))q(t)'(t; �)dt

'
0

1(x; �) = b1(�)
p
� sin(

p
�(x� a)) + a1(�) cos(

p
�(x� a))

+

xZ
a

cos(
p
�(x� t))q(t)'(t; �)dt

�1 < x < �2 için

'2(x; �) = �1 cos(
p
�(x� �1))'1(�1; �) + ��11

1p
�
'
0

1(�1; �) sin(
p
�(x� �1))

+
h1(�)

�
'1(�1; �) sin(

p
�(x� �1))

+
1p
�

xZ
�1

sin(
p
�(x� t))q(t)'(t; �)dt

�2 < x < �3 için

'3(x; �) = �2'2(�2; �) cos(
p
�(x� �2)) + �

�1
2

1p
�
'
0

2(�2; �) sin(
p
�(x� �2))

+h2(�)
1p
�
'2(�2; �) sin(

p
�(x� �2))

+
1p
�

xZ
�2

sin(
p
�(x� t))q(t)'(t; �)dt

biçiminde olup, buradan

'i+1(x; �) = �i'i(�i; �) cos(
p
�(x� �i)) + �

�1
i

1p
�
'
0

i(�i; �) sin(
p
�(x� �i))

+hi(�)
1p
�
'i(�i; �) sin(

p
�(x� �i))

+
1p
�

xZ
�i

sin(
p
�(x� t))q(t)'(t; �)dt

�
i = 1; n

�
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şeklinde yaz¬l¬r.

·Ispat:

a � x < �1 için yukar¬da elde edilen integral denklemleri ve8<: '1(a; �) = �b1(�)

'
0
1(a; �) = a1(�)

başlang¬ç koşullar¬dikkate al¬n¬rsa

'1(x; �) = �b1(�) cos(
p
�(x� a)) +

a1(�)p
�
sin(

p
�(x� a))

+
1p
�

xZ
a

sin(
p
�(x� t))q(t)'(t; �)dt

denklemi elde edilir.

�1 < x < �2 için

'2 (x; �) = c1 cos
p
�x+ c2 sin

p
�x+ 1p

�

xR
�1

sin(
p
�(x� t))q(t)dt

şeklinde integral denklemi aran¬r. Daha sonra

'2(�
+
1 ; �) = �1'1(�

�
1 ; �)

'
0
2(�

+
1 ; �) = ��11 '

0
1(�

�
1 ; �) + h1(�)'1(�

�
1 ; �)

süreksizlik koşullar¬dikkate al¬n¬rsa,

'2(x; �) = �1 cos(
p
�(x� �1))'1(�1; �) + ��11

1p
�
'
0

1(�1; �) sin(
p
�(x� �1))

+
h1(�)p

�
'1(�1; �) sin(

p
�(x� �1))

+
1p
�

xZ
�1

sin(
p
�(x� t))q(t)'(t; �)dt

integral denklemi elde edilir.

�2 < x < �3 için

'3 (x; �) = c1 cos
p
�x+ c2 sin

p
�x+ 1p

�

xR
�2

sin(
p
�(x� t))q(t)dt

şeklinde integral denklemi aran¬r. Daha sonra

'3(�
+
2 ; �) = �2'2(�

�
2 ; �)
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'
0
3(�

+
2 ; �) = ��12 '

0
2(�

�
2 ; �) + h2(�)'2(�

�
2 ; �)

süreksizlik koşullar¬dikkate al¬n¬rsa,

'3(x; �) = �2'2(�2; �) cos(
p
�(x� �2)) + �

�1
2

1p
�
'
0

2(�2; �) sin(
p
�(x� �2))

+h2(�)
1p
�
'2(�2; �) sin(

p
�(x� �2))

+
1p
�

xZ
�2

sin(
p
�(x� t))q(t)'(t; �)dt

integral denklemi elde edilir.

Bu şekilde devam edilirse,

'i+1(x; �) = �i'i(�i; �) cos(
p
�(x� �i)) + �

�1
i

1p
�
'
0

i(�i; �) sin(
p
�(x� �i))

+hi(�)
1p
�
'i(�i; �) sin(

p
�(x� �i))

+
1p
�

xZ
�i

sin(
p
�(x� t))q(t)'(t; �)dt

�
i = 1; n

�

genel integral denklemi elde edilir.

Teorem 3.4: (3.1) denkleminin  (x; �) çözümü için aşa¼g¬daki integral denklem-

leri geçerlidir:

�n < x � b için,

 n+1 (x; �) = �b2(�) cos(
p
�(x� b)) +

a2(�)p
�
sin(

p
�(x� b))

� 1p
�
(

bZ
x

y(t)q(t) sin(
p
�(x� t))dt)

 
0

n+1 (x; �) = b2(�)
p
� sin(

p
�(x� b)) + a2(�) cos(

p
�(x� b))

�
bZ
x

y(t)q(t) cos(
p
�(x� t))dt
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�n�1 < x < �n için,

 n(x; �) = ��1n cos(
p
�(x� �n)) n+1(�n; �)

+
�np
�
sin(

p
�(x� �n)) 

0

n+1(�n; �)

�hn(�)
1p
�
sin(

p
�(x� �n)) n+1(�n; �)

� 1p
�
(

�nZ
x

y(t)q(t) sin(
p
�(x� t))dt)

�n�2 < x < �n�1 için,

 n�1 (x; �) = ��1n�1 cos(
p
�(x� �n�1)) n(�n�1; �)

+
�n�1p
�
sin(

p
�(x� �n�1)) 

0

n(�n�1; �)

�hn�1(�)p
�

sin(
p
�(x� �n�1)) n(�n�1; �)

� 1p
�

�n�1Z
x

y(t)q(t) sin(
p
�(x� t))dt

biçiminde olup,buradan

 i (x; �) = ��1i cos(
p
�(x� �i)) i+1(�i; �) +

�ip
�
sin(

p
�(x� �i)) 

0

i+1(�i; �)

�hi(�)p
�
sin(

p
�(x� � i)) i+1(�i; �)�

1p
�

�iZ
x

 (t)q(t) sin(
p
�(x� t))dt

�
i = n; 1

�

yaz¬l¬r.

·Ispat: Bir önceki teoremde ' (x; �) için al¬nan integral denklemleri  (x; �) için

 n+1 (x; �) = c1 cos
p
�x+ c2 sin

p
�x� 1p

�
(

bZ
x

y(t)q(t) sin(
p
�(x� t))dt)

olup

�n < x � b için8<:  n+1(b; �) = �b2(�)

 
0

n+1(b; �) = a2(�)
oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa,
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 n+1 (x; �) = �b2(�) cos(
p
�(x� b)) +

a2(�)p
�
sin(

p
�(x� b))

� 1p
�
(

bZ
x

y(t)q(t) sin(
p
�(x� t))dt)

 
0

n+1 (x; �) = b2(�)
p
� sin(

p
�(x� b)) + a2(�) cos(

p
�(x� b))

�
bZ
x

y(t)q(t) cos(
p
�(x� t))dt

integral denklemleri elde edilir.

�n�1 < x < �n için,

 n(x; �) = c1 cos
p
�x+ c2 sin

p
�x� 1p

�
(

�nZ
x

y(t)q(t) sin(
p
�(x� t))dt)

 
0

n(x; �) = �c1 sin
p
�x+ c2 cos

p
�x� 1p

�
(

�nZ
x

y(t)q(t) cos(
p
�(x� t))dt)

şeklinde integral denklemleri aran¬r.Daha sonra8<:  n+1
�
�+n ; �

�
= �n n(�

�
n ; �)

 
0

n+1

�
�+n ; �

�
= ��1n  

0

n(�
�
n ; �) + hn(�) n(�

�
n ; �)

süreksizlik koşullar¬dikkate al¬n¬rsa,

 n(x; �) = ��1n cos(
p
�(x� �n)) n+1(�n; �)

+
�np
�
sin(

p
�(x� �n)) 

0

n+1(�n; �)

�hn(�)
1p
�
sin(

p
�(x� �n)) n+1(�n; �)

� 1p
�
(

�nZ
x

y(t)q(t) sin(
p
�(x� t))dt)

integral denklemi elde edilir.

�n�2 < x < �n�1 için

 n�1(x; �) = c1 cos
p
�x+ c2 sin

p
�x� 1p

�
(

�n�1Z
x

y(t)q(t) sin(
p
�(x� t))dt)
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0

n�1(x; �) = �c1
p
� sin

p
�x+ c2

p
� cos

p
�x�

�n�1Z
x

y(t)q(t) cos(
p
�(x� t))dt

şeklinde integral denklemleri aran¬r.Daha sonra8<:  n
�
�+n�1; �

�
= �n�1 n�1(�

�
n�1; �)

 
0

n

�
�+n�1; �

�
= ��1n�1 

0

n�1(�
�
n�1; �) + hn�1(�) n�1(�

�
n�1; �)

süreksizlik koşullar¬dikkate al¬n¬rsa,

 n�1 (x; �) = ��1n�1 cos(
p
�(x� �n�1)) n(�n�1; �)

+
�n�1p
�
sin(

p
�(x� �n�1)) 

0

n(�n�1; �)

�hn(�)p
�
sin(

p
�(x� �n�1)) n(�n�1; �)

� 1p
�

�n�1Z
x

y(t)q(t) sin(
p
�(x� t))dt

integral denklemi elde edilir.

Benzer şekilde devam edilirse,

 i (x; �) = ��1i cos(
p
�(x� �i)) i+1(�i; �) +

�ip
�
sin(

p
�(x� �i)) 

0

i+1(�i; �)

�hi(�)p
�
sin(

p
�(x� � i)) i+1(�i; �)�

1p
�

�iZ
x

 (t)q(t) sin(
p
�(x� t))dt

�
i = n; 1

�

genellemesi elde edilir.

Teorem 3.5: j�j ! 1 iken '(x; �) fonksiyonu için aşa¼g¬daki asimptotik

ifadeler geçerlidir:

'1 (x; �) = a1�
N1+

1
2 sin

p
�(x� a) + o(j�jN1+

1
2 ejIm

p
�(x�a)j)

'2 (x; �) = a1m1�
N1+L1+1 sin

p
�(�1�a) sin

p
�(x��1)+o(j�j

N1+L1+1 ejIm
p
�(x�a)j)

'3 (x; �) =

8><>:
a1m1m2�

N1+L1+L2+
3
2 sin

p
�(�1 � a) sin

p
�(�2 � �1) sin

p
�(x� �2)

+o(j�jN1+L1+L2+
3
2 ejIm

p
�(x�a)j)
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.

.

.

'n+1(x; �) =

8>><>>:
a1

 
nY
k=1

mk

!
�N1+L1+L2+:::+

n+1
2 sin

p
�(�1 � a) sin

p
�(�2 � �1)

sin
p
�(�3 � �2)::: sin

p
�(x� �n) + o(j�jN1+L1+L2+:::+

n+1
2 ejIm

p
�(x�a)j)

biçimindedir.

Teorem 3.6: j�j ! 1 iken  (x; �) fonksiyonu için aşa¼g¬daki asimptotik

ifadeler geçerlidir:

 1(x; �) = a2�
N2+

1
2 sin

p
�(x� b) + o(j�jN2+

1
2 ejIm

p
�(x�b)j)

 2(x; �) = �mna2�
Ln+N2+1 sin

p
�(�n�b) sin

p
�(x��n)+o(j�j

Ln+N2+1 ejIm
p
�(x�b)j)

 3(x; �) =

8<: mnmn�1a2�
Ln+Ln�1+N2+

3
2 sin

p
�(�n � b) sin

p
�(�n�1 � �n) sin

p
�(x� �n�1)

+o(j�j
Ln+Ln�1+N2+3

2
ejIm

p
�(x�b)j)

:

.

.

 n+1(x; �) =

8<: (�1)nmnmn�1mn�2:::m1a2�
N2+Ln+Ln�1+::::+L1+

n+1
2 sin

p
�(�n � b)

sin
p
�(�n�1 � �n)::: sin

p
�(x� �1) + o(j�jN2+Ln+Ln�1+::::+L1+

n+1
2 ejIm

p
�(x�b)j)

biçimindedir.

Teorem 3.7: L probleminin f�ngn�0 özde¼gerleri reeldir.
·Ispat:

< Y;Z >:=

bZ
a

yzdx

+
Y
(1)
N1+1

�
Y
(1)
N1+1

�0
a1

�
Y (2)
N2+1

�
Y
(2)
N2+1

�0
a2

�
nX
i=1

�i
mi

R
(i)
Li+1

�
R
(i)
Li+1

�0
+

N1X
k=1

Y
(1)
k

�
Y
(1)
k

�0 1
f1k

+

N2X
k=1

Y
(2)
k

�
Y
(2)
k

�0
(� 1

f2k
)

nX
i=1

 
LiX
k=1

R
(i)
k

�
R
(i)
k

�0 1
cik
�i

!
iç çarp¬m¬kullan¬larak,
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hTY; Y i =
bZ
a

(ly) ydx+
TY

(1)
N1+1

�
Y
(1)
N1+1

�
a1

�
TY (2)

N2+1

�
Y
(2)
N2+1

�
a2

�
nX
i=1

�i
mi

TR
(i)
Li+1

�
R
(i)
Li+1

�

+

N1X
k=1

TY
(1)
k

�
Y
(1)
k

� 1
f1k
+

N2X
k=1

TY
(2)
k

�
Y
(2)
k

�
(� 1

f2k
)�

nX
i=1

LiX
k=1

TR
(i)
k

�
R
(i)
k

� 1
uik

�i

yaz¬l¬r. Buradan gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

hTY; Y i =
bZ
a

��y0 (x)��2+ q (x) jy (x)j2 dx+ nX
i=1

�ini
��y(��i )��2� b1 jy(a)j2+ b2 jy(b)j2

+

N2X
k=1

2Re(Y
(2)
k y(b))�

N1X
k=1

2Re(Y
(1)
k y(a))

+
nX
i=1

LiX
k=1

�i2Re(R
(i)
k y(�

�
i )) +

N1X
k=1

g1k
f1k

���Y (1)
k

���2
�

N2X
k=1

g2k
f2k

���Y (2)
k

���2 � nX
i=1

LiX
k=1

�i
dik
cik

���R(i)k ���2
elde edilir. Buna göre, hTY; Y i 2 R olup buradan � 2 R oldu¼gu elde edilir.

Lemma 3.8 : (3.1)-(3.4) problemine ait normalleştirici say¬lar aşa¼g¬daki gibidir;

�n =

bZ
a

'2 (x; �n) dx

+'2 (a; �n)

 
a1 +

N1X
k=1

f1k

(�n � g1k)
2

!

�'2 (b; �n)
 
a2 +

N1X
k=1

f2k

(�n � g2k)
2

!

�
nX
i=1

�i'
2
�
��i ; �n

� 
mi +

LiX
k=1

cik

(�n � dik)
2

!

=

bZ
a

'2 (x; �n) dx

+'2 (a; �n) f
0

1 (�n)� '2 (b; �n) f
0

2 (�n)

�
nX
i=1

�i'
2
�
��i ; �n

�
h
0

i (�n) :

Di¼ger taraftan,

W (';  ) = '(x; �) 0(x; �)� '0(x; �) (x; �)
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fonksiyonuna (3.1)-(3.4) probleminin karakteristik fonksiyonu denir. Ayr¬ca ' (x; �)

ve  (x; �) çözümleri L problemini sa¼glad¬¼g¬ndan,

8x 2 [a; b] için,
@

@x
W (';  )

= '
0
(x; �) 

0
(x; �) + ' (x; �) 

00
(x; �)� '

00
(x; �) (x; �)� '

0
(x; �) 

0
(x; �)

= ' (x; �) 
00
(x; �)� '

00
(x; �) (x; �)

= ' (x; �) (q(x) (x; �)� � (x; �))� (q(x)' (x; �)� �' (x; �)) (x; �)

= q(x)' (x; �) (x; �)��' (x; �) (x; �)�q(x)' (x; �) (x; �)+�' (x; �) (x; �)

= 0

oldu¼gu elde edilir. '(x; �) ve  (x; �) çözümleri (3.4) süreksizlik koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬n-

dan,

W (�i + 0) = ' (�i + 0; �) 
0
(�i + 0; �)� '

0
(�i + 0; �) (�i + 0; �)

= �i' (�i � 0; �)
h
��1i  

0
(�i � 0; �) + hi(�) (�i � 0; �)

i
�
�
��1i '

0
(�i � 0; �) + hi(�)' (�i � 0; �)

�
�i (�i � 0; �)

= ' (�i � 0; �) 
0
(�i � 0; �) + �i' (�i � 0; �)hi(�) (�i � 0; �)

� (�i � 0; �)'
0
(�i � 0; �)� �i' (�i � 0; �)hi(�) (�i � 0; �)

= ' (�i � 0; �) 
0
(�i � 0; �)�  (�i � 0; �)'

0
(�i � 0; �)

= W (�i � 0) yaz¬l¬r.

Dolay¬s¬yla, W (';  ) karakteristik fonksiyonu x�den ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan,

Wf';  g := �(�)

= '(x; �) 
0
(x; �)� '

0
(x; �) (x; �)

= a2 (�)'(b; �) + b2 (�)'
0
(b; �)

= �b1 (�) 
0
(a; �)� a1 (�) (a; �)

biçiminde yaz¬labilir.

Ayr¬ca, �(�); ��n¬n tam fonksiyonudur ve bu fonksiyonun s¬f¬rlar¬ile

L probleminin özde¼gerleri çak¬̧s¬r.

Buna göre, her bir �n özde¼geri için  (x; �n) = sn' (x; �n) geçerlidir. Burada
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sn =
 (a; �n)

�b1 (�n)
=
 0 (a; �n)

a1 (�n)
d¬r.

Öte yandan, 8i 2 f1; 2g ve k = f1; 2; : : : ; Nig için ai (gik) 6= 0 ve

bi (gik) = 0 oldu¼gundan,gik�lar¬n bir özde¼ger olmas¬için gerek ve yeter koşul

' (b; g2k) = 0,' (a; g1k) = 0 yani; �(gik) = 0 olmas¬d¬r.

Di¼ger taraftan, i = 1; n ve k = f1; 2; : : : Lig olmak üzere, dik�lar¬n özde¼ger olmas¬

için gerek ve yeter koşul '(��i ; dik) = 0 = '(�+i ; dik) yani; �(dik) = 0 olmas¬d¬r.

Teorem 3.9: (3.1)-(3.4) L probleminin özde¼gerleri basittir.

·Ispat: ' ve  fonksiyonlar¬belli başlang¬ç koşullar¬alt¬nda (3.1)-(3.4)

probleminin çözümleri olup8<: � 
00
(x; �) + q(x) (x; �) = � (x; �)

�'
00
(x; �n) + q(x)' (x; �n) = �n' (x; �n)

geçerlidir. Buna göre, ilk denklem ' (x; �n) ile ikinci denklem  (x; �) ile çarp¬l¬p

taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa,

'
00
(x; �n) (x; �)�  

00
(x; �)' (x; �n) = (�� �n) (x; �)' (x; �n) elde edilir. Bu

eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n (a; b) aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa;

(�� �n)

bZ
a

 (x; �)' (x; �n) dx = '
0
(x; �n) (x; �)�  

0
(x; �)' (x; �n)

���b
a

yaz¬l¬r ve buradan da

(�� �n)

bZ
a

 (x; �)' (x; �n) dx = '
0
(b; �n) (b; �)�  

0
(b; �)' (b; �n)

�'0
(a; �n) (a; �) +  

0
(a; �)' (a; �n)

+
nX
i=1

'
0
(��i ; �n) 

�
��i ; �

�
�

nX
i=1

 
0 �
��i ; �

�
'
�
��i ; �n

�
�

nX
i=1

'
0
(�+i ; �n) 

�
�+i ; �

�
+

nX
i=1

 
0 �
�+i ; �

�
'
�
�+i ; �n

�
elde edilir. Daha sonra,
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bZ
a

 (x; �)' (x; �n) dx�
nX
i=1

�i'
�
��i ; �n

�
 
�
��i ; �

� hi(�)� hi(�n)

�� �n

� (b; �)'(b; �n)
f2(�)� f2(�n)

�� �n

+' (a; �n) (a; �)
f1(�)� f1(�n)

�� �n

=
�(�)��(�n)

�� �n

oldu¼gu sonucuna var¬l¬r. Böylece,

 (x; �n) = sn' (x; �n) oldu¼gu dikkate al¬n¬p, �! �n iken limite geçilirse,

_�(�n) = sn�n olur.
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4. TERS PROBLEMLER

Bu bölümde Weyl fonksiyonuna ve çeşitli spektral verilere göre ters problemin

çözümü için teklik teoremleri verilecektir. Öncelikle, ele al¬nan problemin karak-

teristik fonksiyonu oluşturulup, bu fonksiyonun asimptotik ifadesi elde edilecek ve

ard¬ndan, Weyl fonksiyonu kullan¬larak ters problemin çözümü için teklik teoremleri

ispatlanacakt¬r. Bunun için, L ile birlikte ayn¬formda fakat katsay¬lar¬farkl¬olan

~L s¬n¬r de¼ger problemi ele al¬ns¬n. Burada L problemi ile ilgili ifadeler s ve bunlar¬n

~L ile ilgili olanlar¬~s ile gösterilsin.

' (x; �) ve  (x; �) fonksiyonlar¬n¬n asimptotik ifadesi kullan¬larak,

�(�) = [a1

nY
k=1

mk�
N1+L1+L2+:::+

n+1
2 sin

p
�(�1 � a) sin

p
�(�2 � �1) sin

p
�(�3 � �2)

::: sin
p
�(b� �n) + o(j�jN1+L1+L2+:::+

n+1
2 ejIm

p
�(b�a)j)]

+�N2 [a1

nY
k=1

mk�
N1+L1+L2+:::+

n+2
2
:: sin

p
�(�1 � a) sin

p
�(�2 � �1)

� sin
p
�(�3 � �2)::: cos

p
�(b� �n) + o(j�jN1+L1+L2+:::+

n+2
2 ejIm

p
�(b�a)j)]

= a1a2

nY
k=1

mk�
N1+N2+L1+L2+:::+

n+3
2 sin

p
�(�1 � a) sin

p
�(�2 � �1)

� sin
p
�(�3 � �2)::: cos

p
�(b� �n) + o(j�jN1+L1+L2+:::+

n+3
2 ejIm

p
�(b�a)j)]

oldu¼gu elde edilir.

� (x; �) , (3.1) denkleminin U (�) = 1, V (�) = 0 s¬n¬r koşullar¬ile (3.4) sürek-

sizlik koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü olsun.

V (�) = 0 oldu¼gundan V ( ) = 0 olmas¬ gere¼gince  ile � lineer ba¼g¬ml¬ yani

� (x; �) = k (x; �) (k 6= 0) geçerlidir.

W (';�) = ' (x; �) �0 (x; �)� '
0
(x; �) � (x; �)

���
x=a

= ' (a; �) �0 (a; �)� '0 (a; �) � (a; �)

= �b1(�)�0 (a; �)� a1(�)� (a; �)

U (�) = 1 oldu¼gundan W (';�) = �1 6= 0 olur.
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� (x; �) = k (x; �) oldu¼gundan,

�b1 (�) k 
0
(a; �)� a1(�)k (a; �) = �1

k(�b1 (�) 
0
(a; �)� a1(�) (a; �)) = �1

k�(�) = �1

k = � 1

� (�)
olup

� (x; �) = k (x; �) = � (x; �)
� (�)

olur.

Şimdi C (x; �) ve S (x; �), (3.1) denkleminin

C(a; �) = 1; C
0
(a; �) = 0

S (a; �) = 0; S
0
(a; �) = 1

koşullar¬n¬ve süreksizlik koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olsun.

S (x; �) ve C (x; �) fonksiyonlar¬,W (S;C) = 1 6= 0 yani lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gun-

dan

'(x; �) = c1 (�)C (x; �) + c2 (�)S (x; �)

yaz¬labilir. Buna göre

' (a; �) = �b1 (�) ; '
0
(a; �) = a1 (�)

başlang¬ç koşullar¬kullan¬larak,

'(x; �) = �b1 (�)C (x; �) + a1 (�)S (x; �)

yaz¬l¬r. S (x; �) ile ' (x; �) lineer ba¼g¬ms¬z olup yani

W (S; ') =

������ 0 �b1 (�)

1 a1 (�)

������ = b1 (�) 6= 0

olup

� (x; �) = A (�)S (x; �) +B (�)' (x; �)

yaz¬labilir.

� (a; �) = �b1(�)B(�)) B (�) = �� (a; �)
b1(�)

�
0
(a; �) = A(�)� � (a; �)

b1(�)
a1(�)

A(�) =
b1(�)�

0
(a; �) + a1(�)� (a; �)

b1(�)
=

1

b1(�)
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olur. O halde,

� (x; �) =
1

b1 (�)
(S (x; �)� � (a; �)' (x; �)) (4.1)

elde edilir. Bu � (x; �) fonksiyonuna Weyl çözümü,M (�) = �� (a; �) fonksiyonuna

ise Weyl fonksiyonu ad¬verilir.Buna göre,

� (x; �) = � (x; �)
� (�)

oldu¼gundan

� (a; �) = � (a; �)
� (�)

olup

M (�) =
 (a; �)

� (�)
yaz¬l¬r.

Şimdi,

` [~y(x)] := �y00(x) + ~q(x)y(x) = �y(x)

denklemi ve

~U (y) : = y
0
(a) + ~f1(�)y(a) = 0

~V (y) : = y
0
(b) + ~f2(�)y(b) = 0

y(�i + 0) = ~�iy(�i � 0)

y
0
(�i + 0) = ~��1i y

0
(�i � 0) + ~hi (�) y(�i � 0)

s¬n¬r ve süreksizlik koşullar¬ile üretilen ~L problemi göz önüne al¬ns¬n.

Teorem 4.1:.L s¬n¬r de¼ger problemi, Weyl fonksiyonu ile tek olarak belirlenir

yani e¼ger M (�) = ~M (�), f1 (�) = ~f1 (�) ise, q (x) � ~q (x) (a; b) de hemen hemen

her yerde, f2 (�) = ~f2 (�), hi (�) = ~hi (�) ;ve �i (�) = ~�i (�) (i = 1; n) d¬r.

·Ispat:0@ P11 P12

P21 P22

1A0@ ~' ~�

~'
0 ~�

0

1A =

0@ ' �

'
0
�
0

1A
olacak şekilde P (x; �) matrisini oluştural¬m. Buna göre,

'(x; �) = P11~'+ P12~'
0
; �(x; �) = P11 ~� + P12 ~�

0
;

olur.

�(x; �) = � (x; �)
� (�)

ve h';�i � �1 oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa,
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P11(x; �) = �' (x; �) ~�0
(x; �) + � (x; �) ~'

0
(x; �)

P12(x; �) = �~' (x; �) � (x; �) + ' (x; �) ~� (x; �) (4.2)

elde edilir. Şimdi Pij(x; �) fonksiyonlar¬n¬n tam ve s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬inceleyelim.

�(x; �) =
1

b1 (�)
[(S (x; �) +M (�)' (x; �))]

'(x; �) = �b1 (�)C (x; �) + a1 (�)S (x; �)

'
0
(x; �) = �b1 (�)C 0 (x; �) + a1 (�)S

0
(x; �)

ve M (�) = ~M (�) oldu¼gu dikkate al¬n¬p

P11(x; �) = �' (x; �) :~�
0
(x; �) + � (x; �) :~'

0
(x; �) ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa

P11(x; �) = (�b1(�): ~C
0
(x; �) + a1(�): ~S

0
(x; �)(

1

b1(�)
)(S (x; �) +M (�)

�(�b1(�)C(x; �) + a1(�)S(x; �))

�(�b1(�)C(x; �) + a1(�)S(x; �))
1

b1(�)
( ~S

0
(x; �) + ~M (�)

�(�b1(�) ~C
0
(x; �) + a1(�) ~S

0
(x; �))

= C(x; �) ~S 0 (x; �)� ~C
0
(x; �)S(x; �) olur.

P12(x; �) = ' (x; �) ~� (x; �)� � (x; �) :~' (x; �) ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa

P12(x; �) = (�b1(�)C(x; �) + a1(�)S(x; �))
1

b1(�)
( ~S(x; �) + ~M (�)

�(�b1(�) ~C (x; �) + a1(�) ~S(x; �))

� 1

b1(�)
(S(x; �) +M (�) (�b1(�)C(x; �) + a1(�)S(x; �))

�(�b1(�) ~C (x; �) + a1(�) ~S (x; �))

= ~C (x; �)S (x; �)� C (x; �) ~S (x; �) olur.

Yani,

P11(x; �) = C(x; �) ~S
0
(x; �)� ~C

0
(x; �)S(x; �)

P12(x; �) = ~C (x; �)S (x; �)� C (x; �) ~S (x; �)

elde edilmi̧s olur. S (x; �) ve C (x; �) ; fonksiyonlar¬herbir sabit x için ��n¬n tam
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fonksiyonlar¬oldu¼gundan, P11(x; �) ve P12(x; �) fonksiyonlar¬herbir sabit x için ��

n¬n tam fonksiyonlar¬d¬r.

G� =
�
� : � = k2;

��k �p�n�� > �; n = 0; 1; 2::::
	
; � > 0

~G� =
n
� : � = k2;

���k �p~�n��� > �; n = 0; 1; 2::::
o
olsun. Burada � yeterince küçük

pozitif say¬d¬r.

� 2 G� \ ~G� için jsin�xj � C�e
jIm�jxgeçerlidir.

Buradan,

�(�) = a1a2(
nY
k=1

mk)�
N1+N2+L1+:::+Ln+

n+3
2 sin

p
�(�1 � a)

� sin
p
�(�2 � �1) : : : sin

p
�(b� �n)

+o(j�jN1+N2+L1+:::+Ln+
n+3
2 ejIm

p
�j(b�a)

oldu¼gundan,���sinp�(�1 � a)
��� � C�e

jImp�j(�1�a);
���sinp�(�2 � �1)

��� � C�e
jImp�j(�2��1)

���sinp�(b� �n)
��� � C�e

jImp�j(b��n) olup

j�(�)j � C� j�jN1+N2+L1+:::+Ln+
n+3
2 ejIm

p
�j(b�a) � 2 G� \ ~G� j�j � ��

�� = �� (�)olur.

Buradan,

P11(x; �) = '(x; �)
~ 
0

(x; �)
~� (�)

� ~'0
(x; �)

 (x; �)

� (�)

=

2664 (
nY
k=1

mk)a1�
L1+L2+:::Ln+N1+

n+1
2 sin

p
�(�1 � a) sin

p
�(�2 � �1)::: sin

p
�(x� �n)

+o
�
j�jL1+L2+:::Ln+N1+

n+1
2 ejIm

p
�j(x�a)

�
3775

�
h
a2�

N2+1 cos
p
�(x� b) + o

�
j�jN2+1 eIm

p
�(x�b)

�i
�
h
C� j�j�N1�N2�L1�::::�Ln�

n+3
2 ejIm

p
�j(x�b)

i
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�

2664
 

nY
k=1

mk

!
a1�

N1+L1+:::+Ln+
n+2
2 sin

p
�(�1 � a) sin

p
�(�2 � �1)::: sin

p
�
�
�n � �n�1

�
cos
p
�(x� �n) + o

�
j�jL1+L2+:::+Ln+

n+2
2 :ejIm

p
�j(x�a)

�
3775

�
h
a2�

N2+
1
2 sin

p
�(x� b) + o

�
j�jN1+

1
2 ejIm

p
�j(x�b)

�i
�
�
C� j�j

�N1�N2�L1�::::�Ln�
n+3
2
ejIm

p
�j(a�b)

�
�M

� C��
L1+L2+:::Ln+N1+

n+1
2 e

jImp
�j(x�a)

�
C�1�

N2+1ejIm
p
�j(b�x)

�
�
�
C�2 j�j

�N1�N2�L1�::::�Ln�n+3
2 ejIm

p
�j(a�b)

�
�M

olup

jP11(x; �)j �M yaz¬l¬r.

P12 = ' (x; �) ~� (x; �)� � (x; �) ~' (x; �) = ~' (x; �)  (x; �)
� (x; �)

� ' (x; �)
~ (x; �)
~� (x; �)

=

2664
 

nY
k=1

~mk

!
a1�

N1+L1+:::+Ln+
n+1
2 sin

p
�(�1 � a) sin

p
�(�2 � �1) : : : sin

p
�(x� �n)

+o
�
j�jL1+L2+:::Ln+N1+

n+1
2 ejIm

p
�j(x�a)

�
3775

�
�
a2�

N2+
1
2 sin

p
�(x� b) + o

�
j�j

N2+
1
2
e
jImp

�j(x�b)
���

C� j�j
�N1�N2�L1�::::�Ln�

n+3
2
ejIm

p
�j(a�b)

�

�

2664
 

nY
k=1

mk

!
a1�

L1+L2+:::Ln+N1+
n+1
2
sin
p
�(�1 � a)::: sin

p
�(x� �n)

+o
�
j�jL1+L2+:::Ln+N1+

n+1
2 ejIm

p
�j(x�a)

�
3775

�
�
~a2�

N2+
1
2
sin
p
�(x� b) + o

�
j�j

N2+
1
2
e
jImp

�j(x�b)
��

�
h
~C� j�j�N1�N2�L1�:::�Ln�

n+3
2 ejIm

p
�j(a�b)

i
�
�
C�1�

L1+L2+:::Ln+N1+
n+1
2
ejIm

p
�j(x�a)a2�

N2+
1
2
ejIm

p
�j(b�x)

�

�
�
C�2 j�j

�N1�N2�L1�:::�Ln�
n+3
2
e
jImp

�j(a�b)
�
� Mp

�
oldu¼gu elde edilir.
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O halde P11(x; �) ve P12(x; �) fonksiyonlar¬tam ve s¬n¬rl¬olup Liouville teoreminden

sabittirler. Yani, � dan ba¼g¬ms¬zd¬rlar. Di¼ger taraftan,

P11(x; �) = ' (x; �)
~ 
0

(x; �)
~� (x; �)

�~'0 (x; �)  (x; �)
� (x; �)

= ' (x; �)
~ 
0

(x; �)
~� (x; �)

�' (x; �)  
0
(x; �)

� (x; �)

� (x; �)
� (x; �)

~'
0
(x; �)+

 (x; �)

� (x; �)
'
0
(x; �)+' (x; �)

 
0
(x; �)

� (x; �)
�  (x; �)

� (x; �)
'
0
(x; �)

P11(x; �) = ' (x; �)

 
~ 
0

(x; �)
~� (x; �)

�  
0
(x; �)

� (x; �)

!
�  (x; �)

� (x; �)
:
�
~'
0
(x; �)� ' (x; �)

�
+ 1

P12(x; �) = �' (x; �)
~ (x; �)
~� (x; �)

+ ~' (x; �)
 (x; �)

� (x; �)

= ~' (x; �)

 
 (x; �)

� (x; �)
�
~ (x; �)
~� (x; �)

!
�
~ (x; �)
~� (x; �)

(' (x; �)� ~' (x; �))

Şimdi P11(x; �) ve P12(x; �) fonksiyonu � dan ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan , � 2 R

olarak limit alabiliriz.

P11(x; �) için,

lim
�!�1

' (x; �)

0@ ~ 0

(x; �)
~� (x; �)

�  
0
(x; �)

� (x; �)

1A = 0

lim
�!�1

 (x; �)

� (x; �)

�
~'
0
(x; �)� ' (x; �)

�
= 0 olup,

lim
�!�1

[P11(x; �)� 1] = 0 elde edilir.

P12 (x; �) için

lim
�!�1

' (x; �)

 
 (x; �)

� (x; �)
�
~ (x; �)

� (x; �)

!
= 0

lim
�!�1

~ (x; �)
~� (x; �)

(' (x; �)� ~' (x; �)) = 0 olup

lim
�!�1

P12 (x; �) = 0 elde edilir.

Böylece, P11(x; �) ve P12(x; �) fonksiyonlar¬n¬n � dan ba¼g¬ms¬z oldu¼gu gözönünde

bulundurulursa,
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P11(x; �) � 1; P12(x; �) � 0 elde edilir. Bu sonuç (4.2) denkleminde dikkate

al¬n¬rsa,8>>><>>>:
P11 = �~'

0
(x; �)

 (x; �)

� (x; �)
+ ' (x; �)

~ 
0

(x; �)
~� (x; �)

= 1

P12 = �' (x; �)
~ (x; �)
~� (x; �)

+ ~' (x; �)
 (x; �)

� (x; �)
= 0

sistemi elde edilir. Buna göre bu sistem çözülürse,

'(x; �) =

������ 1 �~'0
(x; �)

0 ~'(x; �)

���������������
~ 
0

(x; �)
~� (�)

�~'0
(x; �)

�
~ (x; �)
~� (�)

~'(x; �)

���������

=
~'(x; �)

~ 
0

(x; �)~'(x; �)� ~ (x; �)~'0
(x; �)

~� (�)

= ~'(x; �)

 (x; �)

�(�)
=

���������
~ 
0

(x; �)
~� (�)

1

�
~ (x; �)
~� (�)

0

���������
1

=
~ (x; �)
~� (�)

oldu¼gu elde edilir.

'(x; �) = ~'(x; �) denklemi sa¼gland¬¼g¬ndan

�'00
(x; �) + q(x)'(x; �) = �'(x; �)

�~'00
(x; �) + ~q(x)~'(x; �) = �~'(x; �)

yaz¬l¬r. Bu iki denklem taraf tarafa ç¬kar¬l¬r ve '(x; �) = ~'(x; �) oldu¼gu dikkate

al¬n¬rsa;

(q(x)� ~q(x))'(x; �) = 0

olur. Buradan q(x) = ~q(x) elde edilir. Ayr¬ca;

 (x; �)

�(�)
=
~ (x; �)
~� (�)

;
 
0
(x; �)

�(�)
=
~ 
0

(x; �)
~� (�)

oldu¼gu dikkate al¬n¬r ve

b2 (�) 
0(x; �) + a2 (�) (x; �) = 0

~b2 (�) ~ 
0

(x; �) + ~a2 (�) ~ (x; �) = 0

denklemleri göz önüne al¬n¬rsa
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b2 (�) 
0
(x; �) = �a2 (�) (x; �) ise

 (x; �)

 0(x; �)
= � b2 (�)

a2 (�)
;

~b2 (�) ~ 
0

(x; �) = �~a2 (�) ~ (x; �) ise
~ (x; �)

~ 
0
(x; �)

= �
~b2 (�)

~a2 (�)
ve

 (x; �)

 
0
(x; �)

=
~ (x; �)

~ 
0
(x; �)

oldu¼gu elde ediliir.

O halde
b2 (�)

a2 (�)
=
~b2 (�)

~a2 (�)
veya a2 (�)~b2 (�) � b2 (�) ~a2 (�) = 0 yaz¬l¬r. a2 (�) , b2 (�)

ve öylece de ~a2 (�) , ~b2 (�) polinomlar¬n¬n ortak s¬f¬rlar¬olmad¬¼g¬ndan

a2 (�) = ~a2 (�) ; b2 (�) = ~b2 (�) olur. O halde f2 (�) = ~f2 (�) yaz¬l¬r.

Di¼ger taraftan,

'(�+1 ; �) = �1'(�
�
1 ; �)

'(�+2 ; �) = �2'(�
�
2 ; �)

:::

'(�+n ; �) = �n'(�
�
n ; �)

~'(�+1 ; �) = ~a1~'(�
�
1 ; �)

~'(�+2 ; �) = ~a2~'(�
�
2 ; �)

:::

~'(�+n ; �) = ~an~'(�
�
n ; �)

'
0
(�+1 ; �) = ��11 '

0
(��1 ; �) + h1 (�)'(�

�
1 ; �)

'
0
(�+2 ; �) = ��12 '

0
(��2 ; �) + h2 (�)'(�

�
2 ; �)

:::

'
0
(�+n ; �) = ��1n '

0
(��n ; �) + hn (�)'(�

�
n ; �)

~'
0
(�+1 ; �) = ~�

�1
1 ~'

0
(��1 ; �) +

~h1 (�) ~'(�
�
1 ; �)

~'
0
(�+2 ; �) = ~�

�1
2 ~'

0
(��2 ; �) +

~h2 (�) ~'(�
�
2 ; �)

:::

~'
0
(�+n ; �) = ~�

�1
n ~'

0
(��n ; �) +

~hn (�) ~'(�
�
n ; �)

ve

'(x; �) = ~'(x; �); '
0
(x; �) = ~'

0
(x; �) oldu¼gundan
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'(�+i )

'(��i )
=
~'(�+i )

~'(��i )
) �i = ~�i ve

böylece de

hi (�) =
'
0
(�+i ; �)� ��1i '

0
(��i ; �)

'(��i ; �)
=
~'
0
(�+i ; �)� ~��1i ~'

0
(��i ; �)

~'(��i ; �)
= ~hi (�)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Şimdi de iki spektruma göre teklik teoremi verilsin. Bunun için L ile ayn¬formda

fakat, yaln¬z birinci s¬n¬r koşulu de¼gi̧stirilen aşa¼g¬daki L1 problemi ele al¬ns¬n:

` [y(x)] := �y00(x) + q(x)y(x) = �y(x), x 2 [a; b]

U (y) : = y(a) = 0

V (y) : = y
0
(b) + f2(�)y(b) = 0

y(�i + 0) = �iy(�i � 0)

y0(�i + 0) = ��1i y0(�i � 0) + hi (�) y(�i � 0)

Burada amaç; L ve L1 problemlerinin özde¼gerler dizisi biliniyorken, problemin kat-

say¬lar¬n¬n tek olarak belirlenebilece¼gini göstermektir.

f�ngn�0 dizisi, L1 probleminin özde¼gerleri olsun. L1 probleminin karakteristik

fonksiyonunun

�1(�) =W (';  ) = '(x; �) 
0
(x; �)� '

0
(x; �) (x; �) = � (a; �)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 4.2: E¼ger her n � 0 için �n = ~�n, �n = ~�n ve K = a2

 
nY
k=1

mk

!
,

~K = ~a2

 
nY
k=1

~mk

!
olmak üzere K = ~K , f1 (�) = ~f1 (�) ise bu durumda q (x) = ~q (x)

(a; b) de hemen hemen her yerde; f2 (�) = ~f2 (�) ve hi (�) = ~hi (�) ; �i (�) = ~�i (�)

(i = 1; n) d¬r.

·Ispat: Her n � 0 için �n = ~�n ve �n = ~�n oldu¼gundan
�(�)
~� (�)

ve
�1 (�)
~�1 (�)

; ��n¬n

tam fonksiyonlar¬d¬r. Di¼ger taraftan; �(�) ve �1(�) karakteristik fonksiyonlar¬n¬n

asimptotik ifadeleri ve K = ~K oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa,
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lim
�!�1

�(�)
~� (�)

= 1 ve lim
�!�1

�1(�)
~�1 (�)

= 1

oldu¼gu gösterilir. Dolay¬s¬yla �n = ~�n ve �n = ~�n oldu¼gundan, �(�) = ~�(�) ve

�1(�) = ~�1(�) olur. �1(�) = ~�1(�) durumu dikkate al¬nd¬¼g¬nda,

 (a; �) = ~ (a; �)

yaz¬l¬r. Di¼ger taraftan; M(�) =
 (a; �)

�(�)
oldu¼gundan,

M (�) = ~M (�) elde edilir. Böylece, bir önceki teoremden L = ~L olur.�
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