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OZET

SINIR VE SUREKSIZLIK KOSULLARI HERGLOTZ-NEVANLINNA
FONKSIYONUNA BAGLI BiR STURM-LIOUVILLE PROBLEMi

Kiibra ERTIK
Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Ana Bilim Dah
Damisman: Dog. Dr. Yalgn GULDU
2019, 60 sayfa+x

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, ¢alismada kullanilan temel bilgi ve kavramlar ile bir Sturm-Liouville
operatoriine ait 6zellikler yer almaktadir.

Ikinci boliimde, tez konusuyla ilgili genel bilgiler ile daha &nce yapilmis olan
calismalardan bahsedilmektedir.

Ucgiincii boliimde, belirlenen probleme karsilik gelen ve iizerinde i¢ ¢arpim tanimlanmus,
Hilbert uzay1 olusturulmus ve probleme karsilik gelen operatér modeli bu uzay tizerinde
kurulmustur. Ele alman problemin o&zfonksiyonlarinin integral gosterimleri ile bu
ozfonksiyonlarin asimptotik ifadeleri elde edilmistir. Daha sonra problemin karakteristik
fonksiyonu tanimlanmis ve problemin o6zdegerlerinin reel ve basit oldugu ispatlamis,
normallestirici sayilar tanimlanmgtir.

Dérdiincti boliimde ise 6zfonksiyonlarin asimptotik ifadeleri kullanilarak, karakteristik
fonksiyonun asimptotik fonksiyonu elde edilmistir. Daha sonra probleme ait Weyl ¢6zlimii ile
Weyl fonksiyonu tanimlanmistir. Boylece tanimlanan Weyl fonksiyonuna ve bazi spektral

verilere gore teklik teoremleri ispatlanmaistir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville operatorii, 6zdeger, 6zfonksiyon, siireksizlik

kosullari, ters problem, Herglotz-Nevanlinna fonksiyonu, Weyl ¢6zlimii, Weyl fonksiyonu
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ABSTRACT

A STURM-LIOUVILLE PROBLEM WITH BOUNDARY AND TRANSMISSION
CONDITIONS DEPEND ON HERGLOTZ-NEVANLINNA TYPE FUNCTION
Kiibra ERTIK
Msc Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Do¢. Dr. Yalgin GULDU
2019, 60 pages+x

This thesis consists of four parts.

In the first part, the basic information and concepts used in this study and some
properties belong to Sturm-Liouville operator are included.

In the second part, general information about thesis subject and previous studies
related to this subject are mentioned.

In the third part, the Hilbert space which is corresponding to the determined problem
with inner product defined is formed. Then, corresponding operator model is established on this
space.

The integral equations and asymptotics of eigenfunctions of the problem are obtained.
After that, the characteristic function of the problem is defined and the eigenvalues of the
problem is proved to be real and simple and normalizing numbers is defined.

In the last part, the asymptotic formula of the characteristic function is given by using
asymptotics expressions of eigenfuntions. Then the Weyl solution and the Weyl function belong
to problem are defined. Therefore, some uniqueness theorems are proved according to the

defined Weyl function and some spectral data.

Key Words: Sturm-Liouville operator, eigenvalue, eigenfunction, transmission conditions,

inverse problem, Herglotz-Nevanlinna function, Weyl solution, Weyl function
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Birinci boliimde tezle ilgili temel tanim, teoremler ile bir Sturm-Liouville ope-
ratoriine ait baz1 ozellikler verilecektir. Bu boliim hazirlanirken E. C. Titchmarsh
(1939), E. A. Coddington, N. Levinson (1955), M. A. Naimark (1968), B. M. Levitan,
I. S. Sargsjan (1970, 1988) kaynaklarindan faydalanilmigtir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 1.1.1: a <t <bve x: [a,b] — R dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger

b

(L) / ()2 dt < 0o

integrali mevcut ise z(t) fonksiyonuna, [a, b] araliginda karesiyle Lebesgue anlaminda
integrallenebilir fonksiyon denir ve bu fonksiyonlarin uzayi Ls [a, b] ile gosterilir.

Tanim 1.1.2: f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir zy, noktasinin en az bir §
komsulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna z, noktasinda
analitiktir ad1 verilir. f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir W alt kiimesindeki
tiim noktalarda analitik ise f(z)’ye W’de analitik fonksiyon denir.

Tanmim 1.1.3: Kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik olan fonksiyona
tam fonksiyon adi verilir.

Teorem1.1.4: Herhangi bir tam fonksiyonun sifirlar1 ayriktir,yani diizlemde
herhangi bir limit noktasina sahip degildir.

Tanim 1.1.5: f(z), kompleks diizlemin bir W alt kiimesinde tanimli bir fonksiyon
olmak tizere, Vz € W icin |f(2)| < M/ saglanacak sekilde en az bir M; > 0 varsa
f(2)’ye W’da siirh fonksiyon denir.

Teorem 1.1.6(Liouville): Kompleks diizlemin tamaminda simirh olan tam
fonksiyon sabit fonksiyondur.

Tanim 1.1.7: f(z) kompleks degigkenli herhangi bir fonksiyon, z, ise f(z)’ nin
tanmimli oldugu herhangi bir nokta olsun. Eger f(zy) = 0 ise zp noktasina f(z)
fonksiyonunun bir sifir yeri veya kisaca sifir1 denir.

Eger f(z) = 0, f'(20) = 0, ..., f®(z) =0, f™(2) # 0 ise 2y noktas1 f(2)

fonksiyonunun n-kath sifir1 diye adlandirilir.
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Tanim 1.1.8: f(z), zp noktasinin en az bir komgulugundaki her noktada dife-
ransiyellenebilir ama z,’ da diferansiyellenemeyen bir fonksiyon ise zp” a f(z)’ nin
ayrik singiiler (aykir1) noktasi denir.

Tanim 1.1.9: 2y, bir f(z) fonksiyonunun ayrik singiiler noktas: olsun.

i) zh—>Hz1 f(2) limiti mevcut ve sonlu ise zg noktasma f(z)'nin kaldirlabilir aykiri
noktasi d(:enir.

if)

lim f(z) = o0

Z2—20
ise zg noktasina f(z) nin kutup noktasi (kutup yeri) denir.
iii) lim f(z) limiti mevcut degilse, zp noktasma f(z)’ nin esas aykir1 noktasi
z—20
denir.
Tanim 1.1.10: f(z) bir tam fonksiyon ve
My (r) = max|[f(z)]

|z|=r

olmak iizere yeterince biiyiik r’ler icin
M(r) < exp(r*)

egitsizligini saglayan p > 0 sayisi varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir
denir. Bu esitsizligi saglayan u sayilarinin infimumuna f(z)’ nin mertebesi adi verilir
ve p ile gosterilir.

Tanim 1.1.11: f(z) sonlu mertebeli bir tam fonksiyon olmak iizere yete-
rince biiyiik 7’ler igin

M (r) < exp(ar?)

esitsizligini saglayan a > 0 sayisi varsa f(z) sonlu tipe sahiptir denir.
M (r) < exp(arr) esitsizligini saglayan a sayilarimin infimumuna, f(z) fonksiyonunun
tipi adi1 verilir ve o ile gosterilir.

Teorem 1.1.12:(Hadamard): Mertebesi p € (0,1) olan her bir f(2)

tam fonksiyonu

Fz) = csz[l (1 - i)



seklinde bir gosterime sahiptir. Burada m, f(z)’ nin orijindeki sifirrmin katlihg,
{#n},>1 ise f(2)" nin 0’dan farkli tiim sifirlarmin kiimesidir.
Teorem 1.1.13: f ve g kompleks diizlemin bir B bélgesinde analitik fonksi-

yonlar ve {z,} C B

i) lim z, = 2y € B,

n—o0

i) Vn igin, f(zn) = g(z4)

kosullarim saglayan bir dizi ise Vz € B i¢in f(z) = g(z) esitligi gegerlidir.

Tanmim 1.1.14: n. mertebeden bir lineer diferansiyel ifade

() =po (@) y™ +p1 (2)y" D + 4 pa (2)y (1.1)

seklinde tamimlanir. Burada pg(z),p1 (z),...,p, (z) fonksiyonlarma diferansiyel
ifadenin katsayilar1 denir.

Tamim 1.1.15: a ve b sonlu sayilar olmak iizere %, p1(x), .oy P ()
fonksiyonlar1 [a,b] araliginda integrallenebilirse (Lelf(gsgue anlaminda) (1.1) dife-
ransiyel ifadesine regiiler diferansiyel ifade; aksi halde, yani a veya b sonsuz veya

1
——, p1 (2), ..., py (x) fonksiyonlarindan en az biri [a, b] araliginda integrallenebilir

ggg(ﬁ:ge (1.1) diferansiyel ifadesine singiiler diferansiyel ifade denir.

C™ [a, b], [a, b] araliginda n. mertebeden siirekli tiireve sahip fonksiyonlarin uzay:
olmak iizere bir y € C™ [a, b] fonksiyonunun ve (n — 1) . mertebeye kadar olan tiirev-
lerinin belli bir lineer birlesimi U(y) ile gosterilsin:

U(y) = aoy(a) + a1/ (a) + ... + an1y™ "V (a) + boy (D) + bry'(b) + ... + b1y (D)
ifadesi a;,b; katsayilarina baghdir. Buna gore bu katsayilar degistirilerek farkl
sekillerde U,(y), v =1,2,...,m ifadeleri elde etmek miimkiindiir.

Tanim 1.1.16:
Us(y) =0, v=1,2,...m (1.2)

esitliklerine y € C" [a, b] fonksiyonu igin a ve b noktalarinda konulan simir kogullar
ad1 verilir.
Tanim 1.1.17: D ={y e C"[a,b] : U,(y) =0, v=1,2,...,m} kiimesi

tizerinde Ly = {(y) esitligi ile bir lineer operator tamimlanir. Bu operatore, (1.1)

3



diferansiyel ifadesi ve (1.2) smir kogullar tarafindan iiretilen diferansiyel operator
denir.

Bu tanmimdan anlagildigi gibi aym diferansiyel ifade ile, sinir kogullar1 degistiri-
lerek, farkli operatorler tammlamak miimkiindiir. Ayrica (1.2) kosullar: verilmeksizin
de operator tanmimlanabilir ki bu, C™ [a, b] tizerinde £(y) ile iiretilen tiim operatorlerin
geniglemesi olur.

Tanim1.1.18(Lagrange Formiilii): C” (a, b) uzayindaki herhangi y ve z fonksi-

yonlari i¢in,

/E(y)édx =P (&n) + /yg*(z)dx (1.3)

a

esitligi gecerlidir. Burada,
*(2) = (=1)"(Po2) W +(=1)" "} (P12) "D+ (=1)"2(P22) "D ... 4Pz ve P(€,7),

!

¢ = (yla),y (a), ...y V(a),y (b),y (b),...y" " (b)),

degiskenlerinin belirli bir lineer formudur.
Teorem 1.1.19: Kabul edelim ki p;;(x) fonksiyonlar: [a,b] de integrallenebilen

(Lebesgue anlaminda) fonksiyonlardir. Bu durumda;
2
Y = Zpij(x)yj (t=1,2)
j=1

lineer denklem sisteminin 7 € (a,b) icin y; (7) = ¢, (i = 1,2) kosulunu saglayan bir
tek ¢oziimii vardir.(E. A. Coddington, N. Levinson, 1955)

Tanim 1.1.20: (L — M\)~" operatériine L operatoriiniin Resolvent operatorii
denir.

Tamm 1.1.21: (L — X))~ in tiim L, [0, 7] de mevcut ve simrh oldugu A € C
sayisina L operatoriiniin regiiler noktasi denir. Tiim regiiler noktalarinin kiimesine

resolvent kiime denir ve p (L) ile gosterilir.

4



Tanim 1.1.22:
I) (L — AI)"" in meveut olmadigi A noktalarmm kiimesine L operatoriiniin spek-

trumu veya 6z degerler kiimesi denir ve

o(L)={X:Ly=Xy,ye D(L)}

ile gosterilir. Buradan,

dir.

IT) (L — AI)~" mevcut olup, yogun kiimede tammh ve smirh olmayacak sekilde
A’ larin kiimesine siirekli spektrum denir.

III) (L — AI)~" mevcut fakat,yogun olmayan kiimede tammh Alarmn kiimesine
rezidii spektrum denir.

Tanim 1.1.23: ) bir kompleks parametre olmak {izere,

l(y) =y

- (1.4
Uy(y) =0, v=1,m

siir deger probleminin sifirdan farkl bir y(x) ¢oziimii varsa A’ya bu simur deger
probleminin bir 6zdegeri; y(z)’e de N'ya karsilik gelen 6zfonksiyonu denir. (1.4) sinir
deger problemi ¢ogunlukla ¢(y) diferansiyel ifadesi ve (1.2) sinir kogullar tarafindan
iiretilen 6zdeger problemi olarak adlandirilir.

Tanim 1.1.24: Tanim 1.1.23’ da n = m olsun.

y1(z, A), ya(x, A), ...y yn (2, A) fonksiyonlar,

denkleminin
, 0, 2 | ise _
v (a,N) = R
1, 2= ise



baglangic kosullarimi saglayan ¢oziimleri olmak tizere,

Ur(yr) - Ui (Yn)
AN = : : (1.5)

Un (1) - Un(yn)

determinantina (1.4) probleminin veya ona kargilik gelen diferansiyel operatoriin
karakteristik fonksiyonu denir.

Teorem 1.1.25: (1.4) probleminin 6zdegerleri ile A (\)’ nin sifirlar1 ¢akigir.

Tanim 1.1.26: Herhangi bir A 6zdegeri A (\)’ min k-kath sifirn ise k&’ ya A
ozdegerinin cebirsel katliligi denir; eger 6zel olarak k£ = 1 ise A\’ ya cebirsel olarak
basit 6zdeger adi verilir.

Uyar11.1.27:(1.4) probleminde ¢ (y) diferansiyel ifadesinin ya da U, (y) = 0 simr
kogullariin katsayilar: A parametresine bagh secilebilir. Bu durumda daha genel bir
ozdeger problemi elde edilir.(Naimark,1968)

Tanim1.1.28: p bir kompleks parametre olmak {izere,

(=1 (p(wi—?) Q) u=p(t)u, e (ab) (1.6)

diferansiyel denkleminin

Au(a) + Biu' (a) =0

(o) + B (@ .
Asu(b) + Bau (b) =0
sinir kosullarimi saglayan c¢oziimiiniin bulunmasi problemine Sturm-Liouville siir
deger problemi denir.Burada A;, By, Ay, By reel sabitler olup A2 + B? # 0,
AZ + B2 # 0 kogullan saglanmaktadir. Ayrica p(t),q (t) ve w (t) reel degerli fonksi-

yonlardir.

dp(t)
it e

stirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda

Simdi p(t) > 0,w(t) > 0 ve (p(t)w (t)) fonksiyonlarmin (a.b) de



N I Py —
olmak ﬁzgre
1 / [w(s) . .

doniigiimii yapilirsa denklemi,(1.5) denklemi,

~y +al@)y =Xy, z€(0,1) (1.9)
denklemine (1.6) smur kosullar: ise

(1.10)

[ (@) 2% A

kosullarina doniigiir. Burada,q(z) = m + @)’
x w(z

(1.8)-(1.9) problemine Sturm-Liouville probleminin kanonik hali ad1 verilir.

= M?p ve h, H € R dir.

L5(0,1) tizerinde tanim kiimesi
y(x) : y(x) ve y () fonksiyonlar1 (0,1) araliklarinda mutlak siirekli,

((y) € L2(0,1),y (0) + hy(0) = 0, (1) + Hy(1) = 0
olan L operatorii su sekilde tanimlansin:

D(L) =

Ly=—y +q(2)y (1.11)

L operatorii bir lineer diferansiyel operatordiir. Ayrica kolayca goriiliir ki (1.8)-
(1.9) problemini L operatorii igin 6zdeger probleminden bagka bir gsey degildir. Bu
sekilde tanimli operatore Sturm-Liouville operatérii denir.

Uyar1 1.1.29: (1.3) probleminde / (y) diferansiyel ifadesinin ya da
U, (y) = 0 simir kogullarimin katsayilar1 A parametresine baglh secilebilir. Bu du-
rumda daha genel bir 6zdeger problemi elde edilir.(Naimark, 1968)

Tanim 1.1.30: H; ve H, iki Hilbert uzaylar, L : H; — Hy smirh lineer bir

operator ve D(L) = H; olsun. Eger L* : Hy — H; operatorii (Lx,y) = (x, L*y)



sartin sagliyorsa L* operatoriine L’ nin eglenigi (adjointi) denir. Eger L = L* ise L
operatoriine 6z eglenik (self-adjoint) operator denir.

Tanim 1.1.31: FE lineer topolojik uzay, A ve Bde A: £ — E,B: E — FE
seklinde taniml iki lineer operator olsun. FEj ile E5 de FE lineer uzayimin kapali alt
uzaylar1 olmak tizere FE uzayimin tamaminda tanimli, £y den Es ye doniisiim yapan
ve lineer terse sahip X operatorii,

i) X ve X! operatorleri F uzaymnda siireklidir,

ii) AX = X B operator denklemi saglanir,
sartlari saghyorsa,bu operatore A ve B operatorler cifti i¢cin ¢evirme operatorii
denir.

Teorem1.1.32: )\ < 0 oldugunda

U'+ XM (x)U =0, z>0,U(c0)=0
probleminin ¢oziimii U (z,A) olsun. Burada p(x) pargall analitik fonksiyon ve
p () > py > 0 dir.
R(\) = % olsun. Bu durumda A < 0 oldugunda R ()\) fonksiyonuna gore
p () fonksiyoflu tek olarak belirtilir.

1951 yihinda I.M.Gelfand ve B.M.Levitan [13], p (A) monoton fonksiyonun Sturm-
Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi icin gerekli ve yeterli sartlari ver-
miglerdir. Ayrica bu ¢aligmada, Sturm-Liouville operatériiniin belirtilmesi icin etkili
bir yontem verilmistir.

Diger taraftan bu galismada verilen yontem klasik Sturm-Liouville operatoriiniin
{Aitnso ve {ant, 5o (o > 0) dizilerine gore belirlenmesi igin yani,verilen dizilerin
sirasiyla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve normallegtirici sayilar:

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul asagida verilen klasik asimtotik egitliklerin saglan-

masidir.

Al m
s W B v 1] Tn
n nQ||2||+1 n2||?H+1
T b bm T
o= Talg oy m T
2 n 215 2 E ]+



s

1 1
burada ag = — |h+ H + §/q(t)dt dir. Eger m cift say1 ise Zvi < o0 ve
T
0

Tn\2 . ) Tn\ 2 i
Z (?) < oo,eger m tek ise Z (?) < 00 ve ZTn < oo dir.

Fakat,bu calismalarda ters problemin iki spektrumuna goére tam ¢oziimii ve-
rilmemistir.Regiiler Sturm-Liouville operatorleri i¢in bu problemin yani,iki spek-
truma gore regiiler Sturm-Liouville operatoriiniin belirlenmesi problemi B.M. Levi-
tan ve M.G.Gasimov un [14] ¢alismasinda verilmistir.Bu ¢aligmada,verilen problemin
{O‘n}nzo normallegtirici sayilarinin iki spektruma baglh oldugunu gosteren en énemli

formiil,

hi—h 71 M — A
[ = An o Pk=n

(1.12)

oy =

seklinde elde edilmigtir. Burada [] sembolii,sonsuz garpimda k=n. c¢arpanin bu-
lunmadigimi gosterir. (1.12) formiilii iki spektruma gore ters problemin ¢oziimiinii
vermektedir.Gergekten de,eger {A,}, 5o ve {4}, dizileri verilmis ise (1.12) for-
miiliinden yararlanarak {a,}, ., sayilarimm asimtotik ifadesi bulunur ve [14] cahs-
masinin sonuglarindan yararlanlarak {\,},-, ve {au}, 5, dizilerine gore ters prob-
lemin ¢oziimii verilir.Bu ise iki spektruma gore ters problemin ¢oziimii i¢in gerekli
ve yeterli kosullar1 verecektir ve o kosullar agagidaki sekilde siralanabilir:
1) {Aadnso Ve {1y}, dizileri sirali,yani
Ao < g < A1 < g < Ao < g < .

2) A\, ve p, ler

5§
3 3
I
S
+
5
_|_
Ll 2
+
-]
7 N\
|

asimtotik formiillerine sahiptir.



Tanm1.1.33: {\.},., ve {ay},, dizilerine L operatériiniin spektral karak-
teristikleri denir. L diferansiyel operatorii verildiginde spektral karakteristiklerinin
bulunmasi problemine diiz problem, spektral karakteristikleri verildiginde bu hangi
Sturm-Liouville tipinde L diferansiyel operatoriiniin spektral karakteristikleri oldugu
problemine ise ters problem denir.

Tanmim1.1.34: {\,}, ., dizisi L operatériiniin 6z degerleri ve {y (z,\,)} ler bu

0z degerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar olsun.

b

oy, = /y2 (xz, \,) dx

a

sayilarina L. operatoriiniin normallegtirici sayilar1 denir.

Teorem 1.1.35: a) L, D(L) iizerinde kapali, selfadjoint bir operatordiir.

b) L siir deger problemi,mutlak degerlerine gore siralandiginda siirsiz gekilde
biiyiiyen,sayilabilir sayida 6zdegere sahiptir.

c) L nin 6zdegerleri reel sayilardir ve herhangi farkh iki szdegere karsilik gelen
ozfonksiyonlar ortogonaldir,yani A\; # Ay 6zdegerler ve y(x, A1) ve z(z, A2) onlara

karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise,

1

/y(x, M)Z(z, Ag)dx =0 (1.13)

esitligi gecerlidir.
d) Ozdegerler dizinini {),} ile gosterirsek n nin yeterince biiyiik degerlerinde

agagidaki asimtotik ifade gegerlidir.

n

\/)\_n:nw+%+0(l> (1.14)

1

Burada, c = h+ H + %/q (x) dz dir.

0
e) u(x, \) ve v (z, \) fonksiyonlar1 (1.8) denkleminin sirasiyla
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w(0,)) = 1,u(0,\) = —h
v(L,A) = 1L,v (1,\)=-H

baglangi¢ kosullarimi saglayan ¢oziimleri olmak iizere,herhangi bir f(x) € Ls(0,1)

fonksiyonu igin
~y" +{a(x) =AYy = f(2), v €(0,1)

denkleminin ¢oziimii

1

y(z,\) = /G(m,t, A) f(t)dt

0
esitligi ile verilebilir. Burada G(z,t, \),Green fonksiyonudur ve

1 u(z, Nv (6, A,z <t

GlotA) = AN u(t, v (z,\),t <z

(1.15)

(1.16)

seklindedir. ile tanimlanan operatére L nin resolvent operatorii adi verilir ve bu

operator L nin dzdegerleri diginda tanimhidir.

Tanim 1.1.36: ¢ (z, \) ve ¢ (x, \) fonksiyonlar

1"

Lly(z)] ==~y (2) + q(@)y(z) = My(z), v € [a,b]

denkleminin herhangi iki ¢6ziimii olmak iizere,

T, A
Wi = N o

(1.17)



esitligi ile tamimlanan W [p, 1] fonksiyonuna ¢ (z,\) ve ¥ (z,A) fonksiyonlarmin
Wronksiyan determinanti adi verilir.Herhangi iki ¢oziimiin lineer bagimli olmasi i¢in
bu determinantin sifira 6zdeg olmasi gerekli ve yeterli koguldur.
Lemma 1.1.37: W [p, 9] fonksiyonu [0, 7] \ {d} kiimesinde z’e bagh degil,sadece
A parametresine baglidir.
Ispat: (1.5) esitliginin her iki yan [0.d) ve (d, 7] araliklarmda x’e gore tiirevlenirse
Lo ) = o [o (e V)W (00) — ¢ (2.2 ()
dz dz
= ¢ (@Y (3,0 + ¢ (@)Y (@,))
—¢" (&, \) ¥ (2, 2) = @ (&, \) 9 (2, A)
=0 (N Y (2,0) = 9" (2,29 (z,))
elde edilir. Buradan,
LW [, ] = ¢ (2, 2) (ale) = M), ) = o (2, 0) (ale) = A) b (, 3) =

oldugu sonucuna varilir.
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2. PROBLEMIN TARIHSEL GELISIMIi

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi bagta matematik olmak {iizere fizik
ve mekanigin farkli alanlarinda pek ¢ok yerde kullanilmaktadir. Lineer operator-
lerin spektral teorisi esasen lineer cebire dayanmakla birlikte ayni zamanda titresim
teorisinin de problemleridir. Lineer cebir ve titresim teorisi problemleri arasindaki
benzerliklerin fark edilmesi ok eski tarihlere dayanir. Integral denklemler teorisinde,
bu benzerliklerden ilk olarak faydalanan D. Hilbert olmugtur. Bu ¢aligmalarin sonu-
cunda once [; daha sonra da genel Hilbert uzayir meydana gelmistir.

Oz eslenik operatorler teorisi; tanimlanan Iy ve H Hilbert uzaylarinda gelis-
meye baglamistir. Ozellikle bu calismalarda ézdegerler, 6zfonksiyonlar, normallestirici
sayilar gibi spektral veriler tanimlanmis ve bunlar i¢in asimptotik formiiller elde
edilmistir.

Diferansiyel operatorler, regiiler ve singiiler olmak iizere iki smifa ayrilmigtir.
Sonlu tanim bolgesine sahip ve katsayilar: siirekli fonksiyonlar olan diferansiyel o-
peratorlere regiiler; tanim bolgesi sonsuz veya katsayilari (birkagi veya tamami)
toplanabilir olmayan diferansiyel operatorlere singiilerdir denir.

Ikinci mertebeden regiiler operatorler teorisi giiniimiizde Sturm Liouville teorisi
olarak bilinir. Sonlu aralikta regiiler sinir sartlar: saglanacak sekilde adi diferansiyel
operatorlerin 6zdegerlerinin dagihmi G. D. Birkoff tarafindan XIX. yiizyilin son-
larinda incelenmigtir. Ardindan; F. Rietsz, J. Neumann, K. O. Friedrichs bagta ol-
mak iizere matematikgiler tarafindan 6z eglenik ve simetrik operatorlerin genel spek-
tral teorisi olugturulmusg, simetrik operatorlerin biitiin 6z eslenik genislemelerinin
elde edilmesi Neumann tarafindan yapilmistir.

Singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iligkin ve diferansiyel operator-
lerin spektral teorisinde nemli bir yere sahip olan ¢alismalar, 1949 yilinda B. M.
Levitan tarafindan yapilmistir.Farkli singiiler durumlarda diferansiyel operatorlerin
spektral teorisi, 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin asimptotigi, 6zfonksiyonlarin tamligi
ise R. Courant, T. Carleman, M. S. Birman, M. Z. Salamyak, V. P. Maslov, M. V.
Keldish tarafindan gelistirilmistir.

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi diiz ve ters spektral problemler olmak

tizere ikiye ayrilir.
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Diiz spektral problemler; verilen operatorlerin 6zfonksiyonlarinin ve spektrum-
larimin aranmasi; ters spektral problemler ise verilen bazi verilere gore spektral
karakteristikleri bu diziler olan operatoriin kurulmasi ile ilgilenmektedir. Bu konudaki
baz1 caligmalarda verilen spektral karakteristiklerin operatorii tek sekilde belirledigi,
ters problemin ¢oziimii i¢in verilen teklik teoremlerinde gosterilmis; bazilarinda ise
verilen spektral karakteristiklere gore operatoriin nasil kurulacag: arastirilmigtir.

Ters problemler teorisi; operatorlerin spektral analizi ve fonksiyonel analizin yani
sira fizik, mekanik, jeofizik, elektronik ve metalurji gibi farkli bilim dallarinda énemli
bir yere sahiptir. Homojen olmayan telin, onun 6z titresimlerine gore yogunlugunun
hesaplanmasi, kuantum fiziginde sagilma verilerine gore alan potansiyellerinin bu-
lunmasi, jeofizikte yeralti madenlerinin ve yeraltindaki elementlerin dagilim karak-
teristiklerine gore belirlenmesi problemlerinin herbiri, spektral analizin ters prob-
lemlerine birer ¢rnek tegkil eder.

Literatiirde, ikinci mertebeden

i (#0)52) + alaly = oty (2.1

diferansiyel denklemine Sturm-Liouville denklemi; bu denklem ve farkli bir takim
sinir kogullar: tarafindan iiretilen operatorlere Sturm-Liouville operatorleri; bu ope-
ratorler i¢in konulan spektral problemlere ise Sturm-Liouville problemleri denir.

Sturm-Liouville problemleri bir¢ok somut uygulama alanina sahiptir.

Pu(x,t)  h 0Pu(z,t)
ot? 2m  Ox?

seklindeki Schrodinger dalga denklemi bu uygulama alanina bir érnektir. Burada

+ V(z)u(xz,t) =0 (%)

u(z,t) pargacigin dalga fonksiyonu, V(x) potansiyel alan, m parcacigin kiitlesi ve
h Planck sabitidir. F, u'nun konumuna kargilik gelen enerji seviyesi olmak {izere

yukaridaki denklemde
u(z, t) = e Fy(x)

doniisiimii yapilirsa,

2RV () = By ()

o
Yy + n
Sturm-Liouville tipinde denklem elde edilir.
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Sturm-Liouville problemlerine bir bagka 6rnek olarak telin titresimi denklemi
verilebilir. p(z) telin x noktasindaki gerilimini; w(z) yogunlugunu; ¢(x) ise geri
cagiricl kuvvet katsayisini belirtmek iizere bu denklem asagidaki sekildedir:

2 (o220 — gtarate. 1 = iy P4

Bu denklemin ¢oziimii,
u(z,t) = y(z)sin VAt

seklinde aranirsa, yeni aranan y(z) fonksiyonunun (2.1) Sturm-Liouville denklemini
saglayacag1 kolayca goriiliir.

Sturm-Liouville operatorlerinin spektral teorisine ait ilk sonuglar Bernoulli, D’
Alambert, Euler, Liouville ve Sturm tarafindan verilmigtir. 1830’ lu yillarda Sturm
ve Liouville tarafindan, baz belirli kogullar altinda (2.1) denklemini ve belli sinir
kosullarimi saglayan sifirdan farkli y(x) ¢oziimlerinin varhgma olanak saglayan A
ozdegerlerinin ayrik bir kiime olusturdugu ispatlanmistir.

Diferansiyel operatorler icin ters spektral problemler teorisinin baglangici sayilan
ilk caligma V. A. Ambartsumyan’ a aittir. 1929 yilinda Ambartsumyan, Sturm-
Liouville problemleri icin ters problemlerle ilgili agsagidaki teoremi ispatlamigtir:

Teorem 2.1(Ambartsumyan, 1929): ¢(z), [0,7] araliginda gergel degerli

siirekli bir fonksiyon olmak tizere \g, A1, -+, \,, - sayilar
y' +{A—q(2)}y=0 (2.2)
Y (0) =y (m) =0 (2.3)

probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A\, = n? (n=0,1,...) ise q(x) = 0 dir.

V. A. Ambartsumyan’ in bu ¢alismasindan sonra ters problemler teorisinde cesitli
problemler ortaya gikmugtir. V. A. Ambartsumyan’ m bu sonucu zdegerlerin ¢(x)
fonksiyonunu tek sekilde belirleyebilecegini akla getirse de bunun genel durumda
dogru olmadigir G. Borg tarafindan 1945 yilinda ispatlanmigtir. Dolayisiyla aslinda
V. A. Ambartsumyan’ i bu sonucu istisnai bir durum olarak degerlendirilmektedir.
Borg, bu galismasinda {A,.},~, ve {1, },,( dizilerinin verilen operatériin farkh spek-
trumlar1 oldugunu kabul ederek, operatorii bu diziler yardimiyla belirlemektedir. Bu

sonug agagidaki teoremle ifade edilmigtir:
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Teorem 2.2(Borg, 1945): h, h; ve H sonlu gergel sayilar olmak iizere,
Aoy ALyt A, o+ ler (2.2) diferansiyel denklemi ve

y'(0) — hy(0) =0 (2.4)

y'(m) + Hy(m) =0 (2.5)

smir kogullar ile verilen problemin; g, 41, , fhy,, - - - ler ise (2.2) denklemi, (2.5)
ve

y'(0) — h1y(0) =0 (h # h1) (2.6)

smir kogullariyla verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde {\,},>0 ve {i, }n>0
dizileri g(z) fonksiyonu ile h, hy ve H sayilarin tek olarak belirler.

Bu ¢alismalardan sonra ¢(x) potansiyel fonksiyonu i¢in ¢(m — ) = ¢(z) simetrik-
lik kosulu saglandiginda bir spektrumun Sturm-Liouville operatoriinii belirledigi N.
Levinson (1949) tarafindan ispatlanmigtir. Bununla birlikte N. Levinson tarafin-
dan, negatif 6zdegerlerin mevcut olmadigi durumlarda sac¢ilma fazinin potansiyeli
tek olarak belirledigi de gosterilmistir.

Sturm-Liouville denkleminin incelenmesi siirecinde kullanilan metotlardan biri
de doniisiim operatorii kavrami olmustur. Doniisiim operatorii kavrami, operator-
lerin genellegtirilmiy 6telemesi teorisinde J. Delsarte (1938), J. Delsarte, J. Lions
(1957) ve B. M. Levitan (1964) tarafindan verilmistir. Sturm-Liouville denklemleri
icin doniigiim operatoriiniin yapisi ise ilk olarak A. V. Povzner (1948) tarafindan
incelenmigtir.

IT. mertebeden lineer diferansiyel operatorler icin ters problemler teorisinde, bir
sonraki en onemli agamalardan birisi V.A. Marchenko tarafindan kaydedilmistir.
V.A. Marchenko, 1950 yilinda ters problemlerin ¢oziimii i¢in Sturm-Liouville ope-
ratoriiniin spektral fonksiyonundan yararlanmistir.

@(x, \) fonksiyonu (2.2) diferansiyel denkleminin
p(0,\) =1, £(0,A)=h (2.7)

baglangi¢ kogullarmi saglayan ¢oziimii, p(z, \,) = ¢, (x) fonksiyonlar1 ise bu ope-
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ratoriin 6zfonksiyonlar1 olsun. Bu durumda

™

Q= /902(37,)\n)dx (2.8)

0

sayilar1 verilen operatoriin normallegtirici sayilari,

=3 - (2.9)

An<A "

fonksiyonu ise bu operatoriin spektral fonksiyonu olmak iizere V.A. Marchenko
tarafindan, G. Borg’ un ispatladigi teoremin benzeri; p()) spektral fonksiyonu yardi-
miyla ispatlanmigtir. Bununla birlikte bu caligmada, Sturm-Liouville tipinde bir
diferansiyel operatoriin spektral fonksiyonunun p(A) olmasi igin gerek ve yeter kogul
verilmigtir. V. A. Marchenko’ nun bu ¢aligmalari ile ayn1 zamanlarda M.G. Krein(1951,
1954) tarafindan, Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel operatorii { A, },>0 ve {1, }n>0
dizilerine gore belirleyebilmek i¢in ¢alismalar yapilmigtir.

1951 yilinda I. M. Gelfand ve B. M. Levitan tarafindan, p(\) monoton fonksi-
yonunun Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi i¢in gerekli ve
yeterli sartlar verilmistir.

Ayrica bu galigmada, klasik Sturm-Liouville operatoriiniin {\, },>0 ve {ay, }n>0
dizilerine gore belirlenmesi i¢in, A, 6zdegerlerinin ve «, normallestirici sayilariin
saglamasi gereken asimptotik esitlikler gerekli ve yeterli kogul olarak verilmistir.

Bu galigmalarda iki spektruma gore ters problemin tam ¢oziimii verilmemistir.
Fakat regiiler Sturm-Liouville operatoriiniin iki spektruma gore belirlenmesi prob-
lemi M.G. Gasymov ve B. M. Levitan’ in (1964) ¢alismasinda verilmistir.

Diger taraftan araligin i¢ noktasinda siireksizlige sahip Sturm-Liouville problem-
leri ile ilgili ilk caliyma H. Hald’a aittir (1984). Bu ¢alisgmada Hald tarafindan, klasik
sinir kogullar1 altinda diiz ve ters spektral problemler ele alinmig ve operatoriin bir
ozdeger dizisinin ve araligin ilk yarisinda ¢(z) fonksiyonunun bilinmesi halinde o-
peratoriin tek olarak belirlenebilecegi gosterilmistir.

C. Willis’ in (1985) ¢alismasinda ise klasik siir kogullarima sahip, verilen
aralikta iki noktada siireksizlige sahip Sturm-Liouville operatorii icin ters problem

incelenmigtir. V. A. Yurko (1998), R. Kh. Amirov, V. A. Yurko (2001) ¢aligmalar1
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araligin i¢ noktasinda siireksizlige sahip operatorler igin diiz ve ters problemleri
icermektedir.

R. Kh. Amirov’ un (2006) ¢alismasinda ise verilen Sturm-Liouville operatériiniin
belli baglangic ve stireksizlik kogullarini saglayan c¢oziimlerinin integral gosterimleri
elde edilmigtir. Buna ek olarak bu calismada operatoriin spektral 6zellikleri ile bu
spektral ozelliklere gore ters problemin ¢oziimii i¢in teklik teoremleri ispatlanmigtir.

R. Kh. Amirov, N. Topsakal (2008), R. Kh. Amirov, N. Topsakal, Y. Giildii
(2010), Q. Yang, W. Wang (2011) calismalarinda da verilen aralikta siireksizlige
sahip operatorler icin diiz ve ters problemler ele alinmigtir.

Diger taraftan, spektral parametreye baglh sinir kogullar ise ilk olarak S. D. Pois-
son (1820) ve ardindan D. S. Cohen (1966) tarafindan incelenmigtir. M. A. Naimark
tarafindan ise, "Linear Differential Operators"(1968) kitabinda simir kogullarmin
parametreye baglh oldugu ¢zdeger problemlerinden bahsedilmistir. Bu tip problem-
ler (2.4) ve (2.5) sir kogullarmin birinin veya her ikisinin katsayilarimin A\ para-
metresine baglanmasiyla elde edilir. Ornegin; a(\) ve b(\) herhangi iki fonksiyon

olmak iizere, y'(7) + Hy(m) = 0 kogulu
a(\)y(m) + b () = 0 (2.10)

seklinde yazilirsa parametreye baglh bir simir kogulu elde edilir. Eger burada a()) ve
b(A) fonksiyonlart A\’ nin lineer (dogrusal) fonksiyonlar: ise sinir kogulu parametreye
lineer sekilde baghdir denir.

Sinir kogullar1 parametre igeren 6zdeger problemleri sirasiyla J. Walter (1973),
A. Schneider (1974) tarafindan incelenmigtir. Diger taraftan Sturm-Liouville ope-
ratorii igin (2.10) tipinde smir kogulu ilk olarak C. T. Fulton (1977, 1980) tarafindan
incelenmigtir. Fulton’ un bu ¢alismasinda, probleme karsilik gelen operator tanim-
lanarak, bu operator yardimiyla, problemin 6zdegerlerinin reel ve cebirsel olarak
basit olmasi gibi bazi énemli 6zellikler elde edilmistir. Ayrica simir kosullar: lineer
sekilde parametre igeren diiz problem 1994 yilinda Oktay Mukhtarov tarafindan in-
celenmigtir. O. Sh. Mukhtarov, M. Kadakal, N. Altimgik (2003), N. Altimigik, M.
Kadakal, O. Sh. Mukhtarov (2004), Z. Akdogan, M. Demirci, O. Sh. Mukhtarov

(2005) galigmalarinda, smir ve siireksizlik kogullar: lineer sekilde parametre igeren
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Sturm-Liouville operatorii igin diiz problem incelenmigtir. N. J. Guliyev (2005)
caligmasinda ise bir sinir kogulu parametreye lineer gekilde bagh ters Sturm-Liouville
problemi i¢in, Gelfand-Levitan-Marchenko tipinde esas denklem elde edilip, bu prob-
lemin tam ¢oziimii verilmigtir. Bununla birlikte, R. Kh. Amirov, B. Keskin ve A.
S. Ozkan (2009), R. Kh. Amirov, N. Topsakal, Y. Giildii (2011), B. Keskin, A. S.
Ozkan, N. Yalgin (2011), A. S. Ozkan, B. Keskin (2012) ve benzeri bir takim galisma,
lineer kosgullarla ilgili diiz ve ters spektral problemleri icermektedir. Ayrica bu ¢alg-
malarin bazilarinda parametreye bagh sinir kogullarinin yanisira aralikta siireksizlik
kosullar1 da bulunmaktadir.

Son zamanlarda ise daha ¢ok a()) ve b(\) fonksiyonlarmin A’ ya tam fonksiyon
veya polinom seklinde daha genel olarak baglh oldugu durumlar aragtirilmaktadir.
a(A) ve b(A)’ mn keyfi birer polinom oldugu durum ilk olarak E. M. Russakovskii
(1975) tarafindan incelenmistir. Bu galismada problemin teorik operator ifadesi ve
ozdegerlerinin 6nemli 6zellikleri aragtirilmigtir. Bu tiir operatorler icin diiz prob-
lemler yaygin olarak caligilmasina ragmen ters problemler son zamanlarda dikkat
gekmeye baglamigtir. a()) ve b(\) fonksiyonlarmin gesitli durumlarima gore diiz
veya ters spektral problemler; P. Binding, P. J. Browne, K. Seddighi (1993), Zh.
Ben Amara, A. A. Shkalikov (1999), N. Yu. Kapustin (1999), P. Binding, P. J.
Browne, B. A. Watson (2000), N. B. Kerimov, V. S. Mirzoev (2003), P. Binding, P.
J. Browne, B. A. Watson (2004) bagta olmak iizere birgok matematik¢i tarafindan
incelenmistir. P. A. Binding, P, J. Browne ve B. A. Watson (2008) ¢aligmasinda,

—y" +q(z)y = Ny

y(0)cosa =y (0)sina, o € [0,7) (2.11)
’ N

Y by,

Y)y=ar+b—

s =ar+ ;A_ck

problemi ele alinmig ve bu problem icin 6zdegerlerin varligi , asimptotigi ile 6z-

fonksiyonlarin salinimi ve bu tip problemler arasindaki doniisiimler incelenmistir.
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Chernozhukova ve Freiling (2009) tarafindan (2.11) problemi

4" +q(z)y = Ny
a(N)y(0) +b(N)y'(0) =0 (2.117)
c(Ny(m) +d(N)y'(r) =0

seklinde genellestirilmistir.

G. Freiling, V. A. Yurko (2010) ¢aligmasinda, (2.11") tipindeki smir kosullarina
sahip Sturm-Liouville operatorii icin diiz ve ters problemler incelenmistir.

A. S. Ozkan (2012) caligmasinda ise (2.11) tipinde smir kosullarma ve sonlu
aralikta bir noktada siireksizlige sahip Sturm-Liouville operatorii icin diiz ve ters
problemler aragtirilmigtir.

A. S. Ozkan (2015) calismasinda siir kosullarinda Herglotz-Nevanlinna tipinde
fonksiyonlar iceren Sturm Lioville problemi ele alinmigtir.

Y. Giildii, A. S. Ozkan (2017) cahsmasinda smir kosulu Herglotz-Nevanlinna

tipinde fonksiyon igceren Dirac operatorii i¢in ters problem incelenmistir.

20



3. PROBLEMIN KONUMU VE SPEKTRAL OZELLIKLERI

Asagida verilen Sturm-Liouville diferansiyel denklemi ile sinir ve siireksizlik kogullar:

tarafindan iiretilen L sinir deger problemi ele alinsin:

"

Cly()] = =y () + q(x)y(z) = Ay(2), © € [a, 0] (3.1)
Ul(y) =y (a) + i(A)y(a) =0 (3.2)
V(y) =y (b) + fo(Ny(b) =0 (3-3)

y(&; +0) = ay(§ —0)
y/(fi +0) = O‘z‘_ly/(& —0) +hi (A y(§ = 0)

Burada ¢(z) reel degerli Ls(a,b) simifina ait fonksiyon, A spektral parametre,

(=Tw) G4

a:£0<51<§2<"'<§n<§n+1:b7

fi(\) _az)\+b—z>\f”“g (i=1,2) (3.5)

hi (A) = m\+1; — Z

k=1

. d (i =1,n) (3.6)

olup a;, b, firy Gix, Mi, Ny, i Ve dyy, reel sayilar, a; > 0, fi > 0, as < 0, for < 0,

a; >0,m; <0,cp <0ve g < gio < ... <gini @=12dy <dpp<..<d
=1, n dir.

Burada f;(\) = oo olursa, (3.2) ve (3.3) kogullar1 y(a) = y(b) = 0 bi¢iminde Dirichlet

kosullarina doniigtir. Bunun disinda, (3.4) kogulunda, h; (A\) = oo olursa,

(3.4) stireksizlik kosullar1 (i = 1, n sirasina gore) y ( ) Y ( ) (z = I,_n) ve

1# 1,4 %# 2, ..., 1 # n sirasina gore,

y(& +0) = aiy(& —0) , ¥ (& +0) = a7 'y (& — 0) + hs () y(&; — 0)

kosullarina doniisiir.

H = Ly(a,b) ® CMtl g CNoHl ¢ Clitlg Cl2tl @ .. @ CLo L uzayim ele alalim

ve bu uzaya ait Y elemani

Y = (y(x), u1, ug, wy, ws, ..., w,) bigiminde olup
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v = (yf“,}g(i), . ,Y]@,YJ(J}H> =12

= <R§Z)a Rg)a s >R%37 R%Z)+l> ,Z. — 1,_7’& dir.

Burada H uzayy; Y =

(y(x), u1, ug, wy, wa, ..., wy) ve Z = (z(x),u), uh, wy, wh, ...

bu uzayin elemanlar1 olmak iizere,

tlizerinde

b

< Y, Z >:= /y?da:

+

a

1 1 ' 2 '
YZ\(71)+1 (YJSH)—H) YJ\(I?H (YJ\(’;H) = o

p =S R (REL) 6

a1 az - i

N1
+ZY,§1

)(Yu))'iJr Y(2><Y<2>) 43
k lk; Z k k ( f2k;)

(BT L)

bigiminde tanimli bir Hilbert uzayidir.

Bu H Hilbert uzay tizerinde tanim kiimesi

D(T)={Y € H :y(z) ve y/(z) € AC (a,b),
ly € Ly (a,b), y(§) = ciy(§;)

1 2
Y, = —ay(a), Y2, = —asy(b),

3
R

= —miy(&; ), i =

I,n}

olan T operatorii tanimlansin 6yle ki

TY =

dir. Burada, Tu; = TYi(l) =

Tuy =TY? =
y(

(ly, Tuy, Tug, Twy, Twa, ..., Tw,)
g Y; _flzy( ), i=1,M
y' (a) + byy(a) +ZY(1) i=Np+1
k=1
92:Y; szy( )s i=1,N,

b) + byy(b +ZY ,i=Ny+1
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diRY — ciy(€7), j=T,n,i=1,L;
Tw; = TRY = L
—y' (&) +aily (&) +ny (&) + ZRk i=L;+1
k=1

seklindedir. Buna gore TY = \Y esitligi D(T') C H tamm kiimesi altinda (3.1)-(3.4)

problemine karsilik gelmektedir.

Teorem 3.2: T operatoriiniin dzdegerleri ile (3.1)-(3.4) probleminin 6zdegerleri
cakigir.
Ispat: A#£ g (i=1,2vek={1,2,... N;})ve A #dy (i =Lnve k={1,2,... L;}),

T operatoriiniin 6zdegeri olsun ve
Y = (y(x)7u17u27 W1, W, . .. ;wn) € H

A ya karsilik gelen 6zvektor olsun. Y € D(T') oldugundan
y(&+0) — ay(&§ —0) =0 (i = 1, n) saglamr. Ayrica TY = \Y esitligi kullamlarak
ilk olarak fy(x) = A\y(z) saglanir.

Diger taraftan,

Tuy = TY,Y = g, v,V = fuy(a ) AWV i =1, N,
TYZS,?H =y'(a) + biy(a +ZY = —a1y(a) A
Tuy = TY,? = g5, V® — faiy(b ) = AYi ,i=1,Ny
N-
TYE,, = () + bay(b) + in’ — () A
k=1

Tw; = TREj) = djiRz(j) — Cji?J(gj‘_); J=1n1=1, Lj

TRy =—y () + o'y (&) +ny (&) + ZR = —myy (&) A
olup, boylece L probleminin (3.2)-(3.3) sinir kosullar1 ve (3 4) siireksizlik kogulla-
rinin saglandigr goriiliir.

Diger taraftan, eger A = gi (i = 1,2 ve k = {1,2,... N;}) T operatériiniin bir
ozdegeri ise, bu durumda, yukaridaki egitlikler ve T tanim kiimesinden,

(3.1) denklemi, y(a, g1x) = 0, y(b, gor.) = 0 esitlikleri ve (3.4) siireksizlik kogullar
saglanir.

Ayrica, A = d (z =1,nvek={12,... Ll}) T operatoriiniin bir 6zdegeri olursa,

bu durumda, yukaridaki egitlikler ve 7" tanim kiimesinden,
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(3.1) denklemi, (3.2) , (3.3) kosullar1 ve i = 1, n sirasina gore

y (&) =y(&)=0(i=1n)vei#1,i#2,...,i%#nsrasma gore
y(& +0) = aiy(§, —0), y/ (& +0)= Oéi_ly/ (& —0)+h; (M) y(& —0)
saglanir.
O halde, A\, L probleminin de bir 6zdegeri olur.
Tersine A, L probleminin bir 6zdegeri ve y(z), A'ya kargihk gelen 6zfonksiyon

olsun.

Eger A # g (i =1,2ve k= {1,2,...N;}) ve A £ dy (i = T,n ve k = {1,2,... L;})

ise, Ly = Ay olacagindan, A\, T" operatoriiniin bir tzdegeri ve

;
Y = (y(2), giw(a), s225u(a), - 5isw(e), —awy (o)
J
92f12i>\y(b)7 QQJ;QE)\y(b)7 T 9213;\’3)\?4(())7 —a2y (b) )

25y(60), 722506 - (€ ), —may (),

d;fi)\y(g;)v d;;—i)\y(fg)? ¥ ° 9 %y(£5>7 _m2y<€;)7

(D), 225y, s gy (€7), ~may(€)

A’ ya kargilik gelen 6zvektor olur.
Eger A = g1, (k ={1,2,... N;}) olursa, bu durumda y(a) = 0 olup

Y = <y(:1:),Y1(1),Y2(1), e ,Yjs,ll),(),u%wl,wg, Ce W)

(1) 0, 1#k
Y = / ,0=1,2, ... Ny vektorii, 15 ya kargilik gelen 6zvektordiir.
-y (a), i=k
Eger A = go (k = {1,2,... Na}) olursa, bu durumda

Y = <y(x)7ulv }/1(2)7 }/'2(2)’ s 7Y]Efz)> Oawla wa, . .. 7wn)
0, i #k

—y (), i=k
Eger A = dy, (k ={1,2,... L1}) olursa, bu durumda

Y(Z) _

7

1=1,2,..., Ny vektorii, go1’'ya karsilik gelen 6zvektordiir.

Y = <y($),u1,u2, Rgl)aRgl)a s 7R211)707w17w27 s 7wn> )
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0, i#k
v (&) oty (&) i=k
ozvektordiir.

Eger A = do, (k= {1,2,... Lo}) olursa, bu durumda

RW —

7

1=1,2,..., Ly vektorii, dy;’ya karsilik gelen

Y = <y($),U17U2,UJ1,R§2), RgQ)a ceey R(LQ2)7077~U3a s 7wn> )

0,i %k
v (&) —az'y (&), i=Fk

ozvektordiir.

R —

7

1=1,2,..., Ly vektorii, dy;’ya karsilik gelen

Eger A = d,.(k ={1,2,...L,}) olursa, bu durumda
Y = (y(x), u, ug, wy, wa, w3, ..., Wy_1, R§”), Rén), y ,R(Li), 0)
0,i £k ‘
Rf”) = ) / i=1,2,..., L, vektorii d,, ya karsihik
y (&) —anly (&).i=k
gelen 6zvektordiir.ll

Simdi (3.1) denkleminin belirli ¢6ziimleri arastirilsin. Oncelikle homojen sistemin

genel ¢oziimii bulunsun. ¢(x) = 0 durumunda

y' 4+ Ay =0 olup
yn () = ¢ cos VA + ¢y sin vz bigiminde elde edilir.

Buna gore sabitlerin degisimi yonteminden,

y1(x) = c1(2) cos VAz + ¢o(z) sin v Az seklindedir.
Dolayisiyla

¢ () cos VAz + cy(x) sin vV Az = 0 (3.8)

—Vé, () sin VAz + VAcy(z) cos VAz = q(z)y (3.9)

sistemi elde edilir.

(3.8) denklemi sin v/ Az ile (3.9) denklemi cosv/Az ile carpilirsa asagidaki

denklemler elde edilir.

Ve () cos VAz sin vz 4 vV ey () sin vV Az sin vV Az = 0
—V & () sin vV Az cos V Az + VAcy(x) cos vV Az cos vV Az = q(z)y cos vz
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() = q(z)y cos VA
’ VA

1 x
co(x) = ﬁa/y(t)q(t) cos vV Atdt

(3.8) denklemi cos v/ Az ,(3.9) denklemi — sin v/ Az ile carpilirsa asagidaki
denklemler elde edilir.
V() cos VAT cos VAT + Vey(x) sin vV Az cos vV Az = 0
Ve () sin vV Az sin VAz — vV Acy(x) cos vV Az sin vV Az = —g(z)y sin vV Az
) —q(z)ysin vz
() =
VA

o (z) = —% y(£)g(t) sin v/3tdt

bulunur. Bunlar y;(z) ¢tziimiinde yerine yazilirsa

y1(x, ) = ¢1 cos VAz + ¢y sin v Az + %/ sin(v Az — t))q(t)y(t, \)dt

xT

Y (2, ) = =V ey sin vVAz + vV eg cos VAT + /cos(\/X(x —1))q(t)y(t, \)dt

integral denklemleri bulunur. ’

fi(\) = Zléi)), 1 = 1, 2 biciminde yazilir 6yleki; ,

Ni Ny N;
ai(A\) = (@A +0) [T A—=gi) = > II  fie (A —gij)
k=1 k=1j=1(jk)
Ni
bi(A) = J[ (A — gix) dir. Burada ag(\) ile by(\) ortak sifirlara sahip degildir.
k=1
Buna gore,

©1(z, \) ve ¥, 4 (x, X) fonksiyonlar:
901(0’7 )\> = _bl()‘) ve ()0/1<a7 )‘) = al()\)
Una (0,2) = =ba () ve 1,44 (b,A) = a2 (V)

baglangi¢ kogullarini ve (3.4) siireksizlik kogullarini saglayan ¢oziimleri olsun.

Teorem 3.3: (3.1) denkleminin ¢(x, \) ¢oziimii i¢in agagidaki integral denklem-

leri gecerlidir:
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a <z < igin

a1<)\)
VA

/sm Ma — 1)q(t)e(t, \)dt

o1z, 0) = —bi(N) cos(VA(z — a)) + sin(VA(z — a))

oz, N) = bi(MNVAsin(VA(z — a)) + ay(N) cos(VA(z — a))

T

+ / cos(VA(x — t))q(t)e(t, N)dt

a

& <x <&, igin

+af?%@@hmgm¢ﬂx—ﬁﬂ

161, 0) sin(\/—(a: - &)

oz, A) = 041005(\/}(33_51))901(51»‘)

+hl()\)

/sm Mo — 1)q(t)p(t, \)dt

&y <x < &yigin

s, ) =<M%@%»am¢ﬂx—@»+a;5%@@%nam¢ﬂx—@»

5%%QQM$M¢Mx—@»

/sm (x —t))q(t)p(t, N)dt

+ha(A)

bi¢iminde olup, buradan

i ﬁ%

80i+1($= A) = (&, N) cos(\/X(x — &)+ a;! ! I‘(fia A) sin(\/X(x — &)
- &)

h() L (6, ) sin(vVA(x
/sm Mz —1))q(t)p(t, N)dt (i =1,n)
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seklinde yazilir.
ispat:

a <z < & icin yukarida elde edilen integral denklemleri ve

pila,A) = =bi(A)

/ baglangic kosullar dikkate alinirsa
p1(a; A) = a1(})

oz, )) = —bi(\) cos(VA(z — a)) + ai;;) sin(vVA(z — a))
1
+ﬁ/sm(\/x(x —t)q(t)p(t, N)dt

denklemi elde edilir.
& <z <é,icin
@y (1, \) = ¢1 cos VAT + cpsin vz + %j sin(vV\(z — t))q(t)dt
1
seklinde integral denklemi aranir. Daha sonra
pa(1,0) = arpy (61, 0)
Pa(€1,A) = a1l @i (€0, A) + (N (€1, N)

stireksizlik kogullar1 dikkate alinirsa,

Pz, A) = O‘ICOS(\/X(iv_gl))‘Pl(gla)\) (€1, A) Sin<\/x<$_£1))

hi())
VA

1 i .
+ ! sin(VA (@ — £))g(t)o(t )t

SRy
+al \/X(Pl
©1(&1, ) Sin(\/x(w - &)

+

integral denklemi elde edilir.
& <x < &yigin
@3 (2, \) = ¢ cos V Az + ¢y sin vz + %f sin(vA(x — t))q(t)dt

&2
seklinde integral denklemi aranir. Daha sonra

‘103(6;7 )‘) = &2@2(55, /\)
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3(62,A) = 03 9a(&5 5 A) + ha(N) s (&35 N)

siireksizlik kogullar1 dikkate alinirsa,

P3(T,A) = @apy(§as N) COS<\/X<$ - &) (§2, A )sm(\/X(x —&y))

+ oy \/—902

Fha(N) = (€2, ) sin(VA(z — £,))

\/XS%
/sm (x —t))q(t)p(t, N)dt

integral denklemi elde edilir.

Bu sekilde devam edilirse,

pia(1,) = amsi,»cos(ﬁ(a:—fi))+az-%w;(m)sm(ﬁ(a:—m)
}%@Z,A)an(mx—si))

/Sm Mz —1)q(t)p(t, Ndt (i=1,n)

+hi(N)

genel integral denklemi elde edilir.
Teorem 3.4: (3.1) denkleminin ¢(x, \) ¢6ziimii i¢in agagidaki integral denklem-
leri gecerlidir:

¢, < x < bigin,

Yot (X, A) = —ba(N) cos(\/X(a: — b)) + ai/%) sin(\/X(:c —b))

/by )sin(VA(z — t))dt)

E\H

P (2, 0) = by(MVAsIn(VA(z — b)) + aa(N) cos(VA(z — b))
/y ) cos(VA(z —t))dt
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fn72 <z < gnfl i(;i]fl,

¢n71 (.Z', )‘)

bi¢iminde olup,buradan

hi())
VA

yazilir.

a; tcos(VA(z —

sin(VA(z —

Sin(VA@ = £,))¥11(6ns N)

— &)W (Enrs V)
- gn—l))wn(gn—lv )‘)

ay b cos(VA@ — €))%, 11(Ens A)
+% Sin (VA = £,)) 11 (6 N)
—hnm%
&n

- / y(t)g(t) sin(VA(z — £))dt)
anil COS(\/X(I’ = gnfl))wn(gnfb >\)
—I—nT:\l sin(VA(z
—hn_l)(\)\) sin(\/X(a:

) il
- [ vt sin(VA(s )

xT

a;
+_

Cz))d}z-i—l (517 )\)

sin

1

VA

(\/X(x - gi))w;+1(§i7 A)
&

/ B(Hq() sin(VA@ — D)t (i = ;1)

T

Ispat: Bir 6nceki teoremde ¢ (, \) igin alinan integral denklemleri 1 (z, \) icin

Uit (2,0) = 1 cos vV Az

olup
¢, <z <bign
Unpa(b; A) = =by(A)
Va0, ) = as(N)

b

1
+ epsin VA — —
2 o

T

oldugu dikkate alinirsa,
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bt (8.0) = —baN) eos(VAlz — ) + 2 sin(VA(z )

/by )sin(VA(z — t))dt)

E\H

Vi1 (1,0) = bWV Asin(VA( = b)) + az(A) cos(VA(z — b))

b

—/y(t)q(t) COS(\/X(x —t))dt

xT

integral denklemleri elde edilir.
gn—l <r< gn i(;in,

€n
Y, (2, ) = 1 cos VAT + ¢y sin v Az — % /y )sin(vV(z — t))dt)

w;(x, \) = —¢y sin vV Az + ¢g cos VAz — ﬁ(/y(t)q(t) cos(V\(z — t))dt)

seklinde integral denklemleri aranir.Daha sonra

¢n+1 ( ) anw (gn ) )‘)
Uiy (65,0) = a;lwn@n )+ BN, (€, N)

siireksizlik kogsullar1 dikkate alinirsa,

|
—~
<
—~
~
S—
L)
—~
~
S—
wn
—-
=
—~
él
—
&
|
~+~
S—
S—
QU
~
SN—

integral denklemi elde edilir.

§po < <&,y icin
g'nfl
1

Y, 1(x, ) = ¢y cos vV Az + ey sin vz — ﬁ( / y(t)q(t) sin(v Az — t))dt)

T
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En—1
W (2, X)) = —erVAsin vVAz + eV cos Vx — / y(t)q(t) cos(vV Az — t))dt

seklinde integral denklemleri aranir.Daha sonra

¥y, ( Z—l? )‘) = 1P, 1(§-1, )
wln( :flﬂ)‘) = O‘ril Infl( me 1 A) 1 (M), 1 (6,15 A)

siireksizlik kosullar1 dikkate alinirsa,

(I (5’77 )\) = 047?1 COS(\/X(QJ - fn—l))wn<€n—17 )‘)
+ 2L sin(VA(@ = €, 1) €ty )

" sin(VA(2 = &, 1)) (€01, )
€1

_ s / y(1)g(t) sn(VN(z — £))dt

T

integral denklemi elde edilir.

Benzer sekilde devam edilirse,

Ui (2, N) = a;teos(VA(@ — &) (€, N) + j%sin(ﬂ@s — &NV (€ M)

&
hi(A) . 1 ) )
A sm(@x—@)wiH(@,A)—ﬁ / Y (t)q(t) sin(V\(x — t))dt (i

genellemesi elde edilir.

Teorem 3.5: |\ — oo iken @(z,\) fonksiyonu i¢in agagidaki asimptotik

ifadeler gecerlidir:

©1 (ZL', )\) = al)\Nﬁ% sin \/X(l‘ _ CL) + 0(')\|N1+% e’lmﬁ(m—a)’)
@y (2, A) = aymy AN T gin \/X(gl_a) sin ﬁ(x_fl)_i_o(‘)\'NﬁLlH €|Im\/X(ac—a)|)

aymamp ANV S i VAE — a)sin VA€, — &) sin VA (z — &)

¥3 (SL‘, )‘) =
rof PNt glm e

32



ay (H mk) AR i VA& = a)sin VA(E, — &)

Py (T, A) = k=1
n+1
i VA(; — &) sin VA(z — ) + o |\ i ALl
bi¢imindedir.
Teorem 3.6: |\ — oo iken ®(x,\) fonksiyonu i¢in agagidaki asimptotik

ifadeler gecerlidir:

wl(l’, )\) = a2)\N2+% sin \/X(;U — b) + 0(|)\‘N2+% e|Im \/X(g;_b)’)

Uo7, A) = —mpap A2 sin VX(E,—b) sin VA(z—,,)+o(|A| N e[ VAGE-D])
MMy 1@ AE T En =1+ V245 iy VAE, = b)sinVA(E, | —&,)sinVA(z —¢&, )

T, A) =
77ZJ3( ) +0(|)\|Ln+Lnfl+N2+% 6|1m\5(gc—b)|)
D (2, ) O Y e B RV V()
n+1\L) = -
sinvVA(E, | —&,)...sin vV — &)+ 0(|>\|N2+Ln+L"71+""+L1+# eltm VA=)
bi¢gimindedir.

Teorem 3.7: L probleminin {\,}, -, dzdegerleri reeldir.

ispat:

o (v Y @) -
+YN1+1<YN1+1> Y1\$§11<YN2+1> Qi (3) ( (1) >’

a s —~m; Liy1 Lit1
= () (DY SEYaTR
+Y(Y>—+ Y(Y)--
DY) g () )
n Li . 7]
> (S me () o)
=1 k=1 Cik

i¢ carpim kullanilarak,
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b 1 1 2
Tyl (Vi) v, (v

. _ ) Qi (@) (@)
<TY7 Y> = / (ly) ydr+ iy - as _Z ETRLi-H (RLi+1>

a

+ZTY( ) +ZTY< ) f;)—’ TR,E?(R,@)u—kai

yazilir. Buradan gerekli duzenlemeler yapilirsa,

(TY,Y) = / ly ()" +q (@) |y () do + Z i [y(¢)]7 = br [y(a)[* + bs |y(B)]

+22Re i y Z2Re
N1

303" a2 Re(RPFIG) + ffz \Y
i= 1 k=1 y
R AR

elde edilir. Buna gore, (T, Y> 6 R olup buradan A € R oldugu elde edilir.

y®|

Lemma 3.8 : (3.1)-(3.4) problemine ait normallestirici sayilar agagidaki gibidir;

0 (a, M) f1 (An) = €% (0, M) f5 (M)
—~ Z ai0® (&7, 2n) By (An) -

Diger taraftan,

W (907 w) = Sp(x> )\W/(UC, )‘) - 90,(‘%'7 A)¢(x> )‘)
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fonksiyonuna (3.1)-(3.4) probleminin karakteristik fonksiyonu denir. Ayrica ¢ (z, \)
ve ¢ (z, \) ¢oziimleri L problemini sagladigindan,

Vz € [a,b] i¢in,

"

= ¢ (@ NP (@A) + o (2N Y (2,0) = " (@A) ¢ (2,0) = ¢ (1,09 (@,))

= (@A) (@A) =" (1,09 (x,))

=@ (2, A) (q(@)¢ (2, A) = M (2, ) = (q(2) (2, A) = Ap (2, M) ¢ (2, A)

= () (2, \) ¢ (2, A) =A@ (2, A) ¢ (2, \) = q()p (2, A) ¢ (2, )+ A (2, A) ¢ (2, A)

=0

oldugu elde edilir. (z, ) ve ¥(z, \) coziimleri (3.4) siireksizlik kogullarim sagladigin-

dan,

W(E+0) = @&+ 0, )% (£ +0,0) — @ (& +0,3) 1 (& +0,))
= 0 (6= 0,A) [0 9" (& = 0,0) + ha(\e (& — 0,)
— [ (& = 0,0) + hi(N)@ (& = 0, )] aagp (& = 0, ))
= (&= 0,08 (& —=0,A) + aip (& — 0, \) hi(\)¢ (& — 0, )
— (& = 0,0 ¢ (& = 0,0) — o (& — 0,\) hs(\)# (€, — 0, A)
=06 =0, )P (6 =00 =¥ (§-0,M)¢ (§-0,))
= W (&, — 0) yazlr.

Dolayisiyla, W (i, 1) karakteristik fonksiyonu z’den bagimsiz oldugundan,

WH{p, v} = A(N)
=@z, )Y (2, 3) = ¢ (2, M9 (x, )
= az (N) (b, A) + b2 (N) ¢'(b, )
= —b (NP (a,A) — a1 (V) ¢(a, N)
bi¢iminde yazlabilir.
Ayrica, A(M), X’ min tam fonksiyonudur ve bu fonksiyonun sifirlar ile
L probleminin 6zdegerleri cakisir.

Buna gore, her bir A, 6zdegeri icin ¢ (z, A,) = sp (z, A\,) gegerlidir. Burada
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¥ (a, Aa) P (a, \n)
Sy = = dir.
. —bl ()\n) aq ()\n)
Ote yandan, Vi € {1,2} ve k = {1,2,..., N;} i¢in a; (g;) # 0 ve

b; (gir) = 0 oldugundan,g;;’larin bir 6zdeger olmasi igin gerek ve yeter kosul

© (b, gax) = 0,0 (a, g11) = 0 yani; A(gs) = 0 olmasidir.

Diger taraftan, i = 1,n ve k = {1,2,... L;} olmak iizere, d;; larin 6zdeger olmasi

igin gerek ve yeter kosul (&, dip) = 0 = p(&, dy) yani; A(dy) = 0 olmasidar.

Teorem 3.9: (3.1)-(3.4) L probleminin 6zdegerleri basittir.
Ispat: ¢ ve 1) fonksiyonlar belli baglangic kosullar altinda (3.1)-(3.4)

probleminin ¢6ziimleri olup
—¥ (z,A) + q(@)¢ (2, A) = M (2, )

—p (2, M) + a(2) (T, An) = Ao (T, An)
gegerlidir. Buna gore, ilk denklem ¢ (x, \,,) ile ikinci denklem v (z, A) ile ¢arpilip

taraf tarafa gikarilirsa,
o (@ M)t (@, 0) =8 (2, M) (2, M) = (A =AY () ¢ (3, A,) - elde edilir. Bu

esitligin her iki tarafinin (a, b) arahginda integrali alimp gerekli diizenlemeler yapilirsa;

b

=) [0 @ N p e do = 2000 (@A) =¥ @0 ¢ ()]
yazilir ve bur(;dan da

(/\ - )‘n)/¢ (:E, )‘) ¥ (I, /\n) dr = @l(b’ )‘n)d) (b7 /\) - w, (b7 /\) ¥ (bv )‘N)

_Qpl(aa )‘n)w (a’ )‘)+¢l (a )‘) (CL A )
+Z¢’<£;,An> (&, Zw &N ¢ (&)

—Zw +Zw )

elde edlhr Daha sonra,
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b

/z/; (x,\) p(x,\,) dx — Z ;P (51_7 /\n) (G (fi_’ )‘) hi(A))\ : i;;()‘n)
SICREIWEEL S
Ji(A) = fi(h)

90 (CL, An) ¢ (a7 )\) )\ )\
AN =AW
o A— A,

oldugu sonucuna varilir. Boylece,
U (z, ) = sne (x, \,;) oldugu dikkate alimip, A — \,, iken limite gegilirse,
A(\,) = snp, olur.
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4. TERS PROBLEMLER

Bu boliimde Weyl fonksiyonuna ve gesitli spektral verilere gore ters problemin
coziimii icin teklik teoremleri verilecektir. Oncelikle, ele alinan problemin karak-
teristik fonksiyonu olugturulup, bu fonksiyonun asimptotik ifadesi elde edilecek ve
ardindan, Weyl fonksiyonu kullanilarak ters problemin ¢oziimii i¢in teklik teoremleri
ispatlanacaktir. Bunun icin, L ile birlikte aym formda fakat katsayilar: farkli olan
L smir deger problemi ele alinsin. Burada L problemi ile ilgili ifadeler s ve bunlarm

L ile ilgili olanlar 5 ile gosterilsin.
¢ (z,A) ve ¢ (z, \) fonksiyonlarinin asimptotik ifadesi kullanilarak,

AN =[m ﬁ mp X5 gy VA(C — a)sin VA(G, — ¢,) sin VA(Gy — C)
k=1

sin V(D — () + oAV R 5 fimVAG-a) )

FAN [y [ A b5 sin VA(G — a) sin VA(G - (1)

k=1

X sin V(G = Co)-ocos VA(D = () oAV fim G-l

n

= ayay H mk)\N1+N2+L1+L2+...+"T+3 sin \/X(C} — a)sin \/X(Cz _ C1)

k=1
51 V(G = Ga)-ecos VA(D — () oAV im0l
oldugu elde edilir.
® (z,) , (3.1) denkleminin U (®) = 1, V() = 0 siur kosullar ile (3.4) siirek-
sizlik kosullarini saglayan ¢oziimii olsun.
V(®) = 0 oldugundan V(1)) = 0 olmasi geregince v ile ® lineer bagimlh yani
O (z,\) = ki (z,\) (k # 0) gegerlidir.

W @) = @ (@) -¢ @)@ N)|

= ¢(a,\)? (a,\) — ¢ (a,\) D (a,\)
= (NP (a,\) —a (NP (a, )

U (®) =1 oldugundan W (p, &) = —1 # 0 olur.
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® (z,\) = kv (z, \) oldugundan,

—by (M) k' (a, ) — ar (V) k) (a, \) = —1
k(= (A ¥ (a,A) — ar (M) (a, N)) = —1

EA(N) =—1
1
k= N o) olup X
B (2, )) = ki (2, ) = —‘Z’A(QE’A))
olur.

Simdi C (z, A) ve S (z,A), (3.1) denkleminin
C(a,\) =1,C'(a,\) =
S(a,\)=0,5 (a,\) =1
kosullarini ve siireksizlik kogullarini saglayan ¢oziimleri olsun.
S (x,\) ve C (z, A) fonksiyonlari, W (S, C') = 1 # 0 yani lineer bagimsiz oldugun-
dan

QO(I7 /\) = (/\) ¢ (‘/E7 /\) + ¢ ()‘) S (l’, /\)
yazilabilir. Buna gore
¥ (G, )‘> = —b ()‘) 730/ (G, )‘> = ()‘)

baglangic kosullar1 kullanilarak,

o(x,\) = —=by (\) C(x,\) +a; (A) S (z,A)

yazilir. S (z, A) ile ¢ (x, A) lineer bagimsiz olup yani

wise =" M oh 40
1 a1 ()
olup
O (z,\)=AN)S(z,\)+ B\ p(z,N)
yazilabilir.
_ __®(a,N)
¢®M%=h();)A(M——hQ)
¥ (03) = A0 - a0
NP (0, ) +a (N (e, N) 1
AN = ey ey



olur. O halde,

D (z,\) =

b Y (S (z,A) — P (a,\) ¢ (x,N)) (4.1)

elde edilir. Bu @ (x, A) fonksiyonuna Weyl ¢oziimii, M (A\) = —® (a, ) fonksiyonuna

ise Weyl fonksiyonu adi verilir.Buna gore,

O (z,\) = wA(l'( ))\) oldugundan
P (a,\) = ¢A(Cz7/\/)\) olup
M) = wA(‘x)
yazilir.
Simdi,
[G(x)] =~y (2) + d(x)y(z) = Ay ()

denklemi ve

) o =y(a)+ i(Nyla) =0
Vi) = =y )+ fLNy®) =0
y(& +0) = ay(& —0)
y(&+0) = a7y (& —0)+hi(N)y(& —0)

Uy

sinir ve siireksizlik kogullar ile iiretilen L problemi goz oniine almsim.

Teorem 4.1:.L sinir deger problemi, Weyl fonksiyonu ile tek olarak belirlenir
yani eger M (\) = M (\), fi(\) = f1 () ise, ¢ (z) = § () (a,b) de hemen hemen
her yerde, fo (\) = fo (A), hi (\) = i (\) ,ve o (\) = & (N) (i = T,n) dur.

ispat:
Py P © o . p @
P21 P22 QO &)l (,D/ ‘I)/

olacak sekilde P(x, A) matrisini olugturahm. Buna gore,
p(z,A) = Pug+ Pp,  ®(x,)) = Pnd+ Pid,

olur.

ve (p, ®) = —1 oldugu dikkate alinirsa,
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Pi(z,\) = —p@N)® (2, )+ (2,\) @ (2,))
P, )) = —p(z,\)®(z,)\) + ¢ (z,\) ®(z,\) (4.2)

elde edilir. §imdi P;;(z, \) fonksiyonlarinin tam ve sinirhiligini inceleyelim.

B(r.3) = 7 (5 @) + M () ¢ ()
o(x, ) = —=by (A\) C (z,\) + a1 (A) S (z,N)
@ (2, A) = =bi (\)C" (z,A) + a1 (N) S (z,\)

ve M (X\) = M (\) oldugu dikkate almip
Pi(z,N) = —p (z,\) .9 (z,\) + ® (x,\).¢ (z,)) ifadesinde yerine yazilirsa

Pii(z, \) = (=bi(\). ”(x, A) +ay(N).S (z, A)(ble)
X (—=by(AN)C(z,\) + ar1(N)S(z, \))

)(S (z, A) + M (N)

(S (x,\) + M (N

—(=b1(N)C(, ) + a1 (N)S(x, A)) b1(N)

X (=b1(NC' (2, A) + a1 (N)S (2, N))
= C(2, )8 (x,\) — C'(z,\)S(z, \) olur.

Pio(z,N) = o (2, \) @ (2, \) — @ (2, \) ¢ (z,\) ifadesinde yerine yazilirsa
1 . .
(S(x, A) + M (A)

1
(S ) + M () (S (O ) + a1 (NS )

X (=by(N)C (z,X) + a1 (M) S (z,\))

=C(x,\) S (x,\) —C (x,\) S (z,\) olur.

Yani,

Pi(z,)) =C(z,\)S (z,\) = C'(x,\)S(x, \)
Piy(x,\) = C(x,)) S (z,\) — C(z,\) S (z,))

elde edilmis olur. S (z,A) ve C (z, ), fonksiyonlar: herbir sabit z i¢gin A’ nin tam
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fonksiyonlar1 oldugundan, Pji(z, ) ve Pja(z, A) fonksiyonlar: herbir sabit x igin A’

nin tam fonksiyonlaridir.

G(;:{)\:/\—

An| >0,n=0,1,2....},6 >0

05:{)\:)\:%2, X,

pozitif sayidir.
\e GsNGs icin [sin Az| > Csel™Negecerlidir.

Buradan,

A(N) = a1a2(ﬁ mk))\N1+N2+L1+"'+L"+nT+3 sin \/X(Cl —a)
k=1
x sin vVA(Cy — ¢;) . ..sinvVA(b = C,,)

+O(|)\‘N1+N2+L1+...+Ln+n7+3 €|Im \/X‘ (b—a)

oldugundan,

sin \/X(Cl —a)| > Céellmﬁ“g_a)’ sin \/X<C2 - ()| > C5e|lmﬁ|(cz_<1)

> C’gellm VA=¢) olup

sin VA(b —C,)

INS e |)\|1\11+N2+L1+...+Ln+"T+3 ol Im V[ (b-a) AeGsnGs A >N
A* = A" (§)olur.

Buradan,

12(%,)\) ~!
Py .l’, A(}\) —@(ﬁ,/\) A()\)

(
{ Hm Yag At Ln Nt sin V(¢ — a)sin VA(C, — ¢)... sin VA (& —

+o <‘)\‘L1+L2+A,,LH+N1+"TH e‘Im\/X|(x—a)>

x |4\ cos V(@ — b) + o (|A]" el A0 ) |

» [Ca |>\|—N1—N2—L1—....—Ln—”7+3 €|Imﬁ|(xfb)]
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(ﬁ mk) al)\Nl+L1+"'+L"+L;2 sin \/X(Cl — a)sin \/X(CQ —(y)...sin VA (Cn — Cn_l)
- k=1

cos VA z —C,) + o <|)\|L1+L2+...+Ln+”7+2 ‘e|1mﬁ|(x—a)>

X _a2)\N2+% sin \/X(gj — b) +o (’)\|N1+% €|Im\f>\’(x_b)>:|

i —N1— —Ly—....— n7n+3
x| Cs I\ Ni—Na—L; L Teylmﬁ|(ab):| <M

ntl  |ImvA|(z—a) _
< CyALtlat o Lnt N+ ¢ | <061AN2+16|Imﬁ|(b az))

% (052 |)\|—N1—N2—L1—....—L,L—"T+3 e|Imﬁ|(afb)) <M

olup

|Pi1(z,\)| < M yazilr.

Y (x, ) P (2, 0)
INC R A (z, )

(ﬁ m’“) AN G R - ) sinVA(G — ) sin VA - )
k=1

Yo (|/\|L1+L2+...Ln+Nl+”31 6IImﬁI(ac—a))

P12:(p(x,)\)‘i)(li,)\)—@(I‘?)\)CD(Z‘,)\)ZQND(JI,)\)

[ 1 Ny —No—ILq—..—Lp—"%3
% Clg)\N2+% Sin\/X(l’—b)+0(’)\|N2+2 e|Imﬁ|(Z—b)):| |:06’)\| N1=Ng—Li—....—Ln—"5 eylm\/xl(a—b)

n nt1
(H mk) D S V¢ = a)...sinvVA(z = C,)

k=1
+o <|)\|L1+L2+---Ln+N1+nT+l €|Im\f>\|(:c—a)>

X |:(~12>\N2+§ sin \/X(.I' _ b) +o (|)\|N2+2 e|1mﬁ|(z_b)):|

X |:éé |)\‘—N1—N2—L1—...— n_nT-HS e|Im\/X|(a7b)j|

Li+Lo+...Lo+Ny+ 241 _ No+3 -
< [Cal)\ e|1mﬁ|(x a)a2)\ eylmﬁkb )

X [C’(gz Al oldugu elde edilir.

3
~Ny—Ng—Li—..—Lp— "33 - ﬁ|(ab):|
e

M
VA
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O halde Pyq(z, A) ve Pia(x, A) fonksiyonlar: tam ve smirh olup Liouville teoreminden

sabittirler. Yani, A dan bagimsizdirlar. Diger taraftan,

!

Pute ) = ole I g0y LES %—s& =N
N e EE g e SN LN
e o (B HER) 368
Pis(a, ) = —p (2, ) ZZX + 3 (2, )) X(éi))
=) (K(@i)) p Ki“””ii) - -

Simdi Pji(z, A) ve Pia(x,\) fonksiyonu A dan bagimsiz oldugundan , A € R

olarak limit alabiliriz.

Pll(l', )\) igin,

/\lim o (x,\)

Jlim L (7 @)~ ¢ (2.) =0 olup,

/\lim [P1(z,\) — 1] = 0 elde edilir.

Pis (z, \) igin

. Yz, (z,N)
im o (@, A) (A(m) B A(m)) =0

—~

A——00

d (@) :
Jim 2y PN — P ) =0 olup

/\lim Py (xz,A) = 0 elde edilir.

Boylece, Pi1(x, A) ve Pia(x, \) fonksiyonlarimin A dan bagimsiz oldugu gézoniinde

bulundurulursa,
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Pii(z,\) = 1, Pia(z,\) = 0 elde edilir. Bu sonug (4.2) denkleminde dikkate

aliirsa, /
_ ~/ ¢($,)\) QZ} (ZE,)\) _
Pll = —p (.CL',)\) h(A(([‘,/\) +g0(x,)\) A(%M =1
L vz, A) vz, A)
o= oo N3 TN 3 =
sistemi elde edilir. Buna gore bu sistem ¢oziiliirse,
1 —@ (x,))
o)) = 0 &(z,A) _ P(z,\)
QL ('Ta)‘> _~’($ )\) ’LL(SC,)\)@(SC,)\) —TL(Q?;)\)@,(%}\)
A ’ A0
RGN
A Pz, A)
- @(‘7;7 )
9 (#,0)
AN
G
@”y(;?) _L A4 <1A> - @DA(“”( ; A)) oldugu elde edilir.

o(x,\) = ¢(x, \) denklemi saglandigindan

—7" (@) + () @(x, A) = Ag(w, 2)
yazalir. Bu iki denklem taraf tarafa gikarihir ve p(z,\) = @(x, \) oldugu dikkate

alinirsa;
(q(z) = ¢(x)) o2, A) = 0
olur. Buradan ¢(z) = ¢(z) elde edilir. Ayrica;

U ) D) W) )

AN AN AN AN

’

oldugu dikkate alinir ve

denklemleri goz 6niine alinirsa
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—a x, ) ise Pl A) _ b ()
b2 (A) 77Z) (x7 A) - 2 ()\) ¢( bl A) w/(x7 )\) CL2 ()\)7
by ()7 (2, 0) = it (A) o, A) s ) D)
ACPY IR

(
by (N)
O halde 2 ) =

ve dylece de ag ()

agy (\) =z (\), by (\) = by (\) olur. O halde f5 (\) = fo ()\) yazlr.
Diger taraftan,

90< T?A) ~ a190<§1_’>‘)

90(53_7 >‘> - 05290(52_’ >‘)

p(&nsA) = anp(&y, N)
@( 1 7)‘) = @1@(51_» )‘)

@(f;, >‘) - d29~0(§2_7 )‘)

@( nJ)\> = dn@(fvsv )‘)
P (65,0 =t (67, A) + hn (V) (€7, 0)

90/(5;—’ )‘) = 042_14,0/(52_, )‘) + ha (/\) 90(5'2_7 )‘)

O (&5 A) = 0 (60, A) + b (V) @(€,, A)
PUELN) = a7 (&0, A) + b (\) @&, N)

Cpl(gg—’ )‘) = 6‘2_1(0/<§2_’ )‘) + }NL2 (/\) @(52_7 )‘)

PETN) = a0 (&0, ) + B (V) 2(€,. )
ve
(2, \) = p(a, V), &' (2, )) = § (2, \) oldugundan
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p(&) @) R
p&) Blg) MM
boylece de
s 1 - ~1 et ~ 1~ e
hi (A :Sp(m/\)_ai @(fm)\):SO(m)\)_a @(fiaA):ﬁi A
*) &) P& ) B

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Simdi de iki spektruma gore teklik teoremi verilsin. Bunun i¢in L ile ayni formda

fakat, yalniz birinci sinir kogulu degistirilen asagidaki L; problemi ele alinsin:

"

Cly(z)] == —y (2) + q(z)y(x) = My(z), = € [a, b]
U (y) =y(a) =0
V() = =y ®)+ f(Nyb) =0
y(&+0) = ay —0)
Y(E+0) = a7 'Y(&—0)+hi (N)y(& —0)

Burada amag; L ve Ly problemlerinin 6zdegerler dizisi biliniyorken, problemin kat-

sayilarinin tek olarak belirlenebilecegini gostermektir.
{#}nso dizisi, Ly probleminin ézdegerleri olsun. L; probleminin karakteristik

fonksiyonunun

A1(>‘) =W ((10’7/}) = 30(557 A)¢l($a >‘) - 90,($’ )\W(% )‘) = _¢(a’ )‘)

oldugu agiktir.

Teorem 4.2: Eger her n > 0 ic¢in A\, = 5\,“ Wy, = [, Ve K = ay (H mk>,
k=1

K = ay (H fnk) olmak tizere K = K , f1 (\) = f; () ise bu durumda ¢ (z) = § ()

k=1 _ 5

(a,b) de hemen hemen her yerde, fo (A) = fa(X) ve hy (A) = h; (N, ; (A) = &, (N)

(i =1,n) dir.

. « A A
Ispat: Her n > 0 igin A\, = A\, ve u,, = fi,, oldugundan — (3) ve — (A); A’ nin

A AN
tam fonksiyonlaridir. Diger taraftan; A(\) ve A;()\) karakteristik fonksiyonlarmin

asimptotik ifadeleri ve K = K oldugu dikkate almirsa,
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lim é—A) =1ve lim él()\) =

(
A0 A () Ao A ()

oldugu gosterilir. Dolayisiyla A\, = An Ve Wy, = [t

n

A1(N) = A;()\) olur. Aj(\) = Ay(\) durumu dikkate alindiginda,

w(% /\) = YL(% )‘)

¥(a,A)
) AW )
M (X)) = M ()) elde edilir. Boylece, bir 6nceki teoremden L = L olur.l

yazilir. Diger taraftan; M(\) = oldugundan,
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