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OZET

GENELLESTIRIiLMIiS TOPOLOJIiK UZAYLAR ARACILIGI iLE BAZI
GENELLESTIRILMIiS ACIK KUME TiPLERI VE iLGILi
KAVRAMLARIN UNIFIKASYONU

Bu caligsma ti¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, once ¢alismamiz icin
gerekli bilgi ve kavramlar verdik. Sonra genellestirilmis topolojik uzaylardaki bazi
kiime cesitleri ile ilgili yeni 6zellikler elde ettik.

Ikinci béliimde, pg- acik kiime ve pg-kapal kiime kavramlarindan yararlanarak
elde ettigimiz pg-regiiler, pg-normal ve pg-baglantili uzay kavramlarini verip, bu
uzaylarin bazi 6zelliklerini elde ettik.

Uciincii boliimde, p-genellestirilmis siirekli fonksiyon kavramindan yararlanarak
(ng,A)-stirekli ve (ug,Ag)-irresolute fonksiyonlar: elde ettik ve bunlar arasindaki iliskileri
gosteren teoremleri ifade ettik. Ayrica, contra (p,A)-stirekli fonksiyon kavramindan
yararlanarak contra (pg,A)-siirekli fonksiyonlar1 tanimladik. Bu siireklilik ¢esitlerinin
baz1 6zelliklerini inceledik ve genellestirilmis siireklilik konusunda bazi sonuglar elde

ettik.



ABSTRACT

UNIFICATION OF SOME TYPES OF GENERALIZED OPEN SETS
AND RELATED CONCEPTS VIA GENERALIZED TOPOLOGICAL
SPACES

This study consists of three chapters. In first chapter, it was given the
background knowledge and necessary concepts for our study. Then we have obtained
some new properties concerned with the set kinds in General Topological Spaces.

In the second chapter, utilizing pg-open set and pg-closed set concepts, we have
given new concepts of spaces named as pg-regular, pg-normal and pg-connected spaces.
Moreover, we have obtained some properties of these spaces.

In the third chapter, utilizing p-generalized continuous functions, we have given
new concepts named as (ug,\)-continuous and (pg,Ag)-irresolute functions, we have
expressed some theorems that show the relations between these two types of continuity.
Moreover, utilizing contra (u,A)-continuous functions, we have defined a new concept
named as contra (ug,A)- continuous functions. Investigating some properties of these
continuity types, we have given new results on generalized continuity.



SEMBOLLER/SYMBOLS

€ : elemanidir

¢ : eleman1 degildir

= : esittir

# : esit degildir

=:gerek sart

©:gerek ve yeter sart

<: yeter sart

V:her

(X,p) : genellestirilmis topolojik uzay

aO(p) : (X,p) genellestirilmis topolojik uzayindaki biitiin a-agik kiimeleri ailesi
BO(n) : (X,n) genellestirilmis topolojik uzayindaki biitiin B-agik kiimeleri ailesi
PO(p) : (X,p) genellestirilmis topolojik uzayindaki biitiin 6n-agik kiimeleri ailesi
SO(w) : (X,u) genellestirilmis topolojik uzayindaki biitiin yari-agik kiimeleri ailesi
GO(p) : (X,un) genellestirilmis topolojik uzayimndaki biitiin pg-acik kiimeler ailesi
GC(p) : (X,p) genellestirilmis topolojik uzayindaki biitiin pg-kapali kiimeler ailesi



KISALTMALAR/ABBREVIATIONS

GTS : Genellestirilmis Topolojik Uzay
gyk : gerek ve yeter kosul

Vi



1. GIRIS
1.1. Genellestirilmis Topoloji ve lgili Kavramlar

Verilen bir kiime iizerinde tanimli bir topolojik uzayda i¢, kapanig islemleri

araciligiyla iiretilebilen genellestirilmis acik kiime tipleri genel topolojinin temel
caligma alanlarindan birisidir.
Tamm 1.1.1. Bir (X,7) topolojik uzayinda géz oniine alinan bir S (X)) alt kiimesi

olar

a) Sccl(int(S) ise yari-acik kiime [16],

b) Scint(cl(S)), ise 6n-agik kiime [17],

¢) Scint(cl(int(S))) ise a-acik kiime [21],

d) Sccl(int(cl(S))) ise B-agik kiime ([18] veya [1]),
e) Sccl(int(S))uint(cl(S))) ise b-agik kiime [2],

ak isimlendirilir.

Bir 6rnekle bu kavramlari somutlastirabiliriz. R reel sayilar kiimesi lizerinde
standart topoloji tst={R,0}U{USR|vx€U,3(a,b)SU ve Xx€E(a,b)}godz dniine alinsin:

a) A=[0,1) (R, tst) de yari-agiktir, ama 6n agik degildir.

b) (1,2) NQ ) (R, tst) de 6n-agiktir ama yari-agik degildir.

€) Q rasyonel sayilar kiimesi olmak tizere S=[0,1JU((1,2)NQ) (R, tst) de b-agiktir
ama [B-a¢ik degildir.

d) U=[1,2)NQ kiimesi (R, tst) de P-agiktir ama b-acgik degildir.

(X,7) topolojik uzayinda yari-acik (semi-open), 6n-agik (pre-open), a-agik, b-acik

(b-open) veya B-agik kiimelerin ailesi SO(X) (sirasiyla PO(X), aO(X), BO(X), BO(X))
ile gosterilir.

Tamm 1.1.2. [6] Bostan farkli bir X kiimesi verilsin. Bir pcexpX ailesine, @ €eu ve p
birlesim islemi altinda kapali ise X iizerinde bir genellestirilmis topoloji (generalized
topology, kisaca GT) denir. Verilen bir kiime {izerinde taniml1 bir topolojik uzayda ig,
kapanis islemleri araciligiyla iiretilebilen genellestirilmis acik kiime tiplerinin bir ¢ogu
aym kiime iizerinde bir genellestirilmis topoloji belirler. Ornegin bir (X,t) topolojik
uzayinda yari-agik (semi-open), 6n-acik (pre-open), a-agik, b-agik (b-open) veya B-acik
kiimelerin ailesi X tizerinde birer genellestirilmis topolojidir. p ailesinin elemanlarina
p-acik kiimeler ve (X,p) ikilisine genellestirilmis topolojik uzay (generalized
topological space, kisaca GTS) denir. p-acik bir kiimenin biitiinleyeni p-kapali adin

alir.

Tamm 1.1.3. X kiimesi iizerinde bir p genellestirilmis topolojisine X€p gercekleniyorsa
giiclii genellestirilmis topoloji denir.

Onerme 1.1.4. (X,p) genellestirilmis topolojik uzayinda p-kapali kiimelerin kesisimi
p-kapalidir.

Kanit.

Her
Uiel

i€l i¢in FicX p-kapali ise X\Fiep dir. p genellestirilmis topoloji oldugundan
(X\Fi)=X\NielFiep, yani Niel Fi p-kapalidir. o



Not 1.1.5. p-acik iki kiimenin kesisimi p-agik olmayabilir. X={a,b,c,d} kiimesi ve bu
kiime tizerinde p={ 0,{a,c},{b,c},{a,b,c}} genellestirilmis topolojisi verilsin.

{a,c},{b,c}€ep, ancak {a,c}N{b,c}={b}&p olur.

Tamm 1.1.6. [8] X genellestirilmis topolojik uzayinda bir AcX kiimesini kapsayan
biitiin pu-kapali kiimelerin kesisimine A kiimesinin p-kapanigi denir ve c,(A) ile

gosterilir. cu(A), A kiimesini kapsayan en kiigiik p-kapali kiimedir.

Lemma 1.1.7. [4] X genellestirilmis topolojik uzayinda bir x€X noktasinin AcX
kiimesinin p-kapanisinin elemani olmasi i¢in gyk x noktasini igeren her p-acik kiimenin

A ile kesisiminin bostan farkli olmasidir.
Kanit.

n(A)={xeX:x noktasini iceren her Uep i¢in UNA# @} yazilsin ve x¢u(A) olsun. O
halde, xeU ve UNA= @ olacak sekilde bir UEp vardir. Buradan, AcX\U ve X\U
p-kapali oldugundan x&c,(A) elde edilir. O halde, c,(A)={x€X:x noktasini igeren her
Uep icin UNA# @} dir. o

Tanim 1.1.8. [8] X genellestirilmis topolojik uzayinda bir AcX kiimesinin p-agik
altkiimelerinin birlesimine, yani i,(A)= U{U:UcA ve Uepn} kiimesine, A kiimesinin
p-igi denir ve 1u(A) ile gosterilir. 1,(A), A kiimesinin kapsadig1 en biiyiik p-agik
kiimedir.

Lemma 1.1.9. X genellestirilmis topolojik uzayinda bir x€X noktasinin AcX

kiimesinin p-i¢inin elemani olmasi i¢in gyk x noktasini iceren bir U€p kiimesi i¢in

UcA gerceklenmesidir.
Kant.
X€E iu(A)= U{U:UcA ve Uep} ise bir Uep, xEUCA gergeklenmek iizere vardir.

Tersine x noktasini igeren bir UEp kiimesi UCA olacak sekilde varsa U{U:UCA ve

Uep}=1,(A) bulunur. o

Not 1.1.10. (X,p) genellestirilmis topolojik uzaymda bir SCX kiimesine Sccy(i,(S))
(strastyla Sciy(cu(S)), Scip(Cu(in}(S))), Sceu(in(Cu(S))), Scin(cu(S) Ucu(in(S)),
S=iu(cu(S))) gergekleniyorsa p-yari-agik [6](sirasiyla p-6nagik [6], p-a-acik [8],
p-p-agik [8], p-b-acik [29], ur-agik [4]) kiime denir. Hem p-agik hem de p-kapali olan



bir ScX kiimesine p-regiiler (u-kapagik) denir. (X,u) genellestirilmis topolojik
uzayindaki biitiin p-yari-agik (sirasiyla p-6nagik, p-a-agik, p-B-acik, p-b-agik) kiimeler
SO(p) (sirastyla PO(p), aO(p), BO(w), BO(w) ) ile gosterilir.

Tanim 1.1.11. [4] p, bostan farkli X kiimesi {izerinde bir genellestirilmis topoloji olsun.
B()={AcX: her xeA igin xeMccy(M)cA gergekleyen bir Mep var} seklinde
tanimlansin. O(p) ailesi X {izerinde 6(pn)cp gergekleyen bir genellestirilmis topolojdir.
O(p) ailesine ait kiimeler 6(p)-agik olarak adlandirilir ve 0(p)-acik kiimenin

biitlinleyenine 0(p)-kapali adin1 alir.
Coq)(A)=N{FcX:F 0(n)-kapali ve ACF}
loq(A)=u{VcX:V 0(n)-acik ve VCA}
o (A)={XxeX:bir Uep i¢in x€U ve c,(U)cA}
Yo (A)={XEX: x i i¢eren her MEp i¢in cu(M)NA# O}

Teorem 1.1.12. [5] u, bostan farkli X kiimesi lizerinde bir genellestirilmis topoloji ve
AcX olsun. Asagidakiler gecerlidir:

(@) Acyo(A)c Cow(A)
(b) A kiimesinin 0(p)-kapali olmasi i¢in gyk A=ye()(A) olmasidir.
Kanit.

(a) xeA ise xec,(A) ve boylece X i igeren her Uep igin UNA# @, yani cW(U)NA£ O
elde edilir. O halde, XEyo)(A) ve dolayisiyla Accu(A)Tyeq(A) bulunur. X&ceq)(A)
alinsin. O halde, bir F 6(p)-kapali kiimesi i¢cin ACF ve x&F olur. Buradan, xeX\F, X\F
0(n)-acik (ve dolayistyla p-agik) oldugundan AN(X\F)= @ ve boylece x&yo(A) elde
edilir. Sonugta, Acc,(A)Syeq)(A)SCou(A) bulunur.

(b) A 6(p)-kapali & X\A 8(p)-agik
© xeX\A ise bir Uep igin xeUccy(U)cX\A
& c(U)NA= 0
© xXeX\ yo(A)

< Yow(A)CA ve (a) sikkindan AC yo(w)(A)



S A=Yo(A) . O

Lemma 1.1.13. [20] u, bostan farkli X kiimesi {izerinde bir genellestirilmis topoloji ve
AcX olsun. Asagidakiler gecerlidir:

(@) XEioq)(A) olmasi i¢in gyk xeMcc,(M)cA olacak sekilde bir Mep

bulunmasdir.
(b) AcX p-agik ise yo(A)=c.(A)olur.
(c) AcX O(w)-kapali ise A=Cu(A)=yow(A)=Coq)(A) olur.
(d) AcX B(p)-acik ise A=iu(A)=toq(A))=iog(A) olur.
Kamnt.

(8): xEip)(A) ise, tanimdan McA ve XeEM olacak sekilde bir MEp vardir. Tersine,
McA ve XeM olacak sekilde bir MEp varsa, MCig(A) ve boylece xEig)(A)

bulunur.

(b): Teorem 1.1.12. (a) dan, ACye(A)C Coq(A) dir. AEp ve xEyo(A) ise, X i
iceren her Mep igin cy(M)NA#Q, ve boylece MNA# @ elde edilir. O halde, xec,(A),
yani cu.(A)<vye(A) bulunur.

(c): AcX 6(w)-kapali ise co(A)CA ve Accu(A)Tyow(A)Couw(A) her zaman
gecerli oldugundan, A=ce)(A) bulunur. o

(d): Tanim 1.1.11. den, ia)(A) o) (A)Ci(A)cA olur. AcX 0(p)-agik ise,
Acig(A) ve boylece A=ig)(A) elde edilir. o

Teorem 1.1.14. (X,p) genellestirilmis topolojik uzay ve ACX olsun. Asagidakiler
gecerlidir:

(@) cu(A)=X\i(X\A)[4]

() i(A)=X\c.(X\A)[4]

(€) Coq(A)=X\ingy(X\A)[20]

(d) oy (A)=X\cow(X\A)[20]
Kant.

(@): X\ cu(A)=X\N{FcX:F p-kapal ve ACF}



=U{X\F:F p-kapali ve X\FCX\A}=i,(X\A).
(b): X\iy(A)=X\u{UcX:Uep,UcA}=N{X\U:Uep, X\AcX\U}=c,(X\A).
(©): X\cog(A)=X\N{FcX:F 0(n)-kapali ve ACF}
=U{X\F:F 0(w)-kapali ve X\FCX\A}=ig(X\A).
(d): X\ig(A)=X\igw(A)=u{VcX:V 6(n)-agik ve VCA}
=N{X\V:V 0(p)-a¢ik ve X\NACX\V}=Cq((X\A). O

Tamm 1.1.15. [24] (X,p) genellestirilmis topolojik uzayina, birbirinden farkli her
nokta ¢ifti i¢in bu noktalardan birini icerip digerini igermeyen bir p-acgik kiime
bulunabilirse p-T, uzay: denir.

Tanim 1.1.16. [24] (X,u) genellestirilmis topolojik uzayina, birbirinden farkli her
X,YEX nokta ¢ifti icin x€U, ygU ve x&V, yeV olacak sekilde U,VeEp kiimeleri

bulunabilirse pu-T; uzay: denir.

Tanim 1.1.17. [24] (X,p) genellestirilmis topolojik uzayina, birbirinden farkli her
X,YEX nokta ¢ifti icin x€U, YEV olacak sekilde ayrik U,Vep kiimeleri bulunabilirse

u-T, uzay: denir.
Onerme 1.1.18. [24] Her p-T, uzay p-T, uzayidir.
Kamt.

(X,p) p-T1 uzayt olsun ve x,y€X, x#y noktalar1 alinsin. Varsayimdan, x€U ve ygU
olacak sekilde bir Uep var oldugundan (X,p) p-To uzayidir. o

Onerme 1.1.19. [24] Her p-T, uzayr p-T, uzayidir.
Kamit.

(X,p) p-T2 uzayi olsun ve x#y€X noktalar1 alinsin. (X,u) p-T, uzayr oldugundan x€U
ve YEV olacak sekilde ayrik U,Vep kiimeleri vardir. UNV= 0 oldugundan x&V ve
y&U gerceklenir. (X,p) u-T, uzayidir. o

Onerme 1.1.20. [24] (X,) genellestirilmis topolojik uzayinin p-T, uzay1 olmast igin
gyk birbirinden farkli her x,y€X nokta ¢ifti icin cu({x})#cu({y}) olmasidir.



Kanit.

(X,u) pu-To uzayr olsun ve x£y€X noktalari alinsin. (X,p) p-To Uzayt oldugundan xeU,
y&U olacak sekilde bir UEp vardir. Buradan, yeX\U ve X\U p-kapalidir. Ayrica, cyu
tanimindan cu({y})cX\U olur. O halde, x&cu({y}), yani cu({x})#cu({y}) ger¢eklenir.
Tersine, x#£y€X noktalart i¢in cu({x})#cu({y}) ise, zec.({x}) ve z&c.({y}) olacak
sekilde bir zeX vardir. x€cu({y}) olsaydi, c.({X})ccu({y}) celiskisi elde edilirdi. O
halde, x¢c.({y}) dir. Buradan, xeX\cu({y}) ve X\c.({y})€n bulunur. o

Onerme 1.1.21. [24] (X,p) genellestirilmis topolojik uzaymin p-T; uzay olmast i¢in
gyk her xeX igin {x} tek nokta kiimesinin p-kapali olmasidir.

Kanit.

(X,n) p-Ty uzay1 ve x€X olsun. yeX\{x} alinsin. x£y oldugundan yeUcX\{x} olacak
sekilde bir Uep vardir. Buradan, y€iy(X\{x}), yani i,(X\{x})=X\{x} elde edilir. O
halde, X\{x}€u ve dolayisiyla {x} p-kapalidir. Tersine, her X€X i¢in {x} tek nokta
kiimesi p-kapali olsun ve y#x noktasi alinsin. yeX\{x} ve X\{x}€p bulunur. Benzer
sekilde X\{y}, y noktasini igerip x noktasini igermeyen p-agik bir kiimedir. o

Tanim 1.1.22. [24] (X,un) genellestirilmis topolojik uzayina, her O€p ver her x€O igin
cu({x})cO gergekleniyorsa p-Ry uzay denir.

Tamim 1.1.23. [24] (X,p) genellestirilmis topolojik uzaymna, c.({x})#c.({y})
gergekleyen her x,y€X nokta ¢ifti i¢in ¢, ({X})cU ve cu({y})CV olacak sekilde ayrik

U,Vep kiimeleri varsa p-R; uzay: denir.
Onerme 1.1.24. [24] Her u-R; uzay1 p-R, uzayidr.
Kamit.

(X,n) pu-R1 uzayi olsun. Uep ve x€U alinsin. ygU ise X&cu({y}) ve boylece
Cu({x})#cu({y}) olur. Varsayimdan, c.({y})cV ve x&V olacak sekilde bir VEp vardir.
Ayrica, y€cu({x}) oldugundan c,({x})cU olur. o

Tamim 1.1.25. (X,p) genellestirilmis topolojik uzayina her x,y€X i¢in x€cu({y})

olmasi yecu({x}) gerektiriyorsa p-simetrik denir.

Onerme 1.1.26. [24] (X,p) genellestirilmis topolojik uzaymnin p-R uzay1 olmasi igin

gyk p-simetrik olmasidir.



Kanit.

(X,p) u-Ro uzay1, yecu.({x}), yeU ve Uep olsun. Buradan x€U ve boylece yec.({x})
bulunur. Tersine, x€U ve U€p olsun. y&U ise x&cu({y}) ve varsayimdan y&c,({x})
elde edilir. Boylece, c¢,({x})cU bulunur. o

Teorem 1.1.27. [24] (X,p) genellestirilmis topolojik uzayinin p-T; uzay olmasi i¢in
gyk pu-To ve p-Ro uzayr olmasidir.

Kanat.

(X,1) p-T1uzay olsun. Onerme 1.1.18. den (X,n) pu-To uzayidir. x€U ve U€Ep olsun.
{x}€U ve {x} p-kapali oldugundan c.({x})cU bulunur. Tersine, birbirinden farkli
X,yEX noktalari alinsin. (X,p) p-Touzayr oldugundan xeOcX\{y} olacak sekilde bir
O€p vardir. Buradan, xecu({y}) ve (X,u) u-Rouzay1 oldugundan yec,({x}) bulunur.
yeX\c.({x}) ve X\c.({x})€pn oldugundan (X,p) p-T1 uzayidir. o

Not 1.1.28. p-Touzayi olan bir (X,n) genellestirilmis topolojik uzayr p-T1 uzayi
degilse, n-Rouzay1 olmayabilir. X={a,b,c} ve p={ 9,{b},{b,c}} olsun. (X,u) p-To
uzayidir, ancak p-Tiuzay: degildir. {b}€p ve bE{b} alinsin. cy({b})=X kiimesini
kapsayan p-acik kiime olmadigindan (X,p) p-Ro uzayr olamaz.

Teorem 1.1.29. [24] (X,u) genellestirilmis topolojik uzay1 i¢in asagidaki ifadeler
denktir:

(@ (X,p) p-T2uzayidir.

(b) (X,n) p-T1ve p-Ry uzayidir.

(©) (X,p) p-Tove p-R1uzayidir.
Kamit.

(@)=(b): (X,p) p-T2uzay ise Onerme 1.1.19. dan p-T1uzayidir. cu({x})#cu({y})
gercekleyen x,y€X cifti icin x#y oldugundan x€U,y€V olacak sekilde ayrik U,Vep
kiimeleri vardir. Buradan, (X,p) p-T1uzayr oldugundan c.({x})cU ve c.({y})cV olur.

(b)=(c): (X,n) p-T1uzay1 ise Onerme 1.1.18. den p-Touzayidir.

(©)=(a): x,yeX ve x#y olsun. (X,u) p-Touzay1 oldugundan cu({x})#c.({y})
gergeklenir. (X,p) p-R1uzayr oldugundan c.({x})cU,c.({y})CV olacak sekilde ayrik



U,Vep kiimeleri vardir. Buradan, xeU,yeV ve UNV= 0 bulunur. o

Sonug 1.1.30. [24] u-R1uzay1 olan (X,p) genellestirilmis topolojik uzayi i¢in
asagidakiler denktir:

(@ (X,n) p-Touzayidir.
(b) (X,p) pu-Truzayidir.
(©) (X,n) p-Touzayidir.

Teorem 1.1.31.[24] (X,p) genellestirilmis topolojik uzaymin p-Rouzayi olmast igin
gyk her x,yeX nokta ¢ifti i¢in cu({x})#cu({y}) ise cu({x})Ncu({y})= O

gerceklenmesidir.
Kanit.

(X,u) p-Rouzayi olsun ve cu({x})#cu({y}) ger¢eklenecek bigimde x,y€X noktalari
alinsin. O halde, zecu({x}) ve z&c.({y}) olacak sekilde bir z€X vardir. z&c,({y})
oldugundan y€V ve z&V gergekleyen bir VEu vardir. z€cu({x}) oldugundan x€V ve
boylece x&c.({y}) bulunur. Buradan, xeX\c,.({y}) ve X\c.({y}) €p ve (X,p) p-Ro
uzay1 oldugundan c.({x})cX\c.({y}), yani c.({x})Ncu({y})= @ elde edilir. Tersine,
her x,yeX nokta ¢ifti i¢in c.({x})#c.({y}) ise c.({x})Ncu({y})= O olsun. VEu ve XEV
alinsi. y&V olsun. O halde, xec.({y}), yani cu({x})#cu({y}) bulunur. Varsayimdan,
cu({x}H)Ncu({y})= 9 ve boylece y&c,.({x}) olur. Buradan, c.({x})€EV ve sonugta (X,u)
p-Rouzayidir. o

1.2. Ekstremal Baglantisiz Genellestirilmis Topolojik Uzaylar

Tamm 1.2.1. [11] (X,p) genellestirilmis topolojik uzayina, her UEp i¢in cu(U) Ep

gercekleniyorsa ekstremal baglantisiz denir.

Lemma 1.2.2. [23] (X,p) genellestirilmis topolojik uzay: ekstremal baglantisiz ise
giiclii genellestirilmis topolojik uzaydir.

Not 1.2.3. (X,p) ekstremal baglantisiz genellestirilmis topolojik uzay ve AcX olsun.
A=0 olmas1 durumunda c. (@)= olur. c(D)#9 durumu bir X€ cu(D) i¢in x noktasini
igeren p-agik kiime bulunamayacagindan miimkiin degildir, dolayisiyla bu durum

Cu(9) €p olmasiyla celisir.



Teorem 1.2.4. [37] X bostan farkl1 bir kiime ve p, X {izerinde bir genellestirilmis

topoloji ise, asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(@) X ekstremal baglantisizdir.
(b) Her AcX igin Cyu(iu(A))=1.(Ccu(i.(A))) (Ciu(cu(A)) ) gergeklenir.
(c) Her p-yari-agik kiime p-onagiktir.
(d) Her p-B-agik kiimenin p-kapanisi p-agiktir.
(e) Her p-B-agik kiime p-onagiktir
(f) Her AcX igin cu(in(Cu(A)))=in(cu(A)) gerceklenir.
(9) Her p-yari-acik kiime p-a-agiktir.
(h) Her AcX pr-agik kiimesi i¢in A=c,(A) gergeklenir.
Kamt.

(@)=(b): Her AcX i¢in iy(A)Ep ve (X,u) ekstremal baglantisiz oldugundan
Cu(iu(A)) €p, ve boylece cu(in(A))=iu(cu(iu(A))) bulunur.

(b) =(c): BcX p-yari-agik kiimesi alinsin. (b) sikkindan,
Bccu(in(B))=iu(c.(it(B)))Cin(cu(B)), yani B p-onagiktir.

(c)=(d): BcX p-B-agik kiimesi alinsin. Bccy(iu(c.(B))) ve buradan

cu(B)ccu(in(cu(B))), yani cu(B) p-yari-agiktir. (¢) sikkindan, ¢, (B) p-6nagiktir. O halde,
cu(B)ciu(cu(cu(B)))=iu(cu(B)) bulunur, yani c.(B)ep gerceklenir.

(d)=(e): AcX p-B-agik olsun. Accy(iu(cu(A))) olur. (d) sikkindan, c,(A)Ep
oldugundan c.(A)=iu(Cu(A)) ve boylece Acc,(A)=iu(cu(A)), yani AcX p-6nagiktir.

(e)=(f): Her AcX i¢in cy(in(Cu(A)))=Cu(in(Cu(Cu(in(cu(A)))))) oldugundan
Cu(in(Cu(A))) kiimesi p-B-agiktir. (e) sikkindan, cu(in(Cu(A))) Cin(Cu(in(Cu(A))))=iu(Cu(A))
bulunur. Ters kapsama her zaman gegerli oldugundan, cy(iu(c.(A)))=i.(C.(A))

gerceklenir.
(H=(g): AcX p-yari-acik kiimesi alinsin. (f) sikkindan, cu(iu(Cu(A)))=1.(Cu(A))

olur. Accyu(iu(A))ccu(in(cu(A)))=1u(cu(A)) oldugundan AcX p-onagik ve dolayiysla
p-o-agiktir.



(9)=(a): AcX p-agik kiimesi alinsin. O halde, A=i,(A) ve boylece
Cu(A)=cu(iu(A))ccu(in(cu(A))), yani cu(A) p-yari-agik ve (g) sikkindan, p-a-agiktir.
Buradan, c,(A)ciu(c.(A))ccu(A) ve cu(A)=iu(cu(A)), yani c,(A)ep elde edilir. (X,u)
ekstremal baglantisizdir.

(@)=(h): A=iu(c.(A)) olsun. O halde, Aeu ve (a) sikkindan, c,(A)Ep olur. Buradan,
Cu(A)=1u(cu(A))=A, yani AcX p-kapalidir.

(h)=(a): AcX p-agik kiimesi alinsin. i,(Cu(A))= iu(Cu( 1u(Cu(A)))) oldugundan
Iu(Cu(A)) pr-agiktir. (h) sikkindan, i.(c.(A))=Cu( iu(Cu(A))) ve Accu(A) oldugundan
Ac iy(cu(A))=c.(iu(cu(A))) bulunur. Buradan, c,(A)ccu(iu(cu(A))), yani c.(A)Ep olur.
(X, ) ekstremal baglantisizdir. o

X bostan farkli bir kiime ve p, X {izerinde bir GT olsun. Teorem 1.2.4 iin (b) ve
(f) siklarin1 géz 6niine alalim. Csaszar’n igaret ettigi tizere ue{SO(X),BO(X), BO(X)}
icin (X,p) ekstremal baglantisiz bir GT dir, dolayisiyla her bir pe{SO(X),BO(X),
BO(X)}, (b) ve (f) siklarini gergekler, bu da Andrijevic’in bazi sonuglarinin ([1] ve

[2]) ekstremal baglantisizligin sonucu oldugunu gosterir.

Onerme 1.2.5. [37] (X,p) ekstremal baglantisiz genellestirilmis topolojik uzay ise, her
AcX i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(@) AcX p-kapagiktir.

(b) A=iu(cu(A)) gerceklenir.

(c) A=c,(iu(A)) gergeklenir.
Kamit.

(@)=(b): AcX p-kapacik ise hem p-agik hem de p-kapali oldugundan
A=iy(A)=cu(A) ve boylece A=i,(c.(A)) olur.

(b)=(c): A=iu(c.(A)) ise A=iu(Cu(iu(A)))=cu(i.(A)) bulunur.

(©)=(a): A=cyu(iu(A)) ise AcX p-kapalidir ve A=c,(iu(A))=cu(iu(c.(A))) olur.
Teorem 1.2.3. den, A=cy(iu(A))=Cu(in(cu(A)))=iu(Cu(A)) ve dolayisiyla AcX
p-kapaciktir. o

Not 1.2.6. (X,u) ekstremal baglantisiz genellestirilmis topolojik uzayi i¢in asagidaki

ifadeler birbirine denktir:
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(@) Vep ise cu(V) u-kapagiktir.
(b) FeX p-kapali ise iu(F) pu-kapagiktir.

Onerme 1.2.7. [37] (X,p) ekstremal baglantisiz genellestirilmis topolojik uzay ve
AcX olsun. AcX kiimesinin p-kapagik olmasi i¢in gyk A=c.(B) olacak sekilde bir

BcX p-B-acik kiimesinin bulunmasidir.
Kamnit.

AcX p-kapacik ise A=cy(i.(A)) ve iu(A) p-B-agiktir. Tersine, A=c,(B) olacak sekilde
bir BcX p-B-acik kiimesi bulunsun. O halde, AcX p-kapalidir.
Bcceu(iuw(cu}(B)))=1.(c.(B)) ve Teorem 1.2.4. den,
A=c,(B)ccu(in(cu(B)))=iu(cu(B))=iu(A) elde edilir. o

Teorem 1.2.8. [37] (X,u) ekstremal baglantisiz genellestirilmis topoloji ise, asagidaki
ifadeler birbirine denktir:

(@ (X,n) p-Touzayidir.

(b) Birbirinden farkl: her x,yeX nokta gifti icin Xx€U,yeV olacak bigimde
cu(U)Ncu(V)= 0 gergekleyen U,Vep kiimeleri vardir.

(c) Birbirinden farkli her x,yeX nokta ¢ifti igin X€U,y€V olacak bi¢cimde UNV=0
gercekleyen U,V p-kapacik kiimelerivardi

(d) Her xeXigin {x}=N{UcX:xeU ve U p-kapacik} olur.
Kanut.

(@)=(b): (X,n) pu-T2 uzayi olsun. O halde, birbirinden farkli her x,yeX nokta ¢ifti
icin X€U,y€eV olacak bigimde ayrik U,Vep kiimeleri vardir. Buradan, UNc, (V)= 0
bulunur. Ancak, c.(V)=iu(cu(V)) oldugundan cu(V)€Ep, ve boylece ¢ (U)Ncu (V)= 0

gerceklenir.

(b)=(c): Her Uep igin cu(U) p-kapagik oldugundan c(U)Ncy(V)=UNV= 0
bulunur.

(c)=(d): y&{x} olsun. O halde, xeU,y&U olacak sekilde bir UcX p-kapagik
kiimesi vardir. Buradan, y¢N{UcX:X€U ve U p-kapagik} elde edilir.

(d)=(a): x,yeX ve x#y olsun. O halde, y¢N{UcX:XeU ve U p-kapagik} olur.
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Buradan, xeUyx ve y&Ux=c,(Ux) olacak sekilde bir Ux u-kapagik kiimesi vardir.
yé&c.(Ux) oldugundan, yeUy ve UxNUy= O olacak sekilde bir UyEp vardir. o

Sonug 1.2.9. (X,u) genellestirilmis topolojik uzayinin ekstremal baglantisiz olmasi igin
gyk UNV= 0 gercekleyen her U,Vep ¢ifti i¢in cu(U)Ncw(V)= O olmasidir.

Teorem 1.2.10. [28] (X,p) genellestirilmis topolojik uzayinin ekstremal baglantisiz
olmasi i¢in gyk her GeEp ve GCF gercekleyen her F p-kapali kiimesi i¢in

GcF1cGicF olacak sekilde bir G1€ p ve bir F1 p-kapali kiimesinin bulunmasidir.
Kanit.

(X,p) ekstremal baglantisiz olsun. Bir GEn ve GCF gercekleyen bir F p-kapali kiimesi
alinsin. O halde, GN(X\F)= @ olur. Buradan, ¢, (G)Nc.(X\F)= @, yani
cu(G)X\cu(X\F) elde edilir. X\c,(X\F)cF oldugundan c,(G)=F1 ve X\c (X\F)=G:
yazilarak GCF1cG:cF bulunur. Tersine, U,VcX ayrik p-acik kiimeleri alinsin. O
halde, UcX\V ve X\V p-kapalidir. Varsayimdan, UcFcGcX\V olacak sekilde bir
Gep ve bir F p-kapali kiimesi vardir. Buradan, c,(U)N(X\i,(X\V))= @, yani
cu(V)=X\i,(X\V) ve dolayisiyla ¢, (U)Ncy(V)= @ bulunur. o
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2 GENELLESTIRILMIS TOPOLOJIK UZAYLARDA AYIRMA
AKSIYOMLARI

2.1. pg-Regiiler ve pg-Normal Uzaylar
Tamm 2.1.1. [29] (X, n) genellestirilmis topolojik uzayinda bir AcX alt kiimesine, A y1
kapsayan her U€ p kiimesi i¢in ¢,(A) cU gergekleniyorsa pg-kapali kiime denir.
Bu kavram ve varyantlar1 ([29] ve [31] )B. Roy tarafindan ¢aligilmistir.

Teorem 2.1.2. [29] (X,u) genellestirilmis topolojik uzayinda, her p-kapali kiime
ug-kapalidir.

Kanat.

FcX p-kapali kiimesi alinsin ve U, F kiimesini kapsayan p-agik bir kiime olsun.
cu(F)=FcU oldugundan F pg-kapalidir. o

Lemma 2.1.3. [36] Bir AcX kiimesi igin, Accl,g(A)ccu(A) gergeklenir.
Kamnt.

A, (X,p) genellestirilmis topolojik uzayinin bir alt kiimesi olsun. Her p-kapali kiime
pg-kapali oldugundan,

Cu(A)=N{F:ACF, F p-kapali}
DN {F:AcF, F pg-kapali}
=cle(A)DA

elde edilir. O

Lemma 2.1.4. [36] (X,u) bir GTS, AcX olsun ve bir xéX alinsin. x€&cl,z(A) olmasi igin
gyk x 1igeren her U pg-agik kiimesi i¢in, UNA# O ger¢eklenmesidir.

Kanit.

xé&cl(A)=N{F:ACF, F pg-kapali} olsun. Buradan, XEX\Clug(A):*U{U:U:X\F,UCX,U
pg-acik} olur. O halde, xeU ,U NA= O olacak sekilde pg-agik U cX\cl,e(A) kiimesi
vardir.

Tersine, x i igeren bir U pg-agik kiimesi ANU= @ olacak sekilde bulunsun. O halde,
X\U kiimesi pg-kapalidir ve xgX\U olur. Yani, Acclys(A)cX\U ve xéclu(A) celiskisi
elde edilir. O

Not 2.1.5. (X,u) genellestirilmis topolojik uzay ve AcX olsun. p=SO(X) ( veya
u=pO(X) ) alinirsa, AcCX yari-genellestirilmis kapali kiime [3] ( B-genellestirilmis
kapal1 kiime) denir.

Tamm 2.1.6. [26] (X,) genellestirilmis topolojik uzayna, her pg-kapali kiime p-kapali
ise p-Ti/2 uzay: denir.

Teorem 2.1.7. [26] (X,u) genellestirilmis topolojik uzaymin p-Tiz uzayr olmasi igin
gyk her tek nokta kiimesinin p-kapali ya da p-agik olmasidir.

Tamm 2.1.8. [29] (X,p) genellestirilmis topolojik uzayina, her FEX p-kapali kiimesi ve
her x¢F i¢in x€U,FCV olacak sekilde ayrik U,V€ep kiimeleri varsa (X,u) ye p-regiiler
uzay denir.
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Teorem 2.1.9. (X,n) genellestirilmis topolojik uzayi i¢in asagidaki ifadeler birbirine
denktir:

(@) X p-regiilerdir,

(b) Her xeX ve X i igeren her Uep igin, xeVccy(V)cU olacak sekilde bir Ve
vardr,

(c) Her FcX p-kapali kiimesi i¢in, N{c,(V):FcVeu}=F,
(d) Her AcX ve ANU+# @ gergekleyen her Uep igin, ANV# @ ve cu(V)cU olacak
sekilde bir Vep vardir,

(e) Her @#A ve ANF=Q gercekleyen her FCX p-kapali kiimesi i¢in, ANV#£Q,FCW
ve WNV= 0 olacak sekilde V,Wepvardir,

(f) Her FcX p-kapali kiimesi ve x€F i¢in, XeU,FcV ve UNV= @ olacak sekilde Uep
ve V pg-agik kiimesivardir,

(9) Her AcX ve ANF= @ gergekleyen her FCX p-kapali kiimesi igin, ANU# @,FcV
ve UNV= @ olacak sekilde bir Uep ve bir V pg-acik kiimesi vardir,

(h) Her FcX p-kapali kiimesi i¢in, F={cu(V):FCV,V pg-acik} gergeklenir.
Kamt.
(a)=(b): xeU ve Uep olsun. O halde, x¢X\U ve X\U p-kapalidir. (a) sikkindan,

X\UcG ve xeV olacak sekilde G,Vep ayrik kiimeleri vardir. Buradan, VcX\G ve
boylece xeVc,(V)eX\GcU elde edilir.

(b)=(c): FcX p-kapali ve x€F olsun. (b) sikkindan, xeUcc,(U)cX\F olacak sekilde
bir Uep vardir. O halde, FcX\c,(U)=Vep ve UNV= @ bulunur. Buradan, xec,(V) ve
boylece N {cu(V):FcVeu} cF elde edilir.

(c)=(d): Uep ve xeUNA olsun. O halde, x¢X\U ve (c) sikkindan, X\UcW, xé&c.(W)
olacak sekilde bir Wep vardir. V=X\c (W)€, XxEV ve ANV# O bulunur. Boylece,
Ve X\W ve ¢ (V)eX\WcU elde edilir.

(d)=(e): FcX p-kapali ve ANF= @ olsun. X\Feu ve (X\F)NA# @ olur. O halde,
ANV#Q,cy(V)X\F olacak sekilde bir Vep vardir. W=X\c.(V) yazilirsa, FCW ve
WNV= @ elde edilir.

(e)=(a): FcX p-kapali ve x&F olsun. (¢) sikkindan, FEW,XeEV ve WNV= @ olacak
sekilde W,Vep vardir.

(a)=(f): Her p-agik kiime pg-agik oldugundan agiktir.

(H=(9): FcX p-kapali ve ANF= @ olsun. a€A igin, a¢F ve bdylece (f) sikkindan,
a€U,FcV ve UNV= 0 olacak sekilde bir UEp ve bir V pg-agik kiimesi vardir. Buradan,
ANU= 0 elde edilir.

(9)=(a): FcX p-kapali ve x€F olsun. {x}NF= @ oldugundan, (g) sikkindan,
XeU,FCW,UNW= @ olacak sekilde bir Uep, bir W pg-agik kiimesi vardir. V=i,(W)
yazilirsa, FCV ve UNV= @ elde edilir.

(©)=(h): FcN{cu(V):FcV,V pg-agik} cN{c.(V):FcV,Veu}=F.

(h)=(a): FcX p-kapali ve x€F olsun.(h) sikkindan, FEW,xeX\c,(W) olacak sekilde
bir W pg-acik kiimesi vardir. FEX p-kapali ve WcX pg-agik oldugundan, Fci, (W)
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gerceklenir. V=i (W) yazilirsa, FcV, xeX\c(V)=U ve UNV= @ elde edilir. 0

Tamim 2.1.10. (X,p) genellestirilmis topolojik uzayina, her FEX ug-kapali kiimesi ve
her x¢F i¢in x€U,FCV olacak sekilde ayrik U,Vep kiimeleri varsa pg-regiiler uzay
denir.

Lemma 2.1.11. (X,p) genellestirilmis topolojik uzayinin pg-regiiler uzay olmasi igin
gyk p-regiiler ve u-Ti uzayl olmasidir.

Kanat.

(X,p) genellestirilmis topolojik uzayr pg-regiiler uzay olsun. (X,p) p-regiiler uzaydir.
AcX pg-kapali kiimesi alinsin. Her XA i¢in, X noktasini iceren ve VxNA= O olacak
sekilde bir Vxep vardir. V=U{Vyx:Xx€A} ise, VEuL ve V=X\A dir. O halde, A p-kapalidir.
Tersine, (X,p) p-regiiler ve p-T1z2uzayi olsun. AcCX p-kapali kiimesi ve x€A alinsin. A
pg-kapalidir. O halde, x€eU,AcCV olacak sekilde ayrik U,Vep kiimeleri vardir. O

Ornek 2.1.12. p-regiiler olup pg-regiiler olmayan genellestirilmis topolojik uzaylar
vardir. X={a,b,c,d} ve p={ 0,X,{a,b},{c,d}} X lizerinde bir genellestirilmis topoloji
olsun. (X,p) p-regiilerdir. {a,b,c} pg-kapali kiimesi ve d¢{a,b,c} alinsin.{a,b,c} ve d yi
iceren ayrik p-agik kiimeler bulunamadigindan (X,u) pg-regiiler uzay degildir.

Teorem 2.1.13. (X,u) ekstremal baglantisiz genellestirilmis topolojik uzay olsun.
Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(@) (X,p) ug-regiilerdir,

(b) Her UcX pg-acik kiimesi pg-kapagik kiimelerin birlesimi olarak yazilabilir,

(c) Her FcX ng-kapali kiimesi pg-kapacik kiimelerin kesigimi olarak yazilabilir.
Kamnt.

(@)=(b): UcX pg-acik kiime ve x€U olsun. A=X\U yazilirsa A pg-kapalidir. (a)
sikkindan, x€W1 ve AcW; olacak sekilde W1,W> ayrik p-acik kiimeleri vardir.
V=cu(W1) ise V p-kapagik ve VNACVNW2= @ olur. Buradan, xeVcU ve boylece U,
p-kapacik kiimelerin birlesimidir.

(b)=(c): Agik.

(c)=(a): AcX pg-kapali kiime ve x€A olsun. (c¢) sikkindan, ACV ve XeV olacak

sekilde bir V p-kapacik kiimesi vardir. U=X\V yazilirsa, x€U, Ucp ve UNV= 0
bulunur. O halde, (X,u) pg-regiilerdir. o

Tamm 2.1.14. (X,u) genellestirilmis topolojik uzayina,

(@) birbirinden farkl1 her nokta cifti i¢in, bu noktalardan birini igerip digerini
igermeyen bir pg-acik kiime varsapg-Touzayi,

(b) her U pg-agik kiimesi ve her Xx€U igin cu({x})cU oluyorsa (p,pg)-Ro uzay denir.

Not 2.1.15. X={a,b,c} ve 1={ 0,X,{a} } X lizerinde bir topoloji olsun. Bu uzay
pg-regiler, u-T1z ve (u,ug)-Rouzayr degildir. Ayrica, her u-T2uzayr p-Tyz ve her p-Ti2
uzayi1 pug-To uzaydir.

Teorem 2.1.16. (X, ) ekstremal baglantisiz genellestirilmis topolojik uzay olsun. (X,u)
ug-regiiler ise hem p-T2 hem de (u,pug)-Rouzayidir.
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Kanit.

(X,p) ekstremal baglantisiz genellestirilmis topolojik uzay olsun. (X,u) pg-regiiler uzay
ve X,YEX,x#y olsun. {x} ya p-a¢ik ya da p-kapalidir. {x} p-acik ise, pg-agik ve boylece
{x} p-kapagiktir. O halde, {x} ve X\{x}, x ve y noktalarini ayiran p-acik kiimelerdir.
{x} p-kapali ise, X\{x} p-acik ve boylece X\{x} p-kapagik kiimelerin birlesimidir. O
halde, y yi igeren ve VCX\{x} ger¢ekleyen bir V p-kapagik kiimesi vardir. (X,p) p-To
uzay1 ve dolayisiyla (u,pg)-Rouzayidir. o

Tanim 2.1.17. [9] (X,p) genellestirilmis topolojik uzayina, her F,KcX ayrik p-kapali
kiimeleri i¢in FcU,KcV olacak sekilde ayrik U,V e kiimeleri varsa p-normal uzay
denir.

Teorem 2.1.18. [29] (X,u) genellestirilmis topolojik uzay1 i¢in asagidaki ifadeler
birbirine denktir:

(@ X p-normaldir,

(b) Her A,BcX ayrik p-kapali kiime ¢ifti i¢in, AcU,BcV olacak sekilde U ep ve V
pg-acik ayrik kiimeleri vardir,

(c) Her AcX p-kapali kiimesi ve AcCB gergekleyen her Bep i¢in, AcUcc,(U)cB
olacak sekilde bir U pg-agik kiimesi vardir,

(d) Her AcX p-kapali kiimesi ve AcB gergekleyen her BEX pg-agik kiimesi igin,
AcUcc,(U)ciy(B) olacak sekilde bir Uep vardir,

(e) Her AcX pg-kapali kiimesi ve AcCB gercekleyen her BEp i¢in,
Acc,(A)cUcc,(U)cB olacak sekilde bir Uep vardir.

Kanit.

(@)=(b):A,BcX ayrik p-kapali kiimeleri alinsin. O halde, AcU,BCV olacak sekilde
U,V ayrik p-acik kiimeleri vardir. Her p-agik kiime pg-agik oldugundan, U,V ayrik
ug-agik kiimelerdir.

(b)=(c): A p-kapali kiime ve B, ACB gergekleyen p-agik kiime olsun. O halde, A ve
X\B ayrik p-kapali kiimelerdir. (b) sikkindan, AcU,X\BCV olacak sekilde U,V ayrik
pg-acik kiimeleri vardir. Buradan, AcUcX\VcB bulunur. Bep ve X\V ng-kapal
oldugundan, c,(X\V)cB ve boylece AcUcc,(U)cB elde edilir.

(c)=(d): AcX p-kapali kiime ve B, ACB gerceklyen pg-acgik kiime olsun. A p-kapali
ve B pg-agik oldugundan, Aciy(B) bulunur. (¢) sikkindan, AcUcc,(U)ciu(B) olacak
sekilde bir U pg-agik kiimesi vardir.

(d)=(e): AcX pg-kapali kiime ve B, AcB gergekleyen p-acik kiime olsun. ACB,
Cu(A) p-kapali ve B pg-agik oldugundan, c,(A)cB olur. (d) sikkindan,
Accy(A)cUccu(U)ciyB) olacak sekilde bir Uep vardir. O halde,
Acc,(A)cUcc,(U)cB elde edilir.

(e)=(a): A,BcX ayrik p-kapali kiimeler olsun. O halde, A pg-kapali ve X\B€Ep igin
AcX\B olur. (e) sikkindan, Accy(A)cUcc,(U)cX\B olacak sekilde bir UEp vardir.
Boylece, AcU,BcX\c,(U) ve UN(X\cu(U))= @ bulunur. o

Tamm 2.1.19. (X,p) genellestirilmis topolojik uzayina, her A,BcX ayrik pg-kapali
kiimeleri i¢in AcU,BCV olacak sekilde ayrik U,V cpu kiimeleri varsa ug-normal uzay
denir.
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Teorem 2.1.20. (X,u) ekstremal baglantisiz genellestirilmis topolojik uzay olsun.
Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(@ (X,w) pg-normaluzaydir,

(b) Her AcX pg-kapali kiimesi ve A y1 kapsayan her Uep i¢in, AcVcU gergekleyen
bir V p-kapagik kiimesivardir.

Kanat.

(@)=(b): AcX pg-kapali kiime ve Uc X, AcU gergekleyen bir p-agik kiime olsun.
ANX\U)= 0 ve boylece AcW1,X\Uc W, gergekleyen W1,W> ayrik p-acik kiimeleri
vardir. V=c.(W}1) yazilirsa, V p-kapagik kiimesi i¢in AcVcU gergeklenir.

(b)=(a): Acgik. O
2.2 p-kompakt ve pg-kompaktuzaylar

Tamm 2.2.1. [27] (X, ) giiclii genellestirilmis topolojik uzayina, X in p-acik
kiimelerden olusan her ortiiliisiiniin sonlu bir alt ortiiliisii varsa p-kompakt uzay denir.

Teorem 2.2.2. (X,u) p-kompakt uzaymin p-kapali alt kiimesi p-kompakttir.
Kamt.

AcX p-kapali alt kiimesi alinsin. O halde, X\A€p olur. {Uy: o€ V} A nin p-agik bir
ortiiliisii ise, {Uq:a€ VIU{X\A} X in p-agik bir ortiiliisiidiir. X p-kompakt oldugundan,
sonlu bir vocV kiimesi i¢in X=(U{Uq: o€ Vo})U{X\A} gergeklenir. A ve X\A ayrik
kiimeler oldugundan, AcU{U,: a€ Vo} bulunur. O

Teorem 2.2.3. p-kompakt bir uzayin, (p,v)-siirekli lizerine gortintiisii v-kompakttir.
Kanit.

£:(X,1)—(Y,v) (u,v)-siirekli iizerine fonksiyon ve (X,p) p-kompakt olsun ve Y nin
{Uq: a€ V} v-agik oriitliisii almsim. O halde, {f*(U,): a€ V} X in p-agik bir ortiiliisiidiir
ve X={f(U,): a€ V} olacak sekilde sonlu bir VocV alt kiimesi vardir. Buradan,
Y=U{Uu: 0a€ Vo} ve Y v-kompakttir. 0

Teorem 2.2.4. (X,p) giiglii genellestirilmis topolojik uzaymin p-kompakt olmasi igin gyk
X in p-kapali kiimelerinden olusan ve N {F,: a€ V}= O gergekleyen her {F,: o€ V} ailesi
icin N{F,: o€ Vo}= @ olacak sekilde sonlu bir vocV alt kiimesinin olmasidir.

Kanit.

(X,p) p-kompakt olsun ve X in p-kapali kiimelerinde olusan ve N{Fq: a€ V}= 0O
gercekleyen bir {F,: o€ V} ailesi alinsin. O halde, her a€ Vigin X\F,Ep ve

U{X\F,: a€ V}=X olur. X p-kompakt oldugundan, X=U{X\F,: o€ Vo} olacak sekilde
sonlu bir vocvalt kiimesi vardir. Buradan, N {F,: a€ V}= O elde edilir. Tersine, X in
p-kapali kiimelerinden olugan ve N{F,: a€ V}= O gercekleyen her {Fq: o€ V} ailesi i¢in
N{Fa.: a€ Vo}= O olacak sekilde sonlu bir VoCV alt kiimesi var olsun. X p-kompakt
olmasin ve X in {Uq: a€ V} p-agik ortiiliisii alinsin. O halde, {X\U,: a€ V} p-kapali
kiimelerin N {X\U,: o€ V}= O gergekleyen bir toplulugudur. Varsayimdan, sonlu bir
VoV alt kiimesi i¢in N{X\Uy: 0€ Vo}= @ ve buradan X=U{U,: o€ Vo} celiskisi elde
edilir. (X,n) p-kompakttir. o

Tamm 2.2.5. [36] (X,n) glclii genellestirilmis topolojik uzayina, X in her pg-agik
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ortliliistiniin sonlu bir alt ortiiliigii varsa, pg-kompakt denir.
Teorem 2.2.6. [36] (X,u) pg-kompakt uzaymin pg-kapali alt kiimesi pg-kompakttir.
Kamt.

AcX pg-kapali alt kiimesi alinsin. O halde, X\A pg-agiktir. {Uq: o€ V} A nin pg-agik
bir ortiiliisii ise, {Uq: a€ VFU{X\A} X in pg-acik bir ortiiliistidiir. X pg-kompakt
oldugundan, sonlu bir VocV kiimesi i¢in X=(U{U,: a€ Vo})U{X\A} gerceklenir. A ve
X\A ayrik kiimeler oldugundan, AcU{U,: o€ Vo} bulunur. o

Teorem 2.2.7. [36] 1.ug-kompakt bir uzayin, (pg,v)-siirekli tizerine goriintiisii
v-kompakttir.

2. £:(X,)—(Y,v) (ng,vg)-irresolute ve (X,u) ug-kompakt ise, (Y,v)
vg-kompakttir.

Kanit.

1. £:(X,p)—(Y,v) (ug,v)-stirekli tizerine bir fonksiyon ve (X,u) pug-kompakt olsun. Y
nin {Uq: o€ V} v-agik ortiiliisii alinsin. O halde, {f*(U,): o€ V} X in pg-acik
ortiiliisiidiir ve boylece X=U{f*(U,): a€ Vo} olacak sekilde sonlu bir VocV alt kiimesi
vardir. Buradan, Y=U{U,: a€ Vo} ve Y v-kompakttir.

2. f:(X,w)—(Y,v) (ng,vg)-irresolute ve (X,u) pg-kompakt olsun. Y nin {U,: a€ V}
vg-acik ortiiliisii almsin. O halde, {f*(U,): a€ V} X in pg-acik ortiiliisiidiir ve boylece
X=U{f*(Uy,): a€ Vo} olacak sekilde sonlu bir Voc alt kiimesi vardir. Buradan,
Y=U{Uq: a€ Vo} ve Y vg-kompakttir. o

Teorem 2.2.8. (X,pn) gli¢lii genellestirilmis topolojik uzaymin pg-kompakt olmasi igin
gyk X in pg-kapali kiimelerinden olusan ve N{F.: a€ V}= O gercekleyen her

{Fu: a€ V} ailesi i¢in N{F4: a€ Vo}= @ olacak sekilde sonlu bir VocV alt kiimesinin
olmasidir.

Kanit.

(X,n) pg-kompakt olsun ve X in pg-kapali kiimelerden olusan ve N{Fq: a€ V}=0
gergekleyen bir {Fy: a€ V} ailesi alinsin. O halde, her a€V i¢in X\F, pg-acik ve
U{X\F,: a€ V}=X olur. X pg-kompakt oldugundan, X=U{X\F,: a.€ Vo} olacak sekilde
sonlu bir VocV alt kiimesi vardir. Buradan, N {F,: a€ Vo}= @ elde edilir.

Tersine, X in pg-kapali kiimelerinden olusan ve N{Fq: a€ V}= O gercekleyen her
{Fu: a€ V} ailesi i¢in N{Fq: a€ Vo}= @ olacak sekilde sonlu bir VocV alt kiimesi var
olsun. X pg-kompakt olmasin ve X in {Uy: o€ V} pg-acik ortiiliisti alinsin. O halde,
{X\Uq: o€ V} pg-kapal kiimelerin N{X\U,: a€ V}= @ gercekleyen bir toplulugudur.
Varsayimdan, sonlu bir VocV alt kiimesi i¢in N {X\Uq: o€ Vo}= @ ve buradan
X=U{Uq: a€ Vo} ¢eliskisi elde edilir. (X,p) pg-kompakttir. o

2.3 p-baglantih ve pg-baglantih uzaylar
Tamm 2.3.1. [13] (X,p) giiglii genellestirilmis topolojik uzayina, X=AUB olacak

sekilde A,B€ep ayrik kiimeleri varsa, p-baglantisiz denir. p-baglantisiz olmayan X
uzayina p-baglantilidenir.
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Teorem 2.3.2. (X,u) gliclii genellestirilmis topolojik uzayi i¢in asagidaki ifadeler
biribirine denktir:

(@) X p-baglantilidir,
(b) X in p-kapagik alt kiimeleri yalnizca X ve @ tur.
Kanut.

(a)=(b): AcX p-kapagik olsun. O halde, X\A p-kapagiktir. X, A ve X\A nin ayrik
birlesimi olarak yazilabildiginden, A= @ veya A=X olmalidur.

(b)=(a): X=AUB ve A,B€p ayrik kiimeler olsun. O halde, A p-kapagiktir.
Varsayimdan, A= @ veya A=X elde edilir. Buradan, X p-baglantilidir. o

Teorem 2.3.3. f:(X,)—(Y,v) (w,v)-siirekli {izerine bir fonksiyon ve (X,u) p-kompakt
ise, (Y,v) v-kompakttir.

Kanit.

f:(X,w)—(Y,v) (u,v)-siirekli tizerine bir fonksiyon ve (X,u) p-baglantili olsun. Y=AUB,
ve A,B€v ayrik kiimeleri almsim. O halde, X=f*(A)Uf(B) ve f*(A),f(B)ep ayrik
kiimelerdir. X p-baglantili oldugundan f*(A)= @ veya f*(A)=X ve buradan, A= @ veya
A=Y bulunur. Boylece, Y v-baglantilidir. o

Tamim 2.3.4. [36] (X,p) giiclii genellestirilmis topolojik uzayma, X=AUB olacak
sekilde A,B pg-agik ayrik kiimeleri varsa, pg-baglantisiz denir. ug-baglantisiz olmayan
X uzayina pg-baglantilidenir.

Teorem 2.3.5. [36] (X,p) giliclii genellestirilmis topolojik uzay1 i¢in asagidaki ifadeler
biribirine denktir:

(@) X pg-baglantilidir,
(b) X in ug-kapagik alt kiimeleri yalnizca X ve @ tur.
Kanit.

(@)=(b): ASX pg-kapagik olsun. O halde, X\A pg-kapaciktir. X, A ve X\A nin ayrik
birlesimi olarak yazilabildiginden, A= @ veya A=X olmalidir.

(b)=(a): X=AUB, ve A,B pg-acik ayrik kiimeler olsun. O halde, A pg-kapagiktir.
Varsayimdan, A= @ veya A=X elde edilir. Buradan, X pg-baglantilidir. o

Teorem 2.3.6. [36] 1. f:(X,p)—(Y,Vv) (ug,v)-siirekli iizerine bir fonksiyon ve (X,p)
pg-baglantili ise, (Y,v) v-baglantilidir.

2. f:(X,w)—(Y,v) (ng,vg)-irresolute lizerine bir fonksiyon ve (X,p)
pg-baglantili ise, (Y,v) vg-baglantilidir.

Kanit.
1. £:(X,w)—(Y,v) (ug,v)-siirekli, tizerine bir fonksiyon ve (X,u) pg-baglantili olsun.
Y=AUB ve A,B v-a¢ik ayrik kiimeleri almsim. O halde, X=f*(A)uf(B) ve

£1(A), F1(B) pg-acik ayrik kiimelerdir. X pg-baglantili oldugundan f* (A)= @ veya
f'l(A)ZX ve buradan, A= 0@ veya A=Y bulunur. Bdylece, Y v-baglantilidir.

2. f:(X,p)—(Y,v) (ug,vg)-irresolute tizerine bir fonksiyon ve (X,p) pg-baglantili
olsun. Y=AUB ve A,B vg-acik ayrik kiimeleri alinsin. O halde, X=f*(A)uf’(B) ve
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£1(A),F(B) pg-acik ayrik kiimelerdir. X pg-baglantili oldugundan f'(A)= @ veya
f1(A)=X ve buradan, A= @ veya A=Y bulunur. Béylece, (Y,v) vg-baglantilidir. o
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3. p-GENELLESTIRILMIS SUREKLI FONKSIYONLAR

Tamm 3.0.1. [31] (X,pn) genellestirilmis topolojik uzayinda bir AcX kiimesine, AcO
gergekleyen her O€p igin c,(A) cO gergekleniyorsa p-genellestirilmis kapali kiime
(kisaca pg-kapali) denir. p-genellestirilmis kapali bir kiimenin biitiinleyenine
p-genellestirilmis acgik kiime (kisaca pg-agik) denir. Bir AcX kiimesini kapsayan biitiin
pg-kapali kiimelerin kesisimine A kiimesinin pg-kapanist denir ve clyg(A) ile gosterilir.
AcX kiimesinin biitiin pg-acik altkiimelerinin birlesimine A kiimesinin pg-i¢i denir ve
int,e(A) ile gosterilir. pg-kapali kiimelerin kesisimi pg-kapali olmayabilir (Example 2.4.,
[29]). AcX kiimesinin pg-kapanisi pg-kapali olmak zorunda degildir, ancak AcX
pg-kapali ise A=cl,z(A) gergeklenir.

3.1. Zayif (p,1)-SiirekliFonksiyonlar
Tanim 3.1.1. (X,p) ve (Y,A) genellestirilmis topolojik uzaylar ise, f:(X,p)—(Y,A)
fonksiyonuna,
(a) her GEAigin F1(G)ep gergekleniyorsa (p,\)-siirekli fonksiyon,[6]

(b) her xeX ve f(x) i iceren her Vev i¢in f(U)ccy (V) olacak sekilde X i igeren bir
Uep varsa zayif (u,A)-stirekli fonksiyon, [39]

(c) her xeX ve f(x) i igeren her Ve igin f(c,(U))cV olacak sekilde X i igeren bir
Uep varsa kuvvetli (u,1)-siirekli fonksiyon [19] denir.

Onerme 3.1.2. (X,p) ve (Y,A) genellestirilmis topolojik uzaylari ve f:(X,p)—(Y,1)
fonksiyonu verilsin. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(@) f(p,\)-stireklidir.

(b) her xeX ve f(x) i iceren her VEeL i¢in f(U)cV olacak sekilde X i igeren bir Uep
vardir.

(c) her AcX igin f(c.(A))cci(f(A))olur.
(d) her BCY igin c,(f*(B))cf(ci(B)) olur.
Kanit.

(@)=(b): f:(X,)—(Y,A) fonksiyonu (u,A)-siirekli olsun ve x€X alinsin. f(x)EV ve
VEL ise, (a) sikkindan, (V)€ olur. O halde, xeUcf*(V), yani f(U)CV olacak sekilde
bir UEp vardir.

(b)= (a): xeX ve f(X)EV olacak sekilde bir VEA alinsin. (b) sikkindan, f(U)cV
olacak sekilde x i igeren bir Uep vardir. O halde, Ucfl(Vv), yani f1(V)e u bulunur.

(a) = (c): Her AcX icin f(A) c ci(f(A)), Acf(ci(f(A))) ve (a) sikkindan,

£1(ca(f(A))) p-kapal oldugundan, cu(A)  ci(F1(Ci(F(A))))= F1(ci(f(A))) ve boylece
f(c.(A)) c cu(f(A)) eldeedilir.

(c) =(d): Her BCY ic¢in A=F(B) yazilirsa, f(A)=Ff(f* (B)) cB ve (c) sikkindan,
f(cu(F1(B)) c cu(f(F1(B)) c ca(B) ve dolayisiyla c,(f1(B)) cf(ci(B)) elde edilir.
(d) =(a): V€ A olsun. O halde, Y\V A-kapali ve (d) sikkindan, c,(X\ f*(V))=
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cu(FHY\V))  Fiea(Y\V))= £1(Y\V) bulunur. Buradan, X\ (V) p-kapals, yani
f1(V) € pn elde edilir. o

Tamm 3.1.3. (X,n) ve (Y,A) genellestirilmis topolojik uzaylar ise, f:(X,p)—(Y,A)
fonksiyonuna,

(@) her FcX p-kapali kiimesi i¢in f(F)cY A-kapali ise, (u,A)-kapali fonksiyon,

(b) her FeX p-kapali kiimesi igin ¢(f(i.(F)))cf(F) gercekleniyorsa zayif (u,A)-kapali
fonksiyon denir.

Onerme 3.1.4. [29] (X,p) ve (Y,)) genellestirilmis topolojik uzaylar1 ve £:(X,p)—(Y,\)
zay1f (pu,A)-kapali fonksiyonu verilsin. (X,p) giiclii GTS ise, f(X) A-kapalidir.

Kanit.

f:(X,)—(Y,A) zayif (p,))-kapali fonksiyon ve (X,p) giicliit GTS olsun. O halde, X€Epcip
ve boylece, cu(f(X))=ci(f(i.(X)))cf(X) bulunur. o

Onerme 3.1.5. [37] (X,1) genellestirlmis topolojik uzay ve (Y,A) ekstremal baglantisiz
genellestirilmis topolojik uzay olsun. f:(X,u)—(Y,A) fonksiyonu i¢in asagidakiler
denktir:

(@) fzayif(p,\)-siireklidir.

(b) her xeX ve f(x) i igeren her A-kapagik V kiimesi i¢in, X i igeren ve f(U)cV
gercekleyen bir UEp vardir.

(c) her A-kapacik VY kiimesi i¢in f*(V) p-kapaciktir.
(d) her Ve icin F1(V)ciu(f(ca(V)) dir.
(e) her A-kapali BCY igin c,(f*(i.(B)))cf*(B) dir.
(f) her Ve igin c (F1(V))cf(cu(V)) dir.
Kanit.

(@) = (b): xeX ve VY, f(x) i iceren A-kapagik bir kiime olsun. O halde,
f(U)cew(V)=V olacak sekilde X i igeren bir UEp vardir.

(b) = (c): VY f(X) i igeren bir A-kapacik kiime ve xef*(V) olsun. O halde, x i igeren
bir Uep i¢in f(U)cV ve bdylece xeUcF(V), yani £1(V)€p bulunur. Y\V A-kapacik
oldugundan, benzer sekilde f*(Y\V)€p ve sonugta f(V)€Epep bulunur.

(c) = (d): VeA alinsin. O halde, Vccu(V) ve cu(V)CY A-kapagiktir. (€) sikkindan,

1 (V)cf(cu(V)) ve fi(ca(V))Ep elde edilir. Sonug olarak, £(V)ciu(f*(ci(V))
gerceklenir.

(d) = (e): BcY v-kapali kiimesi alinsin. (d) sikkindan, f*(Y\B)ci(f*(c.(Y\B)))=
i, (FLOY\in(B)))=X\c.(F(i(B))) bulunur. O halde, c,(f*(i,(B)))cf*(B) elde edilir.

(e) = (f): Vel alinsin. O halde, ¢ci(V)cY A-kapagiktir ve (e) sikkindan,
cu(FH(V))cf(ci(V)) bulunur,

(f) = (a): xeX ve VY, f(x) i igeren A-acik kiime olsun. O halde, ¢,(V) A-kapagiktir
ve f(x)&Y\ci(V)=ca(Y\c:(V)) olur. Buradan, xéc,(f(ci(V)) elde edilir ve béylece, x i
iceren bir Uep icin UNEY(Y\ei(V))= @ bulunur. Sonug olarak, fU)N(Y\ci(V))= @ ve
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dolayisiyla f(U)ccy(V) elde edilir. o

Teorem 3.1.6. [37] (X,u) genellestirilmis topolojik uzay ve (Y,A) ekstremal baglantisiz
genellestirilmis topolojik uzay olsun. f:(X,u)—(Y,A) fonksiyonu i¢in asagidakiler
denktir:

(@) fzayif(u,\)-stireklidir.

(b) her xeX ve f(x) i igeren her A-kapagik V kiimesi i¢in, X i igeren ve f(c(U))cV
gergekleyen bir Uep vardir.

() her VEAep icin £(V)EO(W)eip dir.

(d) her Vel icin F1(V)Ciog(F(ci(V))) dir.

() her V€L igin coqy(FL(V))F(ca(V)) dir.
Kanmit.

(@) = (b): xeX ve VCY f(x) i iceren v-kapacik kiime olsun. f zayif (u,A)-stirekli
oldugundan, f*(V) p-kapagiktir. U= £1(V) yazilirsa, f(U)=f(c,(U))cV elde edilir.

(b) = (c): VcY A-kapagik kiime ve x€f'(V) olsun. O halde, xeU ve
f(c.(U)) cV olacak sekilde bir Uep vardir. Buradan, xeUcc,(U)cf* (V) ve £ (V)

0(w)-aciktir. Y\V A-kapagik oldugundan, benzer sekilde, £*(Y\V) 0(w)-agiktir.

(c) = (d): Ve ise, cu(V) A-kapacik ve Vccy(V) dir. O halde, f* (V)cf(cu(V))
ve 1 (ca(V)) 0(p)-agiktir. Sonug olarak, (V) Ciog(F (c2(V))) bulunur.

(d) = (e): VeA alinsin. O halde, ci(V) ve Y\cu(V) A-kapagiktir. (d) sikkindan,
1Y \e(V)) i (FHY\cr(V))) ve bdylece X\ (ca(V)) Ciag (X2 (Ci(V)))=
X\cow(F1( ci(V))) elde edilir.

(e) = (a): xeX ve VCY f(X) i igeren A-agik kiime olsun. O halde, cy(V)
A-kapacik ve f(x)&Y\ci(V)=ci(Y\ca(V)) olur. (e) sikkindan, x&ceq(F1(Y\ci(V))) elde
edilir. yoo(F(Y\c(V))) SCon(F1(Y\ci(V))) oldugundan, x&yeq(f(Y\ca(V))) bulunur. O
halde, x i igeren ve c,(U)NF(Y\cu(V))= @ gergekleyen bir UEp vardir. Boylece,
f(cu(U))ccu(V) elde edilir. O halde, f(U)cf(cu(U))ccu(V) ve dolayisiyla f zayif
(w,A)-stireklidir. o

Teorem 3.1.7. [37] (X,n) ekstremal baglantisiz genellestirilmis topolojik uzay ve (Y,A)
genellestirlmis topolojik uzay olsun. f:(X,u)—(Y,L) fonksiyonu icin asagidakiler
denktir:

(@) f gliglii (u,A)-stireklidir.

(b) her xeX ve f(x) i igeren her VEX kiimesi i¢in, X i igeren Ve f(U)cV gergekleyen
bir U p-kapacik kiimesivardir.

(c) her VEX igin (V) 0(p)-kapalidir.

(d) her FCY A-kapal kiimesi i¢in f*(F) 0(p)-kapalidur.
(e) her AcX igin f(co(A))cCu(f(A)) dir.

(f) her BCY igin cow(f(B))c f(ci(B))dir.
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Kanit.

(@) = (b):xeX ve VCY f(x) i igeren A -agik bir kiime olsun. O halde, x i igeren ve
f(c.(W))cV gergekleyen bir Wep vardir. U=c,(W) p-kapagik oldugundan f(U)cV elde
edilir.

(b) = (c): VY A-acik bir kiime ve xef *(V) olsun. O halde, x i iceren ve
f(U)=f(c.(U))cV gercekleyen bir U p-kapagik kiimesi vardir. O halde,
xeU=c,(U)cf*(V) ve f1(V)0(u)-kapalidur.

(c) = (d): FCY A-kapali ise, F1(Y\F) O(n)-agik ve boylece f*(F) 0(w)-kapalidir.

(d) = (e): AcX olsun. ci(f(A))cY v-kapali oldugundan, f1(ci(f(A))) 6(w)-kapal1 ve
bdylece, Coq(A)Co(FH(FIA))) SCoqw (FL(Cu(F(A))))=F*(ca(f(A))) bulunur. Dolayisyla,
f(cow(A))cci(f(A)) eldeedilir.

(e) = (f): BCY olsun. (e) sikkindan, f(Coq(f*(B)))cci(f(F(B))) cci(B) elde edilir. O
halde, coq(F2(B))< £(ci(B))bulunur.

(f) = (8): xeX ve VY f(x) i igeren A-agik bir kiime olsun. Y\V A-kapali oldugundan,
oY V) FHeu(Y\WV))=F(Y\V) olur. Buradan, f(Y\V) 6(p)-kapali ve bdylece

£1(V) x i igeren O(w)-acik bir kiimedir. O halde, x i igeren ve ¢, (U)cf (V) gergekleyen
bir Uep vardir. Dolayisiyla, f(c,(U))cV ve f giiclii (u,A)-stireklidir. o
3.2. (ng,\)-Siirekli ve (ug,Ag)-Irresolute Fonksiyonlar

Tanim 3.2.1. [36] Bir f:(X,u)—(Y,A) fonksiyonuna, her FCY A-kapali kiimesi i¢in
f1(F)cX pg-kapali oluyorsa, (ng,A)-stirekli fonksiyon denir.

Not 3.2.2. p=SO(X) alinirsa, [3] de incelenen sg-kapali kiime ve sg-siirekli fonksiyon ile
pg-kapali kiime ve (ug,A)-siirekli fonksiyon kavramlari ortiisiir.

Not 3.2.3. (X,p),(Y,A) iki GTS olsun. (pn,A)-stirekli bir £:(X,p)—(Y,A) fonksiyonu,
(ng,\)-siireklidir.

Ornek 3.2.4. X={a,b,c,d},u={ @,{a},{c,d},{a,c,d}, X}, Y={x,y},A={ @, {y},Y} alinsn.
f:(X,p)—(Y,A) fonksiyonu f(a)=f(b)=f(d)=x, f(c)=y seklinde alinsin. {x}A-kapali ve

-1 ({x})={a,b,d}=A kiimesi pg-kapalidir. Ancak A kiimesi p-kapali degildir.
Not 3.2.5. (X,n) uzayr u-Tup-uzayi ise, her (ug,A)-siirekli fonksiyon (pg,A)-stireklidir.

Teorem 3.2.6. [36] (X,w),(Y,A) iki GTS ve £:(X,n)—(Y,A) lizerine fonksiyon olsun.
Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(@) f(ug,\)-stireklidir,
(b) Her U€EA icin, f*(U) ug-agiktir.
Kanit.

@) = (b): :(X,w)—(Y,A) (ug,1)-siirekli ve UeA olsun. O halde, Y\U A-kapalidir. (a)
sikkindan, f1(Y\U)=X\f}(U) pg-kapalidur.

(b) = (a): F\Y A-kapali kiimesi alsin. O halde, Y\F A-aciktir. (b) sikkindan, f*(Y\F)
pg-acik ve f Y(F) pg-kapalidir. o

Teorem 3.2.7. [36] (X,p),(Y,A) iki GTS olsun. f:(X,pu)—(Y,A) (ng,A)-siirekli ise,
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f(clug(f(A))) ))ceu(f(A)) gergeklenir.
Kanit.
f:(X,)—(Y,A) (ug,A)-siirekli olsun ve AcX alinsin.
Acf(f(A)) = (ci(f(A)))
ve Cu(f(A)) A-kapali oldugundan, l(Cx(f(A))) ug-kapalidir. O halde,
clu(A) T (ci(f(A)))
ve
f(clue(A) F(F* (ca(f(A))) cei(f(A))
gergeklenir. O

Teorem 3.2.8. [36] (X,w),(Y,A) iki GTS olsun. f:(X,u)—(Y,A) fonksiyonu i¢in,
asagidaki ifadeler esdegerdir:

(@) Her xeX ve f(x) i igeren her VEL i¢in, X i igeren ve f(U)cV gergekleyen bir U
pg-acik kiimesi vardir,

(b) Her AcXigin, f(clue(A)) cCi(f(A)) gergeklenir,

(c) Her BCY icin, cl,o(F(B))cf*(ca(B)) gergeklenir.
Kanit.

(@) = (b): yef(clye(A)) ve yEVCY A-acik kiimesi alinsin. (a) sikkindan, f(x)=y, XEU,
xeclyg(A), f(U)cV olacak sekilde bir x€X ve bir Uep vardir. xeclyg(A) oldugundan,
UNA# O ve buradan f(A)NV# @ elde edilir. O halde, y=f(x)€cix(f(A)) bulunur.

(b) = (a): xeX ve VY, f(x) i igeren A-agik bir kiime olsun. A=f*(Y\V) alinirsa, x¢A
olur. (b) sikkindan, f(clug(A))cci(f(A))cYCV ve cl(A)=A elde edilir. x¢A=cl . (A)
oldugundan, xeU, UNA= @, f(U)cV olacak sekilde bir UcX pg-agik kiimesi vardir.

(b) = (c): A=F(B),BcY almsin. (b) sikkindan, f(cl.g(F*(B)))cca(f(F1(B))), ve
béylece clu(F1(B))cF(cu(f(F* (B))))f (ca(B)) bulunur.

(c) = (b): B=f(A),AcX alinsin. (c) sikkindan, cl,e(F*(f(A)))cf(cu(F(A))) ve
f(clue(A))ccn(f(A)) bulunur.o

3.3 (ng,2)-Siirekli Fonksiyonlar ve (ng,Ag)-irresolute Fonksiyonlar
Arasindaki Iliski

Tamm 3.3.1. [36] (X,n),(Y,A) iki GTS olsun. f:(X,u)—(Y,A) fonksiyonuna, her FCY
Ag-kapali kiimesi igin f*(F)cX pg-kapali oluyorsa (ug,Ag)-irresolute fonksiyon denir.

Teorem 3.3.2. [36] (X,w),(Y,A) iki GTS olsun. f:(X,u)—(Y,A) iizerine fonksiyonunun
(ng,Ag)-irresolute fonksiyon olmasi i¢in gyk her ACY Ag-agik kiimesi igin l(A)CX
kiimesinin pg-acik olmasidir.

Kanit.

f:(X,1)—(Y,A) fonksiyonu (pg,Ag)-irresolute olsun ve ACY Ag-acik kiimesi alinsin. O
halde, Y\A Ag-kapali ve boylece, f(Y\A)=X\f'(A) pg-kapalidir.

Tersine, her ACY Ag-agik kiimesi i¢in f(A)cX kiimesinin pg-agik olsun ve FCY
Ag-kapali kiimesi almsmn. O halde, f*(Y\F)=X\f(F) pg-agiktir. o
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Teorem 3.3.3. [36] (X,w),(Y,A) iki GTS olsun. f:(X,u)—(Y,A) (ug,Ag)-irresolute
fonksiyonu (pg,A)-stireklidir. Ancak, tersi her zaman dogru olmaz.

Kanit.

AcY \-kapali kiimesi alinsin. A, Ag-kapalidir. O halde, f*(A) ug-kapali ve f,
(ng,\)-stireklidir. o

Ornek 3.3.4. X=Y={a,b,c}, p={ ©.{a},{b},{a,b},X}, =={ @,{b},Y} olsun.
f:(X,n)—(Y,A) fonksiyonu, f(a)=f(c)=a ve f(b)=c seklinde tanimlansin. f fonksiyonu
(ng,\)-siireklidir. Ancak, {c}cY Ag-kapal kiimesi icin f*({c})={b}cX ng-kapali
olmadigindan, f (ug,Ag)-irresolute degildir. o

Teorem 3.3.5. [36] (X,w),(Y,A) ve (Z,v) GTSleri alinsin. f:(X,pu)—(Y,A) fonksiyonu
(nug,Ag)-irresolute ve g:(Y,L\)—(Z,v) fonksiyonu (Ag,vg)-irresolute ise, gof:(X,u)—(Z,v)
fonksiyonu (pg,vg)-irresolute fonksiyondur.

Kamt.
AcZ vg-acik kiimesi almsin. O halde, g*(A) CY Ag-aciktir ve boylece
(g™ (A))=(gef) *(A) cX pg-acik oldugundan f, (ng,vg)-irresolute fonksiyondur. o

Teorem 3.3.6. [36] (X,u),(Y,A) ve (Z,v) GTSleri alinsin. £:(X,pu)—(Y,A) fonksiyonu
(ng,Ag)-irresolute ve g:(Y,A)—(Z,v) fonksiyonu (Ag,v)-siirekli ise, gof:(X,n)—(Z,v)
fonksiyonu (pg,v)-siireklidir.

Kanit.
AcZ vg-acik kiimesi alinsmn. O halde, g™ (A) Y Ag-agiktir ve boylece £1(g™(A))=
(gof) (A) €X p-acik oldugundan f, (ug,v)-siireklidir. o

Teorem 3.3.7. [36] (X,p),(Y,A) iki GTS olsun. f:(X,p)—(Y,A) fonksiyonu
(ng,Ag)-irresolute ise, her AcX kiimesi igin f(clye(A)) CCi(f(A)) gergeklenir.

Kanit.

AcX kiimesi alinsin. cu(f(A)) €Y Ag-kapalidir. Buradan, f(ci(f(A))) X pg-acik ve
bdylece

Acf(f(A)) cfi(c(f(A)))
elde edilir. O halde,
cly(A) cfi(eu(f(A))
Ve sonucta
f(clue(A)) cf(F (eu(f(A)))) cea(f(A))

bulunur. o
3.4.Contra (p,A)-Siirekli ve Contra (pg,2)-Siirekli Fonksiyonlar

Tanim 3.4.1. (X,p) ve (Y,A) iki GTS olsun. f:(X,u)—(Y,A) fonksiyonu;

() her VY A-acik alt kiimesi i¢in f1(V) X p-kapali ise contra (u, A)-siirekli
fonksiyon [33],
(i) her VcY A-agik alt kiimesi i¢in (V) ©X pug-kapali ise contra (ug, A)-stirekli
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fonksiyon [38],
olarak adlandirilir.

Not 3.4.2. [38] Eger f:(X,u)—(Y,A) fonksiyonu contra (p, A)-siirekli veya contra
(ug,\)-siirekli ise, @€ A ve £1(@)= @ pg-kapali ve p-kapali oldugundan, (X, ) uzay:
giiclii GTSdir. Contra (ug, A)-stirekli fonksiyon kavrami Contra sg-siirekli fonksiyon
[34] kavraminin bir genellestirmesidir.

Tamm 3.4.3. [38] Bir (X,pn) genellestirilmis topolojik uzayina,

() (X,u) uzayinin her p-agik alt kiimesi p-kapali ise yerel p-indiscrete uzay,

(i) (X, ) uzayi, iki ayrik pg-agik alt kiimesinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa,
pg-baglantili uzay,

@ii)  (X,w) uzaymin her elemant, ur-kapali kiimelerin kesisimi olarak ifade
edilebiliyorsa, zayif p-Hausdorff uzayi,

(iv) Her x£yeX cifti igin, XEA, YEB ve ANB= 0 olacak sekilde A,B p-kapagik
kiimeleri bulunabiliyorsa, ultra p-Hausdorff uzayi adini alir.

Tanim 3.4.4. [33] A, (X,u) genellestirilmis topolojik uzayinda bir kiime olsun.
N{UE p : AcU} kiimesine, A kiimesinin p-¢ekirdegi denir ve p-ker(A) seklinde
gosterilir.

Lemma 3.4.5.[32] (X,un) bir GTS ve A,BEX olsun. Asagidaki 6zellikler gerceklenir:
(i) u-ker(A)>A ve eger A€ ise A=p-ker(A) dir.

(if) Eger ACB bu durumda p-ker(A)cp-ker(B) gerceklenir.

(iii) xep-ker(A) i¢in gyk x noktasini igeren her p-kapali F kiimesi icin ANF£Q
olmasidir.

Kanit.

(1) Ua={O:AcOep} , A kiimesini igeren p-agik kiimelerin ailesi olsun. Bu
durumda
u-ker(A)=NUaDA gecerlidir. Eger A€ ise A€ Uave N UacA, A=N Ua=p-ker(A)
elde edilir.
(if) ASB olmak tizere Ua={U:AcUep} ve Ug={U:BSUEp} ailelerini gz 6niine
alalim. Bu durumda U€Ug i¢in ASBCU€Ug i¢in gecerlidir, yani UEUa ve UgSUa Ve
bu da[(Ua\ Ug)UUg]=Ua verir, bu durumda da
u-ker(A)=NUa
= (N(Ua\UB))N(NUs)
c NUs
= p-ker(B).

gecerlidir.

(ilf)  X€p-ker(A) olsun ve x noktasini igeren bir p-kapali F kiimesi i¢in ANF=0
farzedelim. Bu durumda AcX\Fepu ve x¢X\F dir, fakat bu
x€ep-ker(A)cu-ker(X\F)=X\F

celiskisini verir.

Tersine x noktasini igeren bir p-kapali F kiimesi i¢in ANF#Q fakat x&p-ker(A)
olsun. Bu durumda p-agik V kiimesi ACV ve X¢V olacak sekilde vardir. Fakat bu
X\W)NAC(X\A)NA=@ yani (X\V)NA=@ verir ki bu da hipotez ile ¢elisir. O

Not 3.4.5. Bir (X, p) genellestirilmis topolojik uzayinda, her contra (u, A)-siirekli
fonksiyon, contra (pg, A)-siireklidir, ancak tersi her zaman gecerli degildir.
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Ornek 3.4.6. X=Y={1,2,3}, p={ 9, {1}, {1,2}, X}, A={ @, {1}, Y} olsun.
f:(X,p)—(Y,A) fonksiyonu f(1)=1, f(2)=3, f(3)=1 seklinde tanimlansin. f contra
(ug, A)-siireklidir, ancak contra (p, A)-stirekli degildir.

Teorem 3.4.7. [38] (X,p), (Y,A) iki GTS ve f:(X,u)—(Y,)A) bir fonksiyon olsun.
Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

0] f, contra (pg, A)-stireklidir,
(i) (Y,A) uzayinda her A-kapali kiimenin ters goriintiisii pg-agiktir.

Kanit.

()= (i): G, (Y,L) uzayinda A-kapali bir kiime olsun. Y\G A-agik ve (i) den
f1Y\G)=X\ f}(G) pg-kapalidir. O halde f* (G) pg-agiktur.

(i))= (i): U€ A olsun. Y\U A-kapali ve (ii)den f1(Y\U)=X\ f1(U) pg-acik dolayisiyla
f'l(U) pg-kapalidir, yani contra (pg, A)-siireklidir. o

Teorem 3.4.8. [38] GC(n) keyfi kesisim altinda kapali ise f:(X,p)—(Y,A) fonksiyonu
icin asagidaki ifadeler esdegerdir:

0] f, contra (pg, A)-siireklidir,

(i) (Y,\) uzayindaki her A-kapali kiimenin ters goriintiisti pg-agiktir,

(i) Her xeX ve f(x) 1 igeren her BCY A-kapali alt kiimesi i¢in, XEA ve f(A)cB
olacak sekilde bir AcX pg-acik kiimesi vardir,

(iv)  Her AcX igin f( clug(A))c A-ker(f(A))olur,

(v)  HerBcY igin cl,g(f*(B))c f'(1-ker(B)) olur.

Kanit.
(i)= (iii): xeX ve f(x)€B, B A-kapali olsun. (i)den, £'(Y\B)=X\ f'(B) ug-kapali ve
£1(B) pg-aciktir. A= f(B) yazilsin. Buradan, x€A ve f(A)cB bulunur.

(iii)= (ii): x€ F'(B) ve B A-kapali olsun. f(x)€EB oldugundan, (iii)den x€A ve f(A)cB
olacak sekilde pg-acik bir A kiimesi vardir. Buradan, x€Ac f*(B) bulunur. O halde,

£1(B) pg-agiktir.
(i)= (i): Teorem 3.4.7. den elde edilir.

(i)= (iv): AcX ve y& A-ker(f(A)) olsun. Lemma 3.4.5 den F A—kapali kiimesi, yeF
ve f(A) NF=Q olacak sekilde vardir. Buradan, AN f*(F)= @ ve clg(A) N f1(F)=0

bulunur. O halde, f(clx(A)) NF= @ ve y&f(cl.e(A)) elde edilir. f(clg(A))c A-ker(f(A))
dir.

(iv)= (v): BY olsun. (iv)den, f(clo(f* (B)))c A-ker(f(f*(B))) c A-ker(B) ve
buradan cl(f*(B)) c f(f(cle(f*(B)))) c f'(A-ker(B)) elde edilir. Bu ise

clue(F1(B))c F1(A-ker(B)) verir.

(v)= (i):BE A olsun. (v)den, clo(F1(B))c Fi(A-ker(B))= f1(B) ve cl,o(F*(B))= f* (B)
bulunur. GC(p) keyfi kesisim altinda kapali oldugundan f(B) , (X,p) de pg-kapalidir. o

Tamm 3.4.9. [38] Bir f:(X,u)—(Y,A) fonksiyonu i¢in, {(x,f(x) : XeX}cXxY kiimesi f
nin grafigi olarak adlandirilir ve G(f) seklinde gosterilir.

(X,p) ve (Y,A) iki genellestirilmis topolyjik uzay olsun. p ve A nin XxY iizerinde
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belirledigi genellestirilmis ¢arpim uzayini v ile gosterecegiz [12].

Teorem 3.4.10. [38] f:(X,u)—(Y,A) bir fonksiyon ve her X€X i¢in g:(X,u)—(XxY,v),
g(x)=(x,f(x)) seklinde tanimlanmus f nin grafik fonksiyonu olsun. g contra (pg, v)-siirekli
ise f contra (ug, A)-stireklidir.

Kanit.

U€E A olsun. Not 3.4.2 den (X,p) giiglii GTS oldugundan XxUE€E v dir, yani XXY
iizerindeki genellestirilmis ¢arpim uzayinda v-agiktir. Buradan, f(U)=g(XxU)
ug-kapalidir. O halde, ise f contra (ug, A)-stireklidir. o

Tamm 3.4.11. [38] (X,pn) ve (Y, A) iki GT, v bunlarin XxY iizerinde belirledigi
genellestirilmis ¢carpim uzayi olsun. Her (X,y)€ XxY\G(f) i¢in, XEU gergekleyen bir U
ug-acik kiimesi ve Y€ V gercekleyen bir V A-kapali kiimesi (UxV) NG(f)= @ olacak
sekilde varsa, G(f) grafigine contra vg-kapalidir, denir.

Onerme 3.4.12. [38] Bir f:(X,)—(Y,A) fonksiyonun grafigi G(f) i¢in asagidaki ifadeler
birbirine denktir:

0] G(f) contravg-kapalhdir,
(i) Her (x,y)€ XxY\G(f) i¢in, XU gergekleyen bir U pg-agik kiimesi ve ye V
gercekleyen bir V A-kapali kiimesi f(U) NV= @ olacak sekilde vardir.

Kanit.

M= (i): (x,y)€ XxY\G(f) olsun. (i)den, xeU gercekleyen bir U pg-agik kiimesi ve
YEV gercekleyen bir V A-kapali kiimesi (UxV)NG(f)= O olacak sekilde vardir.
(x,y)2G(f), xeU ve ye V oldugundan f(x)#£y ve dolayisiyla f{U)NV= @ bulunur.

@i)= (1): (x,y)€ XxY\G(f) olsun. (ii)den, xeU gercekleyen bir U pg-agik kiimesi ve
y€ V gercekleyen bir V A-kapali kiimesi f(U)NV= O olacak sekilde vardir. Buradan,
(x,y)e(UxV)c XxY\G() elde edilir. o

Teorem 3.4.13. [38] f:(X,u)—(Y,A) contra (ug, A)-stirekli ve (Y, A) A-Urysohn ise G(f)
contra vg-kapalidir.

Kant.
(x,y)€ XxY\G(f) olsun. f(x) #y dir. (Y, ) A-Urysohn oldugundan, f(x)€B, yeC ve

c(B)New(C) = O olacak sekilde B,Ce A vardir. f contra (ug, A)-siirekli oldugundan, Xx€A
ve f(A)c cu(B) olacak sekilde bir A pg-agik kiimesi vardir. Buradan, f(A)Nca(C) = O ve
G(f) XxY de contra vg-kapalidir. O

Teorem 3.4.14. [38] {(Xi, wi) : i€I} giiclii genellestirilmis topolojik uzaylarin bir ailesi
olsun. f:(X,u)—( I1X;, v) contra (ug, v)-siirekli ise, her bir i€l i¢in pi:(ITXi, v)—(Xi, W)
izdiisiim fonksiyonunu gostermek tizere, piof:(X,p)—(Xi, wi) contra (ug, wi)-sireklidir.

Kanit.

Sabit bir i€l alinsin. UicX; pi-agik kiimesi alinsin. Her bir (X, pi) genellestirilmis
topolojik uzay oldugundan pi, ler [ 12, Proposition 2.7] den (v, pi)-siirekli oldugundan,

pi(Uy) kiimesi (IIXi, v) de v-aciktir. f contra (ug, v)-siirekli oldugundan,
2 (pi (Ui))=(pief) (Ui) pig-kapalidir. Buradan, piof contra (ug, pi)-siireklidir. o
Sonug¢ 3.4.15. £:(X,u)—(Y,A) bir fonksiyon ve (X,p) pg-Ti2 uzayr olsun. Asagidaki
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ifadeler birbirine denktir:

0] f contra (ug, A)-stireklidir,

(i) f contra (u, \)-stireklidir.
Tanim 3.4.16. [38] Bir (X,u) genellestirilmis topolojik uzayina, her pg-agik alt kiime
u-kapali ise, yerel pg-indiscrete uzay denir.

Teorem 3.4.17. [38] f:(X,u)—(Y,L) contra (ug,A)-siirekli, (X,u) yerel pug-indiscrete uzay
ise f contra (u,\)-streklidir.

Teorem 3.4.18. f:(X,u)—(Y,A) contra (ug, A)-stirekli, (X,u) pg- T12 uzayi ise f contra
(u, A)-stireklidir.

Teorem 3.4.19. [38] (X,p), (Y,A) iki GTS, GO(n) keyfi birlesim altinda kapali olsun.
f:(X,)—(Y,A) contra (pg, A)-siirekli ve (Y,A) A-regiiler ise f (ug, A)-stireklidir.

Kanit.

xeX ve f(x)eV de A-agik bir kiime olsun. (Y,A) A-regiiler oldugundan, f(x)€G ve
ch(G)cV olacak sekilde bir G A-agik kiimesi vardir. f contra (ug, A)-siirekli oldugundan,
xeU ve f(U)c cly(G) olacak sekilde bir UEGO(p) vardir. O halde, f(U)c cly(G)cV ve
boylece f (ng, A)-stireklidir. o

Teorem 3.4.20. pg-baglantili bir uzayin, contra (ug, A)-siirekli, tizerine bir fonksiyon
altindaki goriintiisii A-baglantilidir.

Kanit.

f:(X,p)—(Y,A) contra (ng, A)-siirekli iizerine fonksiyon ve (X,p) pg-baglantili uzay
olsun. (Y,A) A-baglantisiz uzay ve A,B kiimeleri (Y,A) uzaymin bir ayrim1 olsun. O
halde A,B kiimeleri A-agik, Y=AUB ve ANB= O olur. f contra (ug,\)-siirekli ve iizerine
oldugundan, X=f'(A)u f*(B) ve f*(A), f'(B) bostan farkli, ayrik, pg-kapal kiimelerdir.
Ayrica, fY(A)NFY(B)= @ dir, boylece £1(A) ve f(B) pg-agiktir. Bu sonug, (X,p1)
uzayimin pg-baglantili olusuyla gelisir. (Y,A) A-baglantilidir. O

Teorem 3.4.21. [38] (X,n) pug-baglantili uzay olsun. X uzayindan, en az iki elemanlt
(Y,A) A-discrete uzayina tanimli her contra (ug, A)-siirekli fonksiyon sabittir.

Kanit.

f:(X,w)—(Y,A) contra (ug, A)-stirekli fonksiyon, (X,p) pg-baglantili uzay olsun. O halde,
(X,u) uzayr {f Yy) : yeY} pg-kapacik kiimeleri ile ortiiliir. Varsayimdan her YEY i¢in

£1(y)= 0 veya f* (y)=X dir. Eger her YEY icin f(y)= @ ise, f bir fonksiyon olamaz. O
halde, en az bir yeY igin f*(y)#0 ve bdylece f*(y)=X yani f sabittir. o

Teorem 3.4.22. [38] f, (X,p) pg-baglantili uzayindan (Y,A) GT lizerine contra
(ug, A)-stirekli fonksiyon ise, (Y,A) A-discrete uzay olamaz.

Kanit.

(Y.,)) A-discrete uzay olsun ve ACY A-kapagik kiimesi alinsin. f*(A) pg-kapagiktir. Bu
sonug, (X,1) uzaymnin pg-baglantili olusu ile celisir. O

Tamm 3.4.23. [38] (X,u) genellestirilmis topolojik uzayia, her A,Bc X ayrik p-kapali
kiime ¢ifti igin, AcU ve BCV olacak sekilde U,V ayrik pg-acik kiimeleri
bulunabiliyorsa, pg-normal uzay denir.
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Teorem 3.4.24. [38] f:(X,u)—(Y,A) contra (ug,A)-strekli, (pu,A)-kapali, birebir ve (Y,A)
A-normal ise, (X,p) pg-normaldir.

Kanit.

F1,F2 ayrik p-kapali kiimeler olsun. f (u, A)-kapali oldugundan f(F1), f(F2) ayrik A-kapali
kiimelerdir. (Y,A) A-normal oldugundan, f(F1), f(F2) ayrik A-agik V1,V2 kiimeleri ile
ayrilabilir. Buradan, Fic fX(Vi) ve f1(Vi) (i=1,2) pg-aciktir ve F1(V1)Nf(V2)= @ dir. O
halde, (X,p) pg-normaldir. o

Teorem 3.4.25. [38] f:(X,n)—(Y,A) contra (ug, A)-stirekli ve (X,u) u-Tiz2 uzayi ise, £
contra (W, A)-stireklidir.

Not 3.4.26. f:(X,u)—(Y,A) contra (ug, A)-siirekli ve g:(Y,A)—(Z,v) contra (Ag, v)-siirekli
olsun, go f contra (ug, v)-siirekli olmayabilir. X=Y=7={1,2,3}, u={ 9, {1}, {2}, {1,2},
X}, A={0, {3}, {2,3},Y} vev={ O, {1,2}, Z} olsun. f:(X,n)—(Y,A) birim fonksiyonu
contra (ng, A)-siirekli ve g:(Y,A)—(Z,v) birim fonksiyonu contra (Ag, v)-siireklidir, ancak
bileske fonksiyonu go f :(X,u)—( Z,v) contra (pg, v)-stirekli degildir.

Teorem 3.4.27. [38] (X,p), ( Z,v) iki GTS ve (Y,A) A-T12 uzay1 olsun. £:(X,p)—(Y,A)
(1, A)-irresolute fonksiyon ve g:(Y,h)—(Z,v) contra (Ag, v)-siirekli fonksiyon ise,

ge f:(X,n)—( Z,v) contra (ng, v)-siireklidir.

Kanit.

F, v-acik bir kiime olsun. g, contra (Ag, v)-siirekli oldugundan g'l(F ) Ag-kapalidir. (Y,))
A-T12 uzayi oldugundan, g™(F) A-kapalidir. f, (u, A)-irresolute fonksiyon oldugundan
(g (F))=(go ) *(F) p-kapalidir. (X,p) de her p-kapal kiime pg-kapali oldugundan

ge f:(X,p)—( Z,v) contra (ng, v)-siireklidir. o

Teorem 3.4.28. [38] £:(X,n)—(Y,A) (ug, Ag)-irresolute fonksiyon ve g:(Y,A)—(Z,v)
contra (Ag, v)-siirekli fonksiyon ise, ge f:(X,n)—( Z,v) contra (ug,v)-siireklidir.

Kant.
F, v-agik bir kiime olsun. g, contra (Ag,v)-siirekli oldugundan g™ (F) Ag-kapaldur. f,
(ng, Ag)-irresolute fonksiyon oldugundan, £*(g™*(F))=(ge f) *(F) pg-kapalidir. o

Sonug 3.4.29. [38] f:(X,)—(Y,A) (ng, A)-irresolute fonksiyon ve g:(Y,A)—(Z,v) contra
(Ag, v)-stirekli fonksiyon ise, go f :(X,u)—( Z,0) contra (pg, v)-siireklidir.

Tanim 3.4.30. [38] Bir f:(X,n)—(Y,A) fonksiyonuna, her Ag-acik alt kiimenin 6n
goriintlisti pg-agik oluyorsa, 6n-(ng, Ag)-agik fonksiyon denir.

Teorem 3.4.31. [38] f:(X,n)—(Y,A) lizerine, (ug, Ag)-irresolute, on-(pg, Ag)-agik
fonksiyon ve g:(Y,A)—(Z,v) keyfi bir fonksiyon olsun. geo f :(X,pu)—( Z,v) contra
(ug, v)-siirekli olmasi i¢in gyk g fonksiyonunun contra (Ag, v)-siirekli olmasidir.

Kanit.

2:(Y,A)—(Z,v) contra (Ag, v)-siirekli fonksiyon ve F, v-a¢ik bir kiime olsun. g, contra
(Ag, v)-siirekli oldugundan g'l(F) Ag-kapaldir. f, (ug,Ag)-irresolute oldugundan

(g™ (F))=(go f)*(F) ug-kapalidur.
Tersine, go f :(X,)—( Z,v) contra (ug, v)-siirekli fonksiyon ve F, v-kapali bir kiime
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olsun. (ge ) X(F) pg-aciktir. f, dn-(ng, Ag)-acik ve iizerine oldugundan,
f(FH(g (F)))= g™ (F) rg-acik ve g : (Y,L)—(Z,v) contra (Ag, v)-siireklidir. o
Teorem 3.4.32. [38] f:(X,u)—(Y,A) lizerine, (ug, Ag)-irresolute, (Y,A) yerel Ag-indiscrete

uzay ve g:(Y,A)—(Z,v) contra (Ag, v)-siirekli fonksiyon ise, g o f :(X,u)—( Z,v) contra
(ng, v)-stireklidir.

Kanat.

F, v-kapali bir kiime olsun. g, contra (Ag, v)-siirekli oldugundan, g™(F) Ag-aciktir. (Y,))
yerel Ag-indiscrete uzay oldugundan, g'1 (F) Ag-kapalidur. f, (ug, Ag)-irresolute
oldugundan, fX(g*(F))=(go f)*(F) pg-kapalidir. o

32



4. SONUCLAR

Bu c¢alisma sonunda; pg-regiiler, pg —normal ve pg-baglantili uzaylarin yeni
ozelliklerini inceledik. (p,A)-stirekli ve contra (p,A)-siirekli fonksiyonlardan yararlanarak,
(ng,h)-siirekli, (ng,Ag)-irresolute ve contra (ug,A)-stirekli fonksiyonlari tanimladik. Bu
genellestirilmis siireklilik ¢esitlerinin 6zelliklerini inceledik ve bazi sonuglar elde ettik.
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