
 

I 

          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MARMARA ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

İNTEGRAL DÖNÜŞÜMLERİNİN BAŞLANGIÇ 

 VE SINIR DEĞER PROBLEMLERİNE 

UYGULANMASI 

HAZIRLAYAN 

SEVĠL KIVRAK 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

MATEMATĠK ANABĠLĠM DALI 

UYGULAMALI MATEMATĠK 

PROGRAMI 

 

DANIŞMAN 

PROF. DR. NEġE DERNEK 

 

İSTANBUL, 2017 



 

II 

 



 

III 

          
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

MARMARA ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

İNTEGRAL DÖNÜŞÜMLERİNİN BAŞLANGIÇ 

VE SINIR DEĞER PROBLEMLERİNE 

UYGULANMASI 

HAZIRLAYAN 

SEVĠL KIVRAK 

(0521114005) 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

MATEMATĠK ANABĠLĠM DALI 

UYGULAMALI MATEMATĠK 

PROGRAMI 

 

DANIŞMAN 

PROF. DR. NEġE DERNEK 

 

İSTANBUL, 2017 



 

IV 

 

 

 

 



 

V 

 

TEŞEKKÜR 

Yüksek lisans eğitimim boyunca desteğini her alanda hissettiğim, bana gösterdiği emek ve 

sabrı her zaman hatırlayacağım ve müteĢekkir kalacağım tez danıĢmanım sayın hocam Prof. 

Dr. NeĢe Dernek ile bilgi ve tecrübesiyle her zaman yanımda olan sayın hocam Prof. Dr. 

Ahmet Dernek’e teĢekkürü bir borç bilirim. Yine manevi desteği ile yanımda olan eĢim ve 

aileme de teĢekkürlerimi sunarım. 

Sevil Kıvrak 

Nisan-2017 



 

VI 

 

 

 



 

VII 

 

İÇİNDEKİLER  

TeĢekkür …………………………………………………………………………… VII 

Ġçindekiler …………………………………………………………………………. VII 

ġekil Listesi ……………………………………………………………………….. VII 

Sembol Listesi ……………………………………………………………………... VII 

Özet ………………………………………………………………………………… VIIII 

Abstract …………………………………………………………………………….. VII 

1 Bölüm : Giriş…………………………………………………………………….. 1 

1.1 Tarihsel GeliĢim …………………………………………………………… 1 

2 Bölüm : Genel Bilgiler…………………………………………………………... 4 

2.1 Tanım ve Ġlgili Teoremler…………………………………………………... 4 

2.2 Laplace DönüĢümünün Özellikleri…………………………………………. 9 

2.2.1 Laplace DönüĢümü Uygulamaları……………………………………………. 14 

2.3 Laplace  DönüĢümünün Uygulamaları……………………………………... 14 

2.3.1 Dalga Denkleminin Çözümü………………………...……………………... 17 

2.3.2 Isı Denkleminin Çözümü …………………………………………………...  19 

2.4 L2 DönüĢümü ………………………………………………….................... 23 

2.4.1  L2 DönüĢümünün Özellikleri………………………………………………… 23 

2.4.2  Bessel Diferansiyel Denkleminin L2 DönüĢümü ile çözümü……………….. 25 

2.4.3  Hermite Diferansiyel Denkleminin L2 DönüĢümü ile çözümü………………. 26 

2.5 L2 DönüĢümü Uygulamaları ve Ters DönüĢüm Tekniği…………………… 28 

2.5.1  L2 DönüĢümünün Uygulamaları…………………………………………….. 29 

2.4.2  Kısmi Türevli Denklemlerin Çözümünde L2  DönüĢümün Kullanımı………. 32 

2.6 Parseval Goldstein Tipi DönüĢümler ve Uygulamaları…………………….. 34 

2.7 Ln DönüĢümü…………………………………………………...................... 40 

2.7.1  Ln DönüĢümünün Özellikleri………………………………………………… 41 

2.7.2  Ln DönüĢümünün Uygulamaları……………………………………………. 43 



 

VIII 

3  Bölüm : Bulgular ………………………………………………….................... 49 

4  Sonuçlar………………………………………………………………………… 57 

Refaranslar………………………………………………………………………. 59 



 

IX 

 

 

Şekil Listesi: 

2.1: Heaviside Fonksiyonu…………………………………………………………….. 5 

2.2: Sinüs Fonksiyonu…………………………………………………………………. 6 

2.3: Kosinüs Fonksiyonu……………………………………………............................. 6 

2.4 : …………………….……………………………………..…….............................. 18 

2.5:……………………………………………………………………………………… 19 

2.6:Çatlak Kayalardan Sızan Sıvının Akımı …………………………………………... 23 

2.4 : Ġntegrasyon Kontürü……………………………………..…….............................. 31 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 

X 

 

 



 

XI 

Sembol Listesi 

 

 

 

 

 

 

: Reel  Sayılar Kümesi 

: Doğal Sayılar Kümesi 

:Laplace Ġntegral  DönüĢümü 

: L2  Ġntegral DönüĢümü 

: Ln  Ġntegral DönüĢümü 

: Stieltjest Ġntegral DönüĢümü 

: Widder Potansiyel integral DönüĢümü 

: Bir KarmaĢık Sayının Reel Kısmı 

: f(x) ve g(x) fonksiyonlarının Konvolüsyonu 

: f(x) Fonksiyonunun n. Dereceden Türevi 

: Bir fonksiyonun Üstel Mertebeli Olduğunu 

Gösteren Ġfade 

: Hata Fonksiyonu 

:Tamamlayıcı Hata Fonksiyonu 

:G Gamma Fonksiyonu 

: Hermite Fonksiyonu 

: f Fonksiyonunun x değiĢkenine göre türevi 

: Birden Fazla DeğiĢkene Sahip f Fonksiyonunun 

Sadece x DeğiĢkenine Göre Türevi 

 

:  Delta Türev Operatörü 



 

XII 



 

XIII 

ÖZET 

 

ĠNTEGRAL DÖNÜġÜMLERĠNĠN BAġLANGIÇ VE SINIR 

DEĞER PROBLEMLERĠNE UYGULANMASI 

Fizik, mühendislik ve uygulamalı matematik alanlarında en çok karĢımıza çıkan 

denklem türleri adi ve kısmi türevli denklemlerdir. Bu denklemlerin birçok çözüm yöntemi 

mevcuttur. Bunların içerisinde en yaygını elbette Laplace dönüĢümünün kullanımıdır. Fakat 

bazı durumlarda Laplace dönüĢümünün kullanımı çözüm sürecini uzatmakta, uzun ve 

karmaĢık cebirsel iĢlemler gerektirmekte ve hatta bazen çözüme Laplace dönüĢümü ile 

ulaĢılamamaktadır. GenelleĢtirilmiĢ Laplace dönüĢümünün kullanımı uygun katsayılı adi ve 

baĢlangıç-sınır değer problemlerinin çözümünü kolaylaĢtırmakta ve yine çözülemeyen bazı 

denklemlerin çözümü bu yöntem ile bulunabilmektedir.  

Bu tezde de genelleĢtirilmiĢ Laplace dönüĢümü ile bu tür denklemlerin çözümüne yer 

verilmiĢtir. Bunun yanı sıra bu tür denklemlerden hangilerinin genelleĢtirilmiĢ Laplace 

dönüĢümü ile çözüme ulaĢabileceğini çözüme baĢlamadan da kestirebilmek adına 

kullanılabilecek denklemlerde genelleĢtirmeler yapılmıĢtır. Bulunan sonuçlar ıĢığında 

hazırlanan iki makale 4. ve 5. IECMSA uluslararası matematik konferansında sunulmuĢtur. 

Yine hazırlanan makalelerden bir tanesi uluslararası akademik bir dergi olan "Konuralp 

Journal of Mathematics" dergisinde yayınlanmıĢtır. 

Sevil Kıvrak 

Nisan-2017 
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ABSTRACT 

 

Ordinary and partial differential equations are the most commonly used equation types 

that are used in Physics, Engineering and applied mathematics. For these equations, there are 

several solution techniques available in the literature. One of the most popular solution 

alternatives is the usage of integral transforms, especially Laplace transform. However, in 

some situations using Laplace transform would cause a solution process with long algebraic 

calculations and also it would make it impossible to find the solution. In these kind of 

ordinary differential equations and/or initial and boundary value problems with appropriate 

factors using generalized Integral transforms would make the solution process easier and 

shorter. By using generalized Laplace transform Ln, it is even possible to find solutions of 

O.D.E and initial and boundary value problems that could not be found by using the ordinary 

Laplace transform. 

In this thesis, the usage of generalized Laplace transform within these kinds of 

situations that are explained above is discussed. At the same time, since it is very important 

and time saving to be able to understand what kind of initial and boundary value problems 

and O.D.E.s can be solved by using this technique, various generalizations of these equations 

and problems will also be discussed. The two articles that have been prepared in the light of 

these findings were presented at the 4
th

 and 5
th

 International Eurasian Conference on 

Mathematical Sciences and Applications and also one of the papers was published at an 

international mathematics journal, Konuralp Journal of Mathematics. 

Sevil Kıvrak 

April-2017 
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1 BÖLÜM : G·IR·IŞ

1.1 Tarihsel Geli̧sim

K¬smi türevli denklemlerin çözümünde s¬kl¬kla başvurulan yöntemlerden biri integral dönüşümlerin

kullan¬lmas¬d¬r. Asl¬nda, integral dönüşümlerin operasyonel matematikte önemli metodlardan biri

olaca¼g¬n¬n ilk sinyali uygulamal¬matematik, matematiksel �zik ve mühendislik alanlar¬nda artan

çal¬̧smalar olmuştur. Fen ve mühendislik alanlar¬nda hem teori hem de uygulama sa¼glayan matem-

atiksel yöntemlere artan talep, integral dönüşümlerin yarar¬n¬ve bu alana duyulan ihtiyac¬aç¬kça

ortaya sermi̧stir. ·Integral dönüşümlerin bir çok matematiksel ve �ziksel uygulamas¬n¬bir kenara

b¬rak¬rsak, integral dönüşüm konusu hala bilimsel çal¬̧smalarda ve araşt¬rmalarda da en büyük ilgi

alanlar¬ndan birini oluşturmaktad¬r.

·Integral dönüşümün önemi, lineer diferansiyel ve integral denklemleri için başlang¬ç de¼ger

ve başlang¬ç - s¬n¬r de¼ger problemlerin çözümünde güçlü operasyonel yöntemler sa¼glanamas¬ndan

geçmektedir. Özellikle k¬smi türevli denklemin tan¬m kümesindeki çözümü oldukça zaman al¬c¬

ve u¼graşt¬r¬c¬ise integral dönüşüm denklemi, matematiksel i̧slemlerinin çok daha kolay oldu¼gu bir

forma taş¬ma ve orada çözme imkan¬sa¼glar. Bu yol ile, dönüştürülmüş formda çözüm bulunduktan

sonra ters integral dönüşüm yöntemi kullan¬larak orjinal k¬smi türevli denklemin çözümü bulun-

muş olur. Yani, integral dönüşüm kullan¬larak çözülen bir k¬smi diferansiyel denklemdeki çözüm

süreci, dönüştür - çöz - ters dönüştür olarak özetlenebilir. Bu yöntem ço¼gu çözümünde zorlan¬lan

veya oldukça zaman al¬c¬ biçimde çözümüne ulaş¬labilen k¬smi ve adi diferansiyel denklemlerin

çözümünde sa¼glad¬¼g¬kolayl¬k sebebiyle oldukça s¬k biçimde kullan¬l¬r. K¬smi ve adi diferansiyel

denklemlerin Bilgisayar, Fen, Uygulamal¬matematik ve Mühendislik gibi alanlarda ne denli s¬k

karş¬m¬za ç¬kt¬¼g¬ ve ·Integral dönüşümlerin bu denklemlerin çözümüne katk¬s¬düşünülürse, inte-

gral dönüşümün önemi daha sa¼gl¬kl¬biçimde görülmüş olur. ·Integral dönüşümün tan¬m¬n¬verdikten

sonra biraz da integral dönüşümün bilim dünyas¬ndaki yolculu¼guna yer verece¼giz.

Tan¬m 1.1 ·Integral Dönüşüm

f(x) fonksiyonun integral dönüşümü F(p);

F(p) =
Z b

a

K(p; x)f(x)dx

olarak tan¬mlan¬r. Burada K fonksiyonu p ve x�e ba¼gl¬ kurallar¬ belirlenmi̧s bir fonksiyondur.

K(p; x) fonksiyonuna dönüşümün çekirde¼gi ismi verilir.

Herhangi bir problemde böyle bir dönüşün kullan¬m¬n¬n avantajl¬ olabilmesi için F(p) nin

belirlenme ve manipülasyonunun f(x) e göre daha kolay olmas¬ gerekmektedir. Bu kullan¬m¬n
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daha saydam bir hale gelmesini sa¼glamak ad¬na oldukça ünlü başka bir matematiksel uygulama

ile karş¬laşt¬rma yöntemi ile devam edilebilir. Örne¼gin uygun aritmatik operasyonlarda log x in

kullan¬m¬n¬n x in kullan¬m¬na göre daha avantajl¬ olmas¬ gibi. Çarp¬m yaparken log x in kul-

lan¬lmas¬n¬n kolayl¬k sa¼glamayaca¼g¬gibi bu yöntemin kullan¬m¬elbette ki her problem için uygun

olmayacakt¬r. Fakat baz¬ durumlarda, özellikle çözüme ulaşman¬n oldukça zorlu veya imkans¬z

göründü¼gü durumlarda bu yöntemin kullan¬m¬ ile çözüme oldukça basit bir biçimde ulaş¬labilir.

Ayn¬benzetme ile devam edersek verilen bir say¬n¬n 186. kökünü bulmaya çal¬̧s¬rken log kullan¬m¬n

sa¼glad¬¼g¬yarar gibi düşünülebilir.

Her zaman tek de¼gi̧skene ba¼gl¬fonksiyonlar ile çal¬̧s¬lmayaca¼g¬aç¬kt¬r. Bu tarz fonksiyonlarda

da integral dönüşüm benzer biçimde ele edilebilir. p = (p1;p2; p3;:::::; pm) ve x = (x1; x2;x3;::::; xn)

S 2 Rm olmak üzere, çok de¼gi̧skenli bir f(p; x) fonksiyonunun integral dönüşümü;

F(p; x) =
Z
S

K(p; x)f(x)dx

olarak tan¬mlan¬r.

·Integral dönüşüm tan¬m¬n¬n bu halini almas¬nda bir çok ünlü matematikçinin çal¬̧smas¬mev-

cuttur. ·Integral dönüşümün tarihsel geli̧sim süreci şu şekildedir. ·Integral dönüşüm konsepti

ünlü ·Işviçreli matematikçi Leonhard Euler taraf¬ndan ikinci dereceden türevli denklem problemleri

ba¼glam¬nda bulunmuştur (1707 - 1783). O günden bugüne de ayn¬tarz problemlerin çözümünde

güçlü bir yol olarak görülmektedir. Her ne kadar bu denklemleri çözmek için kullan¬lan bir çok in-

tegral dönüşüm türü bulunsa da, bunlar¬n içlerinde en ünlüleri Fourier ve Laplace dönüşümleridir.

P.S. Laplace (1749 - 1827) integral dönüşümü ilk defa olas¬l¬k teorisi üzerine yapt¬¼g¬çal¬̧smada ve

Joseph Fourier (1768-1830) ise 1822�de yay¬nlanan La Theorie Analtytique de la Chaleur isimli

tezinde kullanm¬̧st¬r. Hatta, Laplace�¬n ünlü La Theorie Analytique Probabilities isimli kitab¬, lit-

eratürde en eski ve en s¬k başvurulan Laplace dönüşümü sonuçlar¬na sahip kaynakt¬r. Bu kaynak,

lineer diferansiyel denklemlerin ve integral denklemlerinin çözümüne ulaş¬lmas¬nda yol gösterici bir

kaynak olmuştur. Fourier�in tezi ise Fourier serisi, Fourier integrali ve uygulamalar¬n¬n matematik

literatürüne geçmesini sa¼glam¬̧st¬r.

·Ilk kez integral dönüşümde sembol kullan¬m¬�krini başlatan G. W. Leibnez (1646-1716) ol-

muştur. Fakat bu �krin operasyonel matematikte kullan¬lmas¬n¬ve yayg¬nlaşmas¬n¬sa¼glayanlar J.

L. Lagrange (1736-1813) ve Laplace ikilisidir. Her ne kadar Laplace ve Fourier dönüşümleri 19.

yüzy¬lda bulunmuş olsalar da, bu dönüşüm yöntemlerinin duyulmas¬n¬ve elektirik devrelerinde

adi diferansiyel denklemleri çözüm yöntemi olarak kullanan Oliver Heaviside�d¬r (1850-1925).

Genelleştirilmi̧s integral dönüşüm disiplinine geçmeden önce bilinen integral dönüşümlerden
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bahsetmek do¼gru olacakt¬r. En bilinen Fourier, Laplace ve Mellin dönü̈şümünün yan¬s¬ra bunlar-

dan farkl¬dönüşümler de s¬ralanabilir. Hartley, Weierstrass, Hankel, Abel Hilbert, Poisson ve N

dönüşümleri, gibi.

Genelleştirilmi̧s integral dönüşümleri ise, iki matematiksel disiplinin birleşiminden oluşmak-

tad¬r, integral dönüşümler ve genelleştirilmi̧s fonksiyonlar teorisi. ·Ilk disiplinin tarihsel geli̧simine

yukar¬da yer vermi̧stik. Yaklaş¬k olarak 150 y¬ll¬k bir matematiksel geli̧sim süreci bulunmak-

tad¬r. ·Ikinci disiplinin ise 1944 y¬l¬nda Laurent Schwartz ile başlam¬̧st¬r. Daha bilinir hale gelmesi

Schwartz�¬n 1950 ve 1951 y¬l¬nda iki kitap olarak yay¬nlanan Theorie des Distributions isimli çal¬̧s-

mas¬ile olmuştur.

Önemli bir geli̧sme, genelleştirilmi̧s fonksiyonlar teorisinin Fourier dönüşümü üzerine geni̧slemesi

ile olmuştur. Bu geni̧sleme k¬smi diferansiyel denklemler teorisi için oldukça önemli bir araç halini

alm¬̧st¬r. Genelleştirilmi̧s Fourier dönüşümü alan¬ yaklaş¬k olarak 15 senedir üzerinde çal¬̧s¬lan

oldukça aktif bir aland¬r. 1952 y¬l¬nda Schwartz, Laplace dönüşümü ile de genelleştirilmi̧s fonksi-

yonlar teorisini birleştirmi̧stir.

Yukar¬da ad¬geçen her integral dönüşümün üzerine etki edece¼gi genelleştirilmi̧s fonksiyon türü

s¬n¬rland¬r¬labildi¼gi sürece genelleştirilmi̧s hallerini bulmak mümkündür. Burada as¬l zor olan bu-

lunan integral dönüşümün ya tekli¼gini ya da ters dönüşümünü bulabilmektir. Fakat genelleştirilmi̧s

integral dönüşümün etkili analitik bir araç haline gelebilmesi için bunlardan en az birinin bulunmuş

olmas¬gerekmektedir.

Bu tezin yaz¬lma amac¬, genelleştirilmi̧s Laplace dönüşümü ile ilgili çal¬̧smalara katk¬ sa¼gla-

makt¬r. Özellikle Laplace dönüşümü integral dönüşümlerin baş¬ndan bu yana adi ve k¬smi türevli

denklemlerin çözümünde en çok kullan¬lan dönüşüm yöntemlerinden biridir. Fakat bu yöntemin

de ise yaramad¬¼g¬veya uygulansa bile istenilen derecede kolayl¬k sa¼glayamad¬¼g¬denklemlerin de

genelleştirilmi̧s integral dönüşümleri ile çözülmesi mümkündür. Bunun için yukar¬da bahsetti¼gimiz

gibi genelleştirilmi̧s fonksiyonlar teorisinin de yard¬m¬n¬ alarak yeni bir genelleştirilmi̧s integral

dönüşüm ve tersi tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu integral dönüşüme üçüncü k¬s¬mda yer verilecektir. Önce-

likle üçüncü k¬s¬mdaki çal¬̧smalar¬n netleşmesi için gerekli tan¬m, özellik, örnek ve teoremlere yer

verilecektir. Bunun ard¬ndan ise genelleştirilmi̧s Laplace ile ters genelleştirilmi̧s Laplace dönüşümü

ve bu dönüşümlerden faydalan¬larak oluşturulmuş teorem ve lemmalar ile bunlar¬n kullan¬m alan-

lar¬n¬n netleştirilmesi ad¬na yeterli say¬da uygulamaya yer verilecektir.
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2 Bölüm: Temel Kavram ve Tan¬mlar

Bu bölümde Laplace dönüşümüne, özelliklerine ve de¼gi̧sik soru tarzlar¬n¬n çözümünde uygula-

malar¬na yer vererek başlayaca¼g¬z. Bu ayn¬zamanda di¼ger dönüşüm türlerinin uygulamalar¬için

de yol gösterici olacakt¬r. Uygulamalar k¬sm¬nda öncelikle adi diferansiyel denklemlere sonras¬nda

ise k¬smi türevli denklemlere yer verece¼giz.

2.1 Tan¬m ve ·Ilgili Teoremler:

Tan¬m 2.1 (Heaviside Fonksiyonu)Heaviside fonksiyonu basamak fonksiyonlar¬n¬n özel bir örne¼gidir

ve süreksiz bir fonksiyondur.Fonksiyonun de¼geri negatif argümanlar için 0 ve pozitif argümanlar

için ise 1 dir.Heaviside fonksiyonu h ile gösterilebilir. Heaviside fonksiyonu ve Laplace dönüşümü

şu şekilde tan¬mlan¬r:

h(x) =

8<: 0 x < 0

1 x > 0
(1)

h(s) =

Z 1

0

e�stdt

= 1=p: (2)

Re(s) > 0:

Örnek 2.1 H1(a)� 2H4(a) + 3H6(a) Heaviside fonksiyonunu çizelim.

Çözüm 1 Tan¬mdan,

H1(a) =

8<: 0 a < 1

1 a > 1
(3)

�2H4(a) =

8<: 0 a < 4

�2 a > 4
(4)

ve son olarak,

3H6(a) =

8<: 0 a < 6

3 a > 6
(5)

eşitliklerini elde ederiz. (0; 1) aral¬¼g¬nda H1(a);H4(a) ve H6(a) s¬f¬rlan¬r dolay¬s¬yla a 2 (0; 1)

durumunda H1(a)� 2H4(a)+ 3H6(a) = 0. (1; 4) aral¬¼g¬nda ise s¬f¬rlanmayan tek fonksiyon H1 (a)

fonksiyonu oldu¼gu için a 2 (1; 4) durumunda H1(a)� 2H4(a) + 3H6(a) = 1 olur. (4; 6) aral¬¼g¬nda

ise H1(A) = 1 ve �2H4(a) = �2 ve H6(a) = 0 oldu¼gu için, a 2 (4; 6) durumunda H1(a) �

2H4(a) + 3H6(a) = �1 dir. Son olarak (6;1) aral¬¼g¬nda ise H1(a) = 1 ve �2H4(a) = �2
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ve3H6(a) = 3,dolay¬s¬yla a 2 (6;1) durumunda H1(a)� 2H4(a) + 3H6(a) = 6 olur. Bu durumda

aşa¼g¬daki parçal¬fonksiyona ulaşm¬̧s oluruz.

H1(a)� 2H4(a) + 3H6(a) =

8>>>>>><>>>>>>:

0 a < 1

1 1 < a < 4

�1 4 < a < 6

2 d:y:

(6)

Bu durumda fonksiyon gra�¼gi aşa¼g¬daki gibi olur.

Şekil 2.1: Heaviside Fonksiyonu

Tan¬m 2.2 (Periyodik Fonksiyon)Matematikte periyodik fonksiyon belirli periyotlarla de¼gerlerini

tekrar eden fonksiyona verilen isimdir.Burada periyodik fonksiyonu p ile sembolize edersek, ! gerçel

ve Re(s) > 0 olmak üzere periyodik fonksiyon ve Laplace dönüşümü şu şekilde ifade edilebilir,

p(x) = ei!t (7)

p(x) =

Z 1

0

ei!te�stdt (8)

= 1=(p� i!): (9)

Örnek 2.2 Aşa¼g¬da periyodik sinüs ve kosinüs fonksiyon gra�kleri bulunmaktad¬r:
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Şekil 2.2: Sinüs Fonksiyonu

Şekil 2.3: Kosinüs Fonksiyonu

Tan¬m 2.3 (Bessel Fonksiyonu) Bessel fonksiyonlar¬ [10] de verilen Bessel diferansiyel den-

kleminin kanonik formdaki çözümleridir.

x2
d2f

dx2
+ x

df

dx
+ (x2 � a2)f = 0 (10)

Bessel denkleminin çözümü J�(x) ile sembolize edilir. Bu çözümler,

Ja(x) =

�
t

2

�� 1X
m=0

(�1)m
m!�(m+ �+ 1)

�
t

2

�2m
(11)

eşili¼gi ile verilir. Burada Re(�) � 0 d¬r ve Ja, birinci türden � dereceden Bessel fonksiyonu ismini

al¬r.

Yar.Teorem 2.1

Jn(�a) = J�n(a) = (�1)nJn(a) (12)

eşitli¼ginin do¼grulu¼gunu gösterelim.

·Ispat. ·Ilk eşitli¼gin do¼grulu¼gunu göstermek için üreten fonksiyonda a! �a; z ! z�1 de¼gi̧sken

dönüşümleri yap¬l¬r. Fonksiyon de¼gi̧smeyece¼gi için,

X1

n=�1
Jn(�a)z�n =

X1

n=�1
Jn(a)z

n =
X1

n=�1
J�n(a)z

�n (13)
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elde edilir. Burada katsay¬lar karş¬laşt¬r¬larak sonuç elde edilir. ·Ikinci eşitlik de z ! z�1 dönüşümü

yap¬larak benzer bir süreç sonunda elde edilebilir.

Yar.Teorem 2.2 n 2 N olmak üzere,

2J
0

n(a) = Jn�1(a)� Jn+1(a); (14)

2n

a
Jn(a) = Jn+1(a) + Jn�1(a); (15)

d

da
(anJn(a)) = anJn�1(a): (16)

·Ispat. Birinci eşitlik Jn(a) Bessel fonksiyonunun üretken fonksiyonunun türetilmesi ile ispat-

lanabilir. X1

n=�1
Jn(a)z

n =
1

2

�
z � 1

z

�
e
a
2 (z�

1
z )

=
1

2
z
X1

n=�1
Jn(a)z

n � 1
2

X1

n=�1
Jn(a)z

n

=
X1

n=�1

1

2
(Jn�1(a)� Jn+1(a))zn: (17)

Katsay¬lar karş¬laşt¬r¬larak çözüme ulaş¬labilir.·Ikinci ifade z de¼gi̧skenine göre türev uygulanmas¬ile

elde edilir. Her iki eşitli¼ge de an=2 uygulanmas¬ile üçüncü eşitlik oluşur.

Bu iki lemma kullan¬larak baz¬integraller Bessel fonksiyonu arac¬l¬¼g¬ile tan¬mlanabilir.

Tan¬m 2.4 (Hermite Polinomu) Hermite polinomlar¬ [18] de verilen Hermite diferansiyel

denkleminin çözümleridir.

d2f

dx2
� 2x df

dx
+ 2mf = 0: m = 0; 1; 2; ::: (18)

Hermite denkleminin çözümü Hm(x); m. dereceden Hermite polinomu olarak isimlendirilir.

H2k(x) =
kX
i=0

(�1)i(2k)!
i!(2k � 2i)! (2x)

2k�2i: k = 0; 1; 2; ::: (19)

H2k+1(x) =
kX
i=0

(�1)i(2k + 1)!
i!(2k � 2i+ 1)! (2x)

2k�2i+1: k = 0; 1; 2; ::: (20)

Hermite polinomu x de¼gişkeninin baz¬de¼gerleri için şu eşitlikleri gerçekler.

H2k(0) = (�1)k (2k)!
k!

: k = 0; 1; 2; ::: (21)

H2k+1(0) = 0: k = 0; 1; 2; ::: (22)

Tan¬m 2.5 (Laplace Dönüşümü) Laplace dönüşümü

�
f (s) = Lff(t)g =

Z 1

0

e�stf(t)dt; Re(s) > 0 (23)
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ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r. Burada e�st dönüşümün çekirde¼gi ve s dönüşüm de¼gişkenidir. f(t) orjinal

fonksiyon ve
�
f (s) ise orjinal fonksiyonun görüntüsü veya Laplace dönüşümü olarak isimlendirilir.

Baz¬durumlarda f(t) fonksiyonu için
�
f (s) fonksiyonunun ters Laplace Dönüşümü terminolojisi de

kullan¬labilir.

Başlang¬ç seviyesinde s reel say¬olarak seçilse de daha ciddi matematiksel çal¬̧smalarda karmaş¬k

say¬olarak düşünülmelidir.s > s0 için integral yak¬nsak ise (veya Re(s) > s0 yar¬düzleminde, s

karmaş¬k say¬olarak düşünülürse)
�
f (s) tan¬ml¬d¬r ve dönüşüm vard¬r denilir.

Burada bir fonksiyon kümesini (orjinal fonksiyonlar¬n kümesi) başka bir fonksiyon kümesine

taş¬yoruz (görüntü fonksiyonlar¬n¬n kümesi)..

Tan¬m 2.6 (Ters Laplace Dönüşümü) Ters Laplace Dönüşümü

f(t) = L
�
�
f (s)

�
=

1

2�i

Z c+i1

c�i1
est

�
f (s)ds; c > 0; (24)

ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r.

Laplace dönüşümünün özellik ve örneklerine yer vermeden önce, dönüşümün varl¬k teoremine

yer verece¼giz. Bu teorem için üstel mertebeli fonksiyonlar¬n ne oldu¼guna bakmal¬y¬z.

Tan¬m 2.7 (Üstel mertebeli fonksiyon) �; 0 � t � 1 aral¬¼g¬nda pozitif olmak üzere,

jf(t)j � ke�t

koşulunu sa¼glayan f(t) fonksiyonlar¬na � ¬nc¬dereceden üstel mertebeli fonksiyon ismi verilir. üstel

mertebeli fonksiyonlar Landou sembolü ile şu şekilde gösterilir;

t!1 iken f(t) = O(eat); (25)

veya alternatif bir gösterim biçimi de şu şekildedir;

lim
t!1

e�bt jf(t)j � K lim
t!1

e�(b�a)t = 0; b > a (26)

Bu tarz bir f(t) fonksiyonuna k¬saca t ! 1 iken üstel mertebeli fonksiyon ismi verilir. Bu

fonksiyon t s¬n¬rs¬z büyürken Ke�t de¼gerinden daha h¬zl¬biçimde büyümez.

Teorem 2.1 Bir f(t) fonksiyonu her s¬n¬rl¬ (0; T ) aral¬¼g¬nda sürekli veya parçal¬ sürekli ve e�t

inci dereceden üstel mertebeli ise, her s de¼geri için Re (s) > � olmak üzere f(t) fonksiyonunun

Laplace dönüşümü vard¬r.
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·Ispat. Laplace dönüşümünün ve üstel mertebeli fonksiyonlar¬n tan¬mlar¬ndan faydalan¬rsak;�����f (s)���� =

����Z 1

0

e�stf(t)dt

���� � Z 1

0

e�st jf(t)j dt

� K

Z 1

0

e�t(s�a)dt =
K

s� a; (her s > � için) (27)

eşitsizli¼gi integralin varl¬¼g¬n¬ortaya koyar.

Laplace dönüşümü tan¬mlan¬rken bir fonksiyon kümesini başka bir fonksiyon kümesine taş¬d¬¼g¬m¬z-

dan bahsetmi̧stir. Burada elbette sadece fonksiyonlar de¼gil ayn¬zamanda operatörler de fonksi-

yonlarla beraber dönüşüme u¼grar. Bu sebeple, Laplace dönüşümü ile ilgili örneklere yer vermeden

önce dönüşümün özelliklerini s¬ralayal¬m.

2.2 Laplace Dönüşümünün Özellikleri:

1. Özellik: Laplace dönüşümü lineer bir dönüşümdür. Yani, � ve � sabit ve integraller var

olmak üzere,

Lf�f(t) + �g(t)g = �Lff(t)g+ �Lfg(t)g (28)

gerçeklenir. Benzer biçimde L�1da ayn¬özelli¼ge sahiptir.

Bu özellik basit biçimde integrallerin temel özelli¼ginin yeniden ifade edilmesidir. Toplamlar¬n

terim terime toplanabilir ve böylece büyük problemi küçük parçalara ay¬rm¬̧s oluruz.

2. Özellik:( Heaviside�¬n birinci öteleme teoremi) � reel bir sabit ve Lff(t)g = f(s) olmak

üzere

L
�
e��tf(t)

	
= f(s+ �) (29)

(2a) ba¼g¬nt¬s¬do¼grudur.

·Ispat. Tan¬mdan yola ç¬karsak;

L
�
e��tf(t)

	
=

Z 1

0

e�(s+�)tf(t)dt = f(s+ �) (30)

eşitli¼gine rahatl¬kla ulaş¬l¬r.

3. Özellik:( ·Ikinci öteleme teoremi) H(t� a) Heaviside birim basamak fonksiyonu, L ff(t)g =

f(s) ve s > a olmak üzere;

Lff(t� a)H(t� a)g = e�asLff(t)g ; (31)
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olmas¬na ikinci öteleme özelli¼gi ismi verilir. Veya bu özellik, aşa¼g¬daki gibi de gösterilebilir.

Lff(t)H(t� a)g = e�asLff(t+ a)g : (32)

·Ispat. Heaviside fonksiyonu ve Laplace dönüşümün tan¬m¬ndan;

Lff(t� a)H(t� a)g =

Z 1

0

e�stf(t� a)H(t� a)dt;

=

Z 1

0

e�stf(t� a)dt: (33)

elde edilir. Burada t� a = & dönüşümü yap¬l¬rsa,

e�as
Z 1

0

e�stf(&)d& = e�asf(s): (34)

elde edilir.

4. Özellik: ( Genişletme Özelli¼gi)

Lff(at)g = 1

jajf(
s

a
):s > a (35)

·Ispat. a > 0 için

Lff(at)g =
Z 1

0

e�stf(at)dt;

at = � ise dt = 1
a� ve t =

�
a de¼gi̧sken de¼gi̧simleri uygulan¬rsa,

=

Z 1

0

e�s
�
a f(�)

d�

a
;

=
1

a

Z 1

0

e�
�s
a f(�)d�;

=
1

a
L(f(

s

a
):

a < 0 için de benzer i̧slemler yap¬larak,

Lff(at)g = �1
a
L
n
f(
s

a
)
o
: (36)

bulunur.

5. Özellik: (Türevin Laplace Dönüşümü) Lff(t)g = f(s) olmak üzere, fonksiyonun türevlerinin

Laplace dönüşümü ile ilgili ba¼g¬nt¬lar şu şekilde s¬ralanabilir,

Lff 0(t)g = sLff(t)g � f(0) = sf(s)� f(0), (37)

Lff 00(t)g = s2Lff(t)g � sf(0)� f 0(0) = s2f(s)� sf(0)� f 0(0): (38)
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Daha genel bir ifade ile,

Lffm(t)g = smL ff(t)g � sm�1f(0)� sm�2f 0(0)� :::� sf (m�2)(0)� f (m�1)(0) (39)

olarak belirtilebilir. Burada f (r)(0)de¼geri f (r)(t) nin r = 0; 1; 2; :::; (n� 1) olmak üzere t = 0

daki de¼geridir.

·Ispat. Laplace dönüşümünün tan¬m¬ndan,

Lff 0(t)g =
Z 1

0

e�stf 0(t)dt;

elde edilir. Bu eşitlikte t de¼geri s¬n¬rs¬z büyürken f(t)e�st ! 0 ön koşulu ile k¬smi integrasyon

uyguland¬¼g¬nda,

Lff 0(t)g = sf(s)� f(0);

elde edilir. ·Ikinci türev için de benzer biçimde, t!1 iken e�stf 0(t)! 0 önkoşullar¬ile,

Lff 00(t)g = sLff 0(t)g � f 0(0);

= s2f(s)� sf(0)� f 0(0);

ba¼g¬nt¬s¬na ulaş¬l¬r. ·Indüksiyon metodu ile önce n� 1 inci türevi için do¼grulu¼gu kabul edilir

ve bir türev alma i̧slemi daha uygulan¬rsa, (39) ba¼g¬nt¬s¬na ulaş¬labilir.

6. Özellik: (Düzgün Yak¬nsakl¬k): t s¬n¬rs¬z büyürken f(t) = O(eat) ise,Z 1

0

e�stf(t)dt (40)

Laplace integrali a1 > a ve s > a1 iken s ye göre düzgün yak¬nsakt¬r.

·Ispat. je�stf(t)j �Me�t(s�a) �Me�t(a1�a) eşitsizli¼gi her s � a1 için do¼gru ve
R1
0
e�t(a1�a)dt

integrali Weistrass testi ile her a1 > a var oldu¼gundan, (2.14) Laplace integrali a1 > a iken

her s > a1 için düzgün yak¬nsakt¬r.

7. Özellik : (Laplace Dönüşümünün Türevi): Lff(t)g = f(s) ise, n = 0; 1; 2; 3; ::: için

Lftnf(t)g = (�1)n d
n

dsn
f(s) (41)

olur.

·Ispat. Laplace dönüşümünün tan¬m¬ve türevin Laplace dönüşümü özelli¼gi kullan¬larak (40)

ba¼g¬nt¬s¬na ulaş¬l¬r.

11



8. Özellik: (Laplace Dönüşümünün ·Integrali): Lff(t)g = f(s) olmak üzere,

L
�
f(t)

t

�
=

Z 1

0

f(s)ds (42)

d¬r.

·Ispat. (40) deki düzgün yak¬nsakl¬k özelli¼gi göz önünde bulunduruldu¼gunda, f(s) (s,1)

aral¬¼g¬nda s ye göre integre edilirse,Z 1

s

f(s)ds =

Z 1

s

ds

Z 1

0

e�utf(t)dt

=

Z 1

0

f(t)dt

Z 1

s

e�utds

=

Z 1

0

f(t)

t
e�utdt

= L
�
f(t)

t

�
(43)

elde edilir.

9. Özellik: (·Integralin Laplace Dönüşümü): Lff(t)g = f(s) olmak üzere,

L
�Z 1

0

f(')d'

�
=
f(s)

s
(44)

ba¼g¬nt¬s¬do¼grudur.

·Ispat. � > 0

m(t) =

Z t

0

f(')d'

olarak al¬n¬rsa m(0) = 0 ve m
0
(t) = f(t) olur. Buradan

f(s) = Lff(t)g = L fm0(tg) = sm(s) = sL

8<:
tZ
0

f(')d'

9=; :
elde edilir. Eşitlik s ile sadeleştirilirse (44) ba¼g¬nt¬s¬elde edilmi̧s olur.

10. Asimtotik Özellikler: (Watson Lemmas¬)Laplace dönüşümünü büyük s de¼gerleri için düşündü¼gümüzde,

en önemli integrasyon aral¬¼g¬n¬n 0 < t < 1=s oldu¼gunu varsayabiliriz. Böylece aşa¼g¬daki tah-

minde bulunabiliriz.

f(s) ' f(0)

Z 1

0

estdt

= f(0)=p; jpj � 1: (45)

Bu tarz fonksiyonlar¬n özellikleri ve dönüşümleri direkt olarak birbirine ba¼glayan bir bilgi ne

kadar yararl¬olsa da ço¼gu durumda yeterli de¼gildir Bu sebeple bundan daha keskin bir bil-

giye ihtiyaç vard¬r. Watson Lemmas¬n¬kan¬tlayabilmek için öncelikle asimtotik özelliklerden

bahsedece¼giz.
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Tan¬m 2.8 x ! x0 için aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬y¬ sa¼glayan f(x) ve g(x) fonksiyonlar¬na asimptotik

fonksiyonlar denir.

lim
x!x0

ff(x)=g(x)g = 1;

ve

f(x) � g(x)

olarak sembolize edilir.Burada x karmaş¬k bir de¼gişkendir bu sebeple x in x0 a nas¬l yaklaşaca¼g¬

konusunda s¬n¬rlamalar getirmemiz gerekir. Örne¼gin,

1 + e�z � 1;

için z !1 ve jarg(zj)<�=2:Şimdi baştaki koşulumuzu şu şekilde de¼giştirirsek,

lim
x!x0

ff(x)=g(x)g = 0;

tekrar şu eşitlik yaz¬labilir,

f(x) = o(g(x)); (46)

ve e¼ger, x; x0 a yaklaş¬rken jf(x)=g(x)j de¼geri s¬n¬rl¬de¼gilse,

f(x) = O(g(x)):

elde edilir.

Tan¬m 2.9 (Asimptotik aç¬l¬m):g�+1(x) = o(g�(x)) eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa,

f(x) �
1X
�=1

g�(x); x! x0 (47)

aç¬l¬m¬na, asimtotik aç¬l¬m denir.

Bu aç¬l¬m¬n anlam¬şudur;

f(x) =
nX
�=1

g�(x) +O(gn+1(x));

ba¼g¬nt¬s¬nda, x ! x0 iken serideki s¬n¬rl¬ say¬daki terim f(x) fonksiyonu için gn+1(x) inci mer-

tebeden bir yaklaş¬k de¼ger oluşturur.

Tan¬m 2.10 (Watson Lemmas¬)f fonksiyonu aşa¼g¬daki özelliklere sahip reel u de¼gişkenine ba¼gl¬

karmaş¬k de¼gerli bir fonksiyon olsun.

(1)f fonksiyonu (0,1) aral¬¼g¬nda s¬n¬rs¬zd¬r.
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(2)0 < �0 < �1 < �2 < ::: olmak üzere

f(u) v
X1

n=0
anu

�n�1; (48)

(3)son olarak da c > 0 gibi bir sabit için,

f(u) = O(ecu); u!1; (49)

dur.Buradan 0 < � < �=2 olacak şekilde jzj ! 1 ve jarg(z)j � �
2 � � <

�
2 için,

F (z) =

Z 1

0

e�zuf(u)du v
X1

n=0
an
�(�n)

z�n
: (50)

dir.

2.3 Laplace Dönüşümü Uygulamalar¬

Örnek 2.3 : � > 0 için f(x) = 1 ise f(x) in Laplace dönüşümünü bulal¬m.

f(s) = Lf1g =
Z 1

0

e�sxdx =
1

s
: (51)

Örnek 2.4 : m sabit bir de¼ger olmak üzere, f(x) = emx fonksiyonunun Laplace dönüşümünü

bulal¬m. Laplace dönüşümünün tan¬m¬nda verilen fonksiyon yerine yaz¬l¬rsa,

Lfemxg = f(s) =
Z 1

0

e�(s�m)dx =
1

s�m: (52)

Örnek 2.5 : m gerçel bir sabit olmak üzere, f(x) = sinmx ise, f(x) fonksiyonunun Laplace

dönüşümü;

Lfsinmxg =

Z 1

0

e�sx sinmxdx;

=

Z 1

0

e�sx
�
eimx � e�imx

2i

�
dx;

=
1

2i

Z 1

0

h
e�x(s�im) � e�x(s+im)

i
dx;

=
1

2i

�
1

s� im � 1

s+ im

�
;

=
m

s2 +m2
(53)

biçiminde elde edilir. Benzer biçimde cosmx in Laplace dönüşümü de aşa¼g¬daki gibi elde edilebilir.

Lfcosmxg = s

s2 +m2
(54)
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Örnek 2.6 : Hiperbolik fonksiyonlar¬n Laplace dönüşümleri de yine Laplace dönüşümünün tan¬m¬n-

dan faydalan¬larak, Örnek 2.3�e benzer biçimde elde edilebilir. Örne¼gin, f(x) = sinhmx ise;

Lfsinhmxg =

Z 1

0

e�sx sinhmxdx;

=

Z 1

0

e�sx
�
emx � e�mx

2

�
dx;

=
m

s2 �m2
: (2.22)

Benzer biçimde coshmx in Laplace dönüşümü de,

Lfcoshmxg =

Z 1

0

e�sx coshmxdx;

=
s

s2 �m2
: (55)

d¬r.

Örnek 2.7 : m pozitif bir gerçel say¬olmak üzere, f(x) = xm fonksiyonunun Laplace dönüşümünü

bulal¬m.

Çözüm: Çözüme tüme var¬m metodu ile ulaşaca¼g¬z. Örnek 2.6 da f(x) = 1 in çözümünü

f(s) =
1

s2
;

olarak bulmuştuk.f(x) = x2 fonksiyonunun Laplace dönüşümünu bulmak için,

L
�
x2
	
=

Z 1

0

x2e�sxdx;

eşitli¼ginde u = x de¼gi̧simi yap¬l¬rsa,

L
�
x2
	
=
2

s3
;

elde edilir. Bu şekilde, n kere de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬l¬rsa,

Lftng =
Z 1

0

xne�sxdx =
n!

sn+1
: (56)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r.

Örnek 2.8 : 2. daki örne¼gi göz önünde bulundurarak, m > �1 koşulunu sa¼glayan bir gerçel say¬

olmak üzere f(x) = xm fonksiyonunun Laplace dönüşümünü bulal¬m. Bunun için tekrar Laplace

dönüşümünün tan¬m¬ndan faydalanaca¼g¬z.

Lfxmg =
Z 1

0

xme�sxdx;
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Yukar¬daki eşitlikte sx = t de¼gişimi yap¬l¬rsa,

Lfxmg =
1

sm+1

Z 1

0

tme�tdt

=
�(m+ 1)

sm+1
(57)

eşitli¼gi elde edilir.

Örnek 2.9 : f(x) = erf
n

m
2
p
�

o
hata fonksiyonunun Laplace dönüşümünü bulal¬m. Bunun için

Laplace dönüşümünü ve hata fonksiyonundan faydalanaca¼g¬z.

L
�
erf

�
m

2
p
x

��
=

Z 1

0

e�sx

"
2p
x

Z 2=2
p
x

0

e�t
2

dt

#
dx:

Yukar¬daki eşitlikte t = m
2
p
x
veya x = m2

4t2 olarak al¬n¬r ve integrasyon s¬ras¬de¼giştirilirse,

L
�
erf

�
m

2
p
x

��
=

2p
x

Z 1

0

e�t
2

dt

Z m2=4t2

0

e�sxdx;

=
2p
�

Z 1

0

e�t
2 1

s

�
1� exp

�
�m

2s

4t2

��
dt;

=
1

s
:
2p
�

�Z 1

0

e�t
2

dt�
Z 1

0

exp

�
�
�
t2 +

sm2

4t2

��
dt

�
;

Burada,
R1
0
exp

n
�
�
t2 + sm2

4t2

�o
dt integralinin de¼geri,

Z 1

0

exp

�
�
�
t2 +

sm2

4t2

��
dt =

1

2

24 R1
0

�
1� m2

t2

�
exp

h
�
�
t+ m

t

�2
+ 2m

i
+
R1
0

�
1 + m

t2

�
exp

h
�
�
t� m

t

�2 � 2mi
35 dt;

olarak bulunur. u =
�
t� m

t

�
; du =

�
1� m

t2

�
dt de¼gişimi yap¬l¬rsa ve m = m

p
s

2 için,

=
1

2
e�2m

Z 1

�1
e�u

2

du =

p
�

2
e�2m

integral de¼gerinin 0 oldu¼gu görülürse,

L

�
erf

�
m

2
p
x

��
=
1

s
:
2p
�

�p
�

2
�
p
�

2
e�m

p
s

�
=
1

s

h
1� e�m

p
s
i

(58)

olarak bulunur. Buradan tamamlay¬c¬hata fonksiyonun da Laplace dönüşümü,

L
�
erfc

�
m

2
p
x

��
=
1

s
e�m

p
s (59)

olarak elde edilir.
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Örnek 2.10 : Heaviside�¬n birinci öteleme teoremine örnek olarak, Laplace dönüşümünün tan¬m¬

ile 2.8. ve 2.9. örneklerden faydalanarak do¼grudan şu sonuçlara ulaş¬labilir:

L
�
xne�mx

	
=

n!

(s+m)n+1
; (60)

L
�
e�mx sin ax

	
=

a

(s+m)2 + a2
; (61)

L
�
e�mx cos ax

	
=

s+m

(s+m)2 + a2
: (62)

Örnek 2.11 :Heaviside�¬n birinci öteleme teoremini kullanarak

f(x) =

8>>><>>>:
1 0 < x < 1

�1 1 < x < 2

0 x > 2

fonksiyonunun Laplace dönüşümünü bulal¬m.

Çözüm: Fonksiyonun Laplace dönüşümünü bulmak için öncelikle fonksiyon şu şekilde tekrar

düzenlenir.

f(x) = 1� 2H(x� 1) +H(x� 2): (63)

Buradan Laplace dönüşümü,

Lff(x)g = Lf1g � 2LfH(x� 1)g+ LfH(x� 2)g ;

=
1

s
� 2e

�s

s
+
e�2s

s
: (64)

2.3.1 Dalga Denklemi Çözümü:

Örnek 2.12 S¬n¬r koşullar¬f(0; t) = sin(t) ve limx!1 jf(x; t)j <1 ve başlang¬ç koşullar¬f(x; 0) =

0 ve ft(x; 0) = fxx(x; 0) olmak üzere, aşa¼g¬daki k¬smi türevli denklemi çözünüz.

@2f

@t2
=
@2f

@x2
+

@3f

@t@x2
; 0 < x <1; 0 < t (65)
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Şekil 2.4 : [6, sf 391]

Birinci Ad¬m: Eşitli¼ge Laplace dönüşümü uyguland¬¼g¬nda, F(0,s)= 1
s2+1ve limx!1 jF (x; s)j <

1 s¬n¬r koşulu ile aşa¼g¬daki s¬n¬r de¼ger problemi oluşur.

d2F (x; s)

dx2
� s2

s+ 1
F (x; s) = 0; (66)

·Ikinci Ad¬m: Buradan yukar¬daki s¬n¬r de¼ger probleminin çözümü aşa¼g¬daki gibi bulunur.

F (x; s) =
1

s2 + 1
exp

�
� sxp

1 + s

�
: (67)

Üçüncü Ad¬m: Bu çözüm s = �i noktalar¬nda tekil kutup noktalar¬na ve s = �1 noktas¬nda

da dallanma noktas¬na sahiptir. Dördüncü Ad¬m: s düzleminin negatif reel ekseni üzerindeki

kesim noktalar¬n¬tan¬mlayarak çözümü kutup noktalar¬ndaki rezidüler ile dallanma noktalar¬ndaki

integral¬n toplam¬olarak yaz¬labilir.

f(x; t) = exp
h
�x sin(�=8)= 4

p
2
i
sin
h
t� x cos(�=8)= 4

p
2
i

�e
�t

�

Z 1

0

exp(�t�)
�2 + 2� + 2

sin

�
(1 + �)x
p
�

�
d�: (68)

Bu sonuç bize çözümün iki parçadan oluştu¼gunu gösterir. Birinci terim dura¼ganl¬k durumundaki

çözümü verirken ikinci k¬s¬mdaki integral ise üstel bir h¬zla kaybolan geçici dalgalar¬n çözümünü

verir.Ne yaz¬k ki buradaki çözüm integranddaki sin teriminin hareketinden dolay¬numerik olarak

çok az de¼gere sahiptir.

Örnek 2.13 S¬n¬r koşullar¬f(0; t) = 1 ve limx!1 jf(x; t)j <1 ve başlang¬ç koşullar¬f(x; 0) = 0
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ve ft(x; 0) = afxx(x; 0) olmak üzere, aşa¼g¬daki k¬smi türevli denklemi çözünüz.

@2f

@t2
+
@f

@t
=
@2f

@x2
+ a

@3f

@t@x2
; 0 < x <1; 0 < a; t (69)

Şekil 2.5 : [6, sf 392]

Birinci Ad¬m: Eşitli¼ge Laplace dönüşümü uyguland¬¼g¬nda,

F (0; s) =
1

s
ve limx!1 jF (x; s)j <1

s¬n¬r koşulu ile aşa¼g¬daki s¬n¬r de¼ger problemi oluşur.

(1 + as)
d2F (x; s)

dx2
� s(1 + s)F (x; s) = 0; (70)

·Ikinci Ad¬m: Buradan yukar¬daki s¬n¬r de¼ger probleminin çözümü aşa¼g¬daki gibi bulunur.

F (x; s) =
1

s
exp

"
�x
r
s(1 + s)

1 + as

#
: (71)

Üçüncü Ad¬m: Bu çözüm s = 0 da tekil kutup noktas¬na ve s = 0; s = �1 ve s = �1=a noktalar¬nda

da dallanma noktalar¬na sahiptir.Dördüncü Ad¬m: s düzleminin negatif reel ekseni üzerindeki kesim

noktalar¬n¬tan¬mlayarak s = 0 küçük yar¬-çemberi d¬̧s¬nda s-ekseni üzerindeki sanal eksen boyunca

Bromwich kontürü bozularak,

M =

�
1 + �2

1 + a2�2

�1=4
ve 2� = arctan(�)� arctan(a�): (72)
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olmak üzere çözüme ulaş¬l¬r:

f(x; t) =
1

2
+
1

�

Z 1

0

exp

�
�x
r
�

2
M [cos(�)� sin(�)]

�
d�

�

� sin
�
t� � x

r
�

2
M [cos(�) + sin(�)]

�
: (73)
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2.3.2 Is¬Denklemi Çözümü

Örnek 2.14 Aşa¼g¬daki k¬smi türevli denklemler iki katmanl¬Dünya�da ¬s¬ak¬̧s¬n¬göstermektedir..

@f1
@t

= a1
@2f1
@x2

; 0 � x � h; o < t; (74)

ve
@f2
@t

= a2
@2f2
@x2

; h � x; 0 < t (75)

Burada ai katmanlar¬n yay¬lma gücünü, ui s¬cakl¬¼g¬ve x ise aşa¼g¬do¼gru yüzey uzakl¬¼g¬n¬sembolize

etmektedir.Dünyan¬n yüzeyinde f1(0; t)=T0 sin(wt) günlük döngüsü ve ki iki katman aras¬ndaki

termal iletkenlik katsay¬s¬olmak üzere,

f1(h; t) = f2(h; t) ve k1
@f1(h; t)

@x
= k2

@f2(h; i)

@x
; (76)

olur. Ayr¬ca limx!1 jf2(x; t)j <1 ve başlang¬ç koşullar¬n¬n da f1(x; 0) = f2(x; 0) = 0 ifadelerinin

sa¼glanmas¬gerekir. Baştaki denklemlerimize Laplace dönüşümü uygulan¬r ise,

d2Fi(x; s)

dx2
� s

ai
Fi(x; s) = 0; i = 1; 2; :: (77)

ve aşa¼g¬daki s¬n¬r koşullar¬elde edilir:

F1(0; s) =
T0w

s2 + w2
; F1(h; s) = F2(h; s) (78)

ve

k1
dF1(h; s)

dx
= k2

dF2(h; s)

dx
; lim

z!1
jF2(x; s)j <1: (79)

Buradan dönüşmüş denklemin çözümü,

F1(x; s) =
T0w

s2 + w2
exp(x

p
s=a1)�

T0w

s2 + w2
exp(x

p
s=a1)

1 + � exp(�2h
p
s=a1))

+
T0w

s2 + w2
exp(�x

p
s=a1)

1 + � exp(�2h
p
s=a1))

(80)

ve

F2(x; s) =
T0w(1 + �)

s2 + w2

exp
h
h(
p
s=a2 �

p
s=a1)� x

p
s=a2

i
1 + � exp(�2h

p
s=a1))

; (81)

olarak elde edilir. Burada � = (k1
p
a2�k2

p
a1)=(k1

p
a2+k2

p
a1) dir. F1(x; s) ve F2(x; s) fonksiy-

onlar¬n¬ elde ederken
h
1 + � exp(�2h

p
s=a1))

i�1
ifadesinin

����e�2hps=a1��� geometrik seri aç¬l¬m¬
olan

P1
n=0(�1)n�

ne�2nh
p
s=a1 olarak al¬nm¬̧st¬r. Bu eşitliklerin paydalar¬n¬ açarak şu şe-kilde
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yazabiliriz,

F1(x; s) =
T0w

s2 + w2
exp(x

p
s=a1)

� T0w

s2 + w2

X1

n=0
(�1)n�n exp

h
�(2nh� x)

p
s=a1

i
+

T0w

s2 + w2

X1

n=0
(�1)n�n exp

h
�(2nh+ x)

p
s=a1

i
(82)

ve

F2(x; s) =
T0w(1 + �)

s2 + w2
�
X1

n=0
(�1)n�n exp

n
�
h
(2n+ 1)h+ (x� h)

p
a1=a2

ip
s=a1

o
: (83)

Bromwich integralini kullanarak,

U(x; s) =
w

s2 + w2
exp(x

p
s=�) (84)

denkli¼ginin aşa¼g¬daki fonksiyonunun tersi oldu¼gu gösterilebilir.

u(x; t) = exp(x
p
w=2�) sin(wt+ x

p
w=2�)

+
2�

�

Z 1

0

w

w2 + �2�4
exp(��t�2) sin(x�)�d�: (85)

F1(x; s) ve F2(x; s) fonksiyonlar¬n¬n her ikisinin de u(x; s) türünden yaz¬labilece¼gi aç¬kt¬r. Bu

denklemleri terim terim integre edersek, son çözüm aşa¼g¬daki gibi bulunur:

f1(x; t) = T0u(x; t)� T0
X1

n=0
(�1)n�nu(x� 2nh; t)

+T0
X1

n=0
(�1)n�nu(�x� 2nh; t); (86)

ve

f2(x; t) = (1 + �)T0
X1

n=0
(�1)n�nu

h
(h� x)

p
a1=a2 � (2n+ 1)h; t

i
:
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Şekil 2.6 : Çatlak kayalardan s¬zan s¬v¬n¬n ak¬m¬[6, sf 398]

Örnek 2.15 Is¬denkleminin son örne¼gi olarak, aşa¼g¬daki k¬smi türevli denklemi çözece¼giz.

@f

@t
=
@

@t

�
(1 + a2)

@f

@t

�
; 0 < a <1; 0 < t (87)

Denklemin s¬n¬r koşullar¬ lima!1 jf(a; t)j <1 ve f(a; t) = 0 ile başlang¬ç koşulu f(a,t)=0 d¬r.

Çözüm:Denklemin her iki yan¬na da Laplace dönüşümü uyguland¬¼g¬nda, aşa¼g¬daki denklem

elde edilir.

F (a; s) =

Z 1

0

f(a; t)e�stdt; (88)

Burada s¬n¬r koşullar¬kullan¬ld¬¼g¬nda ise aşa¼g¬daki s¬n¬r de¼ger problemi elde edilmi̧s olur.

d

da

�
(1 + a2)

dF (a; s)

da

�
� sF (a; s) = �1; 0 < a <1; (89)

Bu denklem için yeni s¬n¬r koşullar¬ise lima!1

���F 0
(a; t)

��� < 1 ve F (0; s) = 0dur. Bu denklemin

özel çözümünü yapt¬¼g¬m¬zda 1=s çözümünü elde ederiz. s = m(m + 1) olarak denkleme yerleştir-

ildi¼ginde eşitli¼gin sol taraf¬Legendre denklemine dönüşür. Peşi s¬ra homojen çözüm,

F (a; s) = APm(ai) +BQm(ai); (90)

olarak bulunur. Burada m = � 1
2 +
q

1
4 + s,Pm(:) ve Qm(:) fonksiyonlar¬ise s¬ras¬ile m. dereceden

birinci ve ikinci tür Legendre fonksiyonlar¬d¬r. Qm(z)! 0 iken jzj de¼geri s¬n¬rs¬z büyüdükçe Pm(z)
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kuvvet serisi s¬n¬rs¬z oldu¼gundan, çözümden Pm(z) de¼gerini ç¬kar¬r¬z ve çözüm,

F (a; s) =
1

s
� Qm(ai)

sQm(0 + i)
: (91)

olur. Burada 0+i de¼geri Qm(:) fonksiyonu çok de¼gi̧skenli bir fonksiyon oldu¼gu ve x-eksenini �1 ve

1 aras¬nda reel ekseni kesen bir dallanma ile kesmemiz gerekti¼gi için Qm(:) fonksiyonunun argüman¬

olarak yazd¬k. Sonuç olarak, 0 + i sanal eksende dallanma kesim noktas¬n¬n hemen üzerinde bir

noktay¬sembolize eder.Bromwich integralinden F (a; s) fonksiyonunun tersi şu şekilde bulunur.

f(a; t) =
1

2�i

Z c+i1

c�i1

�
1

z
� Qm(ai)

zQm(0 + i)

�
eztdz: (92)

Buradaki do¼gru integralini karmaş¬k z düzleminin sol taraf¬nda ve z = �1 ve z = � 1
4 negatif

reel eksenindeki dallanma noktas¬n¬ d¬̧sar¬da b¬rakacak şekilde sonsuz bir yar¬ daire biçiminde

kapatabiliriz. Ayn¬zamanda z = 0 noktas¬da bir kutup noktas¬d¬r. Bu sebeple, öncelikle z = 0

noktas¬ndaki rezidüyü hesaplamal¬y¬z. Burada Q0(z) = tanh(z) = 1
2 log [(z + 1)=(z � 1)] oldu¼gu

için, rezidü,

Rez

��
1

z
� Qm(ai)

zQm(0 + i)

�
etz; 0

�
=

�
1� Q0(ai)

Q0(0 + i)

�
= 1 +

2

�
arctan(a); (93)

olur. Di¼ger taraftan, dallanma noktas¬boyunca z + 1
4 = �

2e��i oldu¼gundan dallanma noktas¬n¬n

yukar¬k¬sm¬�1 olsun. Bu durumda �1 boyunca,Z
�1

�
1

z
� Qm(ai)

zQm(0 + i)

�
etzdz

= �2e�t=4
Z 1

0

Q� 1
2+�i

(ai)

( 14 + �
2)Q� 1

2+�i
(0 + i)

e�t�
2

�d�; (94)

olur. Dallanma noktas¬n¬n alt k¬sm¬�2 ile gösterilirse�Z
�2

�
1

z
� Qm(ai)

zQm(0 + i)

�
etzdz

= �2e�t=4
Z 1

0

Q� 1
2��i(ai)

( 14 � �2)Q� 1
2��i(0 + i)

e�t�
2

�d�: (95)

dir.Dallanma noktas¬n¬n alt ve üst k¬s¬mlar¬n¬bir araya getirilirse, dallanma noktas¬� için aşa¼g¬daki

denkleme ulaş¬lm¬̧s olur.Z
�

�
1

z
� Qm(ai)

zQm(0 + i)

�
etzdz

= 2e�t=4

"
Q� 1

2��i(ai)

Q� 1
2��i(0 + i)

�
Q� 1

2+�i
(ai)

Q� 1
2+�i

(0 + i)

#
� e��

2t �
1
4 + �

2
d�: (96)
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Burada şu eşikliklerden yararlanaca¼g¬z.

Qm(z)�Q�m�1(z) = � cot(m�)Pm(z); (97)

2

�
sin(m�)Qm(z) = Pm(z)e

�m�in � Pm(�z); Im(z) > 0; (98)

Qm(0 + i) = Qm(0)� �iPm(0)=2; (99)

Pm(0) =
1p
�
cos(

�m

2
)
�( 12 +m=2)

�(1 +m=2)
; (100)

Qm(0) = �
p
�

2
sin(

�m

2
)
�( 12 +m=2)

�(1 +m=2)
; (101)

Burada �(:) fonksiyonu gama fonksiyonudur. 2: denklemden 5: denkleme kadar olan k¬sm¬bir-

leştirdi¼gimizde,

iQ�i� 1
2
(0 + i) =

p
��( 14 + �i=2)

2�( 34 + �i=2)
e�i=4e�i=2:

�(z)�(1� z) = �= sin(�z) oldu¼gu için,

iQ�i� 1
2
(0+i) =

1

2�i
iQ�i� 1

2
(0+i) = (

1

4
+�i=2)iQ�i� 1

2
(0+i) = (

1

4
��i=2)s cos

�
n�i

2
+
�

4

�
e�i=4e��=2:

(102)

bulunur. S¬ral¬şekilde verilen denklemlerden ilk ikisini kullanarak�

Q� 1
2��i(ai)

Q� 1
2��i(0 + i)

�
Q� 1

2+�i
(ai)

Q� 1
2+�i

(0 + i)

= �i tanh(��)
P�i� 1

2
Q�i� 1

2
(ai)�Q�i� 1

2
(0 + i)P�i� 1

2
(ai)

Q�i� 1
2
(0 + i)Q��i� 1

2
(0 + i)

= �
2�
p
� tanh(��)

h
P�i� 1

2
(ai)� P�i� 1

2
(�ai)

i
�( 14 + �i=2)�(

1
4 � �i=2) cosh(��)

: (103)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Sonuç olarak çözüm toplam 2�i ile bölündükten sonra rezidü ve dallanma noktas¬

integrali fark¬na eşittir veya,

f(a; t) = 1 +
2

�
arctan(a)

�4
p
�e�t=4

Z 1

0

� tanh(��)

cosh(��)�( 14 + �i=2)�(
1
4 � �i=2)(

1
4 + �

2)

�e��
2t
P�i� 1

2
(ai)� P�i� 1

2
(�ai)

2i
d�: (104)

d¬r.

2.4 L2 Dönüşümü

Tan¬m 2.11 �-türev olarak isimlendirdi¼gimiz �t diferansiyel operatörü

�t =
1

t

d

dt
(105)
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olarak tan¬mlan¬r. � � t�urev operatörünün herhangi bir kuvvetinin de¼geri klasik algebraik işlemler

ile bulunabilir.

Örne¼gin;

�2t = �t:�t =
1

t2
d2

dt2
� 1

t3
d

dt
: (106)

��türev operatörünün herhangi bir pozitif kuvveti ayn¬i̧slemlerin art arda uygulanmas¬ile bulun-

abilir.

Tan¬m 2.12 Laplace türü dönüşümlerden olan L2 dönüşümü Yürekli ve Sadek taraf¬ndan şu şek-

ilde tan¬mlanm¬̧st¬r.

L2 ff(t); sg =
Z 1

0

t exp(�s2t2)f(t)dt: (107)

Bu integralin sa¼g taraf¬nda yap¬lacak bir de¼gişken de¼gişimi ile

L2 ff(t); sg =
1

2

Z 1

0

e�xt
2

f(
p
t)dt (108)

elde edilebilir. Klasik Laplace dönüşümü ve L2 dönüşümü aras¬ndaki ilişki şu şekildedir.

L2 ff(t); sg =
1

2
L
n
f(t1=2; s2

o
: (109)

Aghili, Ansari ve Sedgi L2 dönüşümünün tersini L2 ff(t);
p
sg dönüşümü Re(t) � c sol yar¬m

düzleminde s¬n¬rl¬say¬da singüler noktaya sahip olmak üzere,

L2 fL2 ff(t); sgg =
1

2�i

Z c+i1

c�i1
2L2

�
f(t);

p
s
	
exp(st2)dt (110)

olarak tan¬mlam¬̧slard¬r.

2.4.1 L2 Dönüşümünün Özellikleri:

1. ·Ilk olarak bir fonksiyonun ��türevinin L2 dönüşümü ile fonksiyonun kendisinin L2 dönüşümü

aras¬ndaki ili̧skiyi veren bir eşitlik bularak başlayaca¼g¬z.

t de¼geri pozitif iken fonksiyonumuz parçal¬sürekli ve ilk türevi olan bir sürekli fonksiyon olarak

varsay¬ls¬n ve fonksiyon ile birinci türevi de¼geri s¬n¬rs¬z büyürken exp(a2t2)üstel dereceden olsun.

Buradan,

L2 f�tf(t); sg =

Z 1

0

exp(�t2s2)f 0(t)dt;

= 2s22Lff(t); sg � f(0+) (111)
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tan¬mlardan yararlaranarak kolayl¬kla elde edilebilir. Benzer biçimde, t � 0 aral¬¼g¬nda fonksiyon

ve birinci türevi ikinci türeve sahip sürekli fonksiyonlar ve t de¼geri s¬n¬rs¬z büyürken fonksiyonlar¬n

tümü exp(a2t2) üstel mertebeli olmak üzere,

L2
�
�2tf(t); s

	
= 2s22Lf�tf(t); sg � (�tf)(0+) (112)

olarak bulunur. (2.38) ve (2.39) kullan¬larak

L2
�
�2tf(t); s

	
= 4s42Lff(t); sg � 2s2f(0+)� (�tf)(0+) (113)

eşitli¼gi elde edilir. Buradan indüksiyon yöntemi ile aşa¼g¬daki teorem elde edilebilir.

Teorem 2.2 f; f 0; f�; ::::; f (n�1) , t � 0 aral¬¼g¬nda f (n) parçal¬ sürekli türevine sahip sürekli

fonksiyonlar ve bütün fonksiyonlar exp(c2t2) üstel mertebeli ise,

L2 f�nt f(t); sg = 2ns2n2 Lff(t); sg � 2n�1s2(n�1)f(0+)� 2n�2s2(n�2)(�tf)(0+)� :::� (�n�1t f)(0+)

(114)

eşitli¼gi elde edilir. (n de¼gerleri pozitif do¼gal say¬lar; a sabit ve t!1)

2. Bessel denklemini çözerken t2f(t) olarak ifade edilen bir fonksiyon dönüşümü hesaplamam¬z

gerekir. Biz bunu genelleştirece¼giz ve t2nf(t) dönüşümünü hesaplamak için bir teorem elde edece¼giz.

f(t); t � 0 aral¬¼g¬n¬nda parçal¬sürekli ve t de¼geri s¬n¬fs¬z büyürken exp(a2t2) üstel dereceli olursa

Re(s) >a yar¬düzleminde analitik bir fonksiyon olur. Bu yüzden f(t) fonksiyonunun L2 dönüşümü

her dereceden türeve sahip ve her türev dönüşümün türetilmesi ile elde edilebilirdir. s de¼gi̧skenine

göre ��türev uygulan¬rsa;

�sL2 ff(t); sg =
Z 1

0

t exp(�s2t2)
�
�2t2f(t)

�
dt (115)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Dönüşümün tan¬m¬n¬kullanarak,

L2
�
t2f(t)

	
= �1

2
�sL2 ff(t); sg (116)

denkli¼gi bulunur. s de¼gi̧skenine göre ��türev uygulamaya devam edilince,

�ms L2 ff(t); sg =
Z 1

0

t exp(�s2t2)
h�
�2t2

�m
f(t)

i
dt (117)

sonucu elde edilir. Burada m sayma say¬lar¬d¬r. Bu denkliklerin sonucu olarak şu teoreme ulaş¬l¬r.

Teorem 2.3 : t � 0 aral¬¼g¬nda f parçal¬ sürekli bir fonksiyon ve t s¬n¬rs¬z büyürken exp(a2t2)

üstel mertebeli ise

L2
�
t2mf(t); s

	
=
(�1)m
2m

�ms L2 ff(t); sg : m = (1; 2; 3; :::) (118)

olur.
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2.4.2 Bessel Diferansiyel Denkleminin L2 Dönüşümü ile Çözümü:

(2.) daki Bessel diferansiyel denkleminde f(x) = t�az(x) eşitli¼gindeki f ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenini z ile

de¼gi̧stirirsek,

x
d2z

dx2
� (2a� 1)dz

dx
+ xz(x) = 0 (119)

halini al¬r. Gerekli sadeleştirme i̧slemleri yap¬l¬p denklem ��türev uygulanabilecek hale getirilip

L2d�on�us�um�u dönüşümü uyguland¬ktan sonra,

L2
�
x2�2xz(x); s

	
� 2(a� 1)L2 f�xz(x); sg+ L2 fz(x); sg = 0 (120)

bulunur. Burada (2.45) deki teoremde m = 1 al¬n¬rsa şu eşitlik elde edilir:

�1
2
�sL2

�
�2xz(x); s

	
� 2(a� 1)L2 f�xz(x); sg+ L2 fz(x); sg = 0: (121)

m = 1 ve m = 2 için (2.41) deki teorem uygulan¬r ve gerekli hesaplamalar yap¬l¬rsa,

2s3L
0

2 fz(x); sg+
�
4s2(a+ 1)� 1

�
L2 fz(x); sg = 2az(0+);

az(0+) = 0 varsay¬l¬rsa yani,

z(0+) =

8<: rastgele a = 0

0 a 6= 0

olarak al¬n¬rsa,

L2 fz(x); sg = Cs�2(a+!) exp(�1=4s2) (122)

elde edilir. Yukar¬daki fonksiyonun Taylor aç¬l¬m¬kullan¬l¬rsa,

L2 fz(x); sg = C
1X
m=0

(�1)m
m!22ms2(m+a+1)

(123)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r.

L2
n
x2(m+a); s

o
=
�(m+ a+ 1)

2s2(n+a+1)

de¼geri kullan¬l¬rak ve C = 2�a�1 olarak şeçilerek,

z(x) = xa
1X
m=0

(�1)m
m!�(m+ a+ 1)

�x
2

�2m+a
(124)

eşitli¼gi elde edilir.Bu de¼ger y(x) = x�az(x) eşitli¼ginde yerine koyularak a. dereceden Bessel fonksi-

yonu elde edilmi̧s olur.
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2.4.3 Hermite Diferansiyel Denkleminin L2 Dönüşümü ile Çözümü:

(2.) deki Hermite Diferansiyel denkleminde gerekli sadeleştirmeler yap¬larak � � t�urev kullan¬m¬

için gerekli katsay¬lar elde edildikten ve L2 dönüşümü uyguland¬ktan sonra,

L2
�
x2�2xf(x); s

	
+ L2 f�xf(x); sg � 2L2

�
x2�xf(x)

	
+ 2mL2 ff(x); sg = 0; (125)

elde edilir. (2.45)deki teoremde m = 1 olarak al¬n¬r ve uygulan¬rsa,

�1
2
�sL2

�
�2xf(x); s

	
+ �sL2 f�xf(x); sg+ L2 f�xf(x); sg+ 2mL2 ff(x); sg = 0; (126)

bulunur. Teorem (2.41) de m = 1 ve m = 2 olarak al¬n¬r ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa aşa¼g¬daki

birinci dereceden denklem elde edilir.

L2 ff(x); sg+
3s22 +m

s3 � s L2 ff(x); sg =
L2 ff(x); 0g
2(s3 � s) ; (127)

L2 ff(x); sg = F (s) olarak al¬ns¬n. (2.128) birinci dereceden denklemi çözülürse,

Fm(s) =
F (0)

2
s�m�2(s2 � 1)(m�1)=2

�
Z
sm+1(s2 � 1)�(m+1)=2ds+ Cs�m�2(s2 � 1)(m�1)=2 (128)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Burada m = 0; 1; 2; ::: ve C rastgele bir sabittir. Buradan itibaren m de¼gerinin

tek ve çift pozitif tam say¬oldu¼gu iki durumu ele almam¬z gerekir.

·Ilk durumda m = 2k + 1 olarak al¬ns¬n. Özel durumlardan F2k+1(0) = 0 varsay¬labilir. Bu

durumda

F2k+1 = L2 ff(x); sg = Cks�2k�3(�1)k(1� s2)k (129)

elde edilir. Binom aç¬l¬m kullan¬l¬r ve ters Laplace dönüşümü uygulan¬rsa,

F2k+1(x) = Ck(�1)k
X
i=0

�
k

i

�
(�1)iL�12

�
s2i�2k�3;x

	
(130)

elde edilir. Sa¼g taraftaki ters Laplace dönüşümünde Laplace dönüşümünün tan¬m¬kullan¬l¬r ve

ç¬kan eşitlikte Gamma katl¬formülü kullan¬l¬rsa;

22(k�i)+1�(k � i+ 3
2
)�(k � i+ 1) =

p
�� f2(k � i+ 1)g (131)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. t = k � i+ 1 al¬n¬r ve yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa,

F2k+1 = Ck
(�1)k2k!p

�

kX
i=0

(�1)i
i!(2t� 1)! (2k)

2t�1 (132)
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olarak bulunur. Burada genelli¼gi bozmadan

Ck =
(�1)k(2k + 1)!

2k!

al¬n¬rsa,

F2k+1(x) =
kX
i=0

(�1)i(2k + 1)!
i!(2k � 2i+ 1)! (2x)

2k�2i+1 (133)

olarak bulunur. Bu Hermite polinomudur.

·Ikinci olarak, k = 0; 1; 2; ::. olmak üzere m = 2k olarak al¬n¬r. Yine özel durum ele al¬n¬rsa,

F2k(0) = (�1)k(2k)!=k! varsay¬labilir. Şimdi C = 0 seçildi¼ginde çözüm;

F2k(s) =
(�1)(2k)!
2k!

s�2k�2(s2 � 1)
2k�2
2

Z
s2k+1(s2 � 1)�k�1=2ds (134)

halini al¬r. Eşitli¼gin sa¼g k¬sm¬ndaki integralin de¼geri y = s2 � 1 dönüşümü yap¬larak hesaplan¬r ve

sonras¬nda binom formülden de faydalan¬ld¬¼g¬nda şu eşitli¼gi elde edebiliriz.Z
s2k+1(s2 � 1)�k�1=2ds =

1

2

Z
y�1=2

(
kX
i=0

�
k

i

�
yi�k

)
dy

=

kX
i=0

�
k

i

�
yi�k�

1
2

2i� 2k + 1

=
kX
i=0

�
k

i

�
(s2 � 1)i�k+ 1

2

2i� 2k + 1 (135)

sonucuna ulaş¬l¬r. Eşitlik [136] da yerine koyulur ve Binom teoremi uygulan¬rsa,

F2k(s) =
(�1)k(2k)!

2k!

 
1

s2
+

kX
i=0

(�1)i 2
ik(k � 1)(k � 2):::(k � i+ 1)

1� 3� :::� (2i� 1) s�2i�2

!
(136)

denklemine ulaş¬l¬r. Burada ters L2�dönüsümü uygulan¬rken

L2 f1; sg =
1

2
L
�
1; s2

	
=

1

2s2

L2
�
x2i; s

	
=

1

2
L
�
x2; s2

	
=
�(i+ 1)

2s2i+2
=
1

2
i!s�2i�2 (137)

ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬l¬rsa,

F2k(x) =
(�1)k(2k)!

k!

 
1 +

kX
i=0

(�1)i 2
ik(k � 1)(k � 2):::(k � i+ 1)
i! [1� 3� :::� (2i� 1)] xi

!

=

kX
i=0

(�1)k+i (2k)!

(k � i)!(2i)! (2x)
2k�2i (138)

elde edilir. Toplam¬n ayn¬l¬¼g¬n¬göstermek ad¬na i = k � iolarak seçilirse

F2k(x) =
kX
i=0

(�1)2k�i (2k)!

i!(2k � 2i)! (2x)
2k�2i

=
kX
i=0

(�1)i (2k)!

i!(2k � 2i)! (2x)
2k�2i (139)
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bulunur. Bu da çift say¬lar için belirtilen Hermite polinomudur.

2.5 L2-dönüşümü ·Için Uygulamalar ve Ters Dönüşüm Tekni¼gi

Teorem 2.4 F (
p
s); s = 0 bir dallanma noktas¬ olmad¬¼g¬ varsay¬larak, Res = c dikey çizgisinin

sol yan¬nda kalan sonlu say¬da kutup noktas¬ d¬̧s¬nda analitik bir fonksiyon olsun. Res � c sol

düzlemi boyunca s s¬n¬rs¬z büyürken F (
p
s)! 0 ise;

L2 ff(x); sg =
Z 1

0

x exp(�s2x2)f(x)dx = F (s) (140)

olarak al¬ns¬n. Bu durumda;

L�12 fF (s)g = f(x) =
1

2�i

Z c+i1

c�i1
2F (

p
s)esx

2

dx

=

nX
k=1

Res
�
2F (

p
s)
	
esx

2

; s = sk (141)

elde edilir.

·Ispat. ·Ilk olarak, L2 fF (s)g in de¼geri ters L2 dönüşümünün tan¬m¬ndan faydalanarak bulmak

gerekir ki bu kolay bir uygulamad¬r. Sonras¬nda, ikinci eşitlik için integrasyon e¼grisi olarak kapal¬

yar¬m-çember al¬n¬r ve rezidü teoreminden ile F (
p
s) nin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan faydalan¬l¬r. Elbette ki

s = 0 noktas¬nda bir dallanma olmad¬¼g¬ varsay¬lm¬̧s olmasayd¬ burada anahtar deli¼gi konturu

kullan¬lacakt¬.

Şekil 2.7 : ·Integrasyon Konturu

Burada kompleks ters dönüşüm teoremini kullan¬larak elde edilir. F (
p
s) nin Res � c yar¬

düzleminin solunda sonlu say¬da kutup noktas¬nda sahip oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda, �1,
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c � iR den c + iR ye do¼grusal do¼gru parças¬ve �2 , �1 in solunda yatan js� cj = R do¼grusal,

kapal¬ yar¬ çemberi olmak üzere, � = �1 + �2 integrasyon kontürü elde edilmi̧s olur. F (
p
s)

fonksiyonunun tüm integrasyon noktalar¬n¬içerebilmesi için R yar¬-çap¬n¬n yeterince büyük olarak

seçilmesi gerekmektedir. Rezidü teoreminden;

1

2�i

Z c+i1

c�i1
2F (

p
s)esx

2

dx =
1

2�i

Z
�

2F (
p
s)esx

2

dx� 1

2�i

Z
�2

2F (
p
s)esx

2

dx

=
mX
k=1

h
Res

n
2F (

p
s)esx

2

; s = sk

oi
� 1

2�i

Z
�2

2F (
p
s)esx

2

dx (142)

s1; s2; s3; :::; sm kapal¬� kontürü içindeki F (
p
s) nin bütün singüler noktalar¬ olsun. Eşitili¼gin

her iki yan¬na R! +1 için limit uygulan¬rsa, Jordan lemmas¬ndan ikinci integralin de¼geri 0 olur.

F (
p
s); s = 0 noktas¬nda bir dallanmaya sahipse, " < jsj < R , Re(s) < c olmak üzere D; c-(�1; 0]

düzleminde oluşacakt¬r. Yine rezidü teoremini kullan¬rsak;Z
@D

esx
2

F (
p
s)ds = 0

elde edilir ve @D etraf¬ndaki integral [c� iR; c+ iR] do¼grusu parças¬boyunca 6 integralin toplam¬na

eşit olur. Bunlar �R dairesel kontürün üst k¬sm¬, dallanma noktas¬kesi¼gin üst kenar¬, orijin merke-

zli " yar¬çapl¬ küçük çember çevresi, kesi¼gin alt kenar¬ ve �R dairesel kontürünün alt k¬sm¬d¬r.

E¼ger sonsuz say¬da singüler nokta olsayd¬C merkezli, Rm = �2m2 , m 2 N yar¬çapl¬, Cm yar¬

çemberleri al¬rd¬.

2.5.1 L2-Dönüsümü Uygulamalar¬

Örnek 2.16

L2
�
sinu2

u2

�
=

Z 1

0

u exp(�s2u2) sinu
2

u2
du

=
1

2
arctan

1

s2
: (143)

Örnek 2.17

L2 fH(u�m); sg =

Z 1

0

u exp(�s2u2)H(u�m)du;

=

Z 1

a

u exp(�s2u2)du

= � 1

2s2
exp(�s2u2) ]1a

=
1

2s2
exp(�s2a2): (144)
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Örnek 2.18

L2 fum; sg =
Z 1

0

um+1 exp(�s2u2)du;

sa¼g taraftaki integral de¼gişken de¼gişimi ile hesaplanabilir. Burada s2u2 = t olarak al¬n¬rsa;

L2 fum; sg =

Z 1

0

(

p
t

s
)e�t

dt

2s
p
t

=
1

2sm+2

Z 1

0

t
m
2 e�tdt; (145)

[146]eşitli¼ginde Gamma fonksiyonu ba¼g¬nt¬s¬kullan¬l¬rsa, şu eşitlik elde edilir.

L2 fumg =
�(m2 + 1)

2sm+2
: (146)

Örnek 2.19 Aşa¼g¬daki eşitli¼gi gösterelim.

L2
�
e�mu; s

	
=

1

2s2
� m

p
�

4s3
� exp(m

2

4s2
)Erfc(

m

2s
): (147)

L2
�
e�mu; s

	
=

Z 1

0

u exp(�s2u2 �mu)du =
Z 1

0

u exp(�s2(u2 + mu
s2
))du;

= exp(
m2

4s2
)

Z 1

0

u exp(�s2(u+ m

2s2
)2)du;

Sa¼g taraftaki integralde s(u+ m
2s2 ) = t olarak al¬n¬rsa;

L2
�
e�mu; s

	
= exp(

m2

4s2
)

Z 1

m
2s

(
t

s
� m

2s
) exp(�t2)dt

s
;

= exp(
m2

4s2
)

(Z 1

m
2s

t

s2
exp(�t2)dt� m

2s3

Z 1

m
2s

exp(�t2)dt
)
;

= exp(
m2

4s2
)
1

2s2
exp(� m

4s2
)� m

p
�

4s3
Erfc(

m

2s
);

=
1

2s2
� m

p
�

4s3
exp(

m2

4s2
)Erfc(

m

2s
):

Örnek 2.20 L2�d�on�us�um�u için karmaş¬k ters dönüşüm formülünü kullanarak, aşa¼g¬daki eşitli¼gi

gösterelim.

L�12
�
1

2s2
exp(� 1

4s2
)

�
= J0(u): (148)

F (s) = 1
2s2 exp(�

1
4s2 ) olarak al¬n¬rsa,

2F (
p
s) =

1

2s
exp(� 1

4s
)

bulunur. s = 0 noktas¬ singüler noktad¬r. Burada s = 0 noktas¬dallanma noktas¬de¼gildir. Kar-

maş¬k ters dönüşüm formülünü kulland¬ktan sonra orjinal fonksiyonu şu şekilde bulabiliriz:

f(x) = Res

�
1

s
exp(� 1

4s
) exp(�su2); s = 0 noktas¬nda

�
= a�1
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Burada a�1 , 2F (
p
s) exp(su2) nin Laurent aç¬l¬m¬nda 1

s in katsay¬s¬d¬r. Buradan şu eşitli¼gi elde

ederiz;

2F (
p
s) exp(su2) =

1

s

�
1 + su2 +

(su2)2

2!
+ :::

� �
1� 1

4s
+

1

(4s)22!
� 1

(4s)33!
+ :::

�
:

Buradaki aç¬l¬m¬da kullanarak yukar¬daki eşitli¼gi elde etmiş oluruz.

f(u) = a�1 =

�
1� u2

411!
+

u4

42(2!)2
� u6

43(3!)2
+ :::

�
;

= 1� u
2

22
+

u4

2242
� u6

224262
+ :::;

= Jo(u):

Örnek 2.21 L2�dönüsümünü kullanarak aşa¼g¬daki non-homojen dalga denklemini çözelim.

u
@2f

@u2
� u3 @

2f

@x2
� @f
@u

= xu2: (x; u > 0) (149)

f(x; 0) = 0; f(0; u) = 1; fx(x; 0) = 0

u3 ile tüm eşitli¼gi böler ve � � t�urev tan¬m¬ndan faydalan¬rsak, yukar¬da eşitli¼gi şu şekilde ifade

edebiliriz.
1

u2
@2f

@u2
� 1

u3
@f

@u
� @

2f

@x2
=
x

u
:

�2uf(x; u) =
@2f

@u2
+
x

u
;

L2-dönüşümü uygulan¬rsa;

L2
�
�2uf(x; u); s

	
= L2

�
@2f

@u2
+
x

u
; s

�
elde edilir. Teorem 2.4 n = 2 için uygulan¬r ve gerekli işlemler takip edilirse aşa¼g¬daki ikinci

dereceden denkleme ulaşm¬̧s oluruz.

F
00

x (x; s)� 4s4F (x; s) =
p
�

2s
x:

Burada F (x; s) = L2 ff(x; u); sg : Yukar¬daki ikinci dereceden adi türevli denklem çözülür, Lemma

uygulan¬r ve f(0; u) = 1 olarak al¬n¬rsa,

c1 = 0; c2 =
1

2s2

olarak bulunur. Eşitlikte yerine koyulduklar¬nda,

F (x; s) =
1

2s2
e�2s

2x �
p
�

8s5
x;
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olur. Ters dönüşüm uygulanarak,

f(x; u) = H(u� 2
p
x)� xu

3

3
: (150)

sonucuna ulaş¬l¬r.

2.5.2 K¬smi Türevli Denklemlerin Çözümünde L2 Dönüşümünün Kullan¬m¬

Aşa¼g¬daki k¬smi türevli denklemi ele alal¬m.u (0+; t) = 1; ut(0+; t) = 0 olmak üzere

t3utx + 2xu = 0;

Türev operatörü cinsinden yazmak için denklem düzenlenirse;

t3
1

x

d

dx
ut + 2u = 0

elde edilir. L2 dönüşümü eşitli¼gin her iki taraf¬na da uyguland¬¼g¬nda,

2s2t3ut � u(0+; t) = �2u:

bulunur. Burada u = u(s; t) = L2 fu(x; t); sg dir.Buradan,

ut = �
1

s2t3
u+

u(0+; t)

2s2t3
:

olur. Başlang¬ç koşulundan dolay¬ ikinci terim 0�a eşit olur. Bu birinci dereceden k¬smi türevli

denklemin bir çözümü;

u(s; t) =
1

2s2
e
t�2s�2

2

dur. Buradan u(s; t) fonksiyonunun seri aç¬l¬m¬yaz¬ld¬¼g¬nda,

u(s; t) =
1

2s2

X1

n=0

�
t�2s�2

2

�n
n!

=
X1

n=0

1
2

n

2s2n+2t2nn!

elde edilir. Teorem 2.2 kullan¬larak u(x; t) = L�12 fu(s; t); xg olarak hesaplanabilir. Ters dönüşüm

yap¬ld¬¼g¬ndan istenilen fonksiyon bulunmuş olur:

u(x; t) =
X1

n=0

1
2

n
x2n

t2n(n!)2
:

Yukar¬daki ilk örnek de göz önünde bulundurularak aşa¼g¬daki formdaki k¬smi türevli denklem-

lerin L2 dönüşümü kullan¬larak çözülebilece¼gi söylenebilir.

f(x)u+ f(x)
1

t
ut + g(x)

1

x
utx = 0 (151)
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Eşitli¼gin her iki yan¬na da L2 dönüşümü uyguland¬¼g¬nda ve gerekli hesaplamalar yap¬ld¬¼g¬nda

aşa¼g¬daki homojen denklem elde edilir.

f(x)u+ f(x)2s2u+ g(x)2s2ux = 0

Tekrar düzenlendi¼ginde;
ux
u
= � (1 + 2s

2)

2s2
:M(x)

elde edilir. M(x) = f(x)
g(x) ve M(0) = 0 dur. L(s); s de¼gi̧skenine da¼gl¬sabit bir fonksiyon olsun. Bu

durumda u için bulunabilecek bir çözüm şu şekilde olur.

u(s; x) = e
�(1+2s2)

2s2
:
R x
0
M(w)dw:L(s)

= e
R x
0
M(w)dw:e

�
Rx
0 M(w)dw

2s2 :L(s)R x
0
M(w)dw integralinin seri aç¬l¬m¬M(x) olarak yaz¬l¬r ve L(s) = 1

�s2 olarak al¬n¬rsa, aşa¼g¬daki

eşitlik bulunmuş olur.

u =
1

�s2
X1

n=0

�M(x)n
n!(2s2)n

X1

n=0

M(x)n

n!

=
X1

n=0

M(x)n

n!(2nsn+2)

X1

n=0

M(x)n

n!

=
X1

n=0

M(x)n

n!2(n�1)(2sn+2)

X1

n=0

M(x)n

n!
:

Teorem 2.2 kullan¬l¬r ve eşitli¼gin her iki taraf¬na L�12 dönüşümü uygulan¬rsa;

u(x; t) =
X1

n=0

M(x)nx2n

n!2n�1

X1

n=0

M(x)n

2n!

·Ikinci olarak benzer teknik kullan¬larak u(0+; t) = ut(0+; t) = 0 olmak üzere aşa¼g¬daki türdeki

k¬smi türevli denklemler de çözülebilir.

f(x)u+ f(x)
1

t
ut + g(x)ux + g(x)utx = 0

Eşitlin her iki yan¬na da L2 dönüşümü uygulan¬rsa,

u(1 + 2s2)f(x) + ux(1 + 2s
2)g(x) = 0

olur. Burada ux
u = J(x) olarak al¬n¬r ve J(x) = � g(x)

f(x) olarak seçilirse u için aşa¼g¬daki çözüme

ulaş¬l¬r.

u(s; x) = e
R x
0
J(w)dw:L(s)

olarak bulunur. Burada L(s); s de¼gi̧skenine ba¼gl¬ rastgele bir fonksiyondur. Bu ifadenin seri

aç¬l¬m¬n¬yazar ve L(s) = 1
2s2 olarak al¬n¬rsa;

u =
X1

n=0

(
R x
0
J(w)dw)n

n!2s2

36



eşitli¼gi bulunur. Toplama ters L2 dönüşümü uygulan¬rsa, u(t; x) için aşa¼g¬daki sonuca ulaş¬lm¬̧s

olur:

u(t; x) = x0e
R x
0
j(w)dw: (152)

Tan¬m 2.13 (L2 Dönüşümü için Konvolüsyon)·Iki fonksiyon aras¬nda tan¬ml¬(*) ikili işleminine

f ve g fonksiyonlar¬n¬n konvolüsyonu denir ve şöyle tan¬mlan¬r;

(f � g)(t) =
Z t

0

xf(
p
t2 � x2)g(x)dx: (153)

Konvolüsyon operasyonunun birleşme ve de¼gi̧sme özelli¼gi vard¬r. Daha da önemli olarak,

gösterece¼gimiz ba¼g¬nt¬lar için aşa¼g¬daki eşitlikler do¼grudur.

L2 ff � g; sg = L2(f):L2(g) (154)

ve

L2 ff1 � f2 � ::: � fn; sg = L2(f1):L2(f2):::L(fn): (155)

Buradan da, eşitli¼gin her iki yan¬na da ters Laplace dönüşümü uygulan¬rsa;

L�1
�
f1:f2::::fn

	
= f1 � f2 � ::: � fn (156)

eşitli¼gi elde edilir.

2.6 Parseval-Goldstein Tipi Dönüşümler ve Özellikleri

Tan¬m 2.14 Widder [13] Potansiyel dönüşümü aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬ya sahiptir.

P fg(z); tg =
Z 1

0

z g(z)

z2 + t2
dz: (157)

Bu dönüşümde üstel de¼gişken de¼gişimi yap¬ld¬¼g¬nda, Hirshman ve Widder taraf¬ndan incelenmiş bir

genel s¬n¬fa ait bir çekirde¼ge sahip bir konvolüsyon dönüşümü elde edilmiş olur.

Tan¬m 2.15 Stieltjes Dönüşümü:

S fg(z); tg =
Z 1

0

g(z)

z + t
dz: (158)

ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r.

Widder potansiyel dönüşümü ile Stieltjes dönüşümü ([12] ve [13]) aras¬nda aşa¼g¬daki gibi bir

ili̧ski vard¬r.

P fg(z); tg = 1

2
S
n
g(z1=2); t2

o
: (159)
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Buradan sonra [5] makalesinde tan¬mlanan bir dizi yeni integral dönüşümünü tan¬mlanacakt¬r.

Öncelikle P4-dönüşümü;

P4 fg(z); tg =
Z 1

0

z3 g(z)

z4 + t4
dz; (160)

ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r. P4-dönüşümünün Stieljes dönüşümü ile olan ili̧skisi ise şu şekildedir;

P4 fg(z); tg =
1

4
S
n
g(z1=4); t4

o
;

P4-dönüşümünün Widder dönüşümü ile olan ili̧skisi aşa¼g¬daki gibidir.

P4 fg(z); tg =
1

2
P
n
g(z1=2); t2

o
: (161)

FS;2-dönüşümü aşa¼g¬daki integral ile tan¬mlanm¬̧st¬r.

FS;2 fg(z); tg =
Z 1

0

z sin(z2 t2) g(z) dz; (162)

Bu dönüşüm Fourier-sinüs dönüşümü ile

FS;2 fg(z); tg =
1

2
FS
n
g(z1=2); t2

o
;

ba¼g¬nt¬s¬ndan dolay¬şu ba¼g¬nt¬ya sahiptir.

FS fg(z); tg =
Z 1

0

sin(z t) g(z) dz;

Benzer biçimde FC;2 -dönüşümü de aşa¼g¬daki gibi bir tan¬ma,

FC;2 fg(z); tg =
Z 1

0

z cos(z2 t2) g(z) dz; (163)

sahiptir ve Fourier-kosinüs dönüşümü ile aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬dolay¬s¬ile

FC;2 fg(z); tg =
1

2
FC
n
g(z1=2); t2

o
; (164)

şu şekilde bir ba¼g¬nt¬ya sahiptir.

FC fg(z); tg =
Z 1

0

cos(z t) g(z) dz; (165)

Hv;2-dönüşümün tan¬m¬şu şekildedir,

H�;2 ff(z); tg =
Z 1

0

(z2 t) J�(z
2 t2) g(z) dz; (166)

Hv dönüşümü ise aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r,

H� fg(z); tg =
Z 1

0

(z:t)1=2 J�(z
2 t2) g(z) dz; (167)
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Bu eşitli¼gin do¼grulu¼gu,

H�;2 fg(z); tg =
1

2
H�

n
g(z1=2); t2

o
: (168)

ba¼g¬nt¬s¬ile gösterilebilir.

KV;2-dönüşümü,

K�;2 fg(z); tg =
Z 1

0

(z2 t)K�(z
2 t2) f(z) dz; (169)

olarak tan¬mlan¬r. Bu dönüşümün KV -dönüşümü ile olan ili̧skisi

K�;2 fg(z); tg =
1

2
K�
n
g(z1=2); t2

o
: (170)

ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar. Burada

K� fg(z); tg =
Z 1

0

(z t)1=2K�(z
2 t2) g(z) dz; (171)

ile tan¬mlan¬r.

Yar.Teorem 2.3 Yukar¬da tan¬mlanan dönüşümler aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lara sahiptir.

L2 [FS;2 fg(z); vg ; t] =
1

2
P4 fg(z); tg ; (172)

FS;2 [L2 fg(z); vg ; t] =
t2

2
P4
�
g(z)

z2
; t

�
; (173)

L2 [FC;2 fg(z); vg ; t] =
t2

2
P4
�
f(z)

z2
; t

�
; (174)

FC;2 [L2 fg(z); vg ; t] =
1

2
P4 fg(z); tg ; (175)

FS;2 [L2 fg(z); vg ; t] = L2 [FC;2 fg(z); vg ; t] : (176)

·Ispat. Sadece ilk ifadenin ispat¬n¬yapmak di¼gerleri de benzer bir süreç ile ispatland¬¼g¬ için

yeterli olacakt¬r. ·Ilk ifadenin tan¬m¬ için L2-dönüşümü ile FS;2-dönüşümün tan¬mlar¬ndan fay-

dalanaca¼g¬z.

L2 [FS;2 fg(z); vg ; t] =

Z 1

0

v exp(�v2 t2)

�
�Z 1

0

z sin(v2 z2) f(z) dz

�
dv: (177)

ba¼g¬nt¬s¬na ulaş¬l¬r. ·Integrasyon s¬ras¬, içindeki integrallerin mutlak yak¬nsak oluşundan dolay¬

de¼gi̧stirebilir. Buradan,

L2 [FS;2 fg(z); vg ; t] =

=

Z 1

0

z g(z)

�Z 1

0

v exp(�v2 t2) sin(v2 z2) dv
�
dz;
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dir. Sa¼g taraftaki içteki integral hesaplan¬rsa,

L2 [FS;2 fg(z); vg ; t] =
1

2

Z 1

0

z3 g(z)

z4 + t4
dz (178)

elde edilir.

Örnek 2.22

<(s) > �1; j arg bj < �=4; ve ! = exp(
i�

4
):

olmak üzere

P4 fzv Jv(bz); tg =
1

2
tv [!vKv(b ! t) + �!

vKv(b �! t)] (179)

eşitli¼ginin ve

P4
�
zv�2 Jv(bz); t

	
=
i

2
tv�2 [!vKv(b ! t)� �!vKv(b �! t)] (180)

ba¼g¬nt¬s¬n¬n do¼grulu¼gunu gösterece¼giz

Çözüm 2 Öncelikle

g(z) = zv Jv(bz)

olarak kabul edilir ve yard¬mc¬teoremdeki ba¼g¬nt¬(176) ile [8, sf.185, (30)] kullan¬l¬rsa ,

P4 fzv Jv(bz); tg =
1

2
L
n
zv=2 Jv(bz

1=2); s2
o

=
1

2
(
a

2
)v s�2v�2 exp(�b2=4s2); (181)

elde edilir. Burada FC;2-dönüşümü uyguland¬¼g¬nda,

FC;2 [L2 fzv Jv(bz); sg ; t]

=
1

2
(
b

2
)v FC;2

�
s�2v�2 exp(�b2=4s2); t

	
=

1

4
(
b

2
)v FC

�
s�v�1 exp(�b2=4s); t2

	
(182)

bulunur. Aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬kullan¬larak, (180) nolu ba¼g¬nt¬y¬ispatlam¬̧s oluruz.

FC
�
s�v�1 exp(�b2=4s); t2

	
= (

2

b
)v tv [!vKv(b ! t) + �!

� K�(b �! t)] (183)

! = exp(i�=4):

Ba¼g¬nt¬(181) de benzer biçimde ispatlan¬r.
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Teorem 2.5 Aşa¼g¬daki Parseval-Goldstein tipi ba¼g¬nt¬lar do¼grudur.Z 1

0

yL2 fg(z); tg FS;2 ff(u); tg dt =

1

2

Z 1

0

zg(z)P4 ff(u); zg dz; (184)Z 1

0

yL2 fg(z); tgFS;2 ff(u); tg dt =

1

2

Z 1

0

u3 f(u)P4
�
g(z)

z2
;u

�
du; (185)Z 1

0

yL2 fg(z); tg FC;2 ff(u); tg dt =

1

2

Z 1

0

u f(u)P4 fg(z);ug du; (186)Z 1

0

yL2 fg(z); tg FC;2 ff(u); tg dt =

1

2

Z 1

0

z3 g(z)P4
�
f(u)

u2
; z

�
dz; (187)

ve Z 1

0

x f(x)P4 fg(u);xg dx = Z 1

0

u3 g(u)P4
�
f(x)

x2
;u

�
du: (188)

·Ispat. ·Ilk ba¼g¬nt¬n¬n do¼grulu¼gunu gösterece¼giz. Di¼ger ba¼g¬nt¬lar¬n do¼grulu¼gu da benzer biçimde

ispat edilir.FS;2-dönüşümün tan¬m¬ndan,

Z 1

0

tL2 fg(z); tg FS;2 ff(u); tg dt =

=

Z 1

0

tFS;2 ff(u); tg
�Z 1

0

z exp(�z2 t2) f(z) dz
�
dt;

dir. ·Integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilir ve L2-dönüşümünden bir kez daha faydalan¬l¬rsa,Z 1

0

tL2 fg(z); tg FS;2 ff(u); tg dt =

=

Z 1

0

z g(z)

�Z 1

0

t exp(�z2 t2)FS;2 ff(u); tg dt
�
dz

=

Z 1

0

z g(z)L2 [FS;2 ff(u); t; zg] dz: (189)

bulunur.

Sonuç 2.1 Aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar L2-dönüşümü, P4-dönüşümü ve FS;2-dönüşümü için do¼grudur.

FC;2 [P4 ff(u); zg ; t] =
�

4
L2 ff(u); tg ; (190)
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ve

P4 [FS;2 ff(u); tg ; y] =
�

4
L2 ff(u); yg : (191)

·Ispat. Öncelikle,

g(z) = cos(y2 z2)

olarak kabul edilsin.L2- dönüşümü ve Laplace dönüşümü aras¬ndaki ba¼g¬nt¬kullan¬ld¬¼g¬nda,

L2
�
cos(y2 z2); t

	
=
1

2
L
�
cos(y2 z); t2

	
=
1

2

t2

t4 + y4
� (192)

elde edilir.Buradan,

P4
�
z�2 cos(y2 z2);u

	
=
�

4
u�2 exp(�y2 u2):

elde edilir. 2. sonuçtaki ba¼g¬nt¬195 in do¼grulu¼gu da benzer biçimde yard¬mc¬teorem ba¼g¬nt¬(176)

ve sonuç 2.1 ba¼g¬nt¬(192) yard¬m¬ile gösterilebilir.

Sonuç 2.2 Aşa¼g¬daki ters dönüşüm ba¼g¬nt¬lar¬FS;2 ve FC;2 dönüşümleri için do¼grudur.

FC;2 [FC;2 ff(u); tg ; y] =
�

8
f(y); (193)

ve

FS;2 [FS;2 ff(u); tg ; y] =
�

8
f(y): (194)

·Ispat.

g(z) = FS;2 ff(u); zg :

olarak al¬n¬rsa,yard¬mc¬teoremimizin ilk ba¼g¬nt¬s¬ndan

L2 [FS;2 [FS;2 ff(u); zg ; t] ; y] =
1

2
P4 [FS;2 ff(u; zg ; y] :

elde edilir. Bunu teoremimizdeki ikinci ba¼g¬nt¬da yerine koydu¼gumuzda da ilk ifadenin do¼grulu¼gu

direkt olarak gösterilmi̧s olur.Yine ikinci ifade de benzer biçimde yard¬mc¬teoremdeki ba¼g¬nt¬lar

kullan¬larak gösterilebilir.

Sonuç 2.3 Aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar FS;2-dönüşümü,FC;2-dönüşümü, P4 ve L2-dönüşümü için do¼grudur.

P4 [F fS;2f(u); tg ; y] = FC;2 [P4 [f(u); z] ; y] ; (195)

P4
�
u2 P4

�
g(z)

z2
;u

�
; y

�
=
�

2
L2 [L2 fg(z); tg ; y] ; (196)

ve

P4
�
1

t2
FS;2 ff(u); tg ; y

�
=
1

y2
FS;2 [P4 ff(u); zg ; y] : (197)
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·Ispat.

g(z) = sin(y2 z2)

olarak kabul edilirse, ba¼g¬nt¬lar¬n do¼grulu¼gu sonuç ba¼g¬nt¬lar¬ndan kolayl¬kla elde edilir. L2 dönüşümü

ile Laplace dönüşümü aras¬ndaki ba¼g¬nt¬kullan¬larak,

L2
�
sin(y2 z2); t

	
=
1

2
L
�
sin(y2 z); t2

	
=
1

2

y2

y4 + t4
�

elde edilir.

Benzer biçimde ikinci ba¼g¬nt¬n¬n do¼grulu¼gunu göstermek için de,

f(u) =
u2

u4 + y4

al¬n¬r ve FS;2veFS aras¬ndaki ba¼g¬nt¬kullan¬ld¬¼g¬nda ba¼g¬nt¬n¬n do¼grulu¼gu ispatlanm¬̧s olur.

2.7 Ln-Dönüşümü

Şimdi üçüncü bölüm boyunca as¬l kullanaca¼g¬m¬z integral dönüşümü ve özelliklerini L2 dönüşümüne

benzer bir mant¬k s¬ras¬izleyerek tan¬tmaya başlayaca¼g¬z. Öncelikle Ln dönüşümünün tan¬m¬ele

alarak başlayal¬m.

Tan¬m 2.16 Genelleştirilmiş Laplace dönüşümü Ln n = 2k, k 2 N olmak üzere

Ln ff(x); sg =
Z 1

0

xn�1 exp(�xnsn)f(x)dx: (198)

olarak tan¬mlan¬r.

Genelleştirilmi̧s Laplace dönüşümü ve klasik Laplace dönüşümü aras¬ndaki ili̧ski şu şekildedir;

Ln ff(x); sg =
1

n
L
n
f(x

1
n ; sn

o
: (199)

Tan¬m 2.17 � � t�urev olarak isimlendirdi¼gimiz � diferansiyel operatörü

� =
1

tn�1
d

dt
, n = 2k; k 2 N (200)

olarak tan¬mlan¬r. � � t�urev operatörünün herhangi bir kuvvetinin de¼geri klasik cebirsel işlemler

ile bulunabilir.

Örne¼gin;

�
2
= �:� =

1

tn�1
d

dt

�
1

tn�1
d

dt

�
=

1

t2n�2
d2

dt2
� n� 1
t2n�1

d

dt
: (201)

� � t�urev operatörünün herhangi bir pozitif kuvveti ayn¬i̧slemlerin art arda uygulanmas¬ile bu-

lunabilir.
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2.7.1 Ln Dönüşümün Özellikleri

Teorem 2.6 f; f
0
; f

00
; :::; fk�1 fonksiyonlar¬n¬n hepsi [0;1) aral¬¼g¬nda f (k) parçal¬sürekli türevine

sahip, sürekli fonksiyonlar olsun. E¼ger tüm fonksiyonlar x ! 1 iken herhangi bir a sabiti için

exp(anxn) üstel mertebeli ise,

Ln
n
�
k

xf(x); s
o
= (nsn)kLn ff(x); sg�(nsn)k�1f(0+)�(nsn)k�2�xf(0+)����nsn�

k�2
x f(0+)��x�1f(0+)

(202)

eşitli¼gi elde edilir. Burada k de¼geri 1 ve 1 den büyük tam say¬lard¬r.

·Ispat. Ln dönüşümü, � � t�urev operatörünün tan¬mlar¬ve k¬smi integrasyon kullan¬larak;

Ln
�
�xf(x); s

	
=

Z 1

0

exp(�snxn)f
0
(x)dx;

elde edilir. ·Integralin sa¼g k¬sm¬n¬n de¼geri bulunursa;Z 1

0

exp(�snxn)f
0
(x)dx = lim

b!1
f(x) exp(�snxn)

��b
0 + ns

n

Z 1

0

xn�1 exp(�snxn)f(x)dx (203)

bulunur. Burada f exp(anxn) üstel mertebeli oldu¼gu için,

lim
x!1

f(x) exp(�snxn) = 0;

d¬r ve sonuç olarak,

Ln
�
�xf(x); s

	
= nsnLn ff(x); sg � f(0+)

olur. E¼ger f ve f
0
fonksiyonlar¬f

00
parçal¬sürekli türevine sahip ve sürekli fonksiyonlar ise, ve üç

fonksiyon da exp(anxn) üstel mertebeli ise;

Ln
n
�
2

xf(x); s
o
= n2s2nLn ff(x); sg � nsnf(0+)� �xf(0+) (204)

sonucuna ulaş¬l¬r. Tüme var¬m metodu ile ispata devam edildi¼ginde istenilen ifadeye ulaş¬lm¬̧s olur.

Teorem 2.7 f fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli ve exp(anxn) üstel mertebeli ise,

Ln
�
xknf(x); s

	
=
(�1)k
(n)k

�
k

sLn ff(x); sg (205)

eşitli¼gi elde edilir. k de¼gerleri 1 ve 1 den büyük tam say¬lard¬r.

·Ispat. Ln dönüşümü Res > a yar¬düzleminde analitiktir. Dolay¬s¬yla, Ln ff(x); sg her derece-

den türeve sahiptir. s de¼gi̧skenine göre � � t�urev uygulan¬l¬rsa;

�sLn ff(x); sg =
1

sn�1
d

ds

Z 1

0

xn�1 exp(�snxn)f(x)dx

=
1

sn�1

Z 1

0

xn�1(�xnnsn�1 exp(�snxn))f(x)dx

= �nLn fxnf(x); sg (206)
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elde edilir. � � t�urev uygulanmaya devam edilirse;

�
k

sLn ff(x); sg =
Z 1

0

xn�1�
k

s exp(�snxn)f(x)dx; k 2N

sonucuna indirgenebilir. ·Integralin sa¼g taraf¬hesapland¬¼g¬nda teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.Z 1

0

xn�1�
k

s exp(�snxn)f(x)dx =

Z 1

0

xn�1�
k�1
s [(�n)xn exp(�snxn)] f(x)dx;

=

Z 1

0

xn�1�
k�2
s

�
(�n)2x2n exp(�snxn)

�
f(x)dx;

:::

=

Z 1

0

xn�1
�
(�n)kxkn exp(�snxn)

�
f(x)dx

= (�n)kLn
�
xknf(x); s

	
: (207)

Teorem 2.8 Ln
�
f(x); s1=n

	
; n = 2k; k = 0; 1; 2; :::, Re(s) = a dikey çizgisinin sol yan¬nda yatan

s¬n¬rl¬say¬daki s singüler noktalar¬hariç analitik bir fonksiyon olsun. s = 0 ¬n bir dallanma noktas¬

olmad¬¼g¬n¬varsayal¬m ve lim
s!1

Ln
�
f(x); s1=n

	
Re(s) � a sol düzleminde tan¬ml¬olsun. Buna göre,

aşa¼g¬daki özdeşlik m singüler nokta için do¼grudur.

L�1n fLn ff(x); sgg =
1

2�i

Z c+i1

c�i1
nLn

n
f(x); s1=n

o
exp(sxn)ds

=

mX
k=1

h
Res

n
nLn

n
f(x); s1=n

o
exp(sxn)

o
; s = sk

i
(208)

·Ispat. ·Integrasyon kontürü olarak dikey ve kapal¬bir yar¬-daire al¬n¬r. Ln
�
f(x); s1=n

	
fonksi-

yonunun s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ve Rezidü teoremi kullan¬larak yukar¬daki özdeşli¼gin do¼grulu¼gu gösterebilebir.

s = 0 noktas¬n¬n dallanma noktas¬oldu¼gu durumdalarda, integrasyon kontürünü anahtar deli¼gi

olarak seçilmelidir. Öncelikle, Ln
�
f(x); s1=n

	
fonksiyonunun Re(s) � a sol yar¬düzleminde sonlu

say¬da singüler noktaya sahip oldu¼gunu varsayal¬m. � = �1 + �2 kontürü a � iR den a + iR ye

tan¬ml¬kapal¬dikey do¼gru parças¬olan �1 ve js� aj = R aral¬¼g¬nda tan¬ml¬olan �2 dikey yar¬

dairesel kontürünü içersin. �2; �1 in sol yan¬nda yer als¬n ve R yar¬çap¬� n¬n Ln
�
f(x); s1=n

	
fonksiyonunun tüm singüler noktalar¬n¬ içerebilmesini sa¼glayacak kadar büyük seçilsin. Böylece,

Rezidü teoremini de kullanarak;

1

2�i

Z c+i1

c�i1
nLn

n
f(x); s1=n

o
exp(sxn)ds

=
1

2�i

Z
�1

nLn
n
f(x); s1=n

o
exp(sxn)ds� 1

2�i

Z
�2

nLn
n
f(x); s1=n

o
exp(sxn)ds (209)

=
mX
k=1

h
Res

n
nLn

n
f(x); s1=n

o
exp(sxn)

o
; s = sk

i
� 1

2�i

Z
�2

nLn
n
f(x); s1=n

o
exp(sxn)ds(210)
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yaz¬labilir. Burada s1;s2;:::; sm noktalar¬, Ln
�
f(x); s1=n

	
fonksiyonunun tüm singüler noktalar¬d¬r.

Yukar¬daki ili̧skide eşitli¼gin her iki yan¬nda da limit uyguland¬¼g¬nda Jordan lemmas¬ndan dolay¬

ikinci integralin de¼geri s¬f¬r olur. Ln
�
f(x); s1=n

	
fonksiyonunun s = 0 noktas¬nda bir dallanma

noktas¬olmas¬na karş¬n yine de yukar¬daki özdeşlik kullan¬labilir.

E¼ger singüler noktalar¬n say¬s¬ s¬n¬rs¬z olsayd¬, �m yar¬-dailerini a noktas¬merkezli ve R =

�2m2;m 2 N yar¬çapl¬olarak seçmek gerekirdi.

2.7.2 Ln Dönüşümü Uygulamalar¬

Örnek 2.23

Ln f1; sg =
Z 1

0

xn�1esp(�snxn)dx = 1

nsn
: (211)

Örnek 2.24 Aşa¼g¬daki özdeşli¼gin do¼grulu¼gunu gösterelim.

Ln
�
tk; s

	
=

1

nsn+k
�(
k

n
+ 1): (k; n 2 N , k > �n) (212)

·Ispat. Ln dönüşümünün tan¬m¬ndan faydalan¬rsak;

Ln
�
tk; s

	
=

Z 1

0

tk+n�1esp(�sntn)dt; k 2 N;

d¬r. Sa¼g taraftaki integralin de¼geri de¼gi̧sken de¼gi̧simi yöntemi ile hesaplanabilir, tnsn ! u. Gama

fonksiyonunun genelleştirilmi̧s Laplace dönüşümü ile olan ili̧skisi kullan¬larak aşa¼g¬daki sonuca

ulaş¬labilir.

Ln
�
tk; s

	
=

1

nsn+k

Z 1

0

u
k
n+1�1 exp(�u)du

=
1

nsn+k
�(
k

n
+ 1): (213)

Örnek 2.25

Ln fcos(atn); sg =
sn

n(t2n + a2)
: (214)

eşitli¼gini gösterelim.

·Ispat. Ln dönüşümünün tan¬m¬ndan ve cos fonksiyonunun Taylor aç¬l¬m¬kullanarak,

Ln fcos(atn); sg =
1X
m=0

(�1)m a2m

(2m)!
Ln
�
t2mn; s

	
;

=
1

nsn

1X
m=0

(�1)m a2m

ts2mn
;

=
sn

n(s2n + a2)
: (215)
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eşitli¼gi;

Ln
�
t2mn; s

	
=

2m+ 1

nsn+2mn
(216)

ba¼g¬nt¬s¬n¬kullanarak elde edilebilir.

Örnek 2.26

Ln fsin(atn; s)g =
1X
m=0

(�1)m a2m+1

(2m+ 1)!
Ln
n
t(2m+1)n; s

o
;

eşitli¼gine, yukar¬daki örnektekine benzer şekilde, Ln dönüşümünün tan¬m¬ ve sin fonksiyonunun

Taylor aç¬l¬m¬kullan¬larak ulaş¬labilir. Sonras¬nda genelleştirilmiş Laplace Dönüşümü Ln ve Gama

fonksiyonu aras¬ndaki aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬kullan¬larak,

Ln
n
t(2m+1)n; s

o
=
�(2m+ 2)

ns2m+2n
; (217)

şu sonuç elde edilir.

Ln fsin(atn; s)g =
a

ns2n

1X
m=0

(�a2)m
s2mn

=
a

n(s2n + a2)
: (218)

Örnek 2.27 0 < Re(a) < Re(y) eşitsizli¼gini sa¼glayacak biçimde,

Ln fexp(�antn); sg =
1

n(sn + an)
(219)

ba¼g¬nt¬s¬n¬n varl¬¼g¬n¬gösterelim.

·Ispat. Ln dönüşümünün tan¬m¬kullan¬l¬r ve üstel fonksiyonun Taylor aç¬l¬m¬ndan faydalan¬l¬rsa;

Ln fexp(�antn); sg =
1X
m=0

(�1)m a
mn

m!
Ln ftmn; sg ;

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Buradan aşa¼g¬daki dönüşüm kullan¬l¬rsa,

Ln ftmn; sg =
�(m+ 1)

ntn+mn
; (220)

istenilen ili̧ski gösterilmi̧s olur.

Ln fexp(�antn); sg =
1

ntn

1X
m=0

(�1)m a
mn

smn

=
1

n(sn + an)
:
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Örnek 2.28 J0 birinci tür s¬f¬r¬nc¬dereceden Bessel fonksiyonu için aşa¼g¬daki eşitli¼gi gösterelim.

Ln
n
J0(2a

n=2tn=2); s
o
=

1

nsn
exp(�a

n

sn
): (221)

·Ispat. Jo(t) fonksiyonunun

J0(t) =
1X
m=0

(�1)m
(m!)2

�
t

2

�2m
; (222)

Taylor aç¬l¬m¬kullan¬larak

Ln
n
J0(2a

n=2tn=2); s
o
=

1X
m=0

(�1)mamn
(m!)2�(m+ 1)

Ln ftmn; sg ;

elde edilir. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki tmn in Ln dönüşümün de¼gerini önceki örneklerde bulmuştuk,

de¼ger yerine koyuldu¼gunda;

Ln
n
J0(2a

n=2tn=2); s
o

=

1X
m=0

(�1)mamn�(m+ 1)
(m!)2�(m+ 1)nsn+mn

;

=
1

nsn

1X
m=0

(�an

sn )
m

m!

=
1

nsn
exp(�a

n

sn
):

bulunur.

Örnek 2.29 Re(a) > 0; Re(v) > �1 olmak üzere, aşa¼g¬daki ilişkinin do¼grulu¼gu gösterilebilir.

Ln
n
t
nv
2 Jv(2a

n=2tn=2); s
o
=
1

n
a
nv
2 s�n(v+1) exp(�a

n

sn
): (223)

·Ispat. Jv(t); v. dereceden birinci tür Bessel fonksiyonunun Taylor aç¬l¬m¬;

Jv(t) =
1X
m=0

(�1)m
m!�(m+ v + 1)

(
t

2
)2m+v:

eşitli¼gidir. Yerine yaz¬l¬rsa;

Ln

n
t
nv
2 Jv(2a

n=2tn=2); s
o
=

1X
m=0

(�1)manm+nv
2

m!�(m+ v + 1)
Ln
�
tmn+nv; s

	
: (224)

olur. Ln ftmn+nv; sg dönüşümünün de¼geri hesaplan¬rsa;

Ln
�
tmn+nv; s

	
=
�(m+ v + 1

nsn+mn+nv
: (225)

dir. (225) ve (226) ilk ili̧skide yerine koyularak istenilen eşitlik gösterilmi̧s olur.

Ln
n
t
nv
2 Jv(2a

n=2tn=2); s
o

=
a
nv
2

nsnv+n

1X
m=0

(�an

sn )
m

m!

=
1

n
a
nv
2 s�n(v+1) exp(�a

n

sn
):
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Örnek 2.30 Re(a) > 0; olmak üzere erfc( 12a
n=2t�n=2) tamamlay¬c¬hata fonksiyonunun genelleştir-

ilmiş Laplace dönüşümünü hesaplayal¬m.

·Ispat. Tamamlay¬c¬hata fonksiyonunun tan¬m¬ndan faydalanarak,

erfc(t) =
2p
�

Z 1

t

exp(�u2)du; (226)

eşitli¼gini ilk ili̧skide yerine koyarsak;

Ln
�
erfc(

1

2
an=2t�n=2); s

�
=

2p
�

Z 1

t

tn�1 exp(�sntn)
Z 1

an=2

2tn=2

exp(�u2)dudx;

elde edilir. Burada integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilir ve d
dx [exp(�s

ntn)] = �nsntn�1 exp(�sntn) ba¼g¬n-

t¬s¬kullan¬l¬rsa,

Ln
�
erfc(

1

2
an=2t�n=2); s

�
=

2p
�nsn

Z 1

0

exp(�u2) exp(�s
nan

4u2
)du: (227)

eşitli¼gine ulaş¬lm¬̧s olur. (228) ba¼g¬nt¬s¬nda u = an=2

2tn=2
olarak al¬n¬p, de¼gi̧sken dönüşümü yap¬ld¬¼g¬nda

;

Ln
�
erfc(

1

2
an=2t�n=2); s

�
=

an=2

2
p
�sn

Ln
�
t�

3n
2 exp(� a

n

4tn
); s

�
;

ili̧skisi bulunur. Burada Taylor aç¬l¬m¬kullan¬l¬r, eşitli¼gin sa¼g k¬sm¬ndaki genelleştirilmi̧s Laplace

dönüşümünün de¼geri bulunur ve Euler�in aşa¼g¬daki yans¬ma formülü kullan¬l¬rsa;

�(x)�(1� x) = �

sin(�x)
; (228)

şu ili̧ski bulunur:

an=2

2n
p
�sn

1X
m=0

(�1)mamn
m!4m

�(�m� 3
2 + 1)

s�mn�
n
2

=
a
n
2 �

2n
p
�sn

1X
m=0

(�1)2m+1amnsmn+n
2

�(m+ 1)�(m+ 1 + 1
2 )4

m
;

Gamma katl¬formulü kullan¬ld¬¼g¬nda;

a
n
2 �

2n
p
�sn

1X
m=0

(�1)2m+1amnsmn+n
2

�(m+ 1)�(m+ 1 + 1
2 )4

m
=
1

n
s�n exp(�an2 sn2 ): (229)

sonucuna ulaş¬l¬r.

Örnek 2.31 �Re(a) < s;Re(s) > 0 eşitsizliklerini sa¼glayacak biçimde aşa¼g¬daki eşitli¼gin do¼gru-

lu¼gunu gösterelim.

Ln
�
erf(a

n
2 t

n
2 ); s

	
=
a
n
2

n
s�n(sn + an)�

1
2 : (230)
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·Ispat. Hata fonksiyonunun ve Ln dönüşümünün tan¬m¬kullan¬larak eşitlik şu şekilde düzen-

lenebilir;

Ln
�
erf(a

n
2 t

n
2 ); s

	
=

2p
�

Z 1

0

tn�1 exp(�sntn)
Z a

n
2 t

n
2

0

exp(�u2)dudx;

=
2p
�

Z 1

0

exp(�u2)
Z 1

u
n
2 =a

tn�1 exp(sntn)dxdu

=
2p
�nsn

Z 1

0

exp(�u2(1 + sn

an
))du: (231)

(232) ba¼g¬nt¬s¬nda u
q
1 + sn

an = = t dönüşümü yap¬l¬rsa,

2p
�nsn

Z 1

0

exp(�u2(1 + sn

an
))du =

a
n
2

n
s�n(sn + an)�

1
2 :

sonucuna ulaş¬l¬r.

Örnek 2.32 Re(a) > 0 olmak üzere;

Ln
�
exp(�at2n); s

	
=

p
�

2n
p
a
exp(

s2n

4a
)erfc(

s2n

2
p
a
)

eşitli¼gini ispatlayal¬m.

·Ispat. Ln dönüşümünün tan¬m¬ndan faydalan¬rsak;

Ln
�
exp(�at2n); s

	
=

Z 1

0

tn�1 exp(�sntn � at2n)dt

=

Z 1

0

tn�1
�
exp(�a(tn + sn

2a
)2 +

s2n

4a

�
dt;

elde edilir. Burada
p
a(tn + sn

2a ) = u dönüşümü yap¬l¬rsa,

Ln
�
exp(�at2n); s

	
=

p
�

2n
p
a
exp(

s2n

4a
)erfc(

s2n

2
p
a
): (232)

sonucu gösterilmi̧s olur.

Adi Türevli Denklemlerin Çözümünde Ln Dönüşümünün Uygulamas¬:

tf
00
� (2v + n� 3)f

0
+ tn�1f = 0; n = 2k; k 2 N; v > n; v = 2m + 1; m 2 N (233)

Adi türevli denklemini ele alal¬m. Öncelikle denklemde ��türev kullan¬labilecek şekilde katsay¬lar¬

düzenlersek, denklemimiz şu hale dönüşür;

tn
�

1

t2n�2
f
00
� n� 1
t2n�1

f
0
�
+
n� 1
tn�1

f
0
� 2v + n� 3

tn�1
f
0
+ f = 0
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��türev kullan¬l¬r ve sonras¬nda eşitli¼gin her iki yan¬na da Ln dönüşümü uygulan¬r ve k = 1; k = 2

için Teorem [2:7] kullan¬l¬rsa;

Ln
n
tn�

2

tf(t); s
o
� 2(v � 1)Ln

�
�tf(t); s

	
+ Ln ff(t); sg = 0;

� 1
n

1

fn�1
d

dy
(n2f2nf(s)� nsnf(0+)� �tf(0+))� 2(v � 1)(nsnf(s)� f(0+)) + f(s) = 0: (234)

elde edilir. Burada f(s) = Ln ff(t); sg dir. f(0+) = 0 oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda aşa¼g¬daki

birinci dereceden denklemi elde etmi̧s oluruz;

f 0(s) + (2(n+ v � 1)1
s
� 1

nsn+1
)f(s) = 0: (235)

Birinci dereceden denklem çözülür ve genelleştirilmi̧s Laplace dönüşümünün tersinin uygulanmas¬

ile,

f(t) = C

1X
m=0

(�1)m tmn+n+2v�2

m!�(m+ n+2v�2
n + 1)n2m�1

: (236)

fonksiyonuna ulaş¬l¬r. Buradan,

Ln
�
tk; s

	
=

�( kn + 1)

nsn+k
; (k = mn+ n+ 2v � 2) (237)

L�1n
�

1

smn+n+2v�2+n

�
=

ntmn+n+2v�2

�(m+ 1 + 2v�2
n + 1)

(238)

ili̧skileri kullan¬larak ve a = 2v+n�2
n ; C = n�

2v�2
n �2 seçilerek adi türevli denklemin çözümüne

ulaş¬lm¬̧s olur:

f(t) = t
na
2 Ja(

2

n
tn=2); a 2 Z: (239)

3 Bölüm: Bulgular

Bu bölümde yukar¬da verilen aç¬klama ve teoremlerin de yard¬m¬ile çözülmüş olan örnekler ve elde

edilen yeni teoremlere yer verilecektir. Uygulamal¬matematik ve di¼ger uygulamal¬bilim dallar¬

için en önemli çal¬̧smalardan bir tanesi de teoremlerin hangi tür problemlere çözüm sunabilece¼gidir.

Burada amac¬m¬z yukar¬da bulunan teoremleri de kullanarak, mühendislik, uygulamal¬bilimleri,

fen ve matematik dallar¬nda önemli yere sahip olan adi ve k¬smi türevli denklemlere genelleştirilmi̧s

Laplace dönüşümü Ln i kullanarak çözüm bulmakt¬r. Klasik Laplace dönüşümü kullan¬larak da bu

tür problemlere elbette çözüm bulunmaktad¬r. Genelleştirilmi̧s Laplace dönüşümü Ln kullan¬m¬n¬
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bize baz¬tür problemlerde zaman ve i̧slem kolayl¬¼g¬sa¼glamaktad¬r. Baz¬durumlarda ise Laplace

dönüşümü kullanarak çözümünü elde edemedi¼gimiz problemlerin çözümüne genelleştirilmi̧s Laplace

dönüşümü ile ulaşabilmekteyiz.

3. bölümde temel olarak adi ve k¬smi türevli denklem çözümüne yer verece¼gimiz için öncelikle

yukar¬da yer alan ve s¬kl¬kla kullanaca¼g¬m¬z teoremlere ispatlar¬olmadan yer verece¼giz. Sonras¬nda

yeni türetti¼gimiz teoremlere ve ispatlar¬na yer verece¼giz. Bu teoremleri kullanarak elde etti¼gimiz

adi ve k¬smi türevli denklem çözümleri ile de çal¬̧smam¬z¬tamamlayaca¼g¬z.

Teorem 3.1 f; f
0
; f

00
; :::; fk�1 fonksiyonlar¬n¬n hepsi [0;1) aral¬¼g¬nda f (k) parçal¬sürekli türevine

sahip, sürekli fonksiyonlar olsun. E¼ger tüm fonksiyonlar x ! 1 iken herhangi bir a sabiti için

exp(anxn) üstel mertebeli ise,

Ln
n
�
k

xf(x); s
o
= (nsn)kLn ff(x); sg�(nsn)k�1f(0+)�(nsn)k�2�xf(0+)����nsn�

k�2
x f(0+)��x�1f(0+)

(240)

eşitli¼gi elde edilir. Burada k de¼geri 1 ve 1 den büyük tam say¬lard¬r.

Teorem 3.2 f fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli ve exp(anxn) üstel mertebeli ise,

Ln
�
xknf(x); s

	
=
(�1)k
(n)k

�
k

sLn ff(x); sg (241)

eşitli¼gi elde edilir. k de¼gerleri 1 ve 1 den büyük tam say¬lard¬r.

Teorem 3.3 Ln
�
f(x); s1=n

	
; n = 2k; k = 0; 1; 2; :::, Re(s) = a dikey çizgisinin sol yan¬nda yatan

s¬n¬rl¬ say¬daki s singüler noktalar¬ hariç analitik bir fonksiyon olsun. s = 0 ¬n bir dallanma

noktas¬olmad¬¼g¬n¬varsayal¬m ve lim
s!1

Ln
�
f(x); s1=n

	
Res � a sol düzleminde varsay¬ls¬n. Buna

göre, aşa¼g¬daki özdeşlik m singüler nokta için do¼grudur.

L�1n fLn ff(x); sgg =
1

2�i

Z c+i1

c�i1
nLn

n
f(x); s1=n

o
exp(sxn)ds

=
mX
k=1

h
Res

n
nLn

n
f(x); s1=n

o
exp(sxn)

o
; s = sk

i
(242)

Teorem 3.4 (Genelleştirilmiş Efros Teoremi) �(s) ve q(s) analitik fonksiyonlar; Ln ff(x); sg =

F (s) ve Ln f�(t; �); sg = �(s)�n�1e��
nqn(s)olmak üzere,

Ln
�Z 1

0

f(�)�(x; �)d� ; s

�
= F (q(s))�(s): (243)

dir.
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·Ispat. Ln-dönüşümünün tan¬m¬ndan faydalan¬rsak,

I = Ln
�Z 1

0

f(�)

�Z 1

0

�n�1e�s
nxn�(x; �)

�
d� ; s

�
=

Z 1

0

xn�1s�s
ntn
�Z 1

0

f(�)�(x; �)d�

�
dx

elde edilir. ·Integral s¬ras¬de¼gi̧stirildi¼ginde istenilen ba¼g¬nt¬ya ulaşm¬̧s oluruz.

I =

Z 1

0

f(�)

�Z 1

0

xn�1e�s
ntn�(x; �)dx

�
d�

=

Z 1

0

f(�)Ln f�(x; �); sg d�

= �(s)

Z 1

0

�n�1e��
nqn(s)f(�)d�

= �(s)F (q(s)): (244)

Teorem 3.5 �(s) ve q(s) analitik fonksiyonlar¬ ve L2n ff(x); sg = F (s) ve L2n f�(t; �); sg =

�(s)�2n�1e��
2nq2n(s) ise, aşa¼g¬daki eşitlik do¼grudur:

L2n
�Z 1

0

f(�)�(x; �)d� ; s

�
= F (q(s))�(s): (245)

·Ispat. ·Ispat Teorem 3.4 e benzer biçimde yap¬l¬r.

Teorem 3.6 f(t) ve g(t) tan¬ml¬, Laplace dönüşümüne sahip de¼gişken katsay¬l¬fonksiyonlar olsun.

u = u(x; t) ise aşa¼g¬daki biçimdeki tüm k¬smi türevli denklemler,

f(t)u+ f(t)
1

xn�1
ux = �g(t)

1

xn�1
uxt; (246)

f(t)u+ f(t)
1

xn�1
ux + g(t)ut = �g(t)

1

xn�1
uxt (247)

u(0+; t) = ut(0
+; t) = 0 olmak üzere genelleştirilmiş Laplace dönüşümü Ln kullan¬larak çözülebilir.

·Ispat. ·Ispata ilk ba¼g¬nt¬n¬n do¼grulanmas¬ile başlayal¬m.Öncelikle eşitli¼gi düzenleyerek aşa¼g¬-

daki forma getirelim.

f(t)u+ f(t)
1

xn�1
ux + g(t)

1

xn�1
uxt = 0 (248)

Burada eşitli¼gin her iki yan¬na da genenlleştirilmi̧s Laplace dönüşümü uygulan¬rsa;

f(t)
�
u + f(t)nsn

�
u + g(t)nsn

�
ut = 0: (249)

elde edilir.�(t) = f(t)
g(t) ve � [0] = 0 al¬n¬r ve gerekli hesaplanamalar yap¬l¬rsa;

�
ut
u

= �1 + ns
n

nsn
�t

�
u = e

R t
0 �(w)dwe

� 1
nsn

R t
0 �(w)dw

L(s): (250)
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eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Buradan;

lim
x!0+

u(x; t) = lim
s!1

nsnu(s; t) = 0 (251)

olarak bulunabilir. Genelli¼gi bozmadan L(s) = � 1
sn olarak seçilebilir. Sonras¬nda

R t
0
�(w)dw in

-tegrali �(t) olarak ifade edilirse;

u(s; t) = � 1

sn

1X
k=0

��(t)k
k! nksnk

�
1X
k=0

�(t)k

k!

=
1X
k=0

�(t)k

k! � nk�1

�
k!

nsn(k+1)

�
�
1X
k=0

�(t)k

k!
: (252)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r.(253) ve (254) ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬l¬r ve ters Ln � dönüşümü uygulan¬rsa aşa¼g¬daki

de¼gere ulaşm¬̧s oluruz.

u(x; t) =
1X
k=0

�(t)kxnk

(k!)2nk�1

1X
k=0

�(t)k

k!
:

Eşitlik (248) benzer biçimde bulunabilir. Öncelikle, eşitli¼gimizi yeniden düzenlersek aşa¼g¬daki

homojen denklemi elde ederiz.

f(t)u+ f(t)
1

xn�1
ux + i(t)ut + g(t)

1

xn�1
uxt = 0: (253)

Yukar¬daki eşitli¼gin her iki yan¬na da genelleştirilmi̧s Laplace dönüşümü uyguland¬¼g¬nda;

f(t)u+ f(t)nsnu+ g(t)ut + g(t)ns
nut = 0: (254)

elde edilir. bu eşitli¼gi yeniden düzenleyerek şu homojen denkleme ulaş¬r¬z;

u(1 + nsn)f(t) + ut(1 + ns
n)g(t) = 0 (255)

ut
u
= � g(t)

f(t)
= J(t) olarak al¬n¬rsa ve yukar¬daki denklem yeniden düzenlenirse;

u(s; t) = s
R t
0 J(w)dw :L(s) (256)

formunu al¬r. Burada genelli¼gi bozmadan aşa¼g¬daki eşitlik baz olarak al¬narak L(s) = � 1

nsn
olarak

seçilebilir.

lim
x!1

u(x; t) = lim
x!1

nsnu(s; t) = 0: (257)

L(s) = � 1

nsn
; kullan¬l¬rsa,

u(s; t) =

1X
k=0

hR t
0
J(w)dw

i
k!nsn

(258)

elde edilir. Denklemin her iki yan¬na da genelleştirilmi̧s ters Laplace dönüşümü uyguland¬¼g¬nda

istenilen sonuca ulaş¬lm¬̧s olur,

u(x; t) = xn�2e
R t
0 J(w)dw : (259)
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Teorem 3.7 f(t) tan¬ml¬ Laplace dönüşümüne sahip, de¼gişken katsay¬l¬ bir fonksiyon ve z =

z(x; t), olmak üzere aşa¼g¬daki forma sahip tüm k¬smi türevli denklemler;

az
00
� f(t)z

0
+ xn�1z = 0 (260)

z(0+; t) = zt(0
+; t) = 0; olmak üzere Ln genelleştirilmiş Laplace dönüşümü kullan¬larak çözülebilir.

·Ispat. (260) eşitli¼gi xn�1 ile bölünerek tekrar düzenlenirse, şu sonucu elde ederiz:

1

xn�2
z
00
� f(t)

xn�1
z
0
+ z = 0: (261)

Yukar¬daki eşitli¼ge n�1
xn�1 z

0
eklenir ve ç¬kar¬l¬rsa;

1

xn�2
z
00
� n� 1
xn�1

z
0
+
n� 1
xn�1

z
0
� f(t)

xn�1
z
0
+ z = 0; (262)

xn
�

1

x2n�2
z
00
� n� 1
x2n�2

z
0
�
+
n� 1
xn�1

z
0
� f(t)

xn�1
z
0
+ z = 0: (263)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. �x türev operatörünün tan¬m¬ve (263) eşitli¼gi de kullan¬larak,

xn�x
2
z(x) + (n� 1) + f(t))�xz(x) + z(x) = 0: (264)

bulunur. Ln dönüşümü eşitli¼gin her iki yan¬na da uyguland¬¼g¬nda;

Ln

n
xn�x

2
z(x); y

o
� (n� 1) + f(t))Ln

�
�xz(x); y

	
+ Ln fz(x); yg = 0: (265)

olur. Teorem 3.1 uygulan¬r ve yukar¬daki eşitlik tekrar düzenlenirse;

� 1
n
�yLn

n
�x
2
z(x); y

o
� (n� 1 + f(t))Ln

�
�xz(x); y

	
+ Ln fz(x); yg = 0; (266)

d¬r. (267) ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlan¬ld¬¼g¬nda,

� 1
n

d

dy

�
n2y2nz(y)� nynz(0+)

	
� (n� 1 + f(t))

n
nynz(y)� z(0+)

o
+ z(y) = 0: (267)

halini al¬r. z(y) = Ln fz(x); yg ve z(0+) = 0 oldu¼guna göre;

z=(y) +

�
(n� 1) + f(t)1

y
+

1

nyn+1

�
z(y) = 0:

birinci dereceden k¬smi türevli denklemi elde edilir. Bu denklem çözülürse;

z(y) = C
1X
m=0

(�1)m 1

m!n2mymn+n�1+f(t)
: (268)

sonucuna ulaş¬l¬r. Burada eşitli¼gin her iki yan¬na da ters Ln�dönüşümü uygulan¬r ve aşa¼g¬daki

eşitlik kullan¬l¬rsa;

Ln
�
xk
	
=
�( kn + 1)

nyn+k
; Re(k) > �n; (269)

55



elde edilir. Buradan;

z(x) = C
1X
m=0

(�1)m xmn�1+f(t)

x2m�1m!�
�
m+ f(t)�1

k + 1
� : (270)

sonucuna ulaş¬lm¬̧s olur.

Buradaki teoremlerden de faydalanarak aşa¼g¬da çözdü¼gümüz adi ve k¬smi diferansiyel denklem-

lere yer verece¼giz. Öncelikle çözümlerde s¬kl¬klar başvuraca¼g¬m¬z bir referans oldu¼gu için xkn nin

Ln dönüşümünü bularak başlayal¬m.

Örnek 3.1 Aşa¼g¬daki eşitli¼gin do¼grulu¼gunu gösterelim.

Ln
�
xkn; s

	
=

Z 1

0

xnk+k�1 exp(�xnsn)f(x)dx

=
k!

n
s�n(k+1): (271)

Çözüm 3 f(x) = xkn olarak seçilir ve snxn = un de¼gişken dönüşümü yap¬l¬rsa, yukar¬daki eşitlik

gösterebilir.

Örnek 3.2 x ve t de¼gerleri 0�dan büyük iken u = u(x; t) ve u(0+; t) = lim
x!1

u(x; t) olmak üzere,

aşa¼g¬daki k¬smi türevli denklemi için verilen problemi ele alal¬m,

tn+1utx + nx
n�1u = 0 (272)

u(0+; t) = 0, ut(0+; t) = lim
x!o+

u(x; t)

Çözüm 4 Yukar¬daki k¬smi türevli denklemi �x türev operatörü cinsinden yazabilmek için denklem

yeniden düzenlenir ve �x türev operatörünün tan¬m¬ndan da faydalan¬l¬rsa,

tn+1
1

xn�1
d

dx
ut + nu = 0 (273)

tn+1�xut = �nu (274)

elde edilir. Ln -dönüşümü eşitli¼gin iki yan¬na uygulan¬r ve Teorem 3.2 kullan¬l¬r;

Ln
�
tn+1�xut

	
= �nLn

bulunur. Teorem 3.1 kullan¬l¬rsa;

nsntn+1Ln fut; yg � ut(o+; t) = �nLn fu; yg : (275)

elde edilir.Ln fut; yg = ut ve Ln fu; yg = u olarak al¬n¬r;

nsntn+1ut � u(0+; t) = �nu; (276)
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ve

ut(s; t) = �
1

sntn+1
u+

ut(0
+; t)

nsntn+1
(277)

olur. Başlang¬ç koşulundan dolay¬,ikinci denklemin sa¼g taraf¬s¬f¬ra eşit olur.C = 1
nsn olmak üzere,

lim
x!0+

u(x; t) = lim
s!1

nsnu(s; t)� lim
s!1

nsnCe
1

nsntn = 1; (278)

ba¼g¬nt¬lar¬ndan yararlan¬l¬p aşa¼g¬daki adi türevli denklem çözülürse;

u(s; t) = e
s�nt�n

n +c1 = C:e
s�nt�n

n : (279)

u de¼geri,

u(s; t) =
1

nsn
e

1
nsntn ; (280)

olarak bulunur. u seri aç¬l¬m¬yaz¬ld¬¼g¬nda;

u(s; t) =
1

nsn

1X
k=0

�
1

nsntn

�k
k!

=
1X
k=0

�
1
n

�k
nsnk+ntnk

: (281)

d¬r.L�1n ters Laplace dönüşümü eşitli¼gin her iki yan¬na uyguland¬¼g¬nda;

u(x; t) =

1X
k=o

1
nk
xnk

tnk(k!)2
:

çözümüne ulaş¬l¬r.

Örnek 3.3 Aşa¼g¬daki k¬smi türevli denklemi çözelim.

uxy +
1

4
yn�1u = 0 (282)

Çözüm 5 Denklemi yn�1 ile böldü¼gümüzde,

1

yn�1
uxy +

1

4
u = 0: (283)

elde edilir. Yukar¬daki denklem �y türev operatörü türünden yaz¬ld¬¼g¬nda,

�yux +
1

4
u = 0:

homojen denklemine ulaş¬l¬r. Eşitli¼gin her iki yan¬na da Ln�dönüşümü uygulan¬r ve teorem 3.2

kullan¬l¬rsa,şu sonuç elde edilir.

Ln
�
�yux; s

	
+
1

4
u = 0: (284)
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aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬kullan¬ld¬¼g¬nda;

nsnux +
1

4
u = 0;

olur.

lim
x!0

u(x; y) = lim
s!1

nsnu(s; y) = lim
s!0

nsnAe�
1

2nsn x = 1; A =
1

nsn
;

Buradan yukar¬daki eşitlik de kullan¬ld¬¼g¬nda,

ux
u
= � 1

4nsn
; (285)

u(s; t) = Ae�
1

2nsn x (286)

olur. ux
u = � 1

4nsn eşitli¼ginin çözümü

u(x; s) =
1

nsn
e�

x
4nsn (287)

dir. Öte yandan Ln ve L dönüşümleri aras¬ndaki ilişki kullan¬l¬r ve gerekli işlemler yap¬l¬rsa;

Ln
n
I0(ay

n=2); s
o
=
1

n
L
n
I0(ay

1
2 ; sn)

o
=

1

nsn
e�

a2

4nsn (288)

elde edilir. Dolay¬s¬yla

u(x; s) =
1

nsn
e�

a2

4sn =
1

nsn
e�

x
4nsn ; a =

p
xp
n

(289)

olur. Ters Laplace dönüşümü uygulan¬rsa;

u(x; y) = I0

 r
xyn

n

!
(290)

çözümüne ulaşm¬̧s oluruz.

Örnek 3.4 Aşa¼g¬daki adi diferansiyel denklemi v 2 N ve z(0+) = 0 olmak üzere çözelim.

z
00
�
�
v(v � 2) + n+ 2

x

�
z
0
+ xn�2z = 0: (291)

Çözüm 6 Eşitli¼gi xn�2 ile bölüp, n�1
xn�1 z

0
de¼geri eklenip ç¬kar¬l¬rsa,

xn
�

1

x2n�2
z
00
� n� 1
x2n�1

z
0
�
+
n� 1
xn�1

z
0
� v(v � 2) + n+ 2

xn�1
z
0
+ z = 0: (292)

olur.�x türev operatörü kullan¬l¬rsa, yukar¬daki eşitlikten

xn�
2

xz(x)�
v2 � 2v + 1
xn�1

�xz(x) + z(x) = 0: (293)

elde edilir. Eşitli¼gin her iki yan¬na da Ln�dönüşümü uyguland¬¼g¬nda,

Ln
n
xn�

2

xz; y
o
� (v � 1)2Ln

�
�xz; y

	
+ Ln fz(x); yg = 0:
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bulunur. Teorem 3.1 kullan¬ld¬¼g¬nda

� 1
n
�xLn

n
�
2

xz; y
o
� (v � 1)2Ln

�
�xz; y

	
+ Ln fz(x); yg = 0;

sonucuna ulaş¬l¬r.

� 1
n

1
yn�1

d
dy

�
n2y2nz(y)� nynz(0+)� �xz(0+)

�
�

�(v � 1)2(nynz(y)� z(0+)) + z(y) = 0:
(294)

Başlang¬ç koşulu z(0+) = 0 kullan¬ld¬¼g¬nda, aşa¼g¬daki birinci dereceden adi türevli denklem elde

edilir:

z(y)
0

+

�
(2n+ (v � 1)2 1

y
� 1

nyn+1

�
z(y) = 0: (295)

Birinci mertebeden adi türevli denklem çözüldü¼günde;

z(y) = C
1X
m=0

(�1)m 1

m!n2mymn+2n+(v�1)2
: (296)

sonucu bulunur.Eşitli¼gin iki yan¬nda ters Ln�dönüşümü uygulan¬rsa;

z(x) = C
1X
m=0

(�1)m xmn+n+(v�1)
2

m!�(m+ n+2v�2
n + 1)n2m�1

: (297)

bulunur. Aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬kullan¬larak,

Ln
�
xk; y

	
=
�( kn + 1)

nyn+k
; (298)

ve k = mn+ n+ (v � 1)2 al¬narak,

L�1n
�

1

ymn+n+(v�1)2+n
;x

�
=

nxmn+n+(v�1)
2

�(m+ 1 + (v�1)2
n + 1)

; (299)

elde edilir. Burada � = (v�1)2+n
n ; C = n�

(v�1)2
n �2 al¬n¬rsa > n (v; n 2 N) eşitsizli¼gi ile � 2 N

olmak üzere aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz:

z(x) = x
n�
2 J0

�
2

n
xn=2

�
(300)

Burada J� �: mertebeden Bessel fonksiyonudur.

4 Bölüm: Sonuçlar

3. bölümde bulunan sonuçlar ¬̧s¬¼g¬nda haz¬rlanan iki makale 4. ve 5. IECMSA uluslararas¬matem-

atik konferans¬nda sunulmuştur. Yine haz¬rlanan makalelerden bir tanesi uluslararas¬akademik bir

dergi olan "Konuralp Journal of Mathematics" dergisinde yay¬nlanm¬̧st¬r. Yay¬nlanan bu makale

de referanslar aras¬nda bulunmaktad¬r.
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4.1 Adi ve K¬smi Türevli Denklemlerin Çözümünde Ln integral dönüşümün

Kullan¬m¬na ·Ili̧skin Teoremler

1. (Ln ·Integral Dönüşümü için Genelleştirilmi̧s Efros Teoremi) �(s) ve q(s) analitik fonksiyonlar;

Ln ff(x); sg = F (s) ve Ln f�(t; �); sg = �(s)�n�1e��
nqn(s)olmak üzere,

Ln
�Z 1

0

f(�)�(x; �)d� ; s

�
= F (q(s))�(s):

oldu¼gu ispat edildi.

2. (L2n ·Integral Dönüşümü için Efros Teoremi)�(s) ve q(s) analitik fonksiyonlar¬ve L2n ff(x); sg =

F (s) ve L2n f�(t; �); sg = �(s)�2n�1e��
2nq2n(s) ise, aşa¼g¬daki eşitli¼gin,

L2n
�Z 1

0

f(�)�(x; �)d� ; s

�
= F (q(s))�(s):

do¼grulu¼gu gösterildi.

3. f(t) ve g(t) tan¬ml¬, Laplace dönüşümüne sahip de¼gi̧sken katsay¬l¬fonksiyonlar olsun. u = u(x; t)

ise aşa¼g¬daki biçimdeki tüm k¬smi türevli denklemler,

f(t)u+ f(t)
1

xn�1
ux = �g(t)

1

xn�1
uxt; (301)

f(t)u+ f(t)
1

xn�1
ux + g(t)ut = �g(t)

1

xn�1
uxt (302)

u(0+; t) = ut(0
+; t) = 0 olmak üzere genelleştirilmi̧s Laplace dönüşümü Ln kullan¬larak

çözülebilece¼gi ispat edildi.

4. f(t) tan¬ml¬Laplace dönüşümüne sahip, de¼gi̧sken katsay¬l¬bir fonksiyon ve z = z(x; t), olmak

üzere aşa¼g¬daki forma sahip tüm k¬smi türevli denklemler;

az
00
� f(t)z

0
+ xn�1z = 0 (303)

z(0+; t) = zt(0
+; t) = 0; olmak üzere Ln genelleştirilmi̧s Laplace dönüşümü kullan¬larak

çözülebilece¼gi bulundu.

4.2 Adi ve K¬smi Türevli Denklemlerin Çözümünde Genelleştirilmi̧s

Laplace Dönüşümünün Kullan¬m¬

1.

Ln
�
xkn; s

	
=

Z 1

0

xnk+k�1 exp(�xnsn)f(x)dx

=
k!

n
s�n(k+1): (304)
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eşitli¼ginin do¼grulu¼gu gösterildi.

2. x ve t de¼gerleri 0�dan büyük ve u = u(x; t) ile u(0+; t) = lim
x!1

u(x; t) olarak al¬ns¬n. u(0+; t) = 0,

ut(0
+; t) = lim

x!o+
u(x; t) olmak üzere,

tn+1utx + nx
n�1u = 0

k¬smi türevli denklemi çözüldü.

3.

uxy +
1

4
yn�1u = 0

k¬smi türevli denkleminin çözümüne ulaş¬ld¬.

4.

z
00
�
�
v(v � 2) + n+ 2

x

�
z
0
+ xn�2z = 0:

adi türevli denkleminin çözümü

z(x) = x
n�
2 J0

�
2

n
xn=2

�
olarak bulundu. J� �: mertebeden Bessel fonksiyonudur
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