T.C.
SIVAS CUMHURIYET UNiVERSITESI
EGIiTiM BILIMLERI ENSTIiTUSU
ORTAOGRETIM FEN VE MATEMATIK ALANLAR EGIiTiMi
ANA BILIM DALI
MATEMATIK EGITIiMi BiLiM DALI

MATEMATIK OGRETMENLERININ SOZSUZ iSPAT BECERILERININ
PiISAGOR TEOREMi BAGLAMINDA INCELENMESI

Ebru ARSLANTAS ILTER

YUKSEK LiSANS TEZi

DANISMAN
Dr. Ogr. Uyesi Handan DEMIRCIOGLU

SIVAS - 2020






MATEMATIK OGRETMENLERININ SOZSUZ iSPAT BECERILERININ
PiSAGOR TEOREMi BAGLAMINDA iINCELENMESI

Ebru ARSLANTAS iLTER

Sivas Cumhuriyet Universitesi
Egitim Bilimleri Enstitiisii

Lisansiistii Egitim, Ogretim ve Smav Yénetmeliginin Ortadgretim Fen ve Matematik
Alanlar Egitimi Ana Bilim Dali Matematik Egitimi Bilim Dal1 I¢gin Ongordiigii

YUKSEK LISANS TEZI
Olarak Hazirlanmastir.

Dr. Ogr. Uyesi Handan DEMIRCIOGLU

Sivas
Haziran, 2020



KABUL VE ONAY
Ebru ARSLANTAS ILTER’in hazirlamis oldugu “Matematik Ogretmenlerinin S&zsiiz
Ispat Becerilerinin Incelenmesi” baglikli bu ¢alisma, 02.06.2020 tarihinde yapilan savunma
sinavi sonucunda basarili bulunarak jiirimiz tarafindan, “Ortadgretim Fen ve Matematik

Alanlar Egitimi Ana Bilim Dal, Matematik Egitimi Bilim Dali’'nda Yiiksek Lisans Tezi

olarak kabul edilmistir.

Dr.Ogr.Uyesi Yasin GOKBULUT (Juri Baskani)

Dr.0Ogr.Uyesi Handan DEMIRCIOGLU (Danisman)

Dog¢.Dr.Fatih KARAKUS (Uye)

Yukaridaki imzalarin ad1 gegen 6gretim iiyelerine ait oldugunu onaylarim.

v o

Dog¢.Dr Fatih KARAKUS

Enstitli Miduri



ETIiK SOZU

Sivas Cumhuriyet Universitesi Egitim Bilimleri Enstitiisii, Tez Yazim
Kilavuzu (Yonerge)’'nda belirtilen kurallara uygun olarak hazirladigim bu tez

calismasinda;

v/ Biitiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar gergevesinde elde ettigimi,

v' Gorsel, isitsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglar1 bilimsel ahlak kurallarina
uygun olarak sundugumu,

v' Bagkalarinin eserlerinden vyararlanilmas: durumunda ilgili eserlere,
bilimsel normlara uygun olarak atifta bulundugumu ve atifta
bulundugum eserlerin tiimiinii kaynak olarak gdsterdigimi,

v/ Biitiin bilgilerin dogru ve tam oldugunu, kullanilan verilerde herhangi bir
degisiklik yapmadigima,

v' Tezin herhangi bir boliimiinii, Sivas Cumhuriyet Universitesi veya bir

baska tiniversitede, bir bagka tez ¢alismasi olarak sunmadigimi; beyan
ederim.

Ebru ARSLANTAS ILTER



ONSOZ

Bu arastirmanin her asamasinda bana yardimci olan olumsuzluklara karsi
beni yiireklendiren, bana her konuda rehberlik eden, derin bilgi ve tecriibelerinden
faydalandigim, bana, yardimlarim1 esirgemeyen, sagladigi pozitif enerji ile
zorluklarin iistesinden gelebilmemi kolaylastiran, beni yiireklendiren, saygi ve sevgi
duydugum emeklerimi 6deyemeyecegim danismanim Saym Dr. Ogr. Uyesi Handan
DEMIRCIOGLU na tesekkiirlerimi sunuyorum.

Tezin ¢esitli asamalarinda degerli goriis ve diislincelerinden faydalandigim,
calisma ile ilgili olarak eksik noktalari gormemde ve bunlari gidermemde, bana

biiyiik katkida bulunan degerli hocalarima tesekkiirlerimi sunuyorum.

Calismaya katilan goniillii olarak emek ve zaman harcayan &gretmen

arkadaglarima katkilarindan dolay: tesekkiir ederim.

Ayrica ¢alismamin her asamasindaki desteklerinden ve 6zverisinden dolay1
esim Ramiz ILTER’e ve elbette benim bugiinlerde olmamda emeklerini
unutmayacagim aileme sonsuz tesekkiirler. Son olarak tezimin son asamalarinda

varlig1 ile bana gii¢ veren kizim Alya Umay ILTER e binlerce tesekkiirler.

Ebru ARSLANTAS ILTER

SIVAS - 2020



OZET

ILTER ARSLANTAS, Ebru. Matematik Ogretmenlerinin Sézsiiz Ispat
Becerilerinin Pisagor Teoremi Baglaminda incelenmesi, Yiiksek Lisans Tezi,

Sivas, 2020.

Bu c¢alismada matematik Ogretmenlerinin sézsiiz ispat yapma becerilerini
Pisagor teoremi baglaminda incelemek amaglanmistir. Calisma iki asamada
gerceklestirilmistir. Ilk asamada agiklama olmaksizin yalnizca gorseller verilmis ve
hangi matematiksel kavramlar ile iliskilendirdikleri tespit edilmistir. ikinci asamada
ise gorseller ile birlikte hangi matematiksel ifadeye yonelik oldugu agiklamalar
verilmis ve ispat yapma siirecleri incelenmistir. ilk asama 20 matematik dgretmeni
ile ikinci asama ise bu Ogretmenlerden goniillii olan 7’°si ile ylritilmistiir.
Calismada nitel arastirma yontemlerinden durum ¢alismast kullanilmistir. Veriler iki
farkli Pisagor teoreminin ispatina yonelik verilen gorsel ile toplanmustir. Ilk
asamada elde edilen veriler icerik analiz teknigi ile analiz edilmistir. Daha sonra
ikinci agamada 7 matematik Ggretmenin ispat yapma siiregleri incelenmis ve ilk
asamadaki cevaplan ile karsilagtirmalar yapilmistir. Elde edilen bulgular Pisagor
teoremine yonelik gorsellerle karsilastiklarini ve ispat siirecinde sergiledikleri

davranislar1 agiga ¢ikarmistir.

Anahtar Kelimeler: ispat, Gorsellestirme, Sozsiiz Ispatlar, Matematik Ogretmeni



ABSTRACT

ILTER ARSLANTAS, Ebru. Examining the Proofs Without Words Skills
Mathematics Teachers in the Context of the Pythagorean Theorem, Master
Thesis, Sivas, 2020.

In this study, it was aimed to examine the proofs without words skills of
mathematics teachers in the context of the Pythagorean theorem. The study was
carried out in two stages. In the first stage, only visuals were given without
explanation and it was determined which mathematical concepts they associated
with. In the second stage, the explanations about the expression along with the
visuals are given and the processes of making proof were examined. The first stage
was conducted with 20 mathematics teachers and the second stage was conducted
with 7 volunteers among those teachers. Case study, one of the qualitative research
methods, was used in the study. The data were collected with the visual given for
proof of two different Pythagorean theorems. The data obtained in the first stage
were analysed by content analysis technique. Then, in the second stage, the proof-
making processes of 7 mathematics teachers were examined and comparisons were
made with the answers in the first stage. The findings revealed that they encountered

visuals for the Pythagorean theorem and their behaviour during the proof process.

Keywords: Proof, Visualization, Proofs Without Words, Mathematics Teacher
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BOLUM 1
GIRIS

Bu boliimde arastirmanin problem durumu, amaci, 0nemi, varsayimlari,

siirliliklart ve arastirmadaki tanimlar verilmistir.
1.1. Problem Durumu

Ispat ve ispatin dgretiminin, dgrencilere kazandirdiklar1 her zaman matematik
ve matematik egitiminde arastirmalarin konusu olmustur. Ispat matematiksel
diisiinmenin bir alt boyutu oldugundan matematik egitimcileri dgrencilerin ispat
becerilerinin gelistirilmesinin matematiksel diisiinme becerisini gelistirecegine
vurgulamaktadirlar. Bunun yansimasi olarak da akil yiiriitme, muhakeme yapabilme
ve ispat hem Tiirkiye’de hem de yurt disinda matematik 6gretim programlarinin
gelistirmeyi hedefledigi beceriler arasinda yer almaktadir. Gelisen teknoloji ve
arastirmalar dogrultusunda Argiin, Arikan, Bulut ve Halicioglu’nun (2014) ifade
ettigi gibi “artik fikirlerin anlasilmasi ve kesfedilmesi gereken yeni bir diinyasi

vardir ve bu diinyaya girmek i¢in matematiksel ispatin kullanilmasi gerekmektedir.’

(s. 234). Bu yaklagim ise ispata yiiklenen 6nemin daha da artacaginin gostergesidir.

Ispatin farkli tamimlar1 yapilmaktadir. ispat, bir teoremin anlagilmasimni,
Oneminin kavranmasini saglayan sosyal siire¢ (Dede & Karakus, 2014, s. 50), bir
ifadenin dogrulugu ile ilgili deliller (Rodd, 2000, s. 225), gecerligi Onceden
ispatlanmig aksiyom ve teoremlere dayandirilmis ifadeler dizisi (Morash, 1987, s.
149), bir dizi gegerli sonuglar (Hanna & Sidoli, 2007, s.75), tanimlar ve aksiyomlarla
fikirlerin agiklik kazandigi final asamasi1 (Hanna, 1991, s. 55), muhakeme edilmis
delillerin kullanilmasiyla bazi ifadelerin dogrulugu hakkinda birilerini ikna etmek
(Almeida, 1996, s. 660), bir dizi mantiksal hiikiimlerle 6nermenin dogru ya da yanlis
oldugunu gosterme (Konyalioglu, 2015, s. 43) seklinde tanimlanmaktadir. Bu
tanimlardan da goriildiigii gibi ispatin farkli yonlerine vurgu yapilmaktadir.
Hanna’ya (2000, s. 8) gore ispat bir iddianin dogrulugunu ya da yanlighgmi
gostermeyi amaglamaktan ¢ok neden dogru ya da yanlis oldugunu gostermeyi

amaclamaktadir.

Ogrencilerin bireysel farkliliklar1 olmasina ragmen genellikle ispatlar dgrencilere

degismez ve kesin formatta sunulmaktadir (Lockhart, 2009, s. 18). Halbuki 6grenme ve

1



Ogretme siirecinin anlamli olabilmesi i¢in 6grencilerin ilgi, 6grenme ihtiyaci, hazir
bulunusluk diizeyi, 6grenme stili gibi bireysel farkliliklarinin tespit edilmesi ve 6gretim
yontem ve teknikleri belirlenirken bu farkliliklarin g6z Onilinde bulundurulmasi
gerekmektedir (MEB, 2018). Bu baglamda disiiniildiiginde  o6grencilere
kullanabilecekleri alternatif ispat yoOntemlerinin sunulmasi, hem zengin Ogrenme
ortamlar1 olusturmus olacak hem de bir ispat1 yapmak icin bagvurulabilecek alternatif
yollar sunulmasiyla ogrenciye farkli bakis agilar1 kazandirilmig olacaktir. Dede ve
Karakus (2014), ogrencilerin ispat yapma siireglerini kolaylastirmak igin gorsel
gizimlerden yararlanilabilecegini ifade etmislerdir. Bu goriise paralel olarak da Bell
(2011) matematiksel bir kanitin gorselinin olusturulmasinin onun daha iyi

anlamlandirilmasini saglayacagina vurgu yapmaktadir.

Ogrencilerin ispat becerisini gelistirmenin yollarindan biri de gérsellestirme
yapmaktir. Gorsellestirmenin amaci resimler, imajlar ve diyagramlar kullanilarak
matematiksel diislinmeyi gelistirmede bireye yardimecr olmaktir (Yilmaz & Argiin,
2013, s. 565). Diyagramlar ve diger gorsel sunumlar matematigin her alaninda her
daim kullanilmistir (Hanna & Sidoli, 2007). Gorsellestirme; zihinden geometri
yapma, sekillerin zihinsel goriintiilerini olusturma ve hayalinde goriintiiler iizerinde
calismay1, sekillerin farkli perspektiften nasil goriilecegini, icermektedir (Van de
Walle, Karp, & Bay-Williams, 2019). Ayrica gorsellestirme, gorsel bilgileri temsil
etme, doniistiirme, liretme, iletisim kurma, belgeleme ve yansitma kabiliyetlerini
icermekle beraber, (Hershkowitz, 1990) matematiksel bir fikri iletmek, agiklamak
veya ikna etmek icin bir ara¢ olup sekil veya diger gorsel sunumlari kullanmaktir

(Hanna & Sidoli, 2007).

Bardelle (2009) o6grencilerin herhangi bir konu ile karsilastiklarinda
kullanabilecekleri tekniklerin, araclarin ve teoremlerin farkinda olmamalarinin
sebebinin  Ogrencilerin  0gretim  hayatlarinda  gorsellestirmeyle ¢ok az
karsilasmalarina baglamaktadir. Ogrencilerin gorsellestirmeyi kullanabilmeleri ise
derslerde gorsellestirme etkinlikleriyle karsilagsmalar1 ve gorsellestirmeyi kullanmaya
tesvik edilmeleriyle miimkiin olmaktadir (Rodd, 2000). Alsina ve Nelsen (2010)
matematiksel basar1 i¢in gorsellestirme yeteneginin gerekliliginden bahsetmektedir.
O halde 6gretmenleri, 6gretmen adaylarini hatta 6grencileri gorsel etkinliklerle daha

fazla kars1 karsiya getirmek onemlidir.



Gorsellestirmenin matematik egitimindeki rolii ve ogrencilerin, 6gretmen
adaylarinin ve hatta 6gretmenlerin ispatta zorlandiklar1 goz 6ntine alindiginda gorsel
ispat veya sozsiiz ispatlara vurgu son yillarda gittikce artmaktadir. Aslinda son
yillarda bulunmus bir yenilik (Alsina & Nelsen, 2010; Bell, 2011) olmamasina
ragmen 6zellikle muhakeme, akil yliriitme, problem ¢6zme becerilerine artan ilginin
sonucu olarak da son on yilda yapilan ¢alismalarda sozsiliz ispatlara ilgi de hizla

artmaktadir.

Gorsellestirme, sozsiiz ispatlar, Pisagor teoremi ile ilgili ¢ok fazla calisma
olmadig1 goriilmektedir. Gorsellestirme ve ispatin onemli oldugu vurgusundan
hareketle ilk Once matematik O6gretmenlerin sdzsiiz ispat yapma siireclerinin

incelenmesi bu ¢alismanin odak noktasini olusturmaktadir.

Gorsellestirmenin  her alanda oldugu gibi matematikte de matematigi
anlamada, matematik yapmada, matematigin Ogretiminde hatta ispat siirecinde
onemli oldugu kabul edilmektedir. Gorsellestirmenin matematik egitimindeki roli,
ogrencilerin hatta dgretmenlerin ispat siirecine yaklasimlari, zorluklar, hepsi g6z
oniine alindiginda s6zsiiz ispatlarin (veya gorsel ispatlarin, diyagramlarin) matematik
ogretiminde kullanilmasina yapilan vurgular giderek artmaktadir. Bunun yansimasi
olarak da 6zellikle son yillarda yapilan arastirmalarda, 6gretim programlarinda, ders

.....

ispatlara ilgi hizla artmaktadir.

Sozsiiz ispatlar son yillarda bulunmus yeni bir yaklagim degildir (Alsina &
Nelsen, 2010; Bell, 2011) tarihsel siireci olduk¢a eskiye dayanmaktadir.
Tiimdengelimsel adimlarin sekil, diyagram ve grafiklere dayandirilmis halidir. Bu
ise ispat1 anlamanin resimlerin okunmastyla miimkiin oldugu anlamina gelmektedir.
Sozsiiz ispatlar s6z olmayan, sadece diyagramlara dayali, belki sayilar, harfler, oklar,
noktalar ve birbiriyle iligkili sembolik ifadeler olan ve yapilandirilmasi okuyucuya
birakilmis olan ispatlar olarak ifade edilmektedir (Bardelle, 2009). Ayrica sdzsiiz
ispat, 6zel bir matematiksel ifadenin ni¢in dogru oldugunu hatta matematiksel bir
ifadenin dogrulugunu ispatlarken nasil ele alinacagini gérmemize yardimci olacak
diyagram veya resimler (Alsina & Nelsen, 2010) ve geometrik ¢izimler, sayisal veya
sozel semboller disinda higbir kelime igermeyen ispatlardir (Gierdien, 2007). Yani

sOzsliz ispat, kelimeler olmadan matematiksel bir ifadenin ispatin1 resimleyen

3



matematiksel cizimlerdir (Bell, 2011). Sozsiiz ispatlar ilkdgretimden iiniversiteye
kadar her kademede matematikte 6nemli roller tistlenmektedir (Alsina & Nelsen,
2010). Sozsiiz ispatlar1 anlamak i¢in yapilan tartigmalar, agiklamalar, farkli
matematiksel fikirler arasinda baglantilar bulmayi dolayisiyla da kavramayi

gelistirmek icin firsatlar sunmaktadir (Gierdien, 2007).

Gerek yurt icinde gerekse yurt disindaki yapilan arastirmalar incelendiginde
ogrencilerin (Hawro, 2007; Ozer & Arikan, 2002; Ugurel & Morali, 2010; Biilbiil &
Urhan, 2016; Simsek, Simsek, & Diindar, 2013; Weber, 2001), 6gretmen adaylarinin
(Gokkurt, Soylu & Sahin, 2014; Ogal & Giiler, 2010; Jones, 2000; Morali, Ugurel,
Tiirniiklii & Yesildere, 2006; Unveren, 2010) ve hatta dgretmenlerin (Bayazit, 2017;
Knuth, 2002) ispat yapmakta veya ispat1 anlamada zorluk yasadiklar1 gorilmektedir.
Bu zorluklarin neler olduguna, nasil iistesinden gelinebilecegine sinif i¢inde ne tiir
uygulamalar yapilabilecegine yonelik bir¢ok arastirma yapilmasina ragmen halen
yapilmaya devam edilmekte, alternatif yollar Onerilmekte ve sonuglar
sunulmaktadir. Yurt i¢cinde ispat ile ilgili ¢aligmalar incelendiginde ¢aligsmalari birkag
baslik altinda incelemek miimkiindiir. ispat yapma siiregleri (Peksen Sagir, 2013;
Barak, 2018; Demiray, 2013; Oztiirk, 2016), ispat semalar1, ispat algilar1 (Contay,
2017; Tuncer, 2014), argiimantasyon ve ispat (Doruk, 2016) anahtar fikirleri
yazabilme siiregleri  (Yesilyurt Cetin, 2017), ispatla ilgili kavramsallastirma,
muhakeme, muhakeme hatalari, 6grenme giigliikleri (Demir, 2017) ispat yapabilme
becerileri (Aylar, 2014) ispatla ilgili alan ve pedagojik alan bilgileri (Cihan, 2019)
ispatlama becerilerini gelistirmeye yonelik tasarlanan 6grenme ortami veya alternatif
ispat yontemlerinin Ogretimi, 5S¢ modelinin, dinamik geometri yazilimina dayali
Ogrenme ortami, sinir ag1 modeli, kavrama testlerine dayali bir ispat 6gretimi, cift
siitun ispat yontemi (Polat, 2018; Oztiirk, 2016; Kiiciikbulut, 2019) ispatlari
gorsellestirme durumlari (Mancoglu, 2019) bunlardan yalnizca birkagidir. Diger
taraftan bu arastirmalar incelendiginde, arastirmalarin 6grenciler (Polat, 2018; Hawro,
2007; Ozer & Arikan, 2002; Ugurel & Moral, 2010; Biilbiil & Urhan, 2016; Simsek,
Simsek & Diindar, 2013; Weber, 2001), dgretmen adaylari (Oztiirk, 2016; Demir,
2017; Contay, 2017; Cihan, 2019; Demiray, 2013; Gokkurt, Soylu & Sahin, 2014;
Ocal & Giiler, 2010; Jones, 2000; Morali, Ugurel, Tiirniiklii & Yesildere, 2006;
Unveren, 2010) ve oOgretmenler (Bayazit, 2017; Knuth, 2002) ile yapildig

goriilmektedir. Ulasilan 1ilgili literatiir incelendiginde Ogretmenlerle yapilan



calismanin ¢ok az oldugu hatta bu caligmalar i¢ginde de sozsliz ispat siireclerinin

incelendigi bir ¢alismanin olmadig1 goriilmektedir.

Sozsiiz ispatlarin matematik egitiminde faydali olarak goriilmesine ragmen
cok fazla calisma bulunmamaktadir. Ulasilabilen bu calismalar (Polat, 2018; Ulker,
2018; Geligsen, 2016) ogrencilerle yapilmistir, Ogretmenlerle yapilan g¢alismaya
rastlanmamustir. SOzsiiz ispatlarda gelenekselden farkli olarak Gierdien’in (2007)
ifade ettigi gibi 6grenciden teorem veya ifadenin dogrulugunu gostermesi yerine
ispat1 aciklamasi istenmektedir. Sozsiiz ispatlarin agiklanmasi i¢in &grencilerin
onceden gormiis veya 6gretim siirecinde karsilasmis olmasi gerekmektedir. Buradan
hareketle bu ¢alismada 6gretmenlerin sozsiiz ispatlar1 nasil aciklayacaklarina ve nasil
ispat yapacaklarina odaklanilmig ve ispat yapma siirecini agiga ¢ikarmak istenmistir.
Diger taraftan Pisagor teoremi geometrinin hatta matematigin en dnde gelen, en ¢ok
ispat1 yapilan ve herkes tarafindan bilinen teoremlerinden biridir. Bu nedenle bu
calismada matematik Ogretmenlerinin sozsiiz ispat becerilerini Pisagor teoremi

baglaminda incelemek amaglanmistir.
1.2. Problem Ciimlesi ve Alt Problemler

Bu caligmanin problem cilimlesi “Matematik dgretmenlerinin Pisagor teoremi
baglaminda sozsiiz ispat yapma siiregleri nasildir?” seklindedir. Alt problemler de

asagidaki gibidir.

1. Pisagor teoremi ile ilgili sdzsiiz ispatlardaki gorseller (matematiksel ifadesi
verilmeden) matematik 6gretmenlerine ne ifade etmektedir?
2. Matematik Ogretmenlerinin Pisagor teoremi ile ilgili sozsiiz ispatlardaki

ispat yapma siiregleri nasildir?

1.3. Arastirmanin Amaci

Bu arastirmanin amaci, matematik dgretmenlerinin Pisagor teoremi ile ilgili
sOzsiiz ispatlardaki ispat yapma siireglerini incelemektir. Sozsiiz ispatlar
gorsellestirme yaklasimlar1 adi altinda anilan yaklasimlardan biridir. Bu ¢alismada
“Bir dik ii¢ggende dik kenarlarin uzunluklarimin karelerinin toplami iigiincii kenarin

(vani hipoteniisiin) uzunlugunun karesine egittir” olarak ifade edilen en ¢ok bilinen,



en 1Unli fakat ispati prototip Orneklerle sunulan Pisagor teoreminin ispati

incelenmistir.
1.4. Arastirmanin Onemi

Ispatin matematik &gretimindeki dnemi, dgrencilerin zorluklar1 gdz &niine
alindiginda ¢alismanin ana odak noktasi ispat becerisi olmaktadir. Gorsellestirmenin
onemi ve literatiirdeki vurgular da goz Oniine alindiginda sozsiiz ispatlar, ispat
gelistirmenin alternatif ve etkili bir yontemi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ozellikle
Tiirkiye’de ¢ok fazla ¢alisma olmamasi hatta 6gretmenlerle bir calisma olmamasi bu

calismanin alana katkilarini 6nemli hale getirmektedir.

Ispatin matematik 6gretimindeki 6nemi, dgrencilerin zorluklar1 géz Oniine
alindiginda ¢alismanin ana odak noktasi ispat becerisi olmaktadir. Ogrencilerin bu
beceriyi kazanabilmeleri icin dgretmenlere biiyiik sorumluluklar diismektedir. Ispat
ve muhakeme becerilerinin 6gretimi ve gelisimi 6gretmene baghidir (Altiparmak ve
Ozis, 2005). Ogretmenler 6grenciler igin farkli ispat yontemleri verirlerse dgrenciler
matematigi daha iyi anlayacaklar ve yaraticiklarim attiracaklardir. Ogretmenlerin
ispat yapma siirecince kullandiklar1 yontemleri, stratejileri, yaklasimlari ve ispat
yapma becerileri dgrencilerin ispat becerilerini etkilemektedir. Ogretmenlerin sahip
oldugu anlayislar 6grencilerin ispata yonelik anlamalarini etkilemektedir (Healy &
Hoyles, 2000). Ispat yaparken sozel olarak ifade edilen diisiincelerin zihinde
goriintiileri bulunmaktadir. Kimi disiincenin sadece bir goriintiisii olabilirken kimi
diigincenin de birden fazla goriintiisii olabilmektedir (Mancoglu, 2019).
Gorsellestirme, zihindeki diisiincelerin gozle goriiniir hale gelmesini saglamaktadir.
Bu nedenle gorseller sadece bir teoremin ispatin1 anlamayi kolaylagtirmakla
kalmayip ayni zamanda ispatin yapilandirilmast i¢in yol haritas1 gdsterip teoremin
ispatt icin ilham vermektedir. Gorsellestirmenin 6nemi ve literatiirdeki vurgularda
gdz Oniline alindiginda sozsiiz ispatlar, ispat gelistirmenin alternatif ve etkili bir
yontemi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ispat, gorsellestirme ve sozsiiz ispat ile ilgili
olan c¢alismalar incelendiginde ogretmenler ile ilgili ¢alismanin neredeyse yok
derecede az oldugu goriilmektedir. Ozellikle Tiirkiye’de cok fazla calisma
olmamas1 hatta 6gretmenlerle bir ¢aligma olmamasi bu ¢aligmanin alana katkilarini
onemli hale getirmektedir. Bu caligmanin matematik 6gretmenleriyle yiiriitilmiis

olmast 6gretmenlerin ispat yapma stireglerinin incelenmesi matematik egitimi
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alaninda caligma yapan aragtirmacilara alan aragtirmasinda katki saglayacak ve bu
anlamda bu eksikligi gidermeye yardimci olacaktir.

Pisagor teoreminin ispatlarini ele alan arastirma makaleleri (Chambers,1999)
ve Kkitaplar (Maor, 2007) halen yayimlanmaya devam etmektedir. Literatiir
incelendiginde matematik Ogretmenlerinin Pisagor teoreminin ispatinin nasil
Ogretilebilecegini 6zetleyen makaleler (Crawford, 2001) ve Pisagor teoreminin farkli
tilkelerde nasil 6gretildigine iliskin aragtirmalar (Hugener, Pauli, Reusser, Lipowsky,
Rakocy & Klieme, 2009) oldugu goriilmektedir. Fakat sozsiiz ispat becerilerinin
incelendigi bir ¢alismaya rastlanmamistir. Bu baglamda soOzsiiz ispat ile Pisagor

teoreminin ele alinis1 bakimindan ilgili literatiire katki saglayacaktir.
1.5. Arastirmanin Simirhiliklar

Bu aragtirma Ankara ilinde farkli okullarda c¢alisan matematik
ogretmenlerinden ilk asamada 20, ikinci asamada ise bu ogretmenlerden goniillii
olan 7’si ile simirlidir. Aragtirmanin bulgular1 veri toplama aracinda kullanilan iki
Pisagor teoremine yonelik sozsiiz ispatlar ve aragtirmanin bulgular siire¢ icinde elde

edilen verilerle smirlidir.
1.6. Varsayimlar

Aragtirmaya katilacak olan 6gretmenlerin veri toplama aracina samimiyetle
cevap verecekleri ve veri toplama aracinin uygulanmasi esnasinda da katilimcilarin

dis etkenlerden ayn1 oranda etkilenecekleri varsayilmistir.
1.7. Tanimlar

Ispat: Bir iddianmn dogrulugunu arastirma, nigin dogru oldugunu agiklama ve

genelleme kosullarin1 kontrol etme asamalarindan olusan bir siirectir (Baki, 2008).

Gorsellestirme: Bir matematiksel diigiincenin, kavramin veya problemin
ister elle ister bilgisayar ortaminda ¢iziminin yapilarak goriintiisiiniin olusturulmasi

stirecidir (Brawise & Etchemendy, 1991).

Sozsiiz Ispat (Proof Without Words): Belirli bir matematiksel ifadenin

neden dogru olabilecegini ve bunun dogru oldugunu ispatlamaya nasil baslanacagini



gbérmesi i¢in okuyucuya yardimci olan sekil ve diyagramlardir (Alsina & Nelsen,
2010).



BOLUM II
KURAMSAL CERCEVE

Bu ¢aligmada ispat, gorsellestirme, gorsel-sozsiiz ispat ve Pisagor teoremi ile

ilgili kuramsal ¢er¢eve sunulmustur.
2.1. ispatin Tamim

Argiin, vd. (2014, s. 239-240) ispatin giinliik dilde kullanilan bazi anlamlarini
“Tanik ve delil gostererek bir seyin gercek yoniinii ortaya ¢itkarma, dogrulama veya
vanlislama, delil olarak hizmet eden her sey, gosteri, bir seyin dogrulugunu
kurgulama, bir seyi test etme veya sinama, bir seyin dogru oldugunu gdéstermede
kullanilan yeterli delil veya bir seyin dogruluguna veya yanliglhigina inandirma”
olarak ifade etmislerdir. Matematiksel ispatin ne olduguna dair farkli tanimlar vardir
(CadwalladerOlsker, 2011) fakat herkesin kabul ettigi bir tanimi1 hala yapilamamistir
ve bu konuda tartismalar devam etmektedir (Dede & Karakus, 2014). Yildirim
(1996, s. 102) “Bir yargt, sav ya da sonucun dogrulugunu (va da yanhslhigini) yeterli
kanit gostererek kabul ettirme ¢abasidir.” olarak tanimlarken Almeida (2003) “Bir
sonucu dogrulamak, baskalarini bilgilendirmek ve bu bilgiye ikna etmek, bir sonug
bulmak ve sonuglar: tiimdengelimsel bir sistemin icine yerlestirmek igin kullanilir.”
seklinde ifade etmistir. Matematiksel ispat, bireyler tarafindan ortaya atilmis bir
iddianin dogruluk degerini ortaya c¢ikarabilmek i¢in gerceklestirilen zihinsel bir

aktivitedir (Harel & Sowder, 2007, s. 819).
2.2. Ispatin Boyutlar

Matematiksel ispatin ne olduguna yonelik olan bu tanimlar ispatin formel
boyutu ve sosyal veya kiiltiirel boyutu olarak iki grupta toplanabilir (Arsac, 2007).
Ispatin formel boyutu, bazi kesin kurallara dayali olarak her bir &nermenin
dogrulanmasiyla istenilen nihai sonuca ulagsmayi ifade etmektedir. Bu baglamda
ispatin formel boyutu ile ilgili bir tanim1 *“ pq, py, ..., Pp, ¢ Onermeler olmak tizere her
1<i<n igcin p; dogru iken g Onermesinin dogru oldugunun gosterilmesine
P1A, D2, -, APy — q  Onermesinin ispatr” (Argiin vd., 2014, s. 235) seklinde
verilebilir. Bu tanima gore ispat; bir teoremin hiikmiiniin dogrulugunu gostermek

i¢in izlenen mantiksal yollarin toplulugudur (Argiin vd., 2014). Ispatin sosyal veya
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kiiltiirel boyutunu Dede (2013, s. 17) matematikgiler tarafindan ispatin gegerligi i¢in
kullanilan siireg, islem ve yontemler yoniinden nitelendirilebilecegini ifade etmistir.
1’den n’ye kadar olan pozitif tam sayilarin toplaminin ispatinda tlimevarimsal ispat
ile Gauss’un yaptigr ispatt géz Oniine aldigimizda ilk ispat formel boyutta ele
alinabilecek bir ispatken ikinci ispat birinci ispata benzer ifadeler icermekle birlikte
Oonermenin neden dogru oldugunu gostermesi nedeniyle ispatin sosyal veya kiiltiirel
boyutunda ele almabilecek bir ispattir (Ulker, 2018). Bu ispatta teoremin altindaki
kavramlarin anlasilmasi durumu, teoremin kabulii noktasinda, Dede ve Karakus’a

(2014) gore birinci ispattan daha fazla rol oynamaktadir.

Hersh’e (1993) gore iki farkli anlama sahiptir. Bunlar ispatin ortak bir
uygulamaya yoOnelik matematiksel anlami yani isleyen anlami, nitelikli
matematikgileri ikna eden delillerdir. Yukaridaki teorem i¢in yapilan ikinci ispat,
ispatin isleyen anlamina bir 6rnek olabilir ve ispatin igleyen anlami, ispatin sosyal
veya kiiltiirel boyutu i¢inde ele alinabilir. Matematigin felsefesi ve matematiksel
mantik {lizerinde uzlagmayla ilgili olan ikinci anlami, yani mantik anlami, cebir
kurallarina goére mantiksal kurallara dayali ciimlelerin doniistimlerinin dizisidir
(Hersh, 1993). 1’den n’ye kadar olan sayilar 6rnegindeki ispatlardan birincisi ispatin
mantik anlamina bir 6rnek olabilir ve ispatin mantik anlami ispatin formel boyutu

icinde ele alinabilir (Dede, 2013).

Hanna (1990) aciklayan ispatlar ve ispat eden ispatlar olmak {izere iki
ispattan bahsetmektedir. Bir teoremin neden dogru oldugunu gosterip olaydan
tiiretilen gerekgelerin bir kiimesini sunan ispatlar agiklayan ispatlar iken teoremin
sadece dogru oldugunu gosterip yalnizca delile dayali gerekceler sunan ispatlar ise
ispat eden ispatlardir. 1’den n’ye kadar olan sayilar 6rnegindeki ispatlardan ikincisi
ispat aciklayan ispata ornek olarak gosterilebilir ve agiklayan ispatlar, ispatin sosyal
veya kiiltiirel boyutu icinde ele alabilir. Birinci ispat ise ispat eden ispata drnek
olarak gosterilebilir ve ispat eden ispatlar, ispatin formel boyutu i¢inde ele alinabilir

(Dede, 2013).

Dede ve Karakus (2014) matematiksel ispatlarin yapilis amacina gore
1) Sezgisel (heuristic) ispat, 2) A¢iklayict ispat, 3) Kesfedici ispat ve 4) Gorsel ispat
olarak dort baslik altinda toplamis ve agiklamistir. Sezgisel ispat, sezgilere ve

tahminlere dayanarak yapilan ispattir. Bazi matematik¢ilere gore sezgisel ispat
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Ogrencilerin zihin yapisiyla olduk¢ca uyumludur ve dogrulama siirecinde formel
ispattan daha kullanighdir. Agiklayict ispatlar daha ikna edicidir ve matematikgiler
tarafindan daha gabuk kabul edilir. Kesfedici Ispat, Hanna’ya (2000) gore; drnegin
Sketchpad ve Cabri Geometri 6grencilerin yiiksek dogruluk derecesinde geometrik
cizimler yapmasina olanak vererek Onermeleri anlamalarmi saglamaktadir ve
Ogrenciler bu programlar yardimiyla varsayimlart uygun ozelliklerde olusturduklar
cizimlerle test etme olanagi bulmakta hatta bu denemeler sayesinde yeni 6zellikler
kesfetmektedirler. Buradaki kesfin, ispatin yerini almamas1 gerekir. Kesif ve ispat
birlikte kullanilabilir ve birbirlerinin tamamlayicisi olabilirler. Cogu matematik
egitimcisi Ogrencilerin varsayim yapmada ve varsayimlart test etmede kullanilan
kesfi 6grenmesi gerektigini ancak bunun bir ispat olusturmadigini disiinmektedir.
Gorsel Ispatlarda grafik ve gorsel temsiller ispati aciklayici tamamlayici rol
istlenmektedirler. Dede ve Karakus (2014) tarafindan verilen bu g¢ergeve
dogrultusunda so6zsliz ispatlar hem aciklayict hem de gorsel ispat olarak ele
alinmaktadir. Doyle, Kutler, Miller ve Schueller (2014) gorsel ispatlarin kelimeler ve
aciklayici olmayan ciimleler icerebilecegini ifade etmislerdir. Bu tanima gore de her
sOzsliz ispatin gorsel ispat olarak nitelendirilemeyecegini, ancak pratikte
yayimlanmig biitiin s6zsliz ispatlarin  gorsel ispatlar olarak kabul edildigini

belirtmislerdir.

Diger taraftan ispat fonksiyonlar: ile ilgili ¢calismalar incelendiginde ispatin
fonksiyonlarinin farkli bashiklar altinda toplandigi gériilmektedir. Ornegin de Villiers
(1990) ispat fonksiyonlarini, dogrulama (verification/conviction), agiklama
(explanation), sistematiklestirme (Systematisation), kesfetme (discovery), iletisim
(communication) olarak belirtmisken, Bell (1976) ispat fonksiyonlarini dogrulama
(verification/ justification), agiklama (illumination) ve sistematiklestirme
(systematisation) olarak belirtmistir. Hanna (2000) ise ispat fonksiyonlarina yukarida
verilenlere ek olarak ‘“deneysel teorinin kurulusu, varsayim dizisinin veya bir
tanimin agiklanmasi ve bilinen bir gergegin yeni bir ¢erceveyle birlestirilmesi ve bu
gercegin farkli bir perspektiften goriilmesi” fonksiyonlarini ilave etmistir.
Dogrulama (verification/conviction/justification), bir Onermenin dogrulugunu
gosterme ile ilgili olan bu fonksiyon en c¢ok bilinen ispat fonksiyonlarindandir.
Acgiklama, Onermenin ni¢in dogru olduguna iligkin bir 6ngérii sunmaktadir. Bu

fonksiyon ispatin gecerligini etkilememekle fakat estetik acidan ispati
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etkilemektedir. Iyi bir ispat bir énermenin nigin dogru olduguna dair 6n gorii
sunabilmelidir (Bell, 1976). Sistematiklestirme, aksiyomlarin, temel kavram ve
teoremlerin ve bunlardan elde edilen sonuglarin tiimdengelimsel sistem igerisinde
organizasyonu olarak tanimlanan bu fonksiyon karakteristik olarak en matematiksel
olan fonksiyon olarak disiiniilmektedir (Bell, 1976). Kesfetme (discovery), yeni
sonuglarin kesfi olarak tanimlanmaktadir. iletisim (communication), matematiksel
sonuclarin, matematik¢iler arasinda, 6grenciler arasinda ya da 6gretmen ve dgrenci

arasinda paylasilmasi ispatin iletisim fonksiyonu sayesinde olmaktadir.
2.3. Gorsellestirme

Bir resim bin kelimeden iyidir (Casselman, 2000), gormek inanmaktir
(Mudaly, 2013) yaygin olarak kullanilmaktadir ve bir seylerin dogruluguna
inanabilmek ve dogrulugunu kabul edebilmek i¢in onun agik ve goriilebilir olmasi
gerektigini ifade edilmektedir. Gorsellestirme, matematikte her daim kullanilmistir
(Hanna & Sidoli, 2007), matematikte anlamanin temeli (Duval, 1999), soyut
kavramlara somutluk kazandirmasidir (Flores, 2000), matematiksel bir fikri iletmek,
aciklamak ve kesif i¢in iyi bir aragtir (Giaquinto, 2007; Hanna & Sidoli, 2007).
Gorsel argiimanlarin yeni sonuglarin kesfi hatta daha fazla formel ispat yapmak i¢in

yardimci oldugu yaygin olarak kabul edilmektedir (Bardelle, 2009).

Ispat ile gorsellestirmeyi birlestirmek Ogrencilerin ispatla ilgili sorunlarini
asmalarina ve ispat1 daha 1y1 anlamalarina sebep olabilir (Ugurel, Morali, Karahan,
& Boz Yaman, 2016). Teoremler genellikle formel bigimde ispatlanmaktadir.
Halbuki diyagramlar lizerinde geometrik islemler yapilarak insanlarin farkli bir ispat
yolunu kullanmalar1 saglanabilmektedir. Diyagramlarin bilgiyi depolama, algisal
cikarimlar1 destekleme gibi avantajlart mevcuttur ve diyagramlarin bulundugu
ispatlar, ispatin anlasilmasini kolaylastiracak sezgisel goriis saglamaktadirlar. Ayrica
cebirsel ispatlara nazaran bu tip ispatlar daha kolay anlasilmaktadir (Jamnik, Bundy
& Green, 1997). Sonug¢ olarak Yenilmez ve San’m (2008) ifade ettigi gibi
gorsellestirme, karmasik ve soyut olan matematik konularinin daha iyi anlasilmasina
olanak saglar ayn1 zamanda resimlerin, sekillerin, 6rneklerin gézlenmesi, karmasik
islemlerin sezgisel olarak anlasilmasi, soyut iliskiler kurma gibi zihinsel islemleri
harekete gecirir. Bundan dolay1 resimler ve sekiller, anlama siirecine yardim eden

araglardir.
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2.4, Sozsiiz ispatlar

Stkic1 bir ispat, bir teoremin gercegi neredeyse bir
bakista goriilebilecek kadar basit ve giizel bir
geometrik analog ile desteklenebilir.

Martin Gardner

Gorsel ispat (visual proof), sozsiiz ispat (proof without words), diyagramatik
ispat (diagrammatic proof), resimli-resimlerle ispat kavramlar1 bazi arastirmacilara
tarafindan ayni1 seyi ifade etmek i¢in kullanilirken bazi aragtirmacilar farkli yonlerine
vurgu yapilmaktadir. Bardelle (2009), gorsel ispat ve diyagramatik ispat ifadelerini

kullanmustr.
2.4.1. Sozsiiz Ispat Tanim

Bazi arastirmacilar sozsiiz ispatlarin ¢izim, sekiller, diyagramlar olduguna
vurgu yapmislardir. Maanen (2006) sozsiiz ispati disiinmeyi tesvik eden bir dizi
cizimdir seklinde tanimlarken Bell (2011) ise sdzsiiz ispat matematiksel bir ifadenin
ispatin1 sozciiklerle formel bir argiiman olmadan gosteren matematiksel bir ¢izim
olarak ifade etmistir. Benzer sekilde Bell’e (2011) gore; kelime ve resmi bir argliman
olmadan matematiksel bir ifadenin ispatini resimleyen matematiksel bir ¢izimdir.
Alsina ve Nelsen (2010) ise matematiksel bir ifadenin nigin dogru oldugunu ve hatta
dogrulugunu ispatlarken nasil ele alinacagini gérmemize yardimci olacak diyagram

veya resimler olarak tanimlamislardir.

Bazi arastirmacilar bir ara¢ olarak kullanilabilecegine vurgu yapmislardir.
Sigler Segal ve Stupel (2016) ispatlanmasi gercken, Alsina ve Nelsen (2010)
matematiksel diigiinceyi ilerletmek ve uyarmak i¢in Doyle vd. (2014) matematiksel
diisiinceyi ilerletmek ve uyarmak i¢in onemli bir aragtir seklinde tanimlamislardir.
Bazi arastirmacilar ispat yéniine vurgu yapmislardir. Bardelle (2009), s6z olmayan,
sadece diyagramlara dayali, sayilar, harfler, oklar, noktalar ve birbiriyle iliskili
sembolik ifadeler igeren, yapilandirilmasi okuyucuya birakilmis ispatlar olarak
tamimlamustir. Sigler vd. (2016) s6zsliz ispatlari, ispatlanmasi gereken iddiayr ve
birka¢ veya tek bir ¢izimi igeren ispatlar olarak tanimlamislar ve sozsiiz ispatlari,

sozlii gerekgelendirmenin olmadigi matematiksel ifadelerin yer aldig: ispatlar olarak
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belirtmiglerdir. So6zsliz bir ispat; matematiksel bir fikri, esitligi veya teoremi

gostermek i¢in gorsel sunumlarin kullanildigr bir ispattir (Gierdien, 2007).

Bazi arastirmacilar ise yapisal yoniine vurgu yapmiglardir. S6zsiiz ispatlarin
bazilarinda goézlemcilerin bu siiregte yonlendirilmesi ig¢in bir veya iki denklem
gorlinebilir. Vurgu agikga matematiksel diisiinceyi tesvik etmek icin gozlemciye
gorsel ipuglar1 saglamaktir (Nelsen, 1993, s. VI). Ayrica sozsiiz ispatlarin tam olarak
anlasilmasi i¢in kimi zaman birtakim agiklamalara ihtiya¢ duyulmaktadir (Miller,
2012). Sozsliz ispatlar; geometrik ¢izimler, sayisal veya sozel semboller disinda
higbir kelime icermemektedirler. Ancak bu ispatlar okuyucuyu yonlendirmek

amactyla gorsel ipucu saglayan birka¢ denklem, ok veya golgelendirmeler

barindirabilmektedir (Gierdien, 2007).
2.4.2. Sézsiiz Ispatlarin Tarihsel Siireci

Martin  Gardner 1973’de  Scientific ~American (Bilimsel Amerikali)
dergisindeki Matematiksel Oyunlar kosesinde '"bak-gor" diyagramlari olarak
isimlendirdigi sozsiiz ispati, genellikle sikict bir ispatin geometrik modellerle
desteklendiginde daha basit ve ilgi uyandirmasiyla teoremin dogrulugunun neredeyse
ilk goriiste anlagilabilecegini belirtmistir (Nelsen, 1993). Sozsiiz ispatlar, Amerika
Matematik Dernegi tarafindan yayimlanan iki derginin diizenli konularindandir.
Sozsiiz ispatlar ile ilgili bir makale, ilk olarak 1975’te Mathematics Magazine
(Matematik Dergisi) de Rufus Isaacs tarafindan yayimlanmistir. Bir sonraki yilda
sOzsiiz ispatlar yayimlanmaya devam etmistir. Derginin okuyucular: tarafindan
sOzsiiz ispatlara yapilan olumlu yorumlar sayesinde birka¢ yil boyunca bu dergide
sOzsliz ispatlara yer verilmistir. 1987 yilindan itibaren Matematik Dergisi’nin (The
College Mathematics Journal) her sayisinda diizenli olarak sozsiiz ispatlara yer

verilmistir.

Eski bir metot olan s6zsiiz ispatlar ¢cok uzun yillardir bilinmektedir. Maanen
(2006) sozsliz ispatlarla ilgili ilk kaynagin 1612 ‘de yayimlandigi tahmin edilen
Hollandali taninmamis bir yazar olan Sybrandt Hansz Cardinael’in geometri
kitabidir. Maanen (2006), Cardinael’in ispatlarinda gorseller kullanmasinin yani sira
matematiksel bir ifadeyle agiklama yapmadigi ve Pisagor Teoremi’nin ispatiyla

orneklendirdigini, ayrica aritmetikte de sozsiiz ispatlar1 kullandigini belirtmistir.
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Sekil 1. Sybrandt Hansz Cardinael’in kitabindan 6rnek (Maanen, 2006)

Bell (2011), yaklasik olarak M.O 300 ‘de “Arithmetic Classic Of Gnomon
and Circular Path of Heaven” isimli en eski Cin ders kitaplarindan birinde bulunan
Pisagor teoremi ¢izimlerinin bir ispatina 6rnek vermektedir. Sozsiiz ispatlar 10.
yiizyllda da Arap medeniyeti ve Rénesans Italya’sinda goriilmiistiir. S6zsiiz ispatin
onclilerinden olan Nelsen eski donemlerdeki sozsiiz ispatlardan baslayarak cesitli
sOzsiiz ispatlar1 toparlamis 1993’te Proofs Without Words: Exercises in Visual
Thinking (Nelsen, 1993) , 2000’de bu kitabinin devami olan Proofs Without Words
I1: More Exercises in Visual Thinking (Nelsen, 2000), Claudia Alsina ile birlikte
yazmig olduklar1 Mat Made Visual (2006) ve When Less Is More — Visualizing
Basic Inequalities (2009), 2015’te Proofs Without Words I11: Further Exercises in
Visual Thinking (Nelsen,2015) kitaplarin1 yayimlamigtir. Bugiin ise s6zsiiz ispatlar,

yayimlanan bir¢ok makalelerde diizenli olarak gériilmektedir.
2.4.3. Sézsiiz Ispatlarin Ispat Olup Olmamasina Yénelik Tartisma

Matematiksel ispatin ne olduguna dair tartigmalar uzun siiredir devam
etmekte (Dede & Karakus, 2014; Miller, 2012) ve ilgili literatiirde matematiksel
ispatin ne olduguna dair farkli tanimlar yapildig1 i¢cin (CadwalladerOlsker, 2011)
sOzsiiz ispatin, bir ispat olup olmadigi konusunun agikliga kavusmasi pek olanakli
goriinmemektedir. Euclid’in “Elements” kitabinda yer verdigi ve sekillerden yola
cikilarak ispat1 yapilmis olan “Biitiin tiggenler ikizkenardir” (Wallace & West, 2004,
S. 42) teoreminde matematiksel yanilgi s6z konusudur. Bu ispattaki hata, yiiriitiilen
mantiktan ¢ok sekle dayanarak yapilan kabullerde yatmaktadir. Sekillere, gorsellere

veya diyagramlara gore yapilan kabuller ispatta hataya sebep olmustur (Demircioglu
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& Polat, 2016). Bu ispat yukarida bahsedilen 6zel durumlardan yola g¢ikilarak

okuyucuyu matematiksel yanilgilara gotiirebilecek ¢ikarimlara bir 6rnek olabilir.

Sozsiiz ispatlar formel ispatlarin yerine diisiiniilemeyecegi, bazen ¢ok acgik
olmadigi, ifade edilmesinin aciklanmasinin zor olmasi, teoremin neden dogru
oldugunu gosterse de teoremin formel ispatina gore matematiksel olgular1 daha az
sunmasl, ispat1 inceleyen kisinin bazi kavramlara hakim olmasi gerektigi bunlardan
bazilaridir. Bu ¢er¢eveden bakinca gorsel bir ispatla ugrasmak sozlii metin veya
sembolik ifadeler arasinda siirekli etkilesimi dikkate almay1 gerektirebileceginden

ogrenciler icin zorlayici olabilir (Bardelle, 2009).

“Sozsiiz ispatlar gercekten bir ispat midir?” sorusunun cevabi yanitsiz
kalmakla birlikte etkili bir 6gretim aracidir. Formel ispati da desteklemektedir.
Mathematics Magazine (Matematik Dergisi) dergisi es editorii Prof. Lynn Arthur
Steen’in dergide sozsiiz ispatlar yayimlanmaya baslandigindaki diisiinceleri asagida

Ozetlenmistir:

Cogu insan igin sozsiiz ispatlar goriilmeye basladigindan beri
ispatin basamaklar1 gorsel hafiza ile dogrusal hafizadan daha kalicidir.
Ayrica gercek matematiksel temsiller iyi bir diyagram iizerine gomiilii
cesitli iliskilerle tamimlanmayi, farkina varilmayr ve sozellestirilmeyi
hatirlamasina yardimci olma konusunda sozlerden olusan ancak yanlg

hatirlanan ispatlardan daha uygundur (Miller, 2012, s. 23).
2.4.4. Sézsiiz ispat Cesitleri

Jamnik vd. (1997) ispat cesitleri ile ilgili bir taksonomi ortaya koymuslardir.
Diyagramatik ispatlar;, sematik olmayan ispatlar, sematik olan ispatlar ve
tiimevarimsal ispatlar olarak siniflandirilmaktadir. Sematik olmayan ispatlar (Sekil
2a), genel durumu ispatlamak icin tiimevarima ihtiya¢ duyulmayan, diyagramda
yapilan basit geometrik manipiilasyonlarla durumun ispatlanabildigi ispatlardir.
Sematik ispatlar (Sekil 2b), somut durumlarin her birinde teoremi ispatlamak icin
timevarimsal adimlara gerek olmazken; somut olarak c¢izilemeyen n. boyutun

durumu i¢in tiimevarima gereksinim duyulan ispatlardir. Tiimevarimsal ispatlar
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(Sekil 2c¢), diyagramin her bir somut durumunun ispatlanmasi i¢in tiimevarimsal

adima gereksinim duyulan ispatlardir.

i4l4t+=1 1434+ (2n—1) =n?
@+ b =c?
| O[O[I0I0IO
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b) 1 C)
Sekil 2. Sematik olmayan ispat, Sematik ispat, Tiimevarimsal ispat

Nelsen kitaplarinda Geometri & Cebir, Trigonometri, Analiz& Analitik
Geometri, Esitsizlikler, Tam Sayilarin Toplami, Diziler, Seriler, Lineer Cebir ve
diger konular seklinde vermistir. Nelsen tarafindan kitaplarinda yer verilmis sozsiiz

ispat 6rneklerinden birkagi1 Sekil 3’de verilmistir.

sin(a + f#) = sinacos f + sin fcosa 1434 5+4 (2n-1)=n?
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Volker Priebe
and Edgar A. Ramos
2014 3+ 544 (2n- 1)) = 2n’,

—Timothée Duval
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—S. J. Farlow

—Paul Deiermann

Sekil 3. Sozsiiz ispat ornekleri (Nelsen, 2000; Nelsen, 2015)

2.5. Pisagor Teoremi

Johannes Kepler (1571-1630) ‘’geometrinin iki biiyiik hazinesi vardir.
Bunlardan birisi Pisagor teoremi, digeri ise bir ¢izginin altin oranda boliinmesidir.
Birincisini bir dlgek altinla kiyaslayabilir, ikincisine de degerli bir miicevherdir

diyebiliriz.”’

Topkaya’nin (2013) ifade ettigi gibi hayati ile ilgili fazla bilgi bulunmayan
hatta dogum ve 6liim yil1 kesin olarak bilinmeyen Pisagor’un milattan 6nce 596 veya
582 yilinda bugiinkii adiyla bilinen Sisam Adasinda dogdugu tahmin edilmektedir.
Sisam Adasinda okudugu daha sonralar1 Misir ve Babil’e giderek oralarda bilgisini

ilerlettigi daha sonra tlilkesine geri donerek dersler verdigi ifade edilmektedir.
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Sekil 4. Pisagor

Pisagor bir Yunan filozof ve matematikgisidir. Ulkesinde hiikiim siiren
politik baskilardan kagarak, Italyanin giineyindeki Kroton sehrine gelmis ve iinlii
okulunu burada agarak sohrete kavusmustur. Pisagor milattan dnce 6. yiizyilda,
diinyanin gilines etrafinda hareket ettigini ileri siirdiigli zaman olduk¢a sert bir
hareketle karsilanmistir. O tarihlerde yine kagit olmadigi i¢in bu buluslarin nasil elde
edildigi yine bu devirlerdeki bilgilerinin hangisinin Pisagor’a ait oldugu kesin olarak
bilinmemektedir. Geometride, aksiyomlar ve postiilatlar her seyden once gelmelidir.
Sonuglar bu aksiyom ve postiilatlardan yararlanilarak elde edilmelidir diislincesini
bulan ve ilk uygulayan Pisagor’dur. Matematige aksiyomatik diisiinceyi ve ispat
fikrini getiren yine Pisagor’dur. Carpma cetvelinin bulunusu ve geometriye
uygulanmasi, yine Pisagor tarafindan yapildigi soylenir. En 6nemli buluglarindan
biriside dogadaki her seyin matematiksel olarak acgiklanmasi yorumlanmasi
diisiincesidir. Yasayis ve inanisi, ilimle agiklama ve yorumlamayir o getirmistir

(Sparks, 2008; Topkaya, 2013).

Pisagor teoremi hem en biiyiik buluslardan biri hem de matematikteki en
onemli (Flores, 1993), en iyi bilinen (Alsina & Nelsen, 2011) teoremlerden birisidir.
Pisagor teoremi, Oklid’in Elementlerinin I Kitabinda (MO 300 dolaylarinda) Onerme
47°de “Dik agili iiggenlerde, dik a¢inin karsisindaki kenar iizerindeki kare, dik a¢i
iceren kenarlardaki karelerin alanlari toplamina esittir” seklinde verilmistir (Alsina

& Nelsen, 2011).

Belki de matematikteki en taninmis imajlari, genellikle gelinin sandalyesi

(bride’s chair), tavus kusu kuyrugu (the peacock’s tail), yel degirmeni (the
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windmill) ve Fransiskan'in baca sapkasi (the Franciscan’s cowl) olarak bilinen bir
simge olan Pisagor teoremine siklikla eslik eden figirdiir. (Alsina & Nelsen, 2011)
Sekil 5’te gelinin sandalyesini, 1576'da Sevilla'da yayimlanan “Elemanlar’in

Ispanyolca cevirisi olan “Los Seis Libros Primeros de la Geometria de Euclides”
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kitabinda ve 1955'ten kalma bir Yunan posta pulu iizerinde verilmistir.
Sekil 5. Pisagor teoreminin ispati (Alsina & Nelsen, 2011)
2.5.1. Pisagor Teoreminin Farkl ispatlar

Onemine paralel olarak da matematik tarihi boyunca, higbir teorem Pisagor
teoremi kadar ilging, ilgi cekici olmamistir ve bu kadar cok farkli bigimde
ispatlanmamustir (Loomis, 1968). Baska bir ifade ile Saikia (2015) ifade ettigi gibi
en fazla ispatlanmis matematiksel sonuctur. Ispatlar cesitlidir, bazilar1 geometrik,
bazilar1 cebirseldir ve hatta bazilarinda bu sonucu kanitlamak igin fizik ve
diferansiyel hesap prensiplerini kullanilmaktadir. Loomis (1968) su anda bilinen
Pisagor teoreminin kanitlarin1 toplamis ve kanitlart cebirsel, geometrik,
kuaterniyonik ve dinamik ispatlar olmak tizere dort boliime ayirarak tek bir kitapta
yayimlamistir. Loomis'in kitabindan kirk yil sonra Sparks (2008) Pisagor teoreminin
bilinen baz1 kanitlarin1 toplayarak benzer bir proje yiiriitmiistiir. Nelsen (2000; 2015)

Pisagor teoreminin farkli s6zstiz ispatlarmi Sekil 6’daki gibi vermistir.
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The Pythagorean Theorem VII

—Annairizi of Arabia (circa A.D. 900)

The Pythagorean Theorem IX

—Leonardo da Vinci (1452-1519)

The Pythagorean Theorem XI

—Frank Burk
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The Pythagorean Theorem VIII

—Liu Hui (3" century AD.)

The Pythagorean Theorem X

%,

—]J. E. Béttcher

The Pythagorean Theorem XII

—Poo-sung Park



A Generalization from Pythagoras
The Pythagorean Theorem XIlI

The sum of the area of two squares, whose sides are the
lengths of the two diagonals of a parallelogram, is equal to the

sum of the areas of four squares, whose sides are its four sides. >Q Q>
‘E -

COROLLARY: The Pythagorean Theorem (when the parallelogram is a
rectangle)

—José A Gomez

—David S. Wise

The Pythagorean Theorem XV
The Pythagorean Theorem XIV

Qo' =20+ 2w+ W
Bdealt b

—Nam Gu Heo

Sekil 6. Pisagor teoreminin s6zsiiz ispatlari

Sekil 6’dan goriildiigii gibi bu ispatlar gorsel olarak birbirlerinden farklidir.
Giaquinto (2007) geometrik ve cebirsel diisiinme ile ilgili tartismasina 6rnek olarak
Pisagor teoreminin ispatin1 géstermis ve bu tartismanin Sekil 7 ile basladigini ifade

etmistir.

Sekil 7. Pisagor teroeminin ispati
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Giaquinto’ya (2007) gore biiyiik karenin alanmin hem (a + b)? hem de 2ab + c?
oldugunu goérmenin kolay oldufunu ve bu nedenle de (a+ b)? = 2ab + c?
denklemine “geometrik olarak™ ulasilabilece§ini daha sonra cebirsel olarak
ilerlenerek  a? + 2ab + b%> = 2ab + ¢*  oldugundan  a® +b% =c? elde
edilebilecegini, sonra tekrar gorsele bakilip son bir “geometrik” adim atilarak “dik
acil1 bir iggenin hipotentisiiniin karesi diger iki tarafinin karelerinin toplamina esit.”

oldugu ifade edilecegini belirtmistir.

2.5.1.1. Origami ile Pisagor Teoreminin Ispati

Gelisen (2016) tarafindan yapilan caligmada Pisagor teoreminin origami

yardimi ile nasil elde edilebileceginin adimlar1 asagidaki gibi verilmistir.

7. Adm: Egfidima ilk haline gelecek gekilde aqmmz. $Seklinizin ortasmé
1. Admm: Bir adet A4 kaiyt almz. Kggudp bir kogesinden tutup gapraz gekilc olugturmug oldunuz.
bir kenan ile diger kenanm birlestirecek sekilde katlama yapim.

m 8. Adim: Sekildekd gibi isaretleme yapimz.

2. Adim: Olugan dik figgenin digmdaki dikdértgen kisem katlayimn. Daha sc < a
bir kenara biralam. Simdi kare seklinde bir kgt elde ettiniz.

9. Adm: Sekildeki gibi ficgenlen knwvirmiz. Daha sonra bu 1glemi tim ke
3.Adm: Eafdig, once kigegenden ikiye katlayimz. Daha sonra kagidimz tekrarlaymiz.
sefer kagylmz ortadan ikiye katlayimz. [

10. Adm: Sonugta bir kenan ¢ colan bir kare olugturdumiz. Bu karenin
alandan 4 tane kigik cgenin ¢ikanlmas) ile olustu. (yani )

4. Adm: Eagidimzin katm agmadan tekrar ortadan ikiye katlaymiz.

11.Adim: Sekdi telrar agimz ve a kenanm yirtimz.

12.Adim: Selaldeki gibi katlama yepimz|
5. Adum: Bu sefer kafydmuz gordigimiz katlama izinden (kigegenden) katl

| 8

AN b
6.Adm: Eazidumz acikuclar alt tarafa gelecek sekilde tutunnz. Tabana para

sekilde bir kogesind diger kigesine sekildeki gibi katlaymz.

VAN

Sekil 8. Origami ile Pisagor teoreminin ispati (Gelisen, 2016, s. 149, 150)
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2.5.1.2. Cabri Il Plus Program ile Pisagor ispatlar

Aslaner ve Ilhan (2018) tarafindan Cabri II Plus programinda dik iiggenin
ingas1 yapildiktan sonra dik tiggenin kenarlari iizerine cizilecek diger diizgiin
cokgenler i¢in Pisagor teoremi ifade ve ispat edilmeye c¢alisgilmigtir. Bu ispatlar
sirasiyla Eskenar tiggenler i¢in Pisagor teoremi, Kare i¢in Pisagor teoremi, Diizgiin
Besgenler icin Pisagor teoremi, Diizgiin Altigenler i¢in Pisagor teoremi ve Cember

I¢in Pisagor Bagintis1 (Sekil 9) seklinde verilmistir.

N A O : N i A
X & | ;
£ a b [

Sekil 9. Sirasiyla eskenar ticgen, kare, diizgiin besgen, diizgiin altigen, cember i¢in

Pisagor teoremi

Benzer sekilde Strausova ve Hasek (2012) gorsel ispatlar1 dinamik bilgisayar
yazilimlarin1 kullanarak yer vermistir. Caligmalarinda yer alan sozsiliz ispatlarin
ogrenciler icin daha ¢ok ilgi ¢ekici ve kabul edilebilir oldugunu belirtmislerdir.
Sozsiiz ispatlarin smiflarda kullanimiyla, 6grencilerin 6grenme siirecinde aktif
olacaklarini, aktif iligkilendirme yapabileceklerini, tartisma yeteneklerinin
gelisecegini ve edindikleri bilgileri uygulama yetenegi kazanabileceklerini ifade
etmiglerdir. Calismada ispatin kesfetme (discovery), inanma (conviction) ve
dogrulama (verification) fonksiyonunu karsilayan dinamik sozsiiz ispat Ornekleri
verilmis ve kitaplarda yer alan cebirsel ispatlar, dinamik olan ve dinamik olmayan
sOzsiiz ispatlar karsilagtirilarak iyi bir ispat Ogretimi i¢in ispat gesitliliginden

faydalanilmasi tavsiye edilmistir.
2.6. Ogretim Programinda Pisagor Teoremi

Geometri Ogretiminin matematik &gretimi gibi birikimli olmasi, tarihinin
aragtirtlmas1 hatta O6grenenlere Onemli goriilen bilim insanlart hakkinda bilgi

verilmesini gerektirmektedir. Nitekim Milli Egitim Bakanligi (MEB) 2005 yilinda
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yapmis oldugu degisikliklerle ilkdgretim ve lise 6gretim programlarinda {inlii bilim
adamlar1 hakkinda kisa bilgilere yer verilmis ve bu bilim adamlarinin teoremleri
ogretilirken kisilerle ilgili onemli bilgilere ve ispatlara deginmenin 6nemine vurgu
yapmustir (Aslaner& Ilhan, 2018). 2013 yili itibariyle, Milli Egitim Bakanligi (MEB,
2013) dokuzuncu sinif matematik miifredatina Pisagor teoremi kanitinin eklenmesini
zorunlu kilmistir (Giiner, 2018). 2018 yilinda yayimlanan matematik dersi 6gretim
programinda (1-8. Siiflar) Pisagor teoremi ile ilgili 8. Smifta bir kazanim

bulunmaktadir.
M.8.3.1.5. Pisagor bagintisini olusturur, ilgili problemleri ¢6zer.

a) Pisagor bagintisimin ger¢ek hayat uygulamalarina yonelik ¢alismalara
yer verilir.

b) Koordinat diizlemi tizerinde verilen iki nokta arasindaki uzakligi Pisagor
bagintisim kullanarak bulma ¢alismalarina yer verilir. Iki nokta
arasindaki uzaklik formiilii verilmez.

C) Kenar uzunluklari verilen bir tiggenin dik iiggen olup olmadigina
Pisagor bagintisini kullanarak karar vermeye yonelik ¢calismalar yapilir.

2018 yilinda yayimlanan ortadgretim matematik dersi dgretim programinda

(9-12. Simflar) Pisagor teoremi ile ilgili 9. ve 11. Sinifta bir kazanim bulunmaktadir.
9.4.4.1. Dik iiggende Pisagor teoremini elde ederek problemler ¢ozer.

a) Teorem elde edilirken model ¢esitliligine yer verilir.
b) Gergek hayat problemlerine yer verilir.
C) Pythagoras’in ¢calismalarina yer verilir.

11.1.2.2. Kosiniis teoremiyle ilgili problemler ¢6zer.

a) Kosiniis teoremi, Pisagor teoreminden yararlanilarak elde edilir.
b) Gergek hayat problemlerine yer verilir.

Ogretim programlarindaki kazanimlar dogrultusunda ders kitaplarinda

Pisagor teoreminin etkinlik drneklerine Sekill0, 11, 12 ve 13°de yer verilmistir.
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— ETKINLIK

AMAG: Pisagor bagintisini olugturmak \

ARAC GEREC: Tel (96 cm), birimkareler (kenar uzunlugu 2 cm), cetvel

UYGULAMA BASAMAKLARI

1. Bir kenar uzunlugu 6 cm, 8 cm ve 10 cm olan U tane kareyi tel yardimiyla olusturunuz.

2. Kareleri bir dik Uggen olusacak sekilde
yandaki gibi birlestiriniz.

‘o,

3. Kenar uzunlugu 6 cm ve 8 cm olan Beam
karelerin igini birimkareleri kullanarak
doldurunuz.

4. Buiglem igin kullandiginiz birimkare-
lerin tamamint alip kenar uzunlugu
10 em olan karesel bslgenin igine
doldurmaya galisiniz.

SONUCLANDIRALIM

+ Kenar uzunlugu 10 cm olan karesel blgenin icine tim birimkareleri yerestirebildi-
niz mi?

v Hangl durumlarda iki karesel blgenin icerisindeki birimkarelerin toplam diger

pl sit olur? Tartiginiz. j

Sekil 10. 8. Smif matematik kitabinda etkinlik 6rnegi (Cetin, Aksakal, Ertiirk, Say
& Tigh, 2019, s. 217).

Uggenler
| Pisagor Bagintisi

]

(U o
Antik cagin en dnemli filozof ve matematikcilerinden olan Pythagoras -
(Pisagor) gerceklestirdigi buluglarla tarihte Gnemli bir yer edinmistir. En

Unli bulusu olarak bundan yaklasik 2500 yil 6nce dik Gggenlerde Pisagor
Teoremi'dir.

Yandaki gérselde iplerden olusmus tggenin kenarlari arasindaki iliskiyi
o distiniiniz ve agiklayiniz.

Birlikte Yapalm 1

Asagidaki dik Gggeni ve kenar uzunluklan verilen karelerin alanlan arasindaki iliskiyi inceleyelim. C
Uggenin kenarlar iizerinde bulunan karelerin alanlarini hesaplayalim.

[AG] iizerinde bulunan karenin alani 3 - 3 = 9 bridir.
[GD] iizerinde bulunan karenin alani 4 - 4 = 16 br'dir.
[DA] iizerinde bulunan karenin alani 5 - 5 = 25 br'dir,

Ucgenin dik kenarlarina ait olan karelerin alanlari toplami, [DA] nin
uzunluguna ait olan karenin alanina egittir.

F+4'=5 K A

Sekil 11. 8. Stif matematik kitabinda etkinlik 6rnegi (Boge & Akilli, 2019, s. 165)

Pisagor bagintisi, dik tiggenlerin kenar uzunluklar arasinda bir bagintdir.

Pisagor tarafindan bulunan bu baginti bilinen en eski bagintilardandir. rﬁ Bn‘g{ Kutusu
Karesel blgeler yardimiyla bir dik ticgen olusturalim. Bu dik tiggenin ke- Bir dik ticgende dik kenar-
nar uzunluklan arasindaki iliskiyi belirleyelim. lann uzunluklarnm kare-

lerinin toplami, hipotendi-
Olusan dik G¢genin kenar uzun-

luklari 3 br, 4 brve 5 brdir. Bu
kenarlardan 3 brve 4 br olanlar

stin uzunlugunun karesine
esittir. Bu badintiya, Pisa-

gor badintisi denir

115]9|13| dikkenarlar, 5 br olan hipate- A
2| 6|10 14| nadstar. Karesel balgelerin alan-
37 11|15 lanmi yazdigimizda; < b
418 12]16 2,42 _c2

- F4a2=5 B 3 c

4 9+16=25 F+b=c
25 = 25 esitligi bulunur.

Sekil 12. 8. Sinif matematik kitabinda etkinlik 6rnegi (Serficeli & Atmaz, 2019, s.
231)
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Sekildeki dik kenarlar (zerindeki \
karelerin alanlari toplami hipotenistin P ><

>
tizerinde kurulan karenin alanina esit- ‘;{\;ﬂ‘j}‘\,{{‘
tir. SOK

a?| |a

p
Bu ispat, 1917 yilinda H.E. Dudeney b
tarafindan yandaki sekildeki gibi gbste- b7
rilmistir. B 2_ 2
a“+b=¢c"

Sekil 13. 9. Simif matematik kitabinda etkinlik 6rnegi (Ugak, Emir, Uckun Kelek,
Kutlu & Kahraman, 2019, s. 313)

Verilen etkinlikler incelendiginde ayn1 gorsel ile birlikte etkinlikler verildigi

goriilmektedir.
2.7. Tlgili Calismalar

Bu kisimda ilgili caligsmalar iki alt baslik altinda ele alinmistir. Bunlardan ilki
sOzsliz ispat, ikincisi Pisagor teoremi ile ilgili yapilan ¢aligmalar seklindedir. Her iki

alt baglik verilirken yurt i¢i ve yurt disinda yapilan ¢aligmalar seklinde verilmistir.
2.7.1. Sézsiiz ispatlarla lgili Yapilan Calismalar

Cok fazla s6zsliz ispat 6rnegi bulunmasina ragmen sozsiiz ispatlarin 6gretimi,
ispatlama becerisine yonelik etkileri ve matematik 6gretiminde yeri ile ilgili ¢ok
fazla calisma olmadigi goriilmektedir. Ozellikle yurt icinde sdzsiiz ispatla ilgili

calisma sayist oldukca azdir.
2.7.1.1. Yurt icinde Yapilan Calismalar

Mancoglu (2019) tarafindan yapilan arastirmanin amaci matematiksel
teoremlerin ispatlarinin gorsellestirilme durumlarini incelemektir. Bunun ig¢in,
katilimcilarin - matematiksel teoremlerin ispatlarin1 inceleyebilecekleri uygun
ortamlar i¢inde gorsellestirme durumlart ve nasil resimler kullandiklar
arastirilmistir. Nitel olan bu calisma 2017- 2018 o&gretim yilinda bir devlet
liniversitesinin ortadgretim matematik O6gretmenligi bolimiinde ikinci ve {giincii
sinifinda 6grenim goren dort matematik Ogretmeni adayr ile yiiritilmiistiir.
Arastirmada kullanilan matematiksel teoremler soyut matematik ve analiz dersi
iceriklerinden secilmistir. Veri toplama araci olarak yar1 yapilandirilmis goriisme ve
dokiiman incelemesi teknikleri kullanilmistir. Goriismelerde  matematiksel

teoremlerin ayr1 olarak yer aldigi calisma kagitlar1 kullanilmistir. Katilimeilardan
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calisma kagitlarindaki teoremlerin ispatlarin1 gorsellestirdikleri siire iginde sesli
diistinmeleri istenmis ve goriismeler esnasinda video ve ses kaydi alinmistir. Veriler
gomiilii teorinin veri ¢ozlimleme teknikleri kullanilarak analiz edilmistir. Veri
analizleri sonucunda katilimcilarin ispatlarda kullandigi resimlerin, ¢ogunlukla
teoremin igerigindeki kavramlarin zihinlerinde olusturdugu resimleri betimleyen
gorintiiler oldugu, net bir resim ¢izemeyen katilimcinin ispatlardan emin olmadiklar
goriilmistir. Katilimeilarin, verilen teoreme gore gorsellestirme siirecinin baslama
durumunda farklilik oldugu, olusturulan resimlerin biiylik ¢ogunlugun matematiksel
resimler oldugu fakat birbirinden farkli ispat resimleri olusturduklar1 gorilmiistiir.
Ayrica kimi adaylarin teoremin biitlinlinii temel alarak ispat1 gorsellestirdigi kimi
Ogrencilerin de teorem igerisinde yer alan kavramlardan yola ¢ikarak ispati

gorsellestirdikleri ve ispata gore strateji belirledikleri elde edilmistir.

Lise Ogrencilerinin sdzsiliz ispat yapabilme siireclerini incelemek, sozsiiz
ispatlarin matematiksel ispat becerileri iizerine etkisini belirlemek ve soOzsiiz
ispatlarla ilgili goriislerini ortaya ¢ikarmak amaci ile Polat (2018) tarafindan yapilan
calismada 9. sinifta 6grenimlerine devam eden 25 6grenci ile yiiriitiillen ¢alismada
karma arastirma yontemleri kullanilmigtir. Veriler uygulama Oncesi Ogrencilerin
ispat becerilerini belirleyebilmek igin aragtirmaci tarafindan hazirlanmig ispat beceri
testi ve uygulama sonrasi ispat beceri testi, dort 6grenci ile yapilan sozsiiz ispat
etkinlikleri ile toplanmustir. Nicel veriler t-testi ile nitel veriler ise icerik analiz
teknigi ile analiz edilmistir. Arastirmanin sonunda sdzsiiz ispatlarin, 6grenciye
formiillerin nereden geldigini anlama, formiillerin dogruluguna iliskin ikna olma,
etkinliklerden keyif alma, matematigin diger kavramlariyla iliski kurma, daha 6nce
ogrenmis olduklar kurallar1 kullanma ve matematiksel kavramlar1 anlama gibi
imkanlar sagladig goriilmiistiir. Elde edilen bulgular sozsiiz ispatlarin ispat becerisi
tizerinde olumlu etkisi oldugunu ve sozsiiz ispatlarin sinifta uygulanabilirligi
acisindan gerek Ogretmen gerekse Ogrenciler olumlu gorlis bildirdiklerini

gostermistir.

Ulker (2018) tarafindan sozsiiz ispatlarm formel ispata gecisi kolaylastiracak
ve s0z konusu didaktik boslugu dolduracak bir ara¢ olarak nasil kullanilabilecegini
incelemek amaciyla yapilan calismada nitel aragtirma yontemlerinden 6gretim

deneyi kullanilmistir. Calismada 7. siif seviyesine uygun secilen sozsiiz ispatlar ve
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teorinin sundugu etkinlik tasarimi yaklasiminda birer sézel problem durumu seklinde
Ogretimleri planlanmistir. Alt1 hafta siiren uygulamaya 30 6grenci katilmistir. Her
etkinlige bir hafta yani yaklasik iki ders saati ayrilmis ve uygulama toplamda alt
hafta slirmiistiir. Veriler teorinin belirledigi asamalara goére hem tiim simifin
calismasini hem de odak grubun g¢alismasini yansitacak sekilde analiz edilmistir.
Aragtirmanin sonucu Ogrencilerin ispatla iliskili pek c¢ok matematiksel siireci
yasadigini, alanlar aras1 iliskilendirmeler gerceklestirdiklerini ve yasadiklari

stireclerde bir ilerleme kaydettiklerini gostermektedir.

9. sinif matematik 6gretim programindaki iiggenler konusunun 6gretiminde
origami ve so6zsiiz ispatlar yontemlerinin kullanilmasi ile ilgili bir 6gretim deneyinin
gerceklestirmek amaciyla Gelisen (2016) tarafindan yapilan ¢alismaya 31 6grenci
katilmistir. Nitel arastirma yontemlerinden 6gretim deneyi modeli secilmistir.
Gelistirilen calisma yapraklar1 kullanilarak &grencilere ilk olarak problem ¢dzme
testi uygulanmis, test sonuglarna gore istekli dgrencilerle daha sonra miilakatlar
yaptlmistir. Calisma sonunda elde edilen bulgular olusturulan problemler ve alt
problemler 1s18inda degerlendirilmistir. Miilakatlardan elde edilen bilgiler
dogrultusunda, 6grencilerin origami ve sOzsliz ispatlar yontemlerini zevkli ve

Ogretici bulduklar ortaya ¢ikmistir.

Sadan (2017) tarafindan yapilan galismanin amaci, Fen Lisesi d6grencilerinin
gorsel ispat gelistirme siireclerini analiz etmek ve gorsel ispatin matematik 6grenme
stirecinde kullanimina yonelik 6rnek bir uygulama sunmaktir. Bir Fen Lisesi'nin 11.
siifinda 6grenim goren 6 dgrenci ile yiiriitiilen ¢alismada bir nitel arastirma yontemi
olan dgretim deneyi kullanilmistir. Arastirma siireci, ii¢ asamada yiiriitiilmiistiir. i1k
asamada, Ogretim boliimiiniin daha verimli planlanmasi i¢in, 6grencilerin gorsel
ispata dair algilar1 (6rneklerini anlayip agiklayabilme) incelenmistir. ikinci asamada,
gorsel ispata dair sinif tartismalarindan ve ¢esitli gorsel ispat etkinliklerinden olusan
iki dgretim boliimii gergeklestirilmis siire¢ sonunda 6grenciler verilen matematiksel
ifadelere yonelik gorsel ispatlar gelistirmisler ve gelistirdikleri gorsel ispatlara
yonelik klinik goriismeler yapilmustir. Uciincii asamada ise ogretim siireci
degerlendirilerek, Ogrencilerin gorsel ispata ve siirece dair goriigleri alinmistir.
Verilerin analizi, geriye doniik (retrospective) ve ileriye doniik (prospective) analiz

olmak tizere iki sekilde yapilmistir. Yapilan her uygulama sonrasi ileriye doniik
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analizler yapilmis, bir sonraki uygulamaya bu analizler dogrultusunda devam
etmistir. Ogrencilerin gelistirdikleri gorsel ispatlar ve bu siireci deneyimleme
sekilleri ortaya konmaya calisgilmigtir. Gorsel ispat gelistirme siirecinde yaptiklari
hatalar ve karsilagtiklart zorluklar belirlenmistir. Yapilan klinik goriismelerde bu
hatalar ve zorluklar giderilmeye calisilmistir. Siire¢ sonunda 6grenciler, gorsel ispat
gelistirme siirecini yararli bulduklarini ve stiregten keyif aldiklar1 belirtmisler, gorsel

ispatlarin matematik siiflarinda kullanilmasi gerektigini ifade etmislerdir.

Giiler ve Ekmek¢i (2016) Ogretmen adaylarina cesitli sozsiiz ispatlarin
orneklerini verdikleri ve verilen sozsiiz ispatlarin dogruluguna iliskin sorular
sorduklar1 ¢calismalarinda, verilen tek sayilarin toplamu ile ilgili sdzsiiz ispatin dogru
oldugunu diisiinen 6gretmen adaylari, ardisik tek sayilar ile birim kareler arasindaki
iligkiyi kurabilmis ve olusan geometrik seklin alaninin bu toplamin kurali oldugunu
belirterek cevaplarint gerekcelendirebilmislerdir. Ancak bir 6gretmen adayr bu
sOzsliz ispatin yanlis oldugunu diisiinmiis ve gerekce olarak da verilen seklin sadece

sekildeki sayilarin toplamini 6rnekledigini vurgulamistir.

Fen lisesinde okuyan ii¢ 6grenci ile yapmis olduklari nitel ¢calismada Ugurel
vd. (2016) 6grencilerle sozsiiz ispatlarla ilgili deneyim yasattiktan belli bir siire sonra
ogrencilerden kendi sozsiiz ispatlarini olusturmalarinmi istemisler ve bu dogrultuda
“temel modifikasyon, ileri modifikasyon ve tiimevarimsal temel ¢izim” olmak {izere
ti¢c ardisik kategori agiga ¢ikarmislardir. Bu kategorilerin sozsiiz ispat analizlerinde
kullanilabilecegini belirtmislerdir. Ayrica Ogrenciler sozsiiz ispatlart “eglenceli,
zevkli, pratik, entelektiiel, orijinal, s1k” bulduklarini ifade ederek sozsiiz ispatlarla
ilgili olumlu goriis bildirmislerdir. Geometri ve matematigi birlikte kullandiklar1 fark
eden 6grenciler problem ¢ozme, yaraticilik ve gorsellestirme becerilerinin gelistigini
ve sOzsiiz ispatlarin genis uygulama alanlarina sahip oldugunu gordiiklerini

belirtmislerdir.

Ortadgretim matematik 6gretmenligi 5. Sinifta okuyan 6gretmen adaylarinin
SOzsiiz ispat yapma siirecinde yasadiklar1 zorluklar1 ortaya c¢ikarmak amaciyla
Demircioglu ve Polat (2016) tarafindan yapilan durum ¢aligmasinda O6gretmen
adaylaria acgik uclu sorular yoneltilerek bu siirecte yasadiklar1 zorluklar1 ortaya
cikarmak igin goriisleri alinmustir. Ogretmen adaylarinin sdzsiiz ispat yapma

siirecinde en fazla zorlandiklar1 yerlerin verilen sekilleri anlayamama, aciklama
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olmamasi, sozsiiz ispat ile cebirsel ispat arasinda iliski kuramama, alan bilgisi
eksikligi, kaynak sikintis1 oldugu belirtmistir. Ayrica sozsiliz ispatlarin, zorlayici
fakat Ogrencilerin uzamsal gorsellestirme ve wuzamsal muhakeme becerini

gelistirilebildigi sonucuna varilmistir.

Sozsiiz ispat ile ilgili deneyim yasamis olan ortadgretim matematik
Ogretmenligi son smifta okuyan Ogretmen adaylariyla yaptiklart ¢alismada
Demircioglu ve Polat (2015), 6gretmen adaylarindan sozsiiz ispatin etkili oldugu ve
olmadig1 yerlere iliskin goriislerini almislardir. Ogretmen adaylari, sdzsiiz ispatlarla
bilgilerin kalict oldugunu, matematiksel formiil/ifadelerin daha iyi kavrandigimni,
konular arasi iliski kuruldugunu, yeni bilgiler 6grendiklerini; sozsiiz ispatlarin
ifadeleri somutlastirdigini, merak duygusu uyandirdigini, giiven kazandirdigini,
zevkli oldugunu, verimli oldugunu ve ileride sozsiiz ispatlar1 6gretim yontemi olarak

da kullanabileceklerini ifade etmislerdir.

Ugurel, Morali & Karahan (2011) matematikte yetenekli olan ortadgretim
Ogrencilerinin soOzsiiz ispatlarla bir deneyim yasamalarin saglamislardir. Siireg
sonrasinda tirettikleri sozsiiz ispat Orneklerini tartismislardir. Arastirmaya katilan
ogrencilerin, ispat yapmak icin farkli bakis agilart gosterdikleri, 6zgiin sozsiiz
ispatlar gelistirmede, yaptiklar1 ispatlar1 gorsel olarak sunmada basarili olduklari

gozlenmistir.

Tekin ve Konyalioglu (2010) calismalarinda toplam ve fark formiillerinin
gorsel ispat ve cebirsel ispatlar1 sirasiyla vererek gorsel ispatlarla ispat siirecinde
yapilan ¢izimlerin formiillerin anlamlandirilmasina, formiillerin 6ziinii anlamaya ve
kalic1 6grenmeye katki saglayacagina deginmistir. Ayrica ¢alismada formiillerdeki

iliskilerin cebirsel ispatlarla yeterince goriilemeyecegi ifade edilmistir.
2.7.1.2. Yurt Disinda Yapilan Calismalar

Yassin (2013) diziler ve seriler iinitesinde sozsiiz ispatlart kullanmanin
ogrenci basarisina etkisini incelemis ve 89 dgrenciyi iki gruba ayirarak deneysel bir
calisma yiirlitmiistiir. Calismanin neticesinde, sozsiiz ispatlar kullanilarak dersin
islendigi grubun basarisi ile diger grubun basarist arasinda anlamli bir fark ¢iktigin

belirtmistir.
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Karrass (2012) 6gretmen yetistirme programinin son yilinda olan goniillii 12
O0gretmen adaymna lise miifredatinda yer alan belli teoremlerin gorsel ispatin vermis
ve gorsellerdeki teoremleri ispatlamalar1 ve akil yiiriiterek teoremleri agiklamalarini
istenmistir. Daha sonra bu sonuglart Van Hiele geometrik diisiinme diizeylerine gore
analiz etmistir. Yapilan analizlere gore sozsliz ispat bulma siirecinin “gorsel ispatin
ne oldugunu fark etme, ispat plani tasarlama ve bir ¢6ziim gelistirme” olmak iizere
lic asamadan olustugunu ortaya c¢ikarmistir. Bu calismayla matematik 6gretmeni
adaylariin geometri bilgisi ve gorsel akil yiirlitme arasindaki iliskiyi a¢iklanmaya

calisiimustir.

Bell (2011) smifinda s6zsiiz ispatlara yer vermis, 6grencilere web sitelerinde
mevcut olan interaktif ya da interaktif olmayan sozsiiz ispatlar1 kullanarak tartisma
ortami olusturmus ve Ogrencilerin yaptiklarini analiz etmistir. Calismada formel
ispatin sozsiiz ispatla beraber gosterildigi zaman Ogrencinin ispat yeteneginin
gelismesiyle beraber matematiksel bir problemi nasil daha iyi muhakeme
edebilecegini dgrendigi belirtilmistir. Ogrencilerin sdzsiiz ispatlar tartigmasini
saglayarak, matematiksel ifadelerin nasil ispatlandigi hakkinda kendi fikirlerini
gelistirmelerine firsatlar sunmustur. Boylelikle de 6grencilerin ispat siirecini
anlamaya c¢aligmistir. Sozsiiz ispatlarin  Ogrencinin ispat yapma yetenegini
gelistirdigini ve matematiksel bir problemi nasil daha iyt muhakeme edecegini
ogrettigini belirtmistir. Ogrenciden bir seklin agiklanmasinin istenmesi, 6grencinin
0zel pargalar1 kullanmasini gerektirdiginden muhakeme yetenegini de gelistirecegini
belirtmistir. Bir matematiksel ifadenin sozsiiz ispatinin O6grenciye verilmesinin
Ogrencinin ispat yapma yetenegini gelistirmekle kalmayip ayn1 zamanda 6grencinin
bir matematiksel ifadenin gorsel olusturmasini saglamanin 6grencinin akil ytriitme

yetenegine olumlu yonde katki sagladigini ifade etmistir.

Alsina ve Nelsen (2010) tarafindan yapilan ¢alismada sozsiiz ispatlarin ne
oldugunu aciklamiglar ve cesitli sOzsiiz ispatlara yer vermislerdir. Calismada
tiimevarim yontemiyle ispatlanabilecek ancak gorsel ispatla daha agiklayict oldugu
diistiniilen ve iki sayma prensibi olan Fubini ve Cantor prensibine gore sdzsiiz ispat

ornekleri kullanilmistir.

Bayer (2009) sozsiiz ispatlarin {istiin yonlerini ticgensel sayilarin, Fibonacci

sayilarinin kullanildig1 teoremlerin ve Pisagor teoreminin sdzsiiz ispatlarini vererek
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gostermeye calismistir. Gorsel ispatlarin geleneksel ispatlardan daha basit oldugunu
ve kesin bir sonucun neden dogru oldugunu agiklamaya yardimci oldugunu
belirtmistir. Tiimevarim ile yapilan bir ispatta formiiliin hatirlanmasi1 gerekmekte
fakat sozsiiz ispatlarda bu gerekliligin olmamasindan dolay1 geleneksel ispatlara gore

iistiin olarak goriildiigiini belirtmistir.

Bardelle (2009) ikinci ve fglincii sinifta Ogrenimlerine devam eden
matematik Ogrencilerine, sozsiiz ispat ve formel ispatlari sunarak, her iki ispatta
Ogrencilerin yasamis olduklar siireci karsilastirmistir. Arastirmada Pisagor teoremi
ve geometrik serilerle ilgili sozsiiz ispat 6grencilere sunulmustur. Pisagor teoremi
gorsellikle daha ilgili ve asina olduklar1 bir ispat oldugu i¢in Pisagor teoreminin
sOzsliz ispatinda ogrenciler fazla zorlanmamistir. Arastirmanin sonucunda da
ogrenciler bu tiir ispatlar1 zor bulduklarini ifade etmislerdir. Ozellikle anlaml
adimlar dizisinden olusan bir ispati durgun bir obje olarak ¢izmek 6grencilere zor

gelmistir.

Gierdien (2007) calismasinda derslerde kullanilabilecek sozsiiz ispatlara yer
vermistir. Bu c¢aligmada oOzellikle sozsiiz ispatlarin ispatlart agiklayici ispata
cevirmesinden ve boylelikle de bilgi transferinin gercekleseceginden s6z edilmistir.
Ayrica bu calismada sozsiiz ispatlarla, 0rnegin 1’den n’e kadar tam sayilarin
toplammin formiiliindeki n’in nereden geldigi ile 1ilgili 6grencinin merakini

gidermesi ve “gdriinmeyeni gormesinin” 6nemli oldugu vurgulanmistir.

Jamnik vd. (1997) ise bu duruma karsilik diyagramatik muhakeme ve
timdengelim (Diagramatic Reasoning and Deduction) diye isimlendirdikleri
DIAMOND  sistemiyle bilgisayarlar tarafindan yapilan bir genellestirme
mekanizmasi1 bulmaya calismiglardir. Sistem otomatik olarak tiim n’ler i¢in genel

ispat1 0rneklerden genelleyebilmektedir.
2.8. Pisagor Teoremi ile Tlgili Arastirmalar

Pisagor teoreminin ispatlarin1 ve/veya genellemelerinin konu alindig
arastirma makaleleri ve kitaplar halen yayimlanmaya devam etmektedir. Literatiir
incelendiginde matematik Ggretmenlerinin Pisagor teoreminin ispatina nasil

Ogretebilecegini Ozetleyen makaleler, Pisagor teoreminin farkli iilkelerde nasil
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ogretildigine iliskin arastirmalar (Crawford, 2001; Hugener, vd., 2009) oldugu

gorilmektedir.

8. Sinif 6grencilerinin Pisagor bagintist ile ilgili gorsel, sembolik ve cebirsel
(sozel) temsilleri bulunduran matematiksel problemleri ¢6zme becerilerini ortaya
koymak amaci1 ile Yildiz (2019) tarafindan yapilan ¢alisma iliskisel tarama modeli
kullanilarak 2017- 2018 egitim- 6gretim yilinda farkli hizmet bolgelerinden bulunan
tic farkli devlet okulunun 8. smiflarinda O6grenim goren 102 ogrenci ile
yiirlitilmistiir. Veriler Pisagor bagintisi ile ilgili hazirlanan 5 gorsel, 5 sembolik ve 5
gercek yasam durumlari (cebirsel-sozel) olmak iizere toplam 15 sorudan olusan agik
uclu basari testi ve yar1 yapilandirilmis miilakat sorulari ile toplanmistir. Arastirmaya
katilan Ogrencilere her gosterim bicimi igin 20 dakika verilerek problemleri
cozmeleri istenmistir. Uygulama esnasinda &grencilere herhangi bir miidahalede
bulunulmamistir. Uygulamadan sonra ise dgrencilerle bireysel gorlismeler yapilarak
problemleri nasil ¢ozdiikleri, ¢dzerken yasadiklar1 zorluklar ortaya c¢ikarilmaya
calisilmigtir. Bireysel goriisme 20 Ogrenciyle gergeklestirilmistir. Ayrica verilen
testlerde yar1 yapilandirilmis miilakat yapilmistir. Veriler betimsel analiz teknigi
kullanilarak analiz edilmistir. Arastirmanin bulgulari, 68rencilerin sézel ve sembolik
temsillere kiyasla gorsel temsillerde daha basarili olduklarini, bir temsilden digerine
gecislerde biiyiik problemler yasadiklarini, ayni verilerin farkli temsilleri arasindaki
iliskiyi gormekte zorlandiklarini, derste sikg¢a karsilastiklar: temsil tiirlerini kullanma
egiliminde olduklarini ve diisiindiiklerini yazili olarak ifade etmekte zorlandiklarin

gostermistir.

Giiner (2018) pedagojik formasyon sertifika programina katilan matematik
bolimii mezunlarinin, Pisagor teoremi ile ilgili hazirladiklar1 ders planlarini
incelemistir. Nitel arastirma yOntemlerinden dokiiman analizi kullanilarak
kullanilmis ve veriler iki veri toplama araci ile toplanmistir. Birincisi, katilimcilarin
hazirladiklar1 ders planlari, ikincisi ise katilimcilarin ders planlarini teslim ettikleri
ders saatinde cevaplandirdiklar1 bir anket formudur. Arastirmada kullanilan veriler
2014 — 2015 akademik yilimin bahar doéneminin on ikinci haftasinda pedagojik
formasyon sertifika programina kayitli matematik boliimii mezunlarmin kayith
oldugu 6zel 6gretim yontemleri dersinde toplanmistir. Katilimcilardan 18’inin (%42)

hazirladiklar1 ders planlarinda Pisagor teoreminin bir ispatint verdikleri goriilmiistiir.
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Katilimcilarin verdikleri ispatlar incelendiginde ii¢ farkli ispat tiirtiniin kullanildigi
tespit edilmistir. Bunlar (i) gorsel ispat, (i1) alan bilgisinin kullanildig1 cebirsel ispat
ve (iii) ticgenlerin benzerliginin kullanildig1 ispat tiirleri olarak adlandirilmistir. iki
katilimcr gorsel ispat, dokuz katilimci alan bilgisinin kullanildig1 cebirsel ispat ve
yedi katilimer da tiggenlerde benzerligi kullanarak Pisagor teoremini ispatlamayi
segmistir. Kirk ii¢ katilimcidan 25’1 (%58) ise hazirladiklar1 ders planlarinda Pisagor
teoreminin bir ispatina yer vermemislerdir. Bu katilimcilarin, ders planlariin
toplanmasindan sonra cevaplandirdiklari anket formuna yazdiklari incelendiginde;
ispat1 vermek yerine daha fazla 6rnek ¢6zmeye 6nem verenler ve ispatin dgrenciler
icin zor oldugunu disindigi igin ispata yer vermeyenler olarak iki gruba

ayrilabilecegi gorilmiistiir.

Aslaner ve Ilhan (2018) Cabri II Plus programi yardimiyla Pisagor teoremini
daha once dinamik geometri yazilimlar1 kullanilmadan yapilan parcalanmalar
(Birkhoff & Beatley, 2000; Frederickson, 2002) yontemiyle yapilan ispatlarindan
farkli bir sekilde yeni bir pargalanma teknigi gelistirerek ispatlamistir. Ek olarak bir
diizgiin dortgen olan kare i¢in eskenar iiggen ve diizgiin besgen gibi diizgiin
cokgenler i¢in de olusturulan yeni ispat yonteminin dogru oldugu gostermislerdir.
Geometri 6gretiminin temel ilkelerinden olan 6lgiiniin korunumu (alanin korunumu)
ilkesi, yani “diizlemde verilen bir geometrik sekil belirli 6zelliklere gore daha kiigiik
parcalara ayrilip bu pargalarin birlestirilmesi ile ayni1 alana sahip farkli geometrik
sekiller olusturulabilir” ilkesine dayanarak dogrudan ispat yontemi kullanilmigtir. Bu
teorem ile ilgili uygulamalardaki cizimler Cabri II Plus geometri programi ile

gerceklestirilmistir.

Pisagor bagntisinin 6gretimini hedefleyen adidaktik bir ortamin simif igi
yasant1 siireglerinin evreler bazinda incelenmesi amaciyla Giines ve Tapan Broutin
(2017) tarafindan yapilan ¢alismada Didaktik Durumlar Teorisi tanitilmis ve teoride
onemli yer tutan adidaktik 6grenme ortami ana hatlariyla aciklanmistir. Ayrica
8.Smif ‘Geometri’ 6grenme alani icerisinde olan “Pythagoras (Pisagor) bagintisini
olusturur” kazanimimin ogretimi ele alinmis ve Pisagor bagmtisinin 6gretimini igin
hazirlanan bir adidaktik bir ortamin sinif i¢i yasant1 siireclerinin evreler bazinda
incelenmistir. Bu kapsamda, sekizinci smif Ogrencilerinin, didaktik durumlar

teorisinin temel bileseni olan adidaktik ortamlarin evrelerine gore Pisagor bagintisini
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yapilandirma siirecleri nasil ger¢eklesmektedir? sorusuna yanit aranmistir. Uygulama
siirecinde 6grencilere Pisagor Bagintis1 buldurulmay1 amaglayan bir adidaktik ortam
tasarlanip uygulanmistir. Calismada her Ogrenciye 0,5 cm’lik kareli kagitlar
dagitilarak yeterli sayida cetvel bulundurulmasina dikkat edilmistir. Her 6grencinin
kendi kagidina istedigi kenar uzunluklarina sahip dik ticgenler ¢izmeleri gerektigi
belirtilmistir. Ortamda 6ncelikle Ogrencilerden herhangi dik kenar uzunluklaria
sahip bir dik liggen ¢izmeleri istenmistir. Bu agsamadan sonra dik iiggenin her kenar1
tizerine kareler ¢izilerek, olusan bu {i¢ karenin her birinin alanlar1 arasinda bir baginti
bulunmasi beklenmektedir. Bulunan alanlarin arasindaki iliski sayesinde 6grencilerin
dik kenarlarin iizerine olusturulan karelerinin alanlarmin toplaminin hipoteniisiin
tizerine olusturulan karenin alanina esit oldugunu bulmalarin1 saglayacagi
diisiiniilmistiir. Boylece Pisagor bagintisina ulasilmig olacaklardir. Caligma yaklasik
25 dakika siirmiistiir. Durum calismasi ile yiiriitiillen ¢aligmada siif i¢i gozlem
yapilmis ve ders video ile kayit altina alinmistir. Calisma amacli 6rneklemeye dayali
ol¢iit orneklemeye gore secilen bir ortaokulun 8. sinif 6grencileri ile (27 6grenci)
2015 — 2016 egitim-6gretim yili giiz doneminde gerceklestirilmistir. Verilerin
analizinde betimsel analiz yontemi kullanilmistir. Arastirmanin sonucunda,
ogrencilerin adidaktik durumlarin evrelerinden gecerek Pisagor bagintisini

olusturabildikleri goriilmiistiir.

Matematik Ogretiminde matematik tarihinin éneminden yola c¢ikilarak Baki
ve Biitiiner (2013) tarafindan yapilan ¢alismada ilkdgretim 6, 7 ve 8. simif matematik
ders kitaplarinda matematik tarihine hangi yollarla ve ni¢in yer verildigi incelenmis
ve Pisagor teoreminin &gretimine ydnelik bir modiil hazirlanmistir. ilkdgretim
sekizinci smf kitaplarinda Pisagor teoremi konusu igerisinde, tarihsel igerik olarak
sadece Pisagor’un hayat1 ile ilgili kisa bir bilgiye ve Pisagor’un resmine yer
verildigini ifade etmisilerdir. Pisagor teoremi ile Pisagor’dan yillar once Eski
Misirda ve Mezopotamya’da ugrasildigi bilinmektedir. Matematik tarihinin
aydinlatma ve modiil yaklagimlarina dayali kullanimlari i¢in hazirlanan modiillerden
ilkinde Ek 1°de verilen modiil, farkli toplumlar tarafindan Pisagor teoreminin
ispatinin farkli sekillerde yapildigini, Pisagor teoremi ile ilgili ¢esitli problemlerin
farkli yollarla ¢oziildiigiinii, matematigin ¢ok kiiltiirlii yapisini, insan emeginin bir
triinii oldugunu, farkli ¢6ziim yollarin olabilecegini ortaya koymasi agisindan

matematik tarithinin amag olarak kullanimina hizmet etmektedir. Ayrica 6grencilerin
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Hsuan-Thu Diyagramini, kareli kagitlardan olusturarak Pisagor bagintisinin kuralini
kesfetmeleri, Eski Misirda yapildig1 gibi, diiglimlenmis bir ip {izerinde Pisagor
bagmtisint  gostermeleri, Ogrencilerin tutum ve basarilarint  olumlu yonde
etkileyebilir. Bu durum ise matematik tarihinin ara¢ olarak kullanimin

yansitmaktadir.

Topkaya (2013) yapilan ¢calismada matematikte ispat tekniklerinin lizerinde
calisgtlmistir. Ispat teknikleri dogrudan ispat, ters durum ispati, olmayana ergi
(celiski) yontemiyle ispat, tiimevarim yOntemiyle ispat olmak {izere dort ana baslik
altinda anlatilmistir. Bu ispat teknikleri kullanilarak bazi ispatlar verilmistir. Sonra
ispat teknikleri yardimiyla bazi1 6zel sayilarin (Euler sayisi, Pi sayisi, Altin oran)
irrasyonel olduklar1 ispat edilmistir. Ispat tekniklerinin yardimiyla Fibonacci
sayisinin nereden ¢iktigl, elde edilisi ve Binet formiiliiniin tiimevarim yontemiyle
ispat1 verilmistir. Sonra Altin oran ve Pascal {iggeninin Fibonacci sayist ile iligkisi
verilmistir. Son olarak ispat tekniklerini kullanmadan, geometri yardimiyla Pisagor
teoreminin ispatina ulagilmistir. Pisagor teoreminin ispati, gesitli geometrik sekiller

tizerinde gosterilerek verilmistir. Bu calismada 19 farkli ispat1 verilmistir.

Flores (1993) tarafindan yapilan calismada Van Hiele geometrik diisiinme
diizeylerine gore Pisagor teoreminin ispatlari verilmistir. Amaglar1 ise Pisagor
teoremi i¢in bazi hazirlayici faaliyetleri isaret etmek (seviye 0), Pisagor teoreminin
Oklid tarafindan verilen ispatinin ii¢ farkl1 versiyonunu (Van Hiele seviye 1,2 ve 3),
Oklid geometrisi baglaminda teoremin bazi genellemelerini verme (seviye 3) ve son
olarak diger geometrik sistemlerde Pisagor iliskilerden bahsetmek (seviye 4) olarak

ifade etmistir.
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BOLUM I11
YONTEM

3.1. Arastirma Modeli

Arastirmada nitel aragtirma yontemi kullanilmistir. Nitel yontemler metin ve
imgesel verilere dayanir ve veri analizinde 6zgiin adimlara sahiptir. Insan davranisi
ancak esnek ve biitlinciil bir yaklagimla arastirilabilir ve bu yaklagimda arastirmaya
katilan bireylerin goriisleri ve deneyimleri biiyiilk 6énem tagimaktadir (Yildirrm &
Simsek, 2013, s. 41). Bu nedenle bu c¢alismada bireylerin goriislerine ve
deneyimlerine basvuruldugundan dolay1 nitel arastirma yontemi tercih edilmistir.

Arastirma deseni durum ¢aligmasidir.
3.2. Calisma Grubu

Calisma iki asamada yiiriitiilmiistir. Bu nedenle de iki c¢aligma grubu
bulunmaktadir. {1k asamadaki calisma grubu kolay ulagilabilir 6rnekleme ydntemi ile
goniillii olan 20 matematik 6gretmeninden olugsmaktadir. Daha sonra bu matematik
Ogretmenlerinden goniilli olan 7 matematik &6gretmeni ile ikinci asama

gerceklestirilmistir.

Calismaya katilan tim ogretmenlere O1, 02, ..., 020 seklinde kodlama
yapilmistir. O1, O2, ..., O7 kodlu 6gretmenler hem birinci hem de ikinci asamaya
katilan Ogretmenlerdir. Bu Ogretmenlerle ilgili demografik bilgiler Tablo 1’de
Ozetlenmistir. Tablo 1’den de goriildiigii gibi ¢aligmaya katilan 20 6gretmenin 5’1
Egitim Fakiiltesi, 15’1 Fen Fakiiltesi mezunudur. MEB’e bagl okullarda calisan bu
Ogretmenlerin gorev siireleri 5 ile 30 yil arasindadir. Caligmaya katilan 20
ogretmenden 18’1 lise kademesinde Ogretmenlik yaparken ikisi ortaokul
kademesinde Ogretmenlik yapmaktadir. Bu iki matematik o6gretmende ikinci

asamaya katilmislardir.
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Tablo 1. Calismaya katilan 6gretmenlerin demografik bilgileri

Asama Kod Universite Fakiilte Y1l Kademe
01 Ankara Universitesi Fen 10 Lise
02 Ankara Universitesi Fen 9 Lise
03 Istanbul Universitesi Fen 7 Lise
04 Eskisehir Osmangazi Fen Edebiyat 14 5yil
1ve2. Universitesi ortaokul
9 yil lise
05 Anadolu Universitesi Fen Edebiyat 21  Lise
06 Gazi iiniversitesi Egitim 5 Ortaokul
07 Gazi iiniversitesi Egitim 23 Lise
08 Anakara Universitesi Fen 20  Lise
09 Ankara {iniversitesi Fen 24 Lise
010 19 Mayis Universitesi Fen 30 Lise
011 Gazi Universitesi Egitim 24  Lise
012 Gazi Universitesi Fen Edebiyat 18 Lise
013 ODTU Fen 24 Lise
Yalmz 1. Ol4 Gazi Universitesi Egitim 9 Lise
015 Gazi Universitesi Egitim 20  Lise
016 Gazi Universitesi Fen Edebiyat 26  Lise
017 Gazi Universitesi Fen Edebiyat 24  Lise
018 Ankara Universitesi Fen 9 Lise
019 Ankara Universitesi Fen 15 Lise
020 Inonii Universitesi Fen 22 Lise

3.3. Veri Toplama Araglarinda Kullamlan Sézsiiz ispatlar

Veriler iki agamada toplanmistir. Her ikisinde de ayn1 10 sozsiiz ispatlar yer
almaktadir. 10 sozsiiz ispat 6rnegi secilirken uzman goriisleri alinmistir. Bu sozsiiz
ispatlardan iki tanesi ¢alismanin bulgularini olusturan Garfield ve Hardy tarafindan
yapilan Pisagor teoreminin ispatidir. 10 tane sorulmasinin amaci ise eger iki soru
sorulursa ikisinin de Pisagor teoremi ile ilgili olabilecegine yonelik diisiinmelerinin

Oniine gegmektir.

Birinci veri toplama aracinda (Ek 1) sozsiiz ispatta yer alan gorsel verilirken
ikinci veri toplama aracinda (Ek 2) gorsel ile birlikte hangi kurala ya da genellemeye
yonelik oldugu matematiksel ifade de verilmistir. Birinci formda gorselin ne
cagristirdigi ortaya ¢ikarilmak istenirken ikinci formda gorsel ile kural arasindaki
iliskiyi nasil kuracaklarini incelemek hedeflenmistir. Birinci ve ikinci uygulamada
veri toplama aracinda Pisagor teoremi ile ilgili yoneltilen s6zsiiz ispatlar Tablo 2°de

verilmistir.
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Tablo 2. Birinci ve ikinci asamada kullanilan veri toplama araglarindaki sorular

1. Asamada sorulan gorsel 2. Asamada sorulan gorsel

Ae2labs1d e dast)

el b?

(Nelsen,1993: s.7)

Pisagor teoremi

(Nelsen,1993: s5.8)

Tablo 2’den goriildiigii gibi birincisi yamuk ve 6zellikleri, ikincisi gember ve

ozellikleri kullanilarak yapilan ispatlardir.
3.3.1. Garfield Tarafinda Yapilan Pisagor Teoreminin Sézsiiz ispati

Veri toplama aracindaki bu sozsiiz ispat 1876 da J.A. Garfield tarafindan
yapilmis ve Nelsen’in (1993; s.6, 7) kitabinda da yer verilmis olan Pisagor teoremine
yonelik sozsiiz ispattir. Bu ispatta yamugun alani ile verilen ii¢ tane dik iicgenin
alanlar1 arasinda iligki kurulmasi beklenmektedir. Bircok farkli sekilde ispat

yapilabilmektedir. Bu ispatlardan bir tanesi asagida verilmistir.

Ispat: Dik kenarlarinin uzunluklari a ve b, hipoteniisiiniin uzunlugu c olan bir

dik iiggen goz Oniine alalim.
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Sekil 14. Kenar uzunluklari a, b ve ¢ olan bir dik tiggen

Bu tiggene es olan bir iiggen ¢izelim ve bu iki tiggeni birlestirip yamuk elde

edelim.

b b
Sekil 15. Pisagor teoreminin sozsiiz ispatinin adimlari

Sekildeki {i¢ tane liggenin alaninin toplami yamugun alanina esit olacaktir. O
2
halde (azﬁ = -%(a -b) + %cz yazilabilir. Buradan a? + b? = ¢? elde edilir.
3.3.2. Hardy Tarafindan Yapilan Pisagor Teoreminin Sézsiiz Ispati

Bu ispat 1988 yilina Mike Hardy tarafindan “Mathematical Intelligencer”
adli dergide basilmistir. Basildig: hali ile Sekil 16°da gdsterilmistir.

Behold! The Pythagorean Theorem via Mean Proportions
Michael Hardy, University of Minnesota, Minneapolis, MN

Sekil 16. Pisagor teoreminin Hardy tarafindan yapilan s6zsiiz ispati
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3.4. Veri Toplama Araclar: ve Verilerin Toplanmasi

Birinci asamada kullanilan veri toplama arac1 10 gorsel ile birlikte hangi
kurala yonelik olduklar1 yani matematiksel ifade verilmemistir. Bu sekilde
caligamaya katilan Ogretmenlerin verilen gorsel ile ne algiladiklari, neleri
iliskilendirdikleri &lciilmeye c¢ahsilmistir. ilk asamada kullanilan veri toplama
aracinda her bir sozsiiz ispat ile birlikte iki tane de soru yoneltilmistir. Bu sorulardan
birincisi “1-Bdyle bir resmi daha once gordiiniiz mii? Cevabiniz evet ise nerede
oldugunu yaziniz Hayir (...)/ Evet (...) Nerede ...” ve ikincisi de “Resmin ne ifade
ettigini agiklayiniz” seklindedir. Bu sorulardan birincisinin amaci gorsel ile daha
once karsilasip karsilasmadiklarini belirlemek digerinin ise gorsel ile ilgili ne
diisiindiiklerini, hangi kavramlar1 ya da kurallar1 ¢agristirdigini tespit etmektir. Bu
asamada veriler yazili olarak toplanmistir. Ogretmenlerden onceden randevu
alimmstir. Belirlenen giin ve saatte katilimciya veri toplama araci verilmis ve siireg
boyunca hi¢bir miidahale yapilmamigtir. Katilimc1 6gretmen veri toplama aracim

teslim ettikten sonra oturum sonlandirilmistir. Veriler bireysel toplanmaistir.

Ikinci asamada ise veriler birinci asamaya katilan dgretmenlerden goniillii
olanlar ile yar1 yapilandirilmig goriisme yapilarak toplanmistir. Bunun igin
Ogretmenlerden Onceden randevu alinmistir. Veri kaybina neden olmamak icin
siirecin kamera ile kayit altina alinacagi ifade edilmis ve higbir 6gretmen bundan
dolay1 tedirginlik yasamamistir. Siire¢ boyunca diistindiikleri her seyi sesli olarak
ifade etmeleri istenmistir. Bu sayede sOzsiiz ispat yapma siiregleri incelenmeye
calistlmistir. Goriismelerde 6gretmenlere yoneltilen sozsiiz ispatlarda gorseller ile
birlikte neyin ispatina yonelik oldugu yani matematiksel ifadelerde verilmistir. Bu
sayede gorsel ile verilen matematiksel ifade arasinda iliskiyi nasil kurduklari

incelenmeye calisilmistir.
3.5. Verilerin Analizi

Birinci asamada 20 matematik Ogretmeninden yazili toplanan veriler
oncelikle bilgisayar ortamina aktarilmistir. Daha sonra benzerliklerine gore
gruplandirilarak icerik analizi yapilmigtir. Her bir sozsiiz ispata yonelik kod ve
temalar elde edilmistir. Birinci asamada elde edilen kod ve temalar alaninda uzman

iki matematik egitimcisi tarafindan incelenmis ve oneriler dogrultusunda son haline

42



getirilmistir. Ikinci asamada ise goriismelerden elde edilen veriler bilgisayar

ortamina aktarilmis sonra yazili dokiiman haline doniistiiriilmiistiir.
3.6. Gecerlik ve Giivenirlik

Nitel arastirmalarda gecerlik, belirli siire¢ler araciligi ile arastirmacinin,
bulgularin dogrulugunu kontrol etme ve denetlemeyi ifade ederken, giivenirlik ise
farkli ¢alisma ve projelerin arastirmacilar tarafindan, ¢alismay1 yapan arastirmaci ile
bakis bigimlerindeki tutarliligini ifade etmektir (Gibbs, 2007). Nitel arastirmada
gecerlik ve giivenirlik kavramlart; inandiricilik (i¢ gecerlik), aktarilabilirlik (dis
gecerlik), tutarlik (i¢ giivenirlik) ve teyit edilebilirlik (dis glivenirlik) kavramlari ile
ifade edilmektedir (Yildirim ve Simsek, 2005). Inandinciik (i¢ gegerlik),
arastirmacinin, katilimcinin duygu ve diisiincelerini, siire¢ icerisindeki hissettiklerini,
yaptiklar1 etkinlikleri dogru bir sekilde aciklamasi ve yansitmasidir (Lodici,
Spaulding ve Voegtle, 2006). Bu baglamda arastirmaci veri toplama siirecinde
bulunmus elde ettigi tiim verileri ve tiim gézlemlerini aktarmigtir. Uygulama sonrasi

veri toplama siirecini, analiz siirecini detaylica sunmustur.

Nitel arastirmalarda, inandiriciligi arttiran  Onemli bir Kriter uzman
incelemesidir (Merriam, 2012; Neuman, 2007). Bu c¢alismada arastirmanin Oneri
asamasindan veri analizine ve rapor edilmesine kadar tiim siireclerde bir danigman
gozetiminde yiiriitilmiistiir. Bulgular alanda uzman kisilere sunulmus goriisler
dogrultusunda diizenlemeler yapilmistir. Calismada bulgular birinci asamada yazili
olarak ve ikinci agamada birebir goriisme kaydi, teslim edilen veri toplama araci gibi

farkli kaynaklardan elde edilen verilerle sunulmustur.

Tutarlilik; aragtirmanin veri toplama, analiz yapma, yorumlama gibi tiim
siireclerde yapilan denetlemelerin acik bir bigimde ifade edilmesidir (Yildirim ve
Simsek, 2005). Bu arastirmada arastirmaci, arastirmanin yontemi, asamalari, veri
toplama ve analiz yontemleri ile bulgular1 yorumlama ve sonuglara ulasma

konusunda neler yapildigini ayrintili bir sekilde agiklamstir.

Teyit edilebilirlik; arastirmada elde edilen verilerin siirekli olarak teyit
edilmesi ve arastirmacinin nesnel bir yaklasimla Onyargidan uzak verileri
aktarmasidir (Yildirim ve Simsek, 2005; Miles ve Huberman, 1994). Bu arastirmada

da verilerin analizinde ve yorumlanmasinda nesnel yaklasilmaya ¢aligilmis, gézlem,
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gorisme ve dokiimanlar yoluyla elde edilen veriler, dogrudan alintilarla

aciklanmistir. Elde edilen bulgular teyit edilerek, sonuglar degerlendirilmistir.

Aktarilabilirlik; diger arastirmacilar tarafindan ¢alisilan arastirmanin
sonugclari, arastirma alani ve diger alanlar arasindaki benzerlik derecesidir (Lodici,
Spaulding ve Voegtle, 2006). Guba ve Lincoln (1982) aktarilabilirligin dogrulanmasi
icin ayrintili betimlemenin olmasi1 gerektigini belirtmistir. Ayrintili betimleme,
calismanin icerigi hakkinda yeterli bilginin verilmesi, ham verinin yorum katmadan
dogrudan alintilarla ve verinin dogasina miimkiin oldugu ol¢lide sadik kalinarak
okuyucuya aktarilmasidir. Bu durumda okuyucu, ayrintili betimleme ile ¢alismanin
uygulandig1r ortami, uygulama anini zihninde canlandirabilir ve kendi ortamina
iligkin olas1 sonuglar alir. Ve ¢aligmanin farkli bir ortamda yapilip yapilamayacagina
karar verebilir. Burada calismanin sonuglari ve hipotezleri sonraki caligmalarda
benzer bir duruma aktarilabilir. Arastirmanin aktarilabilirligini arttirmak icin gozlem,
goriisme ve dokiimanlar yoluyla elde edilen veriler, dogrudan alintilarla ve kanitlarla

desteklenerek detayli bir bicimde betimlenmistir.
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BOLUM IV
BULGULAR VE YORUM

4.1. Garfield Tarafindan Yapilan Pisagor Teoreminin Ispatindan Elde

Edilen Bulgular ve Yorumlar

Calismaya katilan ogretmenlerin  Garfield tarafindan yapilan Pisagor
teoreminin ispatindaki gorsel ile daha onceden karsilasip karsilagsmadiklarina ve
karsilastilarsa nerede olduguna yonelik sorulara verdikleri cevaplardan elde edilen

bulgular Tablo 3’ te verilmistir.

Tablo 3. Ogretmenlerin Garfield tarafindan yapilan Pisagor teoreminin ispatindaki

gorseli nerede gordiiklerine iligskin yanitlarindan elde edilen bulgular

Gorseli  Nerede goriildiigii foo>f
girme

Universite hazirlik soru bankasi (O1)
Ders kitaplar1 (019)
Soru bankas1 (04)
Matematik test kitaplar1 (O6)
Kitap Test kitaplari (07, O8) 14
Kitaplarda (09, 012, 017, 010)
Geometri test kitab1 ve ders kitab1 (02, O5)

Evet Konu anlatimi ve sorularda (015) 19
Orta dgretim ders kitaplar1 (016)
Ders Matematik (}erslerinde (020) 2
Derslerde (O11)
Ogrenim flkokul (O3) i} 9
sirasinda Ortaokul, lise tiniversite (O13)
Diger Uggenlerde (018) 1
Hayir 014 1 1

Tablo 3’den goriildiigii gibi ¢alismaya katilan 20 matematik 6gretmeninden
19’u verilen gorseli kitaplarda (iiniversite hazirlik soru bankasi, geometri test kitabi,
ders kitabi, matematik test kitaplari), ilkokulda veya derslerde gordiiklerini ifade
etmislerdir. Yalmzca Ol14 gorseli daha &nceden gdrmedigini ifade etmistir.
Tablo 3’den goriildiigii gibi ikinci asamaya katilan 7 matematik 6gretmeni de (O1,
02, 03, 04, 05, 06, O7) gorseli daha 6nce gordiiklerini ifade etmislerdir. Gorselin
ne ifade ettifine yonelik verdikleri cevaplardan elde edilen bulgular Tablo 4’de

Ozetlenmistir. 20 katilimcinin tiim cevaplar1 tabloda gosterilmistir.
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Tablo 4. Ogretmenlerin Garfield tarafindan yapilan Pisagor teoreminin ispatindaki

Tema

gorseli agiklamalarindan elde edilen bulgular

Kod

Ornek cevap

Bos

Cevap yok

(020)

Pisagor

Dik yamuk
icerisindeki
dik iiggenlerde
pisagor
bagintisi

(O

Sekli agiklama,
Ucgenlerin
alan1 toplami
yamugun
alanina esit
oldugundan
Pisagora
ulagilir.

(06)

Ucgenlerde
eslik benzerlik

Ucgenlerde
pisagor

(©2)

(O5)

Dik iiggende
pisagor, kenar
uzunluklari
hipoteniis

Sekle
odaklanma
Benzerlik
Hipotentis esit
ise bu liggenler
esittir.
Ikizkernar
ucgen
oldugunu ifade
etme

(©10)

(612)

Yamugun alant
ticgenlerin
alan1
toplamina esit

(O7)
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Es liggenler
yardimiyla
kenar
uzunlugunu

bulma (O4)

Parca parga

ticgenlerin 1
alanlarindan

yamugun

alanini elde

etme

Kenarlar
arasindaki
uzunluk iliskisi

Dik yamuk
Dik iicgen (09) 2 o
Es tggenler

Sekle (O13)

odaklanma : -k

(017)

Dik yamuk i Naede b, ,, 3
(03)

(O18)

Benzerlik . 1
(O8)

Benzerlik
Dik yamuk
Dik tliggen ©O11)

Benzerlik ~ Benzerlik bt ot 4
dik yamuk '

dik liggen :

es ucgen (015)

Benzerlik 1
yamuk )

yamukta alan (014)

Dik iicgenle - (016) —

ilgili bagintilar

Bagti

(©19)

Tablo 4’ten goriildiigii gibi 1 matematik 6gretmeni (020) higbir cevap

vermezken yalnizca 6 matematik dgretmeni Pisagor teoremi ile ilgili oldugunu ifade
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etmistir. Bu 6 dgretmenden yalnizca biri “Uggenlerin alanlarinin toplam: yamugun
alamina esit oldugundan Pisagora ulasilir.” seklinde agiklama yapmistir. Diger
Ogretmenler yalnizca Pisagor teoremi yazmis fakat nasil elde edilecegi ile ilgili
herhangi bir agiklama yapmamislardir. Bunun yani sira bu 6 0gretmen Pisagor
teoremine ek olarak da tiggenlerde eslik benzerlik, sekli agiklama ifadelerini de
yazmislardir. 2 6gretmen ise (O4 ve O7) alanlardan yola ¢ikarak Pisagor tereominin
nasil elde edilebilecegini agiklamis ama Pisagor teoremi seklinde ifade
etmemislerdir. Burada yamugun alanini tiggenlerin alanlar1 toplamina esitlendiginde
Pisagor teoremini elde edebilecegi diistiniildiigii i¢in bu iki 6gretmenin cevabi da

Pisagor teoremi kategorisi altina alinmugtir.

5 matematik Ogretmeni, yalnizca gorselde verilen geometrik sekillere

odaklanmislardir. Bu 6gretmenlerden 3’ii sadece dik yamuk derken ,2’si dik yamukla
birlikte dik liggen ve es {ggenleri de ifade etmistir. 4 Ogretmen ise benzerlik
seklinde ifade etmistir. Bu O6gretmenlerden 1’i yalnizca benzerlik yazarken 2’si
benzerlige ek olarak dik yamuk, dik {iggen, es tiggen seklinde ifade etmisken biri ise
benzerlige ek olarak yamuk ve yamukta alan seklinde ifade etmistir. 2 6gretmen ise
dik iiggenle ilgili bagmtilar seklinde ifade etmistir. Ozellikle bu iki dgretmen ile
farkli zaman ve mekanda veri toplanmasina ragmen ayni kelimeleri ifade etmis

olmalar1 dikkat gekmektedir.

Diger 6nemli bir bulgu ise Tablo 3 ve Tablo 4 birlikte incelendiginde
caligmaya katilan 20 matematik 6gretmeninden 19°u gorseli daha dnce gordiiklerini
ifade etmelerine ragmen yalnizca 8 6gretmen (01, 02, 04, 05, 06, 07, 010, 012)
Pisagor teoremi ile iligkili olabilecegini ifade etmis olmasina karsilik yalnizca 3

ogretmen (04, 06, O7) bu iliskinin nasil oldugunu agiklamislardr.
4.1.1. Goriismelerden Elde Edilen Bulgular
4.1.1.1. O1°den Elde Edilen Bulgular

Siire¢ basladiginda O1 ilk 6nce “Gérselden faydalanarak verilen esitliklerin
nasil elde edildigini agiklayiniz” seklinde soruyu okumustur. Daha sonra soruda
verilen gorsele baktiktan sonra “evet burada bir dik yamuk var, dik yamuk icerisinde
iki tane ey ii¢genler (Sekil 17) ¢izilmis, tabi bu es ti¢genleri ¢izince burada arada da

bir tane ikizkenar dik tiggen olusmus” seklinde verilen gorseldekileri yorumlamistir.
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Sekil 17. O1’in gorseli yorumlamasi

Daha sonra veri toplama aracinda verilen agiklamalar1 “Simdi bu esitlige
bakarsak a esittir 2 ¢arpt 1 bolii 2 ab arti 1 bolii iki ¢ kare, o da esittir bir bélii iki a
arti b’nin karesi oradan da c kare esittir, a kare arti b kare esitligi elde edilmis”
seklinde sesli okumustur. Daha sonra tekrar gorsele bakarak “simdi burada dikkat
edersek bu diggenler birbirine es ii¢genlerdir. Buradaki dik yamugun alanini verecek
formiilii diigiiniirsek buradaki dik yamugun alami alt taban arti iist taban c¢arpi
yiikseklik bolii 2 oldugundan dik yamugun alani a +b ¢arpt a + b bélii 2 yani
(a+b)'nin karesi bolii 2 dir.” diyerek yamugun alanini ayrilan tiggenlerin
alanlarinin toplamina esitleyip Pisagor teoreminin ispatini tamamlamaistir. Gortldigi
gibi O1 dnce gorseli incelemis dncelikle kenar uzunluklar1 a ve b olan dik iiggenlere
sonra bu dik liggenler arasinda olugan kenar uzunlugu c olan ikizkenar tiggene dikkat
etmis sonra biitiine bakarak yamugun alanima odaklanmistir. En son bu iiggenlerin
alanlarmin toplammi yamugun alanma esitlemistir. O1’in birinci asamada verdigi

cevap Sekil 18a’da ikinci agamadaki goriismede kagidina yazdiklari Sekil 18b’de

verilmigtir.
r——
Ok ;,v/k kb el 0
© rv!‘ 2 A ."ih JL fon
[SF™ dily
[_L A n lm __f,Ar/»-‘o>
A oklort  Tod “
op\/1° . e
= | - 13 - M 11 - ST
[yke .]Lr.-.=la ey owaie ko Dk j\LL de T g & = bt
q p l'::w':'-"é'-;': lerin nasil ‘Id/‘emldl‘lll ’ui = dolfis defogc !
£ oaqir Al tlerin nasil elde ini agiklaymniz. L
a . b) % : (et 3

Sekil 18. O1’in birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklart

Sekil 18b’dan goriildiigii gibi O1 sesli ifade ettiklerini aynen kagidina
aktarmigtir. Sekil 18a’de wverilen birinci asama incelendiginde “Dik yamuk

icerisindeki dik ticgenlerde pisagor bagintisi” ifadesi dikkate almirsa O1’in sadece
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gorselden yola ¢ikarak yani esitlik verilmeden de Pisagor teoremi ile

iliskilendirebildigi soylenebilir.
4.1.1.2. 02°den Elde Edilen Bulgular

02 soruya baktiktan sonra “bu soruda dik yamuk ile ilgili bir alan hesaplama
var” demistir. Sekil 19a’daki gibi dncelikle verilen agiklamaya odaklanmistir. Daha
sonra “dik yamuk ii¢ tane dik ii¢gene par¢alayarak u alanlar: toplami seklinde almis
ki sunlar zaten es ii¢genler (Sekil 19b) arti diger ii¢cgen alanlart toplamint bulmug”

seklinde agikladiktan sonra ispati yapmaya baslamistir.

y \ '\
a) b)
Sekil 19. O2’nin gorseli agiklamasi

“Ucgenlerin alanlarini hesaplayalim az;b su ticgen su licgen arti aZ;b arti... artt

Z—C ... yamugun alam da (asz) (

a+b

> ) ...Ucgenlerin alanlar: toplami yamugun

alamina esittir. Buradan esitliklerden Pisagor bagintisina gitmis” seklinde ifade
ederek kagida tiggenlerin alanlarini yazms, tiggenin alanlarinin toplamini yamugun
alanina esitlemis (Sekil 20b) ve Pisagor teoremini elde etmistir. O2’nin birinci

asamada kagidina yazdiklar1 Sekil 20a’da ikinci asamada yazdiklar1 Sekil 20b’de

verilmistir.
2>, ab 4 ce (otb)
- ’L 9 1= ’L
2¢ 5 4 e _ [ ot _\;\1
S N
~5a b 4 et = 2 4 e bt ':5'2
) b) ¢tz oL

Sekil 20. O2’in birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklar

O2’nin birinci asamada verdigi yanit ile ikinci asamada verdigi yanit

karsilastirildiginda, ilk asamada “tiggenlerde eslik, benzerlik ve Pisagor bagintist ile
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hipoteniis hesaplama” (Sekil 20a) seklinde ifade ederken, ikinci agsamada gorselden
faydalanarak Pisagor teoremini elde etmistir. O2 sadece gorselden yola ¢ikarak yani
esitlik verilmeden tam olarak Pisagor teoremiyle iligkilendirememistir fakat Pisagor

teoremini kullanarak hipoteniis hesaplanacagini ifade etmistir.
4.1.1.3. O3’ten Elde Edilen Bulgular

Soruya baktiktan sonra “gorselden yararlanarak nasil elde ediyoruz”
seklinde soruda ne beklendigini ifade etmistir. Daha sonra ‘“liggenlerin alanlari
toplamt aymi zamanda yamugun alani toplamina esit olacagi igin.... birbirine
esitledigimizde buradan Pisagor bagintisimi elde ediliyor” demistir. Sekil 21’de
goriildiigli gibi oOncelikle soruyu okuduktan sonra gorsele odaklanarak gorsel

tizerinde ispatin nasil yapilabilecegini agiklamistir.

Sekil 21. O3’iin gorseli agiklamasi

Arastirmac1 kagida da yazar misiniz seklinde yonlendirme yaptiktan sonra
sozlii ifade ettiklerini kagida Sekil 22b’deki gibi aktarmistir. O3’iin birinci asamada

yazdiklar1 Sekil 22a’da ikinci asamada yazdiklar1 Sekil 22b’de verilmistir.

'f).'. owrrdy. Belle

a) b)

Sekil 22. O3’iin birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklart

03’lin birinci asamada verdigi yamt ile ikinci asamada verdigi yanit
karsilagtirildiginda, ilk asamada “dik yamuk sekli” seklinde ifade ederken ikinci
asamada kagidina Pisagor teoremini “yamugun alani=ti¢cgenlerin alanlar: toplami”
seklinde yazarak elde edilebilecegini ifade etmistir. Fakat cebirsel olarak
gdstermemistir. O3 sadece gorselden yola ¢ikarak yani esitlik verilmeden Pisagor

teoremi ile iligskilendirememis olarak yorumlanmustir.
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4.1.1.4. O4’ten Elde Edilen Bulgular

O4 soruya bakar bakmaz Sekil 24a’da gosterildigi gibi gorsel ile birlikte
verilmig olan esitlige odaklanmistir. “Birinci soruda alan kismi simdi burada”
dedikten hemen sonra esitlikten yola ¢ikarak verilen gorsel ile iliski kuramaya

baslamistir. Sekil 24b’de gosterildigi gibi esitlikte verilen ifadeleri gorsel lizerinde

acgiklamstir.

%) d)

Sekil 23. O4’iin gorsel ile kural arasindaki iliski kurma siireci

Daha sonra “burada par¢a parca alanlarin hesabi (Sekil 23b) ... 2.%ab...

yani suradaki ii¢genin (Sekil 23b) a + b ’nin yarisi, buradaki ticgen (Sekil 23¢) a.b 'nin
varist surast (Sekil 23¢’deki gibi esitligi gostererek) iki tane es tiggenin alani™
diyerek soruda gorselin yaninda verilen esitlik ifadesindeki ilk ifadenin gorselde
neresi olabilecegini gostermistir. Daha sonra “arti bir de icerideki dik ii¢cgen alan
toplanmis ... su esitlik.. (agiklamadaki en son kismi gostererek) bu esitlikte de
yamugun alamina esitlenebilir. Burada mesela suradaki a + b’nin parantez karesi

dedigimiz (Kuralda verilen ifadeyi bir adim ileri gotiirtiyor Sekil 23d.) a + b alt
taban c¢arpr iist taban ¢arpi yiikseklik. a + b bolii yani ¢arpi ; dedik. Bu ikisinin

esitligini yazdigimiz zaman...” demis fakat bu asamadan sonra kendi yazmamis ve
soruda verilen kisim {izerinden agiklama yapmistir. “Zaten ifade c? esittir a? art:
b2seklinde gelir.” seklinde ispati yapmustir. Bu asamada kagidma yazdign Sekil
24°teki gibidir.
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Sekil 24. O4’iin kAgidina yazdiklari

Bu asamadan sonra siireci sonlandirmamis ve “onun haricinde baska bu
soruda daha ¢ok hani eslik benzerlik konusunda ¢ok fazla karsilastim mesela sekil
tamamlama kisminda da bu tarz sorular vardi ben soyle temsili su sekilde bir ¢izim
yapayim. (Sekil25a) Simdi genelde eslik benzerlikte kare ile ilgili ¢ok fazla soru
yaziyorlar. Simdi suradan séyle aldim. (Sekil25b) suradan séoyle. (Sekil25¢) ki tane
tiggenimiz es. Aym sekli katlayip su tarafa koydum. Hani su a su b su a kadarsa”
diyerek kareye tamamlamis ve “Su sekilde bir dikdortgen elde ettim. Ayni sekilde su
ticgenlerin eslerini de buraya ¢izdigimde surast a kadar, surast b kadar su icerde bir
kare olustugunu gordiim, sunlar c. Bundan sonra esitligi elde edebilir miyiz? Simdi
tiim alan dedigimiz karenin bir kenart (& + b) 'nin karesinden su kiiciik parcalar es

zaten 4 tane a- b bélii 2 iiggenin alami i¢inde bir kare olustu.” demistir. “Tiim
alandan (a + b)? den iicgenlerin alanlarint yani 4-%1)’321' ctkardigimda igindeki

karenin alamina yani ¢ ve esit olacak yani yine aymi esitligi bulmus oldum.”

demistir.

Sekil 25. O4’iin ¢izmis oldugu sekiller

O4’iin birinci asamada kagidina yazdiklar1 Sekil 26a’da ikinci asamada

kagidina yazdiklar Sekil 26b’de verilmistir.
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Sekil 26. O4’iin birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklar

O4’iin birinci asamada verdigi yanit ile ikinci asamada verdigi yanit
karsilastirildiginda birinci asamada “Es ii¢genler yardimiyla kenar uzunlugu bulma
veya par¢a parc¢a ti¢genlerin alanlarindan yamugun alanini elde etme, ayrica sekil
kareye tamamlanarak kenarlar arasinda uzunluk iliskisi kurulabilir” seklinde ifade
ederken ikinci asamada gorselden faydalanarak Pisagor teoreminin nasil elde
edilecegini iki farkli sekilde aciklamustir. O4 sadece gorselden yola cikarak yani

esitlik verilmeden gorseli tam olarak Pisagor teoremiyle iliskilendirememistir.
4.1.1.5. O5’ten Elde Edilen Bulgular

O5 soruyu okuduktan sonra “bu soruda yamuk ve yamugun icerisinde
ikizkenar dik iicgen... ikizkenar dik itiggenden yararlanarak agilarin esliginden
yvararlanarak iki tane es iicgen verilmis. Esitlige gore yamugun alani, iki tane es
tiggen ve ikizkenar dik ticgenin alanlari toplami yamugun alanina esitliginden
yvararlandigimiz zaman Pisagor bagintisini elde edecegiz. Ben hemen yapiyorum alt

taban ile iist tabanmn toplami ile yiiksekligin ¢carpimi bize yamugun alanini veriyor.

" . b, 2 e
Es iiggenlerin alanlarint yaziyorum a?den 2 tane artl% , bu esitligi

diizenledigimde a® + 2ab + b%bolii 2, 2’ler aynen dursun 2ab + c? bolii 2, 2 leri
gotiirdiigiimiiz zaman c¢* = a® + b? Pisagor bagintisim elde etmis oluyoruz.”
diyerek iicgenlerin alanlari toplamini yamugun alanina esitleyerek gerekli iglemleri
yapmistir. O5’in birinci asamada kagidina yazdiklar1 Sekil 27a’da, ikinci asamada

kagidina yazdiklar1 Sekil 27b’de verilmistir.

Sekil 27. O5’in birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklari
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O5’in birinci asamada verdigi yamt ile ikinci asamada verdigi yanit
karsilastinnldiginda, birinci asamada “Ucgenlerde eslik — benzerlik konusu,
ticgenlerde Pisagor bagntisi ile ilgili soru tipleri” seklinde ifade ederken ikinci
asamada gorselden faydalanarak Pisagor teoremini elde etmistir. O5 sadece
gorselden yola c¢ikarak yani esitlik verilmeden gorseli Pisagor teoremiyle

iliskilendirebilmistir.
4.1.1.6. 06’dan Elde Edilen Bulgular

06 soruyla karsilastiktan sonra “Simdi ilk soruda gorselden faydalanarak
verilen esitlikleri nasil elde ettigimizi ac¢iklayacagiz. Burada bizim bir tane
yvamugumuz var. Bu yamuk iki es dik tiggen ve bir tane de ikizkenar dik ii¢gene

ayrimig (Sekil 28). Biz burada ii¢ ti¢genin alanimi hesaplayarak Pisagor teoremine

ulasacagiz. Burada birinci tiggenimin alani taban ¢arpt yiikseklik bolii ikiden az;b ,

digeri de aym gsekilde aT'b’den arty ikizkenar dik tiggende de CZ—C ‘den egitligimizi
saglayalim neye yamugun alanina, yamugun alan formiiliimiiz neydi iist taban arti
alt  taban carpt  yiiksekligim  yine a+b bolii 2. Burada
ab'nin karesi arti ¢ kare bolu 2 esittir diizeltiyorum surayr 2 ab olacak burasi,
burada da a? + 2ab + b? boki 2 sonucunu elde ettik. Bunlar: gétiirdiik, karsilikli
2ableri gétiirdiik ¢ = a® + b? den yani Pisagor teoremine ulasmis oluyoruz.”

dedikten sonra siireci sonlandirmistir.

Sekil 28. 06 nin gorseli agiklamasi

O6’nin birinci asamada kagidina yazdiklar1 Sekil 29a’da ikinci asamada

kagidina yazdiklar1 Sekil 29b’de verilmistir.
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Sekil 29. O6 nin birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklari

O6’nin birinci asamada verdigi yanit ile ikinci asamada verdigi yanit
karsilagtirildiginda, birinci asamada “Es iiggenler yardimiyla kenar uzunlugu bulma
veya par¢a par¢a tiggenlerin alanlarindan yamugun alamini elde etme, ayrica sekil
kareye tamamlanarak kenarlar arasinda uzunluk iligkisi kurulabilir.” seklinde ifade
ederken ikinci asamada gérselden faydalanarak Pisagor teoremini elde etmistir. O6
sadece gorselden yola cikarak yani esitlik verilmeden gorseli tam olarak Pisagor

teoremiyle iliskilendiremedigi sdylenebilir.
4.1.1.7. O7’den Elde Edilen Bulgular

O7 gorsele odaklandiktan sonra “Yamugun alanindan ii¢genlerin alanlari

1

toplami (Sekil 30) ile yamugun alanmimi eslestirerek Pisagor bagintisina ulastim.’

demistir.

Sekil 30. O7’nin gorseli agiklamasi

Ifade ettiklerini Sekil 31b’deki gibi kAgidina yazmistir.

2) B b

Sekil 31. O7’nin birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklari

O6’nin birinci asamada kagidina yazdiklart Sekil 31a’da ikinci asamada
kagidina yazdiklar1 Sekil 31b’de verilmistir. Birinci ve ikinci asamada verdigi yanit
karsilastinlldiginda, ilk asamada “Yamuk alani ii¢cgenlerin alanlart toplamina
esittir.” seklinde ifade ederken ikinci asamada gorselden faydalanarak Pisagor
teoremini elde etmistir. O7 sadece gdrselden yola cikarak yani esitlik verilmeden

gorseli tam olarak Pisagor teoremiyle iligkilendirebildigi soylenebilir.
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4.2. Hardy Tarafindan Yapilan Pisagor Teoreminin ispatindan Elde

Edilen Bulgular ve Yorumlar

Calismaya katilan Ogretmenlerin bu gorselle daha Onceden karsilasip
karsilasmadiklarina ve karsilagtilarsa da nerede olduguna yonelik sorulara verdikleri

cevaplardan elde edilen bulgular Tablo 5’te verilmistir.

Tablo 5. Ogretmenlerin Hardy tarafindan yapilan Pisagor teoreminin ispatindaki

gorseli nerede gordiiklerine iligskin elde edilen bulgular

Kod Kategori Ornek cevaplar fi £ fs
Matematik kitabinda (02, O3) 2
Geometri kitaplarinda (05) 1
Kitap Kitapta (010, 017) 2 9
Kitaplarda (011, 012) 2
Evel Ders kitabi (08, O19) 2 12
Ders Matematik dersinde (020) 1 1
. Cember ve dzellikleri (015) 1
Geometl Geometride (O18) 1 2
Hayir 01, 04, 06, 07, 09, 013, 014, O16 8 8 8

Tablo 5’ten goriildiigli gibi ¢aligmaya katilan 20 matematik 6gretmeninden
12’si (02, 03, 05, 08, 010, 011, 012, 015, 017, 018, 019, 020) verilen gorseli
kitaplarda (matematik, geometri, ders kitab1 gibi), matematik derslerinde veya
geometride gordiiklerini ifade etmislerdir. Diger taraftan Tablo 3’ten goriildiigl gibi
8 matematik &gretmeni (01, 04, 06, 07, 09, 013, O14, O16) ise daha once
gormediklerini ifade etmistir. Resmin (gorselin) ne ifade ettigine yonelik verdikleri

cevaplardan elde edilen bulgular Tablo 6’da 6zetlenmistir.

Tablo 6. Ogretmenlerin Hardy tarafindan yapilan Pisagor teoreminin ispatindaki

gorseli agiklamalarindan elde edilen bulgular

Kod Kategori Ornek cevap f >f
Cevap Tam olarak i 1
yok ifade O1
edemiyorum 2
Cevapyok 020 1
Cemberin 1
Cember o2 10
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Ozellikleri

05

Cemberde ——

teget

yarigap,
kiris

013

Cemberin
analitik
incelenmesi

011

Cemberde
uzunluk

012

LE

017

" 019

018

016

Cember-
dik tiggen

Cember, dik
uggen, act

010

Cember, dik
uggen

09

Pisagor

07

08

Pisagor

06
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Tablo 6’dan goriildiigii gibi 2 matematik 6gretmeni (O1, 020) cevap yok

kategorisinde degerlendirilmistir. Bunlardan biri tam olarak ifade edemiyorum yaniti

vermistir. 10 matematik O6gretmeni ise g¢ember ile ilgili olabilecegini ifade

etmislerdir. Tablo 4’ten goriildiigli gibi bu 6gretmenlerin cevaplart incelendiginde
cemberin ozellikleri (02, 05, O15), ¢emberde teget, yaricap, kiris (03, 013),
cemberin analitik incelenmesi (O11), ¢emberde uzunluk (012, 017, 018, O19)
seklinde ifade ettikleri goriilmektedir. Bir 6gretmen ise (O16) daire diliminin alani
veya diferansiyel geometri ile ilgili olabilecegini ifade etmistir. iki 6gretmen (010,
09) ise gember ve dik iiggen ile ilgili oldugunu ifade etmistir. Yalnizca 5 6gretmen
(07, 08, 06, 04, O14) Pisagor teoremi ile ilgili oldugunu ifade etmistir. O8 sadece
Pisagor yazmis nasil elde edilebilecegine dair hicbir agiklama yapmamustir. Diger
onemli bir bulgu ise ¢alismaya katilan 20 matematik 6gretmeninden 12’si gorseli
daha énce gordiiklerini ifade etmelerine ragmen yalnizca 5 6gretmen (04, 06, 07,
08, O14) Pisagor teoremi ile iliskili olabilecegini ifade etmistir. Bu dgretmenlerden
01, 04, 06, 07, 09, 013, O14, O16 daha once gormedigini ifade eden

Ogretmenlerdir.
4.2.1. Goriismelerden Elde Edilen Bulgular
4.2.1.1. OV’in Ispatindan Elde Edilen Bulgular

O1 yoneltilen soru ile karsilastiktan sonra ilk &nce “buradaki Ornekte
Pisagor teoremini gorselden faydalanarak elde etmemiz istenmis” seklinde soruyu

okumus, daha sonra verilen esitligi inceleyerek “buradaki oJrnekte Pisagor
bagintisint gorselden faydalanarak HTa , ﬁ’ va esit ... esitliginden faydalanarak

a’ + b% = c? eyitligini elde etmemiz istenmis” demistir. Daha sonra gorsele
odaklanmustir. “Burada dikkat edersek bir ¢ember var. Su nokta da (Sekil 32a)

cemberin merkezi. Burada yarigapi c¢ birim olan bir ¢cember var, burada dikkat
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edersek surada yarigapt ¢ birim bir kenart a diger kenari b birim olan bir dik ticgen

elde edilmig. Buraya a dedigimizde su uzunluk ¢ — a olur. Ciinkii yaricapt c’idi.”

Vit & b) y o 0) Y

Sekil 32. O1’in ikinci gorsel ispat1 agiklamasi

“Burada dikkat edersek su uzunlugu devam ettirdigimiz zaman (Sekil 32b) su
ayni zamanda c¢emberin ozelliginden merkezden kirise c¢izilen dikmenin iki eg
pargaya ayirdigint biliyoruz. Su uzunluk da b olur.” diyerek Sekil 32c’de verildigi
gibi yeni ¢izdigi ¢izginin b uzunlukta oldugunu ifade etmistir. Daha sonra “ burada
kuvvet uygularsak ¢ember igerisinde kuvvet uygularsak (c + a) * (c — a)mn b? ye
esit oldugunu buluruz. Yani c* — a? egittir b? dir. Yani ¢? = a? + b2dir.” diyerek
Sekil 33b’deki gibi soylediklerini kdgida yazmistir. Bu sekilde Pisagor teoreminin
gorsel ile ispatim1 yapmistir. O1’in bu asamada kagidina yazdiklar1 Sekil 33b’de

birinci asamada kagidina yazdiklar1 Sekil 33a’da verilmistir.

= o Ml

iy AN

a) b)

Sekil 33. O1’in birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklari

Sekil 33b’de birinci asamada verdigi yanit ile Sekil 33a’daki ikinci asamada
verdigi yanit karsilagtirildiginda, birinci asamada tam olarak ifade edemeyecegini

yazarken ikinci agamada ispat1 yaptig1 goriilmektedir.
4.2.1.2. 02’nin ispatindan Elde Edilen Bulgular

Soruyu baktiktan sonra “Bu soruda ¢ember yardimi ile Pisagor’u elde
etmeye ¢alismis. Ben yine iiggene bolmek istiyorum” diyerek sirastyla Sekil 34a, 34b
ve 34c’deki adimlari takip etmistir.
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Sekil 34. O2’nin takip ettigi adimlar

Daha sonra Sekil 35a’daki gibi ¢izim yapmistir ve “merkez agi ....cevre agiyt
kullanarak ¢apr gordiigii icin 90°...benzerlikten gidiyorum ... su agi ile su a¢1”
diyerek Sekil 35b ve Sekil 35¢ de gosterdigi agilarin es oldugunu ifade etmistir.

a) .b) -C) .

Sekil 35. 02’nin gosterdigi es agilar

Daha sonra “Su agi ile su agi egit” diyerek Sekil 36a ve 36b’deki agilarin

Olciilerinin esit oldugunu ifade etmistir.

b)
Sekil 36. O2nin gosterdigi es agilar

Daha sonra “dolayisiyla benzerlikten giderek... soyle soyleyebilirim... simdi
buc... ¢ — aise surasi da c... zaten burasi ii¢geni esit par¢alara bolen kenarortay...
suradan bakiyorum (Sekil 37a)....c + a bunun karsisinda....bunun karsisinda b......
surdan bakiyorum (Sekil 37b) b...bunu karsisinda ¢ — a... isler dislardan yine

b2nin c? — a?, a? + b?nin de c?ye esit oldugunu benzer iicgenlerden cemberin
capint goren ¢evre aciyla buluyoruz ~ diyerek HTa = ﬁ esitliginden hareketle

b? = ¢? — a? sonrasinda da a? + b? = ¢? yazmistir. Bundan sonra “a? + b? = ¢?
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oldugunu benzer ii¢genlerden ¢emberin ¢apini goren c¢evre agiyla buluyoruz.”

demistir.

Sekil 37. O2’nin aciklamasi

O2’nin birinci asamada kagidma yazdiklar1 Sekil 38a’da, ikinci asamada

kagidina yazdiklar1 Sekil 38b’de verilmistir.

C+O¥ S

o —

1_: LZ—- C‘/l

=]

a L= 2

a) b)

Sekil 38. 02 nin birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklari

O2’nin birinci asamada verdigi yanit ile ikinci asamada verdigi yanit
karsilastirildiginda, birinci asamada “gemberin ozellikleri” seklinde ifade ederken
ikinci asamada gorselden faydalanarak Pisagor teoremini elde etmistir. O2 sadece
gorselden yola c¢ikarak yani esitlikler verilmeden Pisagor teoremi ile

iliskilendiremedigi sdylenebilir.
4.2.1.3. 03’iin ispatindan Elde Edilen Bulgular

Gorseli inceledikten sonra “Simdi seklimizde surast merkez... yarigapt ¢
birim olan ¢ember var. Biz buradan bu c¢emberi.... merkezi goren ¢evre agi
cizdigimizde (Sekil 39a, 39b) 90°. Suraya a, suraya B diyorum. Burasi da 90° (Sekil
39¢) tiggenin i¢ agilart toplami 180° oldugu icin a + B ...90° dir, o yiizden bura 8
ise sura a burast 90° ise a burasi ne olur [ o yiizden su ii¢gen ile su ticgen benzer
ticgenler ¢ikiyor. Harflendirirsem A, B, C, D harflerini verdik ABC ii¢geni benzerdir,
A agim B oldugu icin DAC ii¢geni, AB burada zaten uzunluklar yok suradan
bakalim. AC’nin uzunlugunun DC’ye uzunlugu esittir BC’nin uzunlugunun AC’ye

uzunlugu olacak. AC’nin uzunlugu b, DC’nin uzunlugu ¢ — a, BC’ nin uzunlugu
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¢ + a, AC nin uzunlugu b’dir. Buradan icler dislar ¢carpimi yaparsak b? ..iki kare
farki var burada. c¢?® — a? olur. c? yalmiz birakirsak da c?* = a* — b? yani Pisagor

teoremini elde etmis oluruz.”

- —
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Sekil 39. 03’iin benzerlik kurarken yaptig1 adimlar

Ifade ettiklerini Sekil 40b’deki gibi kagidina yazmistir. Soru ile
karsilamasinda ispat1 yapana kadar olan tiim siire¢ 1 dk. 36 sn. siirmiistiir. O3’iin
birinci asamada kagidina yazdiklar1 Sekil 40a’da, ikinci asamada kagidina yazdiklari
Sekil 40b’de verilmistir.

bewprd ™ : el /
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a) b)

Sekil 40. O3’iin birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklar

O3’iin birinci asamada verdigi yamit ile ikinci asamada verdigi yanit
karsilastirildiginda, birinci asamada “cemberde yaricap, teget, kiris, ¢ap
uygulamalar” seklinde ifade ederken ikinci asamada gorselden faydalanarak
Pisagor teoremini elde etmistir. O3 sadece gorselden yola cikarak yani esitlikler

verilmeden gorseli Pisagor teoremiyle iligkilendiremedigi soylenebilir.
4.2.1.4. O4’iin ispatindan Elde Edilen Bulgular

04 soruyu inceledikten sonra “Cember kisminda verilen ifadenin esitligini
incelersek kenarlart arasinda oranlar var. Bunlart yazabilmek i¢in surada bir tane
dik tiggenimiz var. Bir dik iicgende kendimiz elde etmemiz lazim. Simdi burada
surasimin ¢ap oldugunu, surast ¢ (Sekil 41a) c kadar (Sekil 41b) surasimin da c
kadar oldugunu biliyorum demek ki burasi ¢cap. Capt goren ¢evre aciyi ¢izdim (Sekil
41c ve 41¢) buraninda 90 oldugunu tepesine yazdim. Su anda bir tane 90°lik dik
ticgenim, surada bir tane 90°lik dik ii¢genim var. Ayni sekilde surada da 90°lik bir

dik iiggenim var. Simdi benzerligi yazarsak. Hangi ii¢genlerin benzerligini
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yazacagumizi su sekilde ben tarayayim oncelikle su kiiciik ticgenle (Sekil 41d)
suradaki (Sekil 41e) iicgenin benzerligini yaziyorum. Simdi suradaki a¢iya a dersem
(Sekil 41f) a’min karsisindaki b’nin suradaki (Sekil 41Q) bos kalan yani 90° nin
haricindeki surada bos kalan a¢imin karsisindaki ¢ + a ya orami, ayni sekilde su
kisma bakarsak burada da ¢ — a surdaki a¢i ¢ — a min surdaki aginin karsist b’ye
orant ifadesi esitligi verecektir. Zaten burada icler dislar yaptigimizda b* = (¢ —
a)-(c+a) b? esittir iki kare farkindan c? — a? esitligine gelecek a? bu tarafa

atarsak a? + b?, c? ye esittir, Tamam.”

a)
V)
.,,—q-s-""" 1\ \ \ \
f) g s ¢(9 £y k
Sekil 41. O4’{in ispat siireci
04 ifade ettiklerini Sekil 42 b’deki gibi kAgidia yazmustir.
. | ,“'/V/
‘ o)z o
a) b) :

Sekil 42. O4’{in birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklari

O4’iin ilk asamada verdigi yanit (Sekil 42a) ile ikinci asamada verdigi yanit
karsilagtirildiginda, ilk asamada ‘“cember iizerindeki iiggenin kosesinden ¢ap
hipoteniis olacak sekilde ti¢gen cizildiginde bu ii¢genin dik ii¢ggen oldugu ve verilen
kiictik dik tiggenle benzerlik yapilarak c, a, b arasinda baginti bulunabilir” seklinde

ifade ederken ikinci asamada gorselden faydalanarak Pisagor teoremini elde etmistir.
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04 sadece gorselden yola ¢ikarak yani esitlikler verilmeden, gorseli Pisagor teoremi

ile iligskilendirememistir.
4.2.1.5. O5’in Ispatindan Elde Edilen Bulgular

O5 soru ile karsilastiktan sonra “burada da Pisagor teoremini gorselden
faydalanarak nasil elde edildigini séylemis ben burada uu yaricapt ¢ olan bir
cember ve merkezden kirige indirilen dikme iki esit par¢aya béler 11 teoreminden
yararlanarak buranin esitligi de b olacaktir (Sekil 43a) ben su noktaya (Sekil 43b)
gore i¢ kuvvet uyguladigim zaman b ¢arpt b esittir, ¢ arti a ¢arpt c-a (yani
b.b=(c+a)(c-a) ) esitligini elde ederim ki buradan da b? iki kare farkindan c*-a’ ve
bizden de istenen c? nin a*+ b? esitligine ulasmamizdir. Pisagor bagintisi bu sekilde
elde ediliyor. Ayni zamanda eslik de kurulabilir. Benzerlikte kurulabilir ama benim

«

aklima gelen ilk ifade i¢ kuvvetten yararlanarak ispatlamak oldu.

b)

Sekil 43. O5’in ispat siireci

05 ifade ettiklerini Sekil 44b’deki gibi kagidina yazmustir.

2) i n e

Sekil 44. O5’in birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklar

O5’in birinci asamada verdigi yanit (Sekil 44a) ile ikinci asamada verdigi
yanit karsilastirildiginda, birinci asamada “cember 6zellikleri konusunda yarigap
uzunlugu bulma “seklinde ifade ederken ikinci asamada gorselden faydalanarak
Pisagor teoremini elde etmistir. O5 sadece gorselden yola cikarak yani esitlik

verilmeden gorseli olarak Pisagor teoremiyle iligkilendirememistir.
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4.2.1.6. O6’nn Ispatindan Elde Edilen Bulgular

Gorsele baktiktan sonra “Simdi ben bu soruda ¢apin kestigi kirig dik olursa
eger bu iki es parcaya ayrilir demektir.” dedikten sonra Sekil 45a’daki gibi kirisi
uzatmistir. Daha sonra “Burast (Sekil 45b°de gésterildigi uzunluk) b uzunlugunda
ise burasi da (Sekil 45c’de gosterildigi uzunluk) b uzunlugundadir. Uzunluklardan
biri b ise digeri de b uzunlugundadwr demektir. Simdi bizim kuvvetler ¢arpimimiz
vardi a + c ile ¢ — a’min ¢arpimi, b ile b’nin ¢arpimina esit olmak zorunda devam
edelim bunu agtigim zaman burada zaten iki kare farki vardi. Buda nedir c*> — a? ye
ulasmis oluyorum. b ile b ‘nin ¢arpimi da b?ye esit oluyor. a® karsiya goénderecek
olursam c? esittir —a? karsi tarafa +a® olarak gecer bu da bize su iicgendeki (Sekil

45¢’de gosterdigi gibi) Pisagor teoremine ulastirir” demistir.

ki

Sekil 45. O6’nin ispat siireci

b)

06 ifade ettiklerini Sekil 46b’deki gibi kigidina yazmstir.

//

—

a) b) .V

Sekil 46. O6 nin birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklari

O6’nin birinci asamada verdigi yanit (Sekil 46a) ile ikinci asamada verdigi
yanit karsilastirildiginda, birinci asamada “Birbirini dik kesen kirislerin, kesisim
noktasindan ¢arpimlari birbirine esittir. Bu da Pisagor teoremine ulastiriyor.”
seklinde ifade etmis, ikinci asamada gorselden faydalanarak Pisagor teoremini elde
etmistir. O6 sadece gorselden yola cikarak yani esitlik verilmeden de gérseli Pisagor

teoremiyle iliskilendirebilmistir.
4.2.1.7. O7’nin ispatindan Elde Edilen Bulgular

Gorsele bakip biraz diisiindiikten sonra “Pisagor teoremini bulmaya ¢alistim.

Burada ¢emberden faydalandim ve benzerlikten yararlanarak Pisagor teoremine
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ulasmaya ¢alistim ve ulastim” demistir. Ifade ettiklerini Sekil 47b’deki gibi kagidina

yazmistir.

a) y

Sekil 47. O7’nin birinci ve ikinci asamada kagidina yazdiklari

O7°nin birinci asamada verdigi yanit ile ikinci asamada verdigi yanit
karsilastirildiginda, birinci asamada “Cember ve benzerlikten Pisagor’a ulasmak”
seklinde ifade ederken ikinci asamada gorselden faydalanarak Pisagor teoremini elde
etmistir. O7 sadece gorselden de yola ¢ikarak yani esitlik verilmeden gorseli Pisagor

teoremiyle iliskilendirebilmistir.
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BOLUM V
SONUCLAR ve TARTISMA

5.1. Birinci Alt probleme yonelik sonuclar ve tartisma

Calismaya katilan 20 matematik 6gretmeninden 19’u Pisagor teoreminin
Garfield tarafindan yapilmis olan ispatindaki gorseli kitaplarda (iiniversite hazirlik
soru bankasi, geometri test kitabi, ders kitabi, matematik test kitaplar1), ilkokulda
veya derslerde gordiiklerini ifade etmislerdir. Yalmzca O14 daha 6nce gérmedigini
ifade etmistir. ikinci asamaya katilan 7 matematik dgretmeni de (O1, 02, 03, 04,
05, 06, O7) gorseli daha 6nceden gordiiklerini ifade etmislerdir. Fakat Hardy
tarafindan yapilan ispattaki gorseli ise calismaya katilan 20 matematik
dgretmeninden yalnizca on ikisi (02, 03, 05, 08, 010, 011, 012, 015, 017, 018,
019, 020) kitaplarda (matematik, geometri, ders kitab1 gibi), matematik derslerinde
veya geometride gordiiklerini ifade etmislerdir. Diger 8 matematik dgretmeni ise
(01, 04, 06, 07, 09, 013, 014, O16) ise daha 6nce gdrmediklerini ifade etmistir.
Ikinci asamadaki goriismelere katilan tiim &gretmenler Garfield tarafindan yapilan
ispattaki gorseli Onceden gordiiklerini ifade etmisken Hardy tarafindan yapilan
ispattaki gorseli ise O1, O4, 06, O7 daha 6nce gérmediklerini ve 02, O3, O5 daha
once gordiklerini ifade ettigi gorilmektedir. Her iki gorsel birlikte
degerlendirildiginde O14 her iki gorseli daha onceden gdrmedigini ifade eden tek
ogretmendir. 014 egitim fakiiltesinden mezun 9 yillik lise matematik &gretmenidir.
Pisagor teoremi ile iliskilendiremese bile geometri derslerinde de en azindan bir

sekilde karsilasmis oldugu sorular, 6rnekler ile benzerlik kurmasi beklenmistir.

Garfield tarafindan yapilan Pisagor teoreminin ispatindaki gorselin ne ifade
ettigine yonelik birinci asamada bir matematik 6gretmeni (O20) higbir cevap
vermezken 8 dgretmenin (01, 02, 04, 05, 06 07, 010, O12) cevabi “Pisagor
teoremi” kategorisinde degerlendirilmistir. Bu 6gretmenlerden yalnizca 6 matematik
ogretmeni Pisagor teoremi ile ilgili oldugunu ifade etmistir. 2 6gretmen ise (04, O7)
alanlardan yola ¢ikarak Pisagor teoremini agiklamig ama Pisagor teoremi diye ifade
etmemistir. Bu 6gretmenlerin cevabi da Pisagor teoremi kategorisi altina alinmistir.
Bu 6 dgretmenden yalmzca biri (06) “Ucgenlerin alam toplami yamugun alanina

esit oldugundan Pisagor’a ulasilir” seklinde ifade etmis ve gorselden yararlanarak
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nasil elde edilebilecegine yonelik agiklama yapmustir. Yani O6 hem Pisagor teoremi
oldugunu ifade etmis hem de gorsel ile nasil elde edilebilecegini agiklamistir. Diger
ogretmenler (01, 02, 05, 010, O12) yalnizca Pisagor teoremi yazmis fakat nasil
elde edilebilecegi ile ilgili herhangi bir agiklama yapmamaislardir. Bunun yani sira bu
6 0gretmen Pisagor teoremine ek olarak da liggenlerde eslik benzerlik, sekli agciklama
ifadelerini yazmislardir. Sonug olarak 8 6gretmen Pisagor teoremi oldugunu ifade
ederken yalnizca 3 6gretmen nasil bulunacag ile ilgili agiklama yapmistir. Geriye
kalan on bir matematik o6gretmeni ise ya gorselde verilen geometrik sekillere
odaklanmislar ya da eslik-benzerlik demislerdir. Gergekten 5 matematik Sgretmeni
(03, 09, 013, 017, O18) yalmzca gorselde verilen geometrik sekillere

odaklanmiglardir. Bu dgretmenlerden iicii (03, 017, 018) sadece dik yamuk derken
2’si (09, 013) dik yamukla birlikte dik {iggen ve es iiggenleride ifade etmislerdir. 4
ogretmen (08, O11, 014, O15) ise “benzerlik” seklinde ifade etmislerdir. Bu

Ogretmenlerden biri yalnizca benzerlik yazarken ikisi benzerlige ek olarak dik
yamuk dik tliggen es iiggen seklinde ifade etmisken bir tanesi ise benzerlige ek

olarak yamuk-yamukta alan seklinde ifade etmistir. 2 6gretmen (016, O19) ise dik

ticgenle ilgili bagintilar seklinde ifade etmistir. Ozellikle bu iki 6gretmen ile farkls
zaman ve mekanda veri toplanmasina ragmen ayni kelimeleri ifade etmis olmalari

dikkat ¢ekmektedir._1 &gretmen (O4) ise yamugun alanma ek olarak es iicgenler

yardimiyla kenar uzunlugunu bulma ve kenarlar arasindaki uzunluk iliskisini ifade
ettigi  goriilmektedir. Ozetlemek gerekirse calismaya katilan 20 matematik
ogretmeninden 19 tanesi gorseli daha Once gordiiklerini ifade etmelerine ragmen
yalmizca 8 dgretmen (01, 02, 04, 05, 06, 07, 010, O12,) Pisagor teoremi ile
iliskili olabilecegini ifade etmis bu dgretmenlerden de yalnizca 3’ii (04, 06, O7) bu
iliskinin nasil oldugunu aciklamistir. Yalnizca bir 6gretmen (O6) hem Pisagor
teoremi oldugunu ifade etmis hem nasil bulunacagm ifade etmistir. ki 6gretmen
(O4 ve O7) Pisagor teoremi dememesine ragmen alanlari esitlemekten bahsederken 5
ogretmen (01, 02, 05, 010, O12) nasil bulunacagm agiklamadan sadece Pisagor
teoremi demistir. Diger taraftan Pisagor teoremi oldugu ifade eden § 6gretmenden
6’s1 (01, 02, 04, 05, 06, O7) ikinci asamaya katilan &gretmenlerdir. Pisagor
teoremi oldugunu ifade etmeyen O3 ise sadece “Dik yamuk sekli” seklinde ifade

etmis yani sadece gorseli agiklamistir.
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Hardy tarafindan yapilan Pisagor teoreminin ispatindaki gorselin ne ifade
ettigine yonelik birinci asamada verdikleri cevaplardan 5 dgretmenin cevabi (07,
08, 06, 04, O14) Pisagor kategorisinde degerlendirilmistir. Bu 5 dgretmenden 3’ii
(04, 06, O7) ikinci asamaya katilan 6gretmenlerdir. Ikinci asamaya katilan diger
ogretmenler ise tam olarak ifade edemiyorum (O1), ¢emberin 6zellikleri, gemberde
teget yarigap, kiris (02, O,5, O3) seklinde ifade etmislerdir. Giiner ve Topan (2016)
ilkogretim matematik Ogretmeni adaylariyla yapmis oldugu c¢aligmada Pisagor
teoreminin ispat1 gibi asina olduklar: ispatlarda, diger ispatlara nazaran daha fazla
gecerli ispat yazabildikleri goriilmiistiir. Bu durum 6gretmen adaylarinin ispata dair
yasamis olduklar1 deneyimler ile ispat becerileri arasinda dogru oranti oldugu
seklinde yorumlanmistir. Gierdien (2007) sOzsliz ispatlarda bulunan sekiller ve
diyagramalar teoreme nasil baglayacagimiza ve teoremin ni¢in dogru oldugunu
anlamamiza yardimcidirlar. ikinci asamaya katilan, birinci asamada Pisagor teoremi
ile iligkilendiremeyen 6gretmenler de gorsel ile esitlik birlikte verildiginde gorseli
Pisagor teoremiyle iliskilendirerek Pisagor teoreminin ispatini yapabildikleri
goriilmiistiir. Ogrencilere farkli ispat yontemleri dgretebilmek igin 6gretmenlerin
farkli ispat yontemleri hakkinda bilgi sahibi olmalar1 gerektigi sdylenebilir (Polat
2018, s.150)

5.2. Ikinci alt probleme yénelik sonuclar ve tartisma

Sozsliz ispat1 yapma siirecinde katilimcilar soruyu okuma, soruyu agiklama,
plan yapma, gorseldeki geometrik sekilleri inceleme, gorselde verilen iliskileri
aciklama, verilen matematiksel ifadeleri gorsel tizerinde gosterme, kavramsal bilgi
ifade etme, kavramsal bilgiyi gorsele uyarlama, ispat1 yapma, degerlendirme yapma
gibi asamalar1 izlemislerdir. Bu asamalar Boero (1999), Heinze ve Reiss (2004)
asamalarina benzemektedir. Gorseldeki geometrik sekilleri inceleme ve verilen
matematiksel ifadeleri inceleme sonra matematiksel ifade ile gorsel arasinda iliski
kurma asamasinin tiim ispat siirecini yonlendirdigi goriilmektedir. Dolasiyla
Doruk’un (2016) ifade ettigi gibi ispata baslamadan 6nce basarili bir argiimantasyon
slireci gecirme ispat yapma siirecinde Onemlidir. So6zsliz ispat silirecinde 6n
ogrenmeler olarak kavramsal bilginin de 6nemli bir boyut oldugu ifade edilebilir. Bu
bulgu Karras (2012) geometrik bilgi diizeyi iyi olan 6gretmen adaylarinin sozsiiz

ispatlar1 daha iyi ¢Ozebildigi onceden Ogrenilmis bilgiyi kullanmay1 gerektirdigi
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goriisiinii desteklemektir. Ispat1 yapma asamasi var olan bilgilerin transferi, islem
yapabilme becerisi gibi bircok degiskeni i¢inde bulundurmaktadir. Bu asamada ispat
yapmada basarisiz olma ile ilgili ¢aligmalarin (Bardelle, 2009; Moore, 1994; Reiss
vd., 2002) bulgularini desteklemektedir.

Diger taraftan ogrencilere ispat ve muhakeme becerisinin 6gretimi ve
gelisimi Ogretmenlere baglidir. Eger 6gretmenler 6grenciler igin genis bir 6grenme
yelpazesi sunarlar ve degisik ispat yontemlerini verirlerse 6grenciler matematigi ve
matematiksel diisiinceyi daha iyi anlayip yaraticiliklarini artiracaklardir (Altiparmak
ve Ozis, 2005). Chambers (1999) Pisagor teoremini “en iyi” dgretme ydntemi igin
ogretmenlere farkli segenekler sunmak, alternatif yaklasimlar {izerinde diisiinmeye
tesvik etmek ve dgretmenleri Pisagor teoremini 6gretme baglaminda ispat konusunu
diistinmeye zorlamak oldugunu ifade etmistir. Nitekim Ogretmenler eger pisagor
teoreminin uzunluk ile mi alan ile mi verilmesi konusunda derin anlayis sahibi
olabilirlerse hem nasil ispatlanacagi hem de nasil dogrulanacagi konusunda rehberlik
edebileceklerdir. Ustbiligsel olarak da kendi ispat siireclerinin farkinda olurlarsa
ogrencilerin zorluklarinin iistesinden nasil gelebilecekleri konusunda anlayisa sahip
olabileceklerdir. S6zsiiz ispatlarda, ispat yapan neyin onemli olup olmadigini,
iligskileri neye gore siralamasi gerektigini saptamak durumundadir (Borwein ve
Jorgenson, 2002). Dolayisiyla bu ispatlarin derslerde kullanilmasi, 6grenciye ispat
becerisinin yaninda muhakeme yapabilme, sonuca ulagabilmesi i¢in degerlendirme

ve matematiksel bilgiyi kullanabilme olanagi saglayacag: diisiiniilmektedir.
5.3. Oneriler
Ileride yapilacak olan ¢alismalara yonelik asagidaki oneriler sunulabilir.

1. Bu c¢alismada yalnizca Pisagor teoremi ile ilgili sdzsiiz ispat yapma
stireci incelenmigtir. Farkli sozsiiz ispatlar ile de benzer calismalar
yapilabilir.

2. Bu calismada yalnizca ogretmenlerin sozsiiz ispat yapma siiregleri
incelenmistir. Bu c¢alismanin sonuglar1 6gretmen adaylarinin  ve
ogrencilerin sdzsiiz ispat yapma siirecleri karsilastirilabilir benzerlik ve

farkliliklar belirlenebilir.
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3. Bu calismada 6gretmenlerden herhangi bir sozsiiz ispat olusturmalari
beklenmemistir. Ogretmen, Ogretmen adaylart ve dgrencilerin
kendilerinin olusturabilecegi sozsiiz ispatlar ile ilgili ¢alismalar
yapilabilir.

4. Matematik derslerinde 6gretmenlerin sozsiiz ispatlar yontemlerini etkili
kullanmalarin1  saglamak igin Ogretmenlere sozsiiz ispatlar ve
yontemleriyle ilgili cesitli hizmet i¢i egitimler verilebilir. Bu sayede
Ogretmenlerin sozsiiz ispatlarla ilgili yeterli bilgiye sahip olmalari
saglanabilir.

5. Matematik Ogretim programlarindaki kazanimlar ve agiklamalari
detaylandirilabilir ve bunun yansimasindan biri olan ders kitaplarinda

daha fazla ve farkl etkinliklere yer verilebilir.
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EKLER

Ek 1. Birinci asamada kullanilan veri toplama araci

1-Boyle bir resmi daha once gordiiniiz mii? Cevabiniz evet ise Nerede oldugunu
yaziniz Hayir (......)/ Evet (.....) Nerede ..............
2- Resmin ne ifade ettigini aciklaymniz

b

1-Boyle bir resmi daha dnce gordiiniiz mii? Cevabiniz evet ise Nerede oldugunu
yaziniz Hayir (......)/ Evet (.....)) Nerede ..............
2- Resmin ne ifade ettigini agiklaymiz

B @

1-Boyle bir resmi daha dnce gordiiniiz mii? Cevabiniz evet ise Nerede oldugunu

yaziniz Hayir (......)/ Evet (.....) Nerede ..............

2- Resmin ne ifade ettigini aciklaymniz
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1-Boyle bir resmi daha dnce gordiiniiz mii? Cevabiniz evet ise Nerede oldugunu

yaziniz Hayir (......)/ Evet (.....) Nerede ..............

2- Resmin ne ifade ettigini a¢iklayiniz

1-Boyle bir resmi daha dnce gordiiniiz mii? Cevabiniz evet ise Nerede oldugunu

yaziniz Hayir (......)/ Evet (.....) Nerede ..............

2- Resmin ne ifade ettigini agiklaymiz

1-Boyle bir resmi daha 6nce gordiiniiz mii? Cevabiniz evet ise Nerede oldugunu
yaziniz Hayir (......)/ Evet (.....) Nerede .............. 2- Resmin ne ifade ettigini

aciklaymiz
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1-Boyle bir resmi daha dnce gordiiniiz mii? Cevabiniz evet ise Nerede oldugunu

yaziniz Hayir (......)/ Evet (....) Nerede .............. 2- Resmin ne ifade ettigini
aciklayiniz
x%y’-l Clcos28, sin26)
20086 2sind
0 20 s
" ) D 3

1-Boyle bir resmi daha dnce gordiiniiz mii? Cevabiniz evet ise Nerede oldugunu
yaziniz Hayir (......)/ Evet (.....)) Nerede .............. 2- Resmin ne ifade ettigini

aciklayiniz

1-Boyle bir resmi daha dnce gordiiniiz mii? Cevabiniz evet ise Nerede oldugunu

yaziiz Hayir (......)/ Evet (.....) Nerede .............. )

2- Resmin ne ifade ettigini aciklaymniz

mslj
122 L 1

17

90




1-Boyle bir resmi daha 6nce gordiiniiz mii? Cevabiniz evet ise Nerede oldugunu

yaziniz Hayir (......)/ Evet (.....) Nerede ..............

2- Resmin ne ifade ettigini agiklayimiz
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Ek 2. ikinci asamada kullanilan veri toplama araci

Gorselden faydalanarak verilen esitliklerin nasil elde edildigini

aciklayimz.

=210+ 12 2l o)
A=2 2alz+2¢: -E(ui-b)

?=a®+ b2

Gorselden faydalanarak verilen esitliklerin nasil elde edildigini aciklayiniz.

(a+b)?=a’+2ab+b?

Gorselden faydalanarak verilen esitliklerin nasil elde edildigini aciklayiniz.

©0006606e6/0

1+2+--~+n=1n(n+1]
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Gorselden faydalanarak verilen esitliklerin nasil elde edildigini aciklayimz.

1/2

1/2

Gorselden faydalanarak verilen esitliklerin nasil elde edildigini aciklayiniz.

L+ax = (r+af2P-@/2
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Gorselden faydalanarak verilen esitliklerin nasil elde edildigini aciklayimz.

A
Clooe26, sin26)
2sinf
20 .
- x
] B
AACD ~ AABC
T/ AC = BE/AB AD/'AC = AC/ AB
5in20/2cos6 = 2sinfy2 (1 + cos26) /20058 = 2oos6/2
sin2f = Zsinfosd cos20 = 2c0s26-1

Gorselden faydalanarak verilen esitliklerin nasil elde edildigini aciklayimz.

PePaPetmd = (14243440
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Gorselden faydalanarak verilen esitliklerin nasil elde edildigini
aciklayiniz.

3
Pl
1/2 1
12°
1
1 1 1
£+E+§+ w =1

Gorselden faydalanarak verilen esitliklerin nasil elde edildigini
aciklayimz.
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