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ÖZET 

ĠLTER ARSLANTAġ, Ebru. Matematik Öğretmenlerinin Sözsüz Ġspat 

Becerilerinin Pisagor Teoremi Bağlamında Ġncelenmesi, Yüksek Lisans Tezi, 

Sivas, 2020. 

Bu çalıĢmada matematik öğretmenlerinin sözsüz ispat yapma becerilerini 

Pisagor teoremi bağlamında incelemek amaçlanmıĢtır. ÇalıĢma iki aĢamada 

gerçekleĢtirilmiĢtir. Ġlk aĢamada açıklama olmaksızın yalnızca görseller verilmiĢ ve 

hangi matematiksel kavramlar ile iliĢkilendirdikleri tespit edilmiĢtir. Ġkinci aĢamada 

ise görseller ile birlikte hangi matematiksel ifadeye yönelik olduğu açıklamalar 

verilmiĢ ve ispat yapma süreçleri incelenmiĢtir. Ġlk aĢama 20 matematik öğretmeni 

ile ikinci aĢama ise bu öğretmenlerden gönüllü olan 7‟si ile yürütülmüĢtür. 

ÇalıĢmada nitel araĢtırma yöntemlerinden durum çalıĢması kullanılmıĢtır. Veriler iki 

farklı Pisagor teoreminin ispatına yönelik verilen görsel ile toplanmıĢtır.  Ġlk 

aĢamada elde edilen veriler içerik analiz tekniği ile analiz edilmiĢtir.  Daha sonra 

ikinci aĢamada 7 matematik öğretmenin ispat yapma süreçleri incelenmiĢ ve ilk 

aĢamadaki cevapları ile karĢılaĢtırmalar yapılmıĢtır. Elde edilen bulgular Pisagor 

teoremine yönelik görsellerle karĢılaĢtıklarını ve ispat sürecinde sergiledikleri 

davranıĢları açığa çıkarmıĢtır.  

Anahtar Kelimeler: Ġspat, GörselleĢtirme, Sözsüz Ġspatlar, Matematik Öğretmeni 
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ABSTRACT 

ĠLTER ARSLANTAġ, Ebru. Examining the Proofs Without Words Skills 

Mathematics Teachers in the Context of the Pythagorean Theorem, Master 

Thesis, Sivas, 2020. 

In this study, it was aimed to examine the proofs without words skills of 

mathematics teachers in the context of the Pythagorean theorem. The study was 

carried out in two stages. In the first stage, only visuals were given without 

explanation and it was determined which mathematical concepts they associated 

with. In the second stage, the explanations about the expression along with the 

visuals are given and the processes of making proof were examined. The first stage 

was conducted with 20 mathematics teachers and the second stage was conducted 

with 7 volunteers among those teachers. Case study, one of the qualitative research 

methods, was used in the study. The data were collected with the visual given for 

proof of two different Pythagorean theorems. The data obtained in the first stage 

were analysed by content analysis technique. Then, in the second stage, the proof-

making processes of 7 mathematics teachers were examined and comparisons were 

made with the answers in the first stage. The findings revealed that they encountered 

visuals for the Pythagorean theorem and their behaviour during the proof process. 

Keywords: Proof, Visualization, Proofs Without Words, Mathematics Teacher  
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BÖLÜM 1 

GĠRĠġ 

Bu bölümde araĢtırmanın problem durumu, amacı, önemi, varsayımları, 

sınırlılıkları ve araĢtırmadaki tanımlar verilmiĢtir. 

1.1. Problem Durumu 

Ġspat ve ispatın öğretiminin, öğrencilere kazandırdıkları her zaman matematik 

ve matematik eğitiminde araĢtırmaların konusu olmuĢtur. Ġspat matematiksel 

düĢünmenin bir alt boyutu olduğundan matematik eğitimcileri öğrencilerin ispat 

becerilerinin geliĢtirilmesinin matematiksel düĢünme becerisini geliĢtireceğine 

vurgulamaktadırlar. Bunun yansıması olarak da akıl yürütme, muhakeme yapabilme 

ve ispat hem Türkiye‟de hem de yurt dıĢında matematik öğretim programlarının 

geliĢtirmeyi hedeflediği beceriler arasında yer almaktadır. GeliĢen teknoloji ve 

araĢtırmalar doğrultusunda Argün, Arıkan, Bulut ve Halıcıoğlu‟nun (2014) ifade 

ettiği gibi “artık fikirlerin anlaşılması ve keşfedilmesi gereken yeni bir dünyası 

vardır ve bu dünyaya girmek için matematiksel ispatın kullanılması gerekmektedir.” 

(s. 234). Bu yaklaĢım ise ispata yüklenen önemin daha da artacağının göstergesidir.  

Ġspatın farklı tanımları yapılmaktadır. Ġspat, bir teoremin anlaĢılmasını, 

öneminin kavranmasını sağlayan sosyal süreç (Dede & KarakuĢ, 2014, s. 50), bir 

ifadenin doğruluğu ile ilgili deliller (Rodd, 2000, s. 225), geçerliği önceden 

ispatlanmıĢ aksiyom ve teoremlere dayandırılmıĢ ifadeler dizisi (Morash, 1987, s. 

149), bir dizi geçerli sonuçlar (Hanna & Sidoli, 2007, s.75), tanımlar ve aksiyomlarla 

fikirlerin açıklık kazandığı final aĢaması (Hanna, 1991, s. 55), muhakeme edilmiĢ 

delillerin kullanılmasıyla bazı ifadelerin doğruluğu hakkında birilerini ikna etmek 

(Almeida, 1996, s. 660), bir dizi mantıksal hükümlerle önermenin doğru ya da yanlıĢ 

olduğunu gösterme (Konyalıoğlu, 2015, s. 43) Ģeklinde tanımlanmaktadır. Bu 

tanımlardan da görüldüğü gibi ispatın farklı yönlerine vurgu yapılmaktadır. 

Hanna‟ya (2000, s. 8) göre ispat bir iddianın doğruluğunu ya da yanlıĢlığını 

göstermeyi amaçlamaktan çok neden doğru ya da yanlıĢ olduğunu göstermeyi 

amaçlamaktadır. 

Öğrencilerin bireysel farklılıkları olmasına rağmen genellikle ispatlar öğrencilere 

değiĢmez ve kesin formatta sunulmaktadır (Lockhart, 2009, s. 18). Hâlbuki öğrenme ve 
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öğretme sürecinin anlamlı olabilmesi için öğrencilerin ilgi, öğrenme ihtiyacı, hazır 

bulunuĢluk düzeyi, öğrenme stili gibi bireysel farklılıklarının tespit edilmesi ve öğretim 

yöntem ve teknikleri belirlenirken bu farklılıkların göz önünde bulundurulması 

gerekmektedir (MEB, 2018). Bu bağlamda düĢünüldüğünde öğrencilere 

kullanabilecekleri alternatif ispat yöntemlerinin sunulması, hem zengin öğrenme 

ortamları oluĢturmuĢ olacak hem de bir ispatı yapmak için baĢvurulabilecek alternatif 

yollar sunulmasıyla öğrenciye farklı bakıĢ açıları kazandırılmıĢ olacaktır. Dede ve 

KarakuĢ (2014), öğrencilerin ispat yapma süreçlerini kolaylaĢtırmak için görsel 

çizimlerden yararlanılabileceğini ifade etmiĢlerdir. Bu görüĢe paralel olarak da Bell 

(2011) matematiksel bir kanıtın görselinin oluĢturulmasının onun daha iyi 

anlamlandırılmasını sağlayacağına vurgu yapmaktadır. 

Öğrencilerin ispat becerisini geliĢtirmenin yollarından biri de görselleştirme 

yapmaktır. GörselleĢtirmenin amacı resimler, imajlar ve diyagramlar kullanılarak 

matematiksel düĢünmeyi geliĢtirmede bireye yardımcı olmaktır (Yılmaz & Argün, 

2013, s. 565). Diyagramlar ve diğer görsel sunumlar matematiğin her alanında her 

daim kullanılmıĢtır (Hanna & Sidoli, 2007). GörselleĢtirme; zihinden geometri 

yapma, Ģekillerin zihinsel görüntülerini oluĢturma ve hayalinde görüntüler üzerinde 

çalıĢmayı, Ģekillerin farklı perspektiften nasıl görüleceğini, içermektedir (Van de 

Walle, Karp, & Bay-Williams, 2019). Ayrıca görselleĢtirme, görsel bilgileri temsil 

etme, dönüĢtürme, üretme, iletiĢim kurma, belgeleme ve yansıtma kabiliyetlerini 

içermekle beraber, (Hershkowitz, 1990) matematiksel bir fikri iletmek, açıklamak 

veya ikna etmek için bir araç olup Ģekil veya diğer görsel sunumları kullanmaktır 

(Hanna & Sidoli, 2007). 

Bardelle (2009) öğrencilerin herhangi bir konu ile karĢılaĢtıklarında 

kullanabilecekleri tekniklerin, araçların ve teoremlerin farkında olmamalarının 

sebebinin öğrencilerin öğretim hayatlarında görselleĢtirmeyle çok az 

karĢılaĢmalarına bağlamaktadır. Öğrencilerin görselleĢtirmeyi kullanabilmeleri ise 

derslerde görselleĢtirme etkinlikleriyle karĢılaĢmaları ve görselleĢtirmeyi kullanmaya 

teĢvik edilmeleriyle mümkün olmaktadır (Rodd, 2000). Alsina ve Nelsen (2010) 

matematiksel baĢarı için görselleĢtirme yeteneğinin gerekliliğinden bahsetmektedir. 

O halde öğretmenleri, öğretmen adaylarını hatta öğrencileri görsel etkinliklerle daha 

fazla karĢı karĢıya getirmek önemlidir. 
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GörselleĢtirmenin matematik eğitimindeki rolü ve öğrencilerin, öğretmen 

adaylarının ve hatta öğretmenlerin ispatta zorlandıkları göz önüne alındığında görsel 

ispat veya sözsüz ispatlara vurgu son yıllarda gittikçe artmaktadır. Aslında son 

yıllarda bulunmuĢ bir yenilik (Alsina & Nelsen, 2010; Bell, 2011) olmamasına 

rağmen özellikle muhakeme, akıl yürütme, problem çözme becerilerine artan ilginin 

sonucu olarak da son on yılda yapılan çalıĢmalarda sözsüz ispatlara ilgi de hızla 

artmaktadır. 

GörselleĢtirme, sözsüz ispatlar, Pisagor teoremi ile ilgili çok fazla çalıĢma 

olmadığı görülmektedir. GörselleĢtirme ve ispatın önemli olduğu vurgusundan 

hareketle ilk önce matematik öğretmenlerin sözsüz ispat yapma süreçlerinin 

incelenmesi bu çalıĢmanın odak noktasını oluĢturmaktadır. 

GörselleĢtirmenin her alanda olduğu gibi matematikte de matematiği 

anlamada, matematik yapmada, matematiğin öğretiminde hatta ispat sürecinde 

önemli olduğu kabul edilmektedir. GörselleĢtirmenin matematik eğitimindeki rolü, 

öğrencilerin hatta öğretmenlerin ispat sürecine yaklaĢımları, zorluklar, hepsi göz 

önüne alındığında sözsüz ispatların (veya görsel ispatların, diyagramların) matematik 

öğretiminde kullanılmasına yapılan vurgular giderek artmaktadır. Bunun yansıması 

olarak da özellikle son yıllarda yapılan araĢtırmalarda, öğretim programlarında, ders 

kitaplarında genel anlamı ile matematiği öğrenme ve öğretme sürecinde sözsüz 

ispatlara ilgi hızla artmaktadır. 

Sözsüz ispatlar son yıllarda bulunmuĢ yeni bir yaklaĢım değildir (Alsina & 

Nelsen, 2010; Bell, 2011) tarihsel süreci oldukça eskiye dayanmaktadır. 

Tümdengelimsel adımların Ģekil, diyagram ve grafiklere dayandırılmıĢ halidir. Bu 

ise ispatı anlamanın resimlerin okunmasıyla mümkün olduğu anlamına gelmektedir. 

Sözsüz ispatlar söz olmayan, sadece diyagramlara dayalı, belki sayılar, harfler, oklar, 

noktalar ve birbiriyle iliĢkili sembolik ifadeler olan ve yapılandırılması okuyucuya 

bırakılmıĢ olan ispatlar olarak ifade edilmektedir (Bardelle, 2009). Ayrıca sözsüz 

ispat, özel bir matematiksel ifadenin niçin doğru olduğunu hatta matematiksel bir 

ifadenin doğruluğunu ispatlarken nasıl ele alınacağını görmemize yardımcı olacak 

diyagram veya resimler (Alsina & Nelsen, 2010) ve geometrik çizimler, sayısal veya 

sözel semboller dıĢında hiçbir kelime içermeyen ispatlardır (Gierdien, 2007). Yani 

sözsüz ispat, kelimeler olmadan matematiksel bir ifadenin ispatını resimleyen 
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matematiksel çizimlerdir (Bell, 2011). Sözsüz ispatlar ilköğretimden üniversiteye 

kadar her kademede matematikte önemli roller üstlenmektedir (Alsina & Nelsen, 

2010). Sözsüz ispatları anlamak için yapılan tartıĢmalar, açıklamalar, farklı 

matematiksel fikirler arasında bağlantılar bulmayı dolayısıyla da kavramayı 

geliĢtirmek için fırsatlar sunmaktadır (Gierdien, 2007). 

Gerek yurt içinde gerekse yurt dıĢındaki yapılan araĢtırmalar incelendiğinde 

öğrencilerin (Hawro, 2007; Özer & Arıkan, 2002; Uğurel & Moralı, 2010; Bülbül & 

Urhan, 2016; ġimĢek, ġimĢek, & Dündar, 2013; Weber, 2001), öğretmen adaylarının 

(Gökkurt, Soylu & ġahin, 2014; Öçal & Güler, 2010; Jones, 2000; Moralı, Uğurel, 

Türnüklü & YeĢildere, 2006; Ünveren, 2010) ve hatta öğretmenlerin (Bayazıt, 2017; 

Knuth, 2002) ispat yapmakta veya ispatı anlamada zorluk yaĢadıkları görülmektedir. 

Bu zorlukların neler olduğuna, nasıl üstesinden gelinebileceğine sınıf içinde ne tür 

uygulamalar yapılabileceğine yönelik birçok araĢtırma yapılmasına rağmen halen 

yapılmaya devam edilmekte, alternatif yollar önerilmekte ve sonuçları 

sunulmaktadır. Yurt içinde ispat ile ilgili çalıĢmalar incelendiğinde çalıĢmaları birkaç 

baĢlık altında incelemek mümkündür. Ġspat yapma süreçleri (PekĢen Sağır, 2013; 

Barak, 2018; Demiray, 2013; Öztürk, 2016), ispat Ģemaları, ispat algıları (Çontay, 

2017; Tuncer, 2014), argümantasyon ve ispat (Doruk, 2016) anahtar fikirleri 

yazabilme süreçleri  (YeĢilyurt Çetin, 2017), ispatla ilgili kavramsallaĢtırma, 

muhakeme, muhakeme hataları, öğrenme güçlükleri (Demir, 2017) ispat yapabilme 

becerileri (Aylar, 2014) ispatla ilgili alan ve pedagojik alan bilgileri (Cihan, 2019) 

ispatlama becerilerini geliĢtirmeye yönelik tasarlanan öğrenme ortamı veya alternatif 

ispat yöntemlerinin öğretimi, 5e modelinin, dinamik geometri yazılımına dayalı 

öğrenme ortamı, sinir ağı modeli, kavrama testlerine dayalı bir ispat öğretimi, çift 

sütun ispat yöntemi (Polat, 2018; Öztürk, 2016; Küçükbulut, 2019) ispatları 

görselleĢtirme durumları (Mancoğlu, 2019) bunlardan yalnızca birkaçıdır. Diğer 

taraftan bu araĢtırmalar incelendiğinde, araĢtırmaların öğrenciler (Polat, 2018; Hawro, 

2007; Özer & Arıkan, 2002; Uğurel & Moralı, 2010; Bülbül & Urhan, 2016; ġimĢek, 

ġimĢek & Dündar, 2013; Weber, 2001), öğretmen adayları (Öztürk, 2016; Demir, 

2017; Çontay, 2017; Cihan, 2019; Demiray, 2013; Gökkurt, Soylu & ġahin, 2014; 

Öçal & Güler, 2010; Jones, 2000; Moralı, Uğurel, Türnüklü & YeĢildere, 2006; 

Ünveren, 2010) ve öğretmenler (Bayazıt, 2017; Knuth, 2002) ile yapıldığı 

görülmektedir. UlaĢılan ilgili literatür incelendiğinde öğretmenlerle yapılan 
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çalıĢmanın çok az olduğu hatta bu çalıĢmalar içinde de sözsüz ispat süreçlerinin 

incelendiği bir çalıĢmanın olmadığı görülmektedir.  

Sözsüz ispatların matematik eğitiminde faydalı olarak görülmesine rağmen 

çok fazla çalıĢma bulunmamaktadır. UlaĢılabilen bu çalıĢmalar (Polat, 2018; Ülker, 

2018; GeliĢen, 2016) öğrencilerle yapılmıĢtır, öğretmenlerle yapılan çalıĢmaya 

rastlanmamıĢtır. Sözsüz ispatlarda gelenekselden farklı olarak Gierdien‟in (2007) 

ifade ettiği gibi öğrenciden teorem veya ifadenin doğruluğunu göstermesi yerine 

ispatı açıklaması istenmektedir. Sözsüz ispatların açıklanması için öğrencilerin 

önceden görmüĢ veya öğretim sürecinde karĢılaĢmıĢ olması gerekmektedir. Buradan 

hareketle bu çalıĢmada öğretmenlerin sözsüz ispatları nasıl açıklayacaklarına ve nasıl 

ispat yapacaklarına odaklanılmıĢ ve ispat yapma sürecini açığa çıkarmak istenmiĢtir. 

Diğer taraftan Pisagor teoremi geometrinin hatta matematiğin en önde gelen, en çok 

ispatı yapılan ve herkes tarafından bilinen teoremlerinden biridir. Bu nedenle bu 

çalıĢmada matematik öğretmenlerinin sözsüz ispat becerilerini Pisagor teoremi 

bağlamında incelemek amaçlanmıĢtır. 

1.2. Problem Cümlesi ve Alt Problemler  

Bu çalıĢmanın problem cümlesi “Matematik öğretmenlerinin Pisagor teoremi 

bağlamında sözsüz ispat yapma süreçleri nasıldır?” Ģeklindedir. Alt problemler de 

aĢağıdaki gibidir.  

1. Pisagor teoremi ile ilgili sözsüz ispatlardaki görseller (matematiksel ifadesi 

verilmeden) matematik öğretmenlerine ne ifade etmektedir? 

2. Matematik öğretmenlerinin Pisagor teoremi ile ilgili sözsüz ispatlardaki 

ispat yapma süreçleri nasıldır? 

 

1.3. AraĢtırmanın Amacı 

Bu araĢtırmanın amacı, matematik öğretmenlerinin Pisagor teoremi ile ilgili 

sözsüz ispatlardaki ispat yapma süreçlerini incelemektir. Sözsüz ispatlar 

görselleĢtirme yaklaĢımları adı altında anılan yaklaĢımlardan biridir. Bu çalıĢmada 

“Bir dik üçgende dik kenarların uzunluklarının karelerinin toplamı üçüncü kenarın 

(yani hipotenüsün) uzunluğunun karesine eşittir” olarak ifade edilen en çok bilinen, 



6 

 

en ünlü fakat ispatı prototip örneklerle sunulan Pisagor teoreminin ispatı 

incelenmiĢtir.  

1.4. AraĢtırmanın Önemi 

Ġspatın matematik öğretimindeki önemi, öğrencilerin zorlukları göz önüne 

alındığında çalıĢmanın ana odak noktası ispat becerisi olmaktadır. GörselleĢtirmenin 

önemi ve literatürdeki vurgular da göz önüne alındığında sözsüz ispatlar, ispat 

geliĢtirmenin alternatif ve etkili bir yöntemi olarak karĢımıza çıkmaktadır. Özellikle 

Türkiye‟de çok fazla çalıĢma olmaması hatta öğretmenlerle bir çalıĢma olmaması bu 

çalıĢmanın alana katkılarını önemli hale getirmektedir.  

Ġspatın matematik öğretimindeki önemi, öğrencilerin zorlukları göz önüne 

alındığında çalıĢmanın ana odak noktası ispat becerisi olmaktadır. Öğrencilerin bu 

beceriyi kazanabilmeleri için öğretmenlere büyük sorumluluklar düĢmektedir. Ġspat 

ve muhakeme becerilerinin öğretimi ve geliĢimi öğretmene bağlıdır (Altıparmak ve 

ÖziĢ, 2005). Öğretmenler öğrenciler için farklı ispat yöntemleri verirlerse öğrenciler 

matematiği daha iyi anlayacaklar ve yaratıcıklarını attıracaklardır. Öğretmenlerin 

ispat yapma sürecince kullandıkları yöntemleri, stratejileri, yaklaĢımları ve ispat 

yapma becerileri öğrencilerin ispat becerilerini etkilemektedir.  Öğretmenlerin sahip 

olduğu anlayıĢlar öğrencilerin ispata yönelik anlamalarını etkilemektedir (Healy & 

Hoyles, 2000). Ġspat yaparken sözel olarak ifade edilen düĢüncelerin zihinde 

görüntüleri bulunmaktadır. Kimi düĢüncenin sadece bir görüntüsü olabilirken kimi 

düĢüncenin de birden fazla görüntüsü olabilmektedir (Mancoğlu, 2019). 

GörselleĢtirme, zihindeki düĢüncelerin gözle görünür hale gelmesini sağlamaktadır.  

Bu nedenle görseller sadece bir teoremin ispatını anlamayı kolaylaĢtırmakla 

kalmayıp aynı zamanda ispatın yapılandırılması için yol haritası gösterip teoremin 

ispatı için ilham vermektedir. GörselleĢtirmenin önemi ve literatürdeki vurgularda 

göz önüne alındığında sözsüz ispatlar, ispat geliĢtirmenin alternatif ve etkili bir 

yöntemi olarak karĢımıza çıkmaktadır. Ġspat, görselleĢtirme ve sözsüz ispat ile ilgili 

olan çalıĢmalar incelendiğinde öğretmenler ile ilgili çalıĢmanın neredeyse yok 

derecede az olduğu görülmektedir.     Özellikle Türkiye‟de çok fazla çalıĢma 

olmaması hatta öğretmenlerle bir çalıĢma olmaması bu çalıĢmanın alana katkılarını 

önemli hale getirmektedir.  Bu çalıĢmanın matematik öğretmenleriyle yürütülmüĢ 

olması öğretmenlerin ispat yapma süreçlerinin incelenmesi matematik eğitimi 



7 

 

alanında çalıĢma yapan araĢtırmacılara alan araĢtırmasında katkı sağlayacak ve bu 

anlamda bu eksikliği gidermeye yardımcı olacaktır.  

Pisagor teoreminin ispatlarını ele alan araĢtırma makaleleri (Chambers,1999) 

ve kitaplar (Maor, 2007) halen yayımlanmaya devam etmektedir. Literatür 

incelendiğinde matematik öğretmenlerinin Pisagor teoreminin ispatının nasıl 

öğretilebileceğini özetleyen makaleler (Crawford, 2001) ve Pisagor teoreminin farklı 

ülkelerde nasıl öğretildiğine iliĢkin araĢtırmalar (Hugener, Pauli, Reusser, Lipowsky, 

Rakocy & Klieme, 2009) olduğu görülmektedir. Fakat sözsüz ispat becerilerinin 

incelendiği bir çalıĢmaya rastlanmamıĢtır. Bu bağlamda sözsüz ispat ile Pisagor 

teoreminin ele alınıĢı bakımından ilgili literatüre katkı sağlayacaktır. 

1.5. AraĢtırmanın Sınırlılıkları 

 Bu araĢtırma Ankara ilinde farklı okullarda çalıĢan matematik 

öğretmenlerinden ilk aĢamada 20, ikinci aĢamada ise bu öğretmenlerden gönüllü 

olan 7‟si ile sınırlıdır. AraĢtırmanın bulguları veri toplama aracında kullanılan iki 

Pisagor teoremine yönelik sözsüz ispatlar ve araĢtırmanın bulguları süreç içinde elde 

edilen verilerle sınırlıdır.  

1.6. Varsayımlar 

AraĢtırmaya katılacak olan öğretmenlerin veri toplama aracına samimiyetle 

cevap verecekleri ve veri toplama aracının uygulanması esnasında da katılımcıların 

dıĢ etkenlerden aynı oranda etkilenecekleri varsayılmıĢtır. 

1.7. Tanımlar 

Ġspat: Bir iddianın doğruluğunu araĢtırma, niçin doğru olduğunu açıklama ve 

genelleme koĢullarını kontrol etme aĢamalarından oluĢan bir süreçtir (Baki, 2008). 

GörselleĢtirme: Bir matematiksel düĢüncenin, kavramın veya problemin 

ister elle ister bilgisayar ortamında çiziminin yapılarak görüntüsünün oluĢturulması 

sürecidir (Brawise & Etchemendy, 1991).  

Sözsüz Ġspat (Proof Without Words): Belirli bir matematiksel ifadenin 

neden doğru olabileceğini ve bunun doğru olduğunu ispatlamaya nasıl baĢlanacağını 
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görmesi için okuyucuya yardımcı olan Ģekil ve diyagramlardır (Alsina & Nelsen, 

2010).   
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BÖLÜM II 

KURAMSAL ÇERÇEVE 

 

Bu çalıĢmada ispat, görselleĢtirme, görsel-sözsüz ispat ve Pisagor teoremi ile 

ilgili kuramsal çerçeve sunulmuĢtur. 

2.1. Ġspatın Tanımı 

Argün, vd. (2014, s. 239-240) ispatın günlük dilde kullanılan bazı anlamlarını 

“Tanık ve delil göstererek bir şeyin gerçek yönünü ortaya çıkarma, doğrulama veya 

yanlışlama, delil olarak hizmet eden her şey, gösteri, bir şeyin doğruluğunu 

kurgulama, bir şeyi test etme veya sınama, bir şeyin doğru olduğunu göstermede 

kullanılan yeterli delil veya bir şeyin doğruluğuna veya yanlışlığına inandırma” 

olarak ifade etmiĢlerdir. Matematiksel ispatın ne olduğuna dair farklı tanımlar vardır 

(CadwalladerOlsker, 2011) fakat herkesin kabul ettiği bir tanımı hala yapılamamıĢtır 

ve bu konuda tartıĢmalar devam etmektedir (Dede & KarakuĢ, 2014). Yıldırım 

(1996, s. 102) “Bir yargı, sav ya da sonucun doğruluğunu (ya da yanlışlığını) yeterli 

kanıt göstererek kabul ettirme çabasıdır.” olarak tanımlarken Almeida (2003) “Bir 

sonucu doğrulamak, başkalarını bilgilendirmek ve bu bilgiye ikna etmek, bir sonuç 

bulmak ve sonuçları tümdengelimsel bir sistemin içine yerleştirmek için kullanılır.” 

Ģeklinde ifade etmiĢtir. Matematiksel ispat, bireyler tarafından ortaya atılmıĢ bir 

iddianın doğruluk değerini ortaya çıkarabilmek için gerçekleĢtirilen zihinsel bir 

aktivitedir (Harel & Sowder, 2007, s. 819). 

2.2. Ġspatın Boyutları  

Matematiksel ispatın ne olduğuna yönelik olan bu tanımlar ispatın formel 

boyutu ve sosyal veya kültürel boyutu olarak iki grupta toplanabilir (Arsac, 2007). 

Ġspatın formel boyutu, bazı kesin kurallara dayalı olarak her bir önermenin 

doğrulanmasıyla istenilen nihai sonuca ulaĢmayı ifade etmektedir. Bu bağlamda 

ispatın formel boyutu ile ilgili bir tanımı “              önermeler olmak üzere her 

      için    doğru iken   önermesinin doğru olduğunun gösterilmesine 

               önermesinin ispatı” (Argün vd., 2014, s. 235) Ģeklinde 

verilebilir. Bu tanıma göre ispat; bir teoremin hükmünün doğruluğunu göstermek 

için izlenen mantıksal yolların topluluğudur (Argün vd., 2014). Ġspatın sosyal veya 



10 

 

kültürel boyutunu Dede (2013, s. 17) matematikçiler tarafından ispatın geçerliği için 

kullanılan süreç, iĢlem ve yöntemler yönünden nitelendirilebileceğini ifade etmiĢtir. 

1‟den n‟ye kadar olan pozitif tam sayıların toplamının ispatında tümevarımsal ispat 

ile Gauss‟un yaptığı ispatı göz önüne aldığımızda ilk ispat formel boyutta ele 

alınabilecek bir ispatken ikinci ispat birinci ispata benzer ifadeler içermekle birlikte 

önermenin neden doğru olduğunu göstermesi nedeniyle ispatın sosyal veya kültürel 

boyutunda ele alınabilecek bir ispattır (Ülker, 2018). Bu ispatta teoremin altındaki 

kavramların anlaĢılması durumu, teoremin kabulü noktasında, Dede ve KarakuĢ‟a 

(2014) göre birinci ispattan daha fazla rol oynamaktadır.   

Hersh‟e (1993) göre iki farklı anlama sahiptir. Bunlar ispatın ortak bir 

uygulamaya yönelik matematiksel anlamı yani işleyen anlamı, nitelikli 

matematikçileri ikna eden delillerdir. Yukarıdaki teorem için yapılan ikinci ispat, 

ispatın iĢleyen anlamına bir örnek olabilir ve ispatın iĢleyen anlamı, ispatın sosyal 

veya kültürel boyutu içinde ele alınabilir. Matematiğin felsefesi ve matematiksel 

mantık üzerinde uzlaĢmayla ilgili olan ikinci anlamı, yani mantık anlamı, cebir 

kurallarına göre mantıksal kurallara dayalı cümlelerin dönüĢümlerinin dizisidir 

(Hersh, 1993). 1‟den n‟ye kadar olan sayılar örneğindeki ispatlardan birincisi ispatın 

mantık anlamına bir örnek olabilir ve ispatın mantık anlamı ispatın formel boyutu 

içinde ele alınabilir (Dede, 2013). 

Hanna (1990) açıklayan ispatlar ve ispat eden ispatlar olmak üzere iki 

ispattan bahsetmektedir. Bir teoremin neden doğru olduğunu gösterip olaydan 

türetilen gerekçelerin bir kümesini sunan ispatlar açıklayan ispatlar iken teoremin 

sadece doğru olduğunu gösterip yalnızca delile dayalı gerekçeler sunan ispatlar ise 

ispat eden ispatlardır. 1‟den n‟ye kadar olan sayılar örneğindeki ispatlardan ikincisi 

ispat açıklayan ispata örnek olarak gösterilebilir ve açıklayan ispatlar, ispatın sosyal 

veya kültürel boyutu içinde ele alınabilir. Birinci ispat ise ispat eden ispata örnek 

olarak gösterilebilir ve ispat eden ispatlar, ispatın formel boyutu içinde ele alınabilir 

(Dede, 2013).  

Dede ve KarakuĢ (2014) matematiksel ispatların yapılıĢ amacına göre                

1) Sezgisel (heuristic) ispat, 2) Açıklayıcı ispat, 3) Keşfedici ispat ve 4) Görsel ispat 

olarak dört baĢlık altında toplamıĢ ve açıklamıĢtır. Sezgisel ispat, sezgilere ve 

tahminlere dayanarak yapılan ispattır. Bazı matematikçilere göre sezgisel ispat 
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öğrencilerin zihin yapısıyla oldukça uyumludur ve doğrulama sürecinde formel 

ispattan daha kullanıĢlıdır. Açıklayıcı ispatlar daha ikna edicidir ve matematikçiler 

tarafından daha çabuk kabul edilir. KeĢfedici Ġspat, Hanna‟ya (2000) göre; örneğin 

Sketchpad ve Cabri Geometri öğrencilerin yüksek doğruluk derecesinde geometrik 

çizimler yapmasına olanak vererek önermeleri anlamalarını sağlamaktadır ve 

öğrenciler bu programlar yardımıyla varsayımları uygun özelliklerde oluĢturdukları 

çizimlerle test etme olanağı bulmakta hatta bu denemeler sayesinde yeni özellikler 

keĢfetmektedirler. Buradaki keĢfin, ispatın yerini almaması gerekir. KeĢif ve ispat 

birlikte kullanılabilir ve birbirlerinin tamamlayıcısı olabilirler. Çoğu matematik 

eğitimcisi öğrencilerin varsayım yapmada ve varsayımları test etmede kullanılan 

keĢfi öğrenmesi gerektiğini ancak bunun bir ispat oluĢturmadığını düĢünmektedir. 

Görsel Ġspatlarda grafik ve görsel temsiller ispatı açıklayıcı tamamlayıcı rol 

üstlenmektedirler. Dede ve KarakuĢ (2014) tarafından verilen bu çerçeve 

doğrultusunda sözsüz ispatlar hem açıklayıcı hem de görsel ispat olarak ele 

alınmaktadır. Doyle, Kutler, Miller ve Schueller (2014) görsel ispatların kelimeler ve 

açıklayıcı olmayan cümleler içerebileceğini ifade etmiĢlerdir. Bu tanıma göre de her 

sözsüz ispatın görsel ispat olarak nitelendirilemeyeceğini, ancak pratikte 

yayımlanmıĢ bütün sözsüz ispatların görsel ispatlar olarak kabul edildiğini 

belirtmiĢlerdir.  

Diğer taraftan ispat fonksiyonları ile ilgili çalıĢmalar incelendiğinde ispatın 

fonksiyonlarının farklı baĢlıklar altında toplandığı görülmektedir. Örneğin de Villiers 

(1990) ispat fonksiyonlarını, doğrulama (verification/conviction), açıklama 

(explanation), sistematikleĢtirme (systematisation), keĢfetme (discovery), iletiĢim 

(communication) olarak belirtmiĢken, Bell (1976) ispat fonksiyonlarını doğrulama 

(verification/ justification), açıklama (illumination) ve sistematikleĢtirme 

(systematisation) olarak belirtmiĢtir. Hanna (2000) ise ispat fonksiyonlarına yukarıda 

verilenlere ek olarak “deneysel teorinin kuruluĢu, varsayım dizisinin veya bir 

tanımın açıklanması ve bilinen bir gerçeğin yeni bir çerçeveyle birleĢtirilmesi ve bu 

gerçeğin farklı bir perspektiften görülmesi” fonksiyonlarını ilave etmiĢtir. 

Doğrulama (verification/conviction/justification), bir önermenin doğruluğunu 

gösterme ile ilgili olan bu fonksiyon en çok bilinen ispat fonksiyonlarındandır. 

Açıklama, önermenin niçin doğru olduğuna iliĢkin bir öngörü sunmaktadır. Bu 

fonksiyon ispatın geçerliğini etkilememekle fakat estetik açıdan ispatı 
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etkilemektedir. Ġyi bir ispat bir önermenin niçin doğru olduğuna dair ön görü 

sunabilmelidir (Bell, 1976). SistematikleĢtirme, aksiyomların, temel kavram ve 

teoremlerin ve bunlardan elde edilen sonuçların tümdengelimsel sistem içerisinde 

organizasyonu olarak tanımlanan bu fonksiyon karakteristik olarak en matematiksel 

olan fonksiyon olarak düĢünülmektedir (Bell, 1976). KeĢfetme (discovery), yeni 

sonuçların keĢfi olarak tanımlanmaktadır. ĠletiĢim (communication), matematiksel 

sonuçların, matematikçiler arasında, öğrenciler arasında ya da öğretmen ve öğrenci 

arasında paylaĢılması ispatın iletiĢim fonksiyonu sayesinde olmaktadır. 

2.3. GörselleĢtirme 

Bir resim bin kelimeden iyidir (Casselman, 2000), görmek inanmaktır 

(Mudaly, 2013) yaygın olarak kullanılmaktadır ve bir Ģeylerin doğruluğuna 

inanabilmek ve doğruluğunu kabul edebilmek için onun açık ve görülebilir olması 

gerektiğini ifade edilmektedir. GörselleĢtirme, matematikte her daim kullanılmıĢtır 

(Hanna & Sidoli, 2007), matematikte anlamanın temeli (Duval, 1999), soyut 

kavramlara somutluk kazandırmasıdır (Flores, 2000), matematiksel bir fikri iletmek, 

açıklamak ve keĢif için iyi bir araçtır (Giaquinto, 2007; Hanna & Sidoli, 2007). 

Görsel argümanların yeni sonuçların keĢfi hatta daha fazla formel ispat yapmak için 

yardımcı olduğu yaygın olarak kabul edilmektedir (Bardelle, 2009).  

Ġspat ile görselleĢtirmeyi birleĢtirmek öğrencilerin ispatla ilgili sorunlarını 

aĢmalarına ve ispatı daha iyi anlamalarına sebep olabilir (Uğurel, Moralı, Karahan, 

& Boz Yaman, 2016). Teoremler genellikle formel biçimde ispatlanmaktadır. 

Hâlbuki diyagramlar üzerinde geometrik iĢlemler yapılarak insanların farklı bir ispat 

yolunu kullanmaları sağlanabilmektedir. Diyagramların bilgiyi depolama, algısal 

çıkarımları destekleme gibi avantajları mevcuttur ve diyagramların bulunduğu 

ispatlar, ispatın anlaĢılmasını kolaylaĢtıracak sezgisel görüĢ sağlamaktadırlar. Ayrıca 

cebirsel ispatlara nazaran bu tip ispatlar daha kolay anlaĢılmaktadır (Jamnik, Bundy 

& Green, 1997). Sonuç olarak Yenilmez ve ġan‟ın (2008) ifade ettiği gibi 

görselleĢtirme, karmaĢık ve soyut olan matematik konularının daha iyi anlaĢılmasına 

olanak sağlar aynı zamanda resimlerin, Ģekillerin, örneklerin gözlenmesi, karmaĢık 

iĢlemlerin sezgisel olarak anlaĢılması, soyut iliĢkiler kurma gibi zihinsel iĢlemleri 

harekete geçirir. Bundan dolayı resimler ve Ģekiller, anlama sürecine yardım eden 

araçlardır. 
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2.4. Sözsüz Ġspatlar   

 

Sıkıcı bir ispat, bir teoremin gerçeği neredeyse bir 

bakışta görülebilecek kadar basit ve güzel bir 

geometrik analog ile desteklenebilir. 

Martin Gardner 

Görsel ispat (visual proof), sözsüz ispat (proof without words), diyagramatik 

ispat (diagrammatic proof), resimli-resimlerle ispat kavramları bazı araĢtırmacılara 

tarafından aynı Ģeyi ifade etmek için kullanılırken bazı araĢtırmacılar farklı yönlerine 

vurgu yapılmaktadır. Bardelle (2009), görsel ispat ve diyagramatik ispat ifadelerini 

kullanmıĢtır.  

2.4.1. Sözsüz Ġspat Tanımı 

Bazı araĢtırmacılar sözsüz ispatların çizim, şekiller, diyagramlar olduğuna 

vurgu yapmıĢlardır. Maanen (2006) sözsüz ispatı düĢünmeyi teĢvik eden bir dizi 

çizimdir Ģeklinde tanımlarken Bell (2011) ise sözsüz ispat matematiksel bir ifadenin 

ispatını sözcüklerle formel bir argüman olmadan gösteren matematiksel bir çizim 

olarak ifade etmiĢtir. Benzer Ģekilde Bell‟e (2011) göre; kelime ve resmi bir argüman 

olmadan matematiksel bir ifadenin ispatını resimleyen matematiksel bir çizimdir. 

Alsina ve Nelsen (2010) ise matematiksel bir ifadenin niçin doğru olduğunu ve hatta 

doğruluğunu ispatlarken nasıl ele alınacağını görmemize yardımcı olacak diyagram 

veya resimler olarak tanımlamıĢlardır.  

Bazı araĢtırmacılar bir araç olarak kullanılabileceğine vurgu yapmıĢlardır. 

Sigler Segal ve Stupel (2016) ispatlanması gereken, Alsina ve Nelsen (2010) 

matematiksel düĢünceyi ilerletmek ve uyarmak için Doyle vd. (2014) matematiksel 

düĢünceyi ilerletmek ve uyarmak için önemli bir araçtır Ģeklinde tanımlamıĢlardır. 

Bazı araĢtırmacılar ispat yönüne vurgu yapmıĢlardır. Bardelle (2009), söz olmayan, 

sadece diyagramlara dayalı, sayılar, harfler, oklar, noktalar ve birbiriyle iliĢkili 

sembolik ifadeler içeren, yapılandırılması okuyucuya bırakılmıĢ ispatlar olarak 

tanımlamıĢtır. Sigler vd. (2016) sözsüz ispatları, ispatlanması gereken iddiayı ve 

birkaç veya tek bir çizimi içeren ispatlar olarak tanımlamıĢlar ve sözsüz ispatları, 

sözlü gerekçelendirmenin olmadığı matematiksel ifadelerin yer aldığı ispatlar olarak 
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belirtmiĢlerdir. Sözsüz bir ispat; matematiksel bir fikri, eĢitliği veya teoremi 

göstermek için görsel sunumların kullanıldığı bir ispattır (Gierdien, 2007). 

Bazı araĢtırmacılar ise yapısal yönüne vurgu yapmıĢlardır. Sözsüz ispatların 

bazılarında gözlemcilerin bu süreçte yönlendirilmesi için bir veya iki denklem 

görünebilir. Vurgu açıkça matematiksel düĢünceyi teĢvik etmek için gözlemciye 

görsel ipuçları sağlamaktır (Nelsen, 1993, s. VI). Ayrıca sözsüz ispatların tam olarak 

anlaĢılması için kimi zaman birtakım açıklamalara ihtiyaç duyulmaktadır (Miller, 

2012). Sözsüz ispatlar; geometrik çizimler, sayısal veya sözel semboller dıĢında 

hiçbir kelime içermemektedirler. Ancak bu ispatlar okuyucuyu yönlendirmek 

amacıyla görsel ipucu sağlayan birkaç denklem, ok veya gölgelendirmeler 

barındırabilmektedir (Gierdien, 2007). 

2.4.2. Sözsüz Ġspatların Tarihsel Süreci 

Martin Gardner 1973‟de Scientific American (Bilimsel Amerikalı) 

dergisindeki Matematiksel Oyunlar köĢesinde "bak-gör" diyagramları olarak 

isimlendirdiği sözsüz ispatı, genellikle sıkıcı bir ispatın geometrik modellerle 

desteklendiğinde daha basit ve ilgi uyandırmasıyla teoremin doğruluğunun neredeyse 

ilk görüĢte anlaĢılabileceğini belirtmiĢtir (Nelsen, 1993). Sözsüz ispatlar, Amerika 

Matematik Derneği tarafından yayımlanan iki derginin düzenli konularındandır. 

Sözsüz ispatlar ile ilgili bir makale, ilk olarak 1975‟te Mathematics Magazine 

(Matematik Dergisi) de Rufus Isaacs tarafından yayımlanmıĢtır. Bir sonraki yılda 

sözsüz ispatlar yayımlanmaya devam etmiĢtir. Derginin okuyucuları tarafından 

sözsüz ispatlara yapılan olumlu yorumlar sayesinde birkaç yıl boyunca bu dergide 

sözsüz ispatlara yer verilmiĢtir. 1987 yılından itibaren Matematik Dergisi‟nin (The 

College Mathematics Journal) her sayısında düzenli olarak sözsüz ispatlara yer 

verilmiĢtir.  

Eski bir metot olan sözsüz ispatlar çok uzun yıllardır bilinmektedir. Maanen 

(2006) sözsüz ispatlarla ilgili ilk kaynağın 1612 „de yayımlandığı tahmin edilen 

Hollandalı tanınmamıĢ bir yazar olan Sybrandt Hansz Cardinael‟in geometri 

kitabıdır. Maanen (2006), Cardinael‟in ispatlarında görseller kullanmasının yanı sıra 

matematiksel bir ifadeyle açıklama yapmadığı ve Pisagor Teoremi‟nin ispatıyla 

örneklendirdiğini, ayrıca aritmetikte de sözsüz ispatları kullandığını belirtmiĢtir. 
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ġekil 1. Sybrandt Hansz Cardinael‟in kitabından örnek (Maanen, 2006) 

Bell (2011), yaklaĢık olarak M.Ö 300 „de “Arithmetic Classic Of Gnomon 

and Circular Path of Heaven” isimli en eski Çin ders kitaplarından birinde bulunan 

Pisagor teoremi çizimlerinin bir ispatına örnek vermektedir. Sözsüz ispatlar 10. 

yüzyılda da Arap medeniyeti ve Rönesans Ġtalya‟sında görülmüĢtür. Sözsüz ispatın 

öncülerinden olan Nelsen eski dönemlerdeki sözsüz ispatlardan baĢlayarak çeĢitli 

sözsüz ispatları toparlamıĢ 1993‟te Proofs Without Words: Exercises in Visual 

Thinking (Nelsen, 1993) , 2000‟de bu kitabının devamı olan Proofs Without Words 

II: More Exercises in Visual Thinking (Nelsen, 2000), Claudia Alsina ile birlikte 

yazmıĢ oldukları Mat Made Visual (2006) ve When Less Is More – Visualizing 

Basic Inequalities (2009), 2015‟te Proofs Without Words III: Further Exercises in 

Visual Thinking (Nelsen,2015) kitaplarını yayımlamıĢtır. Bugün ise sözsüz ispatlar, 

yayımlanan birçok makalelerde düzenli olarak görülmektedir.  

2.4.3. Sözsüz Ġspatların Ġspat Olup Olmamasına Yönelik TartıĢma 

Matematiksel ispatın ne olduğuna dair tartıĢmalar uzun süredir devam 

etmekte (Dede & KarakuĢ, 2014; Miller, 2012) ve ilgili literatürde matematiksel 

ispatın ne olduğuna dair farklı tanımlar yapıldığı için (CadwalladerOlsker, 2011) 

sözsüz ispatın, bir ispat olup olmadığı konusunun açıklığa kavuĢması pek olanaklı 

görünmemektedir. Euclid‟in “Elements” kitabında yer verdiği ve Ģekillerden yola 

çıkılarak ispatı yapılmıĢ olan “Bütün üçgenler ikizkenardır” (Wallace & West, 2004, 

s. 42) teoreminde matematiksel yanılgı söz konusudur. Bu ispattaki hata, yürütülen 

mantıktan çok Ģekle dayanarak yapılan kabullerde yatmaktadır. ġekillere, görsellere 

veya diyagramlara göre yapılan kabuller ispatta hataya sebep olmuĢtur (Demircioğlu 
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& Polat, 2016). Bu ispat yukarıda bahsedilen özel durumlardan yola çıkılarak 

okuyucuyu matematiksel yanılgılara götürebilecek çıkarımlara bir örnek olabilir. 

Sözsüz ispatlar formel ispatların yerine düĢünülemeyeceği, bazen çok açık 

olmadığı, ifade edilmesinin açıklanmasının zor olması, teoremin neden doğru 

olduğunu gösterse de teoremin formel ispatına göre matematiksel olguları daha az 

sunması, ispatı inceleyen kiĢinin bazı kavramlara hâkim olması gerektiği bunlardan 

bazılarıdır. Bu çerçeveden bakınca görsel bir ispatla uğraĢmak sözlü metin veya 

sembolik ifadeler arasında sürekli etkileĢimi dikkate almayı gerektirebileceğinden 

öğrenciler için zorlayıcı olabilir (Bardelle, 2009). 

“Sözsüz ispatlar gerçekten bir ispat mıdır?” sorusunun cevabı yanıtsız 

kalmakla birlikte etkili bir öğretim aracıdır. Formel ispatı da desteklemektedir. 

Mathematics Magazine (Matematik Dergisi) dergisi eĢ editörü Prof. Lynn Arthur 

Steen‟in dergide sözsüz ispatlar yayımlanmaya baĢlandığındaki düĢünceleri aĢağıda 

özetlenmiĢtir: 

Çoğu insan için sözsüz ispatlar görülmeye başladığından beri 

ispatın basamakları görsel hafıza ile doğrusal hafızadan daha kalıcıdır. 

Ayrıca gerçek matematiksel temsiller iyi bir diyagram üzerine gömülü 

çeşitli ilişkilerle tanımlanmayı, farkına varılmayı ve sözelleştirilmeyi 

bekliyor. Böylece sözsüz ispatlar, öğrencilerin matematiği öğrenmesine ve 

hatırlamasına yardımcı olma konusunda sözlerden oluşan ancak yanlış 

hatırlanan ispatlardan daha uygundur (Miller, 2012, s. 23).  

2.4.4. Sözsüz Ġspat ÇeĢitleri   

Jamnik vd. (1997) ispat çeĢitleri ile ilgili bir taksonomi ortaya koymuĢlardır. 

Diyagramatik ispatlar; şematik olmayan ispatlar, şematik olan ispatlar ve 

tümevarımsal ispatlar olarak sınıflandırılmaktadır. Şematik olmayan ispatlar (ġekil 

2a), genel durumu ispatlamak için tümevarıma ihtiyaç duyulmayan, diyagramda 

yapılan basit geometrik manipülasyonlarla durumun ispatlanabildiği ispatlardır. 

Şematik ispatlar (ġekil 2b), somut durumların her birinde teoremi ispatlamak için 

tümevarımsal adımlara gerek olmazken; somut olarak çizilemeyen n. boyutun 

durumu için tümevarıma gereksinim duyulan ispatlardır. Tümevarımsal ispatlar 



17 

 

(ġekil 2c), diyagramın her bir somut durumunun ispatlanması için tümevarımsal 

adıma gereksinim duyulan ispatlardır.  

a)  b)  c)  

ġekil 2. ġematik olmayan ispat, ġematik ispat, Tümevarımsal ispat 

Nelsen kitaplarında Geometri & Cebir, Trigonometri, Analiz& Analitik 

Geometri, EĢitsizlikler, Tam Sayıların Toplamı, Diziler, Seriler, Lineer Cebir ve 

diğer konular Ģeklinde vermiĢtir. Nelsen tarafından kitaplarında yer verilmiĢ sözsüz 

ispat örneklerinden birkaçı ġekil 3‟de verilmiĢtir. 
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ġekil 3. Sözsüz ispat örnekleri (Nelsen, 2000; Nelsen, 2015) 

2.5. Pisagor Teoremi 

Johannes Kepler (1571-1630) „‟geometrinin iki büyük hazinesi vardır. 

Bunlardan birisi Pisagor teoremi, diğeri ise bir çizginin altın oranda bölünmesidir. 

Birincisini bir ölçek altınla kıyaslayabilir, ikincisine de değerli bir mücevherdir 

diyebiliriz.‟‟ 

Topkaya‟nın (2013) ifade ettiği gibi hayatı ile ilgili fazla bilgi bulunmayan 

hatta doğum ve ölüm yılı kesin olarak bilinmeyen Pisagor‟un milattan önce 596 veya 

582 yılında bugünkü adıyla bilinen Sisam Adasında doğduğu tahmin edilmektedir. 

Sisam Adasında okuduğu daha sonraları Mısır ve Babil‟e giderek oralarda bilgisini 

ilerlettiği daha sonra ülkesine geri dönerek dersler verdiği ifade edilmektedir. 
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ġekil 4. Pisagor 

Pisagor bir Yunan filozof ve matematikçisidir. Ülkesinde hüküm süren 

politik baskılardan kaçarak, Ġtalya‟nın güneyindeki Kroton Ģehrine gelmiĢ ve ünlü 

okulunu burada açarak Ģöhrete kavuĢmuĢtur. Pisagor milattan önce 6. yüzyılda, 

dünyanın güneĢ etrafında hareket ettiğini ileri sürdüğü zaman oldukça sert bir 

hareketle karĢılanmıĢtır. O tarihlerde yine kâğıt olmadığı için bu buluĢların nasıl elde 

edildiği yine bu devirlerdeki bilgilerinin hangisinin Pisagor‟a ait olduğu kesin olarak 

bilinmemektedir. Geometride, aksiyomlar ve postülatlar her Ģeyden önce gelmelidir. 

Sonuçlar bu aksiyom ve postülatlardan yararlanılarak elde edilmelidir düĢüncesini 

bulan ve ilk uygulayan Pisagor‟dur. Matematiğe aksiyomatik düĢünceyi ve ispat 

fikrini getiren yine Pisagor‟dur. Çarpma cetvelinin bulunuĢu ve geometriye 

uygulanması, yine Pisagor tarafından yapıldığı söylenir. En önemli buluĢlarından 

biriside doğadaki her Ģeyin matematiksel olarak açıklanması yorumlanması 

düĢüncesidir. YaĢayıĢ ve inanıĢı, ilimle açıklama ve yorumlamayı o getirmiĢtir 

(Sparks, 2008; Topkaya, 2013). 

Pisagor teoremi hem en büyük buluĢlardan biri hem de matematikteki en 

önemli (Flores, 1993), en iyi bilinen (Alsina & Nelsen, 2011) teoremlerden birisidir. 

Pisagor teoremi, Öklid‟in Elementlerinin I Kitabında (MÖ 300 dolaylarında) Önerme 

47‟de “Dik açılı üçgenlerde, dik açının karşısındaki kenar üzerindeki kare, dik açı 

içeren kenarlardaki karelerin alanları toplamına eşittir” Ģeklinde verilmiĢtir (Alsina 

& Nelsen, 2011). 

Belki de matematikteki en tanınmıĢ imajları, genellikle gelinin sandalyesi 

(bride‟s chair), tavus kuĢu kuyruğu (the peacock‟s tail), yel değirmeni (the 
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windmill) ve Fransiskan'ın baca Ģapkası (the Franciscan‟s cowl) olarak bilinen bir 

simge olan Pisagor teoremine sıklıkla eĢlik eden figürdür. (Alsina & Nelsen, 2011) 

ġekil 5‟te gelinin sandalyesini, 1576'da Sevilla'da yayımlanan “Elemanlar”ın 

Ġspanyolca çevirisi olan “Los Seis Libros Primeros de la Geometria de Euclides” 

kitabında ve 1955'ten kalma bir Yunan posta pulu üzerinde verilmiĢtir.  

ġekil 5. Pisagor teoreminin ispatı (Alsina & Nelsen, 2011) 

2.5.1. Pisagor Teoreminin Farklı Ġspatları 

Önemine paralel olarak da matematik tarihi boyunca, hiçbir teorem Pisagor 

teoremi kadar ilginç, ilgi çekici olmamıĢtır ve bu kadar çok farklı biçimde 

ispatlanmamıĢtır (Loomis, 1968). BaĢka bir ifade ile Saikia (2015) ifade ettiği gibi 

en fazla ispatlanmıĢ matematiksel sonuçtur. Ġspatlar çeĢitlidir, bazıları geometrik, 

bazıları cebirseldir ve hatta bazılarında bu sonucu kanıtlamak için fizik ve 

diferansiyel hesap prensiplerini kullanılmaktadır. Loomis (1968) Ģu anda bilinen 

Pisagor teoreminin kanıtlarını toplamıĢ ve kanıtları cebirsel, geometrik, 

kuaterniyonik ve dinamik ispatlar olmak üzere dört bölüme ayırarak tek bir kitapta 

yayımlamıĢtır. Loomis'in kitabından kırk yıl sonra Sparks (2008) Pisagor teoreminin 

bilinen bazı kanıtlarını toplayarak benzer bir proje yürütmüĢtür. Nelsen (2000; 2015) 

Pisagor teoreminin farklı sözsüz ispatlarını ġekil 6‟daki gibi vermiĢtir.   
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ġekil 6. Pisagor teoreminin sözsüz ispatları 

ġekil 6‟dan görüldüğü gibi bu ispatlar görsel olarak birbirlerinden farklıdır. 

Giaquinto (2007) geometrik ve cebirsel düĢünme ile ilgili tartıĢmasına örnek olarak 

Pisagor teoreminin ispatını göstermiĢ ve bu tartıĢmanın ġekil 7 ile baĢladığını ifade 

etmiĢtir.   

ġekil 7. Pisagor teroeminin ispatı 
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Giaquinto‟ya (2007) göre büyük karenin alanının hem (   )  
hem de        

olduğunu görmenin kolay olduğunu ve bu nedenle de (   )         

denklemine “geometrik olarak” ulaĢılabileceğini daha sonra cebirsel olarak 

ilerlenerek                  olduğundan          elde 

edilebileceğini, sonra tekrar görsele bakılıp son bir “geometrik” adım atılarak “dik 

açılı bir üçgenin hipotenüsünün karesi diğer iki tarafının karelerinin toplamına eĢit.” 

olduğu ifade edileceğini belirtmiĢtir.  

 

2.5.1.1. Origami ile Pisagor Teoreminin Ġspatı 

GeliĢen (2016) tarafından yapılan çalıĢmada Pisagor teoreminin origami 

yardımı ile nasıl elde edilebileceğinin adımları aĢağıdaki gibi verilmiĢtir. 

 

 

 

ġekil 8. Origami ile Pisagor teoreminin ispatı (GeliĢen, 2016, s. 149, 150) 
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2.5.1.2. Cabri II Plus Programı ile Pisagor Ġspatları 

Aslaner ve Ġlhan (2018) tarafından Cabri II Plus programında dik üçgenin 

inĢası yapıldıktan sonra dik üçgenin kenarları üzerine çizilecek diğer düzgün 

çokgenler için Pisagor teoremi ifade ve ispat edilmeye çalıĢılmıĢtır. Bu ispatlar 

sırasıyla EĢkenar üçgenler için Pisagor teoremi, Kare için Pisagor teoremi, Düzgün 

BeĢgenler için Pisagor teoremi, Düzgün Altıgenler için Pisagor teoremi ve Çember 

Ġçin Pisagor Bağıntısı (ġekil 9) Ģeklinde verilmiĢtir. 

ġekil 9. Sırasıyla eĢkenar üçgen, kare, düzgün beĢgen, düzgün altıgen, çember için 

Pisagor teoremi 

Benzer Ģekilde Štrausová ve Hašek (2012) görsel ispatları dinamik bilgisayar 

yazılımlarını kullanarak yer vermiĢtir. ÇalıĢmalarında yer alan sözsüz ispatların 

öğrenciler için daha çok ilgi çekici ve kabul edilebilir olduğunu belirtmiĢlerdir. 

Sözsüz ispatların sınıflarda kullanımıyla, öğrencilerin öğrenme sürecinde aktif 

olacaklarını, aktif iliĢkilendirme yapabileceklerini, tartıĢma yeteneklerinin 

geliĢeceğini ve edindikleri bilgileri uygulama yeteneği kazanabileceklerini ifade 

etmiĢlerdir. ÇalıĢmada ispatın keĢfetme (discovery), inanma (conviction) ve 

doğrulama (verification) fonksiyonunu karĢılayan dinamik sözsüz ispat örnekleri 

verilmiĢ ve kitaplarda yer alan cebirsel ispatlar, dinamik olan ve dinamik olmayan 

sözsüz ispatlar karĢılaĢtırılarak iyi bir ispat öğretimi için ispat çeĢitliliğinden 

faydalanılması tavsiye edilmiĢtir. 

2.6. Öğretim Programında Pisagor Teoremi 

Geometri öğretiminin matematik öğretimi gibi birikimli olması, tarihinin 

araĢtırılması hatta öğrenenlere önemli görülen bilim insanları hakkında bilgi 

verilmesini gerektirmektedir. Nitekim Millî Eğitim Bakanlığı (MEB) 2005 yılında 
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yapmıĢ olduğu değiĢikliklerle ilköğretim ve lise öğretim programlarında ünlü bilim 

adamları hakkında kısa bilgilere yer verilmiĢ ve bu bilim adamlarının teoremleri 

öğretilirken kiĢilerle ilgili önemli bilgilere ve ispatlara değinmenin önemine vurgu 

yapmıĢtır (Aslaner& Ġlhan, 2018). 2013 yılı itibariyle, Millî Eğitim Bakanlığı (MEB, 

2013) dokuzuncu sınıf matematik müfredatına Pisagor teoremi kanıtının eklenmesini 

zorunlu kılmıĢtır (Güner, 2018). 2018 yılında yayımlanan matematik dersi öğretim 

programında (1-8. Sınıflar) Pisagor teoremi ile ilgili 8. Sınıfta bir kazanım 

bulunmaktadır. 

M.8.3.1.5. Pisagor bağıntısını oluĢturur, ilgili problemleri çözer. 

a) Pisagor bağıntısının gerçek hayat uygulamalarına yönelik çalışmalara 

yer verilir. 

b) Koordinat düzlemi üzerinde verilen iki nokta arasındaki uzaklığı Pisagor 

bağıntısını kullanarak bulma çalışmalarına yer verilir. İki nokta 

arasındaki uzaklık formülü verilmez. 

c) Kenar uzunlukları verilen bir üçgenin dik üçgen olup olmadığına 

Pisagor bağıntısını kullanarak karar vermeye yönelik çalışmalar yapılır. 

2018 yılında yayımlanan ortaöğretim matematik dersi öğretim programında 

(9-12. Sınıflar) Pisagor teoremi ile ilgili 9. ve 11. Sınıfta bir kazanım bulunmaktadır.   

9.4.4.1. Dik üçgende Pisagor teoremini elde ederek problemler çözer. 

a) Teorem elde edilirken model çeşitliliğine yer verilir.  

b) Gerçek hayat problemlerine yer verilir.  

c) Pythagoras‟ın çalışmalarına yer verilir. 

11.1.2.2. Kosinüs teoremiyle ilgili problemler çözer.  

a) Kosinüs teoremi, Pisagor teoreminden yararlanılarak elde edilir. 

b) Gerçek hayat problemlerine yer verilir. 

Öğretim programlarındaki kazanımlar doğrultusunda ders kitaplarında 

Pisagor teoreminin etkinlik örneklerine ġekil10, 11, 12 ve 13‟de yer verilmiĢtir.  
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ġekil 10.  8. Sınıf matematik kitabında etkinlik örneği (Çetin, Aksakal, Ertürk, ġay 

& Tığlı, 2019, s. 217). 

 

ġekil 11. 8. Sınıf matematik kitabında etkinlik örneği (Böge & Akıllı, 2019, s. 165) 

 

ġekil 12. 8. Sınıf matematik kitabında etkinlik örneği  (Serfiçeli & Atmaz, 2019, s. 

231) 
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ġekil 13. 9. Sınıf matematik kitabında etkinlik örneği (Uçak, Emir, Uçkun Kelek, 

Kutlu & Kahraman, 2019, s. 313) 

Verilen etkinlikler incelendiğinde aynı görsel ile birlikte etkinlikler verildiği 

görülmektedir. 

2.7. Ġlgili ÇalıĢmalar 

Bu kısımda ilgili çalıĢmalar iki alt baĢlık altında ele alınmıĢtır. Bunlardan ilki 

sözsüz ispat, ikincisi Pisagor teoremi ile ilgili yapılan çalıĢmalar Ģeklindedir. Her iki 

alt baĢlık verilirken yurt içi ve yurt dıĢında yapılan çalıĢmalar Ģeklinde verilmiĢtir. 

2.7.1. Sözsüz Ġspatlarla Ġlgili Yapılan ÇalıĢmalar 

Çok fazla sözsüz ispat örneği bulunmasına rağmen sözsüz ispatların öğretimi, 

ispatlama becerisine yönelik etkileri ve matematik öğretiminde yeri ile ilgili çok 

fazla çalıĢma olmadığı görülmektedir. Özellikle yurt içinde sözsüz ispatla ilgili 

çalıĢma sayısı oldukça azdır. 

2.7.1.1. Yurt Ġçinde Yapılan ÇalıĢmalar 

Mancoğlu (2019) tarafından yapılan araĢtırmanın amacı matematiksel 

teoremlerin ispatlarının görselleĢtirilme durumlarını incelemektir. Bunun için, 

katılımcıların matematiksel teoremlerin ispatlarını inceleyebilecekleri uygun 

ortamlar içinde görselleĢtirme durumları ve nasıl resimler kullandıkları 

araĢtırılmıĢtır. Nitel olan bu çalıĢma 2017- 2018 öğretim yılında bir devlet 

üniversitesinin ortaöğretim matematik öğretmenliği bölümünde ikinci ve üçüncü 

sınıfında öğrenim gören dört matematik öğretmeni adayı ile yürütülmüĢtür. 

AraĢtırmada kullanılan matematiksel teoremler soyut matematik ve analiz dersi 

içeriklerinden seçilmiĢtir. Veri toplama aracı olarak yarı yapılandırılmıĢ görüĢme ve 

doküman incelemesi teknikleri kullanılmıĢtır. GörüĢmelerde matematiksel 

teoremlerin ayrı olarak yer aldığı çalıĢma kâğıtları kullanılmıĢtır. Katılımcılardan 
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çalıĢma kâğıtlarındaki teoremlerin ispatlarını görselleĢtirdikleri süre içinde sesli 

düĢünmeleri istenmiĢ ve görüĢmeler esnasında video ve ses kaydı alınmıĢtır. Veriler 

gömülü teorinin veri çözümleme teknikleri kullanılarak analiz edilmiĢtir. Veri 

analizleri sonucunda katılımcıların ispatlarda kullandığı resimlerin, çoğunlukla 

teoremin içeriğindeki kavramların zihinlerinde oluĢturduğu resimleri betimleyen 

görüntüler olduğu, net bir resim çizemeyen katılımcının ispatlardan emin olmadıkları 

görülmüĢtür. Katılımcıların, verilen teoreme göre görselleĢtirme sürecinin baĢlama 

durumunda farklılık olduğu, oluĢturulan resimlerin büyük çoğunluğun matematiksel 

resimler olduğu fakat birbirinden farklı ispat resimleri oluĢturdukları görülmüĢtür. 

Ayrıca kimi adayların teoremin bütününü temel alarak ispatı görselleĢtirdiği kimi 

öğrencilerin de teorem içerisinde yer alan kavramlardan yola çıkarak ispatı 

görselleĢtirdikleri ve ispata göre strateji belirledikleri elde edilmiĢtir.  

Lise öğrencilerinin sözsüz ispat yapabilme süreçlerini incelemek, sözsüz 

ispatların matematiksel ispat becerileri üzerine etkisini belirlemek ve sözsüz 

ispatlarla ilgili görüĢlerini ortaya çıkarmak amacı ile Polat (2018) tarafından yapılan 

çalıĢmada 9. sınıfta öğrenimlerine devam eden 25 öğrenci ile yürütülen çalıĢmada 

karma araĢtırma yöntemleri kullanılmıĢtır. Veriler uygulama öncesi öğrencilerin 

ispat becerilerini belirleyebilmek için araĢtırmacı tarafından hazırlanmıĢ ispat beceri 

testi ve uygulama sonrası ispat beceri testi, dört öğrenci ile yapılan sözsüz ispat 

etkinlikleri ile toplanmıĢtır. Nicel veriler t-testi ile nitel veriler ise içerik analiz 

tekniği ile analiz edilmiĢtir. AraĢtırmanın sonunda sözsüz ispatların, öğrenciye 

formüllerin nereden geldiğini anlama, formüllerin doğruluğuna iliĢkin ikna olma, 

etkinliklerden keyif alma, matematiğin diğer kavramlarıyla iliĢki kurma, daha önce 

öğrenmiĢ oldukları kuralları kullanma ve matematiksel kavramları anlama gibi 

imkânlar sağladığı görülmüĢtür. Elde edilen bulgular sözsüz ispatların ispat becerisi 

üzerinde olumlu etkisi olduğunu ve sözsüz ispatların sınıfta uygulanabilirliği 

açısından gerek öğretmen gerekse öğrenciler olumlu görüĢ bildirdiklerini 

göstermiĢtir. 

Ülker (2018) tarafından sözsüz ispatların formel ispata geçiĢi kolaylaĢtıracak 

ve söz konusu didaktik boĢluğu dolduracak bir araç olarak nasıl kullanılabileceğini 

incelemek amacıyla yapılan çalıĢmada nitel araĢtırma yöntemlerinden öğretim 

deneyi kullanılmıĢtır. ÇalıĢmada 7. sınıf seviyesine uygun seçilen sözsüz ispatlar ve 



29 

 

teorinin sunduğu etkinlik tasarımı yaklaĢımında birer sözel problem durumu Ģeklinde 

öğretimleri planlanmıĢtır. Altı hafta süren uygulamaya 30 öğrenci katılmıĢtır. Her 

etkinliğe bir hafta yani yaklaĢık iki ders saati ayrılmıĢ ve uygulama toplamda altı 

hafta sürmüĢtür. Veriler teorinin belirlediği aĢamalara göre hem tüm sınıfın 

çalıĢmasını hem de odak grubun çalıĢmasını yansıtacak Ģekilde analiz edilmiĢtir. 

AraĢtırmanın sonucu öğrencilerin ispatla iliĢkili pek çok matematiksel süreci 

yaĢadığını, alanlar arası iliĢkilendirmeler gerçekleĢtirdiklerini ve yaĢadıkları 

süreçlerde bir ilerleme kaydettiklerini göstermektedir. 

9. sınıf matematik öğretim programındaki üçgenler konusunun öğretiminde 

origami ve sözsüz ispatlar yöntemlerinin kullanılması ile ilgili bir öğretim deneyinin 

gerçekleĢtirmek amacıyla GeliĢen (2016) tarafından yapılan çalıĢmaya 31 öğrenci 

katılmıĢtır. Nitel araĢtırma yöntemlerinden öğretim deneyi modeli seçilmiĢtir. 

GeliĢtirilen çalıĢma yaprakları kullanılarak öğrencilere ilk olarak problem çözme 

testi uygulanmıĢ, test sonuçlarına göre istekli öğrencilerle daha sonra mülakatlar 

yapılmıĢtır. ÇalıĢma sonunda elde edilen bulgular oluĢturulan problemler ve alt 

problemler ıĢığında değerlendirilmiĢtir. Mülakatlardan elde edilen bilgiler 

doğrultusunda, öğrencilerin origami ve sözsüz ispatlar yöntemlerini zevkli ve 

öğretici buldukları ortaya çıkmıĢtır. 

ġadan (2017) tarafından yapılan çalıĢmanın amacı, Fen Lisesi öğrencilerinin 

görsel ispat geliĢtirme süreçlerini analiz etmek ve görsel ispatın matematik öğrenme 

sürecinde kullanımına yönelik örnek bir uygulama sunmaktır. Bir Fen Lisesi'nin 11. 

sınıfında öğrenim gören 6 öğrenci ile yürütülen çalıĢmada bir nitel araĢtırma yöntemi 

olan öğretim deneyi kullanılmıĢtır. AraĢtırma süreci, üç aĢamada yürütülmüĢtür. Ġlk 

aĢamada, öğretim bölümünün daha verimli planlanması için, öğrencilerin görsel 

ispata dair algıları (örneklerini anlayıp açıklayabilme) incelenmiĢtir. Ġkinci aĢamada, 

görsel ispata dair sınıf tartıĢmalarından ve çeĢitli görsel ispat etkinliklerinden oluĢan 

iki öğretim bölümü gerçekleĢtirilmiĢ süreç sonunda öğrenciler verilen matematiksel 

ifadelere yönelik görsel ispatlar geliĢtirmiĢler ve geliĢtirdikleri görsel ispatlara 

yönelik klinik görüĢmeler yapılmıĢtır. Üçüncü aĢamada ise öğretim süreci 

değerlendirilerek, öğrencilerin görsel ispata ve sürece dair görüĢleri alınmıĢtır. 

Verilerin analizi, geriye dönük (retrospective) ve ileriye dönük (prospective) analiz 

olmak üzere iki Ģekilde yapılmıĢtır. Yapılan her uygulama sonrası ileriye dönük 



30 

 

analizler yapılmıĢ, bir sonraki uygulamaya bu analizler doğrultusunda devam 

etmiĢtir. Öğrencilerin geliĢtirdikleri görsel ispatlar ve bu süreci deneyimleme 

Ģekilleri ortaya konmaya çalıĢılmıĢtır. Görsel ispat geliĢtirme sürecinde yaptıkları 

hatalar ve karĢılaĢtıkları zorluklar belirlenmiĢtir. Yapılan klinik görüĢmelerde bu 

hatalar ve zorluklar giderilmeye çalıĢılmıĢtır. Süreç sonunda öğrenciler, görsel ispat 

geliĢtirme sürecini yararlı bulduklarını ve süreçten keyif aldıkları belirtmiĢler, görsel 

ispatların matematik sınıflarında kullanılması gerektiğini ifade etmiĢlerdir. 

Güler ve Ekmekçi (2016) öğretmen adaylarına çeĢitli sözsüz ispatların 

örneklerini verdikleri ve verilen sözsüz ispatların doğruluğuna iliĢkin sorular 

sordukları çalıĢmalarında, verilen tek sayıların toplamı ile ilgili sözsüz ispatın doğru 

olduğunu düĢünen öğretmen adayları, ardıĢık tek sayılar ile birim kareler arasındaki 

iliĢkiyi kurabilmiĢ ve oluĢan geometrik Ģeklin alanının bu toplamın kuralı olduğunu 

belirterek cevaplarını gerekçelendirebilmiĢlerdir. Ancak bir öğretmen adayı bu 

sözsüz ispatın yanlıĢ olduğunu düĢünmüĢ ve gerekçe olarak da verilen Ģeklin sadece 

Ģekildeki sayıların toplamını örneklediğini vurgulamıĢtır. 

Fen lisesinde okuyan üç öğrenci ile yapmıĢ oldukları nitel çalıĢmada Uğurel 

vd. (2016) öğrencilerle sözsüz ispatlarla ilgili deneyim yaĢattıktan belli bir süre sonra 

öğrencilerden kendi sözsüz ispatlarını oluĢturmalarını istemiĢler ve bu doğrultuda 

“temel modifikasyon, ileri modifikasyon ve tümevarımsal temel çizim” olmak üzere 

üç ardıĢık kategori açığa çıkarmıĢlardır. Bu kategorilerin sözsüz ispat analizlerinde 

kullanılabileceğini belirtmiĢlerdir. Ayrıca öğrenciler sözsüz ispatları “eğlenceli, 

zevkli, pratik, entelektüel, orijinal, Ģık” bulduklarını ifade ederek sözsüz ispatlarla 

ilgili olumlu görüĢ bildirmiĢlerdir. Geometri ve matematiği birlikte kullandıkları fark 

eden öğrenciler problem çözme, yaratıcılık ve görselleĢtirme becerilerinin geliĢtiğini 

ve sözsüz ispatların geniĢ uygulama alanlarına sahip olduğunu gördüklerini 

belirtmiĢlerdir. 

Ortaöğretim matematik öğretmenliği 5. Sınıfta okuyan öğretmen adaylarının 

sözsüz ispat yapma sürecinde yaĢadıkları zorlukları ortaya çıkarmak amacıyla 

Demircioğlu ve Polat (2016) tarafından yapılan durum çalıĢmasında öğretmen 

adaylarına açık uçlu sorular yöneltilerek bu süreçte yaĢadıkları zorlukları ortaya 

çıkarmak için görüĢleri alınmıĢtır. Öğretmen adaylarının sözsüz ispat yapma 

sürecinde en fazla zorlandıkları yerlerin verilen Ģekilleri anlayamama, açıklama 
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olmaması, sözsüz ispat ile cebirsel ispat arasında iliĢki kuramama, alan bilgisi 

eksikliği, kaynak sıkıntısı olduğu belirtmiĢtir. Ayrıca sözsüz ispatların, zorlayıcı 

fakat öğrencilerin uzamsal görselleĢtirme ve uzamsal muhakeme becerini 

geliĢtirilebildiği sonucuna varılmıĢtır. 

Sözsüz ispat ile ilgili deneyim yaĢamıĢ olan ortaöğretim matematik 

öğretmenliği son sınıfta okuyan öğretmen adaylarıyla yaptıkları çalıĢmada 

Demircioğlu ve Polat (2015), öğretmen adaylarından sözsüz ispatın etkili olduğu ve 

olmadığı yerlere iliĢkin görüĢlerini almıĢlardır. Öğretmen adayları, sözsüz ispatlarla 

bilgilerin kalıcı olduğunu, matematiksel formül/ifadelerin daha iyi kavrandığını, 

konular arası iliĢki kurulduğunu, yeni bilgiler öğrendiklerini; sözsüz ispatların 

ifadeleri somutlaĢtırdığını, merak duygusu uyandırdığını, güven kazandırdığını, 

zevkli olduğunu, verimli olduğunu ve ileride sözsüz ispatları öğretim yöntemi olarak 

da kullanabileceklerini ifade etmiĢlerdir. 

Uğurel, Moralı & Karahan (2011) matematikte yetenekli olan ortaöğretim 

öğrencilerinin sözsüz ispatlarla bir deneyim yaĢamaların sağlamıĢlardır. Süreç 

sonrasında ürettikleri sözsüz ispat örneklerini tartıĢmıĢlardır. AraĢtırmaya katılan 

öğrencilerin, ispat yapmak için farklı bakıĢ açıları gösterdikleri, özgün sözsüz 

ispatlar geliĢtirmede, yaptıkları ispatları görsel olarak sunmada baĢarılı oldukları 

gözlenmiĢtir. 

Tekin ve Konyalıoğlu (2010) çalıĢmalarında toplam ve fark formüllerinin 

görsel ispat ve cebirsel ispatları sırasıyla vererek görsel ispatlarla ispat sürecinde 

yapılan çizimlerin formüllerin anlamlandırılmasına, formüllerin özünü anlamaya ve 

kalıcı öğrenmeye katkı sağlayacağına değinmiĢtir. Ayrıca çalıĢmada formüllerdeki 

iliĢkilerin cebirsel ispatlarla yeterince görülemeyeceği ifade edilmiĢtir. 

2.7.1.2. Yurt DıĢında Yapılan ÇalıĢmalar 

Yassin (2013) diziler ve seriler ünitesinde sözsüz ispatları kullanmanın 

öğrenci baĢarısına etkisini incelemiĢ ve 89 öğrenciyi iki gruba ayırarak deneysel bir 

çalıĢma yürütmüĢtür. ÇalıĢmanın neticesinde, sözsüz ispatlar kullanılarak dersin 

iĢlendiği grubun baĢarısı ile diğer grubun baĢarısı arasında anlamlı bir fark çıktığını 

belirtmiĢtir. 
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Karrass (2012) öğretmen yetiĢtirme programının son yılında olan gönüllü 12 

öğretmen adayına lise müfredatında yer alan belli teoremlerin görsel ispatın vermiĢ 

ve görsellerdeki teoremleri ispatlamaları ve akıl yürüterek teoremleri açıklamalarını 

istenmiĢtir. Daha sonra bu sonuçları Van Hiele geometrik düĢünme düzeylerine göre 

analiz etmiĢtir. Yapılan analizlere göre sözsüz ispat bulma sürecinin “görsel ispatın 

ne olduğunu fark etme, ispat planı tasarlama ve bir çözüm geliĢtirme” olmak üzere 

üç aĢamadan oluĢtuğunu ortaya çıkarmıĢtır. Bu çalıĢmayla matematik öğretmeni 

adaylarının geometri bilgisi ve görsel akıl yürütme arasındaki iliĢkiyi açıklanmaya 

çalıĢılmıĢtır. 

Bell (2011) sınıfında sözsüz ispatlara yer vermiĢ, öğrencilere web sitelerinde 

mevcut olan interaktif ya da interaktif olmayan sözsüz ispatları kullanarak tartıĢma 

ortamı oluĢturmuĢ ve öğrencilerin yaptıklarını analiz etmiĢtir. ÇalıĢmada formel 

ispatın sözsüz ispatla beraber gösterildiği zaman öğrencinin ispat yeteneğinin 

geliĢmesiyle beraber matematiksel bir problemi nasıl daha iyi muhakeme 

edebileceğini öğrendiği belirtilmiĢtir. Öğrencilerin sözsüz ispatları tartıĢmasını 

sağlayarak, matematiksel ifadelerin nasıl ispatlandığı hakkında kendi fikirlerini 

geliĢtirmelerine fırsatlar sunmuĢtur. Böylelikle de öğrencilerin ispat sürecini 

anlamaya çalıĢmıĢtır. Sözsüz ispatların öğrencinin ispat yapma yeteneğini 

geliĢtirdiğini ve matematiksel bir problemi nasıl daha iyi muhakeme edeceğini 

öğrettiğini belirtmiĢtir. Öğrenciden bir Ģeklin açıklanmasının istenmesi, öğrencinin 

özel parçaları kullanmasını gerektirdiğinden muhakeme yeteneğini de geliĢtireceğini 

belirtmiĢtir. Bir matematiksel ifadenin sözsüz ispatının öğrenciye verilmesinin 

öğrencinin ispat yapma yeteneğini geliĢtirmekle kalmayıp aynı zamanda öğrencinin 

bir matematiksel ifadenin görsel oluĢturmasını sağlamanın öğrencinin akıl yürütme 

yeteneğine olumlu yönde katkı sağladığını ifade etmiĢtir. 

Alsina ve Nelsen (2010) tarafından yapılan çalıĢmada sözsüz ispatların ne 

olduğunu açıklamıĢlar ve çeĢitli sözsüz ispatlara yer vermiĢlerdir. ÇalıĢmada 

tümevarım yöntemiyle ispatlanabilecek ancak görsel ispatla daha açıklayıcı olduğu 

düĢünülen ve iki sayma prensibi olan Fubini ve Cantor prensibine göre sözsüz ispat 

örnekleri kullanılmıĢtır. 

Bayer (2009) sözsüz ispatların üstün yönlerini üçgensel sayıların, Fibonacci 

sayılarının kullanıldığı teoremlerin ve Pisagor teoreminin sözsüz ispatlarını vererek 
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göstermeye çalıĢmıĢtır. Görsel ispatların geleneksel ispatlardan daha basit olduğunu 

ve kesin bir sonucun neden doğru olduğunu açıklamaya yardımcı olduğunu 

belirtmiĢtir. Tümevarım ile yapılan bir ispatta formülün hatırlanması gerekmekte 

fakat sözsüz ispatlarda bu gerekliliğin olmamasından dolayı geleneksel ispatlara göre 

üstün olarak görüldüğünü belirtmiĢtir. 

Bardelle (2009) ikinci ve üçüncü sınıfta öğrenimlerine devam eden 

matematik öğrencilerine, sözsüz ispat ve formel ispatları sunarak, her iki ispatta 

öğrencilerin yaĢamıĢ oldukları süreci karĢılaĢtırmıĢtır. AraĢtırmada Pisagor teoremi 

ve geometrik serilerle ilgili sözsüz ispat öğrencilere sunulmuĢtur. Pisagor teoremi 

görsellikle daha ilgili ve aĢina oldukları bir ispat olduğu için Pisagor teoreminin 

sözsüz ispatında öğrenciler fazla zorlanmamıĢtır. AraĢtırmanın sonucunda da 

öğrenciler bu tür ispatları zor bulduklarını ifade etmiĢlerdir. Özellikle anlamlı 

adımlar dizisinden oluĢan bir ispatı durgun bir obje olarak çizmek öğrencilere zor 

gelmiĢtir. 

Gierdien (2007) çalıĢmasında derslerde kullanılabilecek sözsüz ispatlara yer 

vermiĢtir. Bu çalıĢmada özellikle sözsüz ispatların ispatları açıklayıcı ispata 

çevirmesinden ve böylelikle de bilgi transferinin gerçekleĢeceğinden söz edilmiĢtir. 

Ayrıca bu çalıĢmada sözsüz ispatlarla, örneğin 1‟den n‟e kadar tam sayıların 

toplamının formülündeki n‟in nereden geldiği ile ilgili öğrencinin merakını 

gidermesi ve “görünmeyeni görmesinin” önemli olduğu vurgulanmıĢtır. 

Jamnik vd. (1997) ise bu duruma karĢılık diyagramatik muhakeme ve 

tümdengelim (Diagramatic Reasoning and Deduction) diye isimlendirdikleri 

DIAMOND sistemiyle bilgisayarlar tarafından yapılan bir genelleĢtirme 

mekanizması bulmaya çalıĢmıĢlardır. Sistem otomatik olarak tüm n‟ler için genel 

ispatı örneklerden genelleyebilmektedir. 

2.8. Pisagor Teoremi ile Ġlgili AraĢtırmalar 

Pisagor teoreminin ispatlarını ve/veya genellemelerinin konu alındığı 

araĢtırma makaleleri ve kitaplar halen yayımlanmaya devam etmektedir. Literatür 

incelendiğinde matematik öğretmenlerinin Pisagor teoreminin ispatına nasıl 

öğretebileceğini özetleyen makaleler, Pisagor teoreminin farklı ülkelerde nasıl 
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öğretildiğine iliĢkin araĢtırmalar (Crawford, 2001; Hugener, vd., 2009) olduğu 

görülmektedir. 

8. Sınıf öğrencilerinin Pisagor bağıntısı ile ilgili görsel, sembolik ve cebirsel 

(sözel) temsilleri bulunduran matematiksel problemleri çözme becerilerini ortaya 

koymak amacı ile Yıldız (2019) tarafından yapılan çalıĢma iliĢkisel tarama modeli 

kullanılarak 2017- 2018 eğitim- öğretim yılında farklı hizmet bölgelerinden bulunan 

üç farklı devlet okulunun 8. sınıflarında öğrenim gören 102 öğrenci ile 

yürütülmüĢtür. Veriler Pisagor bağıntısı ile ilgili hazırlanan 5 görsel, 5 sembolik ve 5 

gerçek yaĢam durumları (cebirsel-sözel) olmak üzere toplam 15 sorudan oluĢan açık 

uçlu baĢarı testi ve yarı yapılandırılmıĢ mülakat soruları ile toplanmıĢtır. AraĢtırmaya 

katılan öğrencilere her gösterim biçimi için 20 dakika verilerek problemleri 

çözmeleri istenmiĢtir. Uygulama esnasında öğrencilere herhangi bir müdahalede 

bulunulmamıĢtır. Uygulamadan sonra ise öğrencilerle bireysel görüĢmeler yapılarak 

problemleri nasıl çözdükleri, çözerken yaĢadıkları zorluklar ortaya çıkarılmaya 

çalıĢılmıĢtır. Bireysel görüĢme 20 öğrenciyle gerçekleĢtirilmiĢtir. Ayrıca verilen 

testlerde yarı yapılandırılmıĢ mülakat yapılmıĢtır. Veriler betimsel analiz tekniği 

kullanılarak analiz edilmiĢtir. AraĢtırmanın bulguları, öğrencilerin sözel ve sembolik 

temsillere kıyasla görsel temsillerde daha baĢarılı olduklarını, bir temsilden diğerine 

geçiĢlerde büyük problemler yaĢadıklarını, aynı verilerin farklı temsilleri arasındaki 

iliĢkiyi görmekte zorlandıklarını, derste sıkça karĢılaĢtıkları temsil türlerini kullanma 

eğiliminde olduklarını ve düĢündüklerini yazılı olarak ifade etmekte zorlandıklarını 

göstermiĢtir. 

Güner (2018) pedagojik formasyon sertifika programına katılan matematik 

bölümü mezunlarının, Pisagor teoremi ile ilgili hazırladıkları ders planlarını 

incelemiĢtir. Nitel araĢtırma yöntemlerinden doküman analizi kullanılarak 

kullanılmıĢ ve veriler iki veri toplama aracı ile toplanmıĢtır. Birincisi, katılımcıların 

hazırladıkları ders planları, ikincisi ise katılımcıların ders planlarını teslim ettikleri 

ders saatinde cevaplandırdıkları bir anket formudur. AraĢtırmada kullanılan veriler 

2014 – 2015 akademik yılının bahar döneminin on ikinci haftasında pedagojik 

formasyon sertifika programına kayıtlı matematik bölümü mezunlarının kayıtlı 

olduğu özel öğretim yöntemleri dersinde toplanmıĢtır. Katılımcılardan 18‟inin (%42) 

hazırladıkları ders planlarında Pisagor teoreminin bir ispatını verdikleri görülmüĢtür. 
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Katılımcıların verdikleri ispatlar incelendiğinde üç farklı ispat türünün kullanıldığı 

tespit edilmiĢtir. Bunlar (i) görsel ispat, (ii) alan bilgisinin kullanıldığı cebirsel ispat 

ve (iii) üçgenlerin benzerliğinin kullanıldığı ispat türleri olarak adlandırılmıĢtır. Ġki 

katılımcı görsel ispat, dokuz katılımcı alan bilgisinin kullanıldığı cebirsel ispat ve 

yedi katılımcı da üçgenlerde benzerliği kullanarak Pisagor teoremini ispatlamayı 

seçmiĢtir. Kırk üç katılımcıdan 25‟i (%58) ise hazırladıkları ders planlarında Pisagor 

teoreminin bir ispatına yer vermemiĢlerdir. Bu katılımcıların, ders planlarının 

toplanmasından sonra cevaplandırdıkları anket formuna yazdıkları incelendiğinde; 

ispatı vermek yerine daha fazla örnek çözmeye önem verenler ve ispatın öğrenciler 

için zor olduğunu düĢündüğü için ispata yer vermeyenler olarak iki gruba 

ayrılabileceği görülmüĢtür. 

Aslaner ve Ġlhan (2018) Cabri II Plus programı yardımıyla Pisagor teoremini 

daha önce dinamik geometri yazılımları kullanılmadan yapılan parçalanmalar 

(Birkhoff & Beatley, 2000; Frederickson, 2002) yöntemiyle yapılan ispatlarından 

farklı bir Ģekilde yeni bir parçalanma tekniği geliĢtirerek ispatlamıĢtır.  Ek olarak bir 

düzgün dörtgen olan kare için eĢkenar üçgen ve düzgün beĢgen gibi düzgün 

çokgenler için de oluĢturulan yeni ispat yönteminin doğru olduğu göstermiĢlerdir. 

Geometri öğretiminin temel ilkelerinden olan ölçünün korunumu (alanın korunumu) 

ilkesi, yani “düzlemde verilen bir geometrik Ģekil belirli özelliklere göre daha küçük 

parçalara ayrılıp bu parçaların birleĢtirilmesi ile aynı alana sahip farklı geometrik 

Ģekiller oluĢturulabilir” ilkesine dayanarak doğrudan ispat yöntemi kullanılmıĢtır. Bu 

teorem ile ilgili uygulamalardaki çizimler Cabri II Plus geometri programı ile 

gerçekleĢtirilmiĢtir. 

Pisagor bağıntısının öğretimini hedefleyen adidaktik bir ortamın sınıf içi 

yaĢantı süreçlerinin evreler bazında incelenmesi amacıyla GüneĢ ve Tapan Broutin 

(2017) tarafından yapılan çalıĢmada Didaktik Durumlar Teorisi tanıtılmıĢ ve teoride 

önemli yer tutan adidaktik öğrenme ortamı ana hatlarıyla açıklanmıĢtır. Ayrıca 

8.Sınıf „Geometri‟ öğrenme alanı içerisinde olan “Pythagoras (Pisagor) bağıntısını 

oluĢturur” kazanımının öğretimi ele alınmıĢ ve Pisagor bağıntısının öğretimini için 

hazırlanan bir adidaktik bir ortamın sınıf içi yaĢantı süreçlerinin evreler bazında 

incelenmiĢtir. Bu kapsamda, sekizinci sınıf öğrencilerinin, didaktik durumlar 

teorisinin temel bileĢeni olan adidaktik ortamların evrelerine göre Pisagor bağıntısını 
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yapılandırma süreçleri nasıl gerçekleĢmektedir? sorusuna yanıt aranmıĢtır. Uygulama 

sürecinde öğrencilere Pisagor Bağıntısı buldurulmayı amaçlayan bir adidaktik ortam 

tasarlanıp uygulanmıĢtır. ÇalıĢmada her öğrenciye 0,5 cm‟lik kareli kâğıtlar 

dağıtılarak yeterli sayıda cetvel bulundurulmasına dikkat edilmiĢtir. Her öğrencinin 

kendi kâğıdına istediği kenar uzunluklarına sahip dik üçgenler çizmeleri gerektiği 

belirtilmiĢtir. Ortamda öncelikle öğrencilerden herhangi dik kenar uzunluklarına 

sahip bir dik üçgen çizmeleri istenmiĢtir. Bu aĢamadan sonra dik üçgenin her kenarı 

üzerine kareler çizilerek, oluĢan bu üç karenin her birinin alanları arasında bir bağıntı 

bulunması beklenmektedir. Bulunan alanların arasındaki iliĢki sayesinde öğrencilerin 

dik kenarların üzerine oluĢturulan karelerinin alanlarının toplamının hipotenüsün 

üzerine oluĢturulan karenin alanına eĢit olduğunu bulmalarını sağlayacağı 

düĢünülmüĢtür. Böylece Pisagor bağıntısına ulaĢılmıĢ olacaklardır. ÇalıĢma yaklaĢık 

25 dakika sürmüĢtür. Durum çalıĢması ile yürütülen çalıĢmada sınıf içi gözlem 

yapılmıĢ ve ders video ile kayıt altına alınmıĢtır. ÇalıĢma amaçlı örneklemeye dayalı 

ölçüt örneklemeye göre seçilen bir ortaokulun 8. sınıf öğrencileri ile (27 öğrenci) 

2015 – 2016 eğitim-öğretim yılı güz döneminde gerçekleĢtirilmiĢtir. Verilerin 

analizinde betimsel analiz yöntemi kullanılmıĢtır. AraĢtırmanın sonucunda, 

öğrencilerin adidaktik durumların evrelerinden geçerek Pisagor bağıntısını 

oluĢturabildikleri görülmüĢtür. 

Matematik öğretiminde matematik tarihinin öneminden yola çıkılarak Baki 

ve Bütüner (2013) tarafından yapılan çalıĢmada ilköğretim 6, 7 ve 8. sınıf matematik 

ders kitaplarında matematik tarihine hangi yollarla ve niçin yer verildiği incelenmiĢ 

ve Pisagor teoreminin öğretimine yönelik bir modül hazırlanmıĢtır. Ġlköğretim 

sekizinci sınıf kitaplarında Pisagor teoremi konusu içerisinde, tarihsel içerik olarak 

sadece Pisagor‟un hayatı ile ilgili kısa bir bilgiye ve Pisagor‟un resmine yer 

verildiğini ifade etmiĢilerdir. Pisagor teoremi ile Pisagor‟dan yıllar önce Eski 

Mısırda ve Mezopotamya‟da uğraĢıldığı bilinmektedir. Matematik tarihinin 

aydınlatma ve modül yaklaĢımlarına dayalı kullanımları için hazırlanan modüllerden 

ilkinde Ek 1‟de verilen modül, farklı toplumlar tarafından Pisagor teoreminin 

ispatının farklı Ģekillerde yapıldığını, Pisagor teoremi ile ilgili çeĢitli problemlerin 

farklı yollarla çözüldüğünü, matematiğin çok kültürlü yapısını, insan emeğinin bir 

ürünü olduğunu, farklı çözüm yollarının olabileceğini ortaya koyması açısından 

matematik tarihinin amaç olarak kullanımına hizmet etmektedir. Ayrıca öğrencilerin 
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Hsuan-Thu Diyagramını, kareli kâğıtlardan oluĢturarak Pisagor bağıntısının kuralını 

keĢfetmeleri, Eski Mısırda yapıldığı gibi, düğümlenmiĢ bir ip üzerinde Pisagor 

bağıntısını göstermeleri, öğrencilerin tutum ve baĢarılarını olumlu yönde 

etkileyebilir. Bu durum ise matematik tarihinin araç olarak kullanımını 

yansıtmaktadır. 

Topkaya (2013) yapılan çalıĢmada matematikte ispat tekniklerinin üzerinde 

çalıĢılmıĢtır. Ġspat teknikleri doğrudan ispat, ters durum ispatı, olmayana ergi 

(çeliĢki) yöntemiyle ispat, tümevarım yöntemiyle ispat olmak üzere dört ana baĢlık 

altında anlatılmıĢtır. Bu ispat teknikleri kullanılarak bazı ispatlar verilmiĢtir. Sonra 

ispat teknikleri yardımıyla bazı özel sayıların (Euler sayısı, Pi sayısı, Altın oran) 

irrasyonel oldukları ispat edilmiĢtir. Ġspat tekniklerinin yardımıyla Fibonacci 

sayısının nereden çıktığı, elde ediliĢi ve Binet formülünün tümevarım yöntemiyle 

ispatı verilmiĢtir. Sonra Altın oran ve Pascal üçgeninin Fibonacci sayısı ile iliĢkisi 

verilmiĢtir. Son olarak ispat tekniklerini kullanmadan, geometri yardımıyla Pisagor 

teoreminin ispatına ulaĢılmıĢtır. Pisagor teoreminin ispatı, çeĢitli geometrik Ģekiller 

üzerinde gösterilerek verilmiĢtir. Bu çalıĢmada 19 farklı ispatı verilmiĢtir.  

Flores (1993) tarafından yapılan çalıĢmada Van Hiele geometrik düĢünme 

düzeylerine göre Pisagor teoreminin ispatları verilmiĢtir. Amaçları ise Pisagor 

teoremi için bazı hazırlayıcı faaliyetleri iĢaret etmek (seviye 0), Pisagor teoreminin 

Öklid tarafından verilen ispatının üç farklı versiyonunu (Van Hiele seviye 1,2 ve 3), 

Öklid geometrisi bağlamında teoremin bazı genellemelerini verme (seviye 3) ve son 

olarak diğer geometrik sistemlerde Pisagor iliĢkilerden bahsetmek (seviye 4) olarak 

ifade etmiĢtir. 
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BÖLÜM III 

YÖNTEM 

 

3.1. AraĢtırma Modeli 

AraĢtırmada nitel araĢtırma yöntemi kullanılmıĢtır. Nitel yöntemler metin ve 

imgesel verilere dayanır ve veri analizinde özgün adımlara sahiptir. Ġnsan davranıĢı 

ancak esnek ve bütüncül bir yaklaĢımla araĢtırılabilir ve bu yaklaĢımda araĢtırmaya 

katılan bireylerin görüĢleri ve deneyimleri büyük önem taĢımaktadır (Yıldırım & 

ġimĢek, 2013, s. 41). Bu nedenle bu çalıĢmada bireylerin görüĢlerine ve 

deneyimlerine baĢvurulduğundan dolayı nitel araĢtırma yöntemi tercih edilmiĢtir. 

AraĢtırma deseni durum çalıĢmasıdır.  

3.2. ÇalıĢma Grubu 

ÇalıĢma iki aĢamada yürütülmüĢtür. Bu nedenle de iki çalıĢma grubu 

bulunmaktadır. Ġlk aĢamadaki çalıĢma grubu kolay ulaĢılabilir örnekleme yöntemi ile 

gönüllü olan 20 matematik öğretmeninden oluĢmaktadır. Daha sonra bu matematik 

öğretmenlerinden gönüllü olan 7 matematik öğretmeni ile ikinci aĢama 

gerçekleĢtirilmiĢtir.  

ÇalıĢmaya katılan tüm öğretmenlere Ö1, Ö2, …, Ö20 Ģeklinde kodlama 

yapılmıĢtır. Ö1, Ö2, …, Ö7 kodlu öğretmenler hem birinci hem de ikinci aĢamaya 

katılan öğretmenlerdir. Bu öğretmenlerle ilgili demografik bilgiler Tablo 1‟de 

özetlenmiĢtir. Tablo 1‟den de görüldüğü gibi çalıĢmaya katılan 20 öğretmenin 5‟i 

Eğitim Fakültesi, 15‟i Fen Fakültesi mezunudur. MEB‟e bağlı okullarda çalıĢan bu 

öğretmenlerin görev süreleri 5 ile 30 yıl arasındadır.  ÇalıĢmaya katılan 20 

öğretmenden 18‟i lise kademesinde öğretmenlik yaparken ikisi ortaokul 

kademesinde öğretmenlik yapmaktadır. Bu iki matematik öğretmende ikinci 

aĢamaya katılmıĢlardır.  
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Tablo 1. ÇalıĢmaya katılan öğretmenlerin demografik bilgileri 

AĢama  Kod Üniversite Fakülte Yıl   Kademe   

1 ve 2. 

Ö1 Ankara Üniversitesi Fen 10 Lise  

Ö2 Ankara Üniversitesi Fen 9  Lise  

Ö3 Ġstanbul Üniversitesi Fen 7 Lise  

Ö4 EskiĢehir Osmangazi 

Üniversitesi 

Fen Edebiyat 14 5 yıl 

ortaokul 

9 yıl lise  

Ö5 Anadolu Üniversitesi Fen Edebiyat 21 Lise  

Ö6 Gazi üniversitesi Eğitim 5 Ortaokul  

Ö7 Gazi üniversitesi Eğitim 23 Lise  

Yalnız 1. 

Ö8 Anakara Üniversitesi Fen 20 Lise  

Ö9 Ankara üniversitesi Fen 24 Lise 

Ö10 19 Mayıs Üniversitesi Fen 30 Lise 

Ö11 Gazi Üniversitesi Eğitim 24 Lise 

Ö12 Gazi Üniversitesi Fen Edebiyat 18 Lise 

Ö13 ODTÜ Fen 24 Lise 

Ö14 Gazi Üniversitesi Eğitim 9 Lise 

Ö15 Gazi Üniversitesi Eğitim 20 Lise 

Ö16 Gazi Üniversitesi Fen Edebiyat 26 Lise 

Ö17 Gazi Üniversitesi Fen Edebiyat 24 Lise 

Ö18 Ankara Üniversitesi Fen 9 Lise  

Ö19 Ankara Üniversitesi Fen 15 Lise 

Ö20 Ġnönü Üniversitesi Fen 22 Lise  

 

3.3. Veri Toplama Araçlarında Kullanılan Sözsüz Ġspatlar 

Veriler iki aĢamada toplanmıĢtır. Her ikisinde de aynı 10 sözsüz ispatlar yer 

almaktadır. 10 sözsüz ispat örneği seçilirken uzman görüĢleri alınmıĢtır. Bu sözsüz 

ispatlardan iki tanesi çalıĢmanın bulgularını oluĢturan Garfield ve Hardy tarafından 

yapılan Pisagor teoreminin ispatıdır. 10 tane sorulmasının amacı ise eğer iki soru 

sorulursa ikisinin de Pisagor teoremi ile ilgili olabileceğine yönelik düĢünmelerinin 

önüne geçmektir.   

Birinci veri toplama aracında (Ek 1) sözsüz ispatta yer alan görsel verilirken 

ikinci veri toplama aracında (Ek 2) görsel ile birlikte hangi kurala ya da genellemeye 

yönelik olduğu matematiksel ifade de verilmiĢtir. Birinci formda görselin ne 

çağrıĢtırdığı ortaya çıkarılmak istenirken ikinci formda görsel ile kural arasındaki 

iliĢkiyi nasıl kuracaklarını incelemek hedeflenmiĢtir. Birinci ve ikinci uygulamada 

veri toplama aracında Pisagor teoremi ile ilgili yöneltilen sözsüz ispatlar Tablo 2‟de 

verilmiĢtir. 
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Tablo 2. Birinci ve ikinci aĢamada kullanılan veri toplama araçlarındaki sorular 

 1. AĢamada sorulan görsel  2. AĢamada sorulan görsel 
P

is
ag

o
r 

te
o
re

m
i 

 

  
(Nelsen,1993: s.7)  

 

  
(Nelsen,1993: s.8) 

 

Tablo 2‟den görüldüğü gibi birincisi yamuk ve özellikleri, ikincisi çember ve 

özellikleri kullanılarak yapılan ispatlardır.  

3.3.1. Garfield Tarafında Yapılan Pisagor Teoreminin Sözsüz Ġspatı 

Veri toplama aracındaki bu sözsüz ispat 1876 da J.A. Garfield tarafından 

yapılmıĢ ve Nelsen‟ın (1993; s.6, 7) kitabında da yer verilmiĢ olan Pisagor teoremine 

yönelik sözsüz ispattır. Bu ispatta yamuğun alanı ile verilen üç tane dik üçgenin 

alanları arasında iliĢki kurulması beklenmektedir. Birçok farklı Ģekilde ispat 

yapılabilmektedir. Bu ispatlardan bir tanesi aĢağıda verilmiĢtir. 

Ġspat: Dik kenarlarının uzunlukları a ve b, hipotenüsünün uzunluğu c olan bir 

dik üçgen göz önüne alalım.  
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ġekil 14. Kenar uzunlukları a, b ve c olan bir dik üçgen 

Bu üçgene eĢ olan bir üçgen çizelim ve bu iki üçgeni birleĢtirip yamuk elde 

edelim. 

ġekil 15. Pisagor teoreminin sözsüz ispatının adımları 

ġekildeki üç tane üçgenin alanının toplamı yamuğun alanına eĢit olacaktır. O 

halde 
(   )

 

 

   
 

 
(   )  

 

 
   yazılabilir. Buradan          elde edilir. 

3.3.2. Hardy Tarafından Yapılan Pisagor Teoreminin Sözsüz Ġspatı 

Bu ispat 1988 yılına Mike Hardy tarafından “Mathematical Intelligencer” 

adlı dergide basılmıĢtır. Basıldığı hali ile ġekil 16‟da gösterilmiĢtir. 

ġekil 16. Pisagor teoreminin Hardy tarafından yapılan sözsüz ispatı 
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3.4. Veri Toplama Araçları ve Verilerin Toplanması 

Birinci aĢamada kullanılan veri toplama aracı 10 görsel ile birlikte hangi 

kurala yönelik oldukları yani matematiksel ifade verilmemiĢtir. Bu Ģekilde 

çalıĢamaya katılan öğretmenlerin verilen görsel ile ne algıladıkları, neleri 

iliĢkilendirdikleri ölçülmeye çalıĢılmıĢtır. Ġlk aĢamada kullanılan veri toplama 

aracında her bir sözsüz ispat ile birlikte iki tane de soru yöneltilmiĢtir. Bu sorulardan 

birincisi “1-Böyle bir resmi daha önce gördünüz mü? Cevabınız evet ise nerede 

olduğunu yazınız Hayır (...)/ Evet   (...) Nerede ...” ve ikincisi de “Resmin ne ifade 

ettiğini açıklayınız” Ģeklindedir. Bu sorulardan birincisinin amacı görsel ile daha 

önce karĢılaĢıp karĢılaĢmadıklarını belirlemek diğerinin ise görsel ile ilgili ne 

düĢündüklerini, hangi kavramları ya da kuralları çağrıĢtırdığını tespit etmektir. Bu 

aĢamada veriler yazılı olarak toplanmıĢtır. Öğretmenlerden önceden randevu 

alınmıĢtır. Belirlenen gün ve saatte katılımcıya veri toplama aracı verilmiĢ ve süreç 

boyunca hiçbir müdahale yapılmamıĢtır. Katılımcı öğretmen veri toplama aracını 

teslim ettikten sonra oturum sonlandırılmıĢtır. Veriler bireysel toplanmıĢtır. 

Ġkinci aĢamada ise veriler birinci aĢamaya katılan öğretmenlerden gönüllü 

olanlar ile yarı yapılandırılmıĢ görüĢme yapılarak toplanmıĢtır. Bunun için 

öğretmenlerden önceden randevu alınmıĢtır. Veri kaybına neden olmamak için 

sürecin kamera ile kayıt altına alınacağı ifade edilmiĢ ve hiçbir öğretmen bundan 

dolayı tedirginlik yaĢamamıĢtır. Süreç boyunca düĢündükleri her Ģeyi sesli olarak 

ifade etmeleri istenmiĢtir. Bu sayede sözsüz ispat yapma süreçleri incelenmeye 

çalıĢılmıĢtır. GörüĢmelerde öğretmenlere yöneltilen sözsüz ispatlarda görseller ile 

birlikte neyin ispatına yönelik olduğu yani matematiksel ifadelerde verilmiĢtir. Bu 

sayede görsel ile verilen matematiksel ifade arasında iliĢkiyi nasıl kurdukları 

incelenmeye çalıĢılmıĢtır. 

3.5. Verilerin Analizi 

Birinci aĢamada 20 matematik öğretmeninden yazılı toplanan veriler 

öncelikle bilgisayar ortamına aktarılmıĢtır. Daha sonra benzerliklerine göre 

gruplandırılarak içerik analizi yapılmıĢtır. Her bir sözsüz ispata yönelik kod ve 

temalar elde edilmiĢtir. Birinci aĢamada elde edilen kod ve temalar alanında uzman 

iki matematik eğitimcisi tarafından incelenmiĢ ve öneriler doğrultusunda son haline 
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getirilmiĢtir. Ġkinci aĢamada ise görüĢmelerden elde edilen veriler bilgisayar 

ortamına aktarılmıĢ sonra yazılı doküman haline dönüĢtürülmüĢtür. 

3.6. Geçerlik ve Güvenirlik  

Nitel araĢtırmalarda geçerlik, belirli süreçler aracılığı ile araĢtırmacının, 

bulguların doğruluğunu kontrol etme ve denetlemeyi ifade ederken, güvenirlik ise 

farklı çalıĢma ve projelerin araĢtırmacıları tarafından, çalıĢmayı yapan araĢtırmacı ile 

bakıĢ biçimlerindeki tutarlılığını ifade etmektir (Gibbs, 2007). Nitel araĢtırmada 

geçerlik ve güvenirlik kavramları; inandırıcılık (iç geçerlik), aktarılabilirlik (dıĢ 

geçerlik), tutarlık (iç güvenirlik) ve teyit edilebilirlik (dıĢ güvenirlik) kavramları ile 

ifade edilmektedir (Yıldırım ve ġimĢek, 2005). Ġnandırıcılık (iç geçerlik), 

araĢtırmacının, katılımcının duygu ve düĢüncelerini, süreç içerisindeki hissettiklerini, 

yaptıkları etkinlikleri doğru bir Ģekilde açıklaması ve yansıtmasıdır (Lodici, 

Spaulding ve Voegtle, 2006). Bu bağlamda araĢtırmacı veri toplama sürecinde 

bulunmuĢ elde ettiği tüm verileri ve tüm gözlemlerini aktarmıĢtır. Uygulama sonrası 

veri toplama sürecini, analiz sürecini detaylıca sunmuĢtur.  

Nitel araĢtırmalarda, inandırıcılığı arttıran önemli bir kriter uzman 

incelemesidir (Merriam, 2012; Neuman, 2007). Bu çalıĢmada araĢtırmanın öneri 

aĢamasından veri analizine ve rapor edilmesine kadar tüm süreçlerde bir danıĢman 

gözetiminde yürütülmüĢtür. Bulgular alanda uzman kiĢilere sunulmuĢ görüĢler 

doğrultusunda düzenlemeler yapılmıĢtır. ÇalıĢmada bulgular birinci aĢamada yazılı 

olarak ve ikinci aĢamada birebir görüĢme kaydı, teslim edilen veri toplama aracı gibi 

farklı kaynaklardan elde edilen verilerle sunulmuĢtur.  

Tutarlılık; araĢtırmanın veri toplama, analiz yapma, yorumlama gibi tüm 

süreçlerde yapılan denetlemelerin açık bir biçimde ifade edilmesidir (Yıldırım ve 

ġimĢek, 2005). Bu araĢtırmada araĢtırmacı, araĢtırmanın yöntemi, aĢamaları, veri 

toplama ve analiz yöntemleri ile bulguları yorumlama ve sonuçlara ulaĢma 

konusunda neler yapıldığını ayrıntılı bir Ģekilde açıklamıĢtır.  

Teyit edilebilirlik; araĢtırmada elde edilen verilerin sürekli olarak teyit 

edilmesi ve araĢtırmacının nesnel bir yaklaĢımla önyargıdan uzak verileri 

aktarmasıdır (Yıldırım ve ġimĢek, 2005; Miles ve Huberman, 1994). Bu araĢtırmada 

da verilerin analizinde ve yorumlanmasında nesnel yaklaĢılmaya çalıĢılmıĢ, gözlem, 
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görüĢme ve dokümanlar yoluyla elde edilen veriler, doğrudan alıntılarla 

açıklanmıĢtır. Elde edilen bulgular teyit edilerek, sonuçlar değerlendirilmiĢtir. 

Aktarılabilirlik; diğer araĢtırmacılar tarafından çalıĢılan araĢtırmanın 

sonuçları, araĢtırma alanı ve diğer alanlar arasındaki benzerlik derecesidir (Lodici, 

Spaulding ve Voegtle, 2006). Guba ve Lincoln (1982) aktarılabilirliğin doğrulanması 

için ayrıntılı betimlemenin olması gerektiğini belirtmiĢtir. Ayrıntılı betimleme, 

çalıĢmanın içeriği hakkında yeterli bilginin verilmesi, ham verinin yorum katmadan 

doğrudan alıntılarla ve verinin doğasına mümkün olduğu ölçüde sadık kalınarak 

okuyucuya aktarılmasıdır. Bu durumda okuyucu, ayrıntılı betimleme ile çalıĢmanın 

uygulandığı ortamı, uygulama anını zihninde canlandırabilir ve kendi ortamına 

iliĢkin olası sonuçlar alır. Ve çalıĢmanın farklı bir ortamda yapılıp yapılamayacağına 

karar verebilir. Burada çalıĢmanın sonuçları ve hipotezleri sonraki çalıĢmalarda 

benzer bir duruma aktarılabilir. AraĢtırmanın aktarılabilirliğini arttırmak için gözlem, 

görüĢme ve dokümanlar yoluyla elde edilen veriler, doğrudan alıntılarla ve kanıtlarla 

desteklenerek detaylı bir biçimde betimlenmiĢtir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



45 

 

BÖLÜM IV 

BULGULAR VE YORUM 

4.1. Garfield Tarafından Yapılan Pisagor Teoreminin Ġspatından Elde 

Edilen Bulgular ve Yorumlar 

ÇalıĢmaya katılan öğretmenlerin Garfield tarafından yapılan Pisagor 

teoreminin ispatındaki görsel ile daha önceden karĢılaĢıp karĢılaĢmadıklarına ve 

karĢılaĢtılarsa nerede olduğuna yönelik sorulara verdikleri cevaplardan elde edilen 

bulgular Tablo 3‟ te verilmiĢtir. 

 

Tablo 3. Öğretmenlerin Garfield tarafından yapılan Pisagor teoreminin ispatındaki 

görseli nerede gördüklerine iliĢkin yanıtlarından elde edilen bulgular 

Görseli 

görme  

Nerede görüldüğü  f ∑f 

Evet  

Kitap  

Üniversite hazırlık soru bankası (Ö1) 

14 

19 

Ders kitapları (Ö19) 

Soru bankası (Ö4) 

Matematik test kitapları (Ö6) 

Test kitapları (Ö7, Ö8) 

Kitaplarda (Ö9, Ö12, Ö17, Ö10) 

Geometri test kitabı ve ders kitabı (Ö2, Ö5) 

Konu anlatımı ve sorularda (Ö15) 

Orta öğretim ders kitapları (Ö16)  

Ders  
Matematik derslerinde (Ö20) 

2 
Derslerde (Ö11) 

Öğrenim 

sırasında  

Ġlkokul (Ö3) 
2 

Ortaokul, lise üniversite (Ö13) 

Diğer  Üçgenlerde (Ö18) 1 

Hayır   Ö14 1 1 

 

Tablo 3‟den görüldüğü gibi çalıĢmaya katılan 20 matematik öğretmeninden 

19‟u verilen görseli kitaplarda (üniversite hazırlık soru bankası, geometri test kitabı, 

ders kitabı, matematik test kitapları), ilkokulda veya derslerde gördüklerini ifade 

etmiĢlerdir. Yalnızca Ö14 görseli daha önceden görmediğini ifade etmiĢtir.             

Tablo 3‟den görüldüğü gibi ikinci aĢamaya katılan 7 matematik öğretmeni de (Ö1, 

Ö2, Ö3, Ö4, Ö5, Ö6, Ö7) görseli daha önce gördüklerini ifade etmiĢlerdir. Görselin 

ne ifade ettiğine yönelik verdikleri cevaplardan elde edilen bulgular Tablo 4‟de 

özetlenmiĢtir. 20 katılımcının tüm cevapları tabloda gösterilmiĢtir. 
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Tablo 4. Öğretmenlerin Garfield tarafından yapılan Pisagor teoreminin ispatındaki 

görseli açıklamalarından elde edilen bulgular 

Tema  Kod  Örnek cevap  f  ∑f 

BoĢ  Cevap yok  (Ö20) 1  1 

Pisagor 

Dik yamuk 

içerisindeki 

dik üçgenlerde 

pisagor 

bağıntısı  
 

(Ö1) 

1 

 

8 

ġekli açıklama, 

Üçgenlerin 

alanı toplamı 

yamuğun 

alanına eĢit 

olduğundan 

Pisagora 

ulaĢılır. 

 
(Ö6) 

1 

 

Üçgenlerde 

eĢlik benzerlik 

 

 

 

Üçgenlerde 

pisagor  

 
(Ö2) 

2 

 

 
(Ö5) 

 

Dik üçgende 

pisagor, kenar 

uzunlukları 

hipotenüs   (Ö10) 

1 

 

ġekle 

odaklanma 

Benzerlik  

Hipotenüs eĢit 

ise bu üçgenler 

eĢittir.  

Ġkizkernar 

üçgen 

olduğunu ifade 

etme  

 
(Ö12) 

1 

 

Yamuğun alanı 

üçgenlerin 

alanı 

toplamına eĢit  
 (Ö7) 

1 
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EĢ üçgenler 

yardımıyla 

kenar 

uzunluğunu 

bulma  

 

Parça parça 

üçgenlerin 

alanlarından 

yamuğun 

alanını elde 

etme  

 

Kenarlar 

arasındaki 

uzunluk iliĢkisi   

 (Ö4) 

1

  

 

ġekle 

odaklanma 

Dik yamuk 

Dik üçgen 

EĢ  üçgenler 
 (Ö9) 2 

 

5 
 (Ö13) 

 

Dik yamuk 

 (Ö17) 

3 

 

 (Ö3) 

 

 (Ö18) 

 

Benzerlik 

Benzerlik  
 (Ö8) 

1  

4 

Benzerlik 

Dik yamuk 

Dik üçgen 
 (Ö11) 

2 

 

Benzerlik 

dik yamuk 

dik üçgen 

eĢ üçgen 
 

(Ö15) 

 

Benzerlik 

yamuk 

yamukta alan  (Ö14) 

1  

Bağıntı 
Dik üçgenle 

ilgili bağıntılar 

 (Ö16) 
2 

 

2 

 (Ö19) 

 

 

Tablo 4‟ten görüldüğü gibi 1 matematik öğretmeni (Ö20) hiçbir cevap 

vermezken yalnızca 6 matematik öğretmeni Pisagor teoremi ile ilgili olduğunu ifade 



48 

 

etmiĢtir. Bu 6 öğretmenden yalnızca biri “Üçgenlerin alanlarının toplamı yamuğun 

alanına eşit olduğundan Pisagora ulaşılır.” Ģeklinde açıklama yapmıĢtır. Diğer 

öğretmenler yalnızca Pisagor teoremi yazmıĢ fakat nasıl elde edileceği ile ilgili 

herhangi bir açıklama yapmamıĢlardır. Bunun yanı sıra bu 6 öğretmen Pisagor 

teoremine ek olarak da üçgenlerde eĢlik benzerlik, Ģekli açıklama ifadelerini de 

yazmıĢlardır. 2 öğretmen ise (Ö4 ve Ö7) alanlardan yola çıkarak Pisagor tereominin 

nasıl elde edilebileceğini açıklamıĢ ama Pisagor teoremi Ģeklinde  ifade 

etmemiĢlerdir. Burada yamuğun alanını üçgenlerin alanları toplamına eĢitlendiğinde 

Pisagor teoremini elde edebileceği düĢünüldüğü için bu iki öğretmenin cevabı da 

Pisagor teoremi kategorisi altına alınmıĢtır.  

5 matematik öğretmeni, yalnızca görselde verilen geometrik Ģekillere 

odaklanmıĢlardır. Bu öğretmenlerden 3‟ü sadece dik yamuk derken ,2‟si dik yamukla 

birlikte dik üçgen ve eĢ  üçgenleri de ifade etmiĢtir. 4 öğretmen ise benzerlik 

Ģeklinde ifade etmiĢtir. Bu öğretmenlerden 1‟i yalnızca benzerlik yazarken 2‟si 

benzerliğe ek olarak  dik yamuk, dik üçgen, eĢ üçgen Ģeklinde ifade etmiĢken biri ise 

benzerliğe ek olarak yamuk ve yamukta alan Ģeklinde  ifade etmiĢtir. 2 öğretmen ise 

dik üçgenle ilgili bağıntılar Ģeklinde ifade etmiĢtir. Özellikle bu iki öğretmen ile 

farklı zaman ve mekanda veri toplanmasına rağmen aynı kelimeleri ifade etmiĢ 

olmaları dikkat çekmektedir.  

Diğer önemli bir bulgu ise Tablo 3 ve Tablo 4 birlikte incelendiğinde 

çalıĢmaya katılan 20 matematik öğretmeninden 19‟u görseli daha önce gördüklerini 

ifade etmelerine rağmen yalnızca 8 öğretmen (Ö1, Ö2, Ö4, Ö5, Ö6, Ö7, Ö10, Ö12) 

Pisagor teoremi ile iliĢkili olabileceğini ifade etmiĢ olmasına karĢılık yalnızca 3 

öğretmen (Ö4, Ö6, Ö7) bu iliĢkinin nasıl olduğunu açıklamıĢlardır. 

4.1.1. GörüĢmelerden Elde Edilen Bulgular 

4.1.1.1. Ö1’den Elde Edilen Bulgular 

Süreç baĢladığında Ö1 ilk önce “Görselden faydalanarak verilen eşitliklerin 

nasıl elde edildiğini açıklayınız” Ģeklinde soruyu okumuĢtur. Daha sonra soruda 

verilen görsele baktıktan sonra “evet burada bir dik yamuk var, dik yamuk içerisinde 

iki tane eş üçgenler (Şekil 17) çizilmiş, tabi bu eş üçgenleri çizince burada arada da 

bir tane ikizkenar dik üçgen oluşmuş” Ģeklinde verilen görseldekileri yorumlamıĢtır. 
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ġekil 17. Ö1‟in görseli yorumlaması 

Daha sonra veri toplama aracında verilen açıklamaları “Şimdi bu eşitliğe 

bakarsak   eşittir   çarpı 1 bölü      artı   bölü iki c kare, o da eşittir bir bölü iki a 

artı b‟nin karesi oradan da c kare eşittir, a kare artı b kare eşitliği elde edilmiş” 

Ģeklinde sesli okumuĢtur. Daha sonra tekrar görsele bakarak “şimdi burada dikkat 

edersek bu üçgenler birbirine eş üçgenlerdir. Buradaki dik yamuğun alanını verecek 

formülü düşünürsek buradaki dik yamuğun alanı alt taban artı üst taban çarpı 

yükseklik bölü 2 olduğundan dik yamuğun alanı     çarpı     bölü 2 yani 

(    )‟nin karesi bölü 2 dir.” diyerek yamuğun alanını ayrılan üçgenlerin 

alanlarının toplamına eĢitleyip Pisagor teoreminin ispatını tamamlamıĢtır. Görüldüğü 

gibi Ö1 önce görseli incelemiĢ öncelikle kenar uzunlukları a ve b olan dik üçgenlere 

sonra bu dik üçgenler arasında oluĢan kenar uzunluğu c olan ikizkenar üçgene dikkat 

etmiĢ sonra bütüne bakarak yamuğun alanına odaklanmıĢtır. En son bu üçgenlerin 

alanlarının toplamını yamuğun alanına eĢitlemiĢtir. Ö1‟in birinci aĢamada verdiği 

cevap ġekil 18a‟da ikinci aĢamadaki görüĢmede kâğıdına yazdıkları ġekil 18b‟de 

verilmiĢtir. 

a)  b)  

ġekil 18. Ö1‟in birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

ġekil 18b‟dan görüldüğü gibi Ö1 sesli ifade ettiklerini aynen kâğıdına 

aktarmıĢtır. ġekil 18a‟de verilen birinci aĢama incelendiğinde “Dik yamuk 

içerisindeki dik üçgenlerde pisagor bağıntısı” ifadesi dikkate alınırsa Ö1‟in sadece 
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görselden yola çıkarak yani eĢitlik verilmeden de Pisagor teoremi ile 

iliĢkilendirebildiği söylenebilir. 

4.1.1.2. Ö2’den Elde Edilen Bulgular 

Ö2 soruya baktıktan sonra “bu soruda dik yamuk ile ilgili bir alan hesaplama 

var” demiĢtir. ġekil 19a‟daki gibi öncelikle verilen açıklamaya odaklanmıĢtır. Daha 

sonra “dik yamuk üç tane dik üçgene parçalayarak ıı alanları toplamı şeklinde almış 

ki şunlar zaten eş üçgenler (Şekil 19b) artı diğer üçgen alanları toplamını bulmuş” 

Ģeklinde açıkladıktan sonra ispatı yapmaya baĢlamıĢtır. 

a) 
 

b)  

ġekil 19. Ö2‟nin görseli açıklaması 

“Üçgenlerin alanlarını hesaplayalım 
   

 
 şu üçgen şu üçgen artı 

   

 
 artı… artı 

   

 
 … yamuğun alanı da (

   

 
) …(

   

 
) …Üçgenlerin alanları toplamı yamuğun 

alanına eşittir. Buradan eşitliklerden Pisagor bağıntısına gitmiş” Ģeklinde ifade 

ederek kâğıda üçgenlerin alanlarını yazmıĢ, üçgenin alanlarının toplamını yamuğun 

alanına eĢitlemiĢ (ġekil 20b) ve Pisagor teoremini elde etmiĢtir. Ö2‟nin birinci 

aĢamada kâğıdına yazdıkları ġekil 20a‟da ikinci aĢamada yazdıkları ġekil 20b‟de 

verilmiĢtir. 

a)  b)  

ġekil 20. Ö2‟in birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

Ö2‟nin birinci aĢamada verdiği yanıt ile ikinci aĢamada verdiği yanıt 

karĢılaĢtırıldığında, ilk aĢamada “üçgenlerde eşlik, benzerlik ve Pisagor bağıntısı ile 
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hipotenüs hesaplama” (ġekil 20a) Ģeklinde ifade ederken, ikinci aĢamada görselden 

faydalanarak Pisagor teoremini elde etmiĢtir. Ö2 sadece görselden yola çıkarak yani 

eĢitlik verilmeden tam olarak Pisagor teoremiyle iliĢkilendirememiĢtir fakat Pisagor 

teoremini kullanarak hipotenüs hesaplanacağını ifade etmiĢtir.  

4.1.1.3. Ö3’ten Elde Edilen Bulgular 

Soruya baktıktan sonra “görselden yararlanarak nasıl elde ediyoruz” 

Ģeklinde soruda ne beklendiğini ifade etmiĢtir. Daha sonra “üçgenlerin alanları 

toplamı aynı zamanda yamuğun alanı toplamına eşit olacağı için…. birbirine 

eşitlediğimizde buradan Pisagor bağıntısını elde ediliyor” demiĢtir. ġekil 21‟de 

görüldüğü gibi öncelikle soruyu okuduktan sonra görsele odaklanarak görsel 

üzerinde ispatın nasıl yapılabileceğini açıklamıĢtır. 

 

ġekil 21. Ö3‟ün görseli açıklaması 

AraĢtırmacı kâğıda da yazar mısınız Ģeklinde yönlendirme yaptıktan sonra 

sözlü ifade ettiklerini kâğıda ġekil 22b‟deki gibi aktarmıĢtır. Ö3‟ün birinci aĢamada 

yazdıkları ġekil 22a‟da ikinci aĢamada yazdıkları ġekil 22b‟de verilmiĢtir. 

a)  b)  

ġekil 22. Ö3‟ün birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

Ö3‟ün birinci aĢamada verdiği yanıt ile ikinci aĢamada verdiği yanıt 

karĢılaĢtırıldığında, ilk aĢamada “dik yamuk şekli” Ģeklinde ifade ederken ikinci 

aĢamada kâğıdına Pisagor teoremini “yamuğun alanı=üçgenlerin alanları toplamı” 

Ģeklinde yazarak elde edilebileceğini ifade etmiĢtir. Fakat cebirsel olarak 

göstermemiĢtir. Ö3 sadece görselden yola çıkarak yani eĢitlik verilmeden Pisagor 

teoremi ile iliĢkilendirememiĢ olarak yorumlanmıĢtır.  
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4.1.1.4. Ö4’ten Elde Edilen Bulgular 

Ö4 soruya bakar bakmaz ġekil 24a‟da gösterildiği gibi görsel ile birlikte 

verilmiĢ olan eĢitliğe odaklanmıĢtır. “Birinci soruda alan kısmı şimdi burada” 

dedikten hemen sonra eĢitlikten yola çıkarak verilen görsel ile iliĢki kuramaya 

baĢlamıĢtır. ġekil 24b‟de gösterildiği gibi eĢitlikte verilen ifadeleri görsel üzerinde 

açıklamıĢtır. 

a)  b)  c)  

ç)  d)  

ġekil 23. Ö4‟ün görsel ile kural arasındaki iliĢki kurma süreci  

Daha sonra “burada parça parça alanların hesabı (Şekil 23b) …   
 

 
  … 

yani şuradaki üçgenin (Şekil 23b)    ‟nin yarısı, buradaki üçgen (Şekil 23c) a.b‟nin 

yarısı şurası (ġekil 23ç‟deki gibi eĢitliği göstererek) iki tane eş üçgenin alanı” 

diyerek soruda görselin yanında verilen eĢitlik ifadesindeki ilk ifadenin görselde 

neresi olabileceğini göstermiĢtir. Daha sonra “artı bir de içerideki dik üçgen alanı 

toplanmış ... şu eşitlik.. (açıklamadaki en son kısmı göstererek) bu eşitlikte de 

yamuğun alanına eşitlenebilir. Burada mesela şuradaki    ‟nin parantez karesi 

dediğimiz (Kuralda verilen ifadeyi bir adım ileri götürüyor ġekil 23d.)     alt 

taban çarpı üst taban çarpı yükseklik.     bölü yani çarpı 
 

 
  dedik. Bu ikisinin 

eşitliğini yazdığımız zaman…” demiĢ fakat bu aĢamadan sonra kendi yazmamıĢ ve 

soruda verilen kısım üzerinden açıklama yapmıĢtır. “Zaten ifade    eşittir    artı 

  şeklinde gelir.” Ģeklinde ispatı yapmıĢtır. Bu aĢamada kâğıdına yazdığı ġekil 

24‟teki gibidir. 
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ġekil 24. Ö4‟ün kâğıdına yazdıkları 

Bu aĢamadan sonra süreci sonlandırmamıĢ ve “onun haricinde başka bu 

soruda daha çok hani eşlik benzerlik konusunda çok fazla karşılaştım mesela şekil 

tamamlama kısmında da bu tarz sorular vardı ben şöyle temsili şu şekilde bir çizim 

yapayım. (Şekil25a) Şimdi genelde eşlik benzerlikte kare ile ilgili çok fazla soru 

yazıyorlar. Şimdi şuradan şöyle aldım. (Şekil25b) şuradan şöyle. (Şekil25c)   İki tane 

üçgenimiz eş. Aynı şekli katlayıp şu tarafa koydum. Hani şu a şu b şu a kadarsa” 

diyerek kareye tamamlamıĢ ve “Şu şekilde bir dikdörtgen elde ettim. Aynı şekilde şu 

üçgenlerin eşlerini de buraya çizdiğimde şurası a kadar, şurası b kadar şu içerde bir 

kare oluştuğunu gördüm, şunlar c. Bundan sonra eşitliği elde edebilir miyiz? Şimdi 

tüm alan dediğimiz karenin bir kenarı   (a + b)‟nin karesinden şu küçük parçalar eş 

zaten 4 tane      bölü 2 üçgenin alanı içinde bir kare oluştu.” demiĢtir. “Tüm 

alandan (   )   den üçgenlerin alanlarını yani   
   

 
‟yi çıkardığımda içindeki 

karenin alanına yani c
2
 ye eşit olacak yani yine aynı eşitliği bulmuş oldum.” 

demiĢtir. 

 

a)  b)  c)  

ġekil 25. Ö4‟ün çizmiĢ olduğu Ģekiller 

Ö4‟ün birinci aĢamada kâğıdına yazdıkları ġekil 26a‟da ikinci aĢamada 

kâğıdına yazdıkları ġekil 26b‟de verilmiĢtir. 
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a)  b)  

ġekil 26. Ö4‟ün birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

Ö4‟ün birinci aĢamada verdiği yanıt ile ikinci aĢamada verdiği yanıt 

karĢılaĢtırıldığında birinci aĢamada “Eş üçgenler yardımıyla kenar uzunluğu bulma 

veya parça parça üçgenlerin alanlarından yamuğun alanını elde etme, ayrıca şekil 

kareye tamamlanarak kenarlar arasında uzunluk ilişkisi kurulabilir” Ģeklinde ifade 

ederken ikinci aĢamada görselden faydalanarak Pisagor teoreminin nasıl elde 

edileceğini iki farklı Ģekilde açıklamıĢtır. Ö4 sadece görselden yola çıkarak yani 

eĢitlik verilmeden görseli tam olarak Pisagor teoremiyle iliĢkilendirememiĢtir.  

4.1.1.5. Ö5’ten Elde Edilen Bulgular 

Ö5 soruyu okuduktan sonra “bu soruda yamuk ve yamuğun içerisinde 

ikizkenar dik üçgen… ikizkenar dik üçgenden yararlanarak açıların eşliğinden 

yararlanarak iki tane eş üçgen verilmiş. Eşitliğe göre yamuğun alanı, iki tane eş 

üçgen ve ikizkenar dik üçgenin alanları toplamı yamuğun alanına eşitliğinden 

yararlandığımız zaman Pisagor bağıntısını elde edeceğiz. Ben hemen yapıyorum alt 

taban ile üst tabanın toplamı ile yüksekliğin çarpımı bize yamuğun alanını veriyor. 

Eş üçgenlerin alanlarını yazıyorum  
   

 
‟den 2 tane artı 

   

 
  , bu eşitliği 

düzenlediğimde          bölü 2, 2‟ler aynen dursun        bölü 2, 2‟leri 

götürdüğümüz zaman          Pisagor bağıntısını elde etmiş oluyoruz.” 

diyerek üçgenlerin alanları toplamını yamuğun alanına eĢitleyerek gerekli iĢlemleri 

yapmıĢtır. Ö5‟in birinci aĢamada kâğıdına yazdıkları ġekil 27a‟da, ikinci aĢamada 

kâğıdına yazdıkları ġekil 27b‟de verilmiĢtir. 

a)  b)  

ġekil 27. Ö5‟in birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 
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Ö5‟in birinci aĢamada verdiği yanıt ile ikinci aĢamada verdiği yanıt 

karĢılaĢtırıldığında, birinci aĢamada “Üçgenlerde eşlik – benzerlik konusu, 

üçgenlerde Pisagor bağıntısı ile ilgili soru tipleri” Ģeklinde ifade ederken ikinci 

aĢamada görselden faydalanarak Pisagor teoremini elde etmiĢtir. Ö5 sadece 

görselden yola çıkarak yani eĢitlik verilmeden görseli Pisagor teoremiyle 

iliĢkilendirebilmiĢtir. 

4.1.1.6. Ö6’dan Elde Edilen Bulgular 

Ö6 soruyla karĢılaĢtıktan sonra “Şimdi ilk soruda görselden faydalanarak 

verilen eşitlikleri nasıl elde ettiğimizi açıklayacağız. Burada bizim bir tane 

yamuğumuz var. Bu yamuk iki eş dik üçgen ve bir tane de ikizkenar dik üçgene 

ayrılmış (ġekil 28). Biz burada üç üçgenin alanını hesaplayarak Pisagor teoremine 

ulaşacağız. Burada birinci üçgenimin alanı taban çarpı yükseklik bölü ikiden  
   

 
  , 

diğeri de aynı şekilde  
   

 
‟den artı ikizkenar dik üçgende de  

   

 
 „den eşitliğimizi 

sağlayalım neye yamuğun alanına, yamuğun alan formülümüz neydi üst taban artı 

alt taban çarpı yüksekliğim yine     bölü 2. Burada 

                                         düzeltiyorum şurayı      olacak burası, 

burada da           bölü 2 sonucunu elde ettik. Bunları götürdük, karşılıklı 

   ‟leri götürdük          den yani Pisagor teoremine ulaşmış oluyoruz.” 

dedikten sonra süreci sonlandırmıĢtır. 

 

ġekil 28. Ö6‟nın görseli açıklaması 

 Ö6‟nın birinci aĢamada kâğıdına yazdıkları ġekil 29a‟da ikinci aĢamada 

kâğıdına yazdıkları ġekil 29b‟de verilmiĢtir. 

a)  b)  
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ġekil 29. Ö6‟nın birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

Ö6‟nın birinci aĢamada verdiği yanıt ile ikinci aĢamada verdiği yanıt 

karĢılaĢtırıldığında, birinci aĢamada “Eş üçgenler yardımıyla kenar uzunluğu bulma 

veya parça parça üçgenlerin alanlarından yamuğun alanını elde etme, ayrıca şekil 

kareye tamamlanarak kenarlar arasında uzunluk ilişkisi kurulabilir.” Ģeklinde ifade 

ederken ikinci aĢamada görselden faydalanarak Pisagor teoremini elde etmiĢtir. Ö6 

sadece görselden yola çıkarak yani eĢitlik verilmeden görseli tam olarak Pisagor 

teoremiyle iliĢkilendiremediği söylenebilir. 

4.1.1.7. Ö7’den Elde Edilen Bulgular 

Ö7 görsele odaklandıktan sonra “Yamuğun alanından üçgenlerin alanları 

toplamı (ġekil 30) ile yamuğun alanını eşleştirerek Pisagor bağıntısına ulaştım.” 

demiĢtir. 

 

ġekil 30. Ö7‟nin görseli açıklaması 

Ġfade ettiklerini ġekil 31b‟deki gibi kâğıdına yazmıĢtır. 

a) 

 

 b)  

ġekil 31. Ö7‟nin birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

Ö6‟nın birinci aĢamada kâğıdına yazdıkları ġekil 31a‟da ikinci aĢamada 

kâğıdına yazdıkları ġekil 31b‟de verilmiĢtir. Birinci ve ikinci aĢamada verdiği yanıt 

karĢılaĢtırıldığında, ilk aĢamada “Yamuk alanı üçgenlerin alanları toplamına 

eşittir.” Ģeklinde ifade ederken ikinci aĢamada görselden faydalanarak Pisagor 

teoremini elde etmiĢtir. Ö7 sadece görselden yola çıkarak yani eĢitlik verilmeden 

görseli tam olarak Pisagor teoremiyle iliĢkilendirebildiği söylenebilir. 
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4.2. Hardy Tarafından Yapılan Pisagor Teoreminin Ġspatından Elde 

Edilen Bulgular ve Yorumlar 

ÇalıĢmaya katılan öğretmenlerin bu görselle daha önceden karĢılaĢıp 

karĢılaĢmadıklarına ve karĢılaĢtılarsa da nerede olduğuna yönelik sorulara verdikleri 

cevaplardan elde edilen bulgular Tablo 5‟te verilmiĢtir. 

Tablo 5. Öğretmenlerin Hardy tarafından yapılan Pisagor teoreminin ispatındaki 

görseli nerede gördüklerine iliĢkin elde edilen bulgular 

 Kod  Kategori  Örnek cevaplar  f1 f2 f3 

Evet  

Kitap  

Matematik kitabında (Ö2, Ö3) 2 

9 

12 

Geometri kitaplarında (Ö5) 1 

Kitapta (Ö10, Ö17) 2 

Kitaplarda (Ö11, Ö12) 2 

Ders kitabı (Ö8, Ö19) 2 

Ders  Matematik dersinde (Ö20) 1 1 

Geometri   
Çember ve özellikleri (Ö15) 1 

2 
Geometride (Ö18) 1 

Hayır   Ö1, Ö4, Ö6, Ö7, Ö9, Ö13, Ö14, Ö16 8 8 8 

 

Tablo 5‟ten görüldüğü gibi çalıĢmaya katılan 20 matematik öğretmeninden 

12‟si (Ö2, Ö3, Ö5, Ö8, Ö10, Ö11, Ö12, Ö15, Ö17, Ö18, Ö19, Ö20) verilen görseli 

kitaplarda (matematik, geometri, ders kitabı gibi), matematik derslerinde veya 

geometride gördüklerini ifade etmiĢlerdir. Diğer taraftan Tablo 3‟ten görüldüğü gibi 

8 matematik öğretmeni (Ö1, Ö4, Ö6, Ö7, Ö9, Ö13, Ö14, Ö16) ise daha önce 

görmediklerini ifade etmiĢtir. Resmin (görselin) ne ifade ettiğine yönelik verdikleri 

cevaplardan elde edilen bulgular Tablo 6‟da özetlenmiĢtir. 

Tablo 6. Öğretmenlerin Hardy tarafından yapılan Pisagor teoreminin ispatındaki 

görseli açıklamalarından elde edilen bulgular 

Kod  Kategori  Örnek cevap f ∑f 

Cevap 

yok  

Tam olarak 

ifade 

edemiyorum  
Ö1 

1 

2 

Cevap yok Ö20 

 

1 

Çember  
Çemberin 

Ö2 
1 

10 
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özellikleri  

Ö5 

1 

Ö15 

1 

Çemberde 

teğet 

yarıçap, 

kiriĢ  

Ö3 
1 

Ö13 

1 

Çemberin 

analitik 

incelenmesi  Ö11 

1 

Çemberde 

uzunluk  

  
Ö12 

1 

Ö17 

1 

Ö19 

1 

Ö18 
1 

  

Ö16 

 1 

Çember-

dik üçgen  

Çember, dik 

üçgen, açı  
Ö10 

1 

2 
Çember, dik 

üçgen 

Ö9 

1 

Pisagor  Pisagor 

Ö7 

1 

5 

Ö8 
1 

Ö6 

1 

Ö4 

1 
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Ö14 

1 

 

Tablo 6‟dan görüldüğü gibi 2 matematik öğretmeni (Ö1, Ö20) cevap yok 

kategorisinde değerlendirilmiĢtir. Bunlardan biri tam olarak ifade edemiyorum yanıtı 

vermiĢtir. 10 matematik öğretmeni ise çember ile ilgili olabileceğini ifade 

etmiĢlerdir. Tablo 4‟ten görüldüğü gibi bu öğretmenlerin cevapları incelendiğinde 

çemberin özellikleri (Ö2, Ö5, Ö15), çemberde teğet, yarıçap, kiriĢ (Ö3, Ö13), 

çemberin analitik incelenmesi (Ö11), çemberde uzunluk (Ö12, Ö17, Ö18, Ö19) 

Ģeklinde ifade ettikleri görülmektedir. Bir öğretmen ise (Ö16) daire diliminin alanı 

veya diferansiyel geometri ile ilgili olabileceğini ifade etmiĢtir. Ġki öğretmen (Ö10, 

Ö9) ise çember ve dik üçgen ile ilgili olduğunu ifade etmiĢtir. Yalnızca 5 öğretmen 

(Ö7, Ö8, Ö6, Ö4, Ö14) Pisagor teoremi ile ilgili olduğunu ifade etmiĢtir. Ö8 sadece 

Pisagor yazmıĢ nasıl elde edilebileceğine dair hiçbir açıklama yapmamıĢtır. Diğer 

önemli bir bulgu ise çalıĢmaya katılan 20 matematik öğretmeninden 12‟si görseli 

daha önce gördüklerini ifade etmelerine rağmen yalnızca 5 öğretmen (Ö4, Ö6, Ö7, 

Ö8, Ö14) Pisagor teoremi ile iliĢkili olabileceğini ifade etmiĢtir. Bu öğretmenlerden 

Ö1, Ö4, Ö6, Ö7, Ö9, Ö13, Ö14, Ö16 daha önce görmediğini ifade eden 

öğretmenlerdir. 

4.2.1. GörüĢmelerden Elde Edilen Bulgular 

4.2.1.1. Ö1’in Ġspatından Elde Edilen Bulgular 

Ö1 yöneltilen soru ile karĢılaĢtıktan sonra ilk önce “buradaki örnekte 

Pisagor teoremini görselden faydalanarak elde etmemiz istenmiş” Ģeklinde soruyu 

okumuĢ, daha sonra verilen eĢitliği inceleyerek “buradaki örnekte Pisagor 

bağıntısını görselden faydalanarak  
   

 
 , 

 

   
‟ ya eşit … eşitliğinden faydalanarak 

         eşitliğini elde etmemiz istenmiş” demiĢtir. Daha sonra görsele 

odaklanmıĢtır. “Burada dikkat edersek bir çember var. Şu nokta da (Şekil 32a) 

çemberin merkezi. Burada yarıçapı   birim olan bir çember var, burada dikkat 
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edersek şurada yarıçapı   birim bir kenarı   diğer kenarı   birim olan bir dik üçgen 

elde edilmiş. Buraya   dediğimizde şu uzunluk     olur. Çünkü yarıçapı  ‟idi.” 

a)  b)  c)  

ġekil 32. Ö1‟in ikinci görsel ispatı açıklaması 

“Burada dikkat edersek şu uzunluğu devam ettirdiğimiz zaman (Şekil 32b) şu 

aynı zamanda çemberin özelliğinden merkezden kirişe çizilen dikmenin iki eş 

parçaya ayırdığını biliyoruz. Şu uzunluk da   olur.” diyerek ġekil 32c‟de verildiği 

gibi yeni çizdiği çizginin   uzunlukta olduğunu ifade etmiĢtir. Daha sonra “ burada 

kuvvet uygularsak çember içerisinde kuvvet uygularsak (   )  (   )nın    ye 

eşit olduğunu buluruz. Yani       eşittir    dir. Yani         dir.” diyerek 

ġekil 33b‟deki gibi söylediklerini kâğıda yazmıĢtır. Bu Ģekilde Pisagor teoreminin 

görsel ile ispatını yapmıĢtır. Ö1‟in bu aĢamada kâğıdına yazdıkları ġekil 33b‟de 

birinci aĢamada kâğıdına yazdıkları ġekil 33a‟da verilmiĢtir. 

a)  b)  

ġekil 33. Ö1‟in birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

ġekil 33b‟de birinci aĢamada verdiği yanıt ile ġekil 33a‟daki ikinci aĢamada 

verdiği yanıt karĢılaĢtırıldığında, birinci aĢamada tam olarak ifade edemeyeceğini 

yazarken ikinci aĢamada ispatı yaptığı görülmektedir. 

4.2.1.2. Ö2’nin Ġspatından Elde Edilen Bulgular  

Soruyu baktıktan sonra “Bu soruda çember yardımı ile Pisagor‟u elde 

etmeye çalışmış. Ben yine üçgene bölmek istiyorum” diyerek sırasıyla ġekil 34a, 34b 

ve 34c‟deki adımları takip etmiĢtir. 
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a)  b)  c)  

ġekil 34. Ö2‟nin takip ettiği adımlar 

Daha sonra ġekil 35a‟daki gibi çizim yapmıĢtır ve “merkez açı ….çevre açıyı 

kullanarak çapı gördüğü için    …benzerlikten gidiyorum  … şu açı ile şu açı” 

diyerek ġekil 35b ve ġekil 35c de gösterdiği açıların eĢ olduğunu ifade etmiĢtir. 

a)  b)  c)  

ġekil 35. Ö2‟nin gösterdiği eĢ açılar 

Daha sonra “Şu açı ile şu açı eşit” diyerek ġekil 36a ve 36b‟deki açıların 

ölçülerinin eĢit olduğunu ifade etmiĢtir. 

a)  b)  

ġekil 36. Ö2‟nin gösterdiği eĢ açılar 

Daha sonra “dolayısıyla benzerlikten giderek… şöyle söyleyebilirim… şimdi 

bu  …     ise şurası da  … zaten burası üçgeni eşit parçalara bölen kenarortay… 

şuradan bakıyorum (Şekil 37a)….    bunun karşısında….bunun karşısında  …… 

şurdan bakıyorum (Şekil 37b)  …bunu  karşısında    … işler dışlardan yine 

  nin              ,       nin de   ye eşit olduğunu benzer üçgenlerden çemberin 

çapını gören çevre açıyla buluyoruz ” diyerek  
   

 
  

 

   
 eĢitliğinden hareketle 

         sonrasında da          yazmıĢtır. Bundan sonra “         
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olduğunu benzer üçgenlerden çemberin çapını gören çevre açıyla buluyoruz.” 

demiĢtir. 

a)  b)  

ġekil 37. Ö2‟nin açıklaması 

Ö2‟nin birinci aĢamada kâğıdına yazdıkları ġekil 38a‟da, ikinci aĢamada 

kâğıdına yazdıkları ġekil 38b‟de verilmiĢtir. 

a)  b)  

ġekil 38. Ö2‟nin birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

Ö2‟nin birinci aĢamada verdiği yanıt ile ikinci aĢamada verdiği yanıt 

karĢılaĢtırıldığında, birinci aĢamada “çemberin özellikleri” Ģeklinde ifade ederken 

ikinci aĢamada görselden faydalanarak Pisagor teoremini elde etmiĢtir. Ö2 sadece 

görselden yola çıkarak yani eĢitlikler verilmeden Pisagor teoremi ile 

iliĢkilendiremediği söylenebilir. 

4.2.1.3. Ö3’ün Ġspatından Elde Edilen Bulgular  

Görseli inceledikten sonra “Şimdi şeklimizde şurası merkez… yarıçapı   

birim olan çember var. Biz buradan bu çemberi…. merkezi gören çevre açı 

çizdiğimizde (Şekil 39a, 39b)    . Şuraya  , şuraya   diyorum. Burası da     (Şekil 

39c) üçgenin iç açıları toplamı      olduğu için      …    dir, o yüzden bura   

ise şura   burası      ise α burası ne olur   o yüzden şu üçgen ile şu üçgen benzer 

üçgenler çıkıyor. Harflendirirsem A, B, C, D harflerini verdik ABC üçgeni benzerdir, 

A açım   olduğu için DAC üçgeni, AB burada zaten uzunluklar yok şuradan 

bakalım. AC‟nin uzunluğunun DC‟ye uzunluğu eşittir BC‟nin uzunluğunun AC‟ye 

uzunluğu olacak. AC‟nin uzunluğu  , DC‟nin uzunluğu    , BC‟nin uzunluğu 
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   , AC‟nin uzunluğu  ‟dir. Buradan içler dışlar çarpımı yaparsak    ..iki kare 

farkı var burada.       olur.    yalnız bırakırsak da          yani Pisagor 

teoremini elde etmiş oluruz.” 

a)  b)  c)  

ġekil 39. Ö3‟ün benzerlik kurarken yaptığı adımlar 

Ġfade ettiklerini ġekil 40b‟deki gibi kâğıdına yazmıĢtır. Soru ile 

karĢılamasında ispatı yapana kadar olan tüm süreç 1 dk. 36 sn. sürmüĢtür. Ö3‟ün 

birinci aĢamada kâğıdına yazdıkları ġekil 40a‟da, ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

ġekil 40b‟de verilmiĢtir. 

a)  b)  

ġekil 40. Ö3‟ün birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

Ö3‟ün birinci aĢamada verdiği yanıt ile ikinci aĢamada verdiği yanıt 

karĢılaĢtırıldığında, birinci aĢamada “çemberde yarıçap, teğet, kiriş, çap 

uygulamaları” Ģeklinde ifade ederken ikinci aĢamada görselden faydalanarak 

Pisagor teoremini elde etmiĢtir. Ö3 sadece görselden yola çıkarak yani eĢitlikler 

verilmeden görseli Pisagor teoremiyle iliĢkilendiremediği söylenebilir. 

4.2.1.4. Ö4’ün Ġspatından Elde Edilen Bulgular 

Ö4 soruyu inceledikten sonra “Çember kısmında verilen ifadenin eşitliğini 

incelersek kenarları arasında oranlar var. Bunları yazabilmek için şurada bir tane 

dik üçgenimiz var. Bir dik üçgende kendimiz elde etmemiz lazım. Şimdi burada 

şurasının çap olduğunu, şurası   (Şekil 41a)   kadar (Şekil 41b) şurasının da   

kadar olduğunu biliyorum demek ki burası çap. Çapı gören çevre açıyı çizdim (Şekil 

41c ve 41ç) buranında    olduğunu tepesine yazdım. Şu anda bir tane    lik dik 

üçgenim, şurada bir tane    lik dik üçgenim var. Aynı şekilde şurada da    lik bir 

dik üçgenim var. Şimdi benzerliği yazarsak. Hangi üçgenlerin benzerliğini 
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yazacağımızı şu şekilde ben tarayayım öncelikle şu küçük üçgenle (Şekil 41d) 

şuradaki (Şekil 41e) üçgenin benzerliğini yazıyorum. Şimdi şuradaki açıya   dersem 

(Şekil 41f)  ‟nın karşısındaki  ‟nin şuradaki (Şekil 41g) boş kalan yani     nin 

haricindeki şurada boş kalan açının karşısındaki     ya oranı, aynı şekilde şu 

kısma bakarsak burada da     şurdaki açı     nın şurdaki açının karşısı  ‟ye 

oranı ifadesi eşitliği verecektir. Zaten burada içler dışlar yaptığımızda    (  

 )  (   )      eşittir iki kare farkından       eşitliğine gelecek    bu tarafa 

atarsak          ye eşittir, Tamam.”  

a)  b)  c)  

ç)  d)  e)  

f)  g)    

ġekil 41. Ö4‟ün ispat süreci 

Ö4 ifade ettiklerini ġekil 42 b‟deki gibi kâğıdına yazmıĢtır. 

a)  b)  

ġekil 42. Ö4‟ün birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

Ö4‟ün ilk aĢamada verdiği yanıt (ġekil 42a) ile ikinci aĢamada verdiği yanıt 

karĢılaĢtırıldığında, ilk aĢamada “çember üzerindeki üçgenin köşesinden çap 

hipotenüs olacak şekilde üçgen çizildiğinde bu üçgenin dik üçgen olduğu ve verilen 

küçük dik üçgenle benzerlik yapılarak c, a, b arasında bağıntı bulunabilir” Ģeklinde 

ifade ederken ikinci aĢamada görselden faydalanarak Pisagor teoremini elde etmiĢtir. 
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Ö4 sadece görselden yola çıkarak yani eĢitlikler verilmeden, görseli Pisagor teoremi 

ile iliĢkilendirememiĢtir. 

4.2.1.5. Ö5’in Ġspatından Elde Edilen Bulgular 

Ö5 soru ile karĢılaĢtıktan sonra “burada da Pisagor teoremini görselden 

faydalanarak nasıl elde edildiğini söylemiş ben burada ıııı yarıçapı c olan bir 

çember ve merkezden kirişe indirilen dikme iki eşit parçaya böler ııı teoreminden 

yararlanarak buranın eşitliği de b olacaktır (ġekil 43a) ben şu noktaya (ġekil 43b) 

göre iç kuvvet uyguladığım zaman b çarpı b eşittir, c artı a çarpı c-a (yani 

b.b=(c+a)·(c-a) ) eşitliğini elde ederim ki buradan da b
2
 iki kare farkından c

2
-a

2
 ve 

bizden de istenen c
2
 nin a

2
+ b

2
 eşitliğine ulaşmamızdır. Pisagor bağıntısı bu şekilde 

elde ediliyor. Aynı zamanda eşlik de kurulabilir. Benzerlikte kurulabilir ama benim 

aklıma gelen ilk ifade iç kuvvetten yararlanarak ispatlamak oldu. “ 

a)  b)  

ġekil 43. Ö5‟in ispat süreci 

Ö5 ifade ettiklerini ġekil 44b‟deki gibi kâğıdına yazmıĢtır. 

a)  b)   

ġekil 44. Ö5‟in birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

 

Ö5‟in birinci aĢamada verdiği yanıt (ġekil 44a) ile ikinci aĢamada verdiği 

yanıt karĢılaĢtırıldığında, birinci aĢamada “çember özellikleri konusunda yarıçap 

uzunluğu bulma “Ģeklinde ifade ederken ikinci aĢamada görselden faydalanarak 

Pisagor teoremini elde etmiĢtir. Ö5 sadece görselden yola çıkarak yani eĢitlik 

verilmeden görseli olarak Pisagor teoremiyle iliĢkilendirememiĢtir.  
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4.2.1.6. Ö6’nın Ġspatından Elde Edilen Bulgular 

Görsele baktıktan sonra “Şimdi ben bu soruda çapın kestiği kiriş dik olursa 

eğer bu iki eş parçaya ayrılır demektir.” dedikten sonra ġekil 45a‟daki gibi kiriĢi 

uzatmıĢtır. Daha sonra “Burası (Şekil 45b‟de gösterildiği uzunluk)   uzunluğunda 

ise burası da (Şekil 45c‟de gösterildiği uzunluk)   uzunluğundadır. Uzunluklardan 

biri   ise diğeri de   uzunluğundadır demektir. Şimdi bizim kuvvetler çarpımımız 

vardı     ile    ‟nın çarpımı,   ile  ‟nin çarpımına eşit olmak zorunda devam 

edelim bunu açtığım zaman burada zaten iki kare farkı vardı. Buda nedir       ye 

ulaşmış oluyorum.   ile  „nin çarpımı da   ye eşit oluyor.    karşıya gönderecek 

olursam    eşittir     karşı tarafa     olarak geçer bu da bize şu üçgendeki (ġekil 

45ç‟de gösterdiği gibi) Pisagor teoremine ulaştırır” demiĢtir.  

a)  b)  c)  ç)  

ġekil 45. Ö6‟nın ispat süreci 

Ö6 ifade ettiklerini ġekil 46b‟deki gibi kâğıdına yazmıĢtır. 

a)  b)  

ġekil 46. Ö6‟nın birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

Ö6‟nın birinci aĢamada verdiği yanıt (ġekil 46a) ile ikinci aĢamada verdiği 

yanıt karĢılaĢtırıldığında, birinci aĢamada “Birbirini dik kesen kirişlerin, kesişim 

noktasından çarpımları birbirine eşittir. Bu da Pisagor teoremine ulaştırıyor.” 

Ģeklinde ifade etmiĢ, ikinci aĢamada görselden faydalanarak Pisagor teoremini elde 

etmiĢtir. Ö6 sadece görselden yola çıkarak yani eĢitlik verilmeden de görseli Pisagor 

teoremiyle iliĢkilendirebilmiĢtir. 

4.2.1.7. Ö7’nin Ġspatından Elde Edilen Bulgular  

Görsele bakıp biraz düĢündükten sonra “Pisagor teoremini bulmaya çalıştım. 

Burada çemberden faydalandım ve benzerlikten yararlanarak Pisagor teoremine 
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ulaşmaya çalıştım ve ulaştım” demiĢtir. Ġfade ettiklerini ġekil 47b‟deki gibi kâğıdına 

yazmıĢtır. 

a)  b)  

ġekil 47. Ö7‟nin birinci ve ikinci aĢamada kâğıdına yazdıkları 

Ö7‟nin birinci aĢamada verdiği yanıt ile ikinci aĢamada verdiği yanıt 

karĢılaĢtırıldığında, birinci aĢamada “Çember ve benzerlikten Pisagor‟a ulaşmak” 

şeklinde ifade ederken ikinci aĢamada görselden faydalanarak Pisagor teoremini elde 

etmiĢtir. Ö7 sadece görselden de yola çıkarak yani eĢitlik verilmeden görseli Pisagor 

teoremiyle iliĢkilendirebilmiĢtir.  
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BÖLÜM V  

SONUÇLAR ve TARTIġMA 

 

5.1.  Birinci Alt probleme yönelik sonuçlar ve tartıĢma  

ÇalıĢmaya katılan 20 matematik öğretmeninden 19‟u Pisagor teoreminin 

Garfield tarafından yapılmıĢ olan ispatındaki görseli kitaplarda (üniversite hazırlık 

soru bankası, geometri test kitabı, ders kitabı, matematik test kitapları), ilkokulda 

veya derslerde gördüklerini ifade etmiĢlerdir. Yalnızca Ö14 daha önce görmediğini 

ifade etmiĢtir. Ġkinci aĢamaya katılan 7 matematik öğretmeni de (Ö1, Ö2, Ö3, Ö4, 

Ö5, Ö6, Ö7) görseli daha önceden gördüklerini ifade etmiĢlerdir. Fakat Hardy 

tarafından yapılan ispattaki görseli ise çalıĢmaya katılan 20 matematik 

öğretmeninden yalnızca on ikisi (Ö2, Ö3, Ö5, Ö8, Ö10, Ö11, Ö12, Ö15, Ö17, Ö18, 

Ö19, Ö20) kitaplarda (matematik, geometri, ders kitabı gibi), matematik derslerinde 

veya geometride gördüklerini ifade etmiĢlerdir. Diğer 8 matematik öğretmeni ise 

(Ö1, Ö4, Ö6, Ö7, Ö9, Ö13, Ö14, Ö16) ise daha önce görmediklerini ifade etmiĢtir.  

Ġkinci aĢamadaki görüĢmelere katılan tüm öğretmenler Garfield tarafından yapılan 

ispattaki görseli önceden gördüklerini ifade etmiĢken Hardy tarafından yapılan 

ispattaki görseli ise Ö1, Ö4, Ö6, Ö7 daha önce görmediklerini ve Ö2, Ö3, Ö5 daha 

önce gördüklerini ifade ettiği görülmektedir. Her iki görsel birlikte 

değerlendirildiğinde Ö14 her iki görseli daha önceden görmediğini ifade eden tek 

öğretmendir. Ö14 eğitim fakültesinden mezun 9 yıllık lise matematik öğretmenidir. 

Pisagor teoremi ile iliĢkilendiremese bile geometri derslerinde de en azından bir 

Ģekilde karĢılaĢmıĢ olduğu sorular, örnekler ile benzerlik kurması beklenmiĢtir.  

Garfield tarafından yapılan Pisagor teoreminin ispatındaki görselin ne ifade 

ettiğine yönelik birinci aĢamada bir matematik öğretmeni (Ö20) hiçbir cevap 

vermezken 8 öğretmenin (Ö1, Ö2, Ö4, Ö5, Ö6 Ö7, Ö10, Ö12) cevabı “Pisagor 

teoremi” kategorisinde değerlendirilmiĢtir. Bu öğretmenlerden yalnızca 6 matematik 

öğretmeni Pisagor teoremi ile ilgili olduğunu ifade etmiĢtir. 2 öğretmen ise (Ö4, Ö7) 

alanlardan yola çıkarak Pisagor teoremini açıklamıĢ ama Pisagor teoremi diye ifade 

etmemiĢtir. Bu öğretmenlerin cevabı da Pisagor teoremi kategorisi altına alınmıĢtır.  

Bu 6 öğretmenden yalnızca biri (Ö6) “Üçgenlerin alanı toplamı yamuğun alanına 

eşit olduğundan Pisagor‟a ulaşılır” Ģeklinde ifade etmiĢ ve görselden yararlanarak 
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nasıl elde edilebileceğine yönelik açıklama yapmıĢtır. Yani Ö6 hem Pisagor teoremi 

olduğunu ifade etmiĢ hem de görsel ile nasıl elde edilebileceğini açıklamıĢtır. Diğer 

öğretmenler (Ö1, Ö2, Ö5, Ö10, Ö12) yalnızca Pisagor teoremi yazmıĢ fakat nasıl 

elde edilebileceği ile ilgili herhangi bir açıklama yapmamıĢlardır. Bunun yanı sıra bu 

6 öğretmen Pisagor teoremine ek olarak da üçgenlerde eĢlik benzerlik, Ģekli açıklama 

ifadelerini yazmıĢlardır. Sonuç olarak 8 öğretmen Pisagor teoremi olduğunu ifade 

ederken yalnızca 3 öğretmen nasıl bulunacağı ile ilgili açıklama yapmıĢtır.  Geriye 

kalan on bir matematik öğretmeni ise ya görselde verilen geometrik Ģekillere 

odaklanmıĢlar ya da eĢlik-benzerlik demiĢlerdir. Gerçekten 5 matematik öğretmeni 

(Ö3, Ö9, Ö13, Ö17, Ö18) yalnızca görselde verilen geometrik Ģekillere 

odaklanmıĢlardır. Bu öğretmenlerden üçü (Ö3, Ö17, Ö18) sadece dik yamuk derken 

2‟si (Ö9, Ö13)  dik yamukla birlikte dik üçgen ve eĢ  üçgenleride ifade etmiĢlerdir. 4 

öğretmen (Ö8, Ö11, Ö14, Ö15) ise “benzerlik” Ģeklinde ifade etmiĢlerdir. Bu 

öğretmenlerden biri  yalnızca benzerlik yazarken ikisi benzerliğe ek olarak  dik 

yamuk dik üçgen eĢ üçgen Ģeklinde  ifade etmiĢken bir tanesi ise benzerliğe ek 

olarak yamuk-yamukta alan Ģeklinde ifade etmiĢtir. 2 öğretmen (Ö16, Ö19) ise dik 

üçgenle ilgili bağıntılar Ģeklinde ifade etmiĢtir. Özellikle bu iki öğretmen ile farklı 

zaman ve mekanda veri toplanmasına rağmen aynı kelimeleri ifade etmiĢ olmaları 

dikkat çekmektedir. 1 öğretmen (Ö4) ise yamuğun alanına ek olarak eĢ üçgenler 

yardımıyla kenar uzunluğunu bulma ve kenarlar arasındaki uzunluk iliĢkisini ifade 

ettiği görülmektedir. Özetlemek gerekirse çalıĢmaya katılan 20 matematik 

öğretmeninden 19 tanesi görseli daha önce gördüklerini ifade etmelerine rağmen 

yalnızca 8 öğretmen (Ö1, Ö2, Ö4, Ö5, Ö6, Ö7, Ö10, Ö12,) Pisagor teoremi ile 

iliĢkili olabileceğini ifade etmiĢ bu öğretmenlerden de  yalnızca 3‟ü (Ö4, Ö6, Ö7) bu 

iliĢkinin nasıl olduğunu açıklamıĢtır. Yalnızca bir öğretmen (Ö6) hem Pisagor 

teoremi olduğunu ifade etmiĢ hem nasıl bulunacağını ifade etmiĢtir. Ġki öğretmen 

(Ö4 ve Ö7) Pisagor teoremi dememesine rağmen alanları eĢitlemekten bahsederken 5 

öğretmen (Ö1, Ö2, Ö5, Ö10, Ö12) nasıl bulunacağını açıklamadan sadece Pisagor 

teoremi demiĢtir. Diğer taraftan Pisagor teoremi olduğu ifade eden 8 öğretmenden 

6‟sı (Ö1, Ö2, Ö4, Ö5, Ö6, Ö7) ikinci aĢamaya katılan öğretmenlerdir. Pisagor 

teoremi olduğunu ifade etmeyen Ö3 ise sadece “Dik yamuk şekli” Ģeklinde ifade 

etmiĢ yani sadece görseli açıklamıĢtır. 
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Hardy tarafından yapılan Pisagor teoreminin ispatındaki görselin ne ifade 

ettiğine yönelik birinci aĢamada verdikleri cevaplardan 5 öğretmenin cevabı (Ö7, 

Ö8, Ö6, Ö4, Ö14) Pisagor kategorisinde değerlendirilmiĢtir. Bu 5 öğretmenden 3‟ü 

(Ö4, Ö6, Ö7) ikinci aĢamaya katılan öğretmenlerdir. Ġkinci aĢamaya katılan diğer 

öğretmenler ise tam olarak ifade edemiyorum (Ö1), çemberin özellikleri, çemberde 

teğet yarıçap, kiriĢ (Ö2, Ö,5, Ö3) Ģeklinde ifade etmiĢlerdir.  Güner ve Topan (2016) 

ilköğretim matematik öğretmeni adaylarıyla yapmıĢ olduğu çalıĢmada Pisagor 

teoreminin ispatı gibi aĢina oldukları ispatlarda, diğer ispatlara nazaran daha fazla 

geçerli ispat yazabildikleri görülmüĢtür. Bu durum öğretmen adaylarının ispata dair 

yaĢamıĢ oldukları deneyimler ile ispat becerileri arasında doğru orantı olduğu 

Ģeklinde yorumlanmıĢtır.  Gierdien (2007) sözsüz ispatlarda bulunan Ģekiller ve 

diyagramalar teoreme nasıl baĢlayacağımıza ve teoremin niçin doğru olduğunu 

anlamamıza yardımcıdırlar. Ġkinci aĢamaya katılan, birinci aĢamada Pisagor teoremi 

ile iliĢkilendiremeyen öğretmenler de görsel ile eĢitlik birlikte verildiğinde görseli 

Pisagor teoremiyle iliĢkilendirerek Pisagor teoreminin ispatını yapabildikleri 

görülmüĢtür. Öğrencilere farklı ispat yöntemleri öğretebilmek için öğretmenlerin 

farklı ispat yöntemleri hakkında bilgi sahibi olmaları gerektiği söylenebilir (Polat 

2018, s.150) 

5.2.  Ġkinci alt probleme yönelik sonuçlar ve tartıĢma 

Sözsüz ispatı yapma sürecinde katılımcılar soruyu okuma, soruyu açıklama, 

plan yapma, görseldeki geometrik Ģekilleri inceleme, görselde verilen iliĢkileri 

açıklama, verilen matematiksel ifadeleri görsel üzerinde gösterme, kavramsal bilgi 

ifade etme, kavramsal bilgiyi görsele uyarlama, ispatı yapma, değerlendirme yapma 

gibi aĢamaları izlemiĢlerdir. Bu aĢamalar Boero (1999), Heinze ve Reiss (2004) 

aĢamalarına benzemektedir. Görseldeki geometrik Ģekilleri inceleme ve verilen 

matematiksel ifadeleri inceleme sonra matematiksel ifade ile görsel arasında iliĢki 

kurma aĢamasının tüm ispat sürecini yönlendirdiği görülmektedir. Dolasıyla 

Doruk‟un (2016) ifade ettiği gibi ispata baĢlamadan önce baĢarılı bir argümantasyon 

süreci geçirme ispat yapma sürecinde önemlidir. Sözsüz ispat sürecinde ön 

öğrenmeler olarak kavramsal bilginin de önemli bir boyut olduğu ifade edilebilir. Bu 

bulgu Karras (2012) geometrik bilgi düzeyi iyi olan öğretmen adaylarının sözsüz 

ispatları daha iyi çözebildiği önceden öğrenilmiĢ bilgiyi kullanmayı gerektirdiği 
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görüĢünü desteklemektir.  Ġspatı yapma aĢaması var olan bilgilerin transferi, iĢlem 

yapabilme becerisi gibi birçok değiĢkeni içinde bulundurmaktadır. Bu aĢamada ispat 

yapmada baĢarısız olma ile ilgili çalıĢmaların (Bardelle, 2009; Moore, 1994; Reiss 

vd., 2002) bulgularını desteklemektedir.  

Diğer taraftan öğrencilere ispat ve muhakeme becerisinin öğretimi ve 

geliĢimi öğretmenlere bağlıdır. Eğer öğretmenler öğrenciler için geniĢ bir öğrenme 

yelpazesi sunarlar ve değiĢik ispat yöntemlerini verirlerse öğrenciler matematiği ve 

matematiksel düĢünceyi daha iyi anlayıp yaratıcılıklarını artıracaklardır (Altıparmak 

ve ÖziĢ, 2005). Chambers (1999) Pisagor teoremini “en iyi” öğretme yöntemi için 

öğretmenlere farklı seçenekler sunmak, alternatif yaklaĢımlar üzerinde düĢünmeye 

teĢvik etmek ve öğretmenleri Pisagor teoremini öğretme bağlamında ispat konusunu 

düĢünmeye zorlamak olduğunu ifade etmiĢtir. Nitekim öğretmenler eğer pisagor 

teoreminin uzunluk ile mi alan ile mi verilmesi konusunda derin anlayıĢ sahibi 

olabilirlerse hem nasıl ispatlanacağı hem de nasıl doğrulanacağı konusunda rehberlik 

edebileceklerdir.  ÜstbiliĢsel olarak da kendi ispat süreçlerinin farkında olurlarsa 

öğrencilerin zorluklarının üstesinden nasıl gelebilecekleri konusunda anlayıĢa sahip 

olabileceklerdir. Sözsüz ispatlarda, ispat yapan neyin önemli olup olmadığını, 

iliĢkileri neye göre sıralaması gerektiğini saptamak durumundadır (Borwein ve 

Jörgenson, 2002). Dolayısıyla bu ispatların derslerde kullanılması, öğrenciye ispat 

becerisinin yanında muhakeme yapabilme, sonuca ulaĢabilmesi için değerlendirme 

ve matematiksel bilgiyi kullanabilme olanağı sağlayacağı düĢünülmektedir. 

5.3. Öneriler 

Ġleride yapılacak olan çalıĢmalara yönelik aĢağıdaki öneriler sunulabilir. 

1. Bu çalıĢmada yalnızca Pisagor teoremi ile ilgili sözsüz ispat yapma 

süreci incelenmiĢtir. Farklı sözsüz ispatlar ile de benzer çalıĢmalar 

yapılabilir.  

2. Bu çalıĢmada yalnızca öğretmenlerin sözsüz ispat yapma süreçleri 

incelenmiĢtir. Bu çalıĢmanın sonuçları öğretmen adaylarının ve 

öğrencilerin sözsüz ispat yapma süreçleri karĢılaĢtırılabilir benzerlik ve 

farklılıkları belirlenebilir. 
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3. Bu çalıĢmada öğretmenlerden herhangi bir sözsüz ispat oluĢturmaları 

beklenmemiĢtir. Öğretmen, öğretmen adayları ve öğrencilerin 

kendilerinin oluĢturabileceği sözsüz ispatlar ile ilgili çalıĢmalar 

yapılabilir. 

4. Matematik derslerinde öğretmenlerin sözsüz ispatlar yöntemlerini etkili 

kullanmalarını sağlamak için öğretmenlere sözsüz ispatlar ve 

yöntemleriyle ilgili çeĢitli hizmet içi eğitimler verilebilir. Bu sayede 

öğretmenlerin sözsüz ispatlarla ilgili yeterli bilgiye sahip olmaları 

sağlanabilir. 

5. Matematik öğretim programlarındaki kazanımlar ve açıklamaları 

detaylandırılabilir ve bunun yansımasından biri olan ders kitaplarında 

daha fazla ve farklı etkinliklere yer verilebilir. 
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EKLER 

Ek 1. Birinci aĢamada kullanılan veri toplama aracı 

1-Böyle bir resmi daha önce gördünüz mü? Cevabınız evet ise Nerede olduğunu 

yazınız Hayır (…...)/ Evet   (…..) Nerede ………….. 

2- Resmin ne ifade ettiğini açıklayınız 

 
 

1-Böyle bir resmi daha önce gördünüz mü? Cevabınız evet ise Nerede olduğunu 

yazınız Hayır (…...)/ Evet   (…..) Nerede ………….. 

2- Resmin ne ifade ettiğini açıklayınız 

 
1-Böyle bir resmi daha önce gördünüz mü? Cevabınız evet ise Nerede olduğunu 

yazınız Hayır (…...)/ Evet   (…..) Nerede ………….. 

2- Resmin ne ifade ettiğini açıklayınız 
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1-Böyle bir resmi daha önce gördünüz mü? Cevabınız evet ise Nerede olduğunu 

yazınız Hayır (…...)/ Evet   (…..) Nerede ………….. 

2- Resmin ne ifade ettiğini açıklayınız 

 

1-Böyle bir resmi daha önce gördünüz mü? Cevabınız evet ise Nerede olduğunu 

yazınız Hayır (…...)/ Evet   (…..) Nerede ………….. 

2- Resmin ne ifade ettiğini açıklayınız 

 

1-Böyle bir resmi daha önce gördünüz mü? Cevabınız evet ise Nerede olduğunu 

yazınız Hayır (…...)/ Evet   (…..) Nerede …………..2- Resmin ne ifade ettiğini  

açıklayınız 
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1-Böyle bir resmi daha önce gördünüz mü? Cevabınız evet ise Nerede olduğunu 

yazınız Hayır (…...)/ Evet   (…..) Nerede …………..2- Resmin ne ifade ettiğini  

açıklayınız 

 

1-Böyle bir resmi daha önce gördünüz mü? Cevabınız evet ise Nerede olduğunu 

yazınız Hayır (…...)/ Evet   (…..) Nerede …………..2- Resmin ne ifade ettiğini  

açıklayınız 

 

1-Böyle bir resmi daha önce gördünüz mü? Cevabınız evet ise Nerede olduğunu 

yazınız Hayır (…...)/ Evet   (…..) Nerede …………..) 

2- Resmin ne ifade ettiğini açıklayınız 
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1-Böyle bir resmi daha önce gördünüz mü? Cevabınız evet ise Nerede olduğunu 

yazınız Hayır (…...)/ Evet   (…..) Nerede ………….. 

2- Resmin ne ifade ettiğini açıklayınız 
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Ek 2. Ġkinci aĢamada kullanılan veri toplama aracı 

 Görselden faydalanarak verilen eĢitliklerin nasıl elde edildiğini 

açıklayınız. 

  

Görselden faydalanarak verilen eĢitliklerin nasıl elde edildiğini açıklayınız.  

(a+b)
2
=a

2
+2ab+b

2 

Görselden faydalanarak verilen eĢitliklerin nasıl elde edildiğini açıklayınız.  
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Görselden faydalanarak verilen eĢitliklerin nasıl elde edildiğini açıklayınız.  

 

Görselden faydalanarak verilen eĢitliklerin nasıl elde edildiğini açıklayınız.  

 

Görselden faydalanarak verilen eĢitliklerin nasıl elde edildiğini açıklayınız.  
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Görselden faydalanarak verilen eĢitliklerin nasıl elde edildiğini açıklayınız.  

 

Görselden faydalanarak verilen eĢitliklerin nasıl elde edildiğini açıklayınız.  
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Görselden faydalanarak verilen eĢitliklerin nasıl elde edildiğini 

açıklayınız.  

  

 

Görselden faydalanarak verilen eĢitliklerin nasıl elde edildiğini 

açıklayınız.  
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