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ÖZET 

 

                 Üstüngün, ġahin, 12.Sınıf Öğrencilerinin Sözsüz Ġspat Becerilerinin 

Ġncelenmesi Yüksek Lisans Tezi, Matematik ve Fen Bilimleri Alanlar Eğitimi Ana Bilim 

Dalı Matematik Eğitimi Bilim Dalı, Sivas, 2020 

 

                   Bu çalıĢmanın amacı 12. Sınıf öğrencilerinin sözsüz ispat becerilerini 

incelemektir. AraĢtırma 2019-2020 eğitim öğretim yılında Sivas merkezindeki bir özel okulda 

12.sınıfa devam eden 67 öğrenci ile gerçekleĢtirilmiĢtir. Veriler 7 sorudan oluĢan veri toplama 

aracı ile yazılı olarak toplanmıĢtır. Toplanan veriler incelenmiĢ sınıflara ayrılarak kod ve 

kategoriler oluĢturulmuĢtur. ÇalıĢma sonunda elde edilen bulgular oluĢturulan problemler ve 

alt problemler çerçevesinde değerlendirilmiĢtir.  

 

 

 

ANAHTAR KELĠMELER: Sözsüz ispatlar, matematik eğitimi, sözsüz ispat becerisi 
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ABSTRACT 

 

 

Üstüngün ġahin, Investigation of Nonverbal Proof Skills of 12th Grade Students 

Master's Thesis, Mathematics and Science Education Mathematics Education 

Science,Sivas 2020, 

 

                 The aim of this study is to examine the non-verbal proof skills of 12th grade 

students, to reveal what the students understand in the given images.  The research was 

carried out with 67 students attending 12th grade in a private school in the center of Sivas in 

the 2019-2020 academic year. The data were collected in writing with a data collection tool 

consisting of 7 questions. The collected data were divided into classes examined with 

appropriate reasons and categories, and codes and categories were created.   Findings obtained 

at the end of the study were evaluated within the frame of created problems and sub-

problems. 

 

 

        

 

 

 

KEYWORDS: Nonverbal proofs, secondary education mathematics education, nonverbal 

proof skills 
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BÖLÜM 1 
GĠRĠġ 

 

              Bu bölümde problem, alt problemler, araĢtırmanın amacı, araĢtırmanın önemi, 

araĢtırmanın sınırlılıkları, varsayımlara yer verilmiĢtir.  

 

              1.1.Problem durumu 

 

Ġspat matematiğin önemli bir parçasıdır, bir düĢünme sistematiğidir. Hanna (2000a) 

ifade ettiği gibi matematiksel anlayıĢın geliĢtirilmesi için öğrencilere ispatın fonksiyonları, 

önemini ve sınırlamalarını göstererek tartıĢtırılmalıdır. Bunu yapabilmek için de ispat 

yapmanın etkili yollarını bulmak gerekmektedir. Ġspat öğretiminde alternatif yöntemlerden 

birisi de görselleĢtirme yapmak yani sözsüz ispatları veya görsel ispatları kullanmaktır.   

 

GörselleĢtirme günlük hayatta sıklıkla kullanılan bir beceridir. GörselleĢtirme 

yaparken temel amaç vermek istediğimiz bilginin özet, anlaĢılır ve akılda kalıcı olmasını 

sağlamaktır. GörselleĢtirmenin matematiği anlamada da önemli bir yardımcı araç olduğu 

kabul edilmektedir. GörselleĢtirmenin matematik eğitimindeki rolü, öğrencilerin ispat 

yaparken yaĢadıkları zorluklar göz önüne alındığında görsel ispatların yani sözsüz ispatların 

matematik öğretiminde kullanılmasına yapılan vurgular da artmaktadır.  

 

Sözsüz ispatlar son yıllarda ortaya çıkmamıĢtır (Alsina & Nelsen, 2010; Bell, 2011). 

Ancak özellikle matematik ve matematik eğitimi araĢtırmalarında sözsüz ispatlara ilgi gün 

geçtikçe artmaktadır. Sözsüz ispatlar tümdengelimsel adımların Ģekil, diyagram ve grafiklere 

dayandırılmıĢ halidir. Bu ise ispatı anlamanın resimlerin anlaĢılması ile mümkün olduğu 

anlamına gelmektedir. Sözsüz ispatlar kelimeler olmadan, diyagramlar, sayılar, harfler, oklar, 

noktalar ve birbiriyle iliĢkili sembolik ifadeler olan ve yapılandırılması okuyucuya bırakılmıĢ 

olan ispatlar olarak ifade edilmektedir (Bardelle, 2009). Daha geniĢ bir anlamda sözsüz ispat, 

özel bir matematiksel ifadenin-kuralının niçin doğru olduğunu hatta matematiksel bir ifadenin 

doğruluğunu ispatlarken daha iyi anlamamıza yardımcı olan diyagram veya resimler ve 

geometrik çizimler, sayısal veya sözel semboller yani hiçbir kelime içermeyen görsel 

ispatlardır (Gierdien, 2007; Alsina &Nelsen, 2010; Bell, 2011).   
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Sözsüz ispatlar matematikte ilköğretimden üniversiteye kadar her kademede önemli 

roller üstlenmektedir (Alsina & Nelsen, 2010). Sözsüz ispatlar farklı matematiksel fikirler 

arasında bağlantılar bulmayı dolayısıyla da kavramayı geliĢtirmek için fırsatlar sunmaktadır 

(Gierdien, 2007). Bu nedenle de öğrencilerin sözsüz ispatlarla tanıĢtırılmasıyla öğrenci ispatın 

kendisini unutsa bile görsel olarak ispatı hatırlamasına imkan verilmiĢ olmaktadır.  

 

Son yıllarda matematik eğitiminde genelleme, ispat, görselleĢtirme, görsel ispatlar, 

akıl yürütme, gerekçelendirme ve muhakeme gibi becerilerin kazandırılması ön plana 

çıkmaktadır. Akkan, Öztürk ve Akkan (2017) ifade ettiği gibi bu becerileri öğrencilere 

kazandırabilmek için öğrencilerin araĢtırma ve sorgulama yapabilecekleri, iletiĢim 

kurabilecekleri, eleĢtirel düĢünebilecekleri, gerekçelendirme yapabilecekleri, fikirlerini 

rahatlıkla paylaĢabilecekleri ve farklı çözüm stratejileri sunabilecekleri sınıf ortamları 

oluĢturulmaktadır (Balacheff, 1988; Bell, 1976; Harel & Sowder, 1998; Akkan, Öztürk & 

Akkan, 2017). Sözsüz ispatlar akıl yürütme, görselleĢtirme, muhakeme etme, ispatlama 

ispatları açıklama, doğrulama gibi birçok beceri içermektedir. Demircioğlu ve Polat (2015) 

sözsüz ispat ile ilgili deneyim yaĢamıĢ olan matematik öğretmen adaylarıyla yaptıkları 

çalıĢmada sözsüz ispatın etkili olduğu ve olmadığı yerlere iliĢkin görüĢlerini almıĢlardır. 

Öğretmen adayları, sözsüz ispatlarla bilgilerin kalıcı olduğunu, matematiksel 

formül/ifadelerin daha iyi kavrandığını, konular arası iliĢki kurulduğunu, yeni bilgiler 

öğrendiklerini; sözsüz ispatların ifadeleri somutlaĢtırdığını, merak duygusu uyandırdığını, 

güven kazandırdığını, zevkli olduğunu, verimli olduğunu ve ileride sözsüz ispatları öğretim 

yöntemi olarak da kullanabileceklerini ifade etmiĢlerdir. Sözsüz ispatların matematik 

eğitiminde kullanılabilecek eski bir yöntem olduğu göz önünde alındığında bu çalıĢma da 

12.sınıf öğrencilerinin sözsüz ispat becerilerinin araĢtırılması amaçlanmıĢtır.  

 

          1.2. Problem cümlesi ve alt problemler  

 

Bu çalıĢmanın problem cümlesi “ortaöğretim öğrencilerinin sözsüz ispat yapabilme 

becerileri nasıldır? ” Ģeklindedir. Alt problemlerde aĢağıdaki gibidir.  

 

1. 12. sınıf öğrencilerinin sözsüz ispat becerileri nasıldır?    

2. 12. sınıf öğrencilerinin sözsüz ispat yaparken sundukları gerekçeler nelerdir?  
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             1.3. AraĢtırmanın Amacı 

 

Bu araĢtırmanın amacı; 12. Sınıf öğrencilerinin sözsüz ispat yapabilme becerilerini ve 

ispat yaparken sundukları gerekçeleri incelemektir. Ġspat yapma matematikte öğrencilere 

kazandırmak istenilen en önemli becerilerden birisidir. Buna paralel olarak ispat yaparken öne 

sürülen gerekçeler de önemlidir. Nitekim gerekçelerin bütünü ispat sürecini, ispat yöntemini, 

düĢünme biçimini ortaya koymaktadır. Bu nedenle sözsüz ispat yapma süreci kadar öne 

sürülen gerekçelerde önemlidir.  

 

            1.4. AraĢtırmanın Önemi 

 

             Ġspatın matematik öğretimindeki matematiksel düĢünmedeki önemi buna paralel 

olarak da öğrencilerin zorlukları göz önüne alındığında çalıĢmanın ana odak noktası ispat 

becerisi olmaktadır. Yapılan çalıĢmalar öğrencilerin, öğretmen adaylarının ve öğretmenlerin 

ispat yapmakta, ispatı anlamada zorluk yaĢadıklarını (Hawro, 2007; Özer & Arıkan, 2002; 

Uğurel & Moralı, 2010; Bülbül & Urhan, 2016; ġimĢek, ġimĢek, & Dündar, 2013; Weber, 

2001; Gökkurt, Soylu & ġahin, 2014) göstermektedir. GörselleĢtirmenin önemi ve 

literatürdeki vurgular göz önüne alındığında sözsüz ispatlar, ispat geliĢtirmenin alternatif ve 

etkili bir yöntemi olarak karĢımıza çıkmaktadır. Özellikle Türkiye„de sözsüz ispatlar ile ilgili 

çok fazla çalıĢma olmaması bu çalıĢmanın alana katkılarını önemli hale getirmektedir. 

 

            1.5. AraĢtırmanın Sınırlılıkları 

 

Bu araĢtırma çalıĢmaya katılan 12. Sınıfta öğrenimlerine devam eden 67 öğrenci ve 

veri toplama aracında kullanılmıĢ olan sorular ile sınırlıdır.  

 

            1.6. Varsayımlar 

 

AraĢtırmaya katılacak olan ortaöğretim öğrencilerinin veri toplama aracına 

samimiyetle cevap verdikleri ve veri toplama aracının uygulanması esnasında da 

katılımcıların dıĢ etkenlerden aynı oranda etkilendikleri varsayılmıĢtır.  
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           1.7. Tanımlar 

 

           Matematiksel Ġspat (Formal boyut): Ġspat, daha önceden her birinin geçerliği 

ispatlanmıĢ aksiyom ve teoremlere dayandırılmıĢ ifadeler dizisidir (Morash, 1987) 

 

  Matematiksel Ġspat (Ġnformal boyut): Muhakeme edilmiĢ delillerin kullanılmasıyla 

bazı ifadelerin doğruluğu hakkında birilerini ikna etmektir baĢka bir deyiĢle iyi düĢünülmüĢ 

savları kullanarak ifadenin doğruluğu hakkında birilerini ikna etmektir (Almeida, 1996). 

 

              Sözsüz Ġspat (Proof Without Words): Söz olmayan, sadece diyagramlara dayalı, 

sayılar, harfler, oklar, noktalar ve birbiriyle iliĢkili sembolik ifadeler içeren, yapılandırılması 

okuyucuya bırakılmıĢ ispatlar (Bardelle, 2009). 
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BÖLÜM II 

KAVRAMSAL ÇERÇEVE 

 

          2.1.Ġspat  

 

              Ġnsanlar hep bir merak içinde, bir Ģeyleri araĢtırıp yeni keĢifler ortaya koyma 

eğilimindedir. Günlük hayatta bir olayın nasıl oluĢtuğunu araĢtırmak, ortaya koyduğu 

varsayımlar doğrultusunda kendisini ve çevresindekileri ikna etme çabasındır. Bunun sonucu 

olarak da ispatlama becerisine gereksinim duymaktadırlar.  

    Ġspat daima matematiğin ve matematik eğitiminin merkezinde yer almıĢtır. 

Öğrencilerde ispat becerilerinin geliĢtirilmesi matematik eğitimcileri tarafından her zaman 

dile getirilmiĢtir. Bunun yansıması olarak da akıl yürütme, muhakeme yapabilme ve ispat hem 

Türkiye‟de hem de yurt dıĢında matematik öğretim programlarının geliĢtirmeyi hedeflediği 

beceriler arasında yer almaktadır (Milli Eğitim Bakanlığı [MEB], 2013; National Council of 

Teachers of Mathematics [NCTM], 2000). Her yerde olduğu gibi matematikte de verilen bir 

ifadenin doğruluğu araĢtırılır, sorgulanır ve kanıtlanmaya çalıĢılır. Matematiğin ezberlenmesi 

yerine öğrenilmesi, matematiksel anlamanın gerçekleĢmesi için de ispat büyük önem 

taĢımaktadır. Öğrencilerin matematiği sevmesi, anlamaya baĢlaması akıl yürütmeler yani ispat 

sayesinde olabilmektedir.  

Ġspatın birkaç tanımı aĢağıda verilmiĢtir.  

 Bir dizi geçerli sonuçlar (Hanna &Sidoli, 2007, s. 75) 

  Bir ifadenin doğruluğu ile ilgili deliller (Rodd, 2000, s. 225) 

 Geçerliği önceden ispatlanmıĢ aksiyom ve teoremlere dayandırılmıĢ ifadeler 

dizisi  (Morash, 1987, s. 149) 

 Tanımlar ve aksiyomlarla fikirlerin açıklık kazandığı final aĢaması (Hanna, 

1991, s. 55) 

  Muhakeme edilmiĢ delillerin kullanılmasıyla bazı ifadelerin doğruluğu 

hakkında birilerini ikna etmek (Almeida, 1996, s. 660) 

  Bir dizi mantıksal hükümlerle önermenin doğru ya da yanlıĢ olduğunu 

gösterme (Konyalıoğlu, 2015, s. 43)  
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 Bir sonucu doğrulamak, iletiĢim kurmak ve diğerlerini bu sonuca ikna etmek, 

bir sonuç keĢfetmek ve sonuçları dedüktif bir sistem içine yerleĢtirmek için 

kullanılır (Almeida, 2003). 

 Bir kiĢinin iddiasını doğrulamasını, kendisini ve baĢkalarını ikna etmeyi 

sağlayan mantıksal argüman (Stylianou, Chea & Blanton, 2006) 

  Özel bir argümantasyon aktivitesi (Mejia-Ramos & Inglis; 2009)  

 

Bu tanımlar incelendiğinde ispatın iki yönüne vurgu yapıldığı görülmektedir.  Birincisi 

sonuç, argüman, delil, ifadeler dizisi, çıkarım olarak ifade edilen süreç sonunda elde edilen bir 

üründür. Ġkinci yönü ise ikna etmek, doğru ya da yanlıĢ olduğunu gösterme, gerçek yönünü 

ortaya çıkarma, kabul ettirme çabası Ģeklinde vurgu yapılan bir süreç, eylem olması yönüdür. 

Hersh (1993) matematikçilerin bir varsayımın doğru olup olmadığından daha çok onun niçin 

doğru olduğu ile ilgilendiklerini ifade etmiĢtir. Dolayısıyla ezberden öteye matematiği 

anlamak içinde niçinlerini sorgulamak ve sorgulatmak önem kazanmaktadır.  Sınıfta ispat 

rolünü sistematik bir Ģekilde ortaya koymaya çalıĢırken, ispatın matematiksel uygulamada 

gerçekleĢtirdiği tüm fonksiyonlarını dikkate almak yararlıdır. Sınıftaki ispatların hepsini bir 

Ģekilde yansıtması beklenir. Ancak bu iĢlevlerin hepsi aynı derecede matematik öğrenmeyle 

ilgili değildir, bu yüzden elbette öğretimde aynı ağırlık verilmemelidir (De Villiers, 1990; 

Hanna, 2000b). Ġspat ve ispat fonksiyonları-iĢlevleri aĢağıdaki gibi verilmektedir.  

• doğrulama (bir ifadenin gerçeğiyle ilgili) 

• açıklama (neden doğru olduğuna dair fikir verir) 

• sistematizasyon (çeĢitli sonuçların tümdengelim sistemi, ana kavramlar ve teoremler 

halinde düzenlenmesi) 

• keĢif (yeni sonuçların keĢfi veya icadı) 

• iletiĢim (matematiksel bilginin aktarılması) 

• ampirik bir teorinin oluĢturulması 

• bir tanımın anlamının veya bir varsayımın sonuçlarının araĢtırılması 

• iyi bilinen bir gerçeğin yeni bir çerçeveye dahil edilmesi ve böylece yeni bir 

perspektiften görüntülenmesi (Bell, 1976; De Villiers, 1990; Hanna & Jahnke, 1996,  

Hanna, 2000a).  

 

           Dede ve KarakuĢ (2014) matematiksel ispatları yapılıĢ amacına göre sezgisel 

(heuristic) ispat, açıklayıcı ispat,  keĢfedici ispat ve görsel ispat olarak dört baĢlık altında 

toplamıĢ ve açıklamıĢtır.  Fakat ispat genel anlamı ile ikna çalıĢması olarak görülmesine 
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rağmen öğrencilere kazandırmak istediğimiz bir beceri olması nedeniyle öğrencilerin bireysel 

farklılıkları göz önüne alınması gerekliliği ortaya çıkmaktadır. Her öğrencinin farklı bir 

düĢünme yapısına sahip olduğu düĢüldüğünde her öğrencinin ihtiyacı ve yeteneklerine göre 

bir öğretim ortamı sunmak bu nedenle de hem görsel hem sözel ispatlama sürecini içeren 

sözsüz ispatların kullanımının önemi artmaktadır.  

 

Ġspat tanımları incelendiğinde bir baĢka yönünün gerekçelendirme-doğrulama olduğu 

görülmektedir. Doğrulama veya gerekçelendirme ispatlama sürecinde önemli bir kavramdır. 

Birkaç tanımı aĢağıda verilmiĢtir.  

 Bir ifadenin neden doğru olduğunu açıklayan ikna edici bir argüman olarak 

tanımlamıĢlardır  (Lo, Grant & Flowers, 2008) 

 Doğrulama ise matematiksel bilginin oluĢumunda, geliĢiminde ve iletilmesinde gerekli 

olan temel kavramlardan biridir. Aynı zamanda matematik yapma ve anlamanın en 

temel faktörüdür (Hanna, 2000a)   

 Doğrulama, kabulleri ve matematiksel muhakeme türlerini kullanarak bir iddianın 

doğruluğunu (ya da reddini) gösteren bir argüman olarak açıklanabilir (Staples, Bartlo, 

& Thanheiser, 2012, s. 448).  

 Kanıtlamada bir kiĢinin (ya da topluluğun) bir iddianın doğruluğu hakkındaki 

kuĢkuları gidermek için iĢlettiği bir süreç olarak ifade edilebilir (Harel & Sowder, 

2007, s. 808; TanıĢlı, Yavuzsoy Köse & Camci, 2017). 

 

          Doğrulamanın, doğruluğu gösterme ve neden doğru olduğunu açıklama Ģeklinde iki 

temel rolü vardır (Hanna, 2000a; TanıĢlı, Yavuzsoy Köse & Camci, 2017). Doruk (2016) 

öğrencilerin kullandığı gerekçeli ifadelerin tümü argüman olarak değerlendirilmiĢtir. 

Gerekçeli ifadeler, bir kimsenin kendini ve baĢkasını ikna etmek adına yaptığı doğrulamanın 

neden doğru olduğuna dair cümleleridir. Öğrencilerin gerekçeli ifadelerinde genellikle 

“çünkü”, “-den dolayı”, “yüzünden” gibi kelimeler yer almaktadır.  

 

      2.2. GörselleĢtirme ve sözsüz ispat  

Öğrencilerin ispat becerisini geliĢtirmenin yolarından birisi de görselleĢtirmek yani 

resim Ģekil diyagram gibi görsel unsurlar ile desteklemektir. “Bir resim bin kelimeden iyidir” 

atasözü pek çok kültürde yaygın olarak söylenmektedir (Casselman, 2000). Hadamard 

matematiksel düĢüncenin görsel olduğunu kelimelerin ise araya girdiğini ifade etmiĢtir 
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(Borwein & Jörgenson, 2002). GörselleĢtirme matematikte anlamanın temeli (Duval, 1999), 

matematiksel bir fikri iletmek, açıklamak ve keĢif için (Giaquinto, 2007; Hanna &Sidoli, 

2007) matematik eğitimi için değerli (Borwein &Jörgenson, 2002; Miller, 2012) bir araçtır.  

Görsel ifadelerin matematiğin anlaĢılmasında yeri büyüktür. Dahası resimler veya 

diyagramlar bir teoremin veya matematiksel bir ifadenin görsel ispatı olarak kullanılabilirler 

(Strausova &Hasek, 2012). GörselleĢtirme, görsel bilgileri temsil etme, dönüĢtürme, üretme, 

iletiĢim kurma, belgeleme ve yansıtma kabiliyetlerini içermektedir (Hershkowitz, 1990, s. 75). 

Matematik baĢarısı için öğrenenin görselleĢtirme becerisinin iyi olması gerekmektedir (Alsina 

& Nelsen, 2010). Bardelle (2009) ise öğrencilerin herhangi bir konu ile karĢılaĢtıklarında 

kullanabilecekleri tekniklerin, araçların ve teoremlerin farkında olmamalarının sebebini 

öğrencilerin görselleĢtirmeyle çok az çalıĢmasına bağlamaktadır. Öğrencilerin 

görselleĢtirmeyi kullanabilmeleri ise derslerde görselleĢtirme etkinlikleriyle karĢılaĢmaları ve 

görselleĢtirmeyi kullanmaya teĢvik edilmeleriyle mümkündür (Rodd, 2000).  

 

       Matematiksel ispatın ne olduğuna dair tartıĢmalar uzun süredir devam ettiği (Dede ve 

KarakuĢ, 2014) ve matematiksel ispatın ne olduğuna dair farklı tanımlar (CadwalladerOlsker, 

2011) vardır. Her Ģeyden önce ispat olup olmadığı ile ilgili tartıĢmalarda sürmektedir. Sözsüz 

ispatların ispat olup olmadığı ile ilgili Hanna ve Sidoli (2007) son yirmi yılda görsel 

temsillerin geleneksel ispatın yerine geçecek Ģekilde ciddi olarak düĢünülmeye baĢlanıldığını 

ama hala çok fazla tartıĢma olduğunu ifade etmektedirler. Bu tartıĢmaların iki ucu olduğunu 

ve bir uçta, görsel temsillerin, genel olarak matematiksel anlayıĢın kolaylaĢtırıcıları olarak 

ispat için faydalı eklerden daha fazla olmayacağını diğer uçta ise bazı görsel temsillerin kendi 

baĢlarına ispat oluĢturabileceğini ve baĢka geleneksel ispatları gereksiz kıldığını iddia edenler 

olduğunu ifade etmiĢlerdir. Matematik ve matematik öğretiminde görsel temsillerin 

kullanılmasını öneren araĢtırmacılar, yanıltıcı diyagramların bolca bulunduğunu fark 

etmiĢlerdir.  Brown (1999) hataya yol açabilecek iyi bilinen diyagram örneklerinden bazılarını 

sunmuĢtur. Ancak bu gerçek tek baĢına görselleĢtirmenin araĢtırma ve öğretme vaadi 

olmadığına inanmak için bir neden vermemektedir (Hanna, 2007). Borwein ve Jörgenson 

(1997)  yeterli olmasa bile görsel ispatların güvenirlik, tutarlılık ve tekrarlanabilirlik 

Ģartlarının gerekli olduğunu ifade etmiĢtir.  

 Güvenirlik (Reliability), Ġspat güvenilirdir ve sonuçlar her bir incelemede 

değiĢmemelidir,  

 Tutarlılık (Consistency): Ġspatın sonuçları bilinen diğer gerçeklerle, inançlarla ve 

ispatlarla tutarlı olmalıdır.  
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 Tekrarlanabilirlik (Repeatability): Ġspatı baĢkaları da doğrulamalı veya 

gösterilebilmelidir. 

Sözsüz ispatın birkaç tanımı aĢağıda verilmiĢtir.  

 Matematiksel ifadelerin niçin doğru olduğunu açıklarken herhangi bir kelime 

kullanmaksızın Ģekillerle, diyagramlarla yapılan ve görselleĢtirmeye dayalı ispattır 

(Demircioğlu & Polat, 2015).  

 Belli bir matematiksel ifadenin neden doğru olabileceğini ve bunun ispatına nasıl 

baĢlayacağını anlaması için okuyucuya yardımcı olan Ģekil ve diyagramlar Alsina & 

Nelsen, 2010) 

 Kelimeler olmadan matematiksel bir ifadenin ispatını resimleyen matematiksel 

çizimlerdir (Bell, 2011)  

 Özel bir matematiksel ifadenin niçin doğru olduğunu hatta matematiksel bir ifadenin 

doğruluğunu ispatlarken nasıl ele alınacağını görmemize yardımcı olacak diyagram 

veya resimler (Alsina & Nelsen, 2010)  

 Geometrik çizimler, sayısal veya sözel semboller dıĢında hiçbir kelime içermeyen 

ispatlardır (Gierdien, 2007). 

 

Hanna‟ya (2000a) göre, en iyi ispatlar aynı zamanda ispatlanan teoremin anlamının 

anlaĢılmasına yardımcı olanlardır. Bu ispatlar teoremin sadece doğru olduğunu değil aynı 

zamanda neden doğru olduğunu gösterir. Bunun sonucunda ispatlar daha ikna edicidir ve 

baĢka keĢiflere yol açabilir. Sözsüz ispatlar matematiğin pek çok alanında; geometrik 

teoremlerin ispatında, sayılar teorisinde, trigonometride, genel matematik eĢitsizliklerinde, 

matematik tarihinde kullanılmaktadır (Alsina &Nelsen, 2010; Bell, 2011). Problem çözmede, 

matematiksel ispatlarda görsel yöntemler okullarda nadir olarak kullanılmaktadır (Thornton, 

2001). Mevcut matematik öğretim programına göre öğrencilere kazandırılması istenen 

matematiksel süreç becerilerinden matematiksel akıl yürütme ile pek çok davranıĢın yanında 

“Matematiksel bir önermeyi ispatlama sürecinde en uygun ispat yöntemini seçme” becerisi de 

kazandırılması istenen beceriler arasındadır (MEB, 2013). Nitekim MEB (2013) öğretim 

programında da matematiksel akıl yürütme ve ispat baĢlığı altında öğrencilerin;  

 Matematikte ve günlük yaĢantısında mantığa dayalı genellemeler ve çıkarımlarda 

bulunma  

  Matematikteki ve matematik dıĢındaki çıkarımlarının, duygu ve düĢüncelerinin 

doğruluğunu/geçerliliğini savunma  

  DüĢüncelerini açıklarken matematiksel modeller, kurallar ve iliĢkileri kullanma 
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  Bir (matematiksel) durumu analiz ederken matematiksel iliĢkileri kullanma 

   Matematikteki iliĢkileri açıklama 

 Farklı stratejiler kullanarak kestirimlerde bulunma ve bunu mantıksal gerekçelerle 

savunma 

 Genel iliĢkileri özel durumlara uygulayabilme 

 Modelleri, önermeleri, özellikleri ve iliĢkileri kullanarak yaptığı matematiksel çıkarımı 

açıklayabilme 

 Matematiksel doğrulama sürecinde tümevarımı ve tümdengelimi etkin olarak 

kullanabilme 

 Matematiksel bir önermeyi ispatlama sürecinde en uygun ispat yöntemini seçme 

davranıĢlarının geliĢtirilmesi hedeflenmektedir. 

 

Tekin ve Konyalıoğlu (2010) toplam ve fark formüllerinin görsel Ģekillerle ispat edilmesi 

ve bunların diğer araĢtırmacılara tanıtılması amacıyla yaptıkları çalıĢmalarında ele aldıkları 

görsel ispatlar  “Math Made Visual” (Alsina & Nelsen, 2006) yararlanılmıĢtır. ÇalıĢmada 

görsel Ģekillere dayalı ispat sürecinde yapılan çizimlerin, öğrencilerin formüllerde yer alan 

açıları, kenarları vb. görmesini ve anlamlı olarak formülleri öğrenmesini sağlayabileceğini, 

cebirsel olarak yapılan ispat süreci de mantıksal-matematiksel düĢünmeye katkı 

sağlayabileceğini ve bizleri formüllere götüreceğini ifade etmiĢlerdir. Öğrencilerin, 

formüllerin özünü oluĢturan açı, kenar, sinüs, kosinüs vb. iliĢkilerini cebirsel ispatta yeterince 

göremediklerini görsel Ģekillere dayalı ispatların formüllerin nasıl oluĢtuğu ve nereden geldiği 

konusunda öğrencilere bilgi verirken, ezberden kaçınarak kalıcı öğrenmelerine yardımcı 

olacağına vurgu yapmıĢlardır.  

 

Matematik öğretiminde ezberlemenin önüne geçmek için “neyin nereden geldiğini” 

gözler önüne seren görselleĢtirme çalıĢmalarına daha fazla yer verilmelidir. Öğrenciler 

cebirsel ispat sürecinde matematiksel kuralları yanlıĢ kullanıp yanlıĢ sonuçlara 

varabilmektedirler. Çünkü ispatın dayandığı görsel Ģekli, kavramlar arası iliĢkileri 

görememektedirler (Arcavi, 2003).  
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2.3. Ġlgili çalıĢmalar  

 

            Mancoğlu (2019) matematiksel teoremlerin ispatlarının görselleĢtirilme durumlarını 

incelemek için 2017- 2018 öğretim yılında bir devlet üniversitesinin ortaöğretim matematik 

öğretmenliği bölümünde ikinci ve üçüncü sınıfında öğrenim gören dört matematik öğretmeni 

adayı ile nitel bir çalıĢma yapmıĢtır. Veri toplama aracı olarak yarı yapılandırılmıĢ görüĢme 

ve doküman incelemesi kullanılmıĢtır. GörüĢmelerde matematiksel teoremlerin ayrı olarak yer 

aldığı çalıĢma kâğıtları kullanılmıĢtır. Katılımcılardan çalıĢma kâğıtlarındaki teoremlerin 

ispatlarını görselleĢtirdikleri süre içinde sesli düĢünmeleri istenmiĢ ve görüĢmeler esnasında 

video ve ses kaydı alınmıĢtır. Veriler gömülü teorinin veri çözümleme teknikleri kullanılarak 

analiz edilmiĢtir. Veri analizleri sonucunda katılımcıların ispatlarda kullandığı resimlerin, 

çoğunlukla teoremin içeriğindeki kavramların zihinlerinde oluĢturduğu resimleri betimleyen 

görüntüler olduğu, net bir resim çizemeyen katılımcının ispatlardan emin olmadıkları 

görülmüĢtür. Katılımcıların, verilen teoreme göre görselleĢtirme sürecinin baĢlama 

durumunda farklılık olduğu, oluĢturulan resimlerin büyük çoğunluğun matematiksel resimler 

olduğu fakat birbirinden farklı ispat resimleri oluĢturdukları görülmüĢtür. Ayrıca kimi 

adayların teoremin bütününü temel alarak ispatı görselleĢtirdiği kimi öğrencilerin de teorem 

içerisinde yer alan kavramlardan yola çıkarak ispatı görselleĢtirdikleri ve ispata göre strateji 

belirledikleri elde edilmiĢtir.  

 

         Sözsüz ispatların formel ispata geçiĢi kolaylaĢtıracak ve söz konusu didaktik boĢluğu 

dolduracak bir araç olarak nasıl kullanılabileceğini incelemek amacıyla Ülker (2018) 

tarafından yapılan çalıĢmada nitel araĢtırma yöntemlerinden öğretim deneyi kullanılmıĢtır. 

ÇalıĢmada 7. sınıf seviyesine uygun seçilen sözsüz ispatlar ve teorinin sunduğu etkinlik 

tasarımı yaklaĢımında birer sözel problem durumu Ģeklinde öğretimleri planlanmıĢtır. Altı 

hafta süren uygulamaya 30 öğrenci katılmıĢtır. Her etkinliğe bir hafta yani yaklaĢık iki ders 

saati ayrılmıĢ ve uygulama toplamda altı hafta sürmüĢtür. Veriler teorinin belirlediği 

aĢamalara göre hem tüm sınıfın çalıĢmasını hem de odak grubun çalıĢmasını yansıtacak 

Ģekilde analiz edilmiĢtir. AraĢtırmanın sonucu öğrencilerin ispatla iliĢkili pek çok 

matematiksel süreci yaĢadığını, alanlar arası iliĢkilendirmeler gerçekleĢtirdiklerini ve 

yaĢadıkları süreçlerde bir ilerleme kaydettiklerini göstermektedir. 
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           Polat (2018) tarafından yapılan çalıĢmada lise öğrencilerinin sözsüz ispat yapabilme 

süreçlerini incelemek amaçlanmıĢtır. 9. sınıfta öğrenimlerine devam eden 25 öğrenci ile 

yürütülen çalıĢmada karma araĢtırma yöntemleri kullanılmıĢtır. Veriler uygulama öncesi 

öğrencilerin ispat becerilerini belirleyebilmek için araĢtırmacı tarafından hazırlanmıĢ ispat 

beceri testi ve uygulama sonrası ispat beceri testi, dört öğrenci ile yapılan sözsüz ispat 

etkinlikleri ile toplanmıĢtır. Nicel veriler t-testi ile nitel veriler ise içerik analiz tekniği ile 

analiz edilmiĢtir. AraĢtırmanın sonunda sözsüz ispatların, öğrenciye formüllerin nereden 

geldiğini anlama, formüllerin doğruluğuna iliĢkin ikna olma, etkinliklerden keyif alma, 

matematiğin diğer kavramlarıyla iliĢki kurma, daha önce öğrenmiĢ oldukları kuralları 

kullanma ve matematiksel kavramları anlama gibi imkânlar sağladığı görülmüĢtür. Elde 

edilen bulgular sözsüz ispatların ispat becerisi üzerinde olumlu etkisi olduğunu ve sözsüz 

ispatların sınıfta uygulanabilirliği açısından gerek öğretmen gerekse öğrenciler olumlu görüĢ 

bildirdiklerini göstermiĢtir.   

 

          GeliĢen (2016) tarafından yapılan çalıĢmaya 9. sınıf matematik öğretim programındaki 

üçgenler konusunun öğretiminde origami ve sözsüz ispatlar yöntemlerinin kullanılması ile 

ilgili bir öğretim deneyinin gerçekleĢtirmek amacıyla 31 öğrenci katılmıĢtır. Nitel araĢtırma 

yöntemlerinden öğretim deneyi modeli seçilmiĢtir. GeliĢtirilen çalıĢma yaprakları kullanılarak 

öğrencilere ilk olarak problem çözme testi uygulanmıĢ, test sonuçlarına göre istekli 

öğrencilerle daha sonra mülakatlar yapılmıĢtır. ÇalıĢma sonunda elde edilen bulgular 

oluĢturulan problemler ve alt problemler ıĢığında değerlendirilmiĢtir. Mülakatlardan elde 

edilen bilgiler doğrultusunda, öğrencilerin origami ve sözsüz ispatlar yöntemlerini zevkli ve 

öğretici buldukları ortaya çıkmıĢtır. 

 

        Fen Lisesi öğrencilerinin görsel ispat geliĢtirme sürecinde yaptıkları hataların ve 

karĢılaĢtıkları zorlukların belirlenmesi amacıyla ġadan ve Uğurel (2018a) tarafından yapılan 

nitel bir araĢtırma yöntemi olan „öğretim deneyi‟ ile yapılmıĢtır. ÇalıĢmanın örneklemini 

amaçlı örnekleme yöntemlerinden homojen örneklem stratejisine göre belirlenen bir Fen 

Lisesi‟nin 11. sınıfında öğrenim gören 6 öğrenci oluĢturmaktadır. ÇalıĢmanın verileri Fen 

Lisesi öğrencilerinin görsel ispat geliĢtirme süreçlerini incelemeyi amaçlayan kapsamlı bir 

çalıĢmanın bir bölümünü içermektedir. Görsel ispat geliĢtirme sürecinde yapılan hatalar ve 

karĢılaĢılan zorluklar öğrencilerin geliĢtirdikleri görsel ispatlar üzerinde yapılan analizler ve 

ardından bu ispatlara yönelik yapılan klinik görüĢmeler doğrultusunda belirlenmiĢtir. ÇalıĢma 

kapsamında iki öğretim bölümü gerçekleĢtirilmiĢtir. Birinci öğretim bölümü sürecinde 
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belirlenen hata ve zorluklar görsel ispatların anlaĢılırlığı ve görsel ispat geliĢtirme süreci 

olarak iki ana temaya ayrılmıĢ bu temalar altında alt temalar belirlenmiĢtir. Belirlenen 

hatalardan bazılarının yapılan klinik görüĢmeler sırasında öğrenciler tarafından giderilebildiği 

görülmüĢtür. Ġkinci öğretim bölümünde öğrencilerin, birinci öğretim bölümünde yaptıkları 

hataların büyük çoğunluğunu yapmadıkları görülmüĢtür. Bu öğretim bölümünde verilen 

ifadelerin farklı konularda olmasıyla birlikte farklı hatalar ve zorlukların ortaya çıktığı 

görülmüĢtür.   

 

ġadan ve Uğurel (2018b) tarafından yapılan çalıĢmada Fen Lisesi‟nde öğrenim gören bir 

öğrencinin görsel ispat geliĢtirme sürecinin detaylı olarak incelenmesi amaçlanmıĢtır. 

ÇalıĢmanın verileri Fen Lisesi öğrencilerinin görsel ispat geliĢtirme süreçlerinin incelenmesini 

içeren bir araĢtırmanın bir kısım bulgularını içermektedir. Ana çalıĢmada bir Fen Lisesi‟nin 

11. sınıfında öğrenim gören 6 öğrencinin çeĢitli konularda ve yapılarda görsel ispat 

örneklerini inceledikleri ve kendilerinin görsel ispat geliĢtirdikleri iki aĢamalı bir öğretim 

deneyi tasarlanmıĢtır. Her iki öğretim bölümünün sonunda öğrencilere 4 tane matematiksel 

ifade verilmiĢ bunlardan istedikleri herhangi ikisine yönelik görsel ispat geliĢtirmeleri 

istenmiĢtir. Tüm sürecin daha ayrıntılı bir Ģekilde yansıtılabilmesi için bir öğrencinin görsel 

ispat geliĢtirme sürecinin mercek altına alınmasının uygun olacağı düĢünülmüĢtür. Bu nedenle 

verilen ifadelerin içerisinden en fazla sayıda görsel ispat geliĢtiren/geliĢtirmeye çalıĢan 

öğrencinin görsel ispat geliĢtirme süreci ele alınarak bu çalıĢmanın kapsamı oluĢturulmuĢtur. 

Belirlenen öğrenci verilen 8 ifade içerisinden 7 tanesi için görsel ispat geliĢtirmiĢtir. Klinik 

mülakatlar ve video kamera kayıtlarından yararlanarak öğrencinin görsel ispat geliĢtirirken 

geçirdiği düĢünme süreci; üzerinde çalıĢacağı ifadeye karar verme, görsel ispatının son halini 

oluĢturmadan önce denediği çizimler ve bu çizimleri yaparken neler düĢündüğü ayrıntılı bir 

Ģekilde ortaya konmaya çalıĢılmıĢtır.  

 

ġadan (2017) tarafından yapılan çalıĢmada Fen Lisesi öğrencilerinin görsel ispat geliĢtirme 

süreçlerini analiz etmek ve görsel ispatın matematik öğrenme sürecinde kullanımına yönelik 

örnek bir uygulama sunmak amaçlanmıĢtır.  Bir Fen Lisesi'nin 11. sınıfında öğrenim gören 6 

öğrenci ile yürütülen çalıĢmada bir nitel araĢtırma yöntemi olan Öğretim Deneyi 

kullanılmıĢtır. AraĢtırma süreci, üç aĢamada yürütülmüĢtür. Ġlk aĢamada, öğretim bölümünün 

daha verimli planlanması için, öğrencilerin görsel ispata dair algıları (örneklerini anlayıp 

açıklayabilme), ikinci aĢamada, görsel ispata dair sınıf tartıĢmalarından ve çeĢitli görsel ispat 

etkinliklerinden oluĢan iki öğretim bölümü gerçekleĢtirilmiĢ süreç sonunda öğrenciler verilen 
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matematiksel ifadelere yönelik görsel ispatlar geliĢtirmiĢler ve geliĢtirdikleri görsel ispatlara 

yönelik klinik görüĢmeler yapılmıĢ ve üçüncü aĢamada ise öğretim sürecini değerlendirilerek, 

öğrencilerin görsel ispata ve sürece dair görüĢleri alınmıĢtır. Verilerin analizi, geriye dönük 

(retrospective) ve ileriye dönük (prospective) analiz olmak üzere iki Ģekilde yapılmıĢtır. 

Yapılan her uygulama sonrası ileriye dönük analizler yapılmıĢ, bir sonraki uygulamaya bu 

analizler doğrultusunda devam etmiĢtir. Öğrencilerin geliĢtirdikleri görsel ispatlar ve bu süreci 

deneyimleme Ģekilleri ortaya konmaya çalıĢılmıĢtır. Görsel ispat geliĢtirme sürecinde 

yaptıkları hatalar ve karĢılaĢtıkları zorluklar belirlenmiĢtir. Yapılan klinik görüĢmelerde bu 

hatalar ve zorluklar giderilmeye çalıĢılmıĢtır. Süreç sonunda öğrenciler, görsel ispat geliĢtirme 

sürecini yararlı bulduklarını ve süreçten keyif aldıkları belirtmiĢler, görsel ispatların 

matematik sınıflarında kullanılması gerektiğini ifade etmiĢlerdir. 

 

Güler ve Ekmekçi (2016) öğretmen adaylarına çeĢitli sözsüz ispatları örnekleri verdikleri ve 

verilen sözsüz ispatların doğruluğuna iliĢkin sorular sordukları çalıĢmalarında, verilen tek 

sayıların toplamı ile ilgili sözsüz ispatın doğru olduğunu düĢünen öğretmen adayları, ardıĢık 

tek sayılar ile birim kareler arasındaki iliĢkiyi kurabilmiĢ ve oluĢan geometrik Ģeklin alanının 

bu toplamın kuralı olduğunu belirterek cevaplarını gerekçelendirebilmiĢlerdir. Ancak bir 

öğretmen adayı bu sözsüz ispatın yanlıĢ olduğunu düĢünmüĢ ve gerekçe olarak da verilen 

Ģeklin sadece Ģekildeki sayıların toplamını örneklediğini vurgulamıĢtır.  

 

Ugurel, Morali, Karahan ve Boz (2016) Fen lisesinde okuyan üç öğrenci ile yapmıĢ oldukları 

nitel çalıĢmada öğrencilerle sözsüz ispatlarla ilgili deneyim yaĢattıktan belli bir süre sonra 

öğrencilerden kendi sözsüz ispatlarını oluĢturmalarını istemiĢler ve bu doğrultuda “temel 

modifikasyon, ileri modifikasyon ve tümevarımsal temel çizim” olmak üzere üç ardıĢık 

kategori açığa çıkarmıĢlardır. Bu kategorilerin sözsüz ispat analizlerinde kullanılabileceğini 

belirtmiĢlerdir. Ayrıca öğrenciler sözsüz ispatları “eğlenceli, zevkli, pratik, entelektüel, 

orijinal, Ģık” bulduklarını ifade ederek sözsüz ispatlarla ilgili olumlu görüĢ bildirmiĢlerdir. 

Geometri ve matematiği birlikte kullandıkları fark eden öğrenciler problem çözme, yaratıcılık 

ve görselleĢtirme becerilerinin geliĢtiğini ve sözsüz ispatların geniĢ uygulama alanlarına sahip 

olduğunu gördüklerini belirtmiĢlerdir.  

 

Demircioğlu ve Polat (2016) tarafından Ortaöğretim matematik öğretmenliği 5. Sınıfta 

okuyan öğretmen adaylarının sözsüz ispat yapma sürecinde yaĢadıkları zorlukları ortaya 

çıkarmak amacıyla yapılan durum çalıĢmasında öğretmen adaylarına açık uçlu sorular 
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yöneltilerek bu süreçte yaĢadıkları zorlukları ortaya çıkarmak için görüĢleri alınmıĢtır. 

Öğretmen adaylarının sözsüz ispat yapma sürecinde en fazla zorlandıkları yerlerin verilen 

Ģekilleri anlayamama, açıklama olmaması, sözsüz ispat ile cebirsel ispat arasında iliĢki 

kuramama, alan bilgisi eksikliği, kaynak sıkıntısı olduğu belirtmiĢtir. Ayrıca sözsüz ispatların, 

zorlayıcı fakat öğrencilerin uzamsal görselleĢtirme ve uzamsal muhakeme becerini 

geliĢtirilebildiği sonucuna varılmıĢtır.  

 

Demircioğlu ve Polat (2015), matematik öğretmeni adaylarının sözsüz ispat yöntemi ile ilgili 

görüĢlerini incelemiĢlerdir. ÇalıĢma bir durum çalıĢması olup bir devlet üniversitesinde 

toplam 57 öğretmen adayı ile yürütülmüĢtür. “Alan Eğitiminde AraĢtırma Projesi” dersi 

kapsamında öğretmen adayları ile sözsüz ispatlar iĢlenmiĢ ve süreç sonunda sözsüz ispatların 

etkililiği ile ilgili görüĢleri alınmıĢtır. Elde edilen bulgular öğretmen adaylarının sözsüz 

ispatlarla ile bilgilerin kalıcı olduğunu, somutlaĢtırdığını, matematiksel formül/ifadelerin daha 

iyi kavrandığını, konular arası iliĢki kurduğunu, verimli olduğunu, yeni bilgiler öğrendiklerini 

ve öğretim yöntemi olarak da kullanabileceklerini ifade ettikleri göstermiĢtir. 

 

Yassin (2013) diziler ve seriler ünitesinde sözsüz ispatları kullanmanın öğrenci baĢarısına 

etkisini incelemiĢ ve 89 öğrenciyi iki gruba ayırarak deneysel bir çalıĢma yürütmüĢtür. 

ÇalıĢmanın neticesinde, sözsüz ispatlar kullanılarak dersin iĢlendiği grubun baĢarısı ile diğer 

grubun baĢarısı arasında anlamlı bir fark çıktığını belirtmiĢtir.  

 

Uğurel, Moralı ve Karahan (2011) matematikte yetenekli olan ortaöğretim öğrencilerinin 

sözsüz ispatlarla bir deneyim yaĢamaların sağlamıĢlardır. Süreç sonrasında ürettikleri sözsüz 

ispat örneklerini tartıĢmıĢlardır. AraĢtırmaya katılan öğrencilerin, ispat yapmak için farklı 

bakıĢ açıları göster, özgün sözsüz ispatlar geliĢtirmede, yaptıkları ispatları görsel olarak 

sunmada baĢarılı oldukları gözlenmiĢtir.  

 

Karras (2012) öğretmen yetiĢtirme programının son yılında olan gönüllü 12 öğretmen adayına 

lise müfredatında yer alan belli teoremlerin görsel ispatı vermiĢ ve görsellerdeki teoremleri 

ispatlamaları ve akıl yürüterek teoremleri açıklamalarını istenmiĢtir. Daha sonra bu sonuçları 

Van Hiele geometrik düĢünme düzeylerine göre analiz etmiĢtir. Yapılan analizlere göre 

sözsüz ispat bulma sürecinin “görsel ispatın ne olduğunu fark etme, ispat planı tasarlama ve 

bir çözüm geliĢtirme” olmak üzere üç aĢamadan oluĢtuğunu ortaya çıkarmıĢtır. Bu çalıĢmayla 
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matematik öğretmeni adaylarının geometri bilgisi ve görsel akıl yürütme arasındaki iliĢkiyi 

açıklanmaya çalıĢılmıĢtır.  

 

 Bell (2011) sınıfında sözsüz ispatlara yer vermiĢ, öğrencilere web sitelerinde mevcut olan 

interaktif ya da interaktif olmayan sözsüz ispatları kullanarak tartıĢma ortamı oluĢturmuĢ ve 

öğrencilerin yaptıklarını analiz etmiĢtir. ÇalıĢmada formal ispatın sözsüz ispatla beraber 

gösterildiği zaman öğrencinin ispat yeteneğinin geliĢmesiyle beraber matematiksel bir 

problemi nasıl daha iyi muhakeme edeceğini öğrendiği belirtilmiĢtir. Öğrencilerin sözsüz 

ispatları tartıĢmasını sağlayarak, matematiksel ifadelerin nasıl ispatlandığı hakkında kendi 

fikirlerini geliĢtirmelerine fırsatlar sunmuĢtur. Böylelikle de öğrencilerin ispat sürecini 

anlamaya çalıĢmıĢtır. Sözsüz ispatların öğrencinin ispat yazma yeteneğini geliĢtirdiğini ve 

matematiksel bir problemi nasıl daha iyi muhakeme edeceğini öğrettiğini belirtmiĢtir. 

Öğrenciden bir Ģeklin açıklanmasının istenmesi, öğrencinin özel parçaları kullanmasını 

gerektirdiğinden muhakeme yeteneğini de geliĢtireceğini belirtmiĢtir. Bir matematiksel 

ifadenin sözsüz ispatının öğrenciye verilmesinin öğrencinin ispat yapma yeteneğini 

geliĢtirmek kalmayıp aynı zamanda öğrencinin bir matematiksel ifadenin görsel 

oluĢturmasını sağlamanın öğrencinin akıl yürütme yeteneğini olumlu yönde katkı sağladığını 

ifade etmiĢtir. 

 

Alsina ve Nelsen (2010) tarafından yapılan çalıĢmada sözsüz ispatların ne olduğuna 

açıklamıĢlar ve çeĢitli sözsüz ispatlara yer vermiĢlerdir. ÇalıĢmada tümevarım yöntemiyle 

ispatlanabilecek ancak görsel ispatla daha açıklayıcı olduğu düĢünülen ve iki sayma prensibi 

olan Fubini ve Cantor prensibine göre sözsüz ispat örnekleri kullanılmıĢtır. 

 

Tekin ve Konyalıoğlu (2010) çalıĢmalarında toplam ve fark formüllerinin görsel ispat ve 

cebirsel ispatları sırasıyla vererek görsel ispatlarla ispat sürecinde yapılan çizimlerin 

formüllerin anlamlandırılmasına, formüllerin özünü anlamaya ve kalıcı öğrenmeye katkı 

sağlayacağına değinmiĢtir. Ayrıca çalıĢmada formüllerdeki iliĢkilerin cebirsel ispatlarla 

yeterince görülemeyeceği ifade edilmiĢtir.  

 

Yılmaz, Argün ve Keskin (2009) öğrencilerin genelleme keĢfetmek ve genelleme formülleri 

yaratmak için düĢünme süreçlerinde görselleĢtirmeyi nasıl kullandıkları araĢtırılmıĢtır. Bu 

süreci görmek için üç tanesi doğrusal olmayan noktadan kaç tane doğru geçer sorusu ile 

toplanmıĢtır. Problem öğrencilere sunulurken önce 2, sonra 3 sonra 4 nokta Ģeklinde 
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verilmiĢtir.  ÇalıĢmanın katılımcıları Türkiye'nin devlet üniversitesinin eğitim fakültelerinden 

birinde ortaöğretim matematik öğretmenleri oluĢturmaktadır. GörselleĢtirmenin genellemeleri 

keĢfetmek için önemli bir süreç olduğunu ifade etmiĢtir.  

 

Bayer (2009) sözsüz ispatların üstün yönlerini üçgensel sayıların, Fibonacci sayılarının 

kullanıldığı teoremlerin ve Pisagor teoreminin sözsüz ispatlarını vererek göstermeye 

çalıĢmıĢtır. Görsel ispatların geleneksel ispatlardan daha basit olduğunu ve kesin bir sonucun 

neden doğru olduğunu açıklamaya yardımcı olduğunu belirtmiĢtir. Tümevarım ile yapılan bir 

ispatta formülün hatırlanması gerekmekte fakat sözsüz ispatlarda bu gerekliliğin 

olmamasından dolayı geleneksel ispatlara göre üstün olarak görüldüğünü belirtmiĢtir. 

 

Bardelle (2009) ikinci ve üçüncü sınıf ta öğrenimlerine devam eden matematik öğrencilerine, 

sözsüz ispat ve formal ispatları sunarak, her iki ispatta öğrencilerin yaĢamıĢ oldukları süreci 

karĢılaĢtırmıĢtır. AraĢtırmada Pisagor teoremi ve geometrik serilerle ilgili sözsüz ispat 

öğrencilere sunulmuĢtur. Pisagor teoremi görsellikle daha ilgili ve aĢina oldukları bir ispat 

olduğu için Pisagor teoreminin sözsüz ispatında öğrenciler fazla zorlanmamıĢtır. 

AraĢtırmanın sonucunda da öğrenciler bu tür ispatları zor bulduklarını ifade etmiĢlerdir. 

Özellikle anlamlı adımlar dizisinden oluĢan bir ispatı durgun bir obje olarak çizmek 

öğrencilere zor gelmiĢtir.  

 

Gierdien (2007) çalıĢmasında derslerde kullanılabilecek sözsüz ispatlara yer vermiĢtir. Bu 

çalıĢmada özellikle sözsüz ispatların ispatları açıklayıcı ispata çevirmesinden ve böylelikle de 

bilgi transferinin gerçekleĢeceğinden söz edilmiĢtir. Ayrıca bu çalıĢmada sözsüz ispatlarla, 

örneğin 1‟den n‟e kadar tam sayıların toplamının formülündeki n‟in nereden geldiği ile ilgili 

öğrencinin merakını gidermesi ve “görünmeyeni görmesinin” önemli olduğu vurgulanmıĢtır.  
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BÖLÜM III 

YÖNTEM 

          3.1. AraĢtırma Modeli 

 

            AraĢtırmada nitel araĢtırma yöntemi uygulanmıĢtır. Nitel yöntemler metin ve imgesel 

verilere dayanır ve veri analizinde özgün adımlara sahiptir (Cresweel, 2013, s.183). Ġnsan 

davranıĢı ancak esnek ve bütüncül bir yaklaĢımla araĢtırılabilir ve bu yaklaĢımda araĢtırmaya 

katılan bireylerin görüĢleri ve deneyimleri büyük önem taĢımaktadır (Yıldırım & ġimĢek, 

2013,  s.41). Bu çalıĢmada bireylerin görüĢlerine ve deneyimlerine baĢvurulacağından dolayı 

nitel araĢtırma yöntemlerinden durum çalıĢma deseni kullanılmıĢtır. 

 

          3.2. ÇalıĢma grubu  

            

            Bu çalıĢma bir özel okulda ortaöğretim kurumunda 12. sınıfta öğrenimlerine devam 

eden 67 öğrenci ile yürütülmüĢtür. 12. sınıf öğrencilerinin seçilmesinin nedeni yaĢamıĢ 

oldukları deneyimler, almıĢ oldukları derslerdir. ÇalıĢmaya katılan öğrencilerin kız ve erkek 

dağılımı Tablo 1‟de verilmiĢtir. 

Tablo 1 Çalışmanın katılımcıları  

Cinsiyet  f % 

Kız  36 %53,73 

Erkek  31 %46,26 

         

        3.3.1. Veri toplama aracı  

 

Veri toplama aracı 1 tane yıldızın iç açılarının toplamı, 2 tane Pisagor teoremi, 2 tane 

özdeĢlik, 2 tane sayıların toplamı olmak üzere 7 tane sözsüz ispattan oluĢmaktadır. Yıldızın iç 

açıları toplamı, üçgenin iç açıları ölçüleri toplamına benzer olduğu için, Pisagor teoremi,  en 

iyi bilinen, birçok farklı sözsüz ispatı bulunan fakat prototip örnekler ile ifade edilen bir 

teorem olduğu için ve özdeĢlikler genellikle modelleme ile sunulduğu için seçilmiĢtir. Bu 

sözsüz ispatlar Tablo 2‟ de verilmiĢtir.  
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Tablo 2. Veri toplama aracında yer alan sözsüz ispatlar  

 

Yıldız  

 

 Pisagor 

teoremi 

 

                 

ÖzdeĢlikler  

                  

 

Sayıların 

toplamı   

                              

 

 

3.3.2.Verilerin Toplanması 

           Veriler 2019-2020 eğitim- öğretim yılı güz döneminde toplanmıĢtır. Veri toplama aracı 

ile 12.sınıfta okuyan 67 öğrenciye uygulanmıĢtır. Bu çalıĢma öğrencilerin kendi sınıfında 

yazılı toplanmıĢtır, hiçbir baskı ve yönlendirme altında kalmadan uygulanmıĢtır. Veriler 

toplanırken öğrencilerin baĢında bir gözetmen olarak öğretmenleri bulunmakta, yaklaĢık 2 

ders saati süresince cevaplamaları için fırsat verilmiĢtir. 
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          3.3.3.Verilerin analizi  

 

      Toplanan veriler öncelikle bilgisayar ortamına aktarılmıĢtır. Daha sonra 

benzerliklerine göre gruplandırılmıĢ, kod ve temalar oluĢturularak içerik analizi yapılmıĢtır.    

Verilerin analizi yapılırken öncelikle veri toplama aracındaki her bir sözsüz ispatın adımları 

çıkarılmıĢtır. Bir sözsüz ispatın ispat adımları aĢağıdaki gibidir.  

  ġekil 1 Ġspat adımları  

 

BeĢ köĢeli yıldızın köĢe açısı toplamı 

 

Bir üçgende bir dıĢ açının ölçüsü kendisine komĢu olmayan iki iç 

açının ölçüleri toplamına eĢittir. 

 

 Benzer Ģekilde 2 ve 4 ile gösterilen açıların ölçüleri toplamı bir dıĢ 

açının ölçüsüne eĢit olur. 

 

 Bir üçgenin iç açıları ölçüleri toplamı 180
0
 olduğundan 

(2+4)+(1+3)+5 açılarının toplam ölçüsü 180
0
 olur. 

 

 

 Burada AB doğrusu kesik çizgilerle gösterilen CD doğrusuna paralel 

olduğundan Ģekildeki gibi ifade edilir. Ayrıca C doğrusal olduğundan  (2+4)+(1+3)+5 

toplam ölçüsü 180
0
 olduğu çıkar. 

   Sonuç olarak bir beĢ köĢeli yıldızın köĢe açısı toplamı 180
0
 dir. 
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BÖLÜM IV 

BULGULAR VE YORUM 

 

 

4.1. Yıldızın Ġç Açıları Toplamından Elde Edilen Bulgular ve Yorum  

 

12. Sınıf öğrencilerinin yıldızın iç açılarının toplamına yönelik vermiĢ oldukları cevaplar 

Tablo 3‟de ispat yaparken hangi gerekçeleri verdikleri ise Tablo 4‟de özetlenmiĢtir. Tablo 3 

oluĢturulurken ispat verilip verilmemesine göre, daha sonra görseli kullanıp 

kullanılmadıklarına ve kullandıkları gerekçelere göre inceleme yapılmıĢtır.  

Tablo 3 

Yıldızın iç açıları toplamı sözsüz ispatından elde edilen bulgular  

 
Ġspat  Görsel  

ile 

açıklama 

Gerekçelendirme Kategorisi f %  

Cevap yok 8 11,9 8 

 

 

 

 

 

 

Var    

 

 

  

 

 

 

 

Var  

 

 

  

Paralellik   1 1,5  

 

 

17 

Ġki iç açı bir dıĢ açı, 5 7,5 

Üçgenin iç açıları toplamı  2 3 

Doğru açı, Üçgenin iç açıları toplamı  1 1,5 

Paralellik, Ġki iç bir dıĢ   3 4,5 

Z kuralı, YöndeĢ açılar, Ġki iç açı bir dıĢ açı 2 3 

Yok Ġki iç açı bir dıĢ açı  1 1,5  

Z kuralı, YöndeĢ açılar, Ġki iç açı bir dıĢ açı, Üçgenin 

iç açıları 

2 3  

 

 

Yok  

 

 

 

 

 

 

 

 

Var  Ġki iç açı bir dıĢ açı  3 4,5  

 

42 
 

 

 

 

 

Yok  

 

Paralellik, Ġki iç bir dıĢ   6 9 

Z kuralı  1 1,5 

Üçgenin iç açıları toplamı, iki iç açı bir dıĢ açı  2 3 

Üçgenin iç açıları toplamı 2 3 

Üçgenin iç açıları toplamı, iki iç açı bir dıĢ açı 
2

0 

29,8 

Z kuralı, Ġki iç açı bir dıĢ açı 1 1,5 

YöndeĢ açı, Ġç ters açı, dıĢ açı, Ġki iç açı bir dıĢ açı 1 1,5 

Paralel, doğru açı    2 3 

Yıldızın özelliğinden, Ġki iç bir dıĢ  1 1,5 

Ġspat edeceği varsayımı kabul 3 4,5 

 

Tablo 3‟ den görüldüğü gibi çalıĢmaya katılan 67 öğrenciden 17 sinin (%25,4) ispat yaparken 

42‟si (%62,7) ispat yapmamıĢtır.  8‟i ise (%11,9) soruyu hiç yanıtlamamıĢtır. Ġspatı yapan bu 

17 öğrenciden 14‟ü, verilen görsel üzerinde iĢaretlemeler yaparken 3 öğrenci hiçbir iĢaretleme 
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yapmamıĢtır. Ġspat yapmayan 42 öğrenciden yalnızca 3‟ü verilen görsel üzerinde iĢaretlemeler 

yaparken 39‟u hiçbir iĢaretleme yapmamıĢtır. Yani çalıĢmaya katılan tüm öğrencilerden 

39+3= 42 öğrenci (%62,7) verilen görsel üzerinde hiçbir iĢaretleme yapmamıĢtır.  

 

Burada paralellik olarak verilen gerekçede 9.sınıf matematik ders kitabında yer verilen “iki 

doğru paralel ise aynı yöne bakan yöndeş açıların ölçüleri birbirine eşittir” kullanmaktır. Ġki 

iç açı bir dıĢ açı Ģeklinde verilen gerekçe ise. 9.Sınıf matematik ders kitabında yer verilen “bir 

üçgende iki tane iç açının toplamı kendisine komşu olmayan bir dış açıya eşittir” (s.205) 

kuralı gereğidir. “Üçgenin iç açıları toplamı 180 derecedir” (s204) bilgisi de kullanılmıĢtır 

kuralı olarak bilinen kural aslında paralel iki doğruyu kesen bir baĢka doğru ile oluĢturulan iç 

ters açıdan (s200) söz edilmektedir.   

 

 Diğer taraftan Tablo 3‟den görüldüğü gibi ispatı yapan ve görselde çizim yapan 17 

öğrenciden birisi gerekçelendirme olarak “paralellik”, 5 öğrenci “iki iç açı bir dıĢ açı”,  2 

öğrenci “üçgenin iç açıları toplamı” , 1 öğrenci “doğru açı” ve “üçgenin iç açıları toplamı”, 3 

„ü “paralellik” ve “iki iç bir dıĢ açı”, 2‟si “paralellik”, “yöndeĢ açı” ve “z kuralı” ifade 

etmiĢlerdir. Sadece “paralellik” gerekçe gösteren öğrencilerden birisinin cevabı ġekil 2 de 

verilmiĢtir.  

 

       ġekil 2. Ġspatı yapan görselde açıklamaya çalıĢan ve gerekçe olarak “paralellik” gösteren 

öğrencinin cevap kağıdı  

 

ġekil 2‟den görüldüğü gibi bu öğrenci “Paralellikten dolayı 1+2+3+4+5=180 aynı zamanda 

yıldızın iç açıları da 1,2,3,4,5 dir bu nedenle de yıldızın iç açıları toplamı 180
0
 dir” Ģeklinde 

ispatlamıĢtır. Ġspatı yapan ve görsel üzerinde açıklamalar yapan 5 öğrenci “iki iç açı bir dıĢ 

açı” gerekçe göstermiĢlerdir. Bu öğrencilerden bir tanesinin cevabı ġekil 3 de verilmiĢtir.  
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ġekil 3 Ġspatı yapan görselde açıklamaya çalıĢan ve gerekçe olarak “iki iç açı bir dış açı” 

gösteren öğrencinin cevap kağıdı  

 

ġekil 3‟den görüldüğü gibi bu kategoride öğrenciler “İki iç açının toplamı kendine komşu 

olmayan dış açıya eşittir. 1+3 iki iç açının toplamı, 2+4 iki iç açının toplamı bu nedenle de 

(2+4)+(1+3)+5=180” Ģeklinde açıklamıĢlardır. Ġspatı yapan ve görsel üzerinde açıklama 

yapan 2 öğrenciden bir öğrencinin cevabı ġekil 4 te verilmiĢtir. 

 

 

          ġekil 4 ispatı yapan görselde açıklamaya çalıĢan ve gerekçe olarak „„üçgenin iç açıları 

toplamı ‟‟ gösteren öğrencinin cevap kağıdı. 

 

ġekil 4 ten görüldüğü gibi öğrenciler „„iki iç bir dış açı kullanıp α+β ve a+θ eşitini bulup 

daha sonra üçgende kalan açıya b açısı yazıp α+β+ a+θ=180‟‟ Ģeklinde açıklamıĢlardır. 

Ġspatı yapan ve görsel üzerinde açıklama yapan bir öğrencinin cevabı Ģekil 5 te verilmiĢtir. 
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ġekil 5 Ġspatı yapan görselde açıklamaya çalıĢan ve gerekçe olarak „‟ Doğru açı, Üçgenin iç 

açıları toplamı‟‟ gösteren öğrencinin cevap kağıdı. 

 

ġekil 5 ten de görüldüğü gibi öğrenci’ ’doğrunun açısı 180 dir. şekilde 180 dereceye karşılık 

gelen sayı 15 sayısı kullanılmış içerdeki üçgenlerin açıları da 15 sayısına karşılık gelmiştir. 

Bu da üçgenin iç açılarının 180 olduğunu gösterir.‟‟ ġeklinde açıklamıĢtır. Burada öğrenci 1 

2 3 4 5 ile gösterilen yerleri sayı olarak da toplandığını düĢünmüĢtür. Ancak bunu yaparken 

aslında iĢaretli yerlerin nerden geldikleri ve toplamlarının ne olduğunu ifade ederek 

açıklamaya çalıĢmıĢtır. Ġspatı yapan ve görsel üzerinde açıklama yapan 3 öğrenciden bir tane 

öğrencinin cevabı Ģekil 6 te verilmiĢtir. 

 

 

ġekil 6 Ġspatı görselde açıklamaya çalıĢan ve gerekçe olarak „‟ Paralellik, Ġki iç bir dıĢ  „‟ 

gösteren öğrencinin cevap kağıdı. 

 

ġekil 6 da öğrenci „’d1 doğrusuna paralel d2 çizilmiş sonra iki iç açının toplamı bir dış açıya 

eşittir mantığıyla açıları yazmıştır. 5+1+2+4+3 açıların toplamı 180 olacağından iç açılar 

toplamı 180 dir.‟‟ ġeklinde açıklama yapmıĢ ve burada hem iki iç açının kendisine komĢu 

olmayan bir dıĢ açıya eĢittir kuralı ve üçgenin iç açıları toplamının 180 olduğunu görerek 

iĢlemlerini yapmıĢtır. Ġspatı yapan ve görsel üzerinde açıklama yapan 2 öğrenciden bir tane 

öğrencinin cevabı Ģekil 7 de verilmiĢtir. 
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ġekil 7 Ġspatı görselde açıklamaya çalıĢan ve gerekçe olarak‟‟ Z kuralı, YöndeĢ açılar, Ġki iç 

açı bir dıĢ açı‟ ‟gösteren öğrencinin cevap kağıdı. 

 

ġekil 7 de öğrenci „‟ z kuralı veya yöndeş açılar o bölgenin hangi açı olduğunu belirlemiş 

yöndeş açıdan 1+3 de yerine yazarak yıldızın 5 e kadar numaralandırarak açıların tek bir 

doğru üzerinde buda 180 eşittir.‟‟ Ģeklinde açıların nereleri belirttiği ve z kuralı ile hangi 

açının bulunduğu en son olarak da hepsi doğrusal olduğu için 180 dereceye eĢitlediği 

görülmektedir.  Ġspatı yapan ve görselde herhangi bir iĢaretleme yapmayan 3 öğrenciden birisi 

gerekçe olarak  “İki iç açı bir dış açı “ olarak ifade ederken 2‟si “ Z kuralı”, “Yöndeş açılar”, 

“İki iç açı bir dış açı”, “Üçgenin iç açıları toplamı” nı gerekçe göstermiĢlerdir. Diğer taraftan 

ispatı yapmayan ve görsel üzerinde iĢaretleme yapan 3 öğrenci “İki iç açı bir dış açı” gerekçe 

gösterirken, ,görsel açıklama yapmayanlardan ise 1 tanesi iki iç bir dıĢ açı, 2 tanesi ise z 

kuralı, yöndeĢ açı, iki iç bir dıĢ açı kullanılmıĢtır Ģeklinde ifade etmiĢlerdir. En çok iki iç açı 

bir dıĢ açıya eĢittir gerekçesini ifade etmiĢlerdir.  

 

 

ġekil 8 Ġspatı görseli kullanmadan açıklamaya çalıĢan ve gerekçe olarak „‟ İki iç açı bir dış 

açı’ ‟gösteren öğrencinin cevap kağıdı. 
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ġekil 8 de öğrenci ispat yaparken Ģekil üzerinde çizim yapmazken „’2 numaralı açı ile 4 

numaralı açının toplamı 2 dış açı bir iç açıya eşit olacak üzere yazılı. Aynı şekilde 1 ve 3 

te.5+(2+4)+(1+3)=180’’Ģeklinde ifade etmiĢtir. Burada iki iç açının kendisine komĢu 

olmayan bir dıĢ açıya eĢit olması ve bu açıları doğrusal alıp toplamlarının doğru açı yani 180 

derece olduğunu ifade ederek açıklamıĢtır. 

 

ġekil 9 Ġspatı görseli kullanmadan yapmaya çalıĢan ve gerekçe olarak „‟ Z kuralı, Yöndeş 

açılar, İki iç açı bir dış açı, Üçgenin iç açıları’ belirten öğrencinin cevap kağıdı. 

 

ġekil 9 da da görüldüğü gibi ispat yapmak için sözel ifadeler kullanmıĢ „’yıldızın uzantı yani 

koluna paralel çizgi çizdiğimizde  z kuralını kullanırız. Ayrıca yöndeş açıları da kullanırız ve 

iki iç bir dış açı kullanırız. ‟Ģeklinde açıklamalar yapmıĢtır. 

 

 

ġekil 10 Ġspatı yapamayan ancak görsel olarak açıklama yapmaya çalıĢan ve gerekçe olarak „‟ 

Ġki iç açı bir dıĢ açı‟ ‟olarak gösteren öğrencinin cevap kağıdı. 

 

ġekil 10 öğrenci „’iki iç bir dış açı kuralı „‟Ģeklinde açıklama yapmaya çalıĢmıĢ ve Ģekil 

üzerinde hangi iki iç bir dıĢa eĢittir onları görsel olarak ifade etmiĢtir. Ġspatı açıklamayan ve 

görselde de iĢlem yapmayan 6 öğrenciden bir tanesinin cevabı Ģekil 11 de verilmiĢtir. 
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ġekil 11 Ġspatı açıklayamayan ve görsel olarak açıklama yapmayan gerekçe olarak 

„‟paralellik iki iç bir dıĢ‟ ‟ifade eden öğrencinin cevap kağıdı. 

 

ġekil 10‟da öğrenci sözel olarak „’paralellikten iki iç bir dış uygulanmış’’ Ģeklinde açıklama 

yapmıĢtır. Yine ispatı açıklayamayan ve görselde de açıklama yapamayan bir öğrencinin 

cevap kağıdı ġekil 12 de verilmiĢtir. 

 

 

ġekil 12 Ġspatı açıklayamayan ve görselde de açıklama yapmayan gerekçe olarak „‟z 

kuralı‟‟diye ifade eden öğrencinin cevap kağıdı. 

 

ġekil 12 de öğrenci sadece açıklama olarak „‟z kuralı‟‟ ifadesini kullanmıĢtır. Ġspatı 

açıklayamayan ve görselde de açıklama yapamayan 2 öğrenciden bir tanesinin cevap kağıdı 

ġekil 13 de verilmiĢtir. 

 

ġekil 13 Ġspatı açıklayamayan ve görsel üzerinde iĢlem yapmamıĢ gerekçe olarak „‟ Üçgenin 

iç açıları toplamı, iki iç açı bir dıĢ açı‟ ‟ifade eden öğrencinin cevap kağıdı. 
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ġekil 13 sözel olarak „’iki iç bir dış açı’ ‟ifadesini kullanarak açıklamaya çalıĢmıĢtır. Ġspatı 

açıklayamayan ve görselde çizim kullanmayan 2 öğrenciden bir tanesinin cevap kağıdı ġekil 

14 de verilmiĢtir. 

 

ġekil 14 Ġspatı açıklayamayan ve görsel üzerinde açıklama yapmayan gerekçe olarak 

„‟üçgenin iç açıları „‟ifadesini kullanan öğrencinin cevap kağıdı. 

 

ġekil 14 te öğrenci sadece „’üçgenin iç açıları 180 derecedir. ‟ifadesini kullanmıĢtır. Ġspatı 

açıklayamayan ve görsel üzerinde hiç iĢlem yapmayan gerekçesi farklı olan 20 öğrenciden bir 

tanesini cevap kağıdı ġekil 15 te verilmiĢtir. 

 

ġekil 15 Ġspatı açıklayamayan ve görselde iĢlem yapmayan gerekçe olarak „‟ Üçgenin iç 

açıları toplamı, iki iç açı bir dıĢ açı‟‟olarak ifade eden öğrencinin cevap kağıdı. 

 

ġekil 15‟te öğrencinin yaptığı „’üçgenin iç açıları 180 ve iç dış „‟Ģeklindeki ifadeyi 20 kiĢi 

daha kullanmıĢtır. ġekil 16‟da ise gerekçesi farklı olan bir baĢka öğrencinin cevap kağıdı 

verilmiĢtir. 

 

ġekil 16 Ġspatı açıklamayan ve görselde iĢlem yapmamıĢ gerekçe olarak ise „‟ Z kuralı, Ġki iç 

açı bir dıĢ açı‟ ‟ifade eden öğrencinin cevap kağıdı verilmiĢtir. 
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ġekil 16‟daki öğrenci de sözel olarak „’iki iç bir dış ve z kuralı „‟ ifadesini kullanmıĢtır. ġekil 

17 de ise gerekçesi farklı olan bir öğrencinin cevap kağıdı verilmiĢtir. 

 

ġekil 17 Ġspatı açıklamayan ve görsel üzerinde iĢlem yapmamıĢ gerekçe olarak „‟ YöndeĢ açı, 

Ġç ters açı, dıĢ açı, Ġki iç açı bir dıĢ açı‟ ‟ifadesini kullanan öğrencinin cevap kağıdı. 

 

Burada da öğrenci sözel olarak „’yöndeş açılardan açıyı taşımış iç ters açı yöndeş açı yapmış 

iki iç bir dış „‟Ģeklinde açıklama yapmıĢtır. ġekil 18 de ise gerekçesi baĢka olan 2 öğrenciden 

birinin cevap kağıdı verilmiĢtir. 

 

ġekil 18 Ġspatı açıklamayan ve görsel üzerinde iĢlem yapmamıĢ gerekçe olarak „‟ Paralel, 

doğru açı‟ olarak ifade eden öğrencinin cevap kağıdı. 

 

Öğrenci sözel olarak „‟dıştan paralel alınıp, uzatılırsa doğru açı oluşur.‟‟ ġeklinde açıklama 

yapmıĢtır. Bir baĢka gerekçeye sahip olan öğrencinin cevap kağıdı Ģekil 19de verilmiĢtir. 

 

ġekil 19  Ġspatı açıklamamıĢ ve görsel üzerinde iĢlem yapmamıĢ gerekçe olarak „‟ Yıldızın 

özelliğinden, Ġki iç bir dıĢ‟‟ ifade eden öğrencinin cevap kağıdı. 

 

ġekil 19 de öğrenci’ ’yıldızda karşılıklı gelen 2 tane açı yıldızın diğer ucundaki sayıya eşit 

olur. Bunların toplamı 180 bulunur. Yani iki iç bir dış. ‟Ģeklinde açıklama yapmıĢtır. ġekil 18 
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de ise bir baĢka gerekçeye sahip 3 öğrenciden bir tanesinin cevap kağıdı verilmiĢtir. ġekil 18 

görüldüğü üzere „’yıldızın iç açıları toplamı 180 derecedir ve bu yüzden iki dış açı bir dış açı 

„‟ Ģeklinde açıklama yapmıĢtır. Aynı ifadeyi kullanan 3 öğrenciden bir tanesi örnek olarak 

yukarıda verilmiĢtir. 

 

 

ġekil 20. Ġspatı açıklamayan ve görsel üzerinde iĢlem yapmamıĢ‟‟ Ġspat edeceği varsayımı 

kabul‟‟ eden bir öğrencinin cevap kağıdı. 

 

            Burada ispatı yapmayan ve görsel üzerinde iĢlem yapmayan farklı gerekçelere sahip 

öğrencilerin cevap kağıtları incelenmiĢ ve her gerekçe için bir öğrencinin cevap kağıdı ifade 

edilmiĢtir. Diğer taraftan hangi gerekçenin hangi sıklıkla ifade edildiği de önemlidir. Bu 

nedenle çalıĢmaya katılan öğrencilerin bu görsel ispat ile yaptığı gerekçelendirmeler Tablo2 

de verilmiĢtir. Tablo 4 oluĢturulurken Tablo 3‟de verilmiĢ olan gerekçeler ayrı ayrı ele 

alınmıĢtır.  

 Tablo 4.  

ÇalıĢmaya katılan öğrencilerin yapmıĢ oldukları gerekçeler ile ilgili bulgular  

 Kategoriler  f  
 

 

 

 

Gerekçeler  

Paralellik   12  

Ġki iç bir dıĢ   42 

Üçgenin iç açıları toplamı  10 

Doğru açı,    3 

YöndeĢ açılar,  4 

Z kuralı  6 

Üçgenin iç açıları toplamı,    24 

YöndeĢ açı, ,  1 

Ġç ters açı 1 

DıĢ açı,   1 

Yıldızın özelliğinden,    1 

Diğer  

 
Yok, (Ġspat edeceği varsayımı kabul) 

3  
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Tablo4 „den görüldüğü gibi bu ispat için en çok öne sürülen gerekçelendirme „‟iki iç açının 

ölçüsü kendisine komşu olmayan bir dış açıya eşittir’’ ifadesidir. ÇalıĢmaya katılan öğrenciler 

genel olarak benzer ifadeler kullanmaktadırlar ancak birbirlerinden ayrılan yönleri de vardır. 

Burada en çok öğrencilerin kullandığı bir diğer gerekçede “üçgenin iç açılarının toplamı” ve 

daha sonra “paralellik” olmuĢtur. Aslında yaklaĢım tarzı olarak önce paralelliği daha sonra iki 

iç kendisine komĢu olmayan bir dıĢ açıya eĢittir kuralını kullanmaktadırlar. Genel olarak aynı 

kanıya varmaktadırlar. Cevap verip ispatı açıklayamayanların çoğu aslında ispata 

yaklaĢmıĢlardır. Ancak zihinlerinde canlandırdıklarını ifadeye dökemediklerinden tam manası 

ile açıklama yapamamıĢlardır. Zengin bir düĢünce yapısı ile farklı farklı gerekçelerle aynı 

sonuca varmaya çalıĢmıĢlardır. Gerekçelerin çok olması aslında öğrencilerin bazı bilgileri tam 

hatırlayamadıkları ve öğrendikleri yeni bilgiler ile harmanlayıp sunamadıklarından 

kaynaklanmakta olduğu düĢünülebilir. 

 

4.2. Sayıların Toplamından Elde Edilen Bulgular ve Yorum  

12. Sınıf öğrencilerinin sayıların toplamına yönelik sözsüz ispat becerilerini incelemek için 

ġekil 21‟de verilen sözsüz ispatlar sorulmuĢtur.   

  (Nelsen, s.83)    

 

ġekil 21. Sayıların toplamı ile ilgili yöneltilen sözsüz ispatlar 

 

ÇalıĢmaya katılan öğrencilerin 1‟den ne‟ye kadar olan sayıların toplamı ile ilgili sözsüz ispata 

yönelik vermiĢ oldukları cevaplar Tablo 5‟de özetlenmiĢtir. 
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Tablo 5. 1’den n’ye kadar sayıların toplamından elde edilen bulgular                                                   

Tema  Kategoriler Örnek cevaplar f % 

Cevap yok   29 43,3 

 

 

 

 

Gauss 

teoremi 

Gauss ifade 

etmemiĢ ama onun 

yaptığı gibi 

yapmıĢ  

  

 

13  

  

19,4 

Gauss teoremi 

diye ifade etmiĢ  

 

  

2 3 

Pascal 

üçgeni 

Pascal üçgeni 

   

8 11,9 

 

 

 

 

Noktaları 

sayma 

Noktaları sayma  

Gauss  

 

 

 

 

 

 

1 

1,5 

Noktaları sayma  

 

1 1,5 

 

 

 

 

ġekle 

odaklanma  

Noktaların 

sayısına 

odaklanma  
  

1 1,5 

Üçgen ortadan 

bölünmüĢ  
 

1 1,5 

Bütüne 

tamamlama  

 

  

1 1,5 

Dikdörtgen 

oluĢturma  

  

1 1,5 

Boncuklarla ifade 

etme  

  

1 1,5 

Örüntü  Örüntüyü ikiye 

ayırma  

Terim sayısını 

bulma  
  

 

5 

  

7,5 

Örüntü  

  

1 1,5 

Simetri ekseni  

Örüntü  

Kuralla artan 

düzen   

2 3 
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Tablo 5‟den görüldüğü gibi çalıĢmaya katılan 67 öğrenciden 29‟u (% 43,3) soruyu 

cevaplamamıĢtır. 13 öğrenci (%19,4) Gauss teoremi ile açıklamaya çalıĢırken 2 öğrenci (%3) 

ise sadece Gauss Teoremi cümlesini kullanmıĢlardır. Katılımcılardan 8 öğrenci (%11,9) 

Paskal üçgeni diye ifade ederken 1 öğrenci (%1,5) ise noktaları sayma ve Gauss cevabı 

vermekte bir baĢka öğrenci ise (%1,5) sadece noktaları sayma iĢlemi yaparak açıklamaya 

çalıĢmıĢtır. ġekle odaklanan 5 öğrenciden (%7,5) bir tanesi (%1,5) noktaların sayısına 

odaklanırken bir diğeri (%1,5) üçgen ortadan bölünmüĢ ifadesi kullanmıĢ bir (%1,5) diğeri ise 

bütüne tamamlama Ģeklinde ifade etmiĢtir. Yine bir öğrenci (%1,5) ise dikdörtgen oluĢturma 

diye ifade ederken diğer biri (%1,5) ise boncuklarla ifade etme Ģeklinde açıklama yapmıĢtır. 

Ayrıca 8 öğrenci (%11,9) örüntü olarak değerlendirmiĢ bunlardan 5 (%7,5) tanesi örüntüyü 

ikiye ayırıp terim sayısı bulmaya çalıĢırken 1 öğrenci (%1,5) sadece örüntü diye ifade etmiĢ, 2 

öğrenci (%3) ise simetri ekseni çizilmiĢ kuralla artan bir örüntü Ģeklinde ifade etmiĢtir. 

   

 Ġlk kategori olan Gauss yöntemi ile ispat etmeye çalıĢan 15 öğrenci aslında Gauss 

Teoremini ispat etmemiĢlerdir sadece onun yaptığı gibi alt alta toplamaya çalıĢmıĢlardır Daha 

önceki deneyimlerine bakarak bu yöntemle ispat edebileceklerini düĢünmüĢlerdir. ġekilden 

bağımsız olarak ispat yapmayı tercih etmiĢlerdir.1 den n ye kadar olan ve n den 1 e kadar olan 

sayıların toplamıĢlar ve iki defa 1 den ne ye kadar olan sayıları topladıkları için tekrar ikiye 

bölmeyi ifade etmiĢlerdir. Zihinlerinde ilk canlanan ve ispat olarak öğrendikleri ilk yöntemleri 

uygulama gereksinimi duymaktadırlar. Pascal üçgeni diye cevap verenlerde aslında en baĢta 

verilen Pascal üçgen tanımına benzettikleri için olacağı düĢünülebilir. Orada verilen sayılar 

gibi bunların da toplandığını düĢünebilirler. ÇalıĢmaya katılan öğrencilerin azımsanmayacak 

bir kısmı 8 öğrenci bu Ģekilde cevap vermiĢlerdir. Bazı öğrenciler ise noktaların sayısına 

odaklanarak nasıl bir artıĢ nasıl bir örüntü oluĢturduğunu bulmaya çalıĢmıĢlardır. Belirli bir 

yere kadar gelip kalmıĢ öğrenciler ispata yaklaĢmıĢlar ancak devamını 

tamamlayamamıĢlardır. Genel olarak bu soruda öğrenciler Ģekle odaklanmıĢlar Ģekil üzerinde 

iĢlemler yaparak ispatlamaya çalıĢmıĢlardır. 

 

                Burada kategorilerden biri olan kullanılan ifadelerden biri Pascal (Ģekil 22) 

üçgenidir. Pascal üçgeninde; her satırın birinci sayısı olan 1 den sonra gelen sayı, bir üst 

satırın birinci ve ikinci sayılarının toplamıdır. Her satırın üçüncü sayısı üst satırın ikinci ve 

üçüncü sayılarının toplamıdır. Bu Ģekilde oluĢturulan Pascal üçgeninde her satırın son sayısı 

ise yine 1‟dir Ģeklinde tanımlanmaktadır. 
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ġekil 22 Paskal üçgeni  

             Aynı zamanda 1 den n ye kadar ve n den 1 e kadar olan sayıların toplamı ile elde 

edilen gauss yöntemi kullanan öğrenci sayısı azımsanmayacak çoktur. Bu yöntem aĢağıdaki 

Ģekilde verilmiĢtir.

 

             8 öğrenci ise (%11,9) Ģekle bakarak bir örüntü oluĢtuğunu ifade etmekle birlikte 

bazıları bu örüntüyü bulmaya çalıĢmıĢ bunun simetri ekseni ile bölüp artan bir kural olduğunu 

düĢünenlerin yanı sıra sadece örüntü diye ifade eden öğrencilerde mevcuttur. Genel olarak 

ispatlamaya çalıĢan öğrencilerin hepsinin bir örüntünün varlığını gördükleri ve her biri bunu 

bulmak için farklı yaklaĢımlar sergilemiĢlerdir. YaklaĢımları, yaptıkları iĢlemler her 

öğrencinin zihinlerinde algıladıkları ya da zihinde açıkladıkları bilgileri yansıtmaya 

çalıĢmıĢlar zengin bir çalıĢma olmasına da zemin hazırlamıĢlardır. 

 

Tablo 6 Toplamlardan elde edilen bulgular  

 f 

Cevap yok  16 

 

 

Örüntünün 

kuralını 

açıklama  

 

Sözel açıklama 

EĢitliğin tek 

tarafına 

odaklanma 

 1 

 

EĢitliği açıklama 

 

 

Görsel ile açıklama 10 

Görselden bağımsız açıklama  12 

 

n kullanarak 

açıklama 

Görselden bağımsız açıklama  2 

Görsel ile açıklama  5 

Örüntü  Örüntü-paskal üçgeni  3 

Örüntü  3 

 

Bir sonraki adımı çizme 

EĢitliğin diğer tarafı ile iliĢki kurma   

2 L Ģeklinde artıĢ  

 

        Diğer 

Simetri  11 

∞‟a kadar gider 3 

ardıĢık sayıların toplamı  

ġekillerle formül açıklanmıĢ  
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16 öğrenci bu soruya yanıt vermemiĢtir. 30 öğrenci örüntünün kuralını açıklamaya 

çalıĢmıĢlardır. Bu öğrencilerden 23‟ü sözel olarak açıklamıĢtır.  Sözel açıklayan öğrencilerden 

birisi verilen eĢitliklerin tek tarafına odaklanmıĢtır.  Bu öğrencinin yanıtı ġekil 23 te 

gösterilmiĢtir.  

 

ġekil 23 EĢitliğin tek tarafına odaklanan öğrencinin yanıtı 

 

10 öğrenci verilen eĢitliği görselden hareketle açıklamıĢtır.  

 

ġekil 24 EĢitliği görsel ile birlikte açıklayan öğrencilerden birsinin yanıtı  

 

Bu öğrencilerin cevapları incelendiğinde verilen görseldeki noktaların toplam sayısı ile 

paralel ve kesik kesik verilmiĢ çizgiler arasında noktaların sayısı arasında iliĢki kurdukları ve 

bunu açıklamaya çalıĢtıkları görülmüĢtür.  Diğer taraftan görselden bağımsız açıklamaya 

çalıĢan öğrenciler ise görseller yanında verilen eĢitlikleri açıklamıĢlardır. Görseller üzerinde 

hiçbir iĢaretleme yapmamıĢlardır. Bu öğrencilerden birsinin yanıtı ġekil 25 te verilmiĢtir.  

 

ġekil 25 EĢitliği görselden bağımsız açıklayan öğrencilerden birsinin yanıtı  

 

ġekil 25 den de görüldüğü gibi bu öğrenciler görsel, kesik kesik çizgilerden veya toplardan 

bahsetmemiĢler yalnızca sayıların artarak ortadaki sayıya kadar gelip sonra tekrar azalması 

Ģeklinde açıklamıĢlar ve bu sayıların toplamının ortadaki sayının karesine eĢit olduğuna vurgu 

yapmıĢlardır. Örüntünün kuralını açıklayan öğrencilerden 7‟si kuralı “n” ile açıklamaya 

çalıĢmıĢlardır. Bu öğrenciler genel durum hakkında yorumladıkları için ayrı bir kategoride 

değerlendirilmiĢlerdir.  Bu 7 öğrenciden de 2‟si görselden bağımsız olarak açıklarken 5‟i 

görsel ile iliĢki kurarak açıklamıĢtır. Görselden bağımsız cevap veren öğrencilerin cevabı 

ġekil 26 da verilmiĢtir.  
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ġekil 26 “n” ile görselden bağımsız açıklayan öğrencilerin yanıtı 

 

ġekil 26 dan da görüldüğü gibi bu öğrencilerden birisi özel durumlardan yola çıkarak 

herhangi bir durumda da 1‟den n‟ye kadar ve n‟den 1 e kadar sayıların toplamı n‟nin karesine 

eĢit olacağını ifade etmiĢtir. Ġkinci öğrenci ise 1‟den n‟ye kadar olan sayıların toplamını alarak 

yeni bir formül üretmeye çalıĢmıĢtır. Görselden yararlanarak n için açıklamaya çalıĢan 

öğrencilerden birsinin yanıtı Ģekil 27 de verilmiĢtir.  

 

ġekil 27  “n” ile birlikte görselden açıklamaya çalıĢan öğrencilerden birisinin yanıtı 

 

ġekil 27 den de görüldüğü gibi bu öğrencilerde sözel açıklayan öğrenciler gibi yanıt 

vermiĢlerdir. Yalnız bu öğrenciler herhangi bir durum içinde muhakeme yapmıĢlardır. 6 

öğrenci örüntü olduğunu ifade etmiĢtir.  Bu öğrencilerden üçü yalnızca örüntü derken diğer üç 

öğrenci örüntü ile birlikte paskal üçgenini ifade etmiĢlerdir.   

 

ġekil 28 Örüntü ve paskal üçgeni yanıtını veren öğrencilerin yanıtı  

 

2 öğrenci örüntü genellemesi problemlerinde olduğu gibi bir sonraki adımdaki görseli 

çizmiĢler ve artıĢa odaklanmıĢlardır. Bu öğrencilerden bir tanesi L Ģeklinde arttığını ifade 

ederken diğer öğrenci ise problemde verilenlerden 2
2
, 3

2
, 4

2 
 ve kendisinin çizdiği Ģekilden 5

2
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olduğunu gördüğü için ardıĢık sayıların karelerinin geldiğini ifade etmiĢtir. ġekil 30 da bu 

öğrencilerin yanıtları verilmiĢtir.  

 

 

ġekil 29 Bir sonraki adımı çizerek açıklamaya çalıĢan öğrencilerin yanıtı 

 

ġekil 29 dan da görüldüğü gibi bir sonraki adımı çizerek yorum yapmıĢlardır. Bu genellikle 

örüntü genellemeleri problemlerinde sorulan bir adımdır. Öğrenciler muhtemelen bu tarzda 

soruları hatırladıkları için bu Ģekilde bir adım sonrasını çizmiĢ olabileceği söylenebilir.   

 

14 öğrencinin cevabı “diğer” kategorisinde değerlendirilmiĢtir.  11 öğrenci simetri olduğunu 

ifade etmiĢtir.  

 

 

ġekil 30 Simetri cevabı veren öğrencilerden birsinin yanıtı 

 

Simetri ifade eden öğrenciler ya sadece simetri ya da tek sayılara göre simetri Ģeklinde 

açıklama yapmıĢlardır. bu öğrenciler ya görseldeki noktaların sıralanıĢına veya kuralda 

verilen sayıların sırasına yönelik bu Ģekilde ifade ettikleri söylenebilir..  Geriye kalan 

öğrenciler ise  “ardıĢık sayıların toplamı”, Ģekillerle formül açıklanmıĢ”, ve “∞‟a kadar gider” 

yanıtlarını vermiĢlerdir.  

 

4.3. Pisagor Teoreminden Elde Edilen Bulgular ve Yorum  

 

      12. Sınıf öğrencilerinin Pisagor teoremi ile ilgili sözsüz ispat becerilerini incelemek için 

ġekil 32 de verilen sözsüz ispatlar yöneltilmiĢtir.  
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ġekil 31 Pisagor ispatının sözsüz ispatları 

 

Bu ispatlardan birincisi ABD'nin yirminci cumhurbaĢkanı James Abram Garfield (1831-1881) 

tarafından yapılmıĢtır. Matematikle oldukça ilgilenmiĢ ve 1876'da Temsilciler Meclisi (House 

of Representatives) üyesi olarak hizmet ederken Pisagor teoreminin bu ilginç bir kanıtı 

keĢfetmiĢtir. New England Eğitim Dergisinde (New England Journal of Education ) 

yayınlanmıĢtır. Ġspat yamuğun alan iki farklı biçimde hesaplayıp birbirine eĢitlenerek 

yapılmaktadır (Pappas, 1989).  

 

Metot (1): yamuğun alanı = 1/2(alt taban+üst taban)(yükseklik)  

Metot (2): yamuk 3 dik üçgene bölünmüĢ ve 3 dik üçgenin alanları hesaplanır.  üç üçgeninin 

alanı toplamı ile yamuğun alanı birbirine eĢittir. Yani:
2

2 2cab
=

2

222 abba 
=         

dir. Pappas (1989) tarafından verilen ispatı aĢağıdaki gibidir.  

(Pappas, 1989,s.201). 

ġekil 32 Pappas (1989) tarafından verilen ispat 

 

 ÇalıĢmaya katılan öğrencilerin bu ispata verdikleri cevaplar Tablo 7 de özetlenmiĢtir  
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Tablo 7 Garfield‟ın Pisagor teoreminin ispatından elde edilen bulgular  

  Örnek cevap  f % 

 

 

Cevap 

yok  

BoĢ    12   

Açıklama yok   

 

12  

 

 

 

 

Doğru 

cevap  

Yamuğun alanı, 

üçgenlerin 

alanları toplamına 

eĢit ile ispat   

 

21   

 

 

Açıklama var 

ispat yok 

 

11   

Diğer   

 

11   

 

Tablo 7‟den görüldüğü gibi çalıĢmaya katılan 24 öğrenci cevap vermemiĢtir. Bu 

öğrencilerden 12‟si hiçbir karalama yapmazken 12 öğrenci ise soruda verilenleri yazmıĢtır. 32 

öğrenci ise alanlardan yola çıkarak “yamuğun alanının dik üçgenlerin alanalarının toplamına 

eşit” olacağından yola çıkmıĢlardır. Bu öğrencilerden 22‟i ispatı açıklarken 11öğrenci ise 

sadece “alanlar eşitlenmiş” Ģeklinde ifade etmiĢlerdir. Soruda yapacakları iĢlem adımları 

verildiği için yazmadıkları kabul edilerek bu öğrencilerinde cevapları doğru cevap olarak 

alınmıĢtır. 12 öğrencinin verdiği cevaplar ise diğer kategorisi altına alınmıĢtır. Bu öğrencilerin 

cevaplarında pisagor teoreminin ispatı yerine pisagor teoreminin uygulanması vardır.  

 

Pisagor teoremine yönelik sorulan ikinci soru 12.yy da Bhaskara tarafından yapılan 

sözsüz ispattır. ÇalıĢmaya katılan öğrencilerin bu ispata verdikleri cevaplar Tablo8‟de 

özetlenmiĢtir  
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Tablo 8. Bhaskara‟ın pisagor teoreminin ispatından elde edilen bulgular 

Kategori Örnek cevap f % 

Cevap yok   31 46,3 

 

 

Alan  

  

5 7,5 

 

Origami 

 

  
 

3 4,5 

 

 

ÖzdeĢlik 

 

1 1,5 

Pisagor 

teoremini 

kullanma  

  

5 7,5 

ĠliĢki kuramama  

  

23 34,3 

Diğer  

 

  

2 3 

 

            Tablo 8‟den görüldüğü gibi çalıĢmayan katılan 67 öğrenciden 31‟i (%46,3)  bu soruyu 

yanıtlayamamıĢtır. Alanlardan yola çıkarak göstermeye çalıĢan öğrenci sayısı 5 (%7,5) dir. Bu 

öğrenciler birinci ve ikinci karenin alanlarını ayrı ayrı toplayarak alan korunumundan aynı 

kalacağı prensibinden yola çıkarak yapmıĢlardır. Yani karenin içinde bulunan üçgenlerin 

alanlarını bulup toplamıĢ ve ilk karenin alanına eĢitleyerek ispatı açıklamaya çalıĢmıĢlardır. 3 
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öğrenci (%4,5) Ģekli katlayarak kare yapıldığını yani origamiden bahsetmiĢlerdir. Origami ile 

ispatlar yapılırken verilen görsellere benzettikleri söylenebilir.  

 

Öğrenciler uygulama öncesinde Pisagor teoremi ile bir yaĢantıyı hatırlayarak ve görseli de 

oradakine benzeterek cevap vermiĢ oldukları söylenebilir. Yani Ģekli katlayarak kare yapma 

Ģeklinde ifade eden öğrenciler karenin kenarlarını içeri doğru katlayarak hepsi için hipotenüs 

uzunluğunu içerdeki karenin bir kenarı olduğunu ifade etmiĢlerdir. “ÖzdeĢlikleri kullanma” 

Ģeklinde açıklama yapan 1 öğrenci (%1,5) bulunmaktadır. Bu öğrencinin kareli ifadeleri 

özdeĢliklere benzetmiĢ olduğu veya (a+b)
2
 ifadesi açıklamaya çalıĢmıĢ olduğu söylenebilir 

ancak devamını yapmadığı için tam olarak ne demek istediği ortaya koyamamıĢtır. Ayrıca 

katılımcılardan 5 tanesi (% 7,5) Pisagor teoremi kullanarak ispatı yapmaya çalıĢmıĢlardır. Bu 

öğrenciler ispatlamaya çalıĢacakları ifadeyi kullandıkları söylenebilir. 23 öğrenci (%34,3) ise 

görsel ile Pisagor teoremi arasında iliĢki kuramamıĢlardır. Bu öğrenciler görselin yanına 

a
2
+b

2
=c

2
 Ģeklinde Pisagor teoremini yazmıĢlardır. Dolayısıyla kavramsal bilgi olarak 

bildikleri söylenebilir. Bu bulgu teoremi bilmelerine rağmen Ģekil ile nasıl açıklayacaklarını 

anlamlandıramamıĢlardır ya da gördükleri genelde dik kenarlar üzerine yerleĢtirilmiĢ Pisagor 

teoreminin görseli olduğu için onunla açıklamaya çabalamıĢlardır Ģeklinde yorumlanmıĢtır. 2 

öğrenci (%3) ise bu kategorilerin dıĢında kalmıĢ herhangi bir açıklama yapamamıĢlardır. 

 

4.4. ÖzdeĢlikler ile Ġlgili Sözsüz Ġspatlardan Elde Edilen Bulgular ve Yorum  

      12. Sınıf öğrencilerinin özdeĢlikler ile ilgili sözsüz ispat becerilerini incelemek için ġekil 

33 de verilen sözsüz ispatlar yöneltilmiĢtir. 

   

a)  b)  

ġekil 33. ÖzdeĢlikler ile ilgili sözsüz ispatlar 

 

ÇalıĢmaya katılan öğrencilerin ġekil 33‟de verilen sözsüz ispatlara vermiĢ oldukları cevaplar 

sırasıyla Tablo 9 ve Tablo10 özetlenmiĢtir.  ġekil 33a‟da verilen sözsüz ispat x
2
+ax=(x+

 

 
)
2
 –
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(
 

 
)
2 

özdeĢliği ile ilgilidir. Öğrencilerin bu ispatta bir sayının karesi ile karenin alanı arasında 

iliĢki kurmaları ve ġekil 34‟de verilen ispat adımlarını takip etmeleri beklenmektedir.  

 

 

ġekil 34. x
2
+ax=(x+

 

 
)
2
 –(

 

 
)
2 

özdeĢliği ile ilgili sözsüz ispat adımları 

  

Bu sözsüz ispattan elde edilen bulgular Tablo 9‟da özetlenmiĢtir.   

 

Tablo 9. ÖzdeĢlikle ilgili birinci sözsüz ispattan elde edilen bulgular   

İspat 
Var/yok 

Gerekçelendirme kategorisi f  % 

 

 

 

 

 

Ġspat yok  

Cevap yok BoĢ  13 21  

Bilmiyorum 1 

Görselde kenar uzunluklarını isimlendirme  7 

Alan 4  

 

15 

 

Ġki kare farkı 2 

Alan-Ġki kare farkı 1 

Siz yapmıĢsınız 1 

Modelleme 1 

ġekillerle denklemi açıklamıĢ 1 

Kare ve dikdörtgenin yer değiĢtirmesi 5 

Ġspat var Ġspatı görsel ile açıklama 24  

31 

 

Görselden bağımsız ispat 7 

 

Tablo 9‟dan görülüğü çalıĢmaya katılan 21 öğrenci (%31,3) “cevap yok” kategorisi altında 

cevap vermiĢlerdir. Bu öğrencilerden 12 tanesi kağıdında hiçbir karalama yapmazken bir 

öğrenci bilmiyorum Ģeklinde yazmıĢtır. 7 öğrenci ise ġekil 35‟deki gibi görseller üzerinde 

kare ve dikdörtgenlerin kenarlarını isimlendirme yapmıĢlardır.  

 

 

ġekil 35. Kenarları isimlendirilen öğrencilerden birisinin cevabı 
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Bu öğrenciler isimlendirmeden farklı bir Ģey yapmadıkları için cevap yok kategorisi altında 

değerlendirilmiĢtir. Ġspatı yapmayan 4 öğrenci yalnızca “alan, alan kullanılmış, alandan 

yapılmış” Ģeklinde yazmıĢlardır. Fakat bu öğrencilerin cevaplarında alan ile x
2
 arasında iliĢki 

kurduğu için mi bu Ģekilde cevap verdiği hakkında bir bilgi bulunmamaktadır.  

 

                   

ġekil 36. Alan kategorisinde cevap veren öğrencilerin cevaplarından örnekler 

 

Alan cevabı veren öğrencilerin cevaplarına benzer olarak 2 öğrenci “iki kare farkı”, 1 öğrenci 

“Alan-İki kare farkı” 1 öğrenci “Modelleme” 1 öğrenci de “Siz yapmışsınız” 1 öğrenci de 

“Şekillerle denklemi açıklamış “ Ģeklinde yazmıĢtır. Bu 10 öğrencide bu cümlelerin dıĢında ne 

görseller üzerinde karalama yapmıĢlar ne de farklı bir Ģey ifade etmiĢlerdir. “Kare ve 

dikdörtgenin yer değiştirmesi” kategorisindeki 5 öğrenci ise ġekil 37 de verildiği gibi kare ve 

dikdörtgenlerin yer değiĢtirmesi ve yeni Ģekil elde edilmesine vurgu yapmıĢlardır fakat ispatın 

nasıl olduğu ile ilgili bir açıklama yapmamıĢlardır.  

  

 

  

ġekil 37. “Kare ve dikdörtgenin yer değiştirmesi” kategorisindeki öğrencilerin cevapları 

 

Yöneltilen soruda nasıl ispat edildiğini açıklayınız Ģeklinde ifade edildiğinden bu öğrencilerin 

cevapları ispat yok olarak değerlendirilmiĢtir.  Buna karĢılık olarak çalıĢmaya katılan 31 

öğrencinin cevabı ispat var olarak değerlendirilmiĢtir. Bu öğrencilerden yalnızca 23‟ü verilen 

görsel üzerinde karalamalar yapmıĢtır. Bu karamalar ise kenar uzunluklarını x veya  
 

 
 veya 
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alanları x
2
 , (

 

 
)
 

 
 

 
  veya ax yazma Ģeklindedir. Bu öğrenciler ġekil 38‟de örnekleri verildiği 

gibi görseldeki her bir eĢitlikte alanların aynı olmasından yola çıkarak özdeĢliğin nasıl elde 

edildiğini açıklamıĢlardır.  

 

ġekil 38. Ġspatı yapan öğrencilerin cevaplarından örnekler 

 

 

Ġspatın nasıl olduğunu açıklama yaparken de 1. görselde bir kenarı x olan bir kare ile bir 

kenarı x diğer kenarı a olan dikdörtgenin alanları ayrı ayrı bulunup toplanmıĢtır. 2. görselde 

ise dikdörtgenin a birim olan kısa kenarı ikiye bölünüp ayrı ayrı alanları bulunup toplanmıĢtır. 

3. görselde ise bir kenarı x birim olan kare ile bir kenarı x diğer kenarı a/2 olan iki tane 

dikdörtgen birleĢtirilip yeni Ģeklin alanı bulunurken bir kenarı a/2 olan küçük karenin alanı 

çıkarılmıĢtır. En son olarak üç bulunan alan eĢitlendiğinde yukarıdaki özdeĢlik elde edilmiĢtir 

Ģeklinde ifade etmiĢlerdir. 

 

             ÖzdeĢlikler ile ikinci sözsüz ispatta kenar uzunlukları a+b ve a-b olan karelerden yola 

çıkılarak elde edilmektedir. Yine bir öncekinde olduğu gibi öğrencilerin alan kavramı ile 

iliĢkilendirmeleri beklenmektedir.  

 

 

ġekil 39. özdeĢliği ile ilgili sözsüz ispat adımları 

 

Bu sözsüz ispattan elde edilen bulgular Tablo10 „da özetlenmiĢtir. 
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Tablo 10. ÖzdeĢlikle ilgili ikinci sözsüz ispattan elde edilen bulgular   

 

Ġspat 

Var/yok 

Gerekçelendirme kategorisi f 

 

 % 

 

Cevap yok  32  47,8 

Ġspat Var Alan ile açıklama  4  

11 

 

Ġspat yolunu ifade etme  2 

ÖzdeĢliği açma 5 

 

 

Ġspat Yok 

Alan  1  

15 

 

Kare açılımı, Ġki kare farkı 10 

ġekillerin alanları 

Alan ifade etme 

4 

Diğer 12 12  

 

Tablo10‟ dan görüldüğü gibi çalıĢmaya katılan 32 öğrenci (%47,8) bu soruya yanıt vermemiĢtir.  

 

Ġspatı alan ile açıklayan 4 birisi ġekil 40a‟daki gibi adım adım yazmıĢtır. Diğer 3 öğrenci ise ġekil 

40b‟deki gibi açıklama yapmadan her bir Ģeklin alanını görsel üzerinde yazarak özdeĢliğin nasıl elde 

edildiğini göstermiĢtir.  

 

a) b)  

ġekil 40. Ġspatı alan ile açıklayan öğrencilerin cevaplarından örnekler 

 

2 öğrenci ise ġekil 41 a‟daki gibi ispatı yapmamıĢ olmasına rağmen ispatın nasıl yapılabileceğini ifade 

etmiĢtir. Bu öğrencilerin cevapları da ispat var kategorisi altında değerlendirilmiĢtir. 5 öğrenci ġekil 

41b‟ de gösterildiği gibi görselden bağımsız bir Ģekilde verilen özdeĢlikteki her bir ifadenin 

açılımlarını yaparak her iki ifadenin birbirine eĢit olduğunu göstermiĢtir.   
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a)  b)  

ġekil 41. Ġspatı yapan öğrencilerin cevaplarından örnekler 

 

1 öğrenci sadece “alan” ve 10 öğrenci de sadece “kare açılımı” veya “iki kare farkı” 

yazmıĢlardır ve hiçbiri görsel üzerinde de karalama yapmamıĢtır.  12 öğrencinin cevabı diğer 

kategorisi altına alınmıĢtır.  

 

ġekil 42. “Diğer” kategorisindeki öğrencilerin cevaplarından örnekler 

 

ġekil 41‟den görüldüğü gibi bu öğrenciler görseldeki Ģekillere, Ģekillerin yer değiĢtirmesine 

odaklanmıĢlardır. 
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BÖLÜM 47 

 

TARTIġMA VE SONUÇ 

 

              5.1.TartıĢma ve sonuç  

 

12. sınıf öğrencilerinin “yıldızın iç açıları toplamı” sorusundaki sözsüz ispat becerileri 

incelenirken ilk olarak ispatı yapan ve yapmayan öğrenciler ikinci olarak görsel üzerinde 

herhangi bir çizim, karalama yapan öğrenciler üçüncü olarak da ispat, doğrulama yaparken 

sundukları gerekçeler ele alınmıĢtır. ÇalıĢmaya katılan 67 öğrenciden 17 si ispat yaparken 

42‟si ispatı yapamamıĢtır. 8 öğrenci ise soruyu hiç yanıtlamamıĢtır. Görüldüğü gibi ispatı 

yapan öğrenci sayısı oldukça azdır. Diğer taraftan ispatı yapan 17 öğrenciden 14‟ü, verilen 

görsel üzerinde iĢaretlemeler yaparken 3 öğrenci hiçbir iĢaretleme yapmamıĢtır. Ġspat 

yapmayan 42 öğrenciden yalnızca 3‟ü verilen görsel üzerinde iĢaretlemeler yaparken 39‟u 

hiçbir iĢaretleme yapmamıĢtır. ÇalıĢmaya katılan öğrencilerden ispatı yapan öğrencilerin 

çoğunluğu görseli kullandıkları, ispatı yapamayan öğrencilerin görselden faydalanmadıkları 

bu nedenle de ispatı yapamadıkları söylenebilir. En çok öne sürülen gerekçeler „‟iki iç açının 

ölçüsü kendisine komşu olmayan bir dış açıya eşittir’’( 42 öğrenci) , “üçgenin iç açılarının 

toplamı”  (24 öğrenci) ve daha sonra “paralellik” (12 öğrenci) olmuĢtur. Ġspatı yapan ve 

yapmayan öğrencilerin aynı gerekçeleri sundukları görülmektedir. Bu bulgu gerekli 

matematiksel bilgiye sahip olmalarına rağmen ispatı yapamadıkları Ģeklinde yorumlanmıĢtır. 

Healy ve Hoyles (2000) ispatlama sürecinin karmaĢık bir süreç olduğunu ve bu süreçte 

varsayımları belirleyebilme, verilen özelliklerin, iliĢkilerin uygun biçimde seçilip 

kullanılabilmesi ve mantıksal argümanlar belirlemek gibi bir dizi öğrenci yeterliğinin olması 

gerektiğini ifade etmektedir. Ayrıca bu bulgu, Healy ve Hoyles (2000) ve Öztürk (2016) 

çalıĢmalarındaki, öğrenciler geçerli ispat yapamasalar dahi, kabul edilebilir gerekçe veya 

argüman üretmiĢ olmaları, ispata baĢlangıç niteliğinde muhakeme anlayıĢına sahip 

olmalarının olumlu olarak görüldüğü bulgusuyla örtüĢmektedir. Diğer taraftan Moore (1994) 

öğrenciler için üç ana zorluk kaynağı tespit etmiĢtir. Bunlar kavramsal anlayıĢ, matematiksel 

dil ve gösterim ve bir ispat yapmaya baĢlamaktır. Kavramsal bilgiye sahip olmalarına rağmen 

ispata baĢlayamamıĢ olmaları ifade edilebilir.   

 

Sayıların toplamı ile ilgili sözsüz ispat ilk sözsüz ispatta çalıĢmaya katılan öğrencilerin 

67 öğrenciden 29‟u soruyu cevaplamamıĢtır. Cevap veren öğrenciler ise ispat yaparken 
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verilen görseli kullanmak yerine Gauss‟un yaptığı kısa yoldan yapıldığını ifade etmiĢlerdir. 

Bu öğrencilerin görseli dikkate almadıkları önceki öğrenmelerinden yola çıkarak 

cevapladıkları söylenebilir. Geriye kalan öğrenciler ise verilen görseldeki noktalara 

odaklanmıĢlardır. Bu türlü ispatlarda öğrencilerin tek durumdan yola çıkarak genelleme 

yapmaları beklenmektedir. Genelleme becerisine sahip olmayan ya da daha öncesinde böyle 

deneyimi olmayan öğrenciler için zorlayıcı bir ispat olmaktadır. Demircioğlu ve Polat (2016) 

bu durumu tümevarımsal düĢünmede yeterli olmamaya bağlamamaya bağlarken, Doruk (2016) 

tümevarımsal gerekçe tipine sahip bireylerin matematiksel ifadelere birkaç durum ya da örnek ile 

ikna olabileceklerini ve bu gerekçe tipine sahip bireylerin, çoğunlukla sonuç genellemesi 

yaptıklarını; hâlbuki tümevarımsal ispat yapabilmek için, sürecin düzenliliğine yoğunlaĢan süreç 

örnek genellemesi yapmaları gerektiğini belirtmektedir. Öğrencilerin sözsüz ispatlarla daha sık 

karĢılaĢması, örüntüleri görmede ifade etmede, varsayım üretmede hatta cebirsel ifadeye geçiĢ 

yapabilmede kolaylık sağlayabilir.  

  

  Pisagor teoremi ile ilgili sözsüz ispat becerileri incelenirken Garfield ve Bhaskara 

tarafından verilen sözsüz ispatlar kullanılmıĢtır. ÇalıĢmaya katılan 24 öğrenci cevap 

vermemiĢtir. Doğru cevap veren 23 öğrenci vardır. Bu öğrencilerden yalnızca 21‟i ipatı 

yaparken 11 öğrenci yalnızca nasıl yapıldığını açıklamıĢtır. Bhaskara‟ın Pisagor teoreminin 

ispatında ise çalıĢmayan katılan 67 öğrenciden 31‟i bu soruyu yanıtlayamamıĢtır. Alanlardan 

yola çıkarak göstermeye çalıĢan öğrenci sayısı 5 dir. Bu öğrenciler birinci ve ikinci karenin 

alanlarını ayrı ayrı toplayarak alan korunumundan aynı kalacağı prensibinden yola çıkarak 

yapmıĢlardır. Yani karenin içinde bulunan üçgenlerin alanlarını bulup toplamıĢ ve ilk karenin 

alanına eĢitleyerek ispatı açıklamaya çalıĢmıĢlardır. 3 öğrenci Ģekli katlayarak kare yapıldığını 

yani origamiden bahsetmiĢlerdir. Origami ile ispatlar yapılırken verilen görsellere 

benzettikleri söylenebilir. Demircioğlu ve Polat (2016) öğretmen adaylarıyla yaptıkları 

çalıĢmasında, Pisagor teoremi gibi aĢina oldukları sözsüz ispatlarda zorlanmadıkları 

belirtilmiĢtir. Her iki ispatta da alanların korunumu kavramı kullanılmaktadır. Her iki sözsüz 

ispatta da öğrenciler origami, Gauss gibi önceden öğrendikleri ispat yöntemlerini ifade 

etmektedirler.  Dolayısıyla öğrenciler alternatif ispat yöntemlerinin hatırlanması daha kolay 

olmaktadır. Bu anlamda bu türlü alternatif yolların kullanılması bunun içinde öğretmenlerin 

de farklı ispat yöntemleri hakkında bilgi sahibi olmaları gerektiği söylenebilir. 

 

ÖzdeĢlikler ile ilgili sözsüz ispatlarda ilk soru için çalıĢmaya katılan 21 öğrenci cevap 

vermemiĢtir. Bu öğrencilerden 12 tanesi kağıdında hiçbir karalama yapmazken 7 öğrenci ise 
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görseller üzerinde kare ve dikdörtgenlerin kenarlarını isimlendirme yapmıĢlardır. Bu 

öğrenciler isimlendirmeden farklı bir Ģey yapmadıkları için cevap yok kategorisi altında 

değerlendirilmiĢtir. Ġspatı yapmayan 4 öğrenci yalnızca “alan, alan kullanılmış, alandan 

yapılmış” Ģeklinde yazmıĢlardır. Fakat bu öğrencilerin cevaplarında alan ile x
2
 arasında iliĢki 

kurduğu için mi bu Ģekilde cevap verdiği hakkında bir bilgi bulunmamaktadır. Alan cevabı 

veren öğrencilerin cevaplarına benzer olarak 2 öğrenci “iki kare farkı”, 1 öğrenci “Alan-İki 

kare farkı” 1 öğrenci “Modelleme” 1 öğrenci de “Siz yapmışsınız” 1 öğrenci de “Şekillerle 

denklemi açıklamış “ Ģeklinde yazmıĢtır. Bu 10 öğrencide bu cümlelerin dıĢında ne görseller 

üzerinde karalama yapmıĢlar ne de farklı bir Ģey ifade etmiĢlerdir. “Kare ve dikdörtgenin yer 

değiştirmesi” kategorisindeki 5 öğrenci ise kare ve dikdörtgenlerin yer değiĢtirmesi ve yeni 

Ģekil elde edilmesine vurgu yapmıĢlardır fakat ispatın nasıl olduğu ile ilgili bir açıklama 

yapmamıĢlardır. Yöneltilen soruda nasıl ispat edildiğini açıklayınız Ģeklinde ifade 

edildiğinden bu öğrencilerin cevapları ispat yok olarak değerlendirilmiĢtir.  Buna karĢılık 

olarak çalıĢmaya katılan 31 öğrencinin cevabı ispat var olarak değerlendirilmiĢtir. Bu 

öğrencilerden yalnızca 23‟ü verilen görsel üzerinde karalamalar yapmıĢtır. Bu karamalar ise 

kenar uzunluklarını x veya  
 

 
 veya alanları x

2
 , (

 

 
)
 

 
 

 
  veya ax yazma Ģeklindedir. Bu 

öğrenciler görseldeki her bir eĢitlikte alanların aynı olmasından yola çıkarak özdeĢliğin nasıl 

elde edildiğini açıklamıĢlardır.  Ġkinci soruda ise çalıĢmaya katılan 32 öğrenci bu soruya yanıt 

vermemiĢtir. Ġspatı alan ile açıklayan 4 öğrenciden birisi ispatı adım adım yazmıĢtır. Diğer 3 

öğrenci ise açıklama yapmadan her bir Ģeklin alanını görsel üzerinde yazarak özdeĢliğin nasıl 

elde edildiğini göstermiĢtir. 2 öğrenci ise ispatı yapmamıĢ olmasına rağmen ispatın nasıl 

yapılabileceğini ifade etmiĢtir. Bu öğrencilerin cevapları da ispat var kategorisi altında 

değerlendirilmiĢtir. 5 öğrenci görselden bağımsız bir Ģekilde verilen özdeĢlikteki her bir 

ifadenin açılımlarını yaparak her iki ifadenin birbirine eĢit olduğunu göstermiĢtir. 1 öğrenci 

sadece “alan” ve 10 öğrenci de sadece “kare açılımı” veya “iki kare farkı” yazmıĢlardır ve 

hiçbiri görsel üzerinde de karalama yapmamıĢtır.  12 öğrencinin cevabı diğer kategorisi altına 

alınmıĢtır. Bu öğrenciler görseldeki Ģekillere, Ģekillerin yer değiĢtirmesine odaklanmıĢlardır. 

Koylahisar  (2012) ifade ettiği gibi kenar uzunluğu ile alan arası iliĢkinin kavranabilmesi için 

öncelikle alan korunumunun kavranmıĢ olması gerekmektedir ve birçok çalıĢma (Kamii& 

Kysh, 2006; Emekli, 2001; ġiĢman &Aksu, 2009 ) alan korunumu geliĢiminde 7. ve 8. Sınıf 

öğrencilerin hala sorun yaĢadığını göstermektedir. 
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        5.2. Öneriler  

 

 

 Bu çalıĢmada öğrencilerin herhangi bir sözsüz ispatı kendilerinin oluĢturması 

beklenmemiĢtir.Yani Ģekilleri kendileri oluĢturmamıĢ verilen görsel ile ifadenin nasıl 

ispatlandığını ifade etmesi beklenmiĢtir. Fakat ileriki araĢtırmalar için öğrencilerin 

yaptıkları sözsüz ispatlar incelenebilir.Kendilerinin oluĢturduğu görseller ile ispat 

yapmaları beklenebilir.  

 Ġspat becerisi, akademik baĢarı, kavramsal bilgi gibi değiĢkenlerle sözsüz ispat 

becerisi arasındaki iliĢkilerin incelendiği çalıĢmalar yapılabilir.  

 Ġleride yapılacak çalıĢmalarda farklı konulardaki sözsüz ispatlar alınarak öğrencilerin 

muhakeme ve akıl yürütme süreçleri incelenebilir.  

 Ortaöğretim Matematik Dersi Öğretim Programında görselleĢtirme yaklaĢımının 

kullanıldığı etkinlikler içeren örnek ders planlarına yer verilebilir. 

 Origami ve sözsüz ispatlar öğretim programlarında seçmeli ders olarak 

verilebilir.Böylelikle öğrencilerin yaratıcılıklarının geliĢtirilmesi de sağlanabilir. 
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