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OZET

Ustiingiin, Sahin, 12.S1mf Ogrencilerinin Sozsiiz Ispat Becerilerinin
Incelenmesi Yiiksek Lisans Tezi, Matematik ve Fen Bilimleri Alanlar Egitimi Ana Bilim
Dah Matematik Egitimi Bilim Dal, Sivas, 2020

Bu c¢alismanin amaci 12. Smif 0&grencilerinin  sdzsiiz ispat becerilerini
incelemektir. Arastirma 2019-2020 egitim 6gretim yilinda Sivas merkezindeki bir 6zel okulda
12.smi1fa devam eden 67 6grenci ile gergeklestirilmistir. Veriler 7 sorudan olusan veri toplama
araci ile yazili olarak toplanmistir. Toplanan veriler incelenmis siniflara ayrilarak kod ve
kategoriler olusturulmustur. Calisma sonunda elde edilen bulgular olusturulan problemler ve

alt problemler ¢ercevesinde degerlendirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Sézsiiz ispatlar, matematik egitimi, sézsiiz ispat becerisi



ABSTRACT

Ustiingiin Sahin, Investigation of Nonverbal Proof Skills of 12th Grade Students
Master's Thesis, Mathematics and Science Education Mathematics Education

Science,Sivas 2020,

The aim of this study is to examine the non-verbal proof skills of 12th grade
students, to reveal what the students understand in the given images. The research was
carried out with 67 students attending 12th grade in a private school in the center of Sivas in
the 2019-2020 academic year. The data were collected in writing with a data collection tool
consisting of 7 questions. The collected data were divided into classes examined with
appropriate reasons and categories, and codes and categories were created. Findings obtained
at the end of the study were evaluated within the frame of created problems and sub-

problems.

KEYWORDS: Nonverbal proofs, secondary education mathematics education, nonverbal

proof skills
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BOLUM 1
GIRIS

Bu boliimde problem, alt problemler, arastirmanin amaci, arastirmanin Onemi,

arastirmanin sinirliliklari, varsayimlara yer verilmistir.

1.1.Problem durumu

Ispat matematigin énemli bir pargasidir, bir diisiinme sistematigidir. Hanna (2000a)
ifade ettigi gibi matematiksel anlayisin gelistirilmesi i¢in 6grencilere ispatin fonksiyonlari,
Oonemini ve sinirlamalarini gostererek tartistirilmalidir. Bunu yapabilmek i¢in de ispat
yapmanin etkili yollarim1 bulmak gerekmektedir. ispat dgretiminde alternatif ydntemlerden

birisi de gorsellestirme yapmak yani sozsiiz ispatlari veya gorsel ispatlar1 kullanmaktir.

Gorsellestirme giinliik hayatta siklikla kullanilan bir beceridir. Gorsellestirme
yaparken temel amag vermek istedigimiz bilginin 6zet, anlasilir ve akilda kalici olmasini
saglamaktir. Gorsellestirmenin matematigi anlamada da 6nemli bir yardimci arag oldugu
kabul edilmektedir. Gorsellestirmenin matematik egitimindeki rolii, Ogrencilerin ispat
yaparken yasadiklar1 zorluklar g6z oniine alindiginda gorsel ispatlarin yani sozsiiz ispatlarin

matematik 6gretiminde kullanilmasina yapilan vurgular da artmaktadir.

Sozsiiz ispatlar son yillarda ortaya ¢ikmamustir (Alsina & Nelsen, 2010; Bell, 2011).
Ancak 6zellikle matematik ve matematik egitimi arastirmalarinda sozsiiz ispatlara ilgi giin
gectikce artmaktadir. SOzsiiz ispatlar timdengelimsel adimlarin sekil, diyagram ve grafiklere
dayandirilmis halidir. Bu ise ispati anlamanin resimlerin anlagilmasi ile miimkiin oldugu
anlamina gelmektedir. S6zsiiz ispatlar kelimeler olmadan, diyagramlar, sayilar, harfler, oklar,
noktalar ve birbiriyle iligkili sembolik ifadeler olan ve yapilandirilmasi okuyucuya birakilmig
olan ispatlar olarak ifade edilmektedir (Bardelle, 2009). Daha genis bir anlamda s6zsiiz ispat,
0zel bir matematiksel ifadenin-kuralinin ni¢in dogru oldugunu hatta matematiksel bir ifadenin
dogrulugunu ispatlarken daha iyi anlamamiza yardimci olan diyagram veya resimler ve
geometrik c¢izimler, sayisal veya sozel semboller yani higbir kelime igermeyen gorsel

ispatlardir (Gierdien, 2007; Alsina &Nelsen, 2010; Bell, 2011).



Sozsiiz ispatlar matematikte ilkogretimden tiniversiteye kadar her kademede 6nemli
roller iistlenmektedir (Alsina & Nelsen, 2010). Sozsiiz ispatlar farkli matematiksel fikirler
arasinda baglantilar bulmay1 dolayisiyla da kavramayr gelistirmek i¢in firsatlar sunmaktadir
(Gierdien, 2007). Bu nedenle de 6grencilerin sozsiiz ispatlarla tanistirilmasiyla 6grenci ispatin

kendisini unutsa bile gorsel olarak ispat1 hatirlamasina imkan verilmis olmaktadir.

Son yillarda matematik egitiminde genelleme, ispat, gorsellestirme, gorsel ispatlar,
akil yiiriitme, gerekgelendirme ve muhakeme gibi becerilerin kazandirilmasi 6n plana
cikmaktadir. Akkan, Oztirk ve Akkan (2017) ifade ettigi gibi bu becerileri 6grencilere
kazandirabilmek icin Ogrencilerin arastirma ve sorgulama yapabilecekleri, iletisim
kurabilecekleri, elestirel diisiinebilecekleri, gerekg¢elendirme yapabilecekleri, fikirlerini
rahatlikla paylasabilecekleri ve farkli ¢dzlim stratejileri sunabilecekleri sinif ortamlari
olusturulmaktadir (Balacheff, 1988; Bell, 1976; Harel & Sowder, 1998; Akkan, Oztiirk &
Akkan, 2017). Sozsiiz ispatlar akil yiiriitme, gorsellestirme, muhakeme etme, ispatlama
ispatlar1 aciklama, dogrulama gibi bir¢cok beceri icermektedir. Demircioglu ve Polat (2015)
sozsiiz ispat ile ilgili deneyim yasamis olan matematik Ggretmen adaylariyla yaptiklar
calismada soOzsliz ispatin etkili oldugu ve olmadigi yerlere iliskin goriislerini almislardir.
Ogretmen adaylari, sozsiiz ispatlarla  bilgilerin  kalict  oldugunu, matematiksel
formiil/ifadelerin daha 1yi kavrandigini, konular arasi iliski kuruldugunu, yeni bilgiler
ogrendiklerini; sozsiliz ispatlarin ifadeleri somutlagtirdigini, merak duygusu uyandirdigini,
giiven kazandirdigini, zevkli oldugunu, verimli oldugunu ve ileride sozsiiz ispatlar1 6gretim
yontemi olarak da kullanabileceklerini ifade etmislerdir. Sozsiiz ispatlarin matematik
egitiminde kullanilabilecek eski bir yontem oldugu g6z Oniinde alindiginda bu calisma da

12.smif 6grencilerinin sozsiiz ispat becerilerinin arastirilmasi amaglanmustir.

1.2. Problem ciimlesi ve alt problemler

Bu ¢aligmanin problem ciimlesi “ortadgretim 6grencilerinin sozsiiz ispat yapabilme

becerileri nasildir? ” seklindedir. Alt problemlerde asagidaki gibidir.

1. 12. simif 6grencilerinin sdzsiiz ispat becerileri nasildir?

2. 12. sinif 6grencilerinin sdzsiiz ispat yaparken sunduklart gerekceler nelerdir?



1.3. Arastirmanin Amaci

Bu arastirmanin amaci; 12. Smif 6grencilerinin s6zsiiz ispat yapabilme becerilerini ve
ispat yaparken sunduklari gerekgeleri incelemektir. ispat yapma matematikte 6grencilere
kazandirmak istenilen en 6nemli becerilerden birisidir. Buna paralel olarak ispat yaparken 6ne
stiriilen gerekgeler de dnemlidir. Nitekim gerekgelerin biitiinii ispat siirecini, ispat yontemini,
diisiinme bi¢imini ortaya koymaktadir. Bu nedenle sozsiiz ispat yapma siireci kadar One

stiriilen gerekcelerde 6nemlidir.

1.4. Arastirmanin Onemi

Ispatin matematik ogretimindeki matematiksel diisinmedeki 6nemi buna paralel
olarak da o6grencilerin zorluklart g6z oniine alindiginda c¢alismanin ana odak noktasi ispat
becerisi olmaktadir. Yapilan ¢aligmalar 6grencilerin, 68retmen adaylarinin ve 6gretmenlerin
ispat yapmakta, ispat1 anlamada zorluk yasadiklarmi (Hawro, 2007; Ozer & Arikan, 2002;
Ugurel & Morali, 2010; Biilbiil & Urhan, 2016; Simsek, Simsek, & Diindar, 2013; Weber,
2001; Gokkurt, Soylu & Sahin, 2014) gostermektedir. Gorsellestirmenin Onemi ve
literatiirdeki vurgular g6z Oniine alindiginda sozsiiz ispatlar, ispat gelistirmenin alternatif ve
etkili bir yontemi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ozellikle Tiirkiye‘de sdzsiiz ispatlar ile ilgili

cok fazla caligma olmamasi bu ¢alismanin alana katkilarin1 6nemli hale getirmektedir.

1.5. Arastirmanin Simirhliklar:

Bu arastirma calismaya katilan 12. Sinifta 6grenimlerine devam eden 67 6grenci ve

veri toplama aracinda kullanilmig olan sorular ile sinirhdir.

1.6. Varsayimlar

Arastirmaya katilacak olan ortadgretim Ogrencilerinin veri toplama aracina
samimiyetle cevap verdikleri ve veri toplama aracinin uygulanmasi esnasinda da

katilimcilarin dis etkenlerden ayni oranda etkilendikleri varsayilmistir.



1.7. Tanmumlar

Matematiksel ispat (Formal boyut): Ispat, daha 6nceden her birinin gegerligi

ispatlanmis aksiyom ve teoremlere dayandirilmis ifadeler dizisidir (Morash, 1987)

Matematiksel Ispat (informal boyut): Muhakeme edilmis delillerin kullanilmasiyla
bazi ifadelerin dogrulugu hakkinda birilerini ikna etmektir bagka bir deyisle 1yi diigtiniilmiis
savlar1 kullanarak ifadenin dogrulugu hakkinda birilerini ikna etmektir (Almeida, 1996).

Sozsiiz Ispat (Proof Without Words): S6z olmayan, sadece diyagramlara dayali,
sayilar, harfler, oklar, noktalar ve birbiriyle iligkili sembolik ifadeler igeren, yapilandirilmasi

okuyucuya birakilmis ispatlar (Bardelle, 2009).



BOLUM 11
KAVRAMSAL CERCEVE

2.1.Ispat

Insanlar hep bir merak iginde, bir seyleri arastirip yeni kesifler ortaya koyma
egilimindedir. Giinliik hayatta bir olayin nasil olustugunu arastirmak, ortaya koydugu
varsayimlar dogrultusunda kendisini ve ¢evresindekileri ikna etme ¢abasindir. Bunun sonucu

olarak da ispatlama becerisine gereksinim duymaktadirlar.

Ispat daima matematigin ve matematik egitiminin merkezinde yer almustir.
Ogrencilerde ispat becerilerinin gelistirilmesi matematik egitimcileri tarafindan her zaman
dile getirilmistir. Bunun yansimasi olarak da akil yiiriitme, muhakeme yapabilme ve ispat hem
Tiirkiye’de hem de yurt disinda matematik 6gretim programlarinin gelistirmeyi hedefledigi
beceriler arasinda yer almaktadir (Milli Egitim Bakanligi [MEB], 2013; National Council of
Teachers of Mathematics [NCTM], 2000). Her yerde oldugu gibi matematikte de verilen bir
ifadenin dogrulugu arastirilir, sorgulanir ve kanitlanmaya ¢alisilir. Matematigin ezberlenmesi
yerine Ogrenilmesi, matematiksel anlamanin gerceklesmesi i¢in de ispat biliylik Onem
tasimaktadir. Ogrencilerin matematigi sevmesi, anlamaya baslamasi akil yiiriitmeler yani ispat

sayesinde olabilmektedir.

Ispatm birkag tanimi1 asagida verilmistir.

X/
o

Bir dizi gegerli sonuglar (Hanna &Sidoli, 2007, s. 75)

% Bir ifadenin dogrulugu ile ilgili deliller (Rodd, 2000, s. 225)

% Gegerligi onceden ispatlanmis aksiyom ve teoremlere dayandirilmis ifadeler
dizisi (Morash, 1987, s. 149)

% Tanimlar ve aksiyomlarla fikirlerin agiklik kazandigi final asamasi (Hanna,
1991, s. 55)

« Muhakeme edilmis delillerin kullanilmasiyla bazi ifadelerin dogrulugu

hakkinda birilerini ikna etmek (Almeida, 1996, s. 660)

s Bir dizi mantiksal hiikiimlerle 6nermenin dogru ya da yanlis oldugunu

gosterme (Konyalioglu, 2015, s. 43)



X/

« Bir sonucu dogrulamak, iletisim kurmak ve digerlerini bu sonuca ikna etmek,

bir sonu¢ kesfetmek ve sonuglart dediiktif bir sistem igine yerlestirmek igin
kullanilir (Almeida, 2003).

¢ Bir kisinin iddiasim1 dogrulamasini, kendisini ve baskalarini ikna etmeyi
saglayan mantiksal argiiman (Stylianou, Chea & Blanton, 2006)

X/

< Ogzel bir argiimantasyon aktivitesi (Mejia-Ramos & Inglis; 2009)

Bu tanimlar incelendiginde ispatin iki yoniine vurgu yapildigi gériilmektedir. Birincisi
sonug, argiiman, delil, ifadeler dizisi, ¢ikarim olarak ifade edilen siire¢ sonunda elde edilen bir
{iriindiir. ikinci yonii ise ikna etmek, dogru ya da yanhs oldugunu gosterme, gergek yoniinii
ortaya ¢ikarma, kabul ettirme ¢abasi seklinde vurgu yapilan bir siire¢, eylem olmasi yoniidiir.
Hersh (1993) matematikgilerin bir varsayimin dogru olup olmadigindan daha ¢ok onun ni¢in
dogru oldugu ile ilgilendiklerini ifade etmistir. Dolayisiyla ezberden Gteye matematigi
anlamak i¢inde niginlerini sorgulamak ve sorgulatmak onem kazanmaktadir. Sinifta ispat
roliinii sistematik bir sekilde ortaya koymaya calisirken, ispatin matematiksel uygulamada
gergeklestirdigi tiim fonksiyonlarini dikkate almak yararhdir. Smiftaki ispatlarin hepsini bir
sekilde yansitmasi beklenir. Ancak bu islevlerin hepsi ayni derecede matematik 6grenmeyle
ilgili degildir, bu yiizden elbette dgretimde ayni agirlik verilmemelidir (De Villiers, 1990;
Hanna, 2000b). Ispat ve ispat fonksiyonlari-islevleri asagidaki gibi verilmektedir.

* dogrulama (bir ifadenin gergegiyle ilgili)

» aciklama (neden dogru olduguna dair fikir verir)

* sistematizasyon (g¢esitli sonuglarin timdengelim sistemi, ana kavramlar ve teoremler

halinde diizenlenmesi)

* kesif (yeni sonuglarin kesfi veya icadi)

« iletisim (matematiksel bilginin aktarilmasi)

* ampirik bir teorinin olusturulmasi

* bir tanimin anlaminin veya bir varsayimin sonuglarinin arastiriimasi

 iyi bilinen bir gercegin yeni bir g¢erceveye dahil edilmesi ve bdylece yeni bir

perspektiften goriintiilenmesi (Bell, 1976; De Villiers, 1990; Hanna & Jahnke, 1996,

Hanna, 2000a).

Dede ve Karakus (2014) matematiksel ispatlart yapilis amacina gore sezgisel
(heuristic) ispat, agiklayici ispat, Kesfedici ispat ve gorsel ispat olarak dort baslik altinda

toplamis ve aciklamistir. Fakat ispat genel anlami ile ikna galismasi olarak goriilmesine
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ragmen Ogrencilere kazandirmak istedigimiz bir beceri olmasi nedeniyle 6grencilerin bireysel
farkliliklar1 g6z Ontine alimmasi gerekliligi ortaya ¢ikmaktadir. Her Ogrencinin farkli bir
diisiinme yapisina sahip oldugu diisiildiigiinde her 6grencinin ihtiyact ve yeteneklerine gore
bir 6gretim ortami sunmak bu nedenle de hem gorsel hem sézel ispatlama siirecini igeren

sOzsiiz ispatlarin kullaniminin 6nemi artmaktadir.

Ispat tanimlar1 incelendiginde bir baska yoniiniin gerekcelendirme-dogrulama oldugu
goriilmektedir. Dogrulama veya gerekcelendirme ispatlama siirecinde 6nemli bir kavramdir.
Birkag tanimi1 agagida verilmistir.

% Bir ifadenin neden dogru oldugunu agiklayan ikna edici bir argiiman olarak

tamimlamiglardir (Lo, Grant & Flowers, 2008)
¢ Dogrulama ise matematiksel bilginin olusumunda, gelisiminde ve iletilmesinde gerekli

olan temel kavramlardan biridir. Ayn1 zamanda matematik yapma ve anlamanin en

temel faktortidiir (Hanna, 2000a)
% Dogrulama, kabulleri ve matematiksel muhakeme tiirlerini kullanarak bir iddianin
dogrulugunu (ya da reddini) gosteren bir argliman olarak agiklanabilir (Staples, Bartlo,

& Thanheiser, 2012, s. 448).

% Kanitlamada bir kisinin (ya da toplulugun) bir iddianin dogrulugu hakkindaki
kuskular1 gidermek ig¢in islettigi bir siire¢ olarak ifade edilebilir (Harel & Sowder,

2007, s. 808; Tanish, Yavuzsoy Kose & Camci, 2017).

Dogrulamanin, dogrulugu gosterme ve neden dogru oldugunu agiklama seklinde iki
temel rolii vardir (Hanna, 2000a; Tanish, Yavuzsoy Kose & Camci, 2017). Doruk (2016)
ogrencilerin kullandig1 gerekceli ifadelerin tiimii argliman olarak degerlendirilmistir.
Gerekgeli ifadeler, bir kimsenin kendini ve baskasini ikna etmek adina yaptigi dogrulamanin
neden dogru olduguna dair ciimleleridir. Ogrencilerin gerekgeli ifadelerinde genellikle

29 <

“clinkli”, “-den dolay1”, “yiiziinden” gibi kelimeler yer almaktadir.

2.2. Gorsellestirme ve sozsiiz ispat

Ogrencilerin ispat becerisini gelistirmenin yolarindan birisi de gorsellestirmek yani
resim sekil diyagram gibi gorsel unsurlar ile desteklemektir. “Bir resim bin kelimeden iyidir”
atasozii pek c¢ok kiltirde yaygin olarak soylenmektedir (Casselman, 2000). Hadamard

matematiksel diigiincenin gorsel oldugunu kelimelerin ise araya girdigini ifade etmistir



(Borwein & Jorgenson, 2002). Gorsellestirme matematikte anlamanin temeli (Duval, 1999),
matematiksel bir fikri iletmek, agiklamak ve kesif i¢in (Giaquinto, 2007; Hanna &Sidoli,
2007) matematik egitimi i¢in degerli (Borwein &Jorgenson, 2002; Miller, 2012) bir aragtir.
Gorsel ifadelerin matematigin anlasilmasinda yeri blyiiktiir. Dahasi resimler veya
diyagramlar bir teoremin veya matematiksel bir ifadenin gorsel ispat1 olarak kullanilabilirler
(Strausova &Hasek, 2012). Gorsellestirme, gorsel bilgileri temsil etme, doniistiirme, {iretme,
iletisim kurma, belgeleme ve yansitma kabiliyetlerini icermektedir (Hershkowitz, 1990, s. 75).
Matematik basarisi i¢in 6grenenin gorsellestirme becerisinin 1yi olmasi1 gerekmektedir (Alsina
& Nelsen, 2010). Bardelle (2009) ise 6grencilerin herhangi bir konu ile karsilastiklarinda
kullanabilecekleri tekniklerin, araglarin ve teoremlerin farkinda olmamalarinin sebebini
ogrencilerin  gorsellestirmeyle ¢ok az c¢alismasina  baglamaktadir.  Ogrencilerin
gorsellestirmeyi kullanabilmeleri ise derslerde gorsellestirme etkinlikleriyle karsilagmalar1 ve

gorsellestirmeyi kullanmaya tesvik edilmeleriyle miimkiindiir (Rodd, 2000).

Matematiksel ispatin ne olduguna dair tartismalar uzun siiredir devam ettigi (Dede ve
Karakus, 2014) ve matematiksel ispatin ne olduguna dair farkli tanimlar (CadwalladerOlsker,
2011) vardir. Her seyden 6nce ispat olup olmadig ile ilgili tartismalarda sirmektedir. S6zsiiz
ispatlarin ispat olup olmadigi ile ilgili Hanna ve Sidoli (2007) son yirmi yilda gorsel
temsillerin geleneksel ispatin yerine gegecek sekilde ciddi olarak diisliniilmeye baslanildigin
ama hala ¢ok fazla tartisma oldugunu ifade etmektedirler. Bu tartismalarin iki ucu oldugunu
ve bir ugta, gorsel temsillerin, genel olarak matematiksel anlayisin kolaylastiricilart olarak
ispat i¢in faydali eklerden daha fazla olmayacagini diger ugta ise bazi gorsel temsillerin kendi
baslarina ispat olusturabilecegini ve bagka geleneksel ispatlar1 gereksiz kildigini iddia edenler
oldugunu ifade etmislerdir. Matematik ve matematik Ogretiminde gorsel temsillerin
kullanilmasin1  Oneren arastirmacilar, yaniltict diyagramlarin bolca bulundugunu fark
etmislerdir. Brown (1999) hataya yol acabilecek iy1 bilinen diyagram 6rneklerinden bazilarini
sunmustur. Ancak bu gergek tek basimna gorsellestirmenin arastirma ve Ogretme vaadi
olmadigina inanmak i¢in bir neden vermemektedir (Hanna, 2007). Borwein ve Jorgenson
(1997)  yeterli olmasa bile gorsel ispatlarin gilivenirlik, tutarlilik ve tekrarlanabilirlik
sartlarinin gerekli oldugunu ifade etmistir.

e Giivenirlik (Reliability), Ispat giivenilirdir ve sonuclar her bir incelemede

degismemelidir,

e Tutarlilik (Consistency): Ispatin sonuglar1 bilinen diger gergeklerle, inanglarla ve

ispatlarla tutarli olmalidir.



e Tekrarlanabilirlik (Repeatability): Ispati baskalar1 da dogrulamali veya
gosterilebilmelidir.
Sozsiiz ispatin birka¢ tanimi asagida verilmistir.
% Matematiksel ifadelerin nigin dogru oldugunu agiklarken herhangi bir kelime
kullanmaksizin sekillerle, diyagramlarla yapilan ve gorsellestirmeye dayali ispattir

(Demircioglu & Polat, 2015).

X/
°e

Belli bir matematiksel ifadenin neden dogru olabilecegini ve bunun ispatina nasil
baslayacagii anlamasi i¢in okuyucuya yardimci olan sekil ve diyagramlar Alsina &
Nelsen, 2010)

% Kelimeler olmadan matematiksel bir ifadenin ispatin1 resimleyen matematiksel
cizimlerdir (Bell, 2011)

% Ozel bir matematiksel ifadenin nigin dogru oldugunu hatta matematiksel bir ifadenin
dogrulugunu ispatlarken nasil ele alinacagini gérmemize yardimei olacak diyagram
veya resimler (Alsina & Nelsen, 2010)

% Geometrik ¢izimler, sayisal veya sozel semboller disinda higbir kelime igermeyen

ispatlardir (Gierdien, 2007).

Hanna’ya (2000a) gore, en iyi ispatlar aym1 zamanda ispatlanan teoremin anlaminin
anlasilmasina yardimci olanlardir. Bu ispatlar teoremin sadece dogru oldugunu degil ayni
zamanda neden dogru oldugunu gosterir. Bunun sonucunda ispatlar daha ikna edicidir ve
baska kesiflere yol agabilir. Sozsiiz ispatlar matematigin pek cok alaninda; geometrik
teoremlerin ispatinda, sayilar teorisinde, trigonometride, genel matematik esitsizliklerinde,
matematik tarihinde kullanilmaktadir (Alsina &Nelsen, 2010; Bell, 2011). Problem ¢dzmede,
matematiksel ispatlarda gorsel yontemler okullarda nadir olarak kullanilmaktadir (Thornton,
2001). Mevcut matematik Ogretim programina gore Ogrencilere kazandirilmasi istenen
matematiksel siire¢ becerilerinden matematiksel akil yiiriitme ile pek ¢ok davranisin yaninda
“Matematiksel bir onermeyi ispatlama siirecinde en uygun ispat yontemini segme” becerisi de
kazandirilmas1 istenen beceriler arasindadir (MEB, 2013). Nitekim MEB (2013) 6gretim
programinda da matematiksel akil yiiriitme ve ispat baslig1 altinda 6grencilerin;
» Matematikte ve giinlik yasantisinda mantiga dayali genellemeler ve c¢ikarimlarda
bulunma
» Matematikteki ve matematik disindaki ¢ikarimlarinin, duygu ve diisiincelerinin
dogrulugunu/gecerliligini savunma
» Diisiincelerini agiklarken matematiksel modeller, kurallar ve iliskileri kullanma
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» Bir (matematiksel) durumu analiz ederken matematiksel iligkileri kullanma

»  Matematikteki iligkileri agiklama

» Farkli stratejiler kullanarak kestirimlerde bulunma ve bunu mantiksal gerekgelerle
Savunma

» Genel iligkileri 6zel durumlara uygulayabilme

» Modelleri, 6nermeleri, 6zellikleri ve iliskileri kullanarak yaptig1 matematiksel ¢ikarimi
aciklayabilme

» Matematiksel dogrulama siirecinde tiimevarimi ve tlimdengelimi etkin olarak
kullanabilme

» Matematiksel bir Onermeyi ispatlama siirecinde en uygun ispat yontemini se¢cme

davraniglarinin gelistirilmesi hedeflenmektedir.

Tekin ve Konyalioglu (2010) toplam ve fark formiillerinin gorsel sekillerle ispat edilmesi
ve bunlarin diger aragtirmacilara tanitilmasi amaciyla yaptiklari ¢alismalarinda ele aldiklar
gorsel ispatlar “Math Made Visual” (Alsina & Nelsen, 2006) yararlanilmistir. Caligmada
gorsel sekillere dayali ispat siirecinde yapilan ¢izimlerin, 6grencilerin formiillerde yer alan
acilari, kenarlar1 vb. gérmesini ve anlamli olarak formiilleri 6grenmesini saglayabilecegini,
cebirsel olarak yapilan ispat siireci de mantiksal-matematiksel diisinmeye katki
saglayabilecegini ve bizleri formiillere gotiirecegini ifade etmislerdir. Ogrencilerin,
formiillerin 6ziinii olusturan ag1, kenar, siniis, kosiniis vb. iliskilerini cebirsel ispatta yeterince
goremediklerini gorsel sekillere dayali ispatlarin formiillerin nasil olustugu ve nereden geldigi
konusunda 6grencilere bilgi verirken, ezberden kaginarak kalict 6grenmelerine yardimci

olacagina vurgu yapmigslardir.

Matematik Ogretiminde ezberlemenin Oniline ge¢mek i¢in “neyin nereden geldigini”
gozler Oniine seren gorsellestirme calismalarma daha fazla yer verilmelidir. Ogrenciler
cebirsel ispat siirecinde matematiksel kurallar1 yanlis kullanip yanlis sonuclara
varabilmektedirler. Ciinkii ispatin dayandigr gorsel sekli, kavramlar arast iliskileri

gorememektedirler (Arcavi, 2003).
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2.3. Tigili calismalar

Mancoglu (2019) matematiksel teoremlerin ispatlarinin gorsellestirilme durumlarini
incelemek icin 2017- 2018 6gretim yilinda bir devlet iiniversitesinin ortadgretim matematik
ogretmenligi bolimiinde ikinci ve tigiincii sinifinda 6grenim goren dort matematik 6gretmeni
adayi ile nitel bir ¢alisma yapmistir. Veri toplama araci olarak yari yapilandirilmig goriisme
ve dokiiman incelemesi kullanilmistir. Goriismelerde matematiksel teoremlerin ayri olarak yer
aldig1 calisma kagitlar1 kullanmilmistir. Katilimcilardan calisma kagitlarindaki teoremlerin
ispatlarin1 gorsellestirdikleri siire icinde sesli diisiinmeleri istenmis ve goriismeler esnasinda
video ve ses kaydi alinmigtir. Veriler gomiilii teorinin veri ¢éziimleme teknikleri kullanilarak
analiz edilmistir. Veri analizleri sonucunda katilimcilarin ispatlarda kullandigi resimlerin,
cogunlukla teoremin igerigindeki kavramlarin zihinlerinde olusturdugu resimleri betimleyen
goriintiiler oldugu, net bir resim c¢izemeyen katilimcinin ispatlardan emin olmadiklari
goriilmustlir. Katilimcilarin, verilen teoreme gore gorsellestirme siirecinin  baslama
durumunda farklilik oldugu, olusturulan resimlerin biiyiik ¢ogunlugun matematiksel resimler
oldugu fakat birbirinden farkli ispat resimleri olusturduklar1 goriilmiistiir. Ayrica kimi
adaylarin teoremin biitlinlinii temel alarak ispat1 gorsellestirdigi kimi 6grencilerin de teorem
icerisinde yer alan kavramlardan yola ¢ikarak ispat1 gorsellestirdikleri ve ispata gore strateji

belirledikleri elde edilmistir.

Sozsiiz ispatlarin formel ispata gecisi kolaylastiracak ve s6z konusu didaktik boslugu
dolduracak bir arag olarak nasil kullanilabilecegini incelemek amaciyla Ulker (2018)
tarafindan yapilan ¢alismada nitel aragtirma yontemlerinden 6gretim deneyi kullanilmustir.
Calismada 7. smif seviyesine uygun segilen sozsiiz ispatlar ve teorinin sundugu etkinlik
tasarim1 yaklasiminda birer sézel problem durumu seklinde 6gretimleri planlanmistir. Alti
hafta siiren uygulamaya 30 6grenci katilmistir. Her etkinlige bir hafta yani yaklasik iki ders
saati ayrilmig ve uygulama toplamda alti hafta siirmiistiir. Veriler teorinin belirledigi
asamalara gore hem tiim smifin ¢alismasin1i hem de odak grubun calismasini yansitacak
sekilde analiz edilmistir. Arastirmanin sonucu Ogrencilerin ispatla iliskili pek ¢ok
matematiksel siireci yasadigini, alanlar arasi iliskilendirmeler gerceklestirdiklerini ve

yasadiklar siireglerde bir ilerleme kaydettiklerini gostermektedir.
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Polat (2018) tarafindan yapilan ¢alismada lise 6grencilerinin sdzsiiz ispat yapabilme
stireclerini incelemek amaglanmigtir. 9. sinifta 6grenimlerine devam eden 25 Ogrenci ile
yiriitiilen calismada karma aragtirma yontemleri kullanilmistir. Veriler uygulama oOncesi
Ogrencilerin ispat becerilerini belirleyebilmek i¢in aragtirmaci tarafindan hazirlanmis ispat
beceri testi ve uygulama sonrasi ispat beceri testi, dort 6grenci ile yapilan sozsiiz ispat
etkinlikleri ile toplanmistir. Nicel veriler t-testi ile nitel veriler ise igerik analiz teknigi ile
analiz edilmistir. Arastirmanin sonunda sozsiiz ispatlarin, 6grenciye formiillerin nereden
geldigini anlama, formiillerin dogruluguna iliskin ikna olma, etkinliklerden keyif alma,
matematigin diger kavramlariyla iliski kurma, daha once 6grenmis olduklar1 kurallari
kullanma ve matematiksel kavramlart anlama gibi imkanlar sagladigr goriilmiistiir. Elde
edilen bulgular sozsiiz ispatlarin ispat becerisi tlizerinde olumlu etkisi oldugunu ve sozsiiz
ispatlarin siifta uygulanabilirligi acisindan gerek 6gretmen gerekse 6grenciler olumlu goriis

bildirdiklerini géstermistir.

Gelisen (2016) tarafindan yapilan ¢alismaya 9. sinif matematik 6gretim programindaki
iicgenler konusunun 6gretiminde origami ve sozsiiz ispatlar yontemlerinin kullanilmasi ile
ilgili bir 6gretim deneyinin gerceklestirmek amaciyla 31 6grenci katilmistir. Nitel arastirma
yontemlerinden 6gretim deneyi modeli seg¢ilmistir. Gelistirilen ¢alisma yapraklar: kullanilarak
ogrencilere ilk olarak problem ¢6zme testi uygulanmis, test sonuglarima gore istekli
ogrencilerle daha sonra miilakatlar yapilmistir. Calisma sonunda elde edilen bulgular
olusturulan problemler ve alt problemler 1s18inda degerlendirilmistir. Miilakatlardan elde
edilen bilgiler dogrultusunda, 6grencilerin origami ve sézsiiz ispatlar yontemlerini zevkli ve

ogretici bulduklari ortaya ¢ikmustir.

Fen Lisesi Ogrencilerinin gorsel ispat gelistirme siirecinde yaptiklari hatalarin ve
karsilagtiklar1 zorluklarin belirlenmesi amaciyla Sadan ve Ugurel (2018a) tarafindan yapilan
nitel bir aragtirma yontemi olan ‘Ggretim deneyi’ ile yapilmistir. Calismanin 6rneklemini
amacl Ornekleme yontemlerinden homojen Orneklem stratejisine goére belirlenen bir Fen
Lisesi’nin 11. smifinda 6grenim gdren 6 Ogrenci olusturmaktadir. Caligmanin verileri Fen
Lisesi 6grencilerinin gorsel ispat gelistirme siireclerini incelemeyi amaglayan kapsamli bir
caligmanin bir boliimiini igermektedir. Gorsel ispat gelistirme siirecinde yapilan hatalar ve
karsilagilan zorluklar 6grencilerin gelistirdikleri gorsel ispatlar iizerinde yapilan analizler ve
ardindan bu ispatlara yonelik yapilan klinik goriigmeler dogrultusunda belirlenmistir. Calisma

kapsaminda iki Ogretim bolimi gergeklestirilmistir. Birinci 6gretim bdoliimii siirecinde
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belirlenen hata ve zorluklar gorsel ispatlarin anlasilirhigt ve gorsel ispat gelistirme siireci
olarak iki ana temaya ayrilmig bu temalar altinda alt temalar belirlenmistir. Belirlenen
hatalardan bazilariin yapilan klinik goriismeler sirasinda 6grenciler tarafindan giderilebildigi
goriilmiistiir. Ikinci 6gretim béliimiinde 6grencilerin, birinci dgretim boliimiinde yaptiklari
hatalarin biiyiikk ¢ogunlugunu yapmadiklar1 goriilmiistiir. Bu 6gretim boliimiinde verilen
ifadelerin farkli konularda olmasiyla birlikte farkli hatalar ve zorluklarin ortaya ¢iktigt

gorilmiistir.

Sadan ve Ugurel (2018b) tarafindan yapilan ¢alismada Fen Lisesi’nde 6grenim goren bir
Ogrencinin gorsel ispat gelistirme siirecinin detayli olarak incelenmesi amaglanmistir.
Calismanin verileri Fen Lisesi 0grencilerinin gorsel ispat gelistirme siireglerinin incelenmesini
iceren bir arastirmanin bir kisim bulgularimi icermektedir. Ana ¢alismada bir Fen Lisesi’nin
11. smnifinda 6grenim goéren 6 Ogrencinin cesitli konularda ve yapilarda gorsel ispat
orneklerini inceledikleri ve kendilerinin gorsel ispat gelistirdikleri iki asamali bir 6gretim
deneyi tasarlanmistir. Her iki 6gretim bolimiiniin sonunda 6grencilere 4 tane matematiksel
ifade verilmis bunlardan istedikleri herhangi ikisine yonelik gorsel ispat gelistirmeleri
istenmistir. Tiim siirecin daha ayrintili bir sekilde yansitilabilmesi i¢in bir 6grencinin gorsel
ispat gelistirme siirecinin mercek altina alinmasinin uygun olacagi diisiiniilmiistiir. Bu nedenle
verilen ifadelerin igerisinden en fazla sayida gorsel ispat gelistiren/gelistirmeye ¢alisan
Ogrencinin gorsel ispat gelistirme siireci ele alinarak bu ¢aligmanin kapsami olusturulmustur.
Belirlenen 6grenci verilen 8 ifade icerisinden 7 tanesi i¢in gorsel ispat gelistirmistir. Klinik
miilakatlar ve video kamera kayitlarindan yararlanarak 6grencinin gorsel ispat gelistirirken
gecirdigi diisiinme siireci; tizerinde calisacagi ifadeye karar verme, gorsel ispatinin son halini
olusturmadan 6nce denedigi ¢izimler ve bu ¢izimleri yaparken neler diislindiigli ayrintili bir

sekilde ortaya konmaya calisilmistir.

Sadan (2017) tarafindan yapilan ¢alismada Fen Lisesi 6grencilerinin gorsel ispat gelistirme
stireclerini analiz etmek ve gorsel ispatin matematik 6grenme siirecinde kullanimina yonelik
ornek bir uygulama sunmak amaclanmistir. Bir Fen Lisesi'nin 11. sinifinda 6grenim gdren 6
ogrenci ile yiiriitilen calismada bir nitel arastirma yontemi olan Ogretim Deneyi
kullanilmustir. Arastirma siireci, {ic asamada yiiriitiilmiistiir. ilk asamada, 6gretim béliimiiniin
daha verimli planlanmas: i¢in, 6grencilerin gorsel ispata dair algilar1 (6rneklerini anlayip
aciklayabilme), ikinci asamada, gorsel ispata dair sinif tartismalarindan ve ¢esitli gorsel ispat

etkinliklerinden olusan iki 6gretim boliimii gergeklestirilmis siire¢ sonunda 6grenciler verilen
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matematiksel ifadelere yonelik gorsel ispatlar gelistirmisler ve gelistirdikleri gorsel ispatlara
yonelik klinik goriismeler yapilmis ve liglincii asamada ise dgretim siirecini degerlendirilerek,
ogrencilerin gorsel ispata ve siirece dair goriisleri alinmistir. Verilerin analizi, geriye doniik
(retrospective) ve ileriye donlik (prospective) analiz olmak {izere iki sekilde yapilmistir.
Yapilan her uygulama sonrasi ileriye doniik analizler yapilmis, bir sonraki uygulamaya bu
analizler dogrultusunda devam etmistir. Ogrencilerin gelistirdikleri gorsel ispatlar ve bu siireci
deneyimleme sekilleri ortaya konmaya calisilmigtir. Gorsel ispat gelistirme siirecinde
yaptiklar1 hatalar ve karsilastiklar1 zorluklar belirlenmistir. Yapilan klinik goriismelerde bu
hatalar ve zorluklar giderilmeye calisilmistir. Siire¢ sonunda 6grenciler, gorsel ispat gelistirme
stirecini yararli bulduklarmi1 ve siiregten keyif aldiklart belirtmisler, gorsel ispatlarin

matematik siiflarinda kullanilmasi gerektigini ifade etmislerdir.

Giiler ve Ekmeke¢i (2016) 6gretmen adaylarina gesitli sozsliz ispatlar1 6rnekleri verdikleri ve
verilen sozsiiz ispatlarin dogruluguna iligskin sorular sorduklar1 ¢alismalarinda, verilen tek
sayilarin toplamu ile ilgili s6zsiliz ispatin dogru oldugunu diisiinen 6gretmen adaylari, ardisik
tek sayilar ile birim kareler arasindaki iliskiyi kurabilmis ve olusan geometrik seklin alaninin
bu toplamin kurali oldugunu belirterek cevaplarini gerekcelendirebilmislerdir. Ancak bir
Ogretmen aday1 bu sozsiiz ispatin yanlis oldugunu diisiinmiis ve gerekce olarak da verilen

seklin sadece sekildeki sayilarin toplamini 6rnekledigini vurgulamistir.

Ugurel, Morali, Karahan ve Boz (2016) Fen lisesinde okuyan ii¢ 6grenci ile yapmis olduklart
nitel caligmada Ogrencilerle sozsiliz ispatlarla ilgili deneyim yasattiktan belli bir siire sonra
ogrencilerden kendi sozsiliz ispatlarin1 olusturmalarini istemisler ve bu dogrultuda “temel
modifikasyon, ileri modifikasyon ve tiimevarimsal temel ¢izim” olmak tiizere ii¢ ardisik
kategori aciga ¢ikarmislardir. Bu kategorilerin sozsiiz ispat analizlerinde kullanilabilecegini
belirtmiglerdir. Ayrica Ogrenciler sozsliz ispatlar1 “eglenceli, zevkli, pratik, entelektiiel,
orijinal, sik” bulduklarim1 ifade ederek sozsiliz ispatlarla ilgili olumlu goriis bildirmislerdir.
Geometri ve matematigi birlikte kullandiklar fark eden 6grenciler problem ¢dzme, yaraticilik
ve gorsellestirme becerilerinin gelistigini ve s6zsiiz ispatlarin genis uygulama alanlarina sahip

oldugunu gordiiklerini belirtmislerdir.

Demircioglu ve Polat (2016) tarafindan Ortadgretim matematik Ogretmenligi 5. Sinifta
okuyan o6gretmen adaylarinin sozsiiz ispat yapma siirecinde yasadiklar1 zorluklari ortaya

cikarmak amaciyla yapilan durum caligmasinda Ogretmen adaylarima ac¢ik uglu sorular
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yoneltilerek bu siiregte yasadiklar1 zorluklar1 ortaya ¢ikarmak icin goriigleri alinmustir.
Ogretmen adaylarmin sozsiiz ispat yapma siirecinde en fazla zorlandiklar1 yerlerin verilen
sekilleri anlayamama, aciklama olmamasi, sozsiiz ispat ile cebirsel ispat arasinda iliski
kuramama, alan bilgisi eksikligi, kaynak sikintis1 oldugu belirtmistir. Ayrica sézsiiz ispatlarin,
zorlayic1 fakat Ogrencilerin uzamsal gorsellestirme ve uzamsal muhakeme becerini

gelistirilebildigi sonucuna varilmaistir.

Demircioglu ve Polat (2015), matematik 6gretmeni adaylarinin sdzsiiz ispat yontemi ile ilgili
gorilislerini incelemislerdir. Calisma bir durum caligmasi olup bir devlet iiniversitesinde
toplam 57 O6gretmen adayi ile yiriitiilmistiir. “Alan Egitiminde Arastirma Projesi” dersi
kapsaminda 6gretmen adaylari ile sdzsiiz ispatlar islenmis ve siire¢ sonunda sozsiiz ispatlarin
etkililigi ile ilgili goriisleri alinmistir. Elde edilen bulgular 6gretmen adaylarinin sdzsiiz
ispatlarla ile bilgilerin kalic1 oldugunu, somutlastirdigini, matematiksel formiil/ifadelerin daha
iyi kavrandigini, konular arasi iligski kurdugunu, verimli oldugunu, yeni bilgiler 6grendiklerini

ve 0gretim yontemi olarak da kullanabileceklerini ifade ettikleri gostermistir.

Yassin (2013) diziler ve seriler {initesinde sozsiiz ispatlar1 kullanmanin 6grenci basarisina
etkisini incelemis ve 89 Ogrenciyi iki gruba ayirarak deneysel bir calisma yiirlitmistir.
Calismanin neticesinde, sozsiiz ispatlar kullanilarak dersin islendigi grubun basarisi ile diger

grubun basaris1 arasinda anlamli bir fark ¢iktigini belirtmistir.

Ugurel, Moral1 ve Karahan (2011) matematikte yetenekli olan ortadgretim Ogrencilerinin
sOzsiiz ispatlarla bir deneyim yasamalarin saglamislardir. Siire¢ sonrasinda tirettikleri sozsiiz
ispat Orneklerini tartismiglardir. Arastirmaya katilan Ogrencilerin, ispat yapmak i¢in farkli
bakis acilar1 goster, ozgilin sozsiiz ispatlar gelistirmede, yaptiklari ispatlar1 goérsel olarak

sunmada bagarili olduklar1 gozlenmistir.

Karras (2012) 6gretmen yetistirme programinin son yilinda olan goniillii 12 6gretmen adayina
lise miifredatinda yer alan belli teoremlerin gorsel ispati vermis ve gorsellerdeki teoremleri
ispatlamalar1 ve akil yiiriiterek teoremleri agiklamalarini istenmistir. Daha sonra bu sonuglari
Van Hiele geometrik diisiinme diizeylerine gore analiz etmistir. Yapilan analizlere gore
sOzsiiz ispat bulma siirecinin “gorsel ispatin ne oldugunu fark etme, ispat plani tasarlama ve

bir ¢6zlim gelistirme” olmak iizere lic asamadan olustugunu ortaya ¢ikarmistir. Bu ¢alismayla
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matematik 68retmeni adaylarinin geometri bilgisi ve gorsel akil yliriitme arasindaki iligkiyi

aciklanmaya calisilmistir.

Bell (2011) sinifinda s6zsiiz ispatlara yer vermis, 0grencilere web sitelerinde mevcut olan
interaktif ya da interaktif olmayan s6zsiiz ispatlar1 kullanarak tartisma ortami olusturmus ve
Ogrencilerin yaptiklarin1 analiz etmistir. Calismada formal ispatin sozsliz ispatla beraber
gosterildigi zaman Ogrencinin ispat yeteneginin gelismesiyle beraber matematiksel bir
problemi nasil daha iyi muhakeme edecegini 6grendigi belirtilmistir. Ogrencilerin sozsiiz
ispatlar1 tartismasini saglayarak, matematiksel ifadelerin nasil ispatlandig1 hakkinda kendi
fikirlerini gelistirmelerine firsatlar sunmustur. Bdoylelikle de &grencilerin ispat siirecini
anlamaya caligmigtir. SOzsiiz ispatlarin 6grencinin ispat yazma yetenegini gelistirdigini ve
matematiksel bir problemi nasil daha iyi muhakeme edecegini Ogrettigini belirtmistir.
Ogrenciden bir seklin aciklanmasinin istenmesi, 6grencinin 6zel parcalart kullanmasini
gerektirdiginden muhakeme yetenegini de gelistirecegini belirtmistir. Bir matematiksel
ifadenin sdzsiiz ispatinin Ogrenciye verilmesinin Ogrencinin ispat yapma yetenegini
gelistirmek kalmayip aynm1 zamanda Ogrencinin bir matematiksel ifadenin gorsel
olusturmasini saglamanin dgrencinin akil yliriitme yetenegini olumlu yonde katki sagladigini

ifade etmistir.

Alsina ve Nelsen (2010) tarafindan yapilan calismada sozsiiz ispatlarin ne olduguna
aciklamislar ve cesitli sozsiiz ispatlara yer vermislerdir. Calismada tiimevarim yontemiyle
ispatlanabilecek ancak gorsel ispatla daha aciklayici oldugu diisiiniilen ve iki sayma prensibi

olan Fubini ve Cantor prensibine gore sozsiiz ispat 6rnekleri kullanilmistir.

Tekin ve Konyalioglu (2010) ¢alismalarinda toplam ve fark formiillerinin gorsel ispat ve
cebirsel ispatlar1 sirasiyla vererek gorsel ispatlarla ispat siirecinde yapilan ¢izimlerin
formiillerin anlamlandirilmasina, formiillerin 6ziinii anlamaya ve kalict1 6grenmeye katki
saglayacagina deginmistir. Ayrica calismada formiillerdeki iliskilerin cebirsel ispatlarla

yeterince goriilemeyecegi ifade edilmistir.

Yilmaz, Argiin ve Keskin (2009) 6grencilerin genelleme kesfetmek ve genelleme formdilleri
yaratmak ic¢in diistinme siireglerinde gorsellestirmeyi nasil kullandiklari arastirilmistir. Bu
stireci gérmek igin ii¢ tanesi dogrusal olmayan noktadan ka¢ tane dogru gecer sorusu ile

toplanmistir. Problem ogrencilere sunulurken 6nce 2, sonra 3 sonra 4 nokta seklinde
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verilmistir. Calismanin katilimcilar Tiirkiye'nin devlet {iniversitesinin egitim fakiiltelerinden
birinde ortadgretim matematik 6gretmenleri olusturmaktadir. Gorsellestirmenin genellemeleri

kesfetmek i¢in 6nemli bir siire¢ oldugunu ifade etmistir.

Bayer (2009) sozsliz ispatlarin {istiin yonlerini tiggensel sayilarin, Fibonacci sayilarmin
kullanildigr teoremlerin ve Pisagor teoreminin sozsiiz ispatlarini vererek gostermeye
calismistir. Gorsel ispatlarin geleneksel ispatlardan daha basit oldugunu ve kesin bir sonucun
neden dogru oldugunu agiklamaya yardimer oldugunu belirtmistir. Tiimevarim ile yapilan bir
ispatta formiiliin hatirlanmas1 gerekmekte fakat sozsiiz ispatlarda bu gerekliligin

olmamasindan dolay1 geleneksel ispatlara gore iistiin olarak goriildiiglinti belirtmistir.

Bardelle (2009) ikinci ve liclincii sinif ta 6grenimlerine devam eden matematik 6grencilerine,
sOzsliz ispat ve formal ispatlar1 sunarak, her iki ispatta 6grencilerin yasamis olduklar siireci
kargilastirmistir. Arastirmada Pisagor teoremi ve geometrik serilerle ilgili sozsiliz ispat
ogrencilere sunulmustur. Pisagor teoremi gorsellikle daha ilgili ve asina olduklart bir ispat
oldugu icin Pisagor teoreminin sozsiiz ispatinda Ogrenciler fazla zorlanmamistir.
Arastirmanin sonucunda da Ogrenciler bu tiir ispatlart zor bulduklarmi ifade etmislerdir.
Ozellikle anlamli adimlar dizisinden olusan bir ispati durgun bir obje olarak ¢izmek

Ogrencilere zor gelmistir.

Gierdien (2007) ¢alismasinda derslerde kullanilabilecek sozsiiz ispatlara yer vermistir. Bu
caligmada Ozellikle sozsiiz ispatlarin ispatlar1 aciklayici ispata ¢evirmesinden ve boylelikle de
bilgi transferinin gergekleseceginden soz edilmistir. Ayrica bu calismada sozsiiz ispatlarla,
ornegin 1’den n’e kadar tam sayilarin toplaminin formiiliindeki n’in nereden geldigi ile ilgili

ogrencinin merakini gidermesi ve “gdriinmeyeni gérmesinin” énemli oldugu vurgulanmigtir.
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BOLUM Il
YONTEM

3.1. Arastirma Modeli

Arastirmada nitel aragtirma yontemi uygulanmistir. Nitel yontemler metin ve imgesel
verilere dayanir ve veri analizinde 6zgiin adimlara sahiptir (Cresweel, 2013, s.183). Insan
davranisi ancak esnek ve biitlinciil bir yaklasimla arastirilabilir ve bu yaklasimda aragtirmaya
katilan bireylerin goriisleri ve deneyimleri biliyiik 6nem tasimaktadir (Yildirnm & Simsek,
2013, s.41). Bu calismada bireylerin goriislerine ve deneyimlerine basvurulacagindan dolay1

nitel arastirma yontemlerinden durum ¢alisma deseni kullanilmistir.

3.2. Calisma grubu

Bu ¢alisma bir 6zel okulda ortadgretim kurumunda 12. siifta 6grenimlerine devam
eden 67 Ogrenci ile yiritilmistir. 12. simf G6grencilerinin se¢ilmesinin nedeni yasamis
olduklar1 deneyimler, almis olduklar: derslerdir. Calismaya katilan 6grencilerin kiz ve erkek
dagilimi Tablo 1°de verilmistir.

Tablo 1 Calismanin katihmcilar

Cinsiyet f %
Kiz 36 %53,73
Erkek 31 %46,26

3.3.1. Veri toplama araci

Veri toplama aract 1 tane yildizin i¢ agilarinin toplami, 2 tane Pisagor teoremi, 2 tane
0zdeslik, 2 tane sayilarin toplami olmak {izere 7 tane sozsiiz ispattan olusmaktadir. Yildizin i¢
acilar1 toplami, tliggenin i¢ acilar1 dl¢iileri toplamina benzer oldugu i¢in, Pisagor teoremi, en
iyi bilinen, bir¢ok farkli sozsiliz ispati bulunan fakat prototip 6rnekler ile ifade edilen bir
teorem oldugu i¢in ve 6zdeslikler genellikle modelleme ile sunuldugu icin se¢ilmistir. Bu

sOzsiiz ispatlar Tablo 2’ de verilmistir.
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Tablo 2. Veri toplama aracinda yer alan s6zsiiz ispatlar

Yildiz
2»4,’,
3 143 5 U 3_‘2 ______
\*/
Pisagor
teoreml n-z-%nn%:’.gcu.wz
A=atap?
b
a b
c a =
-a
b
() i Pax = (x+a/22-@/2P
Ozdesllkler i @+b)+@-b)? = 26 +b%)
Sayilarin 89
[+% ]
o0
toplam 080 mmnnr

3.3.2.Verilerin Toplanmasi

Veriler 2019-2020 egitim- 6gretim y1l1 giiz doneminde toplanmustir. Veri toplama araci
ile 12.smifta okuyan 67 &grenciye uygulanmistir. Bu caligma 6grencilerin kendi sinifinda
yazilt toplanmistir, higbir baski ve yonlendirme altinda kalmadan uygulanmustir. Veriler
toplanirken 6grencilerin basinda bir gozetmen olarak 6gretmenleri bulunmakta, yaklasik 2

ders saati siiresince cevaplamalari i¢in firsat verilmistir.
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3.3.3.Verilerin analizi

Toplanan veriler o6ncelikle bilgisayar ortamina aktarilmistir. Daha sonra
benzerliklerine gore gruplandirilmis, kod ve temalar olusturularak igerik analizi yapilmistir.
Verilerin analizi yapilirken 6ncelikle veri toplama aracindaki her bir sozsiiz ispatin adimlari
cikartlmistir. Bir s6zsiiz ispatin ispat adimlar1 agagidaki gibidir.

Sekil 1 Ispat adimlari

The Vertex Angles of a Star Sum to 180°

Bes koseli yi1ldizin kose agis1 toplami

1+3
Bir tiggende bir dis acinin Olgiisii kendisine komsu olmayan iki i¢
acinin Ol¢iileri toplamina esittir.

| Benzer sekilde 2 ve 4 ile gosterilen agilarin 6l¢iileri toplami bir dis

aginin élgﬁsﬁne esit olur.

| Bir ii¢ggenin i¢ agilar1 Olglileri toplami 180° oldugundan

(2+4)+(1+3)+5 agilarmin toplam 6lgiisii 180° olur.

" Burada AB dogrusu kesik ¢izgilerle gosterilen CD dogrusuna paralel
oldugundan seklldekl gibi ifade edilir. Ayrica C dogrusal oldugundan (2+4)+(1+3)+5
toplam Ol¢iisii 180° oldugu cikar.

Sonug olarak bir bes koseli yildizin kose agis1 toplami 180° dir.
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BOLUM IV
BULGULAR VE YORUM

4.1. Yildizin i¢ Agilar1 Toplamindan Elde Edilen Bulgular ve Yorum

12. Smif 6grencilerinin yildizin i¢ agilarinin toplamina yonelik vermis olduklar1 cevaplar
Tablo 3’de ispat yaparken hangi gerekgeleri verdikleri ise Tablo 4’de 6zetlenmistir. Tablo 3
olusturulurken ispat verilip verilmemesine goére, daha sonra gorseli kullanip
kullanilmadiklarina ve kullandiklar1 gerekgelere gore inceleme yapilmaistir.

Tablo 3
Yildizin i¢ agilar1 toplami sézsiliz ispatindan elde edilen bulgular

Ispat  Gorsel Gerekcelendirme Kategorisi f %
ile
aciklama
Cevap yok 8 119 8
Paralellik 1 15
Iki i¢ ac1 bir dis ag1, 5 75
Ucgenin i¢ agilar1 toplam 2 3
Var Dogru ac1, Uggenin i¢ agilari toplami 1 15 17
Paralellik, Iki i¢ bir dis 3 45
Var Z kural, Yondes acilar, ki i¢ ac1 bir dis ac1 2 3
Yok Iki i¢ ac1 bir dis ag1 1 15
Z kural, Yondes acilar, Iki i¢ ac1 bir dis ac1, Ucgenin 3
i¢ acilari
Var Iki i¢ ac1 bir dis ag1 3 45
Paralellik, Iki i¢ bir dis 6 9
Yok Z kurali 1 15 42
Ucgenin i¢ agilar toplan, iki i¢ ag1 bir dis ac1 2 3
Ucgenin i¢ agilar1 toplam 2 3
Yok Uggenin i¢ agilar1 toplamy, iki i¢ ac1 bir dis ac1 ?) 298
Z kuraly, 1ki i¢ a¢1 bir dis ag1 1 15
Yondes ac, I¢ ters ac1, dis aci, 1ki i¢ ag1 bir dis ag1 1 15
Paralel, dogru ag1 2 3
Yildizin 6zelliginden, Iki ig bir dis 1 15
Ispat edecegi varsayim kabul 3 45

Tablo 3’ den goriildiigl gibi caligmaya katilan 67 6grenciden 17 sinin (%25,4) ispat yaparken
42’si (%62,7) ispat yapmanustir. 8’i ise (%11,9) soruyu hi¢ yanitlamamustir. Ispat: yapan bu
17 6grenciden 14’1, verilen gorsel lizerinde isaretlemeler yaparken 3 6grenci hicbir isaretleme
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yapmamustir. Ispat yapmayan 42 6grenciden yalnizca 3’ii verilen gorsel iizerinde isaretlemeler
yaparken 39’u higbir isaretleme yapmamustir. Yani ¢aligmaya katilan tiim O6grencilerden

39+3=42 dgrenci (%62,7) verilen gorsel lizerinde higbir isaretleme yapmamustir.

Burada paralellik olarak verilen gerek¢ede 9.sinif matematik ders kitabinda yer verilen “iki
dogru paralel ise ayni yone bakan yondes agilarin él¢iileri birbirine esittir” kullanmaktir. Tki
i¢ a¢1 bir dis a¢1 seklinde verilen gerekge ise. 9.Sinif matematik ders kitabinda yer verilen “bir
ticgende iki tane i¢ a¢imin toplami kendisine komsu olmayan bir dis aciya esittir” (s.205)
kurali geregidir. “Ucgenin i¢ agilar: toplami 180 derecedir” (s204) bilgisi de kullanilmistir
kurali olarak bilinen kural aslinda paralel iki dogruyu kesen bir bagka dogru ile olusturulan i¢

ters acidan (s200) soz edilmektedir.

Diger taraftan Tablo 3’den goriildiigli gibi ispati yapan ve gorselde cizim yapan 17
ogrenciden birisi gerekcelendirme olarak “paralellik”, 5 O0grenci “iki i¢ a¢1 bir dis ag1”, 2
ogrenci “licgenin i¢ acilar1 toplam1” , 1 6grenci “dogru a¢1” ve “licgenin i¢ agilari toplam1”, 3
‘U “paralellik” ve “iki i¢ bir dis ag¢1”, 2’si “paralellik”, “yondes a¢1” ve “z kurali” ifade
etmislerdir. Sadece “paralellik” gerekce gosteren dgrencilerden birisinin cevabi Sekil 2 de

verilmistir.

Sekil 2. ispat1 yapan gorselde agiklamaya ¢alisan ve gerekce olarak “paralellik” gdsteren

ogrencinin cevap kagidi

Sekil 2°den goriildiigii gibi bu 6grenci “Paralellikten dolayr 1+2+3+4+5=180 ayni zamanda
yildizin i¢ agilart da 1,2,3,4,5 dir bu nedenle de yildizin i¢ agilar: toplami 1 80° dir” seklinde
ispatlamistir. Ispati yapan ve gorsel iizerinde agiklamalar yapan 5 grenci “iki i¢ ag1 bir dis

ac1” gerekge gostermislerdir. Bu 6grencilerden bir tanesinin cevabi Sekil 3 de verilmistir.
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Sekil 3 Ispat1 yapan gorselde agiklamaya calisan ve gerekce olarak “iki i¢ a¢i bir dis agr”

gosteren dgrencinin cevap kagidi

Sekil 3’den goriildiigii gibi bu kategoride dgrenciler “Iki ic agimin toplami kendine komsu
olmayan dis agiya esittir. 1+3 iki i¢c agimin toplami, 2+4 iki i¢c agimin toplami bu nedenle de
(2+4)+(1+3)+5=180" seklinde aciklamislardir. ispati yapan ve gorsel iizerinde agiklama

yapan 2 6grenciden bir 6grencinin cevabi Sekil 4 te verilmistir.

2) “Bir yildizin i¢ agilan toplami 180 derecedir™ ifadesinin gorsel ispat: agafnda verilmigtir.Bu ispatin
nasil yapildigim agiklaymiz
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Sekil 4 ispat1 yapan gorselde aciklamaya calisan ve gerekce olarak ‘‘iliggenin i¢ agilari

toplami1 *’ gdsteren 6grencinin cevap kagidi.
Sekil 4 ten gorildigi gibi 6grenciler “‘iki i¢ bir dis a¢i kullanip o+f ve a+0 esitini bulup

daha sonra iiggende kalan agiya b agist yazip o+p+ a+0=180"" seklinde agiklamiglardir.

Ispat1 yapan ve gorsel iizerinde agiklama yapan bir 8grencinin cevabi sekil 5 te verilmistir.
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Sekil 5 Ispat1 yapan gorselde agiklamaya calisan ve gerekge olarak ¢* Dogru ac1, Uggenin i¢

acilar1 toplam1’” gosteren 6grencinin cevap kagidi.

Sekil 5 ten de goriildiigii gibi ogrenci’ 'dogrunun agisi 180 dir. sekilde 180 dereceye karsilik
gelen say1 15 sayist kullanilmis icerdeki ticgenlerin agilart da 15 sayisina karsilik gelmistir.
Bu da ii¢genin i¢ agilarinin 180 oldugunu gosterir.”’ Seklinde agiklamistir. Burada 6grenci 1
2 3 45 ile gosterilen yerleri say1 olarak da toplandigini diistinmiistiir. Ancak bunu yaparken
aslinda isaretli yerlerin nerden geldikleri ve toplamlarinin ne oldugunu ifade ederek
aciklamaya ¢alismistir. Ispat1 yapan ve gorsel iizerinde aciklama yapan 3 6grenciden bir tane

Ogrencinin cevabi sekil 6 te verilmistir.

2) “Bir yildizin i¢ agilan toplamu 180 derecedir™ ifadesinin gorsel ispati agagida verilmigtir.Bu ispatin

nasil yapildigini agiklaymiz

Sekil 6 ispati gorselde agiklamaya calisan ve gerekce olarak ** Paralellik, Iki i¢ bir dis

gosteren dZrencinin cevap kagidi.

Sekil 6 da 6grenci ‘ 'd; dogrusuna paralel d, ¢izilmis sonra iki i¢c aguin toplami bir dis a¢iya
esittir mantigiyla agilart yazmistir. 5+1+2+4+3 agilarin toplami 180 olacagindan i¢ agilar
toplami 180 dir.”’ Seklinde agiklama yapmis ve burada hem iki i¢ ag¢inin kendisine komsu
olmayan bir dis agiya esittir kurali ve liggenin i¢ agilari toplaminin 180 oldugunu goérerek
islemlerini yapmustir. Ispat1 yapan ve gorsel iizerinde agiklama yapan 2 dgrenciden bir tane

ogrencinin cevabi sekil 7 de verilmistir.
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2) “Bir yildizin i¢ agilan toplami 180 derecedir™ ifadesinin gorsel ispati agagida verilmistir.Bu ispatin

nasil vapildigini agtklaymiz

Sekil 7 Ispat: gorselde agiklamaya ¢alisan ve gerekce olarak’” Z kurali, Yondes acilar, iki ic

ac1 bir dis ag1’ gosteren 0grencinin cevap kagidi.

Sekil 7 de 6grenci * z kurali veya ydndes agilar o bélgenin hangi a¢i oldugunu belirlemis
yondes agidan 1+3 de yerine yazarak yildizin 5 e kadar numaralandirarak agilarin tek bir
dogru iizerinde buda 180 esittir.”’ seklinde acilarin nereleri belirttigi ve z kurali ile hangi
acinin bulundugu en son olarak da hepsi dogrusal oldugu i¢in 180 dereceye esitledigi

goriilmektedir. Ispati yapan ve gorselde herhangi bir isaretleme yapmayan 3 dgrenciden birisi

gerekee olarak “Iki i¢ ag1 bir dis agi  olarak ifade ederken 2’si “ Z kurali”, “Yéndes agilar”,
“Iki i¢ a1 bir dis ag”, “Ucgenin i¢ acilari toplami” m gerekce gdstermislerdir. Diger taraftan
ispat1 yapmayan ve gorsel iizerinde isaretleme yapan 3 dgrenci “Iki i¢c act bir dis a¢i” gerekge
gosterirken, ,gorsel agiklama yapmayanlardan ise 1 tanesi iki i¢ bir dis ag1, 2 tanesi ise z
kurali, yondes aci, iki i¢ bir dis a¢1 kullanilmistir seklinde ifade etmislerdir. En ¢ok iki i¢ ac1

bir dis aciya esittir gerekgesini ifade etmislerdir.

2) “Bir yildizin ig agilar toplami 180 derecedir™ ifadesinin gorsel ispati agagida verilmistir.Bu ispatin
) G § aL ? F

nasil yapildigini agiklaymmiz

Sekil 8 ispat1 gorseli kullanmadan agiklamaya calisan ve gerekge olarak ©* Iki i¢ agt bir dig

ag¢1’ ’gosteren 6grencinin cevap kagidi.
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Sekil 8 de 6grenci ispat yaparken sekil ilizerinde ¢izim yapmazken ‘’2 numarali ag¢i ile 4
numaralt agimin toplami 2 dis a¢t bir i¢ agiya esit olacak iizere yazili. Ayni sekilde 1 ve 3
te.5+(2+4)+(1+3)=180""seklinde ifade etmistir. Burada iki i¢ acinin kendisine komsu
olmayan bir dis agiya esit olmasi ve bu agilar1 dogrusal alip toplamlarinin dogru ag1 yani 180
derece oldugunu ifade ederek agiklamistir.

2) “Bir yildizin i¢ agilan toplam: 180 derecedir” ifadesinin gorsel ispat: asafnda verilmistir.Bu ispatin

nasil yapildigim agiklayiniz

Sekil 9 Ispat: gérseli kullanmadan yapmaya calisan ve gerekge olarak * Z kurali, Yondes

acilar, Iki i¢ ag1 bir dis aci, Uggenin i¢ agilart’ belirten dgrencinin cevap kagids.

Sekil 9 da da goriildiigii gibi ispat yapmak i¢in sozel ifadeler kullanmis © 'yildizin uzant: yani
koluna paralel ¢izgi ¢izdigimizde z kuralini kullaniriz. Ayrica yondes agilart da kullaniriz ve

iki i¢ bir dig a¢t kullamiriz. *seklinde agiklamalar yapmustir.

2) “Bir yildizin ig agilari toplam 180 derecedir” ifadesinin gorsel ispati agagida verilmistir.Bu ispatin

nasil yapildigim agiklaymiz

Sekil 10 Ispat: yapamayan ancak gorsel olarak agiklama yapmaya calisan ve gerekge olarak ©’

Iki i¢ ac1 bir dis ac1” *olarak gdsteren dgrencinin cevap kagidi.
Sekil 10 ogrenci ’iki i¢ bir dis a¢t kurali “’seklinde agiklama yapmaya calismis ve sekil

{izerinde hangi iki i¢ bir disa esittir onlar1 gorsel olarak ifade etmistir. Ispat1 agiklamayan ve

gorselde de islem yapmayan 6 6grenciden bir tanesinin cevabi sekil 11 de verilmistir.
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2) “Bir yildizin ig agilan toplam: 180 derecedir™ ifadesinin gorsel ispat asagida verilmigtir.Bu ispatin
nasil yapildigin agiklayimiz

Sekil 11 Ispat1 agiklayamayan ve gorsel olarak agiklama yapmayan gerekge olarak

“paralellik iki i¢ bir dis’ *ifade eden 6grencinin cevap kagidi.

Sekil 10’da 6grenci sozel olarak  ‘paralellikten iki i¢ bir dis uygulanmis’’ seklinde agiklama
yapmistir. Yine ispatt agiklayamayan ve gorselde de agiklama yapamayan bir 6grencinin

cevap kagidr Sekil 12 de verilmistir.

2) “Bir yildizin ig agilan toplami 180 derecedir™ ifadesinin gorsel ispati agagida verilmistir.Bu ispatin
nasil yapildigimi agiklayimiz

3 curall

Sekil 12 ispat1 agiklayamayan ve gorselde de agiklama yapmayan gerekge olarak 'z

kural1”’diye ifade eden 6grencinin cevap kagidi.

Sekil 12 de dgrenci sadece agiklama olarak ¢’z kuralr’” ifadesini kullanmustir. Ispat:
aciklayamayan ve gorselde de agiklama yapamayan 2 dgrenciden bir tanesinin cevap kagidi

Sekil 13 de verilmistir.

2) “Bir yildizin ig agilan toplamu 180 derecedir™ ifadesinin gorsel ispati asagida verilmistir. Bu ispatin
nasil yapildigmi agiklaymniz

Sekil 13 Ispati agiklayamayan ve gorsel iizerinde islem yapmamis gerekce olarak < Uggenin

i¢ acilar1 toplamu, iki i¢ ag1 bir dis a¢1’ ’ifade eden 6grencinin cevap kagidi.
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Sekil 13 sdzel olarak “’iki i¢ bir dis a¢i’ ’ifadesini kullanarak agiklamaya ¢alismistir. Ispati
aciklayamayan ve gorselde ¢izim kullanmayan 2 6grenciden bir tanesinin cevap kagidi Sekil

14 de verilmistir.

2) “Bir yildizin i agilan toplam: 180 derecedir” ifadesinin gorsel ispat asafida verilmigtir.Bu ispatn

nasil yapildigimi agiklayiniz

Sekil 14 Ispati acgiklayamayan ve gorsel iizerinde agiklama yapmayan gerekce olarak

“’licgenin i¢ agilar1 “’ifadesini kullanan 6grencinin cevap kagidi.

Sekil 14 te 6grenci sadece *licgenin i¢ acilart 180 derecedir. *ifadesini kullanmustir. Ispati
aciklayamayan ve gorsel lizerinde hic islem yapmayan gerekgesi farkli olan 20 6grenciden bir

tanesini cevap kagidi Sekil 15 te verilmistir.

2) “Bir yildizin i¢ agilan toplami 180 derecedir™ ifadesinin gorsel ispati asagida verilmistir. Bu ispatin
nasil yapildigimi agiklayiniz

JLOENT oel
TRt oldiends

Sekil 15 Ispati agiklayamayan ve gorselde islem yapmayan gerekge olarak <> Uggenin i¢

acilar1 toplamu, iki i¢ ag1 bir dis a1’ olarak ifade eden 6grencinin cevap kagidi.

Sekil 15’te 6grencinin yaptig1  tiggenin i¢ agilart 180 ve i¢ dis “’seklindeki ifadeyi 20 kisi
daha kullanmistir. Sekil 16°da ise gerekgesi farkli olan bir bagka 6grencinin cevap kagidi
verilmistir.

2) “Bir yildizin ig agilan toplami 180 derecedir™ ifadesinin gorsel ispati agagida verilmistir.Bu ispatin
nasil yapildigin agiklayimz

Sekil 16 Ispati agiklamayan ve gorselde islem yapmamus gerekge olarak ise ** Z kuraly, iki i¢

ac1 bir dis a¢1’ ’ifade eden 6grencinin cevap kagidi verilmistir.
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Sekil 16°daki 6grenci de sozel olarak ’iki i¢ bir dis ve z kurali ° ifadesini kullanmistir. Sekil

17 de ise gerekgesi farkli olan bir 6grencinin cevap kagidi verilmistir.

2) “Bir yildizin i¢ agilan toplam 180 derecedir” ifadesinin gorsel ispat: asagida verilmistir.Bu ispatin
nasil yapildigini agiklaymiz

Sekil 17 Ispat1 agiklamayan ve gérsel iizerinde islem yapmamis gerekge olarak ¢’ Yondes aci,

I¢ ters ac1, dis ac1, iki i¢ ag1 bir dis ac1’ *ifadesini kullanan 6grencinin cevap kagidi.

Burada da 6grenci sozel olarak ’yondes acilardan agiyr tasimis i ters agt yondes agi yapmis
iki i¢ bir dig “’seklinde agiklama yapmustir. Sekil 18 de ise gerekcesi baska olan 2 6grenciden

birinin cevap kagidi verilmistir.

2) “Bir yildizin ig agilan toplami 180 derecedir” ifadesinin gorsel ispati asagida verilmistir. Bu ispatm
nasil yaptldigim agiklayimiz

Distan porale Cﬂr,’:,

viorhirso dOSm ol olusur,

Sekil 18 Ispatr agiklamayan ve gorsel iizerinde islem yapmamis gerekce olarak “’ Paralel,

dogru ac¢1’ olarak ifade eden 6grencinin cevap kagidi.

Ogrenci sdzel olarak “’distan paralel alimip, uzatilirsa dogru agi olusur.”” Seklinde agiklama

yapmuistir. Bir bagka gerek¢eye sahip olan 6grencinin cevap kagidi sekil 19de verilmistir.

2) “Bir yildizin ig agilan toplamu 180 derecedir™ ifadesinin gdrsel ispati asafida verilmistir.Bu ispatn
nasil yapildigin agiklayimz

Sekil 19 Ispat1 agiklamamis ve gorsel iizerinde islem yapmamis gerekge olarak ¢* Yildizin

ozelliginden, Iki i¢ bir dis>’ ifade eden 6grencinin cevap kagidi.

Sekil 19 de dgrenci’ 'yildizda karsilikl gelen 2 tane a¢t yildizin diger ucundaki sayiya esit
olur. Bunlarin toplami 180 bulunur. Yani iki i¢ bir dis. ’seklinde aciklama yapmustir. Sekil 18
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de ise bir baska gerekg¢eye sahip 3 6grenciden bir tanesinin cevap kagidi verilmistir. Sekil 18
gorildigil tizere “ yildizin i¢ agilar: toplami 180 derecedir ve bu yiizden iki dis ag¢i bir dis ag1
> seklinde agiklama yapmistir. Ayni ifadeyi kullanan 3 6grenciden bir tanesi drnek olarak

yukarida verilmistir.

2) “Bir yildizin ig agilan toplam: 180 derecedir™ ifadesinin gorsel ispat: asagida verilmistir.Bu ispatin
nasil yapildigim agiklayimz
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Sekil 20. Ispat1 agiklamayan ve gorsel iizerinde islem yapmamis’® Ispat edecegdi varsayimi

kabul’’ eden bir 6grencinin cevap kagidi.

Burada ispat1 yapmayan ve gorsel iizerinde islem yapmayan farkli gerekgelere sahip
ogrencilerin cevap kagitlar1 incelenmis ve her gerekge i¢in bir 6grencinin cevap kagidi ifade
edilmistir. Diger taraftan hangi gerekcenin hangi siklikla ifade edildigi de dnemlidir. Bu
nedenle ¢aligmaya katilan 6grencilerin bu gorsel ispat ile yaptig1 gerekcelendirmeler Tablo2
de verilmistir. Tablo 4 olusturulurken Tablo 3’de verilmis olan gerekgeler ayr1 ayri ele
alimastir.

Tablo 4.
Calismaya katilan 6grencilerin yapmis olduklar1 gerekgeler ile ilgili bulgular

Kategoriler f
Paralellik 12
Iki i¢ bir dis 42
Ucgenin i¢ agilar1 toplam 10
Dogru agi, 3
Gerekgeler  “ypndes acilar, 4
Z kurali 6
Ucgenin i¢ agilar1 toplami, 24
Yondes ag1, , 1
I¢ ters ac1 1
Dis agi, 1
Yildizin 6zelliginden, 1
Diger 3

Yok, (Ispat edecegi varsayimi kabul)
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Tablo4 ‘den goriildiigii gibi bu ispat i¢in en gok One siiriilen gerekgelendirme ’iki i¢ a¢inin
ol¢iisii kendisine komgu olmayan bir dis agiya esittir’’ ifadesidir. Caligmaya katilan 6grenciler
genel olarak benzer ifadeler kullanmaktadirlar ancak birbirlerinden ayrilan yonleri de vardir.
Burada en ¢ok 6grencilerin kullandigi bir diger gerekcede “licgenin i¢ agilarinin toplami” ve
daha sonra “paralellik” olmustur. Aslinda yaklasim tarzi olarak 6nce paralelligi daha sonra iki
i¢ kendisine komsu olmayan bir dis agiya esittir kuralin1 kullanmaktadirlar. Genel olarak ayni
kaniya varmaktadirlar. Cevap verip ispati agiklayamayanlarin ¢ofu aslinda ispata
yaklagmiglardir. Ancak zihinlerinde canlandirdiklarini ifadeye dokemediklerinden tam manasi
ile agiklama yapamamislardir. Zengin bir diisiince yapisi ile farkli farkli gerekgelerle aym
sonuca varmaya calismislardir. Gerekgelerin ¢ok olmasi aslinda 6grencilerin bazi bilgileri tam
hatirlayamadiklar1 ve 0Ogrendikleri yeni bilgiler ile harmanlaylp sunamadiklarindan

kaynaklanmakta oldugu diisiintilebilir.

4.2. Sayilari Toplamindan Elde Edilen Bulgular ve Yorum

12. Smif 6grencilerinin sayilarin toplamina yonelik sozsiiz ispat becerilerini incelemek icin

Sekil 21°de verilen sozsiiz ispatlar sorulmustur.
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o @@ 142434241 = 32
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1424+ m-1)+n+(m=-1)+-+2+1=n?

1+42+1=22

142+43+4+43+2+1 = 4

(Nelsen, s.83)

Sekil 21. Sayilarin toplamu ile ilgili yoneltilen s6zsiiz ispatlar

Calismaya katilan 6grencilerin 1°den ne’ye kadar olan sayilarin toplamu ile ilgili s6zsiiz ispata

yonelik vermis olduklari cevaplar Tablo 5’de 6zetlenmistir.
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Tablo 5. 1'den n’ye kadar sayilarin toplamindan elde edilen bulgular

Tema Kategoriler Ornek cevaplar f %
Cevap yok 29 433
Gauss ifade 19,4
etmemis ama onun 13
yaptig1 gibi
yapmis
Gauss
teoremi
Gauss teoremi 2 3
diye ifade etmis 2\
Pascal Pascal tiggeni scar Sagent 8 119
licgeni ]
Noktalar1 sayma o 15
Gauss $s. 1
sEgde.
Noktalar 31 .
sayma ‘
Noktalar1 sayma DA 1 15
g8sss. x
Noktalarin 1 1,5
sayisina
odaklanma L
Sekle E(:;liirrln (l?irtadan 1 15
odaklanma 3
Biitiine % 1 1,5
tamamlama
Dikdortgen 1 1,5
olusturma
Boncuklarla ifade 1 15
etme =
Oriintii Oriintiiyii ikiye bry ? 75
ayirma il ‘ 5
Terim sayisini ‘ e L
bulma KA
Oriintii 1 15
Simetri ekseni 2 3

Oriintii
Kuralla artan
diizen
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Tablo 5’den gorildigi gibi ¢alismaya katilan 67 Ogrenciden 29°u (% 43,3) soruyu
cevaplamamuistir. 13 6grenci (%19,4) Gauss teoremi ile agiklamaya calisirken 2 6grenci (%3)
ise sadece Gauss Teoremi climlesini kullanmiglardir. Katilimcilardan 8 o6grenci (%11,9)
Paskal tiggeni diye ifade ederken 1 ogrenci (%1,5) ise noktalar1 sayma ve Gauss cevabi
vermekte bir baska 6grenci ise (%1,5) sadece noktalar1 sayma islemi yaparak agiklamaya
calismistir. Sekle odaklanan 5 6grenciden (%?7,5) bir tanesi (%1,5) noktalarin sayisina
odaklanirken bir digeri (%]1,5) tiggen ortadan boliinmiis ifadesi kullanmis bir (%1,5) digeri ise
biitiine tamamlama seklinde ifade etmistir. Yine bir 6grenci (%1,5) ise dikdortgen olusturma
diye ifade ederken diger biri (%]1,5) ise boncuklarla ifade etme seklinde agiklama yapmustir.
Ayrica 8 6grenci (%11,9) oriintii olarak degerlendirmis bunlardan 5 (%7,5) tanesi Oriintiiyii
ikiye ayirip terim sayist bulmaya caligirken 1 6grenci (%1,5) sadece oriintii diye ifade etmis, 2

ogrenci (%3) ise simetri ekseni ¢izilmis kuralla artan bir 6riintii seklinde ifade etmistir.

[k kategori olan Gauss yontemi ile ispat etmeye calisan 15 Ogrenci aslinda Gauss
Teoremini ispat etmemislerdir sadece onun yaptig1 gibi alt alta toplamaya ¢alismislardir Daha
onceki deneyimlerine bakarak bu yontemle ispat edebileceklerini diisiinmiislerdir. Sekilden
bagimsiz olarak ispat yapmayzi tercih etmislerdir.1 den n ye kadar olan ve n den 1 e kadar olan
sayilarin toplamislar ve iki defa 1 den ne ye kadar olan sayilar1 topladiklari i¢in tekrar ikiye
bolmeyi ifade etmislerdir. Zihinlerinde ilk canlanan ve ispat olarak 6grendikleri ilk yontemleri
uygulama gereksinimi duymaktadirlar. Pascal liggeni diye cevap verenlerde aslinda en basta
verilen Pascal liggen tanimina benzettikleri i¢in olacagi diisiiniilebilir. Orada verilen sayilar
gibi bunlarin da toplandigini diisiinebilirler. Caligmaya katilan 6grencilerin azzimsanmayacak
bir kism1 8 6grenci bu sekilde cevap vermislerdir. Baz1 6grenciler ise noktalarin sayisina
odaklanarak nasil bir artig nasil bir 6riintii olusturdugunu bulmaya calismislardir. Belirli bir
yere kadar gelip kalmig Ogrenciler ispata  yaklasmislar ancak  devamini
tamamlayamamiglardir. Genel olarak bu soruda 6grenciler sekle odaklanmislar sekil {izerinde

islemler yaparak ispatlamaya caligsmislardir.

Burada kategorilerden biri olan kullanilan ifadelerden biri Pascal (sekil 22)
licgenidir. Pascal tiggeninde; her satirin birinci sayisi olan 1 den sonra gelen sayi, bir iist
satirin birinci ve ikinci sayilarinin toplamidir. Her satirin iglincii sayisi list satirin ikinci ve
iiclincii sayilariin toplamidir. Bu sekilde olusturulan Pascal iiggeninde her satirin son sayisi

ise yine 1’dir seklinde tanimlanmaktadir.
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20. Sekil

1 — 0. satir
(1 }— 1. satir
« 2. safir

= 3. satir

(1) (a) (6) :"4{“_- (1 )— 4. sati
AYAYAYAYS
1 6§ 10 10 5 1
Sekil 22 Paskal iicgeni
Aym zamanda 1 den n ye kadar ve n den 1 e kadar olan sayilarin toplami ile elde
edilen gauss yontemi kullanan 6grenci sayisi azimsanmayacak c¢oktur. Bu yontem asagidaki
sekilde verilmistir.
1+2+43+4+-+n

n+(n-1)+--+1)
(n+1)+(n+1)+-+ (n+1)

= n.(n + 1) olur. Burada elde edilen sonug aym toplamn iki

n(n+1)

defa yazilmasi sonucu elde edildigine gére; 1 +2 +3 +4+ -+ n = olur.

8 ogrenci ise (%11,9) sekle bakarak bir Oriintii olustugunu ifade etmekle birlikte
bazilar1 bu oriintliyli bulmaya ¢alismis bunun simetri ekseni ile boliip artan bir kural oldugunu
diistinenlerin yani sira sadece oriintii diye ifade eden 6grencilerde mevcuttur. Genel olarak
ispatlamaya ¢alisan dgrencilerin hepsinin bir 6riintiiniin varhigmi gérdiikleri ve her biri bunu
bulmak i¢in farkli yaklagimlar sergilemislerdir. Yaklasimlari, yaptiklar1 islemler her
ogrencinin zihinlerinde algiladiklar1 ya da zihinde acikladiklart bilgileri yansitmaya

caligmiglar zengin bir ¢alisma olmasina da zemin hazirlamiglardir.

Tablo 6 Toplamlardan elde edilen bulgular

f
Cevap yok 16
Esitligin tek 1
Sozel agiklama tarafina
Oriintiiniin odaklanma
kuralini Gorsel ile agiklama 10
aciklama Esitligi agiklama Gorselden bagimsiz agiklama 12
Gorselden bagimsiz agiklama 2
n kullanarak Gorsel ile agiklama 5
aciklama
Oriintii Oriintii-paskal iiggeni 3
Oriintii 3
Esitligin diger tarafi ile iliski kurma
Bir sonraki adimi ¢izme L seklinde artig 2
Simetri 11
Diger oo’a kadar gider 3

ardisik sayilarin toplam
Sekillerle formiil agiklanmis
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16 Ogrenci bu soruya yanit vermemistir. 30 Ogrenci Oriintliniin kuralin1 agiklamaya
caligmislardir. Bu 6grencilerden 23’ s6zel olarak aciklamistir. Sozel agiklayan 6grencilerden
birisi verilen esitliklerin tek tarafina odaklanmistir. Bu O6grencinin yaniti Sekil 23 te

gosterilmistir.

s e s\ AV Lady >

by

Sekil 23 Esitligin tek tarafina odaklanan 6grencinin yaniti

10 6grenci verilen esitligi gorselden hareketle agiklamistir.

TGm L.p oria {',I{ii')f” ‘)r{,‘J.O"

seloria paresiae, St

Sekil 24 Esitligi gorsel ile birlikte agiklayan 6grencilerden birsinin yaniti

Bu 06grencilerin cevaplart incelendiginde verilen goérseldeki noktalarin toplam sayist ile
paralel ve kesik kesik verilmis ¢izgiler arasinda noktalarin sayis1 arasinda iliski kurduklar1 ve
bunu agiklamaya calistiklar1 goriilmistiir. Diger taraftan gorselden bagimsiz agiklamaya
calisan Ogrenciler ise gorseller yaninda verilen esitlikleri aciklamislardir. Gorseller iizerinde

hicbir isaretleme yapmamislardir. Bu 6grencilerden birsinin yanit1 Sekil 25 te verilmistir.

’i';;\-:\\hfoz.)- @

Sekil 25 Esitligi gorselden bagimsiz agiklayan 6grencilerden birsinin yaniti

Sekil 25 den de gortldigi gibi bu 6grenciler gorsel, kesik kesik ¢izgilerden veya toplardan
bahsetmemisler yalnizca sayilarin artarak ortadaki sayiya kadar gelip sonra tekrar azalmasi
seklinde aciklamislar ve bu sayilarin toplaminin ortadaki sayinin karesine esit olduguna vurgu
yapmuglardir. Oriintiiniin kuralim1 aciklayan 6grencilerden 7°si kurali “n” ile agiklamaya
caligmiglardir. Bu 6grenciler genel durum hakkinda yorumladiklar i¢in ayri bir kategoride
degerlendirilmislerdir. Bu 7 6grenciden de 2’si gorselden bagimsiz olarak agiklarken 5’1
gorsel ile iligki kurarak agiklamistir. Gorselden bagimsiz cevap veren Ogrencilerin cevabi

Sekil 26 da verilmistir.
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Sekil 26 “n” ile gorselden bagimsiz agiklayan 6grencilerin yaniti

Sekil 26 dan da goriildigii gibi bu o6grencilerden birisi 6zel durumlardan yola c¢ikarak
herhangi bir durumda da 1’den n’ye kadar ve n’den 1 e kadar sayilarin toplami n’nin karesine
esit olacagim ifade etmistir. Ikinci 68renci ise 1°den n’ye kadar olan sayilarin toplamin1 alarak
yeni bir formiil {iretmeye c¢alismistir. Gorselden yararlanarak n igin agiklamaya calisan

ogrencilerden birsinin yanit1 sekil 27 de verilmistir.
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Sekil 27 “n” ile birlikte gorselden agiklamaya ¢aligan 6grencilerden birisinin yaniti

Sekil 27 den de goriildigi gibi bu Ogrencilerde sozel agiklayan ogrenciler gibi yanit
vermislerdir. Yalniz bu o6grenciler herhangi bir durum i¢inde muhakeme yapmuislardir. 6
ogrenci Oriintii oldugunu ifade etmistir. Bu 6grencilerden {i¢ii yalnizca oriintli derken diger ti¢
ogrenci Oriintii ile birlikte paskal {iggenini ifade etmislerdir.

Aruntd bana

> c S D 1eQrerming
qbire pOsSCe . o

2igof

Sekil 28 Oriintii ve paskal iiggeni yanitini veren dgrencilerin yaniti

2 Ogrenci Oriintii genellemesi problemlerinde oldugu gibi bir sonraki adimdaki gorseli
cizmisler ve artisa odaklanmiglardir. Bu Ogrencilerden bir tanesi L seklinde arttigini ifade

ederken diger dgrenci ise problemde verilenlerden 22, 3% 4% ve kendisinin ¢izdigi sekilden 5°
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oldugunu gordiigii i¢in ardisik sayilarin karelerinin geldigini ifade etmistir. Sekil 30 da bu

ogrencilerin yanitlart verilmistir.
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Sekil 29 Bir sonraki adimi ¢izerek agiklamaya ¢alisan 6grencilerin yaniti

Sekil 29 dan da goriildiigii gibi bir sonraki adimi ¢izerek yorum yapmislardir. Bu genellikle
oriintii genellemeleri problemlerinde sorulan bir adimdir. Ogrenciler muhtemelen bu tarzda

sorular1 hatirladiklari i¢in bu sekilde bir adim sonrasini ¢izmis olabilecegi sdylenebilir.

14 6grencinin cevabi “diger” kategorisinde degerlendirilmistir. 11 &grenci simetri oldugunu

ifade etmistir.

=

ek sauar 10re S
{i

Sekil 30 Simetri cevabi veren 6grencilerden birsinin yaniti

Simetri ifade eden Ogrenciler ya sadece simetri ya da tek sayilara gore simetri seklinde
aciklama yapmislardir. bu Ogrenciler ya gorseldeki noktalarin siralanisina veya kuralda
verilen sayilarin sirasina yonelik bu sekilde ifade ettikleri sdylenebilir.. Geriye kalan
ogrenciler ise “ardisik sayilarin toplami1”, sekillerle formiil agiklanmis”, ve “o0’a kadar gider”

yanitlarin1 vermislerdir.

4.3. Pisagor Teoreminden Elde Edilen Bulgular ve Yorum

12. Simif 6grencilerinin Pisagor teoremi ile ilgili sozsiiz ispat becerilerini incelemek i¢in

Sekil 32 de verilen sozsiiz ispatlar yoneltilmistir.
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Sekil 31 Pisagor ispatinin s6zsiiz ispatlari

Bu ispatlardan birincisi ABD'nin yirminci cumhurbagkani James Abram Garfield (1831-1881)
tarafindan yapilmistir. Matematikle oldukga ilgilenmis ve 1876'da Temsilciler Meclisi (House
of Representatives) iiyesi olarak hizmet ederken Pisagor teoreminin bu ilging bir kaniti
kesfetmistir. New England Egitim Dergisinde (New England Journal of Education )

yaymlanmistir. Ispat yamugun alan iki farkli bigimde hesaplayip birbirine esitlenerek

yapilmaktadir (Pappas, 1989).

Metot (1): yamugun alan1 = 1/2(alt taban+iist taban)(ylikseklik)

Metot (2): yamuk 3 dik liggene boliinmiis ve 3 dik ticgenin alanlar1 hesaplanir. ii¢ liggeninin

alan1 toplami ile yamugun alani birbirine esittir. Yani:

2ab+c? _a’+b*+2ab_ ,
= =a
2

dir. Pappas (1989) tarafindan verilen ispat1 asagidaki gibidir.

Construct trapezoid ABCD with ABI IDC, angles C and B right
angles, and the indicated lengths, a, band c.

Calculate the area of the trapezoid using the two methods listed

above.

area method (1) = areamethed (2)

| 1/2(a+b)(a+b) =1/2(ab)+1/2(ab)+1/2(c )
(a+b) (a+b) = ab+ab+c?
=2ab+c?

=2

a2 +2ab+ b2

QED a2 + b2

(Pappas, 1989,s.201).

Sekil 32 Pappas (1989) tarafindan verilen ispat

Caligmaya katilan 6grencilerin bu ispata verdikleri cevaplar Tablo 7 de 6zetlenmistir
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Tablo 7 Garfield’in Pisagor teoreminin ispatindan elde edilen bulgular

Ornek cevap f %
Bos 12
Sgl\(/ ap Agiklama yok 12
g \
'Il _— A
Yamugun alani, T R 21
ticgenlerin /
alanlar1 toplamina ‘ /
esit ile ispat b
Dogru 1 \\\\\
cevap '
9)Asagida verilen Pisagor teoreminin ispatmin nasil oldugunu anlatiniz 11
Agiklama var {:iw -
ispat yok

Diger 7 11

erin OF 10k Eenarlari &

Tablo 7’den goriildiigii gibi c¢alismaya katilan 24 Ogrenci cevap vermemistir. Bu
ogrencilerden 12’si hicbir karalama yapmazken 12 6grenci ise soruda verilenleri yazmistir. 32
ogrenci ise alanlardan yola ¢ikarak “yamugun alanimin dik iiggenlerin alanalarinin toplamina
esit” olacagindan yola ¢ikmislardir. Bu 6grencilerden 22’1 ispati agiklarken 116grenci ise
sadece “alanlar esitlenmis” seklinde ifade etmislerdir. Soruda yapacaklari islem adimlar
verildigi i¢cin yazmadiklar1 kabul edilerek bu 6grencilerinde cevaplar1 dogru cevap olarak
almmuastir. 12 6grencinin verdigi cevaplar ise diger kategorisi altina alinmistir. Bu 6grencilerin

cevaplarinda pisagor teoreminin ispati yerine pisagor teoreminin uygulanmasi vardir.
Pisagor teoremine yonelik sorulan ikinci soru 12.yy da Bhaskara tarafindan yapilan

sOzsiiz ispattir. Caligmaya katilan Ogrencilerin bu ispata verdikleri cevaplar Tablo8’de

Ozetlenmistir
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Tablo 8. Bhaskara’in pisagor teoreminin ispatindan elde edilen bulgular

Kategori Ornek cevap f %
Cevap yok 31 46,3
10)Asagida verilen Pisagor teoremi ispatinifi nasil yapildigini yaziniz 5 7!5
a/*— b
Alan SR, P
/ 5 4 F’mi/f i
ey LN
10)Asagida verilen Pisagor teoremi ispatinin nasil yapildigini yaziniz 3 4,5
Origami om0
4 *1 b [m“z
y & o/ Y
\(4‘_; 0>"0\|
10)Asagida verilen Pisagor teoremi ispatmin nasil yaprldiim yazaimiz. 1 1;5
. . a > b .
Ozdeslik e 5 dadeslic galloniimigd
Pisagor 5 75
teoremini o\ a
| g
kullanma D
HISkl kuramama 10)Asagida verilen Pisagor teoremi ispatinim nasil yapuldigmt yaziniz 23 34,3
¢« ) B
SN/ N
Diger 10)Asaida verilen Pisagor teoremi ispatimin nasil yapildigini yaziniz 2 3

B b

fe— F',.f
/| 1 N |

10)Asagida verilen Pisagor teoremi ispatinn nasil yapildigin yaziniz

Tablo 8’den goriildiigii gibi ¢alismayan katilan 67 6grenciden 31’1 (%46,3) bu soruyu
yanitlayamamistir. Alanlardan yola ¢ikarak gostermeye ¢alisan 6grenci sayisi 5 (%7,5) dir. Bu
ogrenciler birinci ve ikinci karenin alanlarini ayr1 ayri toplayarak alan korunumundan ayni
kalacag1 prensibinden yola ¢ikarak yapmislardir. Yani karenin i¢inde bulunan iiggenlerin

alanlarimi bulup toplamis ve ilk karenin alanina esitleyerek ispat1 agiklamaya c¢alismislardir. 3
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ogrenci (%4,5) sekli katlayarak kare yapildigini yani origamiden bahsetmislerdir. Origami ile

ispatlar yapilirken verilen gorsellere benzettikleri soylenebilir.

Ogrenciler uygulama oncesinde Pisagor teoremi ile bir yasantiyr hatirlayarak ve gorseli de
oradakine benzeterek cevap vermis olduklar1 sdylenebilir. Yani sekli katlayarak kare yapma
seklinde ifade eden O6grenciler karenin kenarlarini igeri dogru katlayarak hepsi i¢in hipoteniis
uzunlugunu icerdeki karenin bir kenar1 oldugunu ifade etmislerdir. “Ozdeslikleri kullanma”
seklinde agiklama yapan 1 6grenci (%1,5) bulunmaktadir. Bu 6grencinin kareli ifadeleri
0zdesliklere benzetmis oldugu veya (a+b)2 ifadesi acgiklamaya calismis oldugu sdylenebilir
ancak devamini yapmadigi i¢in tam olarak ne demek istedigi ortaya koyamamistir. Ayrica
katilimcilardan 5 tanesi (% 7,5) Pisagor teoremi kullanarak ispati yapmaya ¢alismiglardir. Bu
ogrenciler ispatlamaya calisacaklar1 ifadeyi kullandiklar1 sdylenebilir. 23 6grenci (%34,3) ise
gorsel ile Pisagor teoremi arasinda iliski kuramamislardir. Bu 6grenciler gorselin yanina
a’+b?=c? seklinde Pisagor teoremini yazmuslardir. Dolaysiyla kavramsal bilgi olarak
bildikleri soylenebilir. Bu bulgu teoremi bilmelerine ragmen sekil ile nasil agiklayacaklarini
anlamlandiramamuslardir ya da gordiikleri genelde dik kenarlar {izerine yerlestirilmis Pisagor

teoreminin gorseli oldugu icin onunla agiklamaya ¢abalamislardir seklinde yorumlanmistir. 2

ogrenci (%3) ise bu kategorilerin disinda kalmis herhangi bir agiklama yapamamuslardir.
4.4. Ozdeslikler ile Tlgili Sozsiiz Ispatlardan Elde Edilen Bulgular ve Yorum

12. Smif 6grencilerinin 6zdeslikler ile ilgili s6zsiiz ispat becerilerini incelemek i¢in Sekil

33 de verilen sozsiiz ispatlar yoneltilmistir.

Liax = (x+a/20-@/2P @+bP+@-bR = 2@+ 1)

T b a-b : aF b

Sekil 33. Ozdeslikler ile ilgili sdzsiiz ispatlar

Calismaya katilan 6grencilerin Sekil 33°de verilen sdzsiiz ispatlara vermis olduklar1 cevaplar

sirasiyla Tablo 9 ve Tablo10 6zetlenmistir. Sekil 33a’da verilen sozsiiz ispat x2+ax=(x+§)2 —
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(%)2 ozdesligi ile ilgilidir. Ogrencilerin bu ispatta bir saymin karesi ile karenin alan1 arasinda

iliski kurmalar1 ve Sekil 34°de verilen ispat adimlarini takip etmeleri beklenmektedir.

1
i

= - N
4y2 A2
L I
2

Sekil 34. X2+ax=(x+§)2 —(%)2 0zdesligi ile ilgili s6zsiiz ispat adimlari

Bu s6zsliz ispattan elde edilen bulgular Tablo 9°da 6zetlenmistir.

Tablo 9. Ozdeslikle ilgili birinci sdzsiiz ispattan elde edilen bulgular

ispat
Var/yok

Ispat yok

3 21

Gerekgelendirme kategorisi
Cevap yok Bos
Bilmiyorum
Gorselde kenar uzunluklarini isimlendirme
Alan
Iki kare farki

Alan-iki kare farki

Siz yapmigsiniz

Modelleme

Sekillerle denklemi agiklamig

Kare ve dikdortgenin yer degistirmesi

Ispat var

Ispati gorsel ile agiklama

4

Gorselden bagimsiz ispat

1
1
7
4
2
1 15
1
1
1
5
2
7

31

Tablo 9’dan goriiliigli calismaya katilan 21 6grenci (%31,3) “cevap yok” kategorisi altinda

cevap vermislerdir. Bu ogrencilerden 12 tanesi kagidinda higbir karalama yapmazken bir

ogrenci bilmiyorum seklinde yazmustir. 7 6grenci ise Sekil 35°deki gibi gorseller {izerinde

kare ve dikdortgenlerin kenarlarini isimlendirme yapmuslardir.

Sekil 35. Kenarlar1 isimlendirilen 6grencilerden birisinin cevabi
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Bu 6grenciler isimlendirmeden farkli bir sey yapmadiklari i¢in cevap yok kategorisi altinda
degerlendirilmistir. Ispati yapmayan 4 ogrenci yalmzca “alan, alan kullanilmis, alandan
yapilmis” seklinde yazmuslardir. Fakat bu dgrencilerin cevaplarinda alan ile x* arasinda iliski

kurdugu i¢in mi bu sekilde cevap verdigi hakkinda bir bilgi bulunmamaktadir.

e a2 aa, . — .
3)"x rax=(x+ 3)'- (3)ifadesinin gorsel ispatt asafrda verilmistir. Bu ispatin nasil yapildigini 3y rax=(x+ - (4 ifadesinin gorsel ispati asagida verilmistir. Bu ispatin nasil yapildigim

agiklayiniz agiklayiniz

: P
Poar e oa/ V- 00

D . D ' EIE Alor kullorrlms - g . E!e

Sekil 36. Alan kategorisinde cevap veren 0grencilerin cevaplarindan 6rnekler

Alan cevabi veren 6grencilerin cevaplarina benzer olarak 2 6grenci “iki kare farki”, 1 6grenci
“Alan-Iki kare farkr” 1 dgrenci “Modelleme” 1 6grenci de “Siz yapmissimiz” 1 6grenci de
“Sekillerle denklemi agiklamis *“ seklinde yazmistir. Bu 10 6grencide bu climlelerin disinda ne
gorseller tlizerinde karalama yapmislar ne de farkli bir sey ifade etmislerdir. “Kare ve
dikdortgenin yer degistirmesi” kategorisindeki 5 6grenci ise Sekil 37 de verildigi gibi kare ve
dikdortgenlerin yer degistirmesi ve yeni sekil elde edilmesine vurgu yapmiglardir fakat ispatin

nasil oldugu ile ilgili bir agiklama yapmamislardir.

Sekil 37. “Kare ve dikdortgenin yer degistirmesi” kategorisindeki 6grencilerin cevaplari

Yoneltilen soruda nasil ispat edildigini agiklayiniz seklinde ifade edildiginden bu 6grencilerin
cevaplari ispat yok olarak degerlendirilmistir. Buna karsilik olarak ¢alismaya katilan 31

Ogrencinin cevabi ispat var olarak degerlendirilmistir. Bu 6grencilerden yalnizca 23’1 verilen

gorsel tizerinde karalamalar yapmistir. Bu karamalar ise kenar uzunluklarin1 x veya % veya

43



2
alanlart x* , (5)" S x veya ax yazma seklindedir. Bu 6grenciler Sekil 38°de drnekleri verildigi

gibi gorseldeki her bir esitlikte alanlarin ayn1 olmasindan yola ¢ikarak 6zdesligin nasil elde

edildigini agiklamiglardir.

.‘ a2 @2, . . .
3)"x tax=(x+ =)'~ () “'ifadesinin gdrsel ispat: asagida verilmistir. Bu ispatin nasil yapildigini
agiklayiniz

Poax o o/ B - @D

Sekil 38. Ispat1 yapan 6grencilerin cevaplarindan drnekler

Ispatin nasil oldugunu aciklama yaparken de 1. gorselde bir kenar1 x olan bir kare ile bir
kenar1 x diger kenar1 a olan dikdortgenin alanlart ayr1 ayr1 bulunup toplanmistir. 2. gorselde
ise dikdortgenin a birim olan kisa kenar1 ikiye bdliiniip ayr1 ayri alanlari bulunup toplanmastir.
3. gorselde ise bir kenar1 x birim olan kare ile bir kenar1 x diger kenar1 a/2 olan iki tane
dikdortgen birlestirilip yeni seklin alan1 bulunurken bir kenar1 a/2 olan kii¢lik karenin alam
cikarilmistir. En son olarak ii¢ bulunan alan esitlendiginde yukaridaki 6zdeslik elde edilmistir

seklinde ifade etmislerdir.

Ozdegslikler ile ikinci sdzsiiz ispatta kenar uzunluklar1 a+b ve a-b olan karelerden yola
cikilarak elde edilmektedir. Yine bir oncekinde oldugu gibi 6grencilerin alan kavrami ile

iliskilendirmeleri beklenmektedir.

ER

+ :

3

O a-b b

o« Elie

o

Sekil 39, @tV @-W=20EB 4 qedlisi ile ilgili sozsiiz ispat adimlart

Bu s6zsiiz ispattan elde edilen bulgular Tablo10 ‘da 6zetlenmistir.
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Tablo 10. Ozdeslikle ilgili ikinci sozsiiz ispattan elde edilen bulgular

Ispat Gerekgelendirme kategorisi  f %
Var/yok
Cevap yok 32 47,8
Ispat Var Alan ile agiklama 4

Ispat yolunu ifade etme 2 11

Ozdesligi agma 5

Alan 1

Kare agilimu, ki kare farki 10 15
Ispat Yok Sekillerin alanlar 4

Alan ifade etme

Diger 12 12

Tablo10’ dan goriildiigii gibi ¢aligmaya katilan 32 6grenci (%47,8) bu soruya yanit vermemistir.

Ispat1 alan ile agiklayan 4 birisi Sekil 40a’daki gibi adim adim yazmustir. Diger 3 dgrenci ise Sekil
40b’deki gibi agiklama yapmadan her bir seklin alanini1 gorsel {izerinde yazarak 6zdesligin nasil elde

edildigini gostermistir.

Sekil 40. Ispat1 alan ile agiklayan 6grencilerin cevaplarindan drnekler

2 6grenci ise Sekil 41 a’daki gibi ispat1 yapmamig olmasina ragmen ispatin nasil yapilabilecegini ifade
etmistir. Bu 6grencilerin cevaplar1 da ispat var kategorisi altinda degerlendirilmistir. 5 6grenci Sekil
41b’ de gosterildigi gibi gorselden bagimsiz bir sekilde verilen 6zdeslikteki her bir ifadenin

acilimlarini1 yaparak her iki ifadenin birbirine esit oldugunu gostermistir.
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Sekil 41. ispat1 yapan dgrencilerin cevaplarindan 6rnekler

1 ogrenci sadece “alan” ve 10 ogrenci de sadece “kare acgilimi” veya “iki kare farki”
yazmiglardir ve hicbiri gorsel lizerinde de karalama yapmamuistir. 12 6grencinin cevabi diger

kategorisi altina alinmustir.

w Yard -
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Sekil 42. “Diger” kategorisindeki 6grencilerin cevaplarindan 6rnekler

Sekil 41°den goriildiigii gibi bu 6grenciler gorseldeki sekillere, sekillerin yer degistirmesine

odaklanmislardir.
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BOLUM 47

TARTISMA VE SONUC

5.1.Tartisma ve sonuc¢

12. sinif d6grencilerinin “yildizin i¢ agilar1 toplam1” sorusundaki sozsiiz ispat becerileri
incelenirken ilk olarak ispati yapan ve yapmayan Ogrenciler ikinci olarak gorsel ilizerinde
herhangi bir ¢izim, karalama yapan 6grenciler iigiincii olarak da ispat, dogrulama yaparken
sunduklar1 gerekgeler ele alinmigtir. Calismaya katilan 67 6grenciden 17 si ispat yaparken
42’si ispatt yapamamustir. 8 dgrenci ise soruyu hi¢ yanitlamamistir. Gortldiigii gibi ispati
yapan Ogrenci sayisi olduk¢a azdir. Diger taraftan ispati yapan 17 6grenciden 14’1, verilen
gorsel iizerinde isaretlemeler yaparken 3 ogrenci higbir isaretleme yapmamustir. Ispat
yapmayan 42 Ogrenciden yalnizca 3’1 verilen gorsel lizerinde isaretlemeler yaparken 39’u
hicbir isaretleme yapmamistir. Calismaya katilan Ggrencilerden ispati yapan 6grencilerin
cogunlugu gorseli kullandiklari, ispati yapamayan 6grencilerin gorselden faydalanmadiklari
bu nedenle de ispat1 yapamadiklar1 sdylenebilir. En ¢cok one siiriilen gerekgeler *’iki i¢ aginin
olciisii kendisine komsu olmayan bir dis agiya esittir’’( 42 ogrenci) , “licgenin i¢ agilarinin
toplami” (24 Sgrenci) ve daha sonra “paralellik” (12 6grenci) olmustur. Ispat1 yapan ve
yapmayan Ogrencilerin aym gerekgeleri sunduklar1 goriilmektedir. Bu bulgu gerekli
matematiksel bilgiye sahip olmalarina ragmen ispat1 yapamadiklar1 seklinde yorumlanmustir.
Healy ve Hoyles (2000) ispatlama siirecinin karmagik bir siire¢ oldugunu ve bu siiregte
varsayimlar1  belirleyebilme, verilen 0Ozelliklerin, iligskilerin uygun bicimde segilip
kullanilabilmesi ve mantiksal argiimanlar belirlemek gibi bir dizi 6grenci yeterliginin olmasi
gerektigini ifade etmektedir. Ayrica bu bulgu, Healy ve Hoyles (2000) ve Oztiirk (2016)
caligmalarindaki, ogrenciler gecerli ispat yapamasalar dahi, kabul edilebilir gerekge veya
argliman Uretmis olmalari, ispata baslangi¢ niteliginde muhakeme anlayisina sahip
olmalarmin olumlu olarak goriildiigii bulgusuyla ortiismektedir. Diger taraftan Moore (1994)
ogrenciler igin li¢ ana zorluk kaynag tespit etmistir. Bunlar kavramsal anlayig, matematiksel
dil ve gosterim ve bir ispat yapmaya baslamaktir. Kavramsal bilgiye sahip olmalarina ragmen

ispata baglayamamis olmalari ifade edilebilir.

Sayilarin toplama ile ilgili s6zsiiz ispat ilk s6zsiiz ispatta ¢alismaya katilan 6grencilerin

67 ogrenciden 29’u soruyu cevaplamamistir. Cevap veren Ogrenciler ise ispat yaparken
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verilen gorseli kullanmak yerine Gauss’un yaptig1 kisa yoldan yapildigini ifade etmislerdir.
Bu o6grencilerin  gorseli dikkate almadiklar1 onceki Ogrenmelerinden yola ¢ikarak
cevapladiklar1 sOylenebilir. Geriye kalan Ogrenciler ise verilen gorseldeki noktalara
odaklanmiglardir. Bu tiirlii ispatlarda Ogrencilerin tek durumdan yola c¢ikarak genelleme
yapmalar1 beklenmektedir. Genelleme becerisine sahip olmayan ya da daha 6ncesinde boyle
deneyimi olmayan Ogrenciler igin zorlayici bir ispat olmaktadir. Demircioglu ve Polat (2016)
bu durumu tlimevarimsal diisiinmede yeterli olmamaya baglamamaya baglarken, Doruk (2016)
tiimevarimsal gerekce tipine sahip bireylerin matematiksel ifadelere birka¢ durum ya da 6rnek ile
ikna olabileceklerini ve bu gerekge tipine sahip bireylerin, ¢ogunlukla sonug¢ genellemesi
yaptiklarini; halbuki tlimevarimsal ispat yapabilmek i¢in, siirecin diizenliligine yogunlasan siire¢
ornek genellemesi yapmalar1 gerektigini belirtmektedir. Ogrencilerin sozsiiz ispatlarla daha sik
karsilagsmasi, Oriintiileri gormede ifade etmede, varsayim tliretmede hatta cebirsel ifadeye gegis

yapabilmede kolaylik saglayabilir.

Pisagor teoremi ile ilgili sozsiiz ispat becerileri incelenirken Garfield ve Bhaskara
tarafindan verilen sOzsiiz ispatlar kullanilmistir. Calismaya katilan 24 o6grenci cevap
vermemistir. Dogru cevap veren 23 ogrenci vardir. Bu Ogrencilerden yalnizca 21’1 ipati
yaparken 11 Ogrenci yalnizca nasil yapildigimi agiklamistir. Bhaskara’in Pisagor teoreminin
ispatinda ise c¢alismayan katilan 67 68renciden 31’1 bu soruyu yanitlayamamistir. Alanlardan
yola ¢ikarak gostermeye calisan dgrenci sayist 5 dir. Bu 6grenciler birinci ve ikinci karenin
alanlarin1 ayr1 ayn toplayarak alan korunumundan aymi kalacagi prensibinden yola ¢ikarak
yapmuglardir. Yani karenin i¢inde bulunan tiggenlerin alanlarini bulup toplamis ve ilk karenin
alanina esitleyerek ispat1 agiklamaya calismislardir. 3 6grenci sekli katlayarak kare yapildigini
yani origamiden bahsetmislerdir. Origami ile ispatlar yapilirken verilen gorsellere
benzettikleri sdylenebilir. Demircioglu ve Polat (2016) Ogretmen adaylariyla yaptiklar
caligmasinda, Pisagor teoremi gibi asina olduklar1 sozsiiz ispatlarda zorlanmadiklari
belirtilmistir. Her iki ispatta da alanlarin korunumu kavrami kullanilmaktadir. Her iki s6zsiiz
ispatta da oOgrenciler origami, Gauss gibi onceden Ogrendikleri ispat yontemlerini ifade
etmektedirler. Dolayisiyla 6grenciler alternatif ispat yontemlerinin hatirlanmasi daha kolay
olmaktadir. Bu anlamda bu tiirlii alternatif yollarin kullanilmasi bunun i¢inde 6gretmenlerin

de farkli ispat yontemleri hakkinda bilgi sahibi olmalar1 gerektigi soylenebilir.

Ozdeslikler ile ilgili s6zsiiz ispatlarda ilk soru icin ¢aligmaya katilan 21 6grenci cevap

vermemistir. Bu 6grencilerden 12 tanesi kagidinda higbir karalama yapmazken 7 6grenci ise

48



gorseller iizerinde kare ve dikdortgenlerin kenarlarini isimlendirme yapmislardir. Bu
ogrenciler isimlendirmeden farkli bir sey yapmadiklari i¢in cevap yok kategorisi altinda
degerlendirilmistir. Ispati yapmayan 4 &grenci yalmizca “alan, alan kullanilmis, alandan
yapilmig” seklinde yazmislardir. Fakat bu 6grencilerin cevaplarinda alan ile x” arasinda iligki
kurdugu i¢in mi bu sekilde cevap verdigi hakkinda bir bilgi bulunmamaktadir. Alan cevabi
veren dgrencilerin cevaplarina benzer olarak 2 dgrenci “iki kare farki”, 1 6grenci “Alan-Iki
kare farki” 1 6grenci “Modelleme” 1 6grenci de “Siz yapmissiniz” 1 6grenci de “Sekillerle
denklemi a¢iklamis  seklinde yazmustir. Bu 10 6grencide bu ciimlelerin disinda ne gorseller
iizerinde karalama yapmislar ne de farkli bir sey ifade etmislerdir. “Kare ve dikdortgenin yer
degistirmesi” kategorisindeki 5 6grenci ise kare ve dikdortgenlerin yer degistirmesi ve yeni
sekil elde edilmesine vurgu yapmislardir fakat ispatin nasil oldugu ile ilgili bir agiklama
yapmamislardir. Yoneltilen soruda nasil ispat edildigini agiklaymiz seklinde ifade
edildiginden bu 6grencilerin cevaplart ispat yok olarak degerlendirilmistir. Buna karsilik
olarak c¢aligmaya katilan 31 &grencinin cevabi ispat var olarak degerlendirilmistir. Bu

ogrencilerden yalnizca 23’ verilen gorsel lizerinde karalamalar yapmistir. Bu karamalar ise

2
kenar uzunluklarini x veya < veya alanlar x° , %) 2x veya ax yazma seklindedir. Bu
ya —.vey By - y y

ogrenciler gorseldeki her bir esitlikte alanlarin ayni olmasindan yola ¢ikarak 6zdesligin nasil
elde edildigini agiklamislardir. Ikinci soruda ise ¢alismaya katilan 32 6grenci bu soruya yanit
vermemistir. Ispat1 alan ile agiklayan 4 dgrenciden birisi ispat1 adim adim yazmustir. Diger 3
ogrenci ise aciklama yapmadan her bir seklin alanini gorsel iizerinde yazarak 6zdesligin nasil
elde edildigini gdstermistir. 2 dgrenci ise ispati yapmamis olmasina ragmen ispatin nasil
yapilabilecegini ifade etmistir. Bu 6grencilerin cevaplari da ispat var kategorisi altinda
degerlendirilmistir. 5 68renci gorselden bagimsiz bir sekilde verilen 6zdeslikteki her bir
ifadenin agilimlarin1 yaparak her iki ifadenin birbirine esit oldugunu gostermistir. 1 6grenci
sadece “alan” ve 10 6grenci de sadece “kare acilimi” veya “iki kare farki” yazmglardir ve
higbiri gorsel lizerinde de karalama yapmamistir. 12 68rencinin cevabi diger kategorisi altina
almmistir. Bu 6g8renciler gorseldeki sekillere, sekillerin yer degistirmesine odaklanmiglardir.
Koylahisar (2012) ifade ettigi gibi kenar uzunlugu ile alan arasi iliskinin kavranabilmesi i¢in
oncelikle alan korunumunun kavranmis olmasi gerekmektedir ve bir¢ok calisma (Kamii&
Kysh, 2006; Emekli, 2001; Sisman &Aksu, 2009 ) alan korunumu gelisiminde 7. ve 8. Smif

ogrencilerin hala sorun yasadigini1 gostermektedir.
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5.2. Oneriler

Bu c¢alismada oOgrencilerin herhangi bir sOzsiiz ispat1 kendilerinin olusturmasi
beklenmemistir.Yani sekilleri kendileri olusturmamis verilen gorsel ile ifadenin nasil
ispatlandigin1 ifade etmesi beklenmistir. Fakat ileriki aragtirmalar i¢in Ogrencilerin
yaptiklar1 sozsiiz ispatlar incelenebilir.Kendilerinin olusturdugu gorseller ile ispat
yapmalar1 beklenebilir.

Ispat becerisi, akademik basari, kavramsal bilgi gibi degiskenlerle sozsiiz ispat
becerisi arasindaki iliskilerin incelendigi ¢alismalar yapilabilir.

Ileride yapilacak calismalarda farkli konulardaki s6zsiiz ispatlar alinarak 6grencilerin
muhakeme ve akil yiirlitme siire¢leri incelenebilir.

Ortadgretim Matematik Dersi Ogretim Programinda gorsellestirme yaklagimimin
kullanildigr etkinlikler iceren 6rnek ders planlarina yer verilebilir.

Origami ve soOzsiiz ispatlar Ogretim programlarinda se¢meli ders olarak

verilebilir.Boylelikle 6grencilerin yaraticiliklarinin gelistirilmesi de saglanabilir.
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