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OZET

p-SEL TAMSAYILARIN GROMOV-HAUSDORFF LiIMITI

Gokee OZKAYA
Matematik Anabilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Aralik 2019

Danisman: Doc.Dr. Yunus OZDEMIR

1897 yilinda Kurt Hensel tarafindan tanimlanmig olan p-sel sayilar hala oldukca
gizemli ve detaylica incelenmesi gereken cebirsel yapilar olarak oniimiizde durmak-
tadir. Bir p asal sayisi icin, Q, p-sel sayilar kiimesi p-mutlak deger normuna gore
rasyonel sayilarin tamlanigi olarak ifade edebilir. Ayrica p-sel tamsayilar kiimesi Z,
de kisaca Q, icindeki birim disk olarak ifade edilebilir.

Ote yandan, farkl iki (kompakt) metrik uzay verildiginde bu uzaylar arasinda bir
uzaklik tanimlama ¢abasinin en kiymetli sonucu olarak Gromov-Hausdorff uzaklig
da metrik geometrinin en 6nemli araclarindan biridir. Iki metrik uzay arasmdaki
Gromov-Hausdorff uzakligi, bu iki metrik uzayin (ayni metrik uzaya) izometrik
olarak gomiilebildigi miimkiin biitiin metrik uzaylardaki (Hausdorff metrigine gore)
uzakliklarinin infimumu olarak tanimlanabilir.

Bu tez calismasinda, her biri kompakt olan p-sel tamsayilar kiimeleri Z,’ lerin
belirledigi dizinin Gromov-Hausdorff anlaminda bir metrik uzaya yakinsayip yakin-
sayamayacagl problemi ele alinmigtir. Var olan tanim ile p-sel tam sayilar dizisinin
bir metrik uzaya yakinsayamayacagi gosterilmistir. Noktali metrik uzaylarin yakin-
samasi kavramindan esinlenerek, bu tiirden metrik uzaylarin yakinsakligi i¢in an-
lamli oldugu diisiiniilen, yeni bir yakinsama tanimi verilmisg ve bu tanim ile p-sel tam
sayilar dizisin ayrik metrik ile donatilmig olan negatif olmayan tamsayilar kiimesine

yakinsadig1 gosterilmistir.

Anahtar Sozciikler: Gromov-Hausdorff uzakhigi, Mutlak deger fonksiyonu, p-sel

sayilar, p-sel tamsayilar, Ostrowski Teoremi.
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ABSTRACT

GROMOV-HAUSDORFF LIMIT OF THE p-ADIC INTEGERS

Gokee OZKAYA
Department of Mathematics

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, December 2019
Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Yunus OZDEMIR

The p-adic numbers described by Kurt Hensel in 1897 are still quite mysterious
algebraic structures that need to be studied in detail. For a prime number p, p-adic
numbers @, can be obtained as the completion of rational numbers according to the
p-absolute value norm. In addition, p-adic integers Z, can be briefly expressed as
the unit disk in Q,,.

On the other hand, Gromov-Hausdorff distance is one of the most important
tools in the field of metric geometry to measure the distance between two differ-
ent (compact) metric spaces. The Gromov-Hausdorff distance between two metric
spaces can be defined as the infimum of the Hausdorff distances between possible
isometric embeddings of them into a third metric space.

In this work, it is studied with the problem of whether the sequence of compact
sets Z, converges to a metric space in the sense of Gromov-Hausdorff. In the sense
of classical Gromov-Housdorff convergence, it is shown that p-adic integers cannot
converge to a metric space. Inspired by notion of the convergence of a sequence of
pointed metric spaces, a new convergence definition, which is considered to be more
significant for the convergence of such metric spaces, is given and shown that the
sequence of p-adic integers converges to a set of non-negative integers equipped with

discrete metric.

Keywords: Gromov-Hausdorff distance, Absolute value function, p-adic numbers,

p-adic integers, Ostrowski Theorem.
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Bu tezin bana ait, 6zgiin bir ¢aligma oldugunu; ¢alismamin hazirlik, veri toplama,
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bir zamanda, ¢aligmamla ilgili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi
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1. p-SEL SAYILAR

p-sel sayilar 1897 yilin Alman matematik¢i Kurt Hensel tarafindan tanimlan-
mugtir ([4]). p-sel sayilar matematigin farkli alanlarindaki problemlerin sayilar
teorisine aktarilmasi konusunda bir arag olarak kullanmilmaktadir. p-sel sayilar ile
ilgili detayli bilgi igin bkz. [5], [6], [3], [7], [9]-

Bu ¢alismada temel olarak p-asal sayilari i¢in, p-sel tamsayilar kiimelerinin olus-
turdugu Z,’lerin belirledigi dizinin Gromov-Hausdorff anlaminda bir metrik uzaya
yakinsayip yakinsayamayacagi incelenmistir. Bu baglamda, bu béliimde genel olarak
p-sel mutlak deger (norm), p-sel sayilar ve p-sel tamsayilar tanitilip, bu teorideki en
onemli teoremlerden biri olan Ostrowski Teoremine yer verilmigtir.

Ik olarak mutlak deger fonksiyonu ve p-sel norm kavramlar: ele alimacaktir. Bu
kavramlar yardimiyla, rasyonel sayilar iizerinde taniml biitiin (agikar olmayan) mut-
lak deger fonksiyonlarinin bilinen standart mutlak deger veya tek bir p asal sayisi
igin p-sel mutlak deger fonksiyonuna denk oldugunu soyleyen Ostrowski Teoremi
ifade ve ispat edilmistir. Sonraki alt boliimlerde ise p-sel sayilar ayrintili olarak

incelenecektir.

1.1. p-sel Norm ve Ostrowski Teoremi
1.1.1. Mutlak degerler ve p-sel norm

Tanim 1.1. (F,+, ) bir cisim olmak iizere,
F tizerine bir mutlak deger |.| : FF — RT U {0} ;

M1) Vz € F igin, || > 0 ve || =0 < = = 0p

M2) Vz,y € F igin, |z - y| = |z||y|

M3) Va,y € F icin, |z + y| < |z| + |y]

kogullarini saglayan pozitif tanimhi bir fonksiyondur.

Tanim 1.2. Vz € F igin,

0, =0 F
|z =
1, xT 75 0 F
ile F' {izerine tanimh mutlak degere, agikar mutlak deger denir.

Tanim 1.3 (p-sel degerlendirme fonksiyonu). = € Q,



Tr =

a T‘a/ / / / / / /
g:pya (l,bEZ, b#oa (aab)zlv p|a

olmak tizere,

ord,: Q — ZU{oo}

r — ordy(x)=r

ve = 0 i¢in ord,(0) = oo ile genisletilen Q iizerine tanmimli ord, fonksiyonuna p-sel

degerlendirme denir.
Ornek 1.4. p =3, p =5 ve p = 7 icin baz1 rasyonel sayilara bakalhm:
e ord;(35) =1

e ord;(35) =1
—1
e ords (2) =0

Uyar1 1.5. p-sel degerlendirmenin sagladigi bazi 6zellikler sunlardir:

Va,y € Q icin

o ord,(zy) = ordy(x) + ord,(y)

e ord,(z +y) > min{ord,(z), ord,(y)}
seklindedir.

Tanim 1.6 (p-sel mutlak deger).

[p: Q@ — RTU{0}
0, z=0

1 ordp(x)
7
p

seklinde tamiml |.|, mutlak degeri Q {izerine bir mutlak degerdir ve |.|, mutlak

T

degerine p-sel mutlak deger denir.

Simdi |.|, 'nin mutlak deger olma kosullarini sagladigini gorelim:

e Tanmim geregi Vo € Q igin |z|, > 0 ve x = 0 < |z], = 0 seklindedir. Boylece
M1 saglanir.



. 1\ @) A\ o)
o Vz,y € Q icin |z|, = <5> ve |yl, = (5>

B 1 ordy(zy) B 1
lzyly = D ~ porda(ay)

1
pordp (z)+ordy(y)

1
pordp (:v)pordp (y)

1 1
porda(@) pordy(y)

= |zlplyl,
esitligi gecerlidir. Boylece M2 saglanir.
e Vz,y € Qigin b # 0 # d olmak iizere, x = % ve y = cd olsun. Bu durumda

ad + be
YT g

elde edilir.

ad + be
ord,(x +y) = ord, (T)
= ordy(ad + bc) — ord,(bd)

= ordy(ad + bc) — ordy(b) — ord,(d)

A%

min {ord,(ad), ord,(bc)} — ord,(b) — ord,(d)

= min {ord,(a) + ord,(d), ord,(b) + ordy,(c)} — ord,(b) — ord,(d)

= min {ord,(a) — ord,(b), ord,(c) — ord,(d)}

= min{ord,(z),ord,(y)}



seklindedir. Buradan

1 ordy(z+y)
o o= (5) = prote
p

< max {pfordp(x)’pfordp(y)}

= max{|x|p> |y|p} (1..1)

elde edilir. Dolayisiyla
[z +ylp < lzlp + ylp

esitsizligi gecerlidir. Boylece M3 saglanir.
Ornek 1.7. p=2,p=3vep="7i¢gin baz rasyonel sayilara bakalim:

1
o |4, = 1 |4]s =1,]4]7 =1

o | —25)p=1,|—25|3=1,|—25|;=1

Uyar1 1.8. Esitsizlik (1..1) 'den |.|, mutlak degerinin giiclii tiggen esitsizligini sagladig:

goriiliir.

Tanim 1.9. (F|.|) mutlak degerli cismi verilsin. Va,y € F igin
|+ y| < max {[x], [y[}

giliclii tiggen esitsizligi saglaniyorsa |.| mutlak degerine Arsimetsel olmayan (Non-
Archimedean) mutlak deger denir. Eger giiglii tiggen esitsizligi saglanmiyorsa

|.| mutlak degeri Arsimetsel (Archimedean) mutlak degerdir, denir.
Sonug 1.10. Q dzerine tanimle |.|, mutlak degeri Arsimetsel olmayan mutlak degerdir.

Uyar1 1.11.
l.l: R — RTU{0}

x, x>0
r
—, r <0

4



olarak R {izerine taniml |.| standart mutlak degerini Q tizerine kisitlayalim ve yeni

mutlak degeri |.|o ile gosterelim. Bu durumda

[o: Q@ — RYU{0}

x, x>0
A —
—, <0

olarak ifade edilebilir.

Sonug 1.12. R dzerine tanwml |.| standart mutlak degeri, dolayisiyla Q tzerine

taniml |.|o mutlak degeri Arsimetsel mutlak degerdir.

Tanim 1.13 (Mutlak Degerlerin Denkligi). F' cismi tizerine taniml |.|; ve |.|o mutlak
degerleri verilsin. Eger

|z|§ = |x]|2, Ve € F

olacak gekilde o € RT varsa |.|; ve |.|» mutlak degerlerleri denktir, denir ve |.|; ~ |.|2
ile gosterilir.

Bir sonraki boliimde Ostrowski Teoremi ile Q iizerinde tanimli her mutlak degerin
ya bildigimiz mutlak degere ya da tek bir p asal igin p-sel mutlak degere denk

oldugunu goérecegiz.

1.1.2. Ostrowski Teoremi

Teorem 1.14 (Ostrowski). [6] Q dzerine tanvmly asikar mutlak degere denk ol-
mayan her mutlak deger ya bir tek p asal sayist i¢in |.|, p-sel mutlak degere ya da

|.|lo mutlak degerine denktir.

Kamit. Kanit adimlarimiz 6ncelikle en az bir tamsayinin mutlak degerinin 1 sayisin-
dan kesin biiyiik oldugu durumun incelenmesi ve ardindan her tamsayinin mutlak
degerinin 1 sayisina esit veya daha kii¢iik olmasi durumunun incelenmesidir. Ayrica
kanit adimlarinda kullanmak iizere asagidaki hesaplar: 6nden yapmakta fayda vardir:

a,bon € Z ,n > 1 ve a,b > 1 olmak iizere b" sayisin1 a tabanina gore yazalim:

CosC1y yCm €40,1,...,a— 1}, ¢, # 0 olmak tizere

" =co+cra+---+cpa™



seklinde yazilir. M = sup {|1],...,|a — 1|} olsun. Bu durumda

L

lco + cra+ ...+ cpa™|
< el +lerllal + -+ lem|la™]
< M(m+1)max{|1],]a|,...,|a|™} (1..2)

esitsizligi gecerlidir ve 0" 'yi a tabanina gore yazdigimiz i¢in a™ < b,
a™ <b" = m < nlog,(b)

ve
la|™, a>1

max {1, |al,...,|a|"} = {

1, a< 1.
olur. Boylece
max {1, |al,..., |a]"} < sup {1, |a|""*5 "}
esitsizligi elde edilir.
Simdi Esitsizlik (1..2)’den
b < M(m+1)max{1,|al,...,|a|™}

< M(m+1)sup{l, |a\loga(b)}
ve burada da her iki tarafin n. dereceden kokii alinirsa
bl < (M(m + 1) sup {1, o]}
elde edilir. Bu her n > 1 tamsayisi i¢in dogru oldugundan, n — oo iken,
b < sup {1, [al="}

elde edilir.
I. Durum: Jbe€ Z igin |b| 2 1 olsun. Bu durumda

LS b < sup {1, [a[*®}

seklinde elde edilir. Dolaysiyla |a['°%(® > 1 ve log,(b) > 1 oldugundan |a| > 1. Bu

durumda
|b| < |a|loga(b)



ve a ile b'nin rollerini degigtirip aym islemler yapildiginda
la| < |b|logb(a)
elde edilir.

|b| < |a|loga(b)

— |a|FE®

1

= (o] = < Jo] = (1-3)

ve benzer gekilde

IN

|a| |b|logb(a)

log(a)

= ’blT

= |a|m@ < |p|=® (1.4)

elde edilir. Esitsizlik (1..3) ve Esitsizlik (1..4)’ten
|a|Ps@ = |b|Tosm

elde edilir.
a,b > 1 oldugundan «, 3 € R* olmak iizere |a| = a® ve |b| = b° yazlabilir.
Dolayisiyla

la| P = (a®) @
|| s@ = (b7)Tos

b = (a®) 1)

(aa)loga(b) — P

(aloga(b)>a _ bﬂ

a=p

seklindedir. Sonug olarak a’dan bagimsiz bir 0 < v € R i¢in
ja = a”

elde edilir. Dolayisiyla |a| = |a|] yazilir. Boylece |.| ~ |.|o elde edilir.



II. Durum Vb € Z igin |b| < 1 olsun.

.| mutlak degeri agikar olmadigindan Jp asal sayisi icin [p| S 1 'dir.

Eger boyle olmasaydi, Vb € Z — {0} i¢in |[b] = 1 olurdu. Ciinki py,po, ..., pn
asal sayllar1 ve ajq,qg,..., o, € ZT U {0} olmak {izere Vb € Z — {0} tamsayisi

b=p'py?---pin seklinde yazldigindan

b = [p!"p5* - pyt|
= [pUHIpe?| - - o]

| |~

= [p1|*|p2|** - - |pn
— ]o1]92...1%

=1

elde edilir. Simdi bdyle bir p asalinin tek oldugunu gorelim:

q, p’den farkh bir asal say1 olsun. Bu durumda |¢| = 1 oldugunu gérmeliyiz.
Kabul edelim ki ¢ # p iki asal say1 ve |[p| < 1 ve |¢| = 1 olsun.

Bu durumda m,n < 1 olmak iizere 6yle m, n tamsayilar1 bulabiliriz ki

N | —

ve [p"| S

N —

" =

yazilabilir.

Simdi (p, q) = 1 oldugundan 6yle x,y € Z vardir ki zq™ + yp™ = 1 yazilr.

L=[1] = |z¢" +yp"|
< |zllg"| + lyllp"|
< |¢"|+p"|
s 1

elde edilir, fakat bu bir celigkidir. Yani p asal sayilar1 arasinda [p| S 1 sartim
saglayan tek bir tane asal say1 vardir. Simdi bu durum igin |.| mutlak degerinin

Ip| S 1 sartin1 saglayan tek p asali i¢in p-sel mutlak degere denk oldugunu gorelim:



Vn € Z igin

nl = %" ngl,  (p,no) =1
|p|ordr() (1..5)
1 ordy(n)\ 7
= <—> ;7 ERT (1..6)
p
= |nfy

seklinde elde edilir. Dolayisiyla |a| = |a[} yazihr. Boylece |.| ~ |.|, oldugu goriilmiis

olur. 0

Uyar1 1.15. Reel sayilar {izerinde tanimlanan her mutlak deger fonksiyonu, norm

olma kogullarini saglar.

Sonug 1.16. p-sel mutlak deger, Q tizerinde bir normdur.

Sonug 1.17. Q dzerinde tamimlanan herhangi asikar olmayan bir norm, ya stan-
dart norma ya da tek bir p asalv i¢in |.|,, p-sel normuna denktir. Baska bir dey-
isle, Ostrowski Teoremi sayesinde Q tzerinde tanymlanan normlar Archimedian veya

non-Archimedian olarak siniflandirilabilir.

1.2. p-sel Sayilar

p-sel sayilar1 agikca ifade etmeden 6nce herhangi bir metrik uzayin tamlamasi

kavramindan bahsedilmigtir.

Teorem 1.18 (Tamlama Teoremi, [5]). Her M metrik uzay:, asagidaki kosullar
saglayan bir (M , D) metrik uzay var ise tamlanabilirdir.

(i) M, D metrigine gire tamdar,

(ii) M nin M ’ye izometrik olan bir My altkiimesi vardur,

(iii) My, M i¢inde yogundur-.



p bir asal say1 olsun. p-sel sayilar, Rasyonel sayilarm |.|, normuna gore tamla-
masl olarak tanimlanir ve Q, olarak gosterilir. Q,nin elemanlari |.|, normuna gore
genigletilen Q igindeki Cauchy dizilerinin denklik simflanidir. Bir a € Q,, icin {a,},

a sayisii temsil eden Rasyonel Cauchy dizisi olsun. Bu durumda
al, = lim |a
jaly = lim [al,

seklindedir.
Vi > —migin d; € {0,1,...,p—1} ve 0 < d_,, < p olmak {izere

A D " Hd_ i p ™ b d_yp 2 Hd_ p P do+diprdep* +- - dpy p -

(1..7)
serisi bir Cauchy dizisinin kismi toplamlar dizisidir ve (1..7) seklindeki her seri Q, nin
elemanlarinin birer temsilidir. Q igindeki Cauchy dizilerinin her denklik smfi, (1..7)
seklinde bir kismi toplamlar dizisi olan tek bir Cauchy dizisinin tek bir kanonik
temsilini igerir (detay igin bkz. [5]).

Bir a sayis1 p tabanina gore,

a= f: d,p"
n=0

seklinde yazilir. Burada d,,” ler p-sel basamaklardir ve a sayis1 p tabanina gére
coody .. dadidy
seklinde ifade edilebilir ve bu
a=...dy,...dydydy

olarak yazilabilir. Bu gosterime a sayisinin kanonik p-sel genislemesi veya kanonik
formu denir.

Eger |a|, > 1 ise, bu demektir ki a sayisinin p-sel agihminda dy’dan 6nce bir
p-sel basamak bulunmaktadir, o halde a sayisi @’ = ap™ olacak sekilde uygun bir
m kuvveti i¢in p™ ile carpilarak, |a/[, = 1 olacak sekilde bir a p-sel sayisi olarak
yazilabilir. Bu sayede N

a=, Z d,p"

seklinde ifade edilebilir. p-sel norma gore yakinsak olan bu toplama egit olan a
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44 7

say1s1, bir onceki gosterimde kullanmilan “=,” yerine yalinhk hatirina “=” notasyonu
kullanilacaktir.
Burada d_,, # 0 ve d; € {0,1,...,p— 1} ve verilen a p-sel sayis1 sonsuz ¢oklukta

p-sel basamak ile p tabanina gore
coidy .. dodidy,d_q .. .d_,,

seklinde temsil edilebilir ve bu gésterime a’nin kanonik p-sel genislemesi denir ( [5]).

Bu temsilden hareketle
a = ...dn...dgdldo,dfl...d,m
bi¢iminde ifade edilecektir.
Ornek 1.19. Baz p-sel sayilar ve kanonik p-sel genislemeleri asagida verilmistir.
.. o1 . : . .
° 3 bir 2—sel sayidir, yani 3 € Q, seklindedir. Ciinkii, 2-sel norma gore

1 1
§:1-5+0+0-2+0~22+o-23+0-24+0-25+0-26+---

1
seklinde yazilir. Bu durumda bu sayiy1 5= 0,1 seklinde ifade edilebilir.

° I_;E Q7’dir. Ciinkii 7-sel norma gore
i 2 3 4 5 6 7
1—8:0+1~7+5-7 +2-7"+0-T+5-7+2-74+0-7"4---

yazilir. Bu durumda I—; = ...02503510 geklinde ifade edilebilir.

e —1 € Q5'dir. Ciinkii 5-sel norma gore
—1=444-54+4-5>4+4-534+4.5*+4.554+4.554+4.5" ...

yazilir. Bu durumda —1 = ... 44444 seklinde ifade edilebilir.

e V2 € Q;dir. Ciinkii 7-sel norma gore
V2=3+1-T+2-+6-T+1.7"+...

yazilir. Bu durumda /2 = ... 16213 seklinde ifade edilebilir.
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1

3 € Qg’tiir. Ciinkd 3-sel norma gore
1 ~1 2
§:1-3 +04+0-3+0-3°4---

1
yazilir. Bu durumda 3= 0,1 seklinde ifade edilebilir.

1
° 10 € Qy’dir. Ciinkii 5-sel norma gore
1 —1 2
1—023-5 +24+2-5+2-5"+---
1 . . o
yazilir. Bu durumda 0= .22, 3 seklinde ifade edilebilir.

e /-1 € Qs'dir. Ciinkii 5-sel norma gore
V=1=2+1-54+2-5241-534+3.54+...
yazilir. Bu durumda y/—1 = ... 31212 seklinde ifade edilebilir.
e Her p asali icin, 1 € Q,’dir. Ciinkii p-sel norma gore
140 p+0-p°+--+0-p™+---
yazilir. Bu durumda 1 = ...001 geklinde ifade edilebilir.
e Her p asali i¢in, —1 € Q,’dir. Ciinkii p-sel norma gore
“l=p-D+@E-1-p+t-1p++@-1p "+
yazilir. Bu durumda —1 =, ...(p—1)(p — 1)(p — 1) seklinde ifade edilebilir.
e Her p asali igin, ; € Q,’dir. Ciinkii p-sel norma gore
1op—1+0+0-p+0-p*+--+0-p" +---
yazilir. Bu durumda 1—1? =, 0, 1 seklinde ifade edilebilir.

1.2.1. p-sel tamsayilar

Tanim 1.20. Eger bir a p-sel sayisi kanonik genislemesinde hi¢ negatif kuvvetli bir

p-sel basamaga sahip degil ise, p-sel tamsay1 olarak adlandirilir ve p-sel tamsayilar

12



Z,, ile gosterilir.

Zp:{Zanp”:OSanSp—l}

n=0

Ornek 1.21. Her p asal sayisi icin 0,1,2, ... , tiim dogal sayilar p tabanina gore
yazilabileceginden her p asali i¢in birer p-sel kanonik genislemeleri vardir. p-sel
basamaklar1 1 kaydirarak negatif tam sayilarin p-sel kanonik genislemelerini yazmak
miimkiindiir. 7Z, kiimesinin birim elemani 1 ve toplamsal tersi —1 p-sel sayilarmin

kanonik p-sel geniglemeleri

1=14+0-p+0-p*+---+0-p" +---

1=...0001
—l=p-1+@-1Dp+t@-1)-p++p@-1)p"+
“l=...(p—D-Dp-1)

seklindedir ve bdylece birim eleman ve birim elemanin toplamsal tersi yardimiyla
diger p-sel sayilarin temsillerini bulabilmek miimkiindiir. Ornegin p > 2 icin 2 p-sel
sayisinin temsilinin . ..002 olacag agiktir.

Tanima geri doniiliirse, %, p-sel kanonik genislemesinde % p-sel basamag1 oldugu
icin bir p-sel tamsay1 degildir. Bu Z, ile Q, arasindaki temel farktir. Z, kiimesi icinde
p asalinin higbir negatif kuvvetini iceren bir say1 yer almaz fakat p asalindan farkh
bir asal saymin negatif kuvvetleri Z, iginde yer alr. Ornegin % sayisinin kanonik
geniglemesi 3-sel sayilar iginde 0,1 fakat 5-sel sayilar igerisinde ise ...1313132 gek-
lindedir. Bu da demek oluyor ki % sayis1 bir 5-sel tamsayidir, fakat 3-sel tamsayi
degildir.

Uyar 1.22. < % >:i= {a <1>b raeZ—{0},be Z+} kiimesi tanimlansin.

p

QN < le > rasyonel sayilari p-sel sayidir fakat p-sel tamsay1 degildir.

p-sel sayilar ile p-sel tamsayilar arasindaki bir farkin da, p-sel geniglemelerini
yazarken virgiile ihtiya¢ olmamasi soylenebilir. Bu durumda bir p-sel tamsayiyi

temsil etmek ic¢in p-sel geniglemesindeki siray1 tersten yazalim, yani p-sel genislemesi
a = dndgdldo
olan bir p-sel tamsayiy1 bundan sonra

a:dodldg...dn...
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seklinde temsil edelim ve bu gosterime a’nin p-sel temsili diyelim. Burada dikkat

edilmesi gereken husus, bir p-sel tamsaymn, harfleri {0,1,...,p — 1} kiimesinin
elemanlar1 olan sonsuz uzunluklu bir dodyds - - - d,, - - - kelimesi ile temsil edilebiliyor
olmasidir.

p-sel tamsayilarm {0,1,...,p — 1} harflerinden olugan kelimeler olduklar1 bah-
sine geri doniildiigiinde, bu kelimelerin Z, kiimesini anlamamiza olanak saglayacag:
soylenebilir; 6yle ki kelimelerinin harflerine bakarak p-sel sayilari gruplandirmak
miimkiindiir. Gruplandirma su sekilde diisiintilebilir: eger kelimeler 0 ile bagliyorsa
bu p-sel sayilar1 bir gruba, eger 1 ile baghyorsa bir bagka gruba, ve devam edersek
p — 1 ile baglayanlar: ise bagka bir gruba ait seklinde diigiintilebilir. Benzer sekilde
ikinci harflere bakarak boyle bir smiflandirma yapmak miimkiindiir. Ornegin ilk
harfi 0 olan grubun i¢inde; ikinci harfi 0 ile baglayan kelimeleri 0 ile baglayanlarin
yasadigr gruptaki bir alt grupta, 1 ile baglayanlar1 bir baska alt grupta, ve devam
edersek benzer sekilde p — 1 ile baglayanlar1 da baska bir alt grupta diisiinebili-
riz. Yani daha agik olarak, 00 ile baglayanlar: (ilk harfi 0 olan grubun igindeki) bir
grupta, 01 basglayanlar1 bir grupta, devam edildiginde Op ile baslayanlar1 baska bir
grupta toplanmig olur ve ayni gruplandirma 1 ile baslayanlar icin, 10 ile baslayan-
lar, 11 ile baglayanlar seklinde devam ettirilebilir. Bu gruplandirma 7, kiimesini p
bolgeye ayirir: 0 ile baglayanlar, 1 ile baglayanlar, ..., p — 1 ile baslayanlar. Bu p
bolge de kendi iglerinde 0 ile baglayanlar, 1 ile baglayanlar, ..., p —1 ile baglayanlar
seklinde siniflandirilan p alt-bolgeye ayrilir ve bu simiflandirma kelimelerin harflerine
bakilarak daha derinlere kadar yapilabilir. Birinci harfe bakilarak yapilan siniflandir-
mada goriilen boélgelere birinci seviye altkiime diyelim. Bu durumda verilen bir p-sel
saymin ilk harfine bakarak hangi altkiimede oldugunu soylemek kolaydir. Ornegin
ilk harfi 0 olan bir p-sel say1 i¢in, bu say1 Z, nin birinci seviye 0-altkiimesindedir
diyecegiz. Yine aym sekilde ikinci harfine bakarak ikinci seviye altkiimeler belir-
lenir. Ornegin ilk harfi 0 ikinci harfi p — 1 olan bir p-sel say1 icin bu say1 ikinci
seviye 0(p — 1)-altkiimesindedir diyecegiz. Bu sayede verilen kelimenin sadece ilk
n harfine bakip bu p-sel saymin yerini anlamig olacagiz ve kiyaslamalar yapmak
miimkiin olacak.

Ornegin Z, icin, birinci seviye alt-kiimeler 0 ve 1 ile baglayanlar olmak fizere iki
birinci seviye altkiimeden oluguyor ve bunlar birinci seviye 0-altkiimesi ve birinci
seviye l-altkiimesidir. Birinci seviye O-altkiimesi ise, 0-altkiimesi ve 1-altkiimesi
seklinde ayrilacak ve ikinci seviye 00 ve Ol-altkiimeleri, benzer sekilde ikinci seviye
10 ve 11-altkiimeleri olugacak (bkz. Sekil 1.1).

Zs icin, birinci seviye alt-kiimeler 0, 1 ve 2 ile baglayanlar olmak {izere ii¢ tane
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Sekil 1.1. Zs i¢in bir model

birinci seviye altkiimeden olusuyor ve bunlar birinci seviye 0-altkiimesi, birinci se-
viye 1-altklimesi ve birinci seviye 2-altkiimesidir. Birinci seviye 0-altkiimesi ise,
O-altkiimesi, 1-altkiimesi ve 2-altkiimesi gseklinde ayrilacak ve ikinci seviye 00, 01
ve 02-altkiimeleri, benzer gekilde ikinci seviye 10, 11 ve 12-altkiimeleri ve 20, 21 ve
22-altkiimeleri olugacak (bkz. Sekil 1.2).

Genel olarak bir p asali i¢in Z, kiimesinin altkiime seviyelerine inerken (bkz.
Sekil 1.3) sanki ilk adimdan baglar gibi kendini tekrarlayan bir yapr ile kargilagiyoruz.
Bu konu ile ilgili detayh bilgi i¢in bkz. [2].

Yardimci Teorem 1.23. p-sel tamsaylar Z,, Q, i¢indekt birim disktir.

Kanat. Herhangi bir a p-sel tamsayist verilsin. a; € {0,1,...,p — 1} olmak {izere,

a=ag+a-ptay-p’+-+ap-pt+oe

1 ordp(a)
d=(5) <
p

olarak elde edilir. O

p-sel sayisi igin

Sonug 1.24. Z,, Q, i¢cinde kapaly ve sinirly oldugundan kompakttor.
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Sekil 1.2. Zsg i¢in bir model

Sekil 1.3. Z, i¢in bir model

p-sel sayilarin Oklidyen bir uzayda modellenmesi ile ilgili farkli calismalar mev-

cuttur. Bu kiimelerin Oklidyen uzaylardaki modelleri ile fraktallar arasmda da il-
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ging ve keyifli bir iligki bulunmaktadir ( [2], [5]). Fraktallarda genel olarak bulunan
kendine benzerlik 6zelligi, p-sel sayilarin geometrik olarak temsil edilmesinde kolaylik
saglamaktadir. [2| cahgmasinda p-sel tamsayilarm diizlemdeki temsillerine érnekler
klasik kendine benzer kiimeler kullanilarak verilmigtir (bkz. Sekil 1.4-Sekil 1.9).

A\ B
A A
A A LS
A A A A

Sekil 1.4. Diizlemde kendine benzer bir kiime olarak Zs

A\ 22
L \ A A

2 20 21
AOZ AlZ
A A LS.
0 1 00 01 10 11

Sekil 1.5. Zs’lin dizlemdeki bir modelinde noktalarin koduna bagl yasadiklary altkiimeler
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o o
o 0
o o
o o o o
o o o o
o o
o O o O
o o o o

Sekil 1.6. Diizlemde kendine benzer bir kime olarak Zs

33
o
Q 340 032
oo
3 43 30 31 23
© °
Q O 4o 042 240 022
oo oo
a 2 40 41 20 21
03 13
o °
Q Q 040 002 1ldo o012
oo oo
0 1 00 01 10 11

Sekil 1.7. Zsin dizlemdeki bir modelinde noktalarin koduna bagl yasadiklar: altkiimeler
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o o
[} o
oo
OOO OOO
o o o o
oo oo
o°o OOO
o o o o
o o oo
000 o°o
o o o o
oo oo

Sekil 1.8. Diizlemde kendine benzer bir kiime olarak Z~

44
450 o 043
460 042
54 oo 34
4 55,70 53 40 41 35,0433
O O 360, 052
oo oo

5 3 50 51 30 31
64 24
650 ) <)63 25<> o 023
660 062 260 022
oo oo
6 2 60 61 20 21
04 14
050 o 003 150 ° <>13
060 002 160 012
oo oo
0 1 00 01 10 11

Sekil 1.9. Z7’nin diizlemdeki bir modelinde noktalarn koduna bagly yasadiklar altkiimeler
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Ayrica, bu temsillerden farkli modelleme ¢ahigmalari da mevcuttur. [5] calig-
masinda Katok, her p asal say1s1 i¢in Z, 'nin 2 boyutlu Oklidyen uzayda bir modelini,
diizgiin bir p-gen’in tizerinde tanimh p-tane (benzerlik doniigiimii olan) biiziilme ile
belirlenen bir yinelemeli fonkiyon sisteminin atraktorii olarak vermistir.

Tam bu noktada, Z,, p-sel tamsayilar metrik uzaylar1 n-boyulu Oklidyen uzay-
larin i¢ine izometrik olarak gomiilebilir mi sorusu giindeme gelebilir. Ancak standart
metrikle donatilmig Oklidyen bir uzaya izometrik bir gémiilme miimkiin degildir.
Detayl bilgi i¢in bkz. [8].
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2. GROMOV-HAUSDORFF METRIGI

Bir metrik uzay verildiginde, bu metrik uzaydaki iki farkli eleman arasindaki
uzaklik metrik yardimi ile hesaplanabilir. Peki iki farkli metrik uzay verildiginde,
bu metrik uzaylar arasinda anlaml bir uzaklik kavrami tanmimlanabilir mi?

Eger verilen iki metrik uzay bir metrik uzayin farkl iki altkiimesi ise, bu i¢inde
yasadiklart metrik uzaymn metrigi yardimi ile tek tiirlii belirli olan ve Hausdorff
metrik olarak adlanrilan metrik yardimi ile bu miimkiindiir. Yani bir metrik uzaymn

farkli altkiimeleri arasindaki uzakligi hesaplayabiliriz.

2.1. Hausdorff Metrigi

Bir metrik uzay (X, d) verildiginde bu metrik uzaym bog olmayan tiim kompakt

altktimelerini igeren kiimeyi H(X) ile gosterelim. Bu durumda
H(X) :={A C X | A kompakt ve A # (1}

seklinde tanimlanir ve 7 (X) {izerinde bir uzaklik tanimlamak miimkiindiir.
Tanim 2.1 (Hausdorff uzakhgi). (X, d) bir metrik uzay ve A, B € H(X) olmak

uzere,

dg : H(X) x H(X) — RTuU{0}
(A,B) = dH(A,B):max{d(A,B),(B,A)}
seklinde tanimlanan dy fonksiyonuna Hausdorff uzaklhg: denir.

Tanim 2.1’de A kiimesinin B kiimesine uzakligi olan d(A, B),
d(A, B) = max{d(a,B) |a € A}

seklinde tanimlanir. Burada ise A kiimesinden bir noktanin B kiimesine olan uzakligi
d(a, B) ise
d(a, B) = min{d(a,b) | b € B}

seklinde tanimlanir.

Ornek 2.2. Standart metrikle donatilmg R’de A kiimesi [0, 1] aralig, B kiimesi
de [4,6] arahg olsun. A kiimesinin B kiimesine uzakhigh 5, 6te yandan B'nin A
kiimesine uzakligi ise 4 olarak kolayca hesaplanabilir. Bu durumda, bu iki kompakt

kiime arasindaki Hausdorff uzakligy max{4,5} = 5 olarak bulunur.
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Sekil 2.1. A =10,1] ile B = [4,6] kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklg

Ornek 2.3. R¥de A kiimesi (3,4) merkezli ve 2 yaricapl bir daire, B kiimesi
de (6,4) merkezli ve 3 yarigaph bir daire olsun. Bu iki kompakt kiimenin Haus-
dorff uzakligim hesaplayahm. Sekilden de agikga goriildugii tizere d(A, B) = 2 ve
d(B,A) = 4 diir. Bu durumda

h(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)} = 4

olarak bulunur.

S P N W k= ot &
A

01 2 3 45 6 7 8 9

Sekil 2.2. 2 yaricaply A ile 3 yaricapl B daireleri arasindaki Hausdorff uzaklig

Ornek 2.4. R?’de A kiimesi sekilde gosterildigi tizere 2 birim kenara sahip bir kare,
B kiimesi de (3, 1) merkezli ve 1 yarigapl bir daire olsun. Bu iki kompakt kiimenin
Hausdorff uzakligi nedir?

Yine sekilden hesaplanabilecegi iizere d(A, B) = v/5 ve d(B, A) = 2 dir. Bu durumda

h(A, B) = max{d(A, B),d(B,A)} = V5
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Sekil 2.3. A karesi ile 1 yaricaple B dairesi arasindaki Hausdorff uzaklhg

olarak bulunur.

Ornek 2.5. R¥de A kiimesi (2,25,2) merkezli ve 1 yaricaph bir daire, B kiimesi
ayni merkezli ve eksenleri sirasiyla 2 ve 1,25 olan bir elips olsun.

A kiimesi B kiimesinin altkiimesi oldugu igin d(A, B) = 0 oldugu agiktir ve d(B, A) = 1
oldugu da gekilden goriilmektedir. Sonug olarak

h(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)} = 1

seklinde bulunur.

Sekil 2.4. A dairesi ile B elipsi arasindaki Hausdorff uzaklhg

Uyar1 2.6. Hausdorff uzakhiginin yukarida verilen tanim ile pratikte hesap yapmak
oldukca zordur. Iki kiime arasindaki Hausdorff uzakligini daha iyi ve geometrik
olarak yansitan alternatif bir tanima yer vermek yararl olacaktir.

(X, d) metrik uzay1, A € H(X) ve £ > 0 verilsin. A kiimesinin e-komsulugu

Ur(A)={ze€ X :d(z,A) <7}
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olmak tizere A ile B arasimndaki Hausdorff uzakligr uzakhgr dy(A, B), A C U.(B) ve
B C U.(A) kosulunu saglayan en kiigiik pozitif € sayis1 olarak da tanimlanabilir,
yani

dy(A,B) =inf{r > 0| A C U,(B) ve B C U,(A)}

seklinde de tanimlanabilir (bkz. Sekil 2.5).

Sekil 2.5. A ve B kiimelerinin € komsuluklar

Yardimc:1 Teorem 2.7. (X,d) metrik uzayr ve A, B,C € H(X) verilsin. Bu

durumda Tanim 2.1°de tanimlanmas dy fonksiyonu asagqidaki ozellikleri saglar.
1. dy(A,A) =0
2.dy(A,B)=0< A=DB
3. dy(A,B) =dy(B,A)
4. du(A,C) < du(A, B) +du(B,0)

Sonug 2.8. Lemma 2.7 yardimwyla dg fonksiyonunun bir metrik oldugu goriliir.
Yani (H(X),dg) bir metrik uzaydur.

Peki, verilen iki metrik uzay, ayni bir metrik uzaymn altkiimesi degillerse bu

metrik uzaylar arasindaki uzakliga nasil anlam kazandirilabilir?
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2.2. Gromov-Hausdorff Metrigi

Aynmi metrik uzaym altkiimeleri olmayan iki farkli metrik uzayin aralarindaki
uzakligi, bu iki metrik uzay1 bir bagka metrik uzaymm igine gomerek hesaplamak
anlamli olabilir. Bir metrik uzay1 bagka bir metrik uzaya izometrik olarak goém-
mek her zaman miimkiin olmasa da e-izometri gibi yardimer arglimanlar ve belirli
kisitlamalar ile uzaklik koruyan bir bigimde gébmmek miimkiindiir. Verilen metrik
uzaylarin aralarindaki uzakligi, bu uzaylarin izometrik olarak gomiilebildigi metrik
uzaylar i¢inde, 6nceki alt béliimde tanimlanan anlamda, bu gémiilmelerinin arasin-

daki uzaklik olarak hesaplayabiliriz.

2.2.1. Gromov-Hausdorff uzakligi, distorsiyon ve c-izometri

(X,dx) ve (Y,dy) iki metrik uzay: verilsin. Bu iki metrik uzayin diger metrik
uzaylara gomiilmelerini diigiinelim. Hatta bu iki metrik uzayin aym bir Z ile gostere-
cegimiz metrik uzayin igine (uzakligi koruyacak sekilde, yani izometrik olarak) gomiil-
diigiinii varsayalim. Verilen herhangi iki metrik uzayimn birlikte yasadiklar: bir uzay
her zaman var mudir? Oncelikle bu sekilde bir Z metrik uzaymin her zaman var

oldugunu belirtelim.

Uyar: 2.9. (X, dyx) ve (Y, dy) iki metrik uzay1 verilsin. X ve Y uzaylarimin ayrik
birlesimleri olan X X Y uzaymi ve iizerinde dogal olarak tanimlanan maksimum

metrigini diigiinelim. Verilen her (z,y), (2/,y’) noktalar igin

d((z,y), («',y)) = max{dx(z,2'), dy (y,y)}

metrigi ile (X x Y, d) bir metrik uzaydir ve burada X ve Y uzaylarinin aralarmdaki

uzakligi hesaplamak miimkiindiir.

(X,dx) ve (Y,dy) metrik uzaylarmin (izometrik olarak) gémiilii oldugu metrik
uzaylardaki Hausdorff uzaklarimin infimumu alinarak bu metrik uzaylar arasinda bir

metrik (Gromov-Hausdorrf metrigi) su sekilde tanimlanabilir:

Tanim 2.10. (X,dx) ve (Y,dy) iki metrik uzay olsun. X ile Y metrik uzaylar
arasindaki Gromov-Hausdorff uzaklgi, dey(X,Y),

der(X,Y) = ing{dH(X', Y') <r: XY C Z metrik uzay, X ile X' Y ile Y’ izometrik }
>

seklinde tanimlanir.

[1] cahismasinda detaylar1 bulunabilecek olan bu uzaklik kavramn ile ilgili, yine

ayni calismada agagidaki bazi onemli tespitlerin detaylarina ulagilabilinir.
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Yardimc:1 Teorem 2.11. (X, dx) ve (Y,dy) metrik uzaylar verilsin. Eger bu

uzaylar siarl ise, o zaman dgp(X,Y) < oo.

Yardimc: Teorem 2.12. (X, dx) ve (Y,dy) metrik uzaylar ve ¢ap X < 0o olsun.
1
Bu durumda depy(X,Y) > §| cap X — ¢ap Y| “dir.

Yardimci Teorem 2.13. P tek noktal bir uzay olsun. Bu durumda herhangi bir
1
(X, dx) metrik uzay i¢in dgy (X, P) = 5 diamX dir.

Onerme 2.14. dgy dicgen esitsizligini saglar. Herhangi (X1,dx,), (X2, dx,), (X3, dx,)
metrik uzaylary i¢in

den (X1, X3) < deu(Xi1, Xo) + dar(Xa, X3)

gecerlidir.

Iki metrik uzay arasmnda Tanim 2.10’deki gibi tanimlanan uzaklig: pratikte hesapla-
mak oldukca giigtiir. Ama, bu uzaklik i¢in en azindan bir list sinir veren bazi 6nemli
sonuglar bulunmaktadir (detayh bilgi i¢in bkz. [1]). Bunun igin 6nce “distorsiyon”

ve “c izometri” kavramlarini tanimlayalim.
Tanim 2.15 (distorsiyon). (X, dx) ve (Y, dy) metrik uzaylar1 verilsin. f: X — Y

dontigiimiiniin distorsiyonu (bozulmast)

disf := sup {| dx(x,y) — dy(f(z), f(y)) [}

z,yeX
olarak tanimlanir ve disf seklinde gosterilir.

Tanim 2.16 (e-net). (X, dx) bir metrik uzay ve ¢ > 0 olsun. Eger Vz € X igin
dx(z,A) <eise A C X kiimesine bir € — net denir.

Tanim 2.17 (e-izometri). (X, dx) ve (Y, dy) metrik uzaylar1 ve € > 0 olsun. Siirekli
olmasi gerekmeyen bir f : X — Y doniisiimi asagidaki kosullar1 sagladiginda

e-izometri olarak adlandirilir:
1. disf <e,
2. f(X) CY bir e-net.

Tanim 2.18. X ve Y iki kiime olmak iizere, X ve Y arasinda bir R C X x Y ¢ok

degerli kismi doniigiimii (correspondence) su sekilde tanimlanir:

1. Vz € X igin Jy € Y vardir 6yle ki (z,y) € R
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2. Yy € Y igin Jx € X vardir dyle ki (z,y) € R

Ornek 2.19. X ve Y kiimeleri verilsin. f : X — Y orten doniigiimii X ile Y

arasinda bir R belirler:
R =A{(z, f(z)) |z € X}

Buna f fonksiyonuna gore belirli ¢ok degerli kismi dontigiim denir.

Ornek 2.20. X ve Y kiimeleri verilsin. Z herhangi bir kiime olmak tizere f : Z — X

ve g : Z — Y oOrten dontistimleri X ile Y arasinda bir R belirler:

R =A{(f(2),9(2)) |z € Z}

Tamim 2.21. R, (X,dx) ve (Y,dy) metrik uzaylar1 arasinda tanimlanmig olsun.

R’nin distorsiyonu
disR = Sup{| dX(:E7 .CIZ'/) - dY(y> y/) ‘ : (.CL', y)a (.Z'/, y/) € R}

seklindedir.

Yardimcr Teorem 2.22. (X, dx) ve (Y,dy) metrik uzaylar: arasinda Ornek 2.19deki

gibi tanamlanan bir R verilsin. Bu durumda
disR = disf

oldugu kolayca gorilebilir.

Kanat. f: X — Y herhangi bir 6rten doniisiim ve R = {(z, f(z)) |z € X} olmak

uzere,

disR = sup {| dy(y,y’) —dx(z,2') |}

z,yeX

= sup {[ dy(f(2), f(2")) — dx(z,2) |}

z,yeX

= disf

elde edilir. O

Yardimc1 Teorem 2.23. (X, dx) ve (Y,dy) metrik uzaylar: arasinda Ornek 2.20

seklinde tanimlanan bir R verilsin. Bu durumda

disR = sup {| d.(f(2), f(¢)) — dy(9(2),9(2)) |}

z,2'eX
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oldugu kolayca gorilebilir.

Kamit. f: 7 — X ve g : Z — Y orten doniigiimler ve R = {(f(2),9(2)) |z € Z}

olmak fizere,
disR = sup{| dx(z,2") — dy(y,9) | : (z,y), (2", y') € R}

(x,y) € R oldugundan = = f(z),y = g(z) ve (2/,y') € R oldugundan 2z’ = f(Z/),
y' = g(7) olacak sekilde z, 2’ € Z vardir. O halde

disR = sup {| d.(f(2), f(¢)) — dy(g(2),9(¢)) |}

z,2'e€X
elde edilir. O

Yardimc: Teorem 2.24. (X, dx) ve (Y, dy) metrik uzaylar, arasinda bir R verilsin.
Bu durumda disR = 0 olmast R’nin , X ile Y arasinda izometri ile belirli bir ¢ok

degerli kismi doniisim olmasy durumlarineg birbirlerini gerektirir.

Kamit. X ile Y arasinda ¢ fonksiyonuna gore belirli bir R ve disR = 0 olsun.

¢ : X — Y doniiglimiintin bir izometri oldugunu gérelim.

disR = sup{| dx(z,2") —dy(y,¢) |: (z,9), («",y) € R}
= sup{| dx(z,2) — dy(¢(z),¢(2)) |: 7,2" € X}
= 0.

Bu durumda Vz, 2’ € X igin

| dx(x,2) — dy(¢(x),0(2')) | = 0
dx(z,2") — dy(¢(x),¢(z')) = 0

ve buradan da
dx(v,2") = dy(d(z), p(2"))

elde edilir. Dolayisiyla ¢ dontisiimii uzaklik koruyan bir doniistimdiir. Ayni1 zamanda
R’nin kurulumundan dolay1r ¢ doniigiimii 6rtendir. R Tanmim (2.18) kogullarim
sagladigindan ¢(z), ¢(z') € Y igin birer z, 2’ € X vardir. Ayrica ¢ uzaklik koruyan

bir doniigiim oldugundan eger ¢(x) = ¢(x’) ise

dx(z,2") = dy(¢(z), ¢(2')) = 0
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ve dolaywsiyla x = 2’ elde edilir. Bu durumda ¢ doniisimii birebirdir. Boéylece ¢
doniistimii bir izometridir. ¢ : X — Y izometri doniigiimii ve ¢ doniisiimiine bagh

R verilsin. disR = disf = 0 oldugu aciktir. O

Teorem 2.25. (X,dx) ve (Y,dy) herhangi iki metrik uzay olsun. Bu durumda
don = L fdisR
ar = 7 inf dis

seklindedir. Bagska bir ifadeyle X ile Y metrik uzaylarinin Gromov-Hausdorff an-
lamanda uzaklhgr X ile Y metrik uzaylar: arasindakt disR < 2r olacak sekilde kurulan

R lerin yarigaplariman infimumudur ( [1]).

Yardimc:1 Teorem 2.26. (X,dx), (Y,dy) ve (Z,dz) metrik uzaylar ve Ry, X ile
Y arasinda; Ro, Y ile Z arasinda tanimlanmas olsun. Bu durumda R, o Rs, R ile

Rs 'nin bilesimi olmak tizere
RioRy:={(r,2) € X X Z|(x,y) € Ry ve (y,2) € R}

seklinde tanimlanir ve asaqidaki ozellikleri saglar:
1. RioRy, X ile Z arasinda Tanwm (2.18) kosullarina saglar.
2. dlS(Rl e} Rg) S diSRl + diSRg

Sonug 2.27. ( [1], Corollary 7.3.28) (X,dx) ve (Y,dy) metrik uzaylar: ve € > 0

olsun.
1. deu(X,Y) < e ise X ’ten Y 'ye bir 2e-izometri vardar.
2. X ’ten Y 'ye bir e-izometri varsa, dgy(X,Y) < 2¢’dur.

Kamit. 1. X’ten Y'ye bir R i¢in disR < 2¢ olsun ve her = € X igin (z, f(x)) € R
olacak gekilde bir f(z) = y segilsin. Bu gekilde bir f : X — Y doniigiimii
tanimlanmig olur ve disf < disR < 2¢ oldugu agiktir. f(X)’in Y iginde bir
2e-net oldugunu gorelim: y € Y igin (x,y) € R olacak sekilde x € X alalim.
(x,y) € R ve (z, f(z)) € R oldugundan

d(y, f(x)) < d(z,z) + disR < 2¢

Boylece d(y, f(x)) < 2¢ elde edilir. Bu her y € Y i¢in yapilabileceginden f(X),

Y icinde bir 2e-izometridir.
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2. f: X — Y bir e-izometri olsun. R C X x Y,
R = {(,y) € X XY |dy(y, f(x)) <&}

seklinde tamimlansm. f bir e-izometri oldugundan f(X) Y’de bir e-nettir.
Boylece R Tamim (2.18) kogullarii saglar. (z,v), (¢, ') € R oldugundan biri

suna sahiptir:

dy (y,y') —dx(z,2")| < |dy(f(2), f(2") — dx(z,2")| +
dy (y, f(2)) +dy (¥, f(2))
< disf4+e+e<3e

disR < 3r oldugundan Teorem 2.25 geregi dgy < %r < 2¢ elde edilir.

2.2.2. Gromov-Hausdorff metrigi ve yakinsakligi

Teorem 2.28. Gromov-Hausdorff uzakligr kompakt metrik uzaylarin izometri sinif-
lar tizerinde sonlu bir metrik tamwmlar. Baska bir deyisle, negatif olmayan, simetrik,
tiggen egitsizliging saglayan ve dahast dgy(X,Y) = 0 durumu ancak ve ancak X ile

Y wzaylarman izometrik olmasy durumunu gerektiren bir metrik tanimlar ( [1]).
Kanit. Bkz. [1]. O

Bir metrik olarak Gromov-Hausdorff metrigi ile yakinsak kavraminin bildigimiz
yakinsaklik kavramindan aslinda bir farki yoktur. Standart yakinsaklik kavramina
gore verilen dizinin terimlerinin yeterince ilerledik¢e bir limit noktasina yigilarak
bu limite yaklagmalarini beklenir fakat Gromov-Hausdorff anlaminda yakinsaklik
dendiginde dizi terimlerimizin bilinen metrik uzaylarin elemanlari olarak degil, birer
metrik uzay olduklarmin goz ardi edilmemesi gerekir. Gromov-Hausdorff metrigi
ile terimleri birer metrik uzay olan dizilerin yigilma noktalar1 ve limitlerinin bu-
lunabilmesi pratikte zor olsa da teorik olarak miimkiindiir. Artik kompakt metrik

uzaylarin Gromov-Hausdorff uzayindaki yakinsak dizilerinden bahsedilebilir.

Tanmim 2.29 (Gromov-Hausdorff Anlaminda Yakimsaklik). {X,, },>; kompakt metrik
uzaylar dizisi ve X kompakt metrik uzay verilsin. Eger n — oo iken dgy(X,, X) — 0
ise, {X,,}n>1 kompakt metrik uzaylar dizisi X kompakt metrik uzayma yakisar

denir ve {X,} SH, X ile gosterilir.
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2.2.3. Noktali metrik uzaylarin Gromov-Hausdorff anlaminda yakinsak-

ligy

[1] cahgmasinda kompakt olmayan noktali metrik uzaylarin Gromov-Hausdorff
anlaminda yakinsamasi i¢in bir tanim verilmigtir. Noktali metrik uzaylar dizisinin

yakinsamasi su sekilde tanimlanmigtir:

Tamim 2.30. (X, p) noktali metrik uzay ve {(X,, p,)}>>, noktali metrik uzay dizisi
verilsin. {(X,, pn)}o2, noktali metrik uzay dizisinin Gromov-Hausdorff anlaminda
(X, p) noktali metrik uzaymna asagidaki kogullar saglandiginda yakinsar: Vr > 0 ve
e > 0 i¢in bir ng vardir 6yle ki Vn > ng igin (siirekli olmasi gerekmeyen) agagidaki

kogullar1 saglayan bir f : B,.(p,) — X doniiglimii vardir:

Il f(pn) =D

2. disf < ¢

3. Br—(p) C U (f(Br(pn))) -
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3. GROMOV-HAUSDORFF ANLAMINDA p-SEL TAMSAYILARIN
LiMiTi

p-asal sayisinin degeri biliytlidiikce birinci seviye altkiimelerin sayisinin artmasi ve
birinci seviye altkiimelerin aralarindaki p-sel uzaklhigin her p asal sayisi i¢in hep 1
olmasi, d,, p-sel normun iirettigi metrik olmak tizere {(Z,,d,)}, dizisinin p sonsuza
giderken sonsuz noktali ayrik metrik uzaya yakinsamasim diisiinmek ¢ok dogaldir.
Ancak izleyen alt boliimde goriildiigii iizere Gromov-Hausdorff anlaminda maalesef

bu miimkiin olmamaktadair.

3.1. p-sel Tamsayilar Arasindaki Gromov-Hausdorff Uzakligi ve Bu An-
lamda Yakinsaklig:

Oncelikle (Zs, ds) ile (Zs, d3) kompakt metrik uzaylarinmn iginde izometrik olarak
yasadig1 akla gelen ilk uzay olan ve Z, ile Zz metrik uzaylarinin ayrik bilesimleri
olan Zs x Zz metrik uzaymm digiinelim. Bu birlesim (ashnda garpim) uzayinda
dogal olarak yasayan maksimum metrigi yardimiyla Z, ile Zs arasindaki Gromov-
Hausdorff uzakligina bir st sinir bulunabilir.

a, 2-sel ve b, 3-sel bir tamsay1 olsun. 2-sel bir tamsay1 {0, 1} harflerinden, 3-sel bir
tamsay1 ise {0, 1, 2} harflerinden olugan birer sonsuz uzunluklu kelime olduklarindan
i,j7>0,a; € {0,1} ve b; € {0, 1,2} olmak {izere

a = apaas ... ve b ="bob1by ...

p-sel temsillerinden de kolayca goriilebildigi gibi iki p-sel sayiin aralarindaki uzaklig
belirleyen sey ayni olmayan ilk p-sel basamaklaridir. Yani eger a,a’ € Zg 2-sel tam-
sayilarinin ilk n — 1 basamag1 ayni, n. basamaklar1 farkl ise aralarindaki p-sel uza-
kliklar %’dir. Benzer sekilde b, 0 € Zs 3-sel tamsayilarmin ilk m — 1 basamag
ayni, m. basamaklar1 farklh ise aralarindaki p-sel uzakliklar: ﬁ’dir. Bu arada

(a,b),(d',b") € Zy x Z3 olmak iizere,
d((a,b), (a',V')) = max{ds(a, a’), d3(b, ') }
seklinde oldugundan, dy(a,a’) < 1 ve d3(b,b") <1 oldugu agiktir. Béylece
d((a,b), (a',b)) <1

elde edilir, ve buradan da
dan(Za, Z3) < 1
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sonucuna ulagilir.

Zs igerinde birinci seviye altkiimeler arasindaki 3-sel uzaklik 1, ikinci seviye
altkiimeler arasindaki 3-sel uzaklik %’tﬁr. Eger Z; igerinde iki 3-sel tamsay1 n — 1.
seviye altkiimeye kadar aym altkiime iginde, n. seviyede farkl altkiimelerde yer
aliyorsa aralarindaki 3-sel uzaklik %’dir, ki bu durum verilmig olan iki 3-sel tam-
saymin 3-sel temsillerinin n. basamaginin ayni olmasi demektir. Aym gekilde 5-sel
tamsayilar icinde birinci seviye altkiimeler arasindaki 5-sel uzaklik 1, ikinci seviye
altkiimeler arasindaki 5-sel uzaklik % ve n. basamak altkiimeler arasindaki 5-sel uzak-
lik %’dir. Bu durumda yine yukaridaki durumda oldugu gibi Zs ve Zs arasindaki
Gromov-Hausdorff uzaklig: 1 ile iistten siirhdir.

Bu durum p # ¢ olan her asal say1 i¢in gecerlidir. Yani Z, ile Z, arasindaki
Gromov-Hausdorff uzakligi her zaman 1 ile iistten simirhdir. Yukarida p = 2 ve
q = 3 i¢in incelenen durum genellenirse, 4, j > 0 ve a;,b; € {0,1,...p— 1} ve olmak

iizere a, b p-sel tamsayilariin
a = apa1as . . . Veb:boblbg...

p-sel temsillerinden de kolayca goriilebildigi gibi bu iki p-sel saymin aralarindaki
uzakhig1 belirleyen durum ayni olmayan ilk p-sel basamaklaridir. Yani eger a,b € Z,
p-sel tamsayilarinin ilk n — 1 basamagi ayni, n. basamaklar1 farkl ise aralarindaki
p-sel uzakliklar #’dir.

Ly, ile Z4 uzaylarimin izometrik olarak i¢inde yasadigl uzaylar1 Z ile gosterelim.
dGH(Z;an) = inf {dH(Zp,Zq) | Zp,Zq - Z}
(ZvdZ)
Dogal olarak Z = Z, x Z, olarak almirsa,
dH(Zp,Zq) = max{dp(al, ag),dq(bl, b2) : (al,bl), (CLQ, bg) S Zp X Zq} <1

oldugu agiktir. Boylece
den(Zy,Z,) <1

elde edilir ve Z, ile Z, arasindaki Gromov-Hausdorff uzakligi 1 ile {istten simir-
landirilmig olur.
Zy, ile Z4 arasmdaki Gromov-Hausdorff uzaklhigini alttan simirlamak miimkiin mii?
Z, ile Z, arasmdaki Gromov-Hausdorff uzakhgimni alttan simirlayabilmek igin
onceki boliimde verilmis olan Sonug 2.27(2) sonucunu kullanabiliriz. Verilen iki

metrik uzay arasinda eger bir e-izometri var ise, o zaman bu iki metrik uzayin
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aralarindaki Gromov-Hausdorff uzakliklar1 2¢ ile iistten sinirlanmaktadir. Bu 6ner-
menin tersini kullanarak eger verilen metrik uzaylar arasinda bir e-izometri yazila-
mayacagl goriiliirse, o zaman aralarindaki Gromov-Hausdorff uzakhiginm £ ile alttan

sinirlanacagl soylenebilir.

Ornek 3.1. Oncelikle Z, ile Z3 arasinda bir %—izometri yazilamayacagini gorelim.
Bir f : Zo — Zs3 fonksiyonunu %—izometri olabilmesi i¢in Tamim (2.17) geregince

disf < % ve f(Zy) C Zs bir 3-net olmahdur. Oncelikle f(Zs),Zs icinde bir s-net
olacak sekilde bir f tanimlamaya c¢aligalim. Bu durumda Z, i¢indeki birinci seviye
0- altkiimesini Zs icindeki birinci seviye 0-altkiimesine, Z, igindeki birinci seviye
1-altkiimesini ise igindeki ikinci seviye 10 ve 11 altkiimelerini Zj i¢indeki birinci
seviye 1 ve 2 altkiimelerine gonderelim (bkz. Sekil 3.1). Bdylece birinci seviye
altkiimeler acikta bir 2-sel say1 kalmadan Zs icine f ile gonderilmis oldu. Fakat
burada dikkat edilmesi gereken husus disf = l oldugundan bir l—net olma koguluna

ulasmaya caligirken disf < % 5 olma kogulunun saglanamamas1d1r

’// \\ // \\ @ "‘ \\\\

0 L3

oy

~_ -

Sekil 3.1. Zsy’den Zs3’e bir fonksiyon

O halde disf < % kosulunu saglayan bir f fonksiyonu igin f(Zy) C Zs bir %—net
olabilir mi inceleyelim:

Zs icerisindeki birinci seviye 0-altkiimesini, Zsz igerisindeki birinci seviye 0-alt-
kiimesine, Z, icerisindeki birinci seviye 1-altkiimesini, Zs igerisindeki birinci seviye
1-altkiimesine gonderelim (bkz. Sekil 3.2). Alt seviye altkiimelerinde de, ayni sekilde
00-altkiimesi, 00-altkiimesine, Ol-altkiimesi de 0-altkiimesi i¢indeki Ol-altkiimesine
gitsin. Kelimelerin uzunlugu arttikca da bu kuralla devam edelim. Bu sekilde tanim-

lanan f fonksiyonunun distorsiyonu disf < é kogulunu saglamaktadir fakat f(Z)
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kiimesi Zj3 igerisinde bir 1-nettir. Bu yiizden Z, ile Z3 arasinda bir %—izometri yazila-

mayacagl hemen soylenebilir. Boylece

dan(Zs,Z3) <

=

sonucu elde edilir.
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Sekil 3.2. Zs’den Z3’e distorsiyonu koruyan bir fonksiyon

Ornek 3.2. Benzer sekilde Zs ile Z5 arasida %-izometri yazilamaz.
Bir f : Zs — Zs fonksiyonunu %-izometri olabilmesi i¢in Tamm (2.17) geregince

disf < i ve f(Zs) C Zs bir 1-net olmahdir. Oncelikle f(Zs),Zs i¢inde bir i-net
olacak sekilde bir f tanimlamaya caligalim. Bu durumda Z; igindeki birinci seviye
0- altkiimesini Zs icindeki birinci seviye O-altkiimesine, Zj igindeki birinci seviye
1- altkiimesini Zs igindeki birinci seviye 1-altkiimesine, Zs igindeki birinci seviye
2-altkiimesini ise i¢indeki ikinci seviye 20, 21 ve 22 altkiimelerini Zs i¢indeki birinci
seviye 3 ve 4 altkiimelerine gonderelim. Bdylece birinci seviye altkiimeler agikta
bir 3-sel say1 kalmadan Zs igine f ile gonderilmig oldu (bkz. Sekil 3.3). Fakat
burada dikkat edilmesi gereken husus disf = % oldugundan bir %—net olma koguluna
ulagmaya calisirken disf < % olma kogulunun saglanamamasidir.

O halde disf < % kosulunu saglayan bir f fonksiyonu igin f(Zs3) C Zs bir %—net
olabilir mi inceleyelim:

Zs icerisindeki birinci seviye 0-altkiimesini, Zs igerisindeki birinci seviye 0-alt-
kiimesine, Zs icerisindeki birinci seviye 1-altkiimesini, Zs icerisindeki birinci se-
viye l-altkiimesine, ve aymi sekilde Zs icerisindeki birinci seviye 2-altkiimesini, Zs

igerisindeki birinci seviye 2-altkiimesine gonderelim. Alt seviye altkiimelerinde de,
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ayni sekilde 00-altkiimesi, 00-altkiimesine, Ol-altkiimesi de O-altkiimesi i¢indeki 01-
altkiimesine gitsin. Kelimelerin uzunlugu arttikca da bu kuralla devam edelim. Bu
sekilde tanimlanan f fonksiyonunun distorsiyonu disf < % kosulunu saglamaktadir
fakat f(Zs) kiimesi Zs igerisinde bir l-nettir. Bu yiizden Zj ile Zs arasinda bir

%—izometri yazilamayacagl hemen soylenebilir. Béylece

den(Zs, Zs) <

A~ =

sonucu elde edilir.
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Sekil 3.3. Zg’ten Zs’e bir fonksiyon

Aslinda, p > 2 ve p < ¢ olmak lizere Z,, ile Z,, arasinda bir %—izometri yazilamaz.
p = 2 0zel durumunda ise Z, kiimesinin kendine has yapisi nedeni ile bir %—izometri
yazilabilmektedir.

Olas1 tiim f : Z, — Z, dontisiimlerinin %—izometri olmadigini gorelim.

Béylece aym zamanda dgy(X,Y) > 1 oldugu ve {(Z,,| - |,)}, metrik uzaylar

dizisinin bir Cauchy dizisi olmadig1 goriiliir.

Yardimc1 Teorem 3.3. 2 # p # q asal sayilar: i¢in Z, ile Z, arasindaki uzaklk

i ile alttan swnarlbdar.

Kamt. p < q olmak iizere, f : Z, — Z, herhangi bir dontigiim olsun:

(i) Vi € {0,1,...,p—1}icin f(Zy,) C Zq, olacak sekilde sabit bir j € {0,1,...,¢ — 1}
olsun. Bu durumda en az bir j* i¢in Z,,. iginde Z,’den gelen bir eleman
olamaz. Varsayalim ki Vj € {0,1,...,¢ — 1} i¢in Ji € {0,1,...,p — 1} ol-
sun Gyle ki f(Z,,) C Zg; olsun. Bu durumda Z,, toplar f déniisiimii ile
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Sekil 3.4. Z,’den Z ya bir fonksiyon

Zq; toplarim tamamen ortmiig olurdu ve p = ¢ olurdu. Oyleyse bir j* icin
Zy,. i¢in f(Zy,) € Zgy 'dir. Bu durumda f(Z,) Z, i¢inde ancak 1-net ola-
bilir. Vj € {0,1,...,q — 1} i¢in dy(Zy, ,Z,,,) = 1 ve Yz € Z, \ f(Z,) icin
dy(z, f(Z,) = 1. Yani bu sekilde tanimlanan f doniigtimleri ancak 1-izometri
olabilir. ¢ = % icin

A(w, 1Z,) £

1 _izometri taniminin ikinci kosulu saglanmaz ve f bir %—izometri

2
olamaz. Bu durumda Z, ile Z, arasmda bir % -izometri yazilamaz.

oldugundan

(ii) Jz,y € Zy, igin j # k ve j,k € {0,1,...,¢ — 1} olmak iizere f(z) € Z,, ve
fly) € Z,, olsun. Bu durumda Vi, is € {0,1,...,p — 1} icin 4y # iy iken
dp(Zp, s Lp,,) = 1 ve 2,y € Zy, ic¢in dy(z,y) en fazla I%’dir. Ote yandan j # k
ve j,k € {0,1,...,q — 1} icin dy(Zy,;, Zy,) = 1 Bu durumda f doniisiimiinii
distorsiyonu disf > 1—% olur. Béylece p > 2 oldugundan disf > % elde edilir.
1 1

5 -izometri tanmiminin ilk kogulu disf < 3

5 saglanmaz. Bu durumda Z, ile Z,

arasinda bir % -izometri yazilamaz.

O

O halde verilen herhangi bir f : Z, — 7Z, doniisiimiiniin 2 < p < ¢ i¢in bir

1-izometri olmasi miimkiin degildir. Bu durumda dep(X,Y) > 1 elde edilir.

{(Z,,d,)}, metrik uzaylar dizisi dgy Gromov-Hausdorff anlaminda bir Cauchy dizisi

degildir. ¢ = 1 i¢in dgu(Z,,Z,) < § olacak sekilde bir p,q > ng,ng € N buluna-
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maz. Yani standart Gromov-Hausdorff yakinsaklik tanmimina gore {(Z,, d,)}, dizisi
yakinsamaz.

Ayni argiimani kullanarak herhangi bir p-asal sayisi icin Z, ile sonsuz noktali
ayrik metrik uzaymn arasindaki Gromov-Hausdorff uzakligina bir alt sinir belir-
lenebilir. n — oo iken dgp(Z,,NU0) < e kosulunu saglamayan 3¢ > 0 sayisi
bulunabilir. Agik¢a goriiliyor ki {(Z,,d,)}, metrik uzaylar dizisi dgy Gromov-

Hausdorff anlaminda sonsuz noktali ayrik metrik uzaya yakinsamaz.

3.2. Noktalh Metrik Uzaylar Olarak Z, Uzaylarinin Yakinsakhgi

(Z,,d,) metrik uzaylarmm 0 € Z, noktalar ile noktali metrik uzay haline getir-
ildigini dustinelim. Bu durumda {(Z,,0)} noktali metrik uzaylar dizisi, Tanim 2.30
anlaminda yakinsak olamazlar. Yakinsaklik adayimiz sonsuz noktali ayrik metrik
uzay, (N UO0,d,) metrik uzaym 0 noktasi ile noktali metrik uzay haline getirelim.
Bu durumda bir » > 0 ve € > 0 verildiginde uygun bir ny € N i¢in n > ng iken
agsagidaki kogullar1 saglayacak sekilde bir f : B,.(0) — NUO doniistimii tammlamaya

calisalim:

L. f(pn):f(()):o

2. disf <e

3. Br—-(0) C Ue(f(Br(pn))) = U-(f(B:(0)))

Burada dikkat edilmesi gereken husus, » — ¢ > 1 oldugunda N U {0} i¢inde 0
merkezli r — ¢ yarigapll yuvarinin tiim uzay gelmesi ve herhangi bir (Z,,0) i¢in
f(B-(0))m kiigiik bir komgugunun iginde kalamiyor olmasidir. i. ve 7. kogullarimi
saglayan bir f doniigimii keyfi verilen r,e > 0 sayilar1 i¢in ¢zi. kogulunu her zaman
saglamadigindan {(Z,, 0)} noktali metrik uzaylar dizisi sonsuz noktali ayrik metrik

uzaya Tanmim 2.30 anlaminda yakinsayamaz.

Bir r > 0 ve £ > 0 verilmis olsun. Bu durumda bir f(0) = 0 ve disf < ¢ olacak
sekilde bir f : B,(0) — NU{0} doniisiimii tanimlamak miimkiindiir. Orneginr = 1, 1
ve € = ;2) olsun. By 1(0) yuvart NU{0} kiimesidir ve burada f(0) = 0 olan ve disf <
1 - 1—1) seklinde olan bir doniisiim bir sonraki béliimde ayrintili olarak verilmigtir.
Ancak calhistigimiz uzaylarda p-sel metrik ve ayrik metrik var oldugundan verilen
her r, e > 0 sayisina karsilik n > ng iken diger iki kosulu ve B,_.(0) C U.(f(B,(0)))
kogulunu saglayacak bir ny € N sayist bulmak miimkiin degildir. Bunun sebebi ayrik
metrige gore N U {0} uzaymin ¢apinin da 1 olmasidir. Yani verilen r, e sayilarimn

farki eger 1’den biiyiik ise, bagka bir ifadeyle biiyiik bir » > 0 ve ¢ok kiigiik bir e > 0
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sayist i¢in, B,_.(0) yuvar: tiim NU{0} uzay1 oldugundan U.(f(B,(0))) komgulugunun

iginde kalmasi miimkiin degildir. Verilen herhangi bir r, ¢ ikilisi i¢in

B,_.(0) C U.(f(B,(0)))

kosulu saglanamayacagindan, {(Z,,0)} noktali metrik uzaylar dizisinin (NU 0, d,)

metrik uzayina bu anlamda bir yakinsakligi olamaz.

3.3.  Z, Metrik Uzaylarinin Yakinsakhg

Peki p-sel tamsayilarin belirledigi diziyi p-sel metrige gore yakinsak kilacak bir
yakinsaklik tanimi var midir? Onceki boliimde tanimlanan noktali metrik uzaylarin
Gromov-Hausdorff anlaminda yakinsakh ele alindiginda, her p igin p-sel tamsayilar
uzayimizi 0 ile noktalayarak bir noktali metrik uzay olarak diiglinsek bile, p-sel tam
say1 dizimiz hala yakinsak olmamaktadir. Fakat noktali metrik uzaylarin yakinsaklik
kavraminin tamimlanma ihtiyacindan hareketle, asagida vermis oldugumuz tanim

arzu ettigimiz sonuca bizi ulagtirabilecektir.

Tamim 3.4. ((X,,d,)):2; kompakt metrik uzaylar dizisi ve (X,d) (kompakt ol-
mayan) bir metrik uzay olsun. Eger verilen her ¢ > 0 sayisi igin n > ng iken

dar (X, A,) < & kosulunu saglayan bir ng € N sayisi var olacak gekilde X’in
U A, = X kosgulunu saglayan A; C Ay C --- A, C --- C X seklinde bir filtrelemesi
n=1

varsa, ((X,,d,))>2, dizisi (X, d) metrik uzayna yakimsar denir.

Artik yeni yakinsaklik tanmimimiz ile p-sel tamsayilar kiimelerinin olusturdugu
dizinin Gromov-Hausdorff anlaminda yakinsak oldugunu asagidaki Onerme yardimi

ile soyleyebiliriz.

Onerme 3.5. Ly, p-sel tamsayilar kompakt metrik uzaylar dizisi, p, n. asal sayr ve
N* = NU{0} olsun. X,, = Z,, ve d,, p,-sel metrik olmak izere ((X,,d,))3>, dizisi,

m # n iken d,(m,n) =1 ayrik metrigi ile (N*, d,) metrik uzayina yakinsar.

Kanit. A, ={0,1,...,p — 1} olmak iizere N'nin bir {A,} filtrelemesini diigiinelim.
den(Zy,, A,) < % oldugunu goérmek yakinsakligi gormek icin yeterli olacaktir.
Z,'nin i.seviye altkiimesini ¢ € A, elemanina gotiiren f, : Z, — A, doniisimi
bir %—izometridir:
fp doniigiimii 6rten oldugundan f,(Z,) kiimesinin bir 0-net oldugu agiktir.

disf, = 1—1) oldugunu gorelim.
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Eger x1, x5 € Z, farkli seviye altkiimelerde ise,
dp(l'l, 33'2) =1

ve

do(fp((21), (22))) = 1

bulunur.

Eger 1, z9 € Z, aym seviye altkiimede ise,

dp(z1,22) <

"=

ve

da(fp((21), (22))) = 0

bulunur.
Buradan disf, = % elde edilir. Boylece Sonug 2.27°den dgy(Z,, A,) < % sonu-

cuna ulagilir. ]

Yeni yakimsaklik kavramimiz ile Z,, p-sel tamsayilarin olusturdugu kompakt
metrik uzaylar dizisi, Gromov-Hausdorff anlaminda sonsuz noktali ayrik metrik

uzaya yakinsar.
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