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OZET

Bu ¢aligmada, G'L, 4(1]1) kuantum siiper grubunun 6zellikleri incelenmigtir.
Bir T' € GL, 4(1|1) siiper matrisi gézéniine alinmig ve T’ nin matris elemanlar:
arasinda saglanan bazi komutasyon bagintilarini iceren lemmalar verilmis ve
ispatlanmigtir. 7' nin siliper tersi ve siiper determinanti, yeni bir yaklagimla
elde edilmigtir. Sonra, eger 1" € GL,4(1|1) ise T™ € GLyn 4n(1|1) oldugu agik
olarak gosterilmigtir. Bu sonug¢ kullanilarak, bir 7' kuantum sliper matrisi,
matris elemanlar komutatif olmayan bagka bir M matrisinin iistel formu olarak
yazilmig ve M nin matris elemanlari, T' nin matris elemanlar: cinsinden ifade
edilmigtir. Boylece, M nin matris elemanlarmin sagladigi (A1, hs)-deforme
komutasyon bagintilar: elde edilmistir. 7' nin matris elemanlarini M nin matris
elemanlar: cinsinden ifade etmek icin ise, M nin n-inci kuvveti M™ nin matris
elemanlan acik olarak hesaplanmgtir. Bu arada, stiper determinant ve siiper
iz arasinda klasik ve g-deforme durumda saglanan bagintinin (p, ¢)-deforme

durumda da saglandig: gosterilmigtir.

Sonra, GL(1|1) siiper grubunu (p, ¢)-deforme eden bir R-matrisi kullanila-
rak, iki kuantum stiper matrisin toplamimin hangi gsartlar altinda bir kuantum
stiper matris olacag: aragtirlmgtir. Ayrica, bu kuantum R-matrisi istel form-
da ifade edilerek, M (listel) matrisinin matris elemanlar arasinda saglanan
(h1, h2)-komutasyon bagintilar:, yeni bulunan bir r-matrisi ile tekrar elde edil-

migtir. Elde edilen bu bagintilar, daha énce elde edilen bagintilara denktir.

Son olarak, iki deformasyon parametreli kuantum 6zel lineer gruplar gozont-
ne alintug ve GL, 4(1]1) siper grubunun alt grubu olan tiniter SU, ,(1|1) siiper
grubundaki bir matrisin matris elemanlar: ile stiper yaratma ve yok etme ope-
ratorleri (fiziksel olarak, (p, ¢)-deforme siiper osilatorler) arasinda bir bire-bir

tekabtl oldugu gosterilmigtir.



THE PROPERTIES OF THE SUPERGROUP GL,,(1]1)

SUMMARY

Quantum groups are not really groups, they are a generalization of the
concept of classical groups. More precisely, a quantum group is a deformation
of a group that, for particular values of the deformation parameter, coincides
with the group. Quantum groups appeared first as quantum algebras, i.e. as

one parameter deformations of the universal enveloping algebras of Lie algebras

[1].

Other approaches to quantum groups, in which the objects may be called

quantum matrix groups and Hopf algebras in duality to the quantum algebras,

are developed in Ref.s [2-4].

The general framework of quantum groups aside, the special treatment of
quantum groups in their basic matrix representation with non commuting en-

tries show very interesting properties. For the quantum group GL,(2) this was
described in Ref.s 5 and 6 and also for GL, ,(2) in [7].

The simplest supergroup is the group 2x2 supermatrices with two even and
two odd matrix elements, i.e. GL(1|1). Even matrix elements commute with
everything and odd matrix elements anti-commute among themselves. The
deformation of the supergroup of 2x2 matrices, i.e. the quantum supergroup
GL,(1]|1) can be found in [6,8,9]. Two parameter deformation of GL(1|1) was
given in [10,11].

In this work, the properties of the quantum supergroup GL,,(1]|1) are
studied. To achieve this, an element 1" of GL,4(1|1) is considered and some
lemmas claiming certain commutation relations between the matrix elements
of T are proved. The super-inverse and super-determinant of T are com-
puted with a new approach. Besides it is proved that if T € GL,4(1]1) then

T™ € GLyn gn(1]1) necessarily. Using this result an arbitrary quantum super

vi



matrix T' is written as the exponential of another matrix M whose elements
are not commutative and the elements of M are derived in terms of those of 7.
Therefore, (h1, hz)-deformed commutation relations satisfied between the ma-
trix elements of M are obtained. While computing the elements of T' in terms
of elements of M, the elements of M™ are computed. Also, it is shown that
the relation, which is satisfied between the superdeterminant and supertrace

in the classic and g-deformed cases, is satisfied in the (p, ¢)-deformed case, too.

Latter on, by means of using a matrix R which (p, ¢) deforms the supergroup
GL(1|1); the conditions, under which the sum of two supermatrices is again a
supermatrix, are studied. Also; a formula, giving the commutation relations
between the elements of the exponential matrix M, is derived by expressing

the quantum R-matrix in exponential form.

Finally, two-deformation parameter quantum special linear supergroups are
studied and it is shown that there is a one-to-one correspondence between
the elements of unitary supergroup SU,,(1]|1), which is a subgroup of the

supergroup GL, ,(1|1) and the super creation and super annihilation operators.

vii



1 BOLUM : GIRIS

Kuantum gruplari, grup kavraminin bir genellegtirilmesidir. Daha tam olarak,
bir kuantum grubu, bir grubun deformasyonudur 6yleki deformasyon paramet-
resinin 6zel deger(ler)i igin o, grup ile 6zdeglegir. Kuantum grubu terminolojisi,
ilk kez 1986 da V. Drinfeld [1] tarafindan kullanmilmgtir. Daha sonra bir ¢ok
yazar bu konuya degigik yorumlar getirmistir [2-4].

C? vektor uzaymin singiiler olmayan lineer transformasyonlar1 bir grup for-
mundadir ve bu gruba, C tlizerindeki 2-inci dereceden genel lineer grup denir
ve GL(2,C) ile gosterilir. Jlphesiz bu grup, matris elemanlari kompleks ve
determinant1 sifirdan farkli olan 2x2-matrislerin grubuna izomorfiktir. 2x2-
matrislerin grubu, matris elemanlarinin c-sayilar olduklar: ve keyfi bir ¢ € C

parametresine bagh olarak agikar olmayan bir takim komutasyon bagintilarini
sagladiklar: kabul edilerek deforme edilebilir [4-6]. GL(2,C) nin bu deformas-
yonu GL,(2,C) ile gosterilir. Eger 2x2-tipindeki bir A € GL,(2,C) matrisi

A= (‘Z Z) (1.1)

olarak alinirsa A nin matris elemanlar
ab = gba, bd = qdb,

ac = qca, cd = qde, (1.2)
be =cb, ad—da=(q—q ")bc

geklindeki g-komutasyon bagintilarini saglarlar. Bu gekildeki A matrisinin

kuantum determinanti, bilinen anlamda tanimlanamaz. Onun tammlanmasi

(1.2) bagntilar: kullanilarak yapilir. Eger A nin kuantum determinant: D,(A)
ile gosterilirse

D,(A) = ad — qbc
=da —q b (1.3)
olur. Dy(A) nin, A matrisinin bitiin matris elemanlar: ile komutatif oldugu

kolayca gosterilebilir.

llging iki zellik de; eger A € GL,(2,C) ise A" € GL,1(2,C) ve n, bir

tam say1 yani n € Z olmak lizere A* € GLp(2,C) olmasidir. Birincisinin



ispat1 (1.2) ve (1.3) bagintilar: ile direkt cebirsel iglemlerden gikar. Ikincisinin
ispat1 [5] ve [6] da bulunabilir. Bunlara ek olarak, eger A, B € GL,(2,C) ise,
A = (a;;) ve B = (b;;) olmak tizere AB € GL,(2,C) olmas1 ancak

aijbr = briai;

olmasi halinde yani A ve B matrislerinin matris elemanlarinin komutatif olmas

halinde miimktindir.

GL,(2,C) kuantum grubu, klasik GL(2,C) lineer grubunun "tek” paramet-
reli deformasyonudur. Siphesiz GL(2,C) grubunun ¢ok parametreli defor-
masyonu da yapilmgtir. (")rnegin GL(2,C) grubunun ”iki” parametreli de-

formasyonu Schirrmacher ve arkadaglar: [7] tarafindan elde edilmigtir.

Kuantum gruplar teorisi, Matematik ve Fizik’ te bir ¢ok uygulama alam
bulmugtur. Ornegin ”Diigiim Teori” ve ”Orgili Teori” bunlardan ikisidir. Bu
geligmeler altindaki cebirsel yapi, siiper gruplarin teorisine genigletilmigtir [6,8-
12]. En basit siiper grup, matris elemanlarinin ikisi cift ve ikisi de tek olan 2x2-
tipindeki siiper matrislerin grubudur. Bu grup G'L(1|1) ile gosterilir. GL(1|1)
stiper grubunun tek parametreli deformasyonu [6,9] da yapilmigtir. Bu grubun
tek parametreli deformasyonu (ki ona GL(1|1) siiper grubunun ¢-deformasyonu
denir) GL,(1[1) ile gosterilir. Bu grup hakkinda ozet bilgiler agagida veril-
migtir. 7' € GL(1|1) olsun. Bu takdirde T siiper matrisi

T = (fy g) (1.4)

seklindedir. Burada a ve d (latin harfleri) T nin ¢ift olan matris elemanlaridir
ki bunlar 7" nin diger biitin matris elemanlar: ile komutatiftir; 8 ve v (yunan
harfleri) 7" nin tek olan matris elemanlaridir ve bu elemanlar kendi aralarinda

anti-komutatif ve T' nin diger matris elemanlar1 (yani a ve d) ile komutatiftir.

Corrigan ve arkadaglar: [6] ile Schwenk ve arkadaglari [9] gostermiglerdir ki

eger T' € GL,(1]1) ise, T nin matris elemanlar1 ¢ € C — {0} olmak {izere

aﬁ == Qﬂa7 d:B = ql@da

ay =gqva, dy=gvd, (1.5)
By+48=0, B*=0=+%



ad —da=(q—q )P

seklindeki ¢-(anti-) komutasyon bagintilarini saglar. ¢ = 1 halinde her seyin
klasik duruma doniigtiigi agiktir. (1.4) deki 7' matrisinin "kuantum stiper

determinant1’” ve "kuantum stper tersi”, direkt hesaplarla,

sD(T) = ad™ — Bd~'yd™!

=dla—q?*Bd ' yd" (1.6)
ve
a4+ a1Bdyat —a"tpdt
T' = (1.7)
—d " tya1 d™' +dlya18d?

olarak elde edilmigtir [9]. Burada T' nin ¢ ve d matris elemanlarnin ters-
lerinin mevcut olduklari kabul edilmigtir. Ayrica, [9] da GL,(1|1) kuantum
super grubundaki herhangi bir matrisin matris elemanlarinin komutatif ol-

mayan bagka bir (ki o segilecek) matrisin tistel formu olarak yazilabilecegi

_ (=
M= (V y) (1.8)
olsun. Bu takdirde, bir T' € GL,(1]1) matrisi

gosterilmigtir:

T=e™ ve g=¢' (1.9)

seklinde yazilabilir. Bu egitlikten; M nin matris elemanlar1 7' nin matris ele-

manlar1 cinsinden,

o= lne+Bladnl, u=r780ed),
y=3Ind+70(d ], v=gr0,(da) (1.10)
olarak ifade edilebilir. Burada f; ve g,
Alladhy = {(q ~ qilgz((z;a —d)  (d— qa;I(ldd— g~'a)
HCE —135?12;20& - d)]% —
Bgy(a,d)y = ﬂln((‘m)—_lnd (1.110)

ga —d



seklindeki fonksiyonlar1 gostermektedir. (1.8) deki M matrisinin matris ele-

manlar1 agagidaki bagintilar: saglar:

[z, 6l =, [y,n]=p, p*=0,
[z,v]=v, [y,v]=vr, V* =0, (1.12)
zy—yr=0, pr4+rvu=0.

Bu bagntilar, (1.5) bagintilar1 kullanilarak kolayca kontrol edilebilir. Burada
[u, v],

[u,v] = uv —vu
seklindeki Lie parantezini gostermektedir. (Not olarak, (1.12) bagintilar elde
edilirken, [9] da deformasyon parametresi olarak ¢! segildiginden, oradaki

bagntilar, (1.12) deki bagntilarin ”-” igaretlisi olarak goriinmektedir. Orne-

gin, [9] da [z, u] = —p seklindedir.)

Stiphesiz, (1.9) da verilen esitlikten, 7" nin matris elemanlar1 M nin matris

elemanlar cinsinde de ¢oziilebilir ve onlar

e pv l+¢ ¢£-1 6x oy
= (a:-y-l—l)(x—y—l){( 2 g @y e —qety,

1+¢> ¢*—-1
d: by _ Ve . Oy 6z
¢ (x—y+1)(w——y—1){< 5 T3 (@=y))e¥ —ge™r,

B= ——t—(ge® — ™), v = T ——(ge" — ) (1.13)

geklindedir [9].

Bu galigma, GL(1|1) siiper grubunun iki parametreli deformasyonu tizerine

olacaktir. Caligma, agagidaki sekilde diizenlenmigtir:

Boliim 2 de GL(1]1) sliper grubunun iki parametreli deformasyonu yapilmis-
tir ki bu, [10-12] de de vardir. GL(1|1) grubunun iki parametreli (ki on-
lar p ve ¢ dur) deformasyonu GL,,(1|1) ile gosterilmigtir. GL,,(1]1) kuan-
tum stiper grubundaki bir T' matrisinin siiper tersi ve sliper determinanti, [9]
da yapilandan farkl bir metod kullamilarak iki parametreli durum igin elde

edilmigtir [13]. Sonra, ileriki bolimlerde sikga kullanilacak olan, T' nin matris



elemanlar: arasinda saglanan bazi bagintilar, keyfi bir n tam sayis1 igin ve-
rilmig ve ispatlanmugtir. Bu Bolim’ de son olarak, bir T' € GL,,(1|1) mat-
risinin n-inci kuvvetinin matris elemanlar elde edilmis ve eger ' € GL, ,(1]1)

ise, T™ € GLyn 4n(1]1) oldugu agik olarak gésterilmigtir.

Bolim 3 de GL,4(1|1) kuantum siper grubunun istel parametrizasyonu

verilmigtir.

Bolim 4, GL,,(1|1) grubundaki bir matrisin matris elemanlarinin bir R-
matrisi ile elde edilmesine ve bu R-matrisi kullanilarak GL, ,(1|1) grubundaki
herhangi iki matrisin toplaminin ne zaman GL,,(1|1) grubuna ait olacag,
(GL,(2,C) grubu igin Majid [14] tarafindan verilen metoda benzer bir metodla
aragtirtlmasina ayrilmigtir. Ayrica bu Bolum’ de, Kesim 3.1, degigik bir yakla-

simla ele alinmigtir.

Boliim 5 de siiperdeterminanti 1 olan siiper 2x2 matrislerin olugturdugu
tiniter SU,4(1|1) grubu ele alinmig ve bu gruba ait bir matrisin matris ele-
manlar arasinda saglanan bagintilarla (p, ¢) stiper osilatorleri (fiziksel olarak)

arasindaki bagintilar elde edilmigtir.



2 BOLUM : GL,,(1]1) SUPER GRUBU

Bu béliimde, 6nce G L, 4(1]1) kuantum siiper grubundaki bir 2x2 siiper matrisin
matris elemanlarinin sagladigi (p, ¢)-(anti-) komutasyon bagintilar: yani klasik
GL(1]1) stper grubunun (p,q) deformasyonu, Manin [8] yapis1 kullanilarak
verilecektir. GL,,(1]1) grubundaki bir siiper matrisin siiper-tersi ve stiper
determinanti, baz1 yeni tamimlamalarla elde edilecektir. Bu bolim, [12] de

yapilan galigma dogrultusunda hazirlanmugtir.

2.1 GL(1|]1) Siiper Grubunun Iki Parametreli Defor-
masyonu

Bu kesimde, elemanlar: 2x2-tipindeki siiper matrisler olan GL(1|1) sliper gru-
bunun iki parametreli deformasyonu, Manin [8] yapisi kullanilarak elde edile-

cektir.

Iki boyutlu bir siiper diizlem gdzoniine almsin ve bu diizlem R[1|1] ile
gosterilsin. Bu stiper diizlemin elemanlan U = (z,¢)" geklindedir. Burada
¢ adi matris transpozesini gostermektedir. U siiper vektorinin £ bilegeni tek
yani £, bir Grassmannian elemandir. Manin, R[1]1] sliper diizlemini agagidaki

gekilde deforme etmigtir:
U= (2) € R[11] & zt—ptz =0, ¢ =0. (2.1.1)
Bu kuantum siiper diizlemin R;[1|1] ile gosterilen duali igin
U= (Z) € R} <= ny—q'yn=0, n*=0 (2.1.2)

yazihir. Simdi T, 2x2-tipinde bir siiper matris yani

T = (3 g) (2.1.3)

olsun. 7" nin bitin matris elemanlarinin sagladig: deforme edilmig komutasyon

bagintilar: elde edilecek. Bu nedenle, T' nin ¢ ve d matris elemanlarinin R,[1]1]



ve R:[1]1] siiper diizlemlerinin (biitiin) koordinatlar1 ile komutatif ve 3 ile v

nin da z ve y ile komutatif, £ ve 7 ile de anti-komutatif olduklar: yani
[u,2] = [u,y] = [w,€] = [u,7] =0, v € {q,d}

[v,:c] = [v,y] =0, [’U,f]_‘. = ['U, 77]-(- =0, ve€ {;8)’7} (214)

bagintilarinin saglandigi kabul edilecek. Burada [,]4, anti Lie parantezini

gostermektedir. Yani
(X, Y], =XY+YX

dir. Bu kabuller altinda
T:R,[111] — Rp[1[1],

T: RN — R (2.1.5)

endomorfizimleri, 7" nin matris elemanlar: tizerine agagidaki (p, ¢)-(anti-) ko-

mutasyon bagintilarim yikler:

G/B = Q)@aJ dﬂ = qﬁda

ay = pya, dy = pyd, (2.1.6)
By+pg =0, B=0=77
ad —da = (p— ¢ ")yB.

Burada p,q € C — {0} ve pg =1 # 0 oldugu kabul edilmigtir. Not olarak,
p = ¢ halinde T nin matris elemanlarinin bir parametreli deformasyonu elde
edilir ki onlar, [6] ve [9] da verilmigtir (B6lim 1 deki (1.5) bagntilar:). Ustelik,
p = ¢ = 1 halinde her gey klasik duruma doner.

GL,4(1]1) kuantum siiper grubundaki herhangi iki matrisin ¢arpimi genelde
GL,4(1|1) grubuna ait degildir. Eger Ty € GL,4(1|1) ve Tz € GL,4(1]1) ve
T matrisinin matris elemanlar ile T, nin matris elemanlar: (anti-) komutatif
(yani ¢ift elemanlar, diger biitiin elemanlarla komutatif ve tek elemanlar, kendi
aralarinda anti-komutatif) ise bu takdirde, 717> € GL,,4(1|1) olur. Bunu
gostermek oldukga kolaydir. Gergekten, eger T' = 11Ty alimirsa, T' nin matris

elemanlar:

T = (Th)'k(T2)%;



seklinde olup, ornegin
THT'y = [(T)'(T2)"1] [(T1)'%(T2)]

= (T)(T)"(T2)1(T2)s + (T1)'2(T1) 1 (T2)*1(T2) s
+(T1) 1 (T1) ' 2(T2) ' 1(T2) 22 + (Th) 2 (T1) 2 (12) %1 (T2) %

= (T (T2) 2(T) (T2) ' + (T1) (1) 4 (1)1 (To)
+q(T1) 2 (T1)" [(T2)*2(T2)' 4 (p — a7 )(12)*1(T2) )

= ¢ [(T)'1(T2)'2 + (T0)'2(T2)%] (Th)'1(T2)"
+¢(T1) (1)1 (T1) 1(To)

= qulel

dir. Digerleri, benzer gekilde gosterilebilir.

Yukarida elde edilen (2.1.6) bagintilar:, uygun bir R-matrisi ile, siiper tensor
carpim kurallarindan faydalanilarak da bulunabilir. Bu son séylenen Bolim 4

de iglenecektir.

Siiphesiz, (2.1.6) bagmtilarinm bu gekli tek degildir. Ornegin, p — ¢ ve
q — p doniigiimleri yapilirsa, [10] daki ilgili bagintilar elde edilir.

Simdi (2.1.3) ile verilen T' sliper matrisinin a ve d matris elemanlarinin

invertibil olduklar1 kabul edilsin. Bu takdirde,
a7'f=qBa, dTp=q7'pd7,
a 'y =p v, d'y=plyd7l, (2.1.7)
ad™' — Bd™'yd™' =d7ta —d ' Bd Y,
ald ' —dla = (g—pHd ya e Bd !
bagintilar: elde edilir. Bu bagintilar, 7' matrisinin siiper tersi ve sliper deter-

minant1 hesaplanirken kullanilacaktir.

Bu kesimde son olarak agagidaki iki lemma ispat edilecektir.

Lemma 1 Herhangi bir n tam sayist igin

(a— Bd~'9)" = a" — %ﬂa"‘ld‘ly (2.1.8)

bagintist saglanar.



Ispat. Tiimevarim metodu ile yapilacaktir.
(1) (2.1.8) denklemi n =1 igin dogrudur.
(2) (2.1.8) denkleminin n = k icin dogru oldugu kabul edilsin.

(3) (2.1.8) denkleminin n = k + 1 halinde dogru oldugunu géstermek igin

A=a—Bd"y (2.1.9)
alinsin. Bu takdirde,
ARl = AFA
oldugundan
G,Ak _ ak+1 _ Mﬁakd"l
- q q . p___l 7?
Bd7IyAF = p~F fatd Ty
egitlikleri
E+1 _ k41 gkt — p~ (kD) B g1
AT =" — Ba"d "y
q—p7!

oldugunu verir. Bu ise, lemmanin ispatini tamamlar. Not olarak, eger f, a ve
d nin

fla,d) =a"d™, m,neZ

seklinde bir fonksiyonu ise, f nin 8 ve v ile garpimi halinde o™ ve d™ argiimanla-

r1 komutatif elemanlar olarak davranirlar. Yani,
Ba™d™ = Bd™a", ~ya"d™ = ~yd™a"

dir.

Lemma 2 Herhangi bir n tam sayist igin
(a) a"d = da™ + (p" — ¢"")ya" "' B,
(b) ad™ = d*a + (p" — ¢"")yd" '8 ve

(c) (a) ve (b) nin birlestirilmis gekli olarak
a"d™ = d™a" + (p" — q"”)p—p% ya™ td™ g (2.1.10)

olur.
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ispat. Bu lemmanin ispat1 da tiimevarim metodu ile yapilacak.
(a) (1) Denklem, n =1 i¢in (2.1.6) daki son bagmntiyla 6zdeslesir.
(2) Denklem, n = k igin dogru olsun.

(8) Acik olarak, (2.1.6) daki son bagintidan

dtd = o {da+ (p - ¢")v8}
= daft 4 (PP — N )yak B

elde edilir.
(b) Bunun ispati, (a) kismina benzer gekilde yapilabilir.

(c) Bunun ispati, iki kath bir timevarim ile yapilacak. Ik olarak m = 1
alinacak ve n tlizerinde timevarim kullanilacak. Sonra, sabit n ile m iizerinde

bir tiimevarim yapilacak.

(i) m = 1 olsun. Bu halde (2.1.10) denklemi lemmanin (a) kismundaki

denklem ile 6zdeglesir.

(ii) (2.1.10) denkleminin m = k ve biitiin n’ ler i¢in dogru oldugu kabul

edilsin.

(iii) m = k + 1 i¢in (2.1.10) denklemi

andk+1 — {dkan + pp __qq_1 (pk _ q—k)’)’an_ldk_lﬂ} d

= d*{da" + (p* — ¢ ")ya" ' B}

—-n

Pt —q —
+—1( — g F)ya"d* B

pq —
. k+1 _n n__-n ke n—1 pk_q_k n—1 jk
= d"d"+(p" — ¢ ")y T+ ———ya"d" B
pg—1
- Pl gkl -
R L

seklini alir ki bu istenilendir.
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2.2 Bir Siiper Matrisin Siiper Tersi ve Determinanti

Bir T' 2x2 siiper matrisinin stiper tersi, normal yollarla bulunamaz. Bir takim

incelemeler yapmak gerekir. Simdi A; ve Ag,
Ay =ad—p By (2.2.1)

Ay =da—q 98 (2.2.2)

geklinde tanmimlansin. Bu halde, T' € GL, 4(1]|1) matrisinin sag tersi,

TTR' =1
dan
dATY =g AAG
T = (2.2.3)
—pTyATT aAY

olarak bulunur. A; ve A, ile T nin matris elemanlar1 arasinda saglanan

bagintilar agagidadir:
Ard = dAy, Aga = al,,
ArB = ¢*BAL, Apy=p*yA;, k=1,2 (2.2.4)
BA = qa™'Bd™, AT =pd e

Bunlarm dogrulugu, (2.1.6) ve (2.1.7) bagintilar: kullanilarak kontrol edilebilir.
Gergekten, 6rnegin, (2.1.6) dan

NS = adf
= ¢*’Bad
= ¢’ Bl

ve (2.1.7) den

YAT' = yd7la™!

= pd~lya
elde edilir. Digerleri de benzer gekilde yapilabilir. Ayrica
aA;l =d1+ d'ya ' Bd7T,

dAT' =a '+ a7 Bd  ya (2.2.5)
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olduklarini gostermek oldukga kolaydir: Ornegin,
aA;' = a(da—q'B) !
= a {a—ld—l + q“la"ld_lfyﬂa"ld*l}
— d—l + q—ld—17ﬁa—1d~1
— d—l + d_l’)’a_lﬂd_l
olur.

Tg' yi iki matrisin garpim geklinde yazmak yani (2.2.3) deki matrisi ikiye

ayirmak igin (2.2.3) deki matris
(d*l(oFA;l) oAy )

—p AT a7M(aPAFY)

TR! = (2.2.6)

olarak yazilsin. Bu matristeki, a?A5" ve d?A7" nin, 7' nin biitiin matris ele-
manlar ile komutatif oldugu kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla onlar, birer say:

olarak digtniiliip disar1 ¢ikarilabilir. Bu yapildiginda (2.2.6) dan

d=! —a"1Ba71 AT 0
TR' = (2.2.7)
—d tyd™? al 0 a?A;"

elde edilir. O halde T nin kuantum siiper determinanti
8D, (T) = *AJ' = A'd® (2.2.8a)
olarak tanumlanabilir.Buradaki a?Aj" ifadesi agik olarak yazilir ve diizenlenirse
3D, (T) = ad™" — Bd™"yd™"

=dla—d'Bd 1y (2.2.8b)

elde edilir. Bu determinant, tek deformasyon parametreli durum igin [9] da

elde edilenle aynidir.

Benzer diigiinceyle, T nin sol tersi T} " de
17T =1

den

AT'd —qAT'B
;' =

~-pAr Aja
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seklinde hesaplanir. Burada, (2.2.4) bagintilar: kullanildiginda ise,
TR =T"'=17"
oldugu gorilir.

Not olarak, 7' € GL, ,(1|1) matrisinin siiper tersi, (2.1.3) deki T matrisinin,

Crout redaksiyonu kullanilarak

= (5 aoyes) (0 1) (2:29)

seklinde yazilmasiyla da elde edilebilir. Gergekten,

(a 0 )~1 o 0
p— _1 =
¥y d—vya™'B —dlyq™! 414 dlyglBd !

a ! 0
—p AT Ay
1 a'p _1_ 1 —a'p
0 1 T \0 1

olduklarindan

o (1 a8\ ' (a 0 -
™ = (0 1 ) (7 d—-fya‘lﬂ)

(a—l + a_l,@d—lfya_l —a_lﬂd_l )

—d 1yg™! d7' +dlya"18d!

ve

= T5"
¢ikar. Bu durumda stuiper determinant
Dy q(T) = a(d —ya™' B)™
geklindedir ki bu agilip diizenlendiginde (2.2.8) ile ayn: olur.

Simdi (2.2.6) daki T~! matrisi igin

1 a' /8,
g _<¢ J)

yazilirsa, 7~ matrisinin matris elemanlar
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Jf =P, df =g,
ay =pTod, dy =pTyd,
A%=0=7" B +p ¢ B =0
dd —dd = (p" - q)YF
bagintilarini saglar. Gergekten, 6rnegin
df' = (dAT)(—q7BALY)
= g (g )
= (apd e
= ¢ 'fd
olur. Burada, son esitlik yazilirken, (2.2.5) deki ikinci ifade kullanilmigtir.
Benzer gekilde,
[d,d] = a7'd'+d e ya BdT + o 18d 'ya"ld™ — d7ta ™t
—d ¢ Bd et — dlya 1 Bd e !
= [a7hd7] 207" — 7P
= (¢—p W8 +207" — )7 B
= —(g—p" )1F
elde edilir. Burada, tglincii egitlikteki birinci ifade yazilirken, (2.1.7) deki son

bagint: kullamlmigtir. Diger bagintilarin saglandigi da ayni gekilde gosterile-
bilir. O halde T~ € GLy-14,-1(1]1) dir.

Schirrmacher ve arkadaglar: [7] tarafindan tamimlanan, iki deformasyon pa-
rametreli GL, 4(2) kuantum genel lineer grubundaki bir matrisin determinanti,
GL,,(2) grubundaki bir matrisin matris elemanlar ile komutatif degildir.
Bununla birlikte GL, 4(1|1) kuantum siiper grubundaki bir siiper matrisin il-
ging bir 6zelligi, siiper determinantinin iki deformasyon parametreli durumda
da 7' nin matris elemanlar: ile komutatif olmasidir. 1" nin bu ozelligi, 6zel
lineer siiper gruplar1 tanimlamaya imkan verir. Bu son soylenen, Bélim 5 de

incelenecektir.

Bu kesim, agagida verilecek olan lemma ile bitirilecek. Once, bir takim

hazirliklara ihtiyag vardir.
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Yukarida gosterildi ki, bir 7' € GL,,(1|1) matrisinin sliper determinantu,
(2.2.2) ile
sDpg(T) = a®Ay"

seklindedir ((2.2.8a) denklemi). Siiphesiz, 7' sliper matrisinin stiper deter-

minant1 da tanimlanabilir ve o
sD, (T7Y) = d&AT! (2.2.10)
geklindedir. Diger taraftan, (2.2.8a) ile
{8D,4(T)} " = &*AT* (2.2.11)
oldugu kolayca gosterilebilir. Gergekten,
a'd=da' + (1 — pg)a'ya™'p
oldugundan, (2.2.8a) dan, a ile A;' nin komutatifligi kullanilarak

{SDp,q(T)}~1 = (a2A2_1)_1

= a”z Az
yazilir. Boylece,

{SDp,q(T)}_l = o }(da—q7'p)
= a7(ad - pyp)
= da™' —pga~lya™'B
= da™ '+ qa" ' Bya?
= EAT
elde edilir. Dolayisiyla, (2.2.10) ile

sDp(T™Y) = {sD, (T)} (2.2.12)

oldugu gortlir.

Lemma 1 Herhangi bir n tam sayist igin
D T n __ nd—n p~n - q'n, n—1 d_n_l
{sDpy(T)} =@ - P—p e a” Ty B (2.2.13)

olur.
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Ispat. a ile A;" komutatif oldugundan, (2.2.8) denklemi kullanilarak
{sDpg(T)}" = a™AF" (2.2.14)

oldugu hemen yazilir. Diger taraftan, gerekli hesaplamalar yapildiginda, her-
hangi bir n tam sayis1 i¢in

Ip*—q¢™"

An — dnan R S S an~1 d’n——l
2 qp— q_l Y ﬂ
= a"d" — p%i—an_lvd”_lﬂ (2.2.15)

yazilir. Buradaki ilk ifadenin ispati, timevarim metodu ile kolayca yapilabilir.
Ikinci esitlik, (2.2.10) da n = m alinarak elde edilmigtir. Sonug olarak (2.2.15)
de n yerine —n yazip a?" ile carpmakla

—TN

aZnAz—n = a"d™" — pp —4q an—l,yd—(n+1),8

p—qt
elde edilir ki bu, (2.2.13) ile aymdir. Boylece, (2.2.14) gdzoniline alindiginda

lemma, ispatlanmug olur.

Sonraki bolimde ispat edilecek ki, bir T' € GL,4(1]1) matrisinin n-inci
kuvveti 7™ nin siiper determinant: ile 7' nin siper determinantinin n-inci

kuvveti aynidir.

Yukarida verilen lemmanin alternatif bir ispat: agagidadir: d* ile (2.1.9)

daki A komutatif oldugundan

{sD, (1)} = {(a - ﬂd_17) ! }n
— (o= Bdy)
n qn _ p—n -1 7-1 —n
———fa"d d
(a g—p! b 7)
— and—n _ pp - q_l
P—q

Il

an—l le—n—l,},

yazilir. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda, bu esitlikteki son ifadenin

(2.2.13) ile ayn1 oldugu goriilir.
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2.3 T" Matrisinin Ozellikleri

Bu kesimde, bir T' € GL, ,(1]1) siiper matrisinin n-inci kuvveti 7" nin mat-
ris elemanlar1 agik olarak elde edilecek ve eger T € GL,,4(1]1) ise, T™ €
(G Lyn gn(1]|1) oldugu agik olarak ortaya konacaktir. Bu durum, Bolim 3 deki

incelemelerde oldukca faydali olacaktir.

ro (2 B) e

olsun. Ayrica, < N >,, ile F,, ve G, fonksiyonlari, sirasiyla,

1—(pg)~™"
<N TG
olmak tzere
n—2
F.(a, q—ld)ﬁ"f = z <n—k—1> anhkhz(q_ld)kﬁ% (2.3.2)
k=0
ve )
Gn(a,q'd)8 =) a"* (g7 d)*B (2.3.3)
k=0

seklinde tanimlansin. Bu takdirde:

Lemma 1 Eger T' € GL,,(1]1) ise, (2.3.1) deki T™ matrisinin matris ele-
manlar:
Ap = a" + Fy(a,qg7'd)By, B, = Gn(a,q"'d)8,

Do =d"+ Fo(d,p ' alyB, Cu = Gald,p"a)y (2.3.4)

olur.

Ispat. Burada ispat, sadece A, ve B, i¢in tiimevarim metodu ile yapilacak-

tir. Digerlerinin ispati benzer tarzda yapilabilir.
(1) n =1 igin A; = a ve B; = B olur.
(2) (2.3.4) deki ilk iki ifade, n = k i¢in dogru olsun.

(8) Not olarak, her 7" matrisi i¢in

Tt = ™
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yazilabilir. Dolayisiyla,

App1 = ApAs + BpCy
k—2

= o4 Z <k—j—1>,d7 (¢ 'dY Bya

=0

k—1
+ Z @t (g Y By

| Z 1 — (pgy—*+ il 1
_ k+1 k—ji—1 1 7\j
=0 ( Pq 1 e (q d) ﬁ,y

+(q7'd)* By

k—2

= o4 Z <k—J >p a*I” 1( ) ﬂ'?’"l“ (g —1d)k_1:87
7=0
k—1

= o 4 Z < k—j>p a7 g d) By

=0

= d"* + Fiia(a,q7'd) By

elde edilir. Benzer sekilde,

Biyn = ApBi+ BpDy
k—1

= o8+ Z gk-i-1 (q_ld)j"'lﬂ
7=0

k k
!ak + Z ak“j(q”ld)j] B = Z a*=i (¢ d)’ B

=1 7=0

= Gk+1 (a7 q_ld)ﬂ

Il

bulunur.

Simdi, asagidaki énerme verilebilir.

Onerme 2 Ejer T € GL,,(1|1) ise, T™ € GLyn gn(1]1) olur. Yani, T™ nin

matris elemanlar:
Aan = an'nAna Dan - an'n.D'/n

A.C, =p"CLA,, D,C,=p"C,D,, (2.3.5)

B:=0=C? ¢"B,C,+p"CpB, =0
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komutasyon bagintilarine saglar. [j'stelik,
[A'ﬂv D’ﬂ] = (pn - CIMn)Can (236)
bagintist da saglansr.
ispat. (2.3.5) bagmtilarinin saglandigy, (2.1.6) bagintilar: kullanilarak ko-

layca gosterilebilir. Burada sadece (2.3.5) deki son bagint1 ile (2.3.6) bagintisi-

nin gergeklendigi gosterilecektir.

(2.3.4) den

B.Cn = Gu(a,q 'd)BGa(d,p a)
= ¢ "Gul(a,q ' d)Gu(d,p™ a)By
= —pqg "Gn(d,p a)Ga(a,q"d)yp
= —q¢ "p"Gn(d,p ' a)yGy(a,q7 d)B
= —q¢ "p"C.B,

olur.

(2.3.6) bagntisinin dogrulugu, yine

T = TT* = T*T (2.3.7)

oldugu gergegi kullanilarak tliimevarimla yapilacaktur.

(1) » =1 igin (2.3.6) denklemi (2.1.6) daki son denkleme dontisiir.

(2) (2.3.6) denklemi n = & i¢in dogru olsun.

(3) Bir defa, (2.3.7) esitliginden

Apy1 = A1Ag + BiCr,  Ciy1 = C1Ag + D1Ch,

Byt1 = A1 By + B1Dg, Diy1 = DiDi + C1 By (2.3.8)

yazlir. Once, baz hesaplamalar yapilacak.

Qn=p"—q"
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olsun. Bu takdirde,
dAy = pgArd + (1 — pg)da® — pqQya*'B
ve
aDy, = pgDya + (1 — pg)da + Qryd*' B

olur. Gergekten, (2.3.4) deki birinci baginti ile

dA; = dd* +dF,(a,q7"d)By
= a*'d— Quya* ' B + pgFu(a, ¢ d)Bvd
= (1 —pg)a*d + pq (¢* + Fr(a,q " d)f7) d — Qrya* '
= (1 —pg)a*d + pgAsd — Quya""
bulunur. Burada, ikinci egitlikteki ilk iki ifade yazilirken, Kesim 2.1 deki

Lemma 2 nin (a) kistm kullamilmugtir. Digeri de benzer sekilde yapilabilir.
Simdji, (2.3.8) ile

A1 Dgp1 = A1AxD1 Dy + B1Cy D1 Dy, + A1 A C1 By,
olup, eger
X1 = AlAleDk
Xz == BICle Dk
X3 == AlAkclBk
alinirsa, A = pq olmak tizere
X1 = Al{/\—1D1Ak + Qk’)’ak_lﬂ + (1 - A“l)dak}Dk
== /\_lAlDlAka + K]
= X' (D141 + (p— ¢ )C1By) (DrAx + QeCiBy) + Ky

= /\_lDlAleAk + /\_1K2 -I— K1
= DiDyA1 A+ 27 (K5 + K,) + K,

olur. Burada,

K1 = pQrya*pd* + (1- A"l)adaka
— qk_le’yﬂakdk 4 (1 _ )\Ml)ak-Hde-,
K, = ¢'(A— 1)7ﬂakdk + QradCy By
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ve
Ky = pa*Quyfatd +(1— )i+ aA
dir. Dolayisiyla,

K = K;+\'(K;+ Ks)
— (2qk—1Qk _ p““lq_2 + q_1> fyﬂakdk + A_leadeBk
+(1 =21 (a"dDy — d*aAy)

olur. Simdi de
K' = (1 -7 (a*'dDy — d*'ady)

olsun. (2.3.4) ile

K' = (1-2N{[d"",d"*""] + a**'dF,(d,p a)yB
—d**aF,(a,q7 d)By}

yazilir. Burada,

Ll = ak+1an(d7 p_la)’)/ﬂ

ve

Ly = dkt! aF,(a, q_ld)ﬂ'y

denirse,

gkt Jk+1k' j
L = -+§:1_%1 =51 (p a)iyp

7=0
k+1

k—2
a - L
= 5 D (1= N (g )iy
7=0

ak+l SN . Lk
= [ ETT 0y - p e ) 48

=0

k-1
—k (Z; dk~j-—1(qa)j _ qk—lak—1> 'yﬁ}

= W{ak“%ﬁ Py + qp~Fa* Bry
1 k Zk’)',g}
- 1—)\ Tt (0" CuB + ™" By}

:1_Aﬁm”@&+w FA1ABC: )
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elde edilir. Benzer gekilde, gerekli hesaplamalar yapildiginda, Ly de

1
Ly = ;{7 Bey +pg a1 CLB)

1
1— A1

olarak bulunur. O halde K’, (2.1.10) ile

{D1DxBiCy + pg~* D1 DiCi By }

K' = (1=xNY{[a"",d*"] + L — Ly}
= (1= {qZk (p*H! — g7F 1)

seklinde yazilir. Boylece, gerekli dlizenlemeler yapildiginda

1

— Ci1B1AkDy Ly — Lz}
b—q

K = (qu—le - p_lq_2 + q_l) ClBlAka + )\”leAlch'kBk + K'
= (P%qu —q %) C1ArB1 Dy, + (p"*! — pq_k) C, A1 B, Dy
P (Cr A1 ARB: — Cy Ay A1 By + DyCiByDy — Dy Cy By Dy,)

bulunur. Sonug olarak, X, ve X3 de, sirasiyla,

X, = BiCyD\Dg
= A"““lDleBle

ve

X3 = A]AkclBk
= MO BLA A,

olduklarindan, A = pq ile

[Aps1, Dea] = (W 1) {C1ByA Ay = X* D1 DB, Cy } + K
= (pk+1 — q_k_l) Ck+1Bk+] + K — L

elde edilir. Burada,
L= (p"" = q*") {pgCrA1 BeD1 + C1ALB1 Dy}

dir. O halde,
K-L=0

oldugunu gostermek gerekmektedir. Gergekten

K—L = —p**'C1A; (BDy + A1 By) + p**1¢*CL A, B, D,
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+p**1CLA; (AxBy + By Dy) — p*2qCL A By Dy
+p* D Cy (AxBy + B D1) — p*™' DyC1 A By
—p"*1D1Cy (A1 By, + B1Dy) + p* ' D1 CL A1 By,
= p*! (p*¢*C1AxB1 Dy — DiCrArBy)
+pttl (D1Cyx A1 By, — pgCrA1ByD1)
= p**1¢* (C1B1 Ay Dy — C1 B DiAy,)
+p*+2¢* (CkBe D1 A1 — Ci By A1 D1)
= 0

oldugu gorilir.

Simdi, 7™ nin siiper determinanti ile 7' nin siiper determinantinin n-inci
kuvvetinin ayni oldugu gosterilecek. Bunun igin, 6nce 7™ nin stiper determi-

nant1 hesaplanacak. (2.3.1) deki 7™ matrisi, Crout redaksiyonu kullanilarak

n_ [ An 0 1 A;'B,
T “(Cn Dn—C’nA;;an) (o 1 ) (2.3.9)

geklinde yazilabilir. Dolayisiyla, 7™ nin siiper determinanti, Kesim 2.2 de not
edildigi gibi
sDpo(T™) = A, (D, —CoA;'B,)™
= (Aw—B.D;'Cy) D (2.3.10)

seklindedir. Dolayisiyla, agagidaki lemma verilebilir.

Lemma 3 Ejfer T € GL,4(1]1) ise, T' nin n-inci kuvveti T™ nin stper deter-
minants

-7

8Dp(T") = ad™ —p Z;_—;qa"‘lvd"”“lﬂ (2.3.11)

olur.

Ispat. (2.3.10) denkleminde
D' =d" — Fo(d,p~ a)d "y Bd ™"

ve

B,D'C, = B,d™"C,
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olduklarindan,

3Dy (T") = (An— B.D;'C,) D;?
= {a” + Fy(a,q7'd)By — Gu(a, ¢ 'd)Bd "G, (d, p_la)fy}
X {d™™ — Fo(d,p~" a)d "yBd ™"}
= a"d™" — Gu(a,q¢*d)Bd "G, (d,p " a)yd ™"
+Fy(a,q7'd)Byd™" — " F,(d,p" a)d "yBd™™
1 —n
T 18— 22 }d
1 =X (A+ 1Da™ — pa™~td — ga™d !
1—A1 (a — ¢~'d)(a — pd)
AT —1
1— -t

n g—n P 0" i ent
= a"d" —p——a"" vd B
p—q!

— and—n _{_

— and—n + ,8'7d_1

— and—n + q an—ld—l ,B'Yd_n

bulunur. Burada,

3 3 A1 —A1)a” — (A= Dp™™a®d™" + p(A™" — 1)an‘1dﬂ
L (¢ — g'd)(a — pd) 7

ve
0. — (1= XNp™™a®d™™ 4 q(1 — A7™)a™T1d~ + (A" — 1)anﬁ
iy (a—q'd)(a — pd) !
dir. O halde:
Onerme 4 Herhangi bir n tam sayst igin
{SDp,q(T)}n = 8Dy (T™) (2.3.12)

olur.



3 BOLUM : GL,,(1]1) SUPER GRUBUNUN
USTEL TEMSILI

Bu boliimde, bir T € GL,,(1]1) matrisi, matris elemanlari komutatif ol-
mayan bagka bir M matrisinin tstel formu olarak yazilacak ve dnce M nin
maftris elemanlar1 T' ninkiler cinsinden ifade edilecek ve M nin matris eleman-
lar1 arasinda saglanan deforme edilmig komutasyon bagintilar: elde edilecektir.
Daha sonra da T nin matris elemanlar1 M ninkiler cinsinden ifade edilecek ve

(2.1.6) bagintilarimin gergeklendigi gosterilecektir.

Ayrica, klasik durumda ve ¢-deforme durumda siiper determinant ve siiper
iz arasinda saglanan bagmtinin (p, ¢)-deforme durumda da saglandig gosterile-

cektir.

3.1 M nin Matris Elemanlarinin Elde Edilmesi

Eger T € GL,(1]1) ise T™ € GLy(1]|1) oldugu [9] da gosterilmigtir. Bu gerek-
tirme onerir ki GL,(1|1) grubundaki herhangi bir eleman, matris elemanlar:
komutatif olmayan bir matrisin tstel formu olarak yazilabilir. Kesim 2.3 de
eger T € GLy,(1]1) ise T € GLyn gn(1]1) oldugu gosterilmigti (Onerme 2).
Dolayisiyla, G L, 4(1|1) kuantum siiper grubundaki herhangi bir matris de ele-
manlar komutatif olmayan bir matrisin listel formu olarak yazlabilir. Bu son

soylenen, agagidaki lemma ile verilmigtir.
Lemma 1 Bir T € GL,4(1|1) siper matrisi

M = (i Z) (3.1.1)

1
T=eM h= Eln(pq) (3.1.2)

olmak tzere

seklinde ifade edilsin. Bu takdirde, M nin matris elemanlari, T nin matris

elemanlary cinsinden ¢ozilebilir ve onlar, bazi f ve g fonksiyonlars icin
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T = %{Ina + fq(a? dap)ﬂ7}7 B = %g(a,q_ld)ﬂ,

y=1{nd+ fdenB), v=rqeldpiay (313

seklindedir.

fspat. Eger bir T € GL,4(1]1) stiper matrisi, (3.1.1) deki M matrisi ile,
(3.1.2) deki gibi yazilabiliyorsa, buradan

1
M= 7 InT (3.1.4)
yazilabilir. Burada, 7' nin logaritmasi, bir kuvvet serisi olarak,
o -1 n+1
T =" u—(T — " (3.1.5)
n=1

seklinde tanimlanmugtir ve [, 2x2-tipindeki birim matristir. O halde ilk olarak,

(T' — I)™ nin matris elemanlar: elde edilmelidir.

(T —I)" = (’g: g:) (3.1.6)

olsun. Gerekli hesaplamalar yapildiginda (7' — I)™ nin matris elemanlarinin

n—2 n—j—2
Av=(a=1"+ > Y (a—DFp g ra—1)"*2(¢7d — 1) By,
7=0 k=0
~ n—‘2 n—g—2 . .
Dp=(d=1"+Y Y (@-1)p gt d— 1) (p e — 1) By, (3.1.7)
=0 k=0

n—1 n—1
én _ Z(a o 1)n~j~1(q~1d . 1)jﬁ, én — Z(d _ l)n—j—l(p—la . 1).7',7
7=0 7=0

seklinde oldugu goriilebilir. Bunlarin ispati, Kesim 2.3 de T™ nin matris ele-
manlar i¢in yapilan ispata ¢ok benzerdir. O nedenle bunlar, ispat edilmeye-

cektir.

Simdi M nin matris elemanlar: agik olarak elde edilebilir. Once, denklemleri

basitlegtirmek icin f ve g fonksiyonlar:

B ¢ Ina In(p~'¢a)
fq(a,dap)ﬂ’Y - q_p_l <a(qa_d) - a(p—la_d)>ﬂ7
ST () N (3.1.8)

(p~ta —d)(ga —d)
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ve

Ina — In(g~'d)
a—qld

g(a,q7'd)B = B (3.1.9)

olarak tanimlansin. Bu takdirde, (3.1.4) denklemi kullanilarak M nin matris
elemanlar1 T nin matris elemanlar: cinsinden ¢ozilebilir. (")rneéin, u elemani
icin
1 & (_1)n+1 .
= = B,
# h ; n
et n+1

@-gd Y TV a1 - (g ra -1y

n=1
llna —In(g7"d)

~h a—q1d p

= %g(a, g d)B

| =

elde edilir.

Not olarak, a ve d, 8 ve v ile ¢garpim durumundayken komutatif elemanlar
olarak davrandiklarindan, (3.1.8) ve (3.1.9) denklemlerinde argiimanlarin sirast
onemli degildir. ( (“)rneéin ga — d nin paydada olmasimin hi¢ bir sakincasi

yoktur.)

(3.1.2) deki temsil tek degildir. Kesim 4.3 de bu temsil tekrar ele alinacaktir
fakat, (3.1.2) deki temsilin bagka gekil(ler)de de ifade edilebilecegi bu ¢aligmada
ele alinmayacaktir. Daha sonra, Bolim 4 de gosterilecek ki M nin matris

elemanlarnin sagladigi komutasyon bagimtilari, bir R-matrisinin tstel formu

ile de elde edilebilir.

Simdi, (3.1.1) deki M matrisinin matris elemanlar1 arasinda saglanan ko-
mutasyon bagintilar: elde edilecektir. Ama Once, agagidaki lemmaya ihtiyag

vardir.

Lemma 2 Eger f,, (3.1.8) deki gibi tanimlanmigsa,

fld e, — e d )y = 2200 g0 (310

olur.
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ispat. Bu lemmanin ispat: kolaydir fakat bir takim cebirsel iglem yapmak

gerekmektedir. (3.1.8) den, gerekli hesaplar yapildiginda,

2 Ing—Ind
fo(d,a,q)vB=p (e pd)(a— q_ld)vﬂ +U (3.1.11q)

oldugu bulunur. Burada

_ Pq Ingq Inp
U_(l—pq)d (a_q_ld+a_pd)7ﬂ (3.1.120)

dir. Benzer gekilde,

2
__ ba Inp _1111—(]
V= (1 —-pg)a (pa —pd 4 a — q“1d> 78 (3.1.12b)
olmak tizere

Ind—1Ina

a,d, /3 = ﬂ -|—V

Ja( p)By pq(a ——pd)(a — q—ld) ~

2 Ina—1Ind

= P e Pt (3.1.11b)

oldugu goriilebilir. Dolayisiyla,

U-V = [fo(d,a,q)+pg " fy(a,d,p)] ¥8
111(pq) ’)’(l_lﬁd—l

1 —pq
elde edilir.

Onerme 3 Ejer bir T € GL,,(1|1) siper matrisi (3.1.2) seklinde yazimgsa,
(3.1.1) deki M matrisinin matris elemanlars,

In ¢? In ¢?

[z, 1] = Tn(pg)” [y, u] = In(pg)

In p? In p? 5
v, , V| = v, v:°=20 3.1.13
In(pg) l:1] In(pq) ( )

zy—yr=10, pr4+vu=0

M, /“‘2 =0,

[:U’V] =

seklindeki komutasyon bagintilarini saglar.

Ispat. Bu dnerme, (2.1.6) bagintilar kullamlarak ispat edilecektir. 8% = 0

oldugundan, (3.1.3) deki ilk iki denklem ile

o] = plnas(aa )]
_ Ing 2 -
= g 7Y R

In ¢*
In(pg)"”
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elde edilir. Benzer sekilde

[2,0] = % lna, g(d, p~*a)]
1;](1;; ) %g(d,p”la)v
In p?
D

gikar. Burada, sirasiyla,

[lna,B]=1Ing B ve [lna,y]=Inp~y (3.1.14a)
olduklar1 kullanilmigtir. y icin saglanan iki baginti ise,
[Ind,Bl=1Ing B ve [lnd,y]=1lnp~y (3.1.14b)

olduklar: kullanilarak kontrol edilebilir.

[ﬂay]+ =0

oldugu ¢ok agiktir. Son olarak, [z,y] = 0 oldugu gosterilecektir. Bir defa,
(3.1.3) denklemlerinden,

@3] = 25 {[na,Ind] + lna, fy(d, 0,0)8] ~ [Ind, f,(a, ,p)57]}
yazilr. Simdi burada,

X = [nand

Y = [lna,fy(d,a, 0)78]

Z = [nd,f(a,d,p)81]

olsun. Bu takdirde, (3.1.14) bagintilar: kullanilarak

Y = [1]1 a, fp(da a, Q)'Y/B]
= fp(dsaaq){[lna77}ﬂ+7[1na>ﬂ]}
= 2hf,(d,a,9)78

ve

Z = [nd, f(a,d,p)B7]
= fyla,d,p){[Ind,v]A + v[Ind, 5]}
= 2hfy(a,d,p)By
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olduklar1 kolayca gosterilebilir. Fakat X’ i hesaplamak oldukga fazla iglem
gerektirmektedir. Bununla birlikte, gerekli diizenlemeler yapilip, (2.1.10) ba-
gintis1 kullamldiginda,

X = [ln a,lnd]

2
1]1 (pQ)’)’a-_l/Bd_l
pg—1

oldugu goriilebilir. Sonug olarak, 2k = In(pq) oldugundan, (3.1.10) ile
1
[z,] =§(X—I—Y—Z)=O

bulunur.

Eger q ve p deformasyon parametreleri, sirasiyla,
g=¢" ve p=¢é (3.1.15)

seklinde tamimlanirsa, (3.1.13) cebiri

2h1 2hl 2
s M| = ) s 4 = s =0,
[z, 1] L [y, 1] MR #

lz,v] = 2hs v, | I/]—ihq—ll
Ttk T T itk

zy—yr=0, pr+vu=0

v? =0, (3.1.16)

haline gelir.

Eger (3.1.16) denklemlerinde hy = hy almirsa, bu kesimde, buraya kadar
yapilanlar [9] daki ilgili kavramlarla ozdeslesir. Yalniz, [9] da deformasyon

n_»

parametresi olarak ¢! alindigindan, oradaki bagimtilar, igaretli olarak

goriinmektedir.

(3.1.1) deki M matrisinin stiper izi
strM =z —y (3.1.13)

olarak tanimlanir. strM nin (3.1.16) cebirinin merkezi elemani oldugu kolayca
gosterilebilir. Yani strM, M nin blitiin matris elemanlar: ile komutatiftir.

Kesim 3.4 de strM ile sD, ,(T') arasindaki bagint: elde edilecektir.
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3.2 M™ Matrisinin Hesabi

Bu kesimde, bir T' € GL, ,(1]1) siiper matrisinin matris elemalarini elde etmek
igin (3.1.1) ile verilen M matrisinin n-inci kuvveti M™ matrisinin matris ele-
manlar elde edilecektir. M™ nin matris elemanlarini basitlegtirmek igin once

bir 7 transformasyonu
T:7(2,y, 4y V, b1, h2) — (y, 2,0, i, ha, h1) (3.2.1)

olarak tanimlansin. Bu halde, kolayca gosterilebilir ki (3.1.16) bagmntilar: 7

transformasyonu altinda korunur. Ornegin,

o _ ha
[.’13,/,&] —(h/‘l') = [y,z/]_ hV
dir. Dolayisiyla 7, iyi tamimbhdir. Simdi
h1 ho

= R (3.2.2)

olsun. (3.1.16) cebiri, My, », ile gosterilsin. Bu takdirde:

Lemma 1 Eger M € My, 1, ise,
"u=plz+ )", y'u=uply+ e,

gv=v(z+e¢)", yYv=viy+e)" (3.2.3)

bagintilars saglanar.

Ispat. Bir defa, (3.1.16) daki ilk baginti, (3.2.2) deki ilk ifade kullanilarak,

zp = p(z + ¢) (3.2.4a)

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla, bu esitligin her iki tarafini z"~! ile carpip

bunu, esgitligin ikinci tarafina ardigik olarak uygulamakla

5 = oo+ ¢)
= " u(e + ¢)*

= pz+¢)"
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elde edilir. Benzer gekilde,
yv =v(y +¢) (3.2.4b)

oldugundan,

y'v = y" vy +¢)
= y"r(y +¢)

= v(y+o)

bulunur. Diger ikisi de aym1 tarzda gosterilebilir.

Not olarak, (3.2.4a) bagintisi

pr = (z— ¢)u (3.2.4¢)
olarak yazilirsa, |
pr® = (z—¢)"p
elde edilir. Bu durum, digerleri i¢in de gegerlidir. O halde, eger M € My, 5,
ise, (3.2.3) bagntilar

n

pr"” = (z—¢)"u, py" = (y—o)"u,

ve" = (z—)"v, vy"=(y—p)"v (3.2.5)

seklinde de verilebilir.

Lemma 2 Ejer M € My, ;, tse,

Fn = Fn(a:’ y? ¢7 (10)
z" (z+¢+¢)" (y+ )"

— — — 3.2.6
Wo—v—9) 2o-y+9) G-y+da-y—gp OV
ve
Gn = Gal(z,9,9)
Yy J 3.2.7
olmak tzere M matrisinin n-inci kuvvets M™,
z" — uvF, pG,
M™ = (3.2.8)
vG] y* —vuF7

seklindedir.
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Ispat. n {izerinden tiimevarim ile yapilacaktir.
X, =z2" —uvF, ve O, = uG, (3.2.9)

olsun. Ispat, sadece bunlar i¢in yapilacaktir. Digerleri benzer gekilde gosterile-

bilir. Agikar olarak, n =1 igin
Fi=0ve Gy =1 (3.2.10)
dir. Dolayisiyla,
(1) n =1 halinde, istenilenler agiktir.

(2) (8.2.9) daki matris elemanlari, n = k i¢in dogru olsun.

(3) Yine, (2.3.7) deki gercek kullanilacaktir. Buna gore,
Xgr1 = Xz + Qv
yazilabilir. Yani
Xpy1 = zht — prFrx + pGry
dir. Burada, (3.2.3) deki son iki bagintiya gore

Gy, BT80S~y + o)
kY =V
r—y+¢

oldugundan,

[_ k! 22+ 4+ ¢) +az(z+ ¢+ )

2z —y—) 2(z —y+9)

w@+¢V—%w—y—@Xy+¢V}
(z—y+¢)(z—y—9)

—vFe+ G = v

= v {— zt (z+ ¢4 )k
20z —y—¢) 20z—y+9)
(y + )+ }
(—y+d)(z—y—)

= —vFpp

oldugu bulunur. Burada, ikinci egitlikteki ikinci terim diizenlenirken, (3.2.2)

ifadeleri kullanilmigtir. Sonug olarak,

Xpp1 = zhtl — pwvFrx + uGry

k+1
= 2" — prFiy
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elde edilir. Benzer gekilde,

Qk+1 = Xkl/“l‘ﬂky

= zfu+ uGry

= ul(z+9)* + Gy

. v (@ + )ry —yFH!
r—y+¢

= pGry

bulunur. Geriye kalanlar da aymi gekilde ispat edilebilir.

Bu kesimde son olarak, agagidaki lemma ve 6nerme ispat edilecektir.

Lemma 3 Eger T' € GLy,(1]1) ve T = "™ ise, T nin matris elemanlar, M

nin matris elemanlar: cinsinden

b pv ¢+pge pg—1, -
a=¢ (w—y+¢)($~y—¢){( 2 7 y))eh ph}’
_hy v ©+pgd  pg—1 v he
d_eh_(m—y+¢xx—y—w){( 2 T3 (m_w)J Wh}’
B = ﬁ (g™ — ™), (3.2.11)
. v hy _ hzx

1 ey ¢ )

olarak ifade edilebilir.

Ispat. Eger T' € GL,,(1]1) siiper matrisi, (3.1.2) deki gibi yazlabiliyorsa,

bu takdirde T' matrisi, bir kuvvet serisi olarak

T:EEM'IL

n=0

seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla, ornegin a elemam
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o0

X0
azznl(m —pvkly,) =
n=0 n=0 n=0

he i
C—ytdE—y—9)

{(¢t?ﬁ_ﬁﬁ;1@_yoaw_mw}

olarak bulunur. Benzer gekilde

[o0) hn
g = ZE”G"
_ Mx+¢ ~ (hy)"
- w—y+¢g;< nl)
. e — M
x—y+¢(q )

elde edilir. v ve d matris elemanlar: da ayn1 usil ile hesaplanabilir.
Onerme 4 Efer M € My, 4, ise, T = " € GL,,(1]1) olur-

Ispat. Bunun igin, (2.1.6) (p, q)-(anti-) komutasyon bagntilarmin gergek-
lendigi gosterilecek. Ornek olmas: bakimindan burada sadece a8 = ¢8a, dy =

pyd ve [a,d] = (p — ¢71)vB bagmmtilarinn saglandig: kontrol edilecektir.

0,,8 — ehw H (qe hy)

T—y+4¢
. M he hy\ _hit+ho
= —_— [ — € [
w~y+¢@ )
= qpPa
ve
dy = e— 2 (pehy—eh”)
o—(z—y)
_ v hy _ Lha\ Lhathy
= —————(pe” —e")e
%-@-yﬂ )
= pyd
olur.

Son olarak, (2.1.6) daki son bagintinin gerceklendigi gosterilecektir. Denk-

lemleri kisaltmak igin

W = (g—y+9)(z—y—v),
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¢+pgp pg—1

I'n = 5 5 (z —y) ve
_ p+pg$ pg—1
alinirsa,

ad = M=) %{ehml/u (I‘gehy — qehm) + pv (Fleh” — pehy) ehy}

— eh(:c-l—y) = %{szqeh(m-l_y) _ q2pe2hz S eh(a;+y) + pe2hy}

v 297 — 1
— eMaty) _ _M{P q (z—y+ ¢)6h(z+y) _ quezhx _I_pefzhy}
w 2
ve
da = Moty _ %{ehy,uv (ﬂehw — pe™) +vu (Tae™ — ge™) e}
= Mety) %/’i{rl pqeety) _ plae?hy _ T, ehEty) 4 qe%w}
202 _ 1
—  ehety) _ ﬂ{_l’ q (z—y— so)eh(w+y) al p2q62hy + q62hx}
w 2
olduklarindan
1—
[a,d] = G VI;/q 24 {q€*™ + pe™ — (1 + pq)e"HV)}

elde edilir. Diger taraftan, v8 hesaplandiginda

_ v hy _ _hx It he _ _h
W= o e e )—x_y+¢(qe e™)
14
— H (pqehy _ qehz) (qeha:_ ehy)

% {(1 —l—pq)eh(x-l_y) _ qezhz _pe2hy}

olarak bulunur. O halde,

dir.
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3.3 Siiper Determinant ve Siper Iz Arasindaki Baginta

Bolim 2 de bir ' € GL, 4(1|1) matrisinin siiper determinanti
8D, (T) = ad™ — Bd'yd ™!
olarak elde edilmigti. Ayrica (3.1.1) deki M matrisinin sliper izi
strM =z —y

idi. Klasik durumda
8 D(T) — 6st'rM

oldugu ve g-deforme durumda da
SDq(T) — e@st'rM, q= 69

oldugu bilinmektedir. Bu kesimde ise,

8Dp(T) =" ™, b (3.3.1)

oldugu gosterilecektir.

d_l — e~hy + Vi {So+pq¢ + bq — 1(.'13 - y) _qeh(;g_y)}

(z—y+d)(z—y—0p) 2 2
oldugundan,
ad™! = M=) 4 e {(1 + pg)e™=) — ge?He=¥) — p}
(z—y+o)z—y—)
ve
ﬂd_l’)'d_l — Ly {qezh(‘”—y) _ (1 +pq)eh($_y) _I._p}
(z—y+d)(z—y—p)

olduklarini yazmak kolaydir. Dolayisiyla, gerekli hesaplamalar yapildiginda

3Dpe(T) = )

eh strM
oldugu gorilur.

Alternatif bir ispat agagida verilmigtir: Bir defa (3.1.10) denkleminden

h strM =Ilna—1Ind— in(—pq)fya“lﬂd_l (3.3.2)
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elde edilir. Diger taraftan,

In(a — Bd'7)

> E o gty

SELES (1) corasay

S ETER (7)ot -

ﬂak—ld——l’)’

n=1 k=0
0 n

—1)ntt k_ —k
z ( . ( Z ) (__1)n—kq B p_]
n=1 k=0 q p

(3.3.3)

dir. Burada, {iglincii egitlik yazilirken, (2.1.8) bagintis1 kullanilmigtir. Boylece
(3.3.2) ve (3.3.3) denklemleri kargilagtirildiginda,

InsD,(T) = h strM

(3.3.4)

oldugu goriilir. Burada (Z) , Binom katsayilarini gostermektedir.



4 BOLUM : R-MATRIS YAKLASIMI

Bu boliimde, Kesim 2.1 de elde edilen, bir T' € GL, 4(1|1) siiper matrisinin mat-
ris elemanlarmin sagladigi (p, ¢)-(anti-) komutasyon bagintilar: bir R-matrisi

ile, uygun tanimlanacak bir tensor ¢arpim kullanilarak elde edilecektir.

Ayrica, T ve T’ iki kuantum siiper matris yani T,7" € GL,4(1|1) iken
bunlarin toplami olan 7' + 7" matrisinin bir kuantum siper matris olmas:
icin 7' ve T' matrislerinin elemanlar: tizerine yiklenmesi gereken bagintilar
elde edilecek ve son olarak, Kesim 3.1 de tanimlanan tstel form tekrar ele

alinacaktir.

4.1 GL(1|1) Grubunun R-matrisi Ile Deformasyonu

Bu kesimde, Kesim 2.1 de verilen (2.1.6) (p, ¢)-(anti-) komutasyon bagintilari
bir R-matrisi ile elde edilecektir. Bu kesim, orijinal olmayip, takip eden ke-

simlerde kullanilacag: icin verilmigtir.

T, 2x2-tipinde bir siper matris yani

(1)

olsun. Once, siiper matrislerin tensdr garpimlan tanimlanacaktir. Bilindigi
gibi, GL(n) grubundaki iki matrisin tensor ¢arpimi, tensér-matris ¢arpim ku-
rali ile elde edilmektedir. Bu durum, siiper matrisler i¢in (tamamen) aym
degildir.

Eger A ve B iki siiper matris ise, bunlarin (siiper) tensor-matris ¢arpimlar

agagidaki gibi yapilir:
A = (A%;) ve B = (BY}) olsun. Bu takdirde, A ® B nin matris elemanlar
(A® B)yy = (—1)FUD A7, BY, (4.1.1)

dir. Burada (—1)*¢+) B nin tek matris elemanlari igin dikkate alinr.
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Simdi,
Ti=T®I (4.1.2a)

olsun. Bu 7} matrisinin matris elemanlar:

(Tl)ijkl — (_1)k(j+l)Tik5jl

= Tikéjl (413&)

seklindedir. Benzer gekilde, eger
Th=1IT (4.1.2b)

denirse, T3 nin matris elemanlar:
(T2)7 0 = (—1)0HT9,8% (4.1.3b)

olarak tamimlanir. (4.1.3) tamimlamalan altinda (4.1.2) deki Ty ve T, matris-
lerinin agik gekli [15]

a 0 8 0
0 a 0 B
T=T®l=|_ ¢ 4 0| (4.1.4a)
0 v 0 d
a B 0 0
r |y d 0 0
T,=1I1RT= 00 o« -8 (4.1.4b)
0 0 —y d

olarak yazlabilir. Burada, 4x4-tipindeki bir N matrisi

]\71111 N1112 ]\[1121 N1122
N1211 N1212 ]\11221 ‘Z\[1222
]\[2111 ]\r2112 N2121 N2122
N2211 N2212 1\]2221 ]\72222

N = (4.1.5)

seklinde tanimlanmigtir. Buna gore, ornegin 15 nin (13)'%11 ve (13)*',52 matris

elemanlar, sirasiyla,
(T)Pn = (-1)'@IT%6Y
= (D=1 =~

ve
(T2)"2 = (—1)20+97",8%
= (+1)(-B)=-8
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dir. Diger matris elemanlar1 da benzer gekilde elde edilebilir.

Simdi
g7l 0 0 0
| 0 1 ¢g'—=p O
R = 0 0 pgt 0 (4.1.6)
0 0 0 p
matrisi ile
RT1T2 = T2T1R (417)

denklemi, (2.1.6) bagintilarini verir. Bunu gostermek oldukga kolaydir. Fakat
¢ok fazla sikici iglem yapmak gerekmektedir. Buna benzer bir baginti, sonraki
kesimde iki kuantum stiper matris igin verilecek ve orada ispat, ayrintili olarak

yapilacaktir.

4.2 Iki Siiper Matrisin Toplaminin durumu

Kesim 2.1 de not edildi ki, eger T' € GL,, 4(1|1) ve T' € G L, 4(1|1) olmak fizere,
T' matrisinin matris elemanlar1 ile 7" niin matris elemanlar: (anti-) komutatif
ise, T'T" ve T'T garpim matrisleri de G'Ly 4(1|1) kuantum sliper grubuna aittir.
Bu kesimde ise, T' ve T” iki kuantum sliper matris iken, 7' + 7" niin ne zaman

kuantum stper matris olacagt sorusuna cevap aranacaktir.

T ve T, iki sliper matris olsun, T matrisi

al !
T — <7, g,)
olarak alinsm. Bu takdirde,

" 1"
T/l = T + TI = <3” S") (4.21)

matrisinin matris elemanlarinin ne zaman (2.1.6) ile verilen (p, ¢)-(anti-) komu-
tasyon bagimtilarim saglayacag aragtirilacak. Once, bir takim tamimlamalara

ihtiyag vardir.

P, 4x4-tipinde bir siiper permitasyon matrisi yani

100 0
001 0

P=l0 1 0 o (4.2.2)
000 —1I
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olsun. Bir R’ matrisi, (4.1.6) daki R-matrisi ile
R=R"'—(¢g—p")P (4.2.3)

seklinde tanimlansin. Bu halde:

Onerme 1 Eger
RT,Ty = T{T,R™" (4.2.4)

baguntist saglanirsa, T" € GL,4(1]1) olur. Burada T ve Ty, (4.1.2) ve (4.1.3)

de tanimlandigi gibidir.

ispat. Eger
II=T®I (4.2.5)
ise, (4.1.3a) dan, T} matrisi agik olarak,

ad 0 B 0
0 o« 0 g
Tll = N0 d 8
0 + 0
geklinde yazilir. Dolayisiyla, (4.1.4b) ile

ad’  fBd’  ap’ BB
,.),a/ da’' :6/ dg’

T2T1, pt a7/ _ﬂ,yl Zd/ —‘,Bd, (4.2.7&)
-y dy —yd  dd

ada df fa —pB
add —8' 'd
TIT, = :I,Z v d@: # i (4.2.78)
Yy d —dy dd
olduklar yazilir. Béylece, (4.2.3) den

(4.2.6)

ve

~ ~

~ ~

pl 0 0 0
.| oo 1 0 0
B=| 0 1 g et 0 (4.2.8)
0 0 0 g
olup, A = ¢ — p~! olmak tizere
RT,T! =
pad p~' B plaf p ' Bp
vd! dd’ 18 s’
—Aya' +qptay’ —Add' —qp7'By —MB'+qp~lad —AdB — qp7'Bd
—q7Y qdy’ —gqvd’ gdd’

(4.2.9a)
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ve
ga'a a'B Ad'B+qp'fla —ptBB
i g1 _ | ga'y d'd Ad'd—qpTiBly  pTlBd
T1T2R —_ /a 7,[3 A")’,ﬁ + qp_ld'a —p_ldlﬁ (4.2.96)
¢y'y 7v'd Md—gpldy pTldd
elde edilir. Buna gore, (4.2.4) denklemi, agagidaki bagintilar1 verir:

ad' = pgd'a, oy’ =py'a+(p—q e,
af' =qfla+ (pg—1)d'B, ad =da+(p—q )78 +7'8),
Ba' =pd'B, By =-pg B+ (¢ —p)dd,
BB =—B'B, Bd =q'dB+(p—q)dp, (4.2.10)
va' = qd'y, B =—qp By +(¢—p7')dd,
7 ==y yd =pdy+q¢7 (07 - 974,
do =dd, dy =q'vd,

dB' = ptB'd, dd = (qp)~'dd.

Simdi, 7" € GLp4(1]|1) oldugunu gostermek kolaydir. Gergekten, ornegin
(2.1.6) daki tg¢linci bagintidan,

n_n

a"v" = ay+ay' +dy+ady
= pyat+pyat(p—q " )yd +q 7 vd + py'd
= py"d"
dir. Yine (2.1.6) daki son bagmti kullanilarak,
[a”, d”] = ad—da+dd —dd +ad —da
= (= MB+—a )8 +(p—a")28 +7'8)
= (p—q )"

elde edilir. Geriye kalanlar da benzer gekilde gosterilebilir.

Eger bu bagintilarda p = ¢ almirsa, 7" € GL,(1]1) oldugu goriilir. p =
¢ = 1 olmas: halinde ise, her gey klasik duruma doner. (4.2.4) bagintisinin bir
benzeri, tek deformasyon parametreli durumda, GL,(2) kuantum grubu igin

Majid [14] tarafindan verilmigtir.
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4.3 Ustel Form Igin r-Matrisi

Hatirlanacag gibi, Kesim 3.1 de bir T' € GL, 4(1|1) matrisi, elemanlar1 komu-
tatif olmayan bir M matrisi (denk. (3.1.2)) ile by = Ing ve hy = Inp olmak

uzere
T = M h:h1+h2
2
seklinde yazilmigti ve M nin matris elemanlar: arasinda saglanan
2h1 2hl 2
? = ? ? = ? = 0’
[z, 1] o v, ] T
i 2hy _ 2hy 2 _
[$7y]_h1+h2y7 [y,y]_hl‘l‘hQV’ v _07

zy—yr=0, pr4+vp=0

(h1, ha)-komutasyon bagintilar: elde edilmigti.

Bu kesimde ise, M nin matris elemanlarinin sagladigi bu komutasyon bagin-

tilari (4.1.6) da verilen R-matrisi kullanmlarak bir r-matrisi ile elde edilecektir.

Kesim 4.2 de uygun bir tensér matris ¢arpimu ile
RT\T, = T Th R
denkleminin (2.1.6) bagintilarina denk oldugu not edilmigti.

Simdi, T' € GL,4(1]|1) matrisi,

olmak tizere, yine

(4.3.1)

olarak ifade edilsin.

Madem ki T' € GL, 4(1]1) matrisi, (4.3.1) geklinde yazildi. O halde, akla su
soru gelebilir. Acaba, M nin matris elemanlarimin sagladig: (3.1.16) komutas-
yon bagmtilar, (4.1.6) daki R-matrisi, bagka bir matrisin tstel formu olarak

yazilarak ve (4.1.7) bagintisi tizerine belli gartlar yiklenerek elde edilemez mi?
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Bu sorunun cevab1 "evet” geklinde olmalidir. Gergekten, eger (4.1.6) daki R-

matrisi

R=¢ (4.3.2)

seklinde yazilirsa, gerekli hesaplamalar yapildiginda 4x4-tipindeki r-matrisi

—hy 0 0 0
N 0 0 —(hi+hy) O
r=| o 0 _thoh) o (4.3.3)
0 O 0 ho
olarak bulunur.
Simdi, (4.3.1) deki T matrisi
T'=I1+hM+--- (4.3.4)
seklinde yazilir ve O(h?) ihmal edilirse, agagidaki lemma verilebilir.
Lemma 1 Ejer ¢"™ =T € GL,,(1|1) ise, (4.1.7) denklemi,
1
[Ml, Mz] = E [M] + Mz, T'] (435)
seklini alor.
Ispat. (4.3.4) ifadesi, (4.1.2a) da kullanilirsa,
Th=I1®I+h(M®I) (4.3.6a)
yazilabilir. Benzer gekilde, (4.1.2b) ile
Th=1xI+h(I®M) (4.3.6b)
olur. Simdi,
Mi=M®I ve My=1Q M (4.3.7)
olsun. Bu takdirde, (4.1.7) denklemi, (4.3.2) ile
h [M1, Mg] = [M] + Mz, T‘] —h (T’MlMg — M2M1T) (438)

gseklini alir. Burada, 4x4-tipindeki r My My — MyM;r matrisi actk olarak (yani

matris elemanlaryla) yazilirsa,
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TMle — M2M1T' =

0 hl.’Bp, hz,u,.’li — (h1 - hz):l?/l, (h2 - hl)/ﬂ
hove (h1 + ha)vp —(h1 — ho)vp —hyp
—hove (b1 —ha)vp (b1 — ha)ly, 2] + (A1 + ha)uvy  —hiyp
(hy — hy)v? —havy hiyv — (hy — ha)vy 0
(4.3.9)

oldugu gortiliir. Dikkat edilirse, bu matrisin matris elemanlarinin hepsinde b4,
h, veya her ikisi birden goériinmektedir. Oyleyse, bu matris ihmal edilebilir.

Ciinki O(h?) ihmal edilmigtir. Sonug olarak,

1
[My, My] = A [My + My, ]

olur ve bu, lemmanin ispatini tamamlar.
Onerme 2 Ejer T'= "™ € GL,4(1|1) ise, M € My, 1, olur.
Ispat. Eger "™ = T € GL,,(1]1) ise, 6nceki lemmaya gére, (4.3.5) denk-

lemi saglanir. Simdi, (4.1.4) deki Ty ve T, matrisleri, (4.3.7) deki My ve M,

matrislerine uyarlanirsa, gerekli hesaplamalar yapildiginda

M ’M — [1’.7 V] [11 —[,U/, V]+ [,LL, y] 4.3.9
MM = o] oy [el  [w) (4.3.9a)
202 v,y [v,y] 0
ve
0 hl,u ——h1u 0
= hzl/ 0 0 —hlp
[Ml + Mz,T’] = —h21/ 0 0 —hlﬂ (4396)

olduklar1 bulunur. Bunlar, (4.3.5) denklemine gotirildiiginde ise, (3.1.16)
bagintilar: gikar. Yani M € My, 4, dir.



5 BOLUM : OZEL SUPER GRUPLAR

Boliim 2 de gosterildi ki (p, ¢)-deforme bir T' siiper matrisinin stiper determi-
nant1, T' nin biitiin matris elemanlari ile komutatiftir. Dolayisiyla, T' nin siiper

determinant1 s D, ,(T"), bir say1 olarak diigiiniilebilir.

Bu bdlimde, bir T' € GL, ,(1|1) matrisinin siper determinant: birimlegtiri-

lerek, 6zel stiper gruplar elde edilecek.

5.1 Ozel Lineer SL,(1|1) Siiper Grubu

Klasik durumda, GL(n) genel lineer grubundan, onun alt gruplar: olan SL(n),
SU(n), vb. 6zel lineer gruplarini elde etmek i¢in GL(n) grubundaki matrislerin
determinantlar 1 yapilir. Bu, ¢-deforme durumda da gegerlidir. Yani GL,(n)
kuantum grubundan, onun alt gruplar olan SL,(n), SU,(n), vb. 06zel lineer
kuantum gruplar1 tanimlanabilir. Fakat (p,¢)-deforme durumunda GL,,(n)
grubundaki bir matrisin kuantum determinanti, matris elemanlar: ile komutatif
olmadigindan, birimlegtirilemez ve dolayisiyla SL,.(n), SU,,4(n), vb. kuan-
tum alt gruplan tanimlanamaz. Daha dogrusu, SL,4(n), SU,.(n), vb. kuan-

tum alt gruplar1 yoktur. Bu durum, siiper gruplar igin gecerli degildir.

Hatirlanacag tizere T = (f; 'g) € GLy4(1]1) siiper matrisinin kuantum

siper determinant1
8Dp4(T) = ad™ — Bd™yd™*

seklinde elde edilmigti ve bunun, 7" nin bitiin matris elemanlar: ile komutatif

oldugu not edilmigti. Dolayisiyla,
8Dpq(T) =1

alimabilir ve bu durumda, SL,,(1|1) ile gosterilen GL,4(1]1) kuantum siiper

grubunun &zel lineer (alt) grubu elde edilir.
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5.2 Uniter Kuantum SU, ,(1|1) Siiper Grubu

Once, tiniter kuantum U, 4(1]1) siiper grubu tammlanacaktir. T' € GL,4(1]1)

olsun. Bu takdirde, eger
T+ — (T*)t

olmak lizere

TT+ =1 (5.2.1)

ifadesi saglaniyorsa, T' € U, 4(1|1) olur. Burada I, 2x2-tipindeki birim matris;
T, T nin adi matris transpozesi ve T, T' nin matris elemanlarinin hermityen

eslenigini gostermektedir. Eger (5.2.1) ifadesine ek olarak,
$Dpg(T) = ad™ — fd7yd™! =1 (5.2.2)

alinirsa bu takdirde, T' matrisleri, U, 4(1|1) grubunun alt grubu olan SU, ,(1|1)

tiniter kuantum stiper grubunu olugturur.

Simdi, (2.2.7) deki matris, (5.2.2) ile

d-1 _a—lﬂa—l
71 = 5.2.3
—d’17d"1 a-! ( )

seklini alir. Bunun, (5.2.1) de kullanilmasiyla da T' € SU, ,(1{1) matrisi

(e )
T = (5.2.4)
_(a*)—-l'@*(a*)—l (a*)—l

olarak elde edilir. Bu matrisin matris elemanlarinin
af = qBa, af*=pfa,
a*B* =p~lf*a*, o*B=q'Bd", (5.2.5)
B2=0=p" BB +pefB=0

geklindeki komutasyon bagintilarim sagladigi (2.1.6) bagntilar: kullanilarak
gosterilebilir. Ayrica, (2.2.8) ifadeleri, (5.2.2) ile

aa*+ B =1, (5.2.6)

aa— =1 (5.2.7)
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bagintilarina denktir.

Eger (5.2.5) deki birinci ve tigiincii bagint: birlikte digiinilirse, ¢ defor-

masyon parametresinin p deformasyon parametresine
g=p (veya pg € R) (5.2.8)

geklinde bagh oldugu goriilir. Burada g, ¢ nun kompleks eglenigini gostermek-

tedir.

Simdi, [16] veya [17] dekine benzer bazi cebirsel iglemler yapilacaktir. Eger
(5.2.6) ve (5.2.7) denklemlerinden 38* yok edilirse,

aa* — pga*a =1 — pq (5.2.9)
elde edilir. Benzer gekilde,
BB+ BB = (pg — 1)(1 — a*a) (5.2.10)

oldugu goriilebilir. Eger (5.2.4) deki 7' matrisinin matris elemanlar1, yeni
elemanlara transfer edilirse, (5.2.9) ve (5.2.10) denklemleri, fiziksel olarak,
(p, q)-deforme siiper osilatorler olarak yorumlanabilir. Burada, olayin fiziksel
yoniine girilmeyecek, sadece bu yorumlamanin dogru oldugunun gosterilmesi

ile yetinilecektir. Bunun igin once, % iglemi
(@)t =a (5.2.11)

seklinde tanimlansin. Bu takdirde, eger (5.2.9) daki ¢ operatorii, bir bagka A
operatoriine [13]
a— /1 —pg A (5.2.12a)
seklinde dontgtirilirse,
a* — /1 —pqg AT (5.2.12b)
elde edilir. Burada, 0 < pg < 1 oldugu kabul edilmigtir. (5.2.12) déniigiimleri

altinda (5.2.9) ifadesi
AAT —pgATA =1 (5.2.13)

seklini alir. Burada A, fiziksel olarak 1-boyutlu bosonik bir (p, ¢)-osilatordiir.
Gergekten, (5.2.12) deki dontgimler yerine
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a — /1 —pg p™'* A, (5.2.14q)
a* —> /1 —pg AT p"? (5.2.14b)

donfigiimleri alimirsa, (5.2.13) denklemi
AAT —gATA =p7V (5.2.15)

sekline gelir ki bu, [18] deki (15b) bagintisiyla ayni olur. Burada N, say:
operatdrini gostermektedir ve N* = N dir. Ayrica, eger i = —1 ve B? =
0 = B*? olmak fizere

B —iy/pg—1B, (5.2.16a)

B* —s —iy/pg—1 Bt (5.2.16b)

déniigiimleri yapilirsa, (5.2.10) denklemi
BBt + B*B=1+(pg—1)ATA (5.2.17)
haline gelir. O halde B, bir 1-boyutlu fermiyonik (p, ¢)-osilatordiir.

Sonug olarak, agagidaki kuantum siiper osilator cebiri elde edilir:
AB = g¢BA, ABY =pB'*A,
ATBT = pT'BtAT, AYB =4 'BAY, (5.2.18)
AAT —pgATA =1,
BB*+ B*B =1+ (pg— 1At A.

Not olarak, p = ¢ halinde bu cebir, [19] daki ¢-deforme siiper osilator cebirini

verir. Daha ayrintih bir inceleme, [13] de bulunabilir.
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Daha 6nce, Schwenk ve arkadaglar: [9], tek deformasyon parametreli GL,(1[1)
kuantum sliper grubunun ozelliklerini incelemiglerdi. Bu caligmada ise iki
deformasyon parametreli GL,,(1|1) kuantum siper grubunun 6zellikleri in-
celenmigtir. GL,,(1]1) siper grubundaki bir siiper matrisin kuantum siiper
tersi ve kuantum siiper determinanti, iki deformasyon parametreli durum igin
[9] da yapilandan farkli bir metod ile elde edilmigtir. GL, ,(1]1) siper grubun-
daki bir stiper matrisin n-inci kuvvetinin matris elemanlar1 elde edilmig ve
eger T € GLy4(1|1) ise T™ € GLyn gn(1]1) oldugu agik olarak gosterilmigtir.
Sonra T siiper kuantum matrisi, matris elemanlar1 komutatif olmayan bagka
bir matrisin {istel formu olarak yazilmg ve istel matrisin matris elemanlarinin
sagladigi komutasyon bagintilar1 elde edilmigtir. (Siphesiz, ele alinan tem-
sil tek degildir. Yani (3.1.2) denklemi bagka gekil(ler)de de ifade edilebilir ve
o zaman da M nin matris elemanlar: arasinda saglanan bagka komutasyon
bagintilar: elde edilebilir.) Bunlar yapilirken, T' nin matris elemanlan tstel
matrisin matris elemanlari cinsinden ve tistel M matrisinin matris elemanlarn

da 7' nin matris elemanlar: cinsinden ifade edilmigtir.

G L, 4(1]1) siper grubundaki iki siiper matrisin toplamimin da bir siiper
matris olmasi i¢in saglanmasi gereken bagntilar ortaya konmugtur. Bu, yeni

bulunan bir R'-matrisi ile yapilmugtir.

Son olarak, tniter kuantum SU,4(1]1) siiper grubu gbzoniine alinmg ve
bu gruptaki bir matrisin matris elemanlarinin, yeni transformasyonlarla, fizik-
sel olarak (p,q)-deforme siiper osilatorler olarak bilinen operatorler ile dzdeg

olduklar1 gosterilmigtir.

G L,(1]1) kuantum stiper grubundaki ”dual” matrislerin 6zellikleri [20] de in-
celenmigtir. Fakat o ¢aligmada, dual matrislerin tiniterlik 6zelliklerine deginil-
memigtir. Yapilacak bir ¢aligmada bu durum ele alinabilir ve p = ¢ igin Bolim
5 tekrar gozden gegirilebilir. Yine, bu caligmada ele alinan tstel temsil de dual
matrisler i¢in digtiniilebilir. Eger bu miimkiin olursa, baz1 yeni tanimlamalara
ihtiyag duyulacaktir. Eger bu sdylenenler gergeklenirse, ilging bir ¢aligma ola-
bilir.
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