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ONSOZ

Bu ¢aligmanin $ziinii olugturan, varyasyonlar hesabmin singiilerite problemleri
incelenmis ve ayrica ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin bir ¢dziimiiniin

pozitif olabilmesi i¢in kosullar aragtirilmgtir.

Bilhasa, Mithendislik ve Uygulamali Matematikte, genis uygulama alam
bulunan, varyasyonlar hesabinin diferansiyel denklemlere uygulamg1 gosterilmigtir.

Caligmanin bu konuda aragtirma yapmak isteyenlere yardumci olacagim timit ederim.
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kendilerinden gok sey 6grendigim ve dgrenecegim ¢ok degerli hocalarim Sn. Prof. Dr.
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samimi tesekiirlerimi sunarim. Ayrica c¢aligmalarim sirasinda  bilgilerinden
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OZET

Bu ¢aligmada, klasik varyasyonlar hesabmm dejenere olmug problemleri ele
alinmigs ve bu problemlerin genel teorisini olugturan gerek ve yeter sartlar
aragtirtlmugtir. Klasik varyasyonlar hesabinda dejenere olmug problemler denince,
geleneksel olarak, giiclendirilmis Legendre sartinin bozulmasi, dolaysiyla ortaya ¢ikan
parga-parga siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin, verilen varyasyon problemine

minimum veya maksimum vermesi probleminin aragtirilmasi anlagilzr.

Bu tezde Legendre sartinin sonlu sayida bozuldugu durumlar incelenmis,
singiiler kuadratik fonksiyonelin pozitiflik kogullar1 ortaya ¢ikarilmigtir. Ayrica, en
biiyiik veya en kiigiik degeri, siireksiz fonksiyonlar {izerinde alan, varyasyon
problemleri ilk defa ele alinmig, bu problemler i¢in 1. mertebeden gerek sart teorisi
kurulmugtur.

Varyasyon hesabinda Gnemli rol oynayan, 2.mertebeden gerek ve yeter
sartlarin 6nemli kismu olan, eglenik nokta kavrami 6zel durumlarda genellestirilmis ve
singiilar kuadratik fonksiyonelin pozitifligi problemine uygulanmagtir.

Ikinci mertebeden Diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin pozitifligi daha énce
Legendre ve Jacobi tarafindan incelenmis. Bu ¢aligmada ise bagka bir metodla, ikinci
mertebeden diferansiyel denklemin bir ¢éziimiiniin pozitif olmasi igin bir teorem ispat

edilecektir.

Bu tezdeki teorik aragtirmalar ¢ok sayida somut 6rneklerle agiklanmig ve

uygulama nitelikli problemler ¢6ziilmiigtiir.



SUMMARY

In this study the dejenerate problems of classical variational calculus are
handed. The necessary and sufficient conditions of the general theory of these

problems are searched.

Traditionally when dejenerate problems of classical variational calculus are
said it is understood that searching the piecewise continuous differentiable functions
which arise by the deformation of Legendre conditions given maximum or minimum

value to the given variational problems.

In this study the Legendre conditions which are deformed at finite number of
times are searched; and also conditions of positivity of singular quadratic functionals
are to come to light. On the other hand the variational problems which take the
maximum value or minimum value over the space of discontinuous functions are
handed. At the first time and also for this problem theory of necessary condition is
established for one degree.

Second degree necessary and sufficient conditions play an important role in
the theory of variational calculus. Conjugate point concept which is an important part
of the second degree necessary and sufficient conditions is generalized for special

conditions and also applied problem of positivity of singular quadratic functionals.

In this work the theoretic researches are explained by a number of concrete

examples and some problems are solved for application.



BOLUM 1: GIRIS

Kilasik Varyasyon Hesabinin temel problemi agagidaki gibi

b
I =] Lxye)y s int Ly
a
y@)=y,, y)=n (1.2)
seklinde ifade edilmektedir.

Varyasyon hesabi ile ugragilmaya ilk baglandig: siralarda y=y(x) fonksiyonun
[a,b] aralifinda en azindan C' sinifindan oldugu kabul edilirdi ve ekstremumu
aranirken bu fonksiyonla , hem de tiirevleri yakin olan fonksiyonlar kargilagtirilirds.

Bir bagka deyisle, y(x) € Cl[a,b] ve £>0 olsun. Eger y(a)=y(b)=0 ve

" y(x)“ = max{max| y(x)l, maxl y'(x)l} <g

xe[a,b] x€la,b
oldugunda
J((x)+9(x) 2 J(9(x))

oluyorsa j(x) fonksiyonu (1.1)-(1.2) problemine zayif minimum veriyor denir [1-2].

C'[a,b] smifindan olan $(x) fonksiyonunun (1.1)-(1.2) problemine zayif
minimum vermesi i¢in ilk gerek sart Euler ve Lagrange tarafindan verilmigtir ve

d 1 7 1 7 —_
~ Ly,(x,y(x),y (x)+ L, (2, 9(x), 9'(x)) =0 (1.3)

gibi ifade edilmektedir [1-3].

Integral altindaki L(¢,y,y") fonksiyonu (asafida onu integrand diye
adlandiracagiz) belli 6zellige sahip olursa j(x) fonksiyonu hakkinda ¢ok nemli olan
Hilbert toeremi gegerlidir.



TEOREM 1: Eger ce(a,b) noktasimin belli bir civarinda

L, (c,y(c),y'(c))#0
R CHOBL0)
olursa y =j(x)fonksiyonunun x=c noktasmin civarmda 2. mertebeden siirekli tiirevi

vardir. Bu teoremin ispati [4], sayfa 30 da bulunabilir.

Varyasyon hesabinda
L, ,#0 1.4
y{yl ( )
esitsizligi Legendre sart1 ad1 altinda bilinmektedir [1-2].

Varyasyon hesabmda zayif minimumun yanisira, gliclii minimum kavrami da
6nemli rol oynamaktadir. Varyasyon Hesabinda giiclii minimum problemi ilk defa
Weirstrass tarafindan incelenmigtir [2],[4]. Giicli minimumun tanim agagidaki
gibidir. Belli bir >0 igin eger

ly), = maxlynl<s ve yayy(by=0
xela,b]

sartlarmi saglayan herhangi y(x) € PC'[a,b] fonksiyonu igin

J(y(x)+3(x)) = J(¥(x))

olursa p(x) , (1.1)-(1.2) problemine giiglii minimum verir denir.
y =p(x) fonksiyonunun (1.1)-(1.2) problemine gii¢lii minimum vermesi igin

Weierstrass gartin1 saglamasi gerekir.

TEOREM 2 (Weierstrass): Eger y(x) e PCl[a,b] fonksiyonu (1.1)~(1.2)
fonksiyonuna gii¢lii minimum verirse ,

Vx € (a,b) ve Vp e R igin
E(x, p(x), §'(x), P) = L(x, (x), P) — L(x, (x), §'(x)) —

~(PYE)L (x.5()5() 20 19)

olmalidir [5].



Euler-Lagrange denklemi , Weierstrass ve Legendre sartlar: tabiat1 ile yerel
sartlardir.

Varyasyon hesabinda bu yerel sartlarla yanisira global gartlar da mevcuttur. Bu
sartlar ilk defa Jacobi tarafindan verilmigtir ve agagidaki gibi ifade edilmektedir [5-7].

(1.1)~(1.2) probleminin 2. varyasyasi

b
— 5 e 2 T _i 7 12 :I
J(y(x)) = ;[[Ly,y,(x,y(x),y (x))y (x)+(Lyy(x) deW,(x))y (x)|dx (1.6)

seklinde ifade edilir.
(1.6) kuadratik fonksiyonelinin Euler denklemi olan

SAE

d . A N
~ e (L N +(L,, -5 L, (D)) =0 %)

denklemine Jacobi denklemi denir [1],[6].

Her x € [a,b), iy iy (x)#0 oldugunu kabul ederek (1.7) denkleminin y(a)=0,

y'(a)=1 baslangi¢ sartim saglayan ¢oziimiinii y(x)ile gosterelim. y(c)=0, c#a
noktasina x = ¢ noktasi ile eslenik nokta denir.

y = y(x) fonksiyonu (1.1)-(1.2) problemine zayif minimum verirse, (a,b)
araliginda x = c noktasi ile eglenik nokta yoktur.

Varyasyon hesabinda bir problem aragtirluken geleneksel olarak

i’y'y ,(x)# 0 sart1 kabul ediliyor ve sonrada Jacobi denkleminin incelenmesine

geciliyor. f’y'y J(x)#0sart1 (1.7) diferansiyel denkleminin varlik ve teklik
teoremlerine uygulamasi olarak saglamyor. Fakat f’y'y ,(x)#0 sartinin dejenere

oldugu problemler de karsimiza sik sik c¢ikmaktadir. Hilbert teoremine gore
LAy'y (x)#0 sart1 bozuldugunda F(x) e C* olmasma gerek yoktur. Boyle

problemler Kuantum mekaniginde, Astronomide, Uzay Teknolojisinde sik sik
karsimiza ¢iktigi i¢in onlarin da incelenmesi giincel problem olarak ilgi gekmektedir.



Biz agagida bu problemleri dejenere olmus problem diye adlandiracagiz. Bu
problemler ilk defa M.Morse [8], Leighton [9], Hestenes [2], M.Tagiyev [10], gibi
matematik¢iler tarafindan incelenmistir.

M. Tagiyev i’y iy ,(x) #0 sartmmn belli pargalarda dejenere oldugu durumlarn

incelemis ve bu problemlerin teorisini kurmugtur [10].

Bu tezde, yukarida ad1 gegen matematikgilerin aragtirmalariin belli bir lgiide
devamu olmakla birlikte, birkag yeni problem de ele alinmigtir.

Caligma, agagidaki gibi diizenlenmigtir :

1. b6liim’de yapilacak olan ¢aligma hakinda bilgi verilmektedir.

2. b6liim’de bir takim 6n bilgiler verilmis ve Weierestrass -Erdmann gart1 yeni
bir sekilde ispatlanmugtir.

3. bolim’de (1.1)«(1.2) problemi ilk defa olarak siireksiz fonksiyonlar
smmfinda tanimlanmig ve bu yeni tanimlanmig fonksiyonelin 1. varyasyonu
hesaplanmigtir. Siireksiz y = j(x) fonksiyonunun minimum vermesi igin 1.
mertebeden gerek sart alinmugtir. Bu gart klasik Euler - Lagrange sartinin bir
genellemesi gibi diigiiniilebilir. Uglincii boliimiin sonunda pratik 6nemi olan bir rnek
¢6ziilmiis ve sonug diger bir ¢oziimle kiyaslanmugtir.

4. bolimde Singular Kuadratik fonksiyonellerin pozitiflii incelenmigtir.
Eslenik noktamin olmamasi durumunda klasik teorinin benzeri olan bir teorem
ispatlanmig ve teorem birkag klasik drnek tlizerinde uygulanmugtir.

5. bolimde dejenere olmus kuadratik fonksiyonelin minimum degerini
hesaplamaya olanak saglayan formiil verilmistir. Bu formiilin 6nemi problemi
¢ozmeden, yani ekstramali agik sekilde bulmadan, minimum degeri direkt
bulabilmesindedir. Boliimiin sonunda teoremi yansitan Srnekler verilmigtir.

6. boliimde 2. mertebeden diferansiyel denkemlerin ¢oziimlerinin pozitifligi
incelenmis ve bir teorem verilmigtir. Varyasyon Hesabinda 2. mertebeden gerek ve

yeter sartlar agisindan bu tiirlii teoremlerin biiyiik nemi vardir.



BOLUM 2: VARYASYONLAR HESABI VE DIFERANSIVEL
DENKLEMLERDEN ON BILGILER

Bu boliimde varyasyon hesabindan bazi 6n bilgiler verilecektir. Bu bilgiler
ilerideki boliimlerde kullanilacaktir. Bu bilgiler sirasiyla Euler Denklemi, Weierstrass-
Erdmann sartlari, Weierstrass’in E fonksiyonu, Zayif minimum, Gii¢lii Minimum ve
Mutlak Minimumdur. Daha sonra diferansiyel denklemlerden bazi 6n bilgiler
verilecektir. Bu bilgiler de kendine ek (self-adjoint), Bessel Denklemi, Legendre
Denklemi ve Laguerre Denklemidir.

2.1. VARYASYON HESABINDAN ON BILGILER

Burada varyasyon hesabin temel problemi i¢in Euler denkleminin ve
Weierstrass-Erdman sartlarmin farkli bir ispati verilecektir. Diger ispatlar [1],[5] nolu
kaynaklarda goriilebilir.

Varyasyon hesabin

b
=1 Ly, y s @.11)

y@)=y,, yb)=y, (2.12)
temel problemi ele almacaktir. y = §(x) fonksiyonu parga-parga siirekli tiirevlenebilir
bir fonksiyon olsun, yani y(x) € PCl[a, b] dir. y=¥(x) fonksiyonunun x=c nokta-
sinda tiirevinin stirekli olmadifim, fakat y = p'(c—0) ve y=p'(c+0) sag ve sol
sonlu tiirevinin oldugu varsayilsm. J(y) fonksiyonelinin y = §(x) lizerindeki degeri

olarak
c—0 b
5= ] Ussyepes | insmpes @13

toplamu kabul olarak edilsin.

Simdi de y= j(x) fonksiyonu iizerinde J(y) fonksiyonelinin varyasyonu
hesaplanacaktir. y = j(x) fonksiyonunun varyasyonunu yazmak i¢in hem fonk-
siyonun degerini hemde kirilma noktasi olan ¢ noktasimn kiigiik degisimleri ele



alinacaktir. Bunun igin 6nce 6(x) ve h(x) gibi iki 6zel varyasyon tanimlansin, Ve >0
sayilan ele alinsin, ¢ noktasinin yakm civarinda 6(x)=sabit olan ve tiirevienebilir, a ve

b noktalarinin civarinda ise sifir olan &(x) fonksiyonu ele alinsin.

0(x)] h(x)
o a ¢ 5 X ol a c X
Sekil 1a Sekil 1b

6(x) fonksiyonunun grafigi sekilla’da oldugu gibidir. A(x)e C'[a,b], a ve b
noktalarinin. civarinda ise sifir olan, A(x) fonksiyonun grafigi $ekil 1b’deki gibidir.
Simdi de o sayilarim |a.9( x )| <¢ olacak bigimde kabul ederek birbirlerine o

parametresi ile bagh ‘
y(x,a)=y(x—a 8(x))+a h(x) 2.14)

y(x,a) fonksiyonlar ailesi ele alinsm. A(x) € C'[a,b] oldugu igin y(x,a) ailesinin
fonksiyonel 6zelligi y(x) fonksiyonlar1 gibi dir. Yani her y(x,a) fonksiyonuna bu
fonksiyonun tﬁrevinin stirekli olmadig bir £(«) noktasi kargilik gelir.
&(a) noktasinin
E(a)—-abt(a))=c (2.1.5)

sartin1 saglamasi gerektigi ise agiktir. Buradan 6(x) fonksiyonun c’nin kiigiik bir
civarinda sabit oldugu gbézéniinde bulundurulursa (2.1.5) ifadesi

E(a)=c+ab(c) 2.1.6)
seklinde yazilir,

Yukaridaki la 9(x)| <¢ sartm saglayan o‘lar igin @(a)=J(y(x,a))
fonksiyonu tanimlansin ve bu fonksiyonun o= 0 noktasindaki tiirevi hesaplanacaktir.
Burada ¢'(0) ifadesi J(y(x,o)) fonksiyonelin j(x) fonksiyonu {iizerinde 1.
varyasyonu olacaktir. Buradan da (2.1.3) e gére @(a) fonksiyoneli



&(a)_ b
o(a)=J(y(x,0))= E[ L(x,y(x,oc),y’(x,oc))dx+§(I) L(x,y(x,0),y'(x,a))dx (217)

seklinde yazilir. (2.1.7) nin sag tarafinda ki integraller sirasiyla ?, (@) ve @, () ile

gosterilsin, buradan

éa)_

@, (@)= £ L(x,y(x,a),y'(x,))dx (2.1.8)
b

<p2(a)=§(f) L(x,y(x,2),y'(x,0.))dx (2.1.9)

olur. (2.1.7) deki @(a) nin tiirevi, toplammn tiirevi
9'(0) = @} (&) + ¢, () (2.1.10)

seklinde yazilir. Burada (2.1.8) ve (2.1.9)’un tiirevler1 ayn1 ayr almr (2.1.10) da
yerine yazilirsa ¢(a) nin tiirevi hesap edilmis olur. Bunun igin 6nce (2.1.8)’in a‘ya

gore tiirevi

&)
: i , P e o)
o= | [Ly(x,y(x,a),y(x,a))gozuy(x,y(x,a),y(x,a))—a—a]d”

d.
+L[¢ (“%y(cf(a),a),y'(f(a),a)]£=

E,((X.)_ g(a)
- [1; (x,a)—iz;,(x,a)}@dxw(xy(x a)y'(xa)—— +
a y dx i aa y b b ] b ﬁa a

+L[€(oc),y(§(oc),a),y'(&(oc),oc)]gf—‘- (2.1.11)

seklindedir.



Burada (2.1.11) ifadesinde 1 (x,0)= L,(x,(x,a),y'(x,a)) - VD.ve (2.1.4) deki
y(x,a)=j(x - a 0(x))+a h(x)

ifadesinin o ‘ya gore tiirevi alinarak

% = px - a 6)|[-0(x)] + ah(x), (2.1.12)

ve (2.1.6) daki é(a) = ¢ +a.0(c) ifadeden de benzer sekilde o’ya gore tiirev alinarak

%— =0(c) (7.13)

ifadeleri elde edilir. Ayrica (2.1.4) ifadesinde £(«) yerine yazilirsa

y[&@),a] = §]&(@) — ab(x)] + ah[&)]=F[c+a.0(c) - a.0(x)] + . HE@)]  (2.1.14)
elde edilir ve (2.1.14) de a’ya gbre tlirev alinarak

[é(a) ]_ F&(e) - ab(x)] +HE(w)]=

= ple+ab(c)—ab(x)|[-8(x)] +Hc+ab(c)] (2.1.15)

oldugu goriiliir. a = 0 oldugunda

2l = ple-0l-8(c)| +h(c),  w(Ew)a)| = i(c)

dir. L, ve L,, ifadeleri =0 igin



L@ y(g@ra)y(E@na)l| _ = L[e-0.5(c-0),5(c~0)| = £, (c-0)

L&) yEa)0)y (go)a)]| = Llc-0.5(c-0),5(c-0)] = L,(c-0)

dir. Béylece elde edilen ifadeler (2.1.11) de yerine yazilirsa
?i(0)= f[ (o)=L (x)}k +Ly(e=0)[§'(c=0)(~6(c)+h(c)]+0(c) (c~0)=

T[L (x) - (x)]ak [£c-0)-9(c-0)L, (c- 0)|6()+ L, (c - 0)(c) (2.116)

elde edilir. Benzer sekilde @] (0)da

?,(0)= HL (x)—_L (x)jlﬂb( L, (c+0)h(c) -
JLc+0)-pc+0) L, (c+ 0o @117

seklinde elde edilir. (2.1.16), (2.1.17) ifadelerinde L(c+0) = Z[c+0, $(c +0), 5"(c+0)]
yazilarak elde edilen ifadeler (2.1.10) yerine yazilirsa sonucda

'(0)= IO[L (x)——L (x)}dx O[L (x)——L (x)}u

c+0

~ n c+)
L+ p@ L, o) - |

ifadesi elde edilir.

Eger y = j(x)fonksiyonu varyasyon probleminin ¢dzlimii ise, h(x) ve 0(x)
fonksiyonlar1 keyfi olduklari igin
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. d
1) Ly(x)—ELy,(x) =0, x#c.
2) Ly[e=0,9(c—0),5(c—0)] = L,[c+0,5(c+0),5(c+0)] .
3) —L[e~0,5(c-0),5(c~0)]+¥'(c~ O)Jiy (c-0)=
=L[c+0,5(c+0), 7 (c+0)]+ 7 (c+ 0)£y,(c+ 0) .

bagintilar1 elde edilir. Burada 1) sartina Euler denklemi, 2) ve 3) sartlarina ise

Weierstrass-Erdmann sartlar1 denir.

2.2. WEIERSTRASS’IN E FONKSIYONU

S < R" kiimesi digblikey bir kiime (konveks kiime) olsun, yani Vx,y € § igin
0 < A<1 olmak iizere
x+(1-A)yeS. fi:S—>R (2.2.1)

ise S’de tamimlanmig gergel degerli bir fonksiyon olsun. O zaman Asgagidaki
fonksiyonu 0< A<1 olmak iizere

e =-Df@D+H M- f(A-Dx+Ay), xyesS (222
olarak olugturulur.
Tamm 1: Eger VA, 0< A<1 i¢in ¢(A) 20 ise f fonksiyonuna S de konveks

fonksiyon denir. Geometrik olarak bu tanim agagidaki sekilde yazilir.
Herhangi bir f:S — R fonksiyonu ile

epi f ={(a,x)/ @ > f(x), x € S}c Rx R" (2.2.3)

kiimesini birlegtirelim ve bu kiimeye f fonksiyonunun grafik iistii kiimesi diyelim,

o zaman bir f:S — R fonksiyonunun konveksligi epi f c RxR" kiimesinin
konveksligi ile denktir.
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Asagidaki Snermede fonksiyonun konveks olmasi igin matematik de ¢ok az

rastlanan basit bir kriter verilmektedir.

Onerme 1: f e C l(R" ) fonksiyonunun, S — R” konveks kiimesinde konveks

fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Ex)=f0)-f0)-20i-%)f, @) (224)

fonksiyonunun Vx,y € S igin negatif olmamasidir. yani
E(x,)20 (2.2.5)

olmasidir. Boylece (2.2.4) ifadesinde tanimlanan E(x,y):R" x R" — R fonksiyo-
nuna Weierstrass’m E-fonksiyonu denir.
Ispat: f fonksiyonu S°de konveks bir fonksiyon olsun, o zaman (2.2.2) den A=0
icin
p(D=QA-DfX)+H (- f(A-Dx+Ap)20
?(0)=f(x)-f(x)=0 (2.2.6)
dir. Dolayisiyla ¢(2) > ¢(0) dir. Yani A=0 noktas1 ¢:[0,]] > R fonksiyonunun
minimum noktasi olur. O zaman
?'(0)20 (2.27)
olmalidir. Burada (2.2.5) ve (2.2.7) den

9'(0)=E(x,y)20 (2.2.8)

¢ikar. Burdan (2.2.2) ve (2.2.4) den ¢(A) fonksiyonu asagidaki bigimde yazlabili

@(A) = (- DE[x+ My-x), x|+ AE[x+ Ay -x),y] (22.9)

olur. (2.2.8) ve (2.2.9) 6zdesliklerinden E(x,y) 20 olursa, ¢(A) =0 olacagi ve
dolaysiyla f’in konveks olacag agiktir.
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Sonug olarak f € C'(R") olsun ve
Hx,p) = 20, (=f0) (22.10)

fonksiyonunu tanimlayalim. O zaman f:S — R konveks olmas: i¢in gerek ve yeter
sart (2.2.10) dan
H(x,y)< H(x,x), Vx,ye § (2.2.11)

esitsizliginin saglanmasidir. Gergekten, (2.2.4) ve (2.2.10) dan

E(x,y)= H(x,x)— H(x,y) (2.2.12)
bigiminde yazilirsa sonucun dogru olacag: agiktir.
1.3. VARYASYON HESABINDA ZAYIF, GUCLU VE MUTLAK MINIMUM

Varyasyon hesabinin temel problemini

J(y) = ?[L(x,J’(x),y'(x)]dx —> inf (1.3.1)

a

wa)=y,, y(b)=y, (13.2)

ele alarak (1.3.1) ve (1.3.2) probleminde, y=y(x) fonksiyonlarinin [a,b] aralifinda
mutlak stirekli fonksiyonlar oldugu kabul edilir. Yani y(x) =e 4C|a,b| dir. L(x,y,2)
fonksiyonu lizerinde ilave gartlar konmazsa (1.3.1) ve (1.3.2) probleminin, genelde
¢oziimiiniin varlifim séylemek imkansizdir. Asagidaki 6rnekte ekstremal, yani Euler
denklemini saglayan bir fonksiyon olmasina ragmen, bu fonksiyon problemin giiglii
Minimumu degildir [2],[4],[8].

Ornekl: J(y) = } y?dx, y(0)=0, y(1)=1 bu fonksiyonelin Euler denklemi
0

d
E(3y’2) =0 = y' =sabit dir. Sinir artlarni da saflayan ekstremal ¢bziim p(x) = x
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dir. p(x)=x fonksiyonu bu probleme zayif Minimum verir. Gergekten,
h(0) = (1) = 0 ,h(x) € C'[0,1] olsun. Bu taktirde fonksiyonel

J(ji(x)+h(x))=j'(1+h’)3dx= jdx+jh'(x)dx+fh’2(3+h’(x))dx=
0 0 0 0

=J(j;(x))+J h'2 (3+ h'(x))dx. (2.3.3)
0
dir. Eger [i(x)], < 3 ise #(x)+3>0 ve

J(3(x)+h(x)) > J(3(x))

alinir, fakat p(x) = x fonksiyonu problemin gii¢lii minimumu degil. Gergekten, bunu

gostermek igin grafikleri agagidaki g,(x) ve h(x) seklinde olan iki fonksiyon segelim:

7,(x)] b ()]
2R . A
L 1/n 12 L
1m 12 1 X /1 X
Jn — :
Sekil 2a Sekil 2b

—«/; ,X € [O,I/n)

g (x=\ 0 ,xell/n1/2] hn(x)=an(t)dt,n22
0

L}/Z_Z ,xe(1/2,1]

seklinde segilirse, 4,(0)=4,(1)=0 ve

h()), >0, n—>o olur. Burada g,(x)

fonksiyonu (2.3.3) de yerine konursa
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" 8
J(qn(x))=1+3Jq,f(x)dx+]qz(x)dx=1+ r(3n+n3/2)dx+ .I(E+—)dx=
0 0 0 12 * mVn

=—n+0(1) > 0 ,(n —> )

elde edilir. Bu son ifade minJ(y)=—w oldugunu gosterir.

Bu problemde giiglii minimum olmamas: integral altindaki

L(x,y,z)= z3
fonksiyonunun konveks olmamasimna baghdir.
Varyasyon hesabinda mutlak minimum’un varlig1 problemi ilk defa L.Tonelli
tarafindan ¢oziilmiistiir. Asagida bu teorem ifade edilmigtir.

Teorem 1 (L.Tonelli): Yukaridaki (2.3.1) ve (2.3.2) probleminde asagidaki sartlarn
saglandigmi varsayalim.

1) 3a>0,3p>1, f € R olmak iizere,
Lix,y,2)2ald"+ B, Y(xy)eG.

2) V(x,y) € G igin z = L,(x,y,z) fonksiyonu (—0,00) aralifinda artan fonksiyondur.

3) Burada 1) ve 2) sartlan1 altinda (1) ve (2) problemine mutlak minimum veren bir
¥y(x) = x fonksiyonu vardur [3].
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2.4 SINGULER NOKTASI OLAN DIFERANSIYEL DENKLEMLER
HAKINDA ON BILGILER

Bu kisim da kendine ek (self-adjoint) operatér denklemler hakkinda 2 teorem
ve daha sonrada Bessel, Legendre ve Laguerre denklemleri hakkinda kisa bilgiler

verilecektir.
Teorem 2: a < t <b aralifinda a,(¢) # 0 olmak lizere

ay(t)y"+a,()y'+a,(t)y=0

ikinci mertebeden diferansiyel denklemi a,,a,,a, katsatyilar1 [a,b] aralifinda siirekli
olsun. Bu takdirde yukaridaki denklemden

&, (1) 0@ a0
P)=e "*’U a } A= 0 “U a0 ]

olmak iizere ,

ZPww]+ oy =0
seklinde kendine ek (self adjoint) operator denklemi elde edilir.
Teorem 3 (Abel formiilii): Eger a <t < b aralifinda
[ Payy]+ 0y =0
dt
diferansiyel denkleminin herhangi iki ¢6ziimii f ve gise, [a,b] araliinda Vt igin

PO f(Dg'¢t)- f(t)g®)] =c

dir. Burada c bir sabittir. Bu teorem 2 ve 3 nin ispat1 [12] de bulunabilir.
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2.4.1. Bessel Denklemi (1784-1846) : o bir parametre olmak lizere
2y +xy+ (x> —a?)y=0

seklinde ki degisken katsayili ikinci mertebeden diferansiyel denkleme o indisli
Bessel denklemi denir [11],[12]. x=0 noktas1 bu denklemin diizgiin tekil noktasidir.

Bu halde denklemin ¢6zlimii Frebenius yntemine gére

Jo (%)= Z(—l) m( D

seklindedir. Bu fonksiyona a indisli birinci tiir Bessel fonksiyonu denir ve J, (x) ile
gosterilir. J, (x) nin belirttigi seri x’in her degeri igin mutlak yakinsaktir.

o‘nin tam sayr olmamas: durumunda Bessel fonksiyonunun J,(x) ve
J_, (x) seklin de iki ¢oziimii vardir, ve bu ¢oziimler birbirlerinden bagimsizdir. O

zaman A ve B sabitler olmak iizere Bessel denkleminin ¢oziimii

Y(x)=AJ, (x)+BJ_, (x)
seklindedir.
o.‘nin tam say1 olmas1 durumunda J, (x) ve J_, (x) ¢bztimleri birbirlerinden
bagimsiz degillerdir
0=0 olmas1 durumunda ise J, (x) ve J_, (x) ¢oziimleri 6zdestir.

1
) indisli Bessel fonksiyonlarinin

+
n pozitif bir tam say1 olmak iizere * (n

genel gekli i¢in

d® (sinx)
____2 (&, __~* |27
T2 ()= () J(:D(x)—( ik

2 2 n+l a i (cosx)
T @=G2 T, €= p——r
2

formiilleri elde edilir. Bu formiillerden a=1/2 , a=-1/2 ve a=3/2 i¢in
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2 sinx 2 cosx 2 1 [sinx
Ji(x =\/: , J1(X)=4]——F ,J3(x)= ——( —cosx)
107 MR R TR
ifadeleri elde edilir [11].

2.4.2. LEGENDRE DENKLEMI (1752-1833) : a bir parametre olmak iizere
(1-x*)y"-2xp'+a(a +1)y=0

seklindeki degisken katsayili ikinci mertebeden diferansiyel denkleme o indisli

Legendre denklemi denir [12]. Legendre denkleminin o=2 i¢in bir polinom ¢6ziimii

P 13 ( 33—l
a_2u2x)_ 2 s

seklindedir[12].
2.4.3. LAGUERRE DENKLEMI (1834-1886) : o. bir parametre olmak iizere
x"+(1-x)y'+ay=0 (24.3.1)

seklinde ki degisken katsayili ikinci mertebeden diferansiyel denkleme o indisli

Laguerre denklemi denir [12].
(2.4.3.1) denklemi

a

Ly(x)=e* i:(xae_x)

ile gosterilen bir L, (x) polinom ¢dziime sahiptir. a=2 i¢in L, (x) polinomu

Ly (x) = —x+1
dir.



BOLUM 3: INTEGRAL FONKSIYONELIN SUREKSIZ FONKSIYONLAR
SINIFINDA TANIMLANMASI

Bu boéliimde, integral fonksiyonelin siireksiz fonksiyonlar smifinda
tamimlanacak ve bir kag 6rnek iizerinde agiklamalar yapilacaktir. Daha sonra da J,

fonksiyonelinin 1.varyasyonu hesaplanacak ve ekstremum igin gerekli kogullar
bulunacaktir.

3.1 INTEGRAL FONKSIYONELIN SUREKSIZ FONKSIYONLAR
SINIFINDA TANIMLANMASI

Varyasyon hesabin

J(y(x)) = j L(x,y,y")dx —> inf (3.1.1)

a

x(@)=4, x(b)=B (3.1.2)

problemini ele alalim. Varyasyon hesabinda geleneksel olarak y = y(x) fonksiyonunun
y'(x) tirevi [a,b] aralifinda siirekli olarak kabul edilir. Fakat bu kabullenme
problemin mahiyyetine (6ziine) bagh olmayabilir ve (3.1.1) integrali en kiigiik
degerini C' sinifindan olmayan fonksiyonlardan alabilir[13-15].

Ornek 1: (Hilbert)

J(y(x))=jx%ﬂzdx - inf,

0

y0)=0, y(1)=1.
problemini diigiinelim. Bu fonksiyonel igin Euler denkleminin 1.integrali
x% y =sabit

seklindedir. Bu denklemden sinir gartlarmi da saglayan  (x)= x% ¢Ozlimii

bulunur. y(x) = x% fonksiyonu C'[0,1] smufindan degildir ve J(x) fonksiyoneline
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minimum deger verir. Gergekten, efer y(x), AC[0,1] den herhangi fonksiyon ve
y(0)=y(1)=0 ise y(x)’in varyasyonu

J(5(x)+y(x)) = JL 5[572 (%) + 29/ (x) (%) + ¥ (x)] e =

0

2
=J(H(x)) + 3 I y'(x)dx + J(y(x))=

—TG0) +5 100, + J(r) 2 J(5)
seklinde yazilir.

Ornek 2: (Minimal dénel yiizey problemi) 0X ekseninin fist bolgesinde
A(a,a;) ve B(b,b,) noktalarinin verildifini diigiinelim. 0X ekseni etrafinda
donerken en kiigiik alana sahip bir ylizey olusturan ve A(a,a;) B(b,b,) noktalarm
birlestiren egrinin bulunmasi problemi agagidaki sekilde verilir.

b
J(y®)=2a)y|1+y2dx, y(@)=a, ,y(b)=b,.
a

Bu problemin C' smnifindan olan ¢éziimiintin yamsira, a; +b, >2, (¢ - A ve B
noktalar arasmdaki mesafedir) oldugunda AabB kirik ¢izgisi gibi C'’den olmayan ve

probleme minimum veren bir ¢oziimii de vardir.
Ornek 3: ( Weierstrass)
J»)= I x’y*dx — inf,

-1

YeD=-1,y()=1

v

-1
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problemini géz Oniine alalim. J(y) fonksiyonelinin en biiyiik alt siur1 (infimumu)
stfirdir. Gergekten,

(x) = arctan nx
YalX)= arctan»
dizisini ele alirsak
L 1 1
2 x’dx 1 dx 2
J(yn(x))= . ) J‘(x2+L)2<nzarctan2n<J‘ Crd —0
arctan’ n -1 n’ -1 narctann

oldugunu goriiriiz. Béylece inf J(y)=0 olur. Sifir degerini J(y) fonksiyoneli

{—1 —1<x<0
Y®=1 1 <<t

fonksiyonu iizerinde alabilir. Bu fonksiyon siireksiz bir fonksiyondur ve
y(0*)—y(07)=2 dir. Yukanidaki 6rnekler klasik varyasyon hesabindaki y(x)e
C'[a,b] sartmin bir gok problemlerde dogal olmadigini géstermektedir ve varyasyon
hesabinin temel probleminde bir ¢ok degigiklikler yapma geregini ortaya koyar. Bu
boliimde varyasyon hesabinin temel problemi siireksiz y(x) fonksiyonlar sinifinda ele

alindi [13-14]. Bunun igin 6nce
b
Jo)=| Loy, y)ax
a

integrali y(x) fonksiyonunun siireksiz oldugu durumda tammlansin.

Yukarida L(x,y,)") integrantinin y’ ’ne gore belli bir artis1 oldugu zaman
Tonelli’ye ait varlik teoremini hatirlattik. Eger bir varyasyon probleminin ¢oziimii
stireksiz fonksiyon ise Tonelli teoreminin sartlarindan en az birinin saglanmadig s6z
konusu olabilir dolayisiyla L(x,y,)’) integrantnin y’’ne gore artigmin zayif oldugu
durumlar ele alinmalidir. Agagidaki yazilan sartlar bu diigiinceden ortaya ¢ikmugtir.

A) L(x,,z) fonksiyonu, degigkenleri C* sinifindan olan bir fonksiyon ve

L b b
Lim————(x ¥:2)

Z-»0 z

=m(X,y) (3.1.3)
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L(x,y,2)
z

dir. Burada ise fonksiyonunun m(x,y) fonksiyonuna (x,y)’ ye gore diizgiin

yakinsadifi varsayilir. m(x,y) fonksiyonu diizgiin yakinsak bir fonksiyonun limiti
" oldugu igin stirekli bir fonksiyon olacaktir. /

Simdi [a,b] aralifinda tamimlanmig, parga-parga siirekli y(x) fonksiyonu ele
alinacaktir, yani y(x)ePC[a,b]. y(x) fonksiyonunun siireksizlik noktalarin x,,x,,...,x,
ile gosterilsin ve a < x; < x, <...<x, <b olsun. [a,x,),(x,,x,),...,(x,,b] araliklarinda
y(x) fonksiyonunun siirekli tiirevleri oldugunu varsayilsin. y(x) fonksiyonunun grafigi
(Sekil 4a,4b) de gosterilmistir.

Probleme gore y(x) fonksiyonunu soldan veya sagdan siirekli kabul

edilecektir. Hesaplar basitlestirmek igin (genelligi bozmadan)

y(x, +0)=y(x,—0)>0 (3.1.4)
oldugu kabul edilebilir.

v
\
v

Y] Y

O| a x X, x, b X Ola X, X -A X X +A Xp b X

Sekil 4a Sekil 4b

A>0 herhangi bir say:1 olmak iizere yeni bir y(x,A) fonksiyonlar ailesi

r

y(x) ASXSX =4, X, +A<X, =y, X, +AS X <D

y(x, A) =1 -;—/1[(x—x, + Dy(x, + &)= (x—x, = Dy(x, - D] ,x, - A<x<x, +1 (315)

1
ﬁ[(x—xn + A)y(x, + )~ (x—x, = Dy(x, —zl)],Jc,l -A<xSx,+4
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seklinde tamimlanir. y(x,4) parga-parga tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Burada
y(x,4) € PC'[a,b] fonksiyonu tizerinde J(¥(x)) fonksiyonelinin degerini

x —A x —A
1 2
Joen)= | Lym.y ) | LGy@y)des ..+
a x1+£
xk+ -4 b
+ .|1 L(x,y(x), y'(x))dx+ ... + I L(x, y(x), y'(x))dx +
x +A x +A
k n
x’+/l
+ 2 ] Loy (3.16)
=

1

seklinde elde edilir.
J(y(x,4)) ifadesi A’ya bagh bir fonksiyondur. 1—0 igin bu fonksiyonun limiti,
y(x) slireksiz fonksiyon iizerinde, J(y(x)) fonksiyonelinin degeri olarak kabul

edilecektir. Once bu limitin varlig1 ispat edilir. Bunun i¢in (3.1.6) daki Y. toplam
sembolii altmdaki integralin limitinin varlifim ispat etmek yeterlidir.
Ve >0 i¢ in 3 N> 0 varki Z > N oldugunda

____L(x,zy,z) ~m(x,y)| < &
olur veya
lL(x,y, zZ)-z m(x,y)l <& (3.1.7)
dir. Buradan
y=y(x,A) ve z=y'(x,1) (3.1.8)

oldugu kabul edilir ve (3.1.8) deki ifade (3.1.7) de yerine konur

L, (%, 42, 7', 1) = 9/, y(5, mlx, (D) < /(0,2 (3.1.9)
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olarak elde edilir. Boylece (3.1.9)’un sol tarafinda ki ifadenin integrali almir ve
(3.1.5) i hatirlanirsa

xl- -4

XA
j: [ L(x,yCx, 2), '(x, A)) = y'(x, AYm(x, p(x, A)) ] de ‘=

Xi

A
I Lz 35 ((x=x +M)y(x +M)=(x=x ~M)y(x, -x)),z—’x(y(xi +3)=y(x —1))dx

X; -\

<

< 871121-[J’(x,- + )= y(x, - /1)] =e((x, + )= y(x, - 7)) (3.1.10)

seklinde elde edilir. Burada A yeteri kadar kiigik ise y(xi +7‘,)—y(xi -A) fark

smurh bir ifade olur, yani
[y +2) -y -4) <Ky G.1.11)

dir. (3.1.11) deki ifade (3.1.10) da yerine konulursa

X; +A

] [LGoy02,9/ G ) = r, e, (3, )]l < Ko (3.1.12)
x,-—
xi+ﬂ.
oldugu goriiliir. Burada (3.1.12) deki I y'(x, )m(x,y(x,2))dx integralinde z=y(x,1)
Xi—ﬂ.

yerine konursa ve m(x,)) fonksiyonu surekli oldugu igin kapali sinirli bir bolgede
simurli olacaktir. Buradan y(x, - 4, Q) =y(x, -4 , y(x,+2,2)=y(x, +2) oldugu
hatirlanirsa yeni degiskenlerle bu integral

X +A Yy ('x +/1)

.[ y'(x, Aym((x, y(x, A))dx = I m(x,z)dz (3.1.13)
) Y(5-2)
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seklinde yazilir. (6.13) deki ifade (6.12) de yerine yazilirsa

X+ A y(x:+4)

I L(x,y(x,2),y"(x,A))dx - ) m(x,z)dz| < K,z (3.1.14)
x—A ¥(x—4)
y(x;+4)
oldugu goriiliir. Simdi de (3.1.13) deki ifadenin sag tarafindaki Im(x,z)dz
W(x—4)

integrali incelenir. Bu inceleme yapilmadan 6nce, y(x;+0)= l/ht})l y(x, +4),

y(x,-0)= l}%l y(x, — 2) oldugu goz 6niinde bulundurularak yukardaki integral igin

y(x;+4) y(x;+0) y(x;+0) y(x;+4)
] m(x,z)dz— Ym(x,;,z)dz| < m(x,z)dz|+ m(x,z)dz|+
W(x=2) y(%=0) y(x=2) y(x;+0)
Y(x;:+0)
+ I[m(x,z)-—m(x,,z)] dz (3.1.15)
y(x;-0)

esitsizligi yazilir. VA > 0 igin A yeteri kadar kiiciik segilirse ve m(x,z) ’ nin siirekli
oldugu gozoniine tutularak (3.1.15) deki [m(x, z) — m(x, ,z)| ifadesi

lm(x,2)—m(x,,2)| < & (3.1.16)

olur. Burada (3.1.15) deki ifadenin sag yaninda ki integraller igin (3.1.16)’ y1 da goz

Oniine alarak
y(x;-0) y(x;+4)
m(x,z)dz| < K,z m(x,z)dz| < K,z 3.1.17)
y(x;—4) y(x;+0)
y(x;+0)

[m(x, z)—m(x,, z)]dz

<ée[y(x,+0)-y(x,-0)]  (3.1.18)
(%;=0)
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esitsizlikleri elde edilir. Bu (3.1.17) ve (3.1.18) esitsizlikleri (3.1.15) de yerine
yazilirsa, (3.1.15) deki egitsizlik

y(x;+4) y(x;+0)
] m(x,z)dz— )m(x,,z)dz| < K,z (3.1.19)
(x—-4) ¥(x;-0)

seklini alir. Sonuncu egitsizlik (3.1.14)’ ile ele alinarak

Xi'l'l y(x;+0)
j L(x,y(x,A),y'(x,A))dx~ |m(x,,z)dz| < K,e  (3.1.20)
x—2 Y(x-0)

elde edilir. Burada (3.1.20) egitsizliginin sol tarfindaki birinci ifadenin A—0 limiti

x,-+/1 y(x-+0)
lim | L(xy(e )y (e D)dx= ) m(x,2)dz (3.1.21)
-0 x,-—/'i y(xi—O)

olur. Bolece limitin varlig1 ispat edilmis oldu. Buradan

x1—0 XZ—'O X3—0
limJ(y(e, ) = ) Ley.ydde+ [ Ly yhde+ [ Loey,ydss .. +
- a x+0 Xy +0
a V(0
+ T L(x,p,y")dx+ ), I m(x,,z)dx (3122)
xp+0 =1 y(x;—0)

seklinde olur. Son ifadeyi , yani esitligin sag tarafini, y(x) siireksiz fonksiyon tizerinde
J(y) nin degeri olarak kabul edecegiz.
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3.2 J, FONKSIYONELININ BIRINCIi VARYASYONU VE EKSTREMUM
ICIN GEREK KOSUL

Bu boliimde [a,b] aralifinda siireksiz fonksiyonlar {izerinde tanimlanan ve
Béliim 3.1°de verilen J; fonksiyonelinin 1. varyasyonunu hesaplayacagiz. Sonra da
stireksiz y(x) fonksiyonunun infimum deger vermesi i¢in gerek sartlari arayacagiz. Bu
sartlar klasik varyasyon hesabinda oldugu gibi y(x) fonksiyonunu ve onun siireksizlik
noktalari1 belirlemek igin gereken denklemleri ortaya ¢ikaracaktir. Hesaplamalar
basitlegtirmek i¢in (igin 6ziinii saglamak sartiyla) ele alacagimiz y(x) fonksiyonunun
bir tek siireksizlik noktas: oldugunu varsayalim. Ayrica J; fonksiyonelinin parametrik
olmayan seklinden parametrik gsekline gegerek varyasyonunu hesaplayacagiz.
Varyasyon problemlerinin parametrik olmayan seklinden parametrik gekline gegilmesi
varyasyon hesabinda sik sik rastlanan bir yéntemdir [13-14],[16]. Parametrik bi¢cimde
yazilmig varyasyon problemlerinin {istiinliigii yalmz y=y(x) seklindeki fonksiyonlari
degil genel olarak x=x(t), y=y(t) egrilerinin de ele alinabilinmesindendir. Geometrik
problemler agisindan varyasyon problemlerinin parametrik gekilde yazilmasi daha
kolaydir. Bu nedenle, x degiskenini bir t parametresinin tiirevlenebilir ve monoton
artan bir fonksiyonu olarak kabul edelim. x degiskeni a’dan b’ye kadar degistiginde
t’'nin o’ dan B’ ya kadar degistigini ve x(a)=a , x(B)=b oldugunu varsayalim. Ayrica
Vt e[a,PB] i¢in x(t) > 0 oldugunu da kabul edecegiz. Dolaysiyla,

x=x(t), y=y(t), a <t < B (3.2.1)
x(t)>0
parametrik egrilerini ele alacagiz.

y=y(x) fonksiyonunun siireksizlik noktas1 x =X olsun. Bu noktanin para-
metresinin, t =t degerine karsihk geldigini varsayalim. Bu takdirde, y(a)=1y, ,
y(b) =y, degerleri i¢in y(a) =y, , y(B) =y, olacaktir. Bdylece, (Bolim 3.1) de
tanimlanan J,; fonksiyoneli agagidaki sekilde yazilmig olur:

f=0 " B " y(% + 0)
J;= f L(x(t), y(t),%’Q)de I L(x(®), y(t),&)xdm I m(%,y)dy (32.1)
() . (1) _

a t+0 y(x-0)
dir. Burada

yE+0)=y,, yX-0)=y._ (3.2.3)
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oldugunu kabul edelim.
Simdi de
X = X(t)
a<t<pP
y=3)

efrisinin varyasyonu ele alimir. Bunun i¢in €, >0 kiigiik bir say1 olmak tiizere

[\ <€, olsun. Ayrca
x(t,A) = k() +Ap(t), @(a)=09(B)=0
(3.2.4)
x(tLA) = () +Aut), wo)=y(p)=0

egriler ailesini ele almarak J; fonksiyonelinin degeri bu egriler boyunca,

F-0
J(x(@), p(2), (2, 1)) = I L(x(t,2), (¢, A,
B y

(2, A)- . .
+ j L(x(t,ﬂ),y(t,/l),i.)—g—ﬁ)x(t,/l)dt+ I m(X + Ap(£)+, (1) + Ay(t))dy
[+0 ’ v

y,4)

m ﬂ))x(z, Aydt +

seklinde hesaplanir. (5.5) denkleminde A=0 oldugunda J(x(t,0),y(t,0)) =J 4 olur.
Burada J(x(t,0), y(t,0)) =J 4 ifadesi A’ ya bagli bir fonksiyondur.

d
Tanim: a] (x(t,A),y(t,A)) |X= o ifadesine fonksiyonelin 1. varyasyonu

denir.

Simdi de 1. varyasyonu hesaplamak i¢in. i¢in (5.4) den A ya gore tiirev alarak

0 0
-a—}\,X(t’ 7\) = (P(t) 2 -a_)"x(t’)\') = \P(t) (3’2'6)

elde edilir.

(325)
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(3.2.5) esitliginin sag tarafi A ya bagl bir fonksiyondur. Integrandlarin ve onlarm

L,, Ly, L, tiirevlerinin siirekli oldugu hatirlanirsa, bu fonksiyonun tiirevinin mevcut

oldugu goriiliir. Bu tiirev, integrand’in A’ ya gore tiirevi alinmakla

y(t,A)

Xt x)) x(t,A)dt +

d d |
S ERIEN) = g J Lixem.yem.?

o

y(t,A)

d _
X M)X(t, At + f m(E + A(E), y(t) + Ay(t))dy

d
o ? L(x(t,A), y(t,A),3
t+0

_ |
- | {L (MR, S 300 1L AR YR WO+

=]

L (x(th, vt 0, S0 M), SO +26(5) - oy(1) + AiAt))
+ L, (62, ( )x(t,x)) OO’

}[ x() + Ag(t)]dt

D oty + L (x(t, 1,y (12, )

N {Lx(x(t,x),y(t,x), o PR TIAA

t+0

.Y, Y(:,;)\\’v(t)(H?»c‘p(t))—¢(.t)(y§t)—?»\'v(t))}[x(t)+M)(t)] &
X(t.2) (X(£) + A(1)

y

+ f [mx (X+20(1), y(t) + Mu()e(®) + m (X+Ae(D), y(t) + MWD dy. 3-2.7)
y

elde edilir [13-14]. Burada elde edilen son ifade de A=0 yerine konarak ve sonra da
(3.24) den ¢o(a)=0¢(B)=0, ya)=y(B)=0, oldugu gbdzoniine alinarak sag
taraftaki integraller kismi integrallenir, ve herhangi bir f{t) fonksiyonunun sag vel sol
limitleri i¢in

limfE-0)=f , lmf@F+0)=1,

t<t >t

kabul edilir. Bu takdirde,

28
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-0
- | {ix(i(t),y(t) YOy ot +

d
0J 4 = —J(x(t,1),y(t,A 5
A= (x(t, ), y(t, 1)) 20

A=0

L, GOS0 DR OUD + L (090, 5D (0,30 ’fﬁt;)[w(t)—?'(t)cb(t)]}dt

£-0 .
| L(x(t),y(t),)%%)cb(m ? £ (x(t)y(t), Y”
o t+0

? {L (% (t),y(t),%)x(t)cp(mL (% (t),y(t), i ))x(t)w(t)dt+

t+0 )

+L, (30,500 ;g;)[w(t)—§'<t)¢(t)]}dt+

y

+ f [mx (X-+20(D), y(1) + Mp(t)(t) + m (X +Ae(D)), y(1) + W(t))w(f)]dy
y

t

R e |

O[L (&(0), 50, 2 Y( )) o)+, (5o 500 Yﬁ ;)i(t)w(t) 4

? O[L (R(t), 31, 5= ’f( ))x(t)cp(t)+L (R(t), ¥(t), T Y( )) (t)\y(t)]d

t+

29
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t-0 t=0 0 Jp A
+ ,[ Ly,(t)\'p(t)dt+ _[ —y'Ly,(t)¢(t)dt+ j L(t)p(t)dt + Ly,(t)\i;(t)dt+
o

o o t+0

y+
¥ JJ3 ~yLy ®odt+ f Loomdt+y, mEy,)-y_mE,y_)+w(d) ['m zy e
t+0 t+0 y

t

] 0[ﬁx(t)>‘<(t)q>(t)+Iiy(t»‘c(t)w(t)]dt+ JJ3 [Iix(t>>'*<<t)<p(t)+Iiy(t)i‘c(t)w<t)]+

t+0

) { - 0 f— 0 d R R E 0 E -0 d .
RRACEC M J ()5 (Ly®)dt+ -y Ly @owl, " + J o(t) g (VLy ()dt+
t-0 t-0
R -0 d » A B d -
+ L(t)cp(t)}; _ | o0 g (L)de+ Ly, W), - J w(t) 3 (Ly ()dt+

a [0

+HoyLy, )o®)

B jﬁ d, - ; B
_+ ) e 6Lyt Ewew) -
t+0 40 t+0

y+
d a
- Jﬁ <p(t)-&;(L(t))dt+w+m(i,y+)—w_m(i,y+)+ .[ m_(X,y)dy =
t+0 y_
i

R =l

A d A ~ A d A
0[{L,((t)wk(t)—a(L(t)-y’Ly,(t))}qa(t)+{Ly(t)>'<(t)—zlg(luy.(t))}w(t)]dt+

A d A A A d A
+ J B[{Lx(t)m) — g (L0~ y'Ly,(t))}cp(t)+{Ly(t)>'c(t)—E(Ly,(t))}w(t)]dw

t+0
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y_
+(-L,(+m&y v, +[(L(t) -yLo()_- é m (X,y)dy+

X

Yy
+
+ I m_(%,y)dy+ (L) - y'L, (), dt (3.2.8)
)
elde edilir. (5.8) ifadesi J, fonksiyonelinin birinci varyasyonunu ifade etmektedir.
Burada da
Jy= ;!J)L(x, y(X),y'(x))dx — inf (32.9)

y@) =y, y(b) =y,
varyasyon problemi ele alinir ve x =X noktasinda siireksiz olan y = §(x) fonksi-
yonunun bu problemin ¢6ziimii oldugu varsayilir. y = §(x) fonksiyonu iizerinde J ;

fonksiyonelinin 1. varyasyonu (3.2.8) formiilii ile ifade edildiginden ve ¢(t), y(t),
0, , y_ ifadeleri keyfi olduklar i¢in (3.2.8)’ de asagidaki gerek sartlart alinar.

1y L, (x5E-0),5(x-0)=mxyX~0).

L, (%,§(x+0),(x+0)) = m(X, y(x +0)).

y._.
2 L,E30x-0),5x-0)-3&-0)L,(XJ&-0),9(x-0))- J m_(%,y)dy =
)
y+
= L(Z, §(x+0), y(x + 0)) — y'(X+ )Ly, (X, §(X + 0), y(X + 0)) - J m_(X,y)dy
)

burada 8, y_ <8<y, arahfindaherhangi bir noktadr.

(& . d s A
L 0x(0)- 5 (LO-yL, (1) =0
3)

~ . d" = -
| Lwi-ZL,0=0 ,  telaf)ulip]
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(3.2.8) denklemini t # t igin bir denklemle ifade edebiliriz ve bu denklem i¢in x # X

Euler denklemini aliriz:

d
L, (x,5(x),5'(x)) — - L, (x,§(x),§'(x)) = 0 (3.2.10)

(3.2.8) denklemleri y=y(x) fonksiyonunu bu fonksiyonun diizgiin oldugu
[a,i) ve (%, b] araliklarmda belirler. 1) ve 2) sartlan ise siireksizlik noktas1 olan

X = X noktasin belirlemeye imkan veriyor.

Yukanida gelistirdigimiz teoriyi agagida bir 6rnekle agiklayalim.

Soru : Koordinat baglangic1 O noktasindan A noktasma 4 .\

bir yol yapilacaktir. A noktasinin koordinatlar1 x=3, y=4 ¢,
olsun bu Yol yanda ki sekilde gosterildigi gibi nehrin iize-
rinden nehre dik bir koprii ile gegecektir. Bu kpriiyil nehrin

2

v

hangi noktasinda yapmaliyiz ki O noktasindan A noktasmna Q@ 3
yapilan yolun uzunlugu en kisa olsun. (Nehir kiyilarimin OX Sekil 5a

eksenine paralel oldugunu varsayalim).

b

Coziim: Yukarida ki problem matematiksel olarak agagidaki bigimde
Jy= f 1+y? dx— inf (3.2.11)
0
y(0)=0, y(3)=4, y(x)ePC[0,3] (3.2.12)

yazilir. Burada y(1-0)=1,y(t+0) =2, y(x) fonksiyonunun bir siireksizlik noktasi

vardir .Once (3.2.1) ve (3.2.2) probleminin yukarida s6z konusu olan teoremin
sartlarini sagladigini ispatlayalim.

Biz bu dmekte L(x,y,z) = V1+Z® ve

. Lixy,z) . V1+2
lim ———= Ilim =1
Z—>+0 Z Z—>+0 Z

32
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oldugu elde edilir. Béylece m(x,y)=1 olur. y = §(x) fonksiyonu problemin ¢6ziimii,
ve x=T noktasinin §(x) fonksiyonunun siireksizlik noktasi olsun o zaman x#7 igin

§(x) fonksiyonu (3.2.10) dan

=) =0

Euler denkleminin ¢6ziimii olacaktir. Buradan §(x) fonksiyonunun ekstremal egrisi

ax+b, 0<x<7
y(x) = 3.2.13
yx) X +b, 1<x<3 ¢ )
seklinde oldugu ortaya ¢ikar. Buradan
L,=—%
Y 1+ y?
ifadesini parametrik
X .
L (32.14)
J+G? &4y
sekilde yazariz. Bu halde 1) den
(Ly).=m(z,y)=1, (L), =m(z,y,)= 1 (3.2.15)

oldugu igin (3.2.14) ve (3.2.15) den

y-

=1 ve—————l ¢ikar. Buradan x, = X_ = 0 oldugundan ve
Vi +32 Vvt

(L-yLy)_=(L-yL,), sartindan ise

1492 — Y- _ [i.¢o2 Yo
e J1+972 O J1+972 \/1+y ﬁy gl

33
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alinz. (3.2.12) deki §(0)=0 sartindan $(x)=ax, 0<x<1, ve §(3)=4
sartindan ise ¥(x) = a,x(x-3)+4, 1T <x<3 gikar.

V. =p(r+0)=j(r —0)=j" sartindanise a, =a, =a alirz.

Diger yandan
yt-0)=1Ly(x+0)=2

sartindan

{ar =1
a(t-3)+4=2
oldugundan ve buradan 1 =1, a=1 olur. Boylece (3.2.13) deki extremal egri

. x
Vx) = {x+l

seklinde bulunur.

Coziilen 6rnegin agagida geometrik yorumu verilmigtir.

Y
& A
:D

I ] B,

o =
L C
0 3 X

Sekil 5b

Yukarida ki sekildeki gibi A noktasindan diiigey olarak | AD|=1 kadar D
noktasmna inelim. OD dogrusunun O’ya yakin kiy1 ile kesistisi nokta C olsun,
Koprii C noktasina inga edilmelidir. Gergekten, koprii C noktasinda inga edilirse
koriintin 1, sahilindeki ucu B noktasi1 ve AB//CD olur. ABCD paralel kenarindan

34
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AB|= CD| olur. Eger koprii herhangi C, noktasinda B,C, seklinde insa edilseydi
yolun uzunlugu
loc,| +|c,B,|+[B,A|

olurdu C, ve D doktalarimi birlestirelim, o zaman

loc,|+|c,B,| +|B,A| =|oc,| +|c,B,| +|c,D| >

> |0C| +|CB| +|CD| =|0C| +|BC| +|BA|

oldugu i¢in OCBA en kisa yol olur.

35



BOLUM 4 : SINGULER KUADRATIK FONKSIYONELIN
POZITIFLIGI

Varyasyon problemleri aragtirilirken

J(y(x>)=Z(P(x)y'2+Q(x)y2)dx. 4.1

seklindeki veya diger sekillerdeki kuadratik fonksiyonelle kargilagilir. Bu fonksiyonelin
incelenmesinde, ekstremal problemde ikinci mertebeden gerek ve yeter sartlarin aragti-
rilmas1 agisindan biiyiik 6nem vardir [1],[2],[S]. Tarihsel olarak, (4.1) kuadratik
fonksiyoneli aragtirtlirken P(x) ve Q(x) fonksiyonlarnin C'[a,b] smifindan olmas1 ve
ayrica xe[a,b] i¢in P(x)>0 sartinin saglanmas: ilk sart olarak kabul edilmektedir [2],[5].
xefa,b] i¢in P(x)>0 sarti, Varyasyon Hesabinda Legendre sarti olarak tanimlanmak-
tadir ve bu sart 6nceden kabul edildikten sonra ikinci mertebeden gerek ve yeter
sartlarin aragtirilmasi baglar [1],[2],[5],[20] . Fakat cesitli hallerde, 6zellikle de fizikten
dogan problemleri aragtirirken P(x), fonksiyonunun [a,b] aralifinin bazi noktalarinda
sifira gevrildigi durumlara da sik sik rastlanabilir [17-19].

Boyle durumlar olurken kuadratik (4.1) fonksiyoneli singiiler fonksiyonel
adim tagir ve bu haller Leighton [18], Martin [1], Hestenes [2] ve Tagiyev [10]
tarafindan incelenmigtir. Burada (4.1) fonksiyonelinde P(x) fonksiyonunun [a,b]
aralifiin sol ucunda sifira gevrildigi durum incelenecektir, yani sol ucu singiiler olan
fonksiyonel aragtirilacaktir [20-21].

Bu aragtirma yukarida adlar1 gegen matematikgilerin yaptiklar1 aragtir-
malardan hem metod yoniinden hemde yalmiz P(x)’in degil Q(x)’in de [a,b] aralifinda
belli bir anlamda singiiler oldugu halleri kapsamasiyla farklidir.

Boylece (4.1) fonksiyonelinde xe(a,b] igin P(x)eC'[a,b], P(a)=0, P(x) > 0,
oldugunu, Q(x) in ise yalmz (a,b] aralifinda tiirevienebilir oldudu kabul edilir.
Ornegin agagida incelenecek olan

2 _1
X —7

1
= J(ry? -T2y )ax
0
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4x* -1
4x

fonksiyonelinde P(x)=x, Q(x)= — ve a=0, b=1 dir.

(4.1) fonksiyonelinin tanim bélgesi olarak

D)= {y() <C'[a,b] | y(ay=y(b)=0, T(P(x)y'z +QMy’)dx <o},  (42)

a

kiimesi ele alinir.
(4.1) fonksiyoneli geleneksel olarak

d
4 (PCOY)+Q()y =0 43)

kendine ek (self adjoint) denklemi ile baglidir (bak B6liim 2). (4.3) denklemine Klasik
Varyasyon Hesabinda oldugu gibi (4.1) fonksiyonelinin Euler-Jacobi denklemi denir.
(4.3) denkleminde P(a)=0 oldugu i¢in bu denklem singiiler denklemdir ve genelde bu
denklem igin u(a) = up , u'(a) = uy , baglangi¢ sartim koymak imkansizdir. Fakat bu
denklem igin singiiler x=a ucunda c¢esitli smirproblemleri ele almabilir. (4.3)
denkleminin x = b noktasinda singiilerlif1 olmadifindan herhangi bir & > 0 igin [5,b]
aralifinda u(b) = u,, v'(b) =y, sartim1 saglayan bir ¢6ziim bulunacaktir. Eger bu ¢6ziim
(8,b] araliginda sifira gevrilmezse bu ¢oziime (8,b] de eslenik nokta saglamayan ¢6ziim
denir.
Teorem 1: Eger (4.3) denkleminin (a,b] aralifinda eglenik nokta saglamayan

¢Oziimii

u'(x)
u(x)

lim
x~>a

P(x).—— < , (4.4)

sartin1 saglarsa (4.1) fonksiyoneli (4.2) deki D(J) tanim kiimesinde pozitiftir.

Ispat : xe(a,b) ve y(x)eD(J) igin

o(x) = )‘ P(t)(y’ - -l:;((—tt))y)z dt 4.5)
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fonksiyonu g6zoniine alinir. Bu integral kismi integrallenirse,

CPLGOI

2 —Z
P(x) = f POG” =200 * e

o O LIPS
. f P(t)y (t)dt+IP(t) 2o Jb PO ¥

=P 30y O + f PO s Dt Jb 0y + 0= Dy o)
Rt dON J Py i+ ] i ey . QLaL P(t)(‘: |yt
=P 2y 0, + Jb Py ()dt + Jb (Pt ('() ' 2t

(0 Y ) +j: (P(y™ (1) + QY (©) 46)

oldugu goriiliir. Yukarida u(x) fonksiyonunun (4.3) denklemin ¢dziimii olmasmndan
ve y(b)=0 sartindan faydalanildi. (4.4) sartina gére

11m y’(x)=0 4.7

P(x).

()

olur. Boylece (4.6) da x—a igin limite gegilirse, y(x)eD(J) oldugundan,

T (P)y” +Q(x)y*)dx =j P(x)(y'—%f))y)zdx. (4.8)
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bulunur. Burada ikinci integraldeki her iki integrand da pozitif oldugundan J(y)
fonksiyonelinin pozitifligi ¢ikar.
Ornek 1 :

0= Gy - X2y
0

fonksiyonelinin (4.2) deki D(J) tanim kiimesinde pozitif oldugunu gésteriniz.

4x* -1
ix dir.

1

DQ)= {y(x)eC'[0,1], y(0)=y(1)=0, { (P(x)y”? + Q(x)y?)dx < o0}

Coziim: Fonksiyonelde P(x)=x, ve Q(x)=

kiimesi ele alinur.
Fonksiyonele Euler-Jacobi denklemi uygulandifinda,

-(P(®)y") +Q(x)y =0

den

(xy")'+ y=0
veya bu denklem diizenlenirse
1
2y +xy’ + (x* —Z)y =0
elde edilir ki bu denklem ikinci mertebeden o =% indisli bir Bessel denklemidir (Bak

Bo6liim 2). Bu denklemin (0,1] de eslenik nokta saglamayan ¢oziimii ,
2 Sinx
J, (X)) =uX)=4— —F—
109 = 00 =
dir. Bu ¢6zlim teorem 1’e uygulandiginda

1 C
w(x) = ——5 Sinx+—:/’3,

2x2 X
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'(x) 1 xCosx

T
olduklarindan (4.4) sart1 saglanir, yani

u'(x)
u(x)

lim [P(x)

x—>a

= lim

x->0

1, ¥Cosx
2" Sinx

dir. Aynica, xe(0,1) ve y(x)eD(J) igin

| (PO~ 5 9) x= JJ Ky = (oot Xy ax

sinx

=JJ JJ__ cOsX , f__ﬁ’ﬁzz
xy'”dx— | x( +Smx)2yydx+ x( +Smx)ydx

e R

l xcosx

—y’ ), I x°°sx)'y2<x>dx+fxy dx+

1 cosx
+_f -—— 2y24x
xx( 2x+sinx) y

1 xcosx

=(5

), f——““".smx = 2(x)dx+Jny dx +
sinx sm

JJ _ COSX 2 2
x( 2x+smx) dx

X

40
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1 xcosx

- )yxlf

coOsX X 1 cosx cos X
—— - )dx+
2 sinx sinx sin“x 4x sinx

" dx

4x sm™ X

1 2y
=(2 xcosx)y X)I J’ 1+x(cos:;( l))dx+J‘xy'2dx

X

1 xcosx
=(—_

2 sinx

y x| I(i—x)dxttxy'zdx

1 2_
=(2 cosx)y (X)l }' 2 _4x4x l)dx

olup burada y(b)=0 oldugundan ve x—>0 i¢in limite gegilirse

2 _
0601 o™ - 2y

elde edilir. Buradan

2 )dx— J'lx[y "+ (2x - ctgx)y] dx >0

JJ (o2 -

J(y) fonksiyonelinin pozitif oldugu elde edilmis olur.

Ornek 2 :

Xy~ f (== 2)dx

fonksiyonelinin (4.2) deki D(J) tanim kiimesinde pozitif oldugunu gésteriniz.
-9

4
Coziim: Fonksiyonel de P(x)=x, Q(x)= , a=0 b=1 ve tanim bolgesi olarak

D)= {y(x®)C'[0,1], y(0)=y(1)=0, ?(P(X)y'2 +Q(x)y*)dx <o}

kiimesi ele alinir.
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Fonksiyonele Euler-Jacobi denklemi uygulandiginda,

~-(P(x)y")' +Q(x)y =0

4x2 -9
4x

—(xy")' + y=0

veya bu denklem diizenlenirse

9
Xy"+xy' +(x2 —Z)y =0

3
elde edilir ki bu denklem ikinci mertebeden o = 5 indisli bir Bessel denklemidir (Bak

Béliim 2). Bu denklemin (0,1] de eslenik nokta salamayan ¢oziimii

T, 00 = u(x) = \E -2

-
x2 X

dir. Bu ¢6ziim teorem 1’e uygulandigin da

3 3 1 1 1 L
x2 cosx——2—x2 sinx -x? sinx—Ex 2 cosx
u'(x) = 3 -
X X
3 ! 3 3
- 2x2 cosx —3x? sinx + 2x2? sinx + x2 cosx
v(x) =
2x3 ’
3 1 3 3
w(x)  2x%cosx-—3x?sinx+2x?sinx+x? cosx x2
X =X
u(x) 2x3 ! 3

x2 sinx —x? cosx

3 1 5 3
2x2 cosx —3x? sinx + 2x? sinx + x2 cosx
= 1 3
2(x? sinx —x? cosX)

42
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5
3 x2 sinx
=——4+ 1

3
2(x2 sinx - X7 COSX)

3 sinx
+
2 sinx cosx

x2 X

3 x? sinx
=————
2 sinx-—cosx

olduklarindan (4.4) sart1 saglanir, yani

. 3 x” sinx 3
=ml|-—+——= —'—+3
x20| 2 sinx—cosx 2

=—2—<(X)

dir. Ayrica, xe(0,1) ve y(x)eD(J) i¢in 6rnek 1 deki @(x)’in hesaplanmasindaki
igslemler burada da benzer gekilde yapilarak

x2 -2
- 4y2)dx

o(x) = f (xy -

elde edilir. Buradan

2_9
, X'—7 , 3 XSinx 2
J. ” - dx=j —4+-————)"dx20
o(xy x ) ox(Y+2x+ sinx—xcosx) x

J(y) fonksiyonelinin pozitif oldugu goriiliir.
Ornek 3 :

- [a-x*)y? - 6y*|ax
0

Fonksiyonelinin (4.2) deki D(J) tanim kiimesinde pozitif oldugunu gésteriniz.
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Coziim: Fonksiyonel de P(x)=(1-x)?, Q(x)=-6, a=0 ve b=1 ve tanim bolgesi olarak
D)= {y®)eC'0,1], y(0)=y(1)=0, T(P(x)y’z +Q(x)y?)dx <0}
a

kiimesi ele alinar.
J(y) fonksiyoneline Euler-Jacobi denklemi uygulandiginda,

—(P(x)y’)' +Qx)y =0

~(a-x*y)'-6y=0
veya bu denklem agik yazilirsa
(1-x*)y"-2xy'+6y=0

elde edilir ki bu denklem ikinci mertebeden o =2 indisli bir Legendre denklemidir
(Bak Béliim 2). Bu denklemin (0,1] de eslenik nokta saglamayan ¢oziimii

3x? -1
2
dir. Bu ¢6ziim benzer gekilde teoreme 1’e uygulandiginda

P,(x) =u(x) =

u'(x) =3x

u'(x)  6x
wx) 3x*-1

6x 6x — 6x°
3x2-1" 3x*-1

(1-x2)= == (1-x%)

u'(x)
u(x)
(4.4) sart1 saglanir, yani

'(x)| l6x 6x*
lim [P(x) ux)| x—>1|3x -1

l_0<°°

dir. Ayrica, xe(0,1) ve y(x)eD(J) i¢in
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cp(x)=T (P(x)(y'—“;'((gy)zdx= T (1-x2)(y' -———y)?dxdx
0 0 1

3x° —

—I(l X))y’ dx - I(l rw 2yy'dx+f(1 S e R
2 6 2 6
=—I (1-x )kz—x_ldyﬁz (1-x )y'zdx+1 A-x) 5z ) v ex

] (6X o )y (xydx +

=—(1-x )

Jaoxtyy axs]
0 0

]‘ —-18x* —6+36x -36x*
(3x* -1’

6
=—(1—x2) 2x 4 2dx+]‘(l—x2)y'2dx
3x° -1 0

=—(1-x") y(x)l I[(l—xZ)y'Z—eyZ]dx

y(a)=0 oldugundan ve x—1 i¢in limite gegilirse

<p(x)=f [1-x?)y? - 6y*]dx

elde edilir . Buradan da

f[(l—xz)y'2—6y2]dx= Ja-x)y -—2—y)2dx>0
0 0 3x“ -1

J(y) fonksiyonelinin pozitif oldugu ¢ikar.
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Ornek 4 :

Iy)= JJ (xe*y'? — ey )dx
0

fonksiyonelin (4.2) deki D(J) tanim kiimesinde pozitif oldugunu gésteriniz.
Coziim: Fonksiyonel de P(x)=xe™™, Q(x)=-xe™*, a=0,b=1 ve tanim bolgesi olarak
D)= {y(x)<C'10,1], y(0)=y(1)=0, T(P(x)y'z +Q(x)y*)dx < oo}
a

kiimesi ele alimr.
Fonksiyonele Euler-Jacobi denklemi uygulandiginda

~(P(®)y)' +Q(x)y =0
—(xe7*y")' —xe 'y =0

veya bu denklem diizenlenir ve e™* ile boliiniirse
xy"+(1-x)y'+y=0.

elde edilir ki bu denklem ikinci mertebeden a =1 indisli bir Laguerre denklemidir
(Bak: Béliim 2). Bu denklemin (0,1] de eslenik nokta saglamayan ¢oziimi

Li(x)=u(x)=-x+1
ele alinarak bu ¢6ziim teorem 1’e uygulandiginda
u'(x)=-1

w1
u(x) -x+1 x-1

wx) o«

1
P) ux) xe x-1

oldugundan (4.4) sart1 saglanir, yani
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xe X

x-1

w(x)}
u(x)| "

limm [P(x)

X-»a

=0<w

x~>0

dir. Ayrica xe(0,1) ve y(x)eD(J) i¢in

_ ) oy X por_ 32
(p(x)—! (P(x)(y v y) dX——i xe N (y' - —7y) dx

=Ixe-xy'2dx-_! xe~ —Li2yy’dx+;‘:xe &—l?)? dx

jxe —l—l—dy -Jxe A dx+jxe —L-ydx

" X (x~-1)?
_ xe* 5 (e*—xe*)x—-1)—xe*
Xy <x>| +I e y:()dx
- X yz(:a‘1 _e ez 2ed) Z(X)dx+] xe ™y (x)dx
x~—1 < (x—1)
~X 1
= 7Y ® +J (xe ™y ~e7y*)dx
X x

y(b) = 0 oldugundan, x—0 i¢in limite gegilirse

o(x) =j (xe™y"” —e " y")dx
0
¢ikar. Buradan

1
J(xe”‘y’z - e”‘yz)dx=}xe:'x (y ———y)dx 20
0 X x~-1

J(y) Fonksiyonelin pozitif oldugu goriiliir.
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BOLUM 5: DEJENERE OLMUS KUADRATIK FONKSIYONELIN
MINIMUM DEGERININ HESAPLANMASI

Klasik varyasyon hesabinin agagidaki problemini ele alalim ,

K(x(.)) = JT (A% (t) + 2C(1)x(t)X(t) + B(t)x? ) dt —>inf (5.1)
0

x(0)=0, x(T)=¢§ (52)

Burada A(t), B(t) ve C(t) fonksiyonlar1 C2[0,T] smfindandir.

Bu problemde giiglendirilmis Legendre sartmm saglandigimi, yani Vt e [0, T]
icin A(t) > 0 oldugunu kabul edelim. Yukaridaki (5.1)~(5.2) probleminin aragtirilma-
sinda (5.1) fonksiyoneli ile bagh

- [A®) + COx(®] + %+ B =0 53)

denkleminin ¢ok biiylikk bir Ozellik tagidifn bilinmektedir [1],[15]. Varyasyon
hesabinda (5.3) denklemine Euler-Jacobi denklemi denir. Eger bu (5.3) denklemin
h(0)=0, h(0) =1 sartlarim saglayan ¢6ziimii (0,T] arahiinda herhangi bir noktada sifir
olmazsa (5.1) fonksiyonelinin pozitifligini s6ylemek miimkiindiir [2], [5]. Euler-Jacobi
denkleminin h(0)=0, h(0) =1 sartim saglayan h(t) ¢Sziimiiniin sifirlarina, yani h(t)=0
olan © noktasina t=0 noktasi ile eslenik nokta denir. B6ylece, eger (0,T] aralifinda
eslenik nokta yoksa, (5.1) fonksiyoneli pozitif deger alir [22-24].

Biz (5.3) denkleminin h(0)=0, h(0)=1 ¢bziimiiniin h(T)=0 oldugu hali aras-
tiracagiz ve bu halde (5.1) fonksiyonelinin minimumunun x(T)=§ ile bagl oldugunu
gosterecegiz. Genel ekstermal problemlerde oldugu gibi (5.1) fonksiyonelinin

minimum degerini S ile gésterelim. Agikardir ki bu minumum deger & ile baghdir ve

S=S(&) (54)
seklinde yazilir. Boylece,
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S(&)=minK (x(.)) (5.52)

x(0)=0, x(T)=¢ (5.5b)
olur.

Teorem 1: (5.1) denkleminin h(0)=0, h(0) =1 sartim saglayan ¢6ziimii yalniz
T noktasinda sifira gevrilirse, yani h(t)#0, te (0,T), h(T)=0 ise

] 0 eger E=0
s(&)—{_o0 eger  E%0 (5.6)
dir.

Ispat. Teoremin ispatm iki kisimmda inceleyecegiz.

1. eger £=0 ise S(£)=0 oldugunu gosterelim. Gergekten teoremde ad1 gegen h(t)
fonksiyonu tizerinde K(x(.)) fonksiyonelinin degerini hesaplarsak

0

K(h(t)) = I(A(t)h2 (t) + 2C(t)h(t)h(t) + B(t)h? (1)) dt

=A(t)h(t) h(t), +Ch’ (t)|§+} [—%(A(t)ﬁ(t) +Ch(t)) + C(t)A(t) + B(t)x (®) |x(t)dt=0

olur.

Integral altindaki ifadenin sifirligs h(t) fonksiyonunun (5.3) denklemini sag-

lamasindan gikiyor. K(x(.))=0 oldugunu da gézéniinde tutarak [2], [21-22]. S(0)=0
oldugunu kanitlamis oluruz.

2. £&#0 olsun £>0 olmak lizere x.(t) = b (Tg— o h(t) fonksiyonlar ailesini

kuralim. Buradan agikardir ki

. -
Xg (0) - h(T—S) h(O) - 03

Xg(T-¢)=

5 _
h(T—5) W(T-g)=§

olur.
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(5.1) denklemi homojen ve lineer denklem oldugu i¢in x(t) fonksiyonlar1 bu
denklemin ¢dziimiidiirler. Simdi agagidaki

X: (1) eger 0<t<T-¢

13 eger T-eg<t<T S

Za(t)={

fonksiyon ailesini ele alalim. Bu fonksiyon iginde Z¢(0)=0, Z(T)=§ oldugu agikardir
ve Z(t) fonksiyonlar1 da (5.1) denkleminin ¢6ziimiidiirler.
T-e<t<T araliginda Z(t)=0 ve

X (1) = h(t), Xg(T-g)=¢ oldugundan (5.7) de ki fonksiyon

h(T -¢)
lizerinde (4.1) deki fonksiyenelin yani K(Z(t)) degerini hesaplarsak

K(Zt))= I‘ (AR (1) + 2C(t)xg (D% (1) + B(t)xZ (1)) dt + I E*B(t)dt

T-€

T T T—
= T (A(t)xe (t)dx () + f C(t)dxz (©) + f B(t)xZ (dt+ } E*B(t)dt
0 0 0

T-€

- T d —£
—AX(K, (D], *+ r < (AO% ) O 2], +

+ T-C(t)xg (Hdt + rB(t)xg (Hdt + ngB(t)dt
0

0 T-€

=(A[t)x(t) % () +C(E)x] (t))|§_8+ f [-%(A(t)xg () +C(tyx_ )+ C(t) kot

+B(O)xe(t) | xe(t)dt+ ].ng(t)dt

T-€

=A(T-€)% o T-€)%e(T-£)+C(T-6)x 2 (T-g)+E> IB(t)dt (5.8)

T-€
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olur. Burada dordiincii esitlikteki integral altindaki ifadenin deerinin sifir oldugu
(5.3) denklemiinden goriilebilir. Buradan x,(T-¢) ve x.(T—-¢) (5.8) de degerlerini

yerine yazarsak
K(Z, ()= A(T-2).5 (T‘g_ > W(T—-g)+ C(T-g)E? + £2 IB(t)dt
T-
=&*[ A(T-¢) hET ;+ C(T-e)+ ]:B(t)dt] (5.9)

¢ikar, Diferansiyel hesabin ortalama deger teoremine gore
h(T) - h(T—¢) =€h(8,) T-£<0,<T
h(T) - h(T -€) = h(8,) T-£<0,<T
oldugundan,
h(T -€) = h(T) —&h(8,) T-€<06,<T (5.10a)

W(T-¢) = h(T) -&h(6,) T-£<0,<T (5.10b)

(5.10a) ve (5.10b) ifadelerini (5.9) da yerine yazarsak

BD=eh®) | cor_ey+ TB(t)dt] (5.11)

K(zm)- AT 3 - sh(®,)
T-¢€

¢ikar. Burada h(T)=0 ve IB(t)dt sonlu bir terim oldugundan (5.11) denklemi

T-€

h h(e
K(Ze(t))—E_,z[— A(T-g) h((eT)) A(T—S)%+C(T—s)+0(l)] (5.12)
h(T) h(e,)  I(T)

h©) 1 RE) KT

olup, e—>0 giderken ,v.s olduguicin (5.12) de
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parantez i¢indeki ifadenin limiti -00 dur. Boylece 1(T) # 0 ve teklik teoremine gore
h(T) = 0 olsayds, h(t)=0 den £—>0 , K(Z(t))—> -00 dir. Bu ise S(€)= -0 oldugunu
gOsterir. Boylece teorem ispat edilmis oldu.

Ornek 1: T(xz —x2)dt , x(0) =0, x(m)=1
0

fonksiyonelinin minimum degerini hesaplayiniz.
Coziim: Kuadratik Fonksiyonele (5.3) denklemi uygulandigin da

—%[A(t)i{(t) + C(t)x(t)] +C(t)x(t)+B(Hx(t)=0=

d
—a(zx)—2x=o = X+x=0

seklinde ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin
¢Oziimii

x(t) =c, cost+c, sint
dir ve x(0) =0, x(0) =1 baglangi¢ sartlar altinda
xX(t)=sint
olur. Bu denklem igin t=n noktasimn eglenik nokta oldugu goriilmektedir [23-25].

Coziim iki agamada gosterilecektir,
1) x(t) fonksiyonu iizerinde K(x(t)) fonksiyonelinin degeri hesaplanur:

K(x(t))=T[A(t))'(2 (1) + 2C(Ox()x()B(t)x* (t)|dt

=T()'(2 -x3)dt = T()’o’(— x2)dt = Tde~Tx2dt
0 0 0

0

n d
=x()x(t)]; + T(— Ot
0
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integral altindaki ifadenin sifir olmas1 x(t) fonksiyonunun (5.3) denklemini saglama-
sindan goriiliir. Buradan K(X(t))=0 oldugu ¢ikar.

2) £>0 olmak iizere bir

sint
;'1;‘:— 0<t<m-¢
X(t)=
1 n—-e<t<mw
fonksiyon ailesi kurulum. Bu halde
cost
Sine 0<t<mn-¢
Xg =
0 T—-e<t<mw

olup, bu fonksiyon K(X;)’ ye uygulanirsa

K(Xe)=]L(X§ ®-X? ®)dt
0

KXo)= I(xz(t) Xz(t))dt+ ](Xz(t) Xz(t))dt

n-€

:I (cos t sin’ t)d ]’

o Sin"g sin’e g sin’ s
cos2t 1-cos2t
= - 2 dt
0 sin” 8 sin® € m—e

elde edilir. Son integraller de trigonometrik dzdeglikler kullanilirsa,

sin2t T 1

1 1
- (=t——sin2t)
0 sin“g 2 4

. 2
2sin“g T—¢
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—CoSse €

2sine  5gin2e

elde edilir. Buradan €—0 igin limite gegilirse

. —COSE .
Iim —/—— > -0 , lim —> 0
g > 0 28ine e—>0 2sin“e
K(Xg)=-o0 olur.
i g

Ornek 2: T(xz — 4x)dt , x(0)=0, x(—;-)=1
0

fonksiyonelinin minimum degerini hesaplaymiz.

Coziim: Kuadratik Fonksiyonele (5.3) denklemi uygulandiginda

—%[A(t))’((t) + C(t)x(t)] +C()x(t)+B(t)x(t)=0=>

d
-—2%)-8x=0 = X+4x=0
dt

seklinde ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin
¢Ozimii

x(t) =c, cos2t+c, sin2t

dir ve x(0) =0, x(0) =1 baglangig¢ sartlar1 altinda ¢oziimii
x(t)= sin2t
olur. Bu denklem i¢in t=n/2 noktasinin eslenik nokta oldugu goriilmektedir. Bu
Coziim iki agamada gosterilir,
1) x(t) fonksiyonu iizerinde K(x(t)) fonksiyonelinin degeri hesaplanur,

K(x(t))=T[A(t)x2 (1)2 + Ct)x(DX(H)B(t)x> (1)t

0
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A pi 4 I

1
i()‘(z —4x*)dt = j()’d{—4x2)dt = Tde— i4x2dt
0 0 0 0

i

--=>'<(t)x(t)|f)21 + T(—%x— 4x)xdt
0

integral altindaki ifadenin sifir olmas1 x(t) fonksiyonunun Euler-Jacobi denklemini
saglamasindan ¢ikiyor. Buradan K(X(t))=0 oldugu ¢ikar.

2) >0 olmak {iizere bir
sin2t -
e 0<t<%-¢
Xo(t)=
1 Z-e<t<%
fonksiyon ailesini kuralim. Bu halde
2<fos2t OSts%—s
. sin2g
Xe ®=
0 Z-e<t<%
olup bu fonksiyonu K(X¢)’ ye uygularsak
T
V(2 6y_ 22
K(X) :[(Xs (t)—4X’ (t))dt
11_8 1%
2 I3 »
K(Xo)= I (X2(1)-4%2w)dt + T (X2(1)-4X2 )dt
0 T_g
2

i T
2.8 2 . 2 . 2
4cos”2t 4sin® 2t sin” 2t
= - dt + T —4———Adt
‘([ ( sin®2e  sin®2e ) x_ sin’2e

2
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3 z
_ 4 T 1—-cos4t
= ( jcos4tdt -4 —2—dt)

sin“2t o0 15_8
! 37 11 2
_ .02 1o 1. 2
sin28(sm4t|0 (2t 8sm4t)'£_8)

—cos2e 2e

sin? 2¢

sin2e

elde edilir. Buradan €—0 igin limite gegilirse

—cos2e

lim - -0 , lim - ®

g >0 SIME g — 0 sin?2e

K(X;)=-00 olur.



BOLUM 6: ikinCi MERTEBEDEN DIFERANSIYEL
DENKLEMIN COZUMUNUN POZITIFLIGI

Bu boliimde iknici mertebeden diferansiyel denklemin ¢oziimiinlin pozitifligi

incelenecektir. Asagida ki
P(x)y"+P'(x)y' - Q(x)y =0 (6.1)
»(0)=0, y'(0)=1 (6.2)

seklindeki ikinci mertebeden diferansiyel denklem g6z 6niine almir. Bu denklemde P(x),
Q) C'[0,7] smifindandir. Burada (6.1) denkleminin (6.2) baglangi¢ sart: altmda [0,T]
araliginda ne zaman pozitif bir ¢oziimii olacag: ele alinacaktir.

(6.1) denklemi 6zel bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemin kendine eslenigi
(self adjoint)

d
-5 (P (x)y'(x)) + Q(x)y(x) = 0 (6.3)

seklindedir. (6.2) denklemi asagidaki gibi bir K(y) kuadratik fonksiyoneli ile

T
K) = [ (P)y? +Q(x)p*)d 6:4)
0

bagh olup tanim kiimesi de D(K) = y(x) € PC'[0,T], y(0) = »(T) = 0 dir.

Diferansiyel denklemin ¢oziimiiniim pozitiflifini aragtirmacilar agagida verilen
diiz mesele ile incelemiglerdir. Diiz mesele ile Legendre ve Jacobi ilgilenmistir [1-3].
Burada ise diferansiyel denklemin ¢dziimiiniin pozitifligi asagida verilen ters mesele ile
incelenecektir.
Diiz mesele: Eger Jacobi denkleminin (0,T) araliginda sifira gevrilmeyen bir ¢6zlimii
varsa o zaman K(y) kuadratik fonksiyoneli D(K) tanim bolgesinde her zaman pozitif bir
¢6ziime sahiptir [1],[3],[26-29].
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Ters Mesele: X(y) kuadratik fonksiyoneli D(K) tanmim bolgesinde pozitif oldugu
takdirde, K(y) fonksiyoneline bagh olarak elde edilen (6.1) diferansiyel denklemin pozitif
bir ¢6ziimii olup olmadif1 argtirilacaktir.

Incelemeye baglamadan dnce agagidaki Snerme ispat edilecektir.

Lemma 1: ¢[0,a] > R tiiretilebilir bir fonksiyon olsun ve ¢’(+0) <0 ise, oyle
bir 4, e(0,4] vardir ki p(4,) < ¢(0) dir.

Ispat: ¢ tiiretilebilir bir fonksiyon oldugu igin

(D) - 90) = 9'(+0)A+ (D) (6.5)

seklinde yazabilir. Burada w(1) fonksiyonu

A
1 AL _
0 A
6zelligine sahiptir, yani y(4) = 0(1) dir. Bu 6zellige gére Ve >0 igin 36 >0 var ki
A <& oldugunda

v,

lp'(+0)|

olur. (A>0 oldugu igin |4 = A olur). & ’nu ¢ = gibi secersek ve A <3 igin

v _ o)
p) 2

olur. (6.5) den @'(+0) = ~jp'(+0)| oldugu igin (¢'(+0)<0) dir. Bu ifadeler (6.5) de

yazilirsa

A (40
oti)- 0= { o102+ XD ] L pfi PP 4 Jpraajar 260,

_ ]{_ |¢'(2+0)|] <0

elde edilir. Béylece
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p(A)-9(0)<0
veya
o) <p(0), A<6
dir. Buradan 34, var ki
?(%) <0(0)
dir.
Teorem 1: Eger K(y) kuadratik fonksiyoneli D(K) tanim bolgesinde pozitif ise
(6.4) deki K(y) fonksiyonelinden Euler-Jacobi denklemi yardimiyla elde edilen,

P(x)y"+ P'(y)" - Q(x)y =0
(6.1) seklindeki ikinci mertebeden diferansiyel denklemin (0, T) araliginda. y,(x)>0
seklinde pozitif bir ¢6ziimii vardir.
ISPAT: Teoremin ispatim bir kag pargaya ayiralim:
1) Yukaridaki (6.1) denklemi ele alinir. (6.1) denklemi ikinci mertebeden lineer
homojen bir diferansiyel denklemdir. Bu diferansiyel denklem igin agafidaki Cauchy
baglangig

¥0(0)=0, y;(0)=1
(6.2) sartlannm1 koyalim. (6.2) baglangi¢ sartim saglayan biitiin (O, T ) araliginda
denklemin tek bir ¢6ziimii vardir. (Cauchy teoreminin lineer denklemlere uygulan-
masindan bu ¢ikar. Yani ¢ziim biitiin (0, 7) araliginda saglanr).

2) Gosterelim ki (0,T) araliginda bu ¢6ziim pozitiftir. Béylece teoremde hiikme-
dilen pozitif ¢6ziimiim varliin gostermis oluruz. Tersini diigiinelim, eger bu yy(x),
(0,7) araliginda pozitif degilse I x, ve x; e (a,b) var ki, yo (x1) >0, yo (x2) <0 ise
Cauchy’nin aralik deger teoremine gére 3 T € (x; ,x;) var ki yo(t)=0 dir ve Fonksiyo-
numuz

O 66)

B 0 1<x<T

seklinde ifade edilir. (6.6) ifadesi agagida sekil 6 da gosterilmigtir.
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y1(x)

Al

0 4 r T x
Sekil 6

3) Kuadratik fonksiyonelin y,(x) tizerindeki deferini yani, K(y;(x))=0
oldugunu gésterelim. Gergekten de ,

K(y(x)) = f (P(x)yi (x)+Q(x)y3 (x))dx
0

= I (P(x)yi(x)+0(x)y? (x))de (P(x)0+Q(x) 0)dx

0 T

= I P(x)y5(x)dyo(x)+ I O(x)y5 (x)dx =
0 0

d
= P(x)y;(x)y,(x) |+j T (PG (x) yo(x)dx+] O(x)ys (x)dx =

d
-J (x)[—g(f’(x)yo () + 0(x)¥s (x)]c& -

dir. Son integral altinda ki ifadenin sifir oldugu (6.3) denkleminden goriiliir. Boylece
¥1(x) fonksiyonu (6.1) denkleminin ¢6ziimiidiir.
4) Yeni bir fonksiyon kuralim. A >0 ve€>0 olmak {izere 0<t—-A<7T Ve

T <1+€< T olacak bigimde segilen ve sekil 7 de goriilen
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4 Z(x,/£)
y
yi(z-2) ] R
0 A T T+E T x
Sekil 7
Yo(X) 0<x<1-A
-A
Z(x,\ &)= M(T+8—X) t-A<x<1t+e 6.7
E+A
0 T+e<x<T
Z(x,A,&) fonksiyonu kurulur.

5) Kuadratik fonksiyonelin Z(x,A) {izerinde ki degeri hesaplanir. Islemlerin kisa
olmasi i¢in Z(x,A,£) yerine Z(x, A) alinur,

o(A) = K(Z(x,2)) = T(P(x)Z'z (x,2) + Q(x)Z2 (x, ))dx (6.8)

0
dir. Once @(0) hesaplanir, bunun igin (6.7) de A=0 i¢in

y1(x) 0<x<1

0 1<x<T 6.9)

Z(x,0) = {

fonksiyonu elde edilir. Buradan

¢(0) = K(Z,) = I Py () + Q(x)ysdx = 0
0

dir. ¢(0) =0 oldugu goriiliir. Simdi de ¢(0) vep(?)’ nmn farkina bakalim:
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o0)—00) = | [POO¥8 (9 +Quys 0 dx + I[P@«)z'z (61)+ QEZ* (t, M]dx -

- f [P)y: (x) + Q(x)y2]dx - I [P)ys? +Q(x)y2(x)]ax

X

= T[P(X)Z'2 (t,2) + Q()Z* (1, )] dx — I [PG)yE +Qx)ys (x)]dx (6.10)

—A T-A
dir.
T+¢&
6 Once (6.10) daki I (P(x)Z’Z(x,/l)+Q(x)Zz(x,/1))dx integrali degerlen-
-

dirilir, sonrada Diferansiyel hesabinin ortalama deger teoremine gore ;

z¢e -y, 0| =ly,c -V -y, @) =1 y16)) T-A<6, <1 (6.11)

1Z'(x,2)

=}y0(f—ﬂ)l _me-n|_-yi@)_ 2

Ave | | Ate | A+e T @) (6.12)

dir.

7) Simdi de Integral hesabimn ortalama deger teoremine gore ;

T 2 T T4E
]i‘(P(X)Z’2 (1) +Q(x)Z*(x,y))dx =3’0(L22 T P(x)dx + I Q(x)Z*(x,A)dx
= (E+M)" Yy

2 T
—p0,) 2D e aye TomZ2 i =
(e+A) o

2 ey T
= p0,)- 2O oz i 6.13)
-A

dir. (6.13) deki birinci ve ikinci ifadelerde y,(t1—-A)=y,;(t—A) ve (6.11),(6.12)’u
kullanilds.
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7.1) Burada da (6.13) deki integral ifadesi hesaplanar:

T Q()Z* (x,A)dx

T—A

< TIQ(x)l Z2(x,M)dx < Z2(t =AM A) - rIQ(x)|dx <
T=A

T—A

=X'y1 (6,))M, (A) = M(J) , (6.14)

dir. (6.14) de Mo().)=T|Q(x)Idx ve (6.11), (6.12) kullanildi. Buradan asikardir ki

T=A
(6.14)’u , A‘ya boliip, A—0 i¢in limite gegilirse,
M®)

m—y =0
dir. Yani (6.14) den
M(x) = 0(x) = IAQ(x)ZZ (x,A)dx = 0(L) (6.15)
T=A

elde edilir.

8) Simdi de (6.10) daki I[P(x)y;f(x)+Q(x)y3(x)]dx integralini degerlen-
T—A
dirirken 7) deki iglemleri benzer sekilde yapilarak

] [P)ys +Q(x)ys]dx = P(8;)y% (05)A+ ] Q(x)yadx 1-A56;<t  (6.16)
T—A T—A
dir.

8.1) Burada da (6.16) daki integral ifadesi 7.1) deki gibi degerlendirilir:

I Q(X)yg (x)dx| < yg (r—A) I lQ)dx = y2 (-2 I Q()|dx =
T2 -k A
=X -y7(0,)-Ko =N (6.17)

dir. (6.17) de N,(\) = I|Q(x)|dx ve (6.11), (6.12) kullanildi. Buradan agikardir ki
A
(6.17)’yi A ya bodliip A—0 i¢in limite gegilirse,
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. N
im——=

A0 A 0

dir. Yani (6.14) den

N =0(2) = I Q(x)y5(x)dx = 0(A) (6.18)
T—A
elde edilir.

9) Béylece (6.13), (6.15), (6.16), (6.17), (6.18) ifadeleri (6.10) da yerine yazilirsa

P(2) - p(0) = —P(83) - 4> (63) - A +0(4) (6.19)

elde edilir. (6.19)’u A ya boliip A—>+0 igin limite gegilirse,

oA
tim 20190 _pig, )20, X (620)
@'(+0) = -P(r)y (t) <0 (6.21)

dir. Ciinkii P(t) > 0 dir.
10) Lemma 1 ’e gore 3 Ay var ki

P(o)<e(0)=0

Yani oyle bir Z(4,45) kurulur ki K(Z(x,Ay) <0 olur. Bu ise sarta tersdir. Ciinkii
K(y(x)) > 0 kabul edilmigti. Buradan teorem ispat edilmis olur.
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Bu caligmada klasik varyasyon hesabinin dejenere olmug problemleri
incelenmig, bu problemlerin genel teorisini olugturan gerek ve yeter sartlar elde
edilmigtir. Klasik varyasyon hesabinda dejenere olmug problemler denince,
giiglendirilmis Legendre sartinin bozulmasi, dolayisiyla ortaya ¢ikan parga-parga
stirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin, verilen varyasyon problemine minimum veya

maksimum vermesi problemi aragtiriimasidir.

Bu galijmada ise Legendre sartiin sonlu sayida bozuldugu durumlar
incelenmis, singiiler kuadratik fonksiyonelin pozitiflik kogullar1 elde edilmigtir.

En biiyilk veya en kiigiik degerini, siireksiz fonksiyonlar iizerinde alan
varyasyon problemler ilk defa ele alinmig, bu problemler igin 1. mertebeden gerek sart
teorisi kurulmustur.

Eslenik nokta kavrami 6zel durumlarda genellegtirilmis ve singiiler kuadratik
fonksiyonelin pozitiflii problemine uygulanmigtir.

Ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢ozlimiiniin pozitifligi daha 6nce
Legendre ve Jacobi tarafindan diiz mesele ile incelenmigtir. Bu ¢aligmada ise ikinci
mertebeden diferansiyel denklemin bir ¢oziimiiniin pozitiflifi ters mesele ile
incelenmis ve ikinci mertebeden diferansiyel denklemin bir ¢oziimiiniin pozitif olmasi

igin bir teorem ispatlanmastir.

En biiyiik ve en kiigiik degerini, siireksiz fonksiyonlar iizerinde alan varyasyon
problemleri ilk defa incelendifinden, ileride yapilacak bir c¢aligmada degisik
metodlarla gerek sart teorisi elde edilebilir.
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