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ONSOZ

Basit gruplarin simflandirilmasi, gruplar teorisinin, 6nemli problemlerinden biridir.
Ornegin; devresel olmayan sonlu basit gruplarin mertebelerinin ¢ift oldugu, Feit ve Thomson
tarafindan 1963 yilinda ispat edilmistir.[*]

Bu ¢alismada, permiitasyon gruplarina dair tranzitiflik, primitiflik kavramlari irdelen-
mis, sonlu vektér uzaylarina ait otomorfilerin temel 6zellikleri dikkate alinarak; genel lineer
grup, semilineer grup, 6zel lineer grup tammiari verilmistir. Son olarak; projektif genel lineer,
projektif semilineer, projektif 6zel lineer gruplar: incelenerek; hangi kosullar altinda basit grup
olabilecegi hakkinda genel bilgiler elde edilmistir.

Calismanmm yonlendiren, yardimlarini esirgemeyen sayin hocalarim, Prof. Dr. Belgin
MAZLUMOGLU, Prof. Dr. Erhan GUZEL ve Prof. Dr. Hiilya SENKON’a , tesekkiir ederim.

Ars.Gor. Didem islekel OZTURK



BOLUM 1
-1-PERMUTASYON GRUPLARI

TANIM 1.1.1. X gibi sonlu bir kiimeyi, kendi {izerine, (1-1) olarak resmeden bir tasvire;
X'in bir permiitasyonu denir. Bir o« permiitasyonu, o« : X — X seklinde gésterilir. X kiimesinin
tiim permiitasyonlarinin olusturdugu ctimleye, Sy ad1 verilir ([ 2 ] Sayfa 1, § 1).

ONERME 1.1.1. Sx, X kiimesi iizerinde, asagida tanimlanan "." ikili iglemine gore, bir
gruptur. Voo , B € Sx, Vx e X; (X) x.B=((X)x ) B

ISPAT. Ix:X—>X,IxeSx= Sx#¢
a—>a
i Vec, B € Sx, B € Sx : e« ve B, X kiimesini kendi iizerine (1-1) olarak resmettiginden, ocf3

tasviri de X kiimesini kendi iizerine, (1-1) olarak resmeder.
I Ve, By €Sx, «(BY)=(aB)y: xe Xalalm.(x)a=ye X,(y)B=

ze€X,(z)y =meXolun ) BY)= (y)BY =@)¥ =m J
(%) (<B)¥=(x)«cP)¥=((y)B)¥=(z)Yy=m_J =

Voo,B,Y¥eSx,c(By)=(xp)Y
141 VaeeSx,ic=x:VxeX, x) c=((x)k)c=x)xc=> VoceSx, [ =

IV VoeeSyoc'law=L:VxeX, )« c=((x)c!)oc =x=> V& e€Syx,oct ¢ =1,

= Sx, bir gruptur.
NOT 1.1.1. Sx 'e X kiimesi lizerinde tanimlannus, simetrik grup denir. X={ 1,2,...n }
alindiginda, Sx =S, yazilir. Bir € S,'in fonksiyonel gosterilisi;
12,...n
oc= seklindedir.

i], iz ...ln

i1, Iz...In; 1,2,..., n sayilarimn uygun bir dizilisidir. 1, 2, ..., n sayilarinin, bu stradaki, tiim farkl
dizilislerinin adedi, n! olduguna gére; X kiimesinin, birbirinden farkh permiitasyonlarinin sayisi, n!
dir. Su halde, | S| = n! yazilir.

TANIM 1.1.2. Bir o permiitasyonu, a rakamini (a) a 'ya, (a) a'y1 (a) o2 'ya, (a) o? 'y1 (a) o
'ya... gbtiiriir. Eger uygun bir r degeri icin, (a) "' y1 a'ya esliyor ve a, (a) <, (a )oc?,...,(a) o< 'den
farkli rakamlan (varsa), kendilerine tekabiil ettiriyorsa; o penmiitasyonuna, r uzunlugunda bir devre
denir. ([ 1 ] sayfa 23,- Tamim 1.3.1)



a, (@< =b, @a’=(b)a=c,...,(@a" =u (a)a =(u)a=aisebudevre,a=(a,b,c, ..., u)
seklinde gosterilir.

En basit devreler, (a) o = a kosulunu gergekleyen bir uzunlugundaki devrelerdir. Genellikle
bunlar devre sayilmazlar.

TANIM 1.1.3. Higbir ortak rakami bulunmayan devrelere , yabanci devreler denir.
TEOREM 1.1.1. Her permutasyon, bir takim yabanci devrelerin garpimi Biqiminde
gosterilebilir.Bu gosterilis devrelerin sirasindan vazgegildigi taktirde, tek tiirlii olarak belirlidir.
ISPAT : 12..n

Bir o« = permutasyonu verilmis olsun. 1'i ele alalim:

MDa?)a...(na

MDat=11a, (1)a, .., 1) of , rakamlarm diisiinelim. Bunlar iginde birbirinden farkh
olanlarin sayist en fazla n oldugundan, 0 <k <t ve (1) of = (1) ot olacak sekilde bir k1 € Z ¢ifti

vardir. Bu tekrann ilk goriildiigii k, t giftinde k = 0 olmak zorundadir: k > o olsaydi, (1) ok =(1) at

esitliginin her iki tarafina, a™® permutasyonu uygulanarak, (1) a® = (1) & ** (0 <1-k <k)

elde edilirdi. Yani (k, 1) iftinden 6nce (o, 1-k ) giftinde de tekrarlanma olurdu. Ilk tekrarlanmanin
meydana geldigi ¢ift, (o, u) olsun. Su halde, 1, (1) a , ...(1) «*!  rakamlan birbirinden farkh
olmak zorundadir. Bu rakamlann o permiitasyonundaki resimleri ile, Dy = (1, (1) a, ... (1) o )
devresindeki resimleri aymdir. 1,2, , n rakamlan iginde, 1, (1) o ,... (1) a*'  den farkh olanlar
varsa, onlarnn gozoniine alalim. Bunlann iginden bir b rakamini segelim. (b) a® =b, (b) «, (b)
o? rakamlarini diigiinelim. Yukaridaki yéntemle, Dy = ( b, (b) «, ...,(b) a™" ) gibi dyle bir devre
elde ederiz ki; devreye ait rakamlarin, o permiitasyonundaki goriintiileri ile, D, devresindeki
resimleri aymidir. 1, 2, , n rakamlan iginde, b, (b) a, ..., (b) ™!  'den farkli olanlar varsa isleme
devam edilir. o'daki  rakamlar sonlu sayida oldugundan, uygun bir adimda 1,2, ,n
rakamlarmin hepsi tiikenir. Sonugta, Dy, D,,...,.Dy  bir takim yabanci devreler olmak iizere
o =Dy, Ds,... Dy elde edilir.(1.1.1.)

o permiitasyonunun, (1.1.1.) seklendeki gosterilisi, Dj'lerin sirasindan vazgegildigi takdirde,
tek tiirliidiir. o 'min ikinci bir yabanci devrelere aynlisi, a = D'j, D',...D'j olsun. 1 rakamim igeren
devre D' ise, D'iy= D, olmak zorundadir. Ayn: iglemi b rakamini igeren devri igin yaparsak,

D'; = D, bulunur. Bu sekilde devam edilerek, s = r elde edilir. Yani, D', D'...,D's devreleri,
Dy, Dy,... Dy devrelerinin uygun bir permiitasyonudur.

NOT 1.1.2. D" ve Ez iki yabanci devre ise, D't ve D'> deki rakamlari, 5’2'de, D'i'deki
rakamlan sabit biraktigindan, D'1, D'2 = D2 D", dir.Yani yabanci devreler birbirleriyle komiitatiftir.
Su halde, a permiitasyonunun, (1.1.1.) gosterilisinde, D;, D,,...D, devreleri, istenen sirada
alinabilir.

NOT 1.1.3. I idantik permiitasyonunun yabanci devrelere aynligi, I=(1)(2)...(n)
seklindedir.
u, WB,..., WP, (wp"™

B =|w)p, (WP?,..., WP ,u permiitasyon verilmis olsun.



Devre olarak ifade edersek; p = (u, (WP ,(u)B 2,... (W™, (u B! ) yazanz.

B-'= B, WPB.... B, u |
u, (WB,..., (WP 2WP™ | =(u, (u) B, (u) B2,..., (u) B) sek-

linde , B devresinin tersi tanimlanir.
Bir oo permiitasyonunun yabanci devrelere ayrilist, o = (ay, ay,...3x1) (b1, b,...,bk2)
(c1, C2,...Ckr) seklinde ise, bir gruptaki kuvvetlere iliskin temel 6zelliklerden,
o= (ci, c2,.. .,ckr)'l...(b,, bz,...,bk2)'] (ay, az,...,ak,)'I dir.Yukarida agiklanan bilgiler yardimiyla;
oc’l= (c1, Ckry...5€2).. (b1, byy,...,b2).(2), ak,y,...,a2) elde edilir.([ 1 ] sayfa 26, § 3)

TANIM 1.14. Uzunlugu iki olan, yani (ij) seklindeki bir devreye, bir transposizyon
denir. ([ 1 ] sayfa 27, § 3)

TEOREM 1.1.2. Her permiitasyon, bir takim transposizyonlarin ¢arpimt olarak
gosterilebilir. Bu gosterilis tek tiirlii degildir.

ISPAT . Teorem (1.1.1.)'den dolayi, her devrenin bir takim transposizyonlarin
carpimu olarak yazilabilecegini gdstermemiz yeterli olacaktir. Bir (ui, u2,...,ur ) devreleri verilmis
olsun. Permiitasyonlar arsinda tanimlanan, garpma islemine gére, (ui, uz,us....,u., ur) = (u, ur).
(ug ur-)...(1; w3) . (U, u,) elde edilir.

Bir permiitasyonun, transposizyonlar ¢arpimi bigiminde gosterilisi, tek tiirlii belirli degildir.
Ciinkil, I = (i})*> olarak ifade edilebileceginden, bu ¢arpimin herhangi bir yerine yerlestirebiliriz.

TANIM 1.1.5. Cift sayida transposizyonun ¢arpimui olarak gosterilebilen her
permiitasyon, bir ¢ift permiitasyondur. Tek sayida transposizyonun ¢arpimi bigiminde gosterilebilen
her permiitasyon ise, bir tek permiitasyondur.

SONUC 1.1.5. fki tek veya iki gift permiitasyonun ¢arpim bir ¢ift permiitas-
yondur.Biri ¢ift, biri tek iki permiitasyonun garpimu, bir tek permiitasyondur.

o, B e Sxalalim :
a) o ,B birer tek permiitasyon olsun : Her iki permiitasyon da, tek sayida transposizyonun
¢arpimi bigiminde, yazilabilecektir.

0=l , PRl @ a Bl Lol

2k+1 tane 21+ tane 2k+1 21+

o B permiitasyonu, 2(k+ 1 +1) tane transposizyonun garpimu seklinde gosterilebildigine gére, bir
¢ift permiitasyondur.

b) a ,B birer ¢ift permiitasyon olsun : Her iki permiitasyon da, ¢ift sayida transposizyon
carpimu seklinde, gosterilebilecektir.

ox()...(), , B=()...(0), = o p=_()...) _()...()
2k tane 2/ tane 2k 2/




o B permiitasyonu, 2(1 +1) tane transposizyonun ¢arpimu seklinde gosterilebildigine gore, bir ¢ift
permiitasyondur.

") o bir tek permiitasyon, B bir ¢ift permiitasyon olsun : o , tek sayida transposizyonun

carpimu, [ da ¢ift sayida transposizyonun ¢arpimi seklinde yazilabilecektir.a =(..)...(..) , B =(..)...(..)
2k+1 tane 2/ tane

NOT 1.1.4. o € Sx verilmis olsun.
o =Tl T2..,%=T 12...,7 (Tiler, Tj'ler birer transposizyondur. i = 1,2,....k ,j=12,.1 )
ise, k=1 (mod 2 ) dir. Yani k, 1 tamsayilarimin her ikisi de ya tek ya da ¢ift sayilardir.

SONUC 1.1.4. Bir permiitasyon hem tek, hem de ¢ift sayida transposizyonun ¢arpimi
seklinde yazilamaz. ([ 1 ] sayfa 27, Teorem 1.3.15'nin sonucu)

NOT 1.1.5. Bir o permiitasyonunun igaretini agagidaki gekilde belirleriz :
o =1 T2...T (ti'ler birer transposizyondur. i =1, 2,...,k.)

1, k=0 (mod 2), ¢ift permiitasyon
Sgn a=
-1, k=1 (mod 2), tek permiitasyon | ([ 2] sayfa2,§ 1)

TANIM 1.1.6. Sx'in tiim ¢ift permiitasyonlarinin olusturdugu alt ciimlesini, A, ile
gosteririz. ([ 2 ] sayfa 2,§ 1)

Sonu¢ (1.1.5)'den dolayi;A, ¢arpma islemine gére kapalidir. Sx sonlu bir grup
oldugundan; A, , Sx 'in bir alt grubudur. A'e, X iizerinde olusmus alterne grup denir.

TEOREM 1.1.3. T={ -1, 1 } carpim grubu olmak iizere;

Sgn:Sx—> T tasviri, bir {izerine homomorfidir. Bu homomorfinin
o —> Sgn(a)
¢ekirdegi Alterne Gruptur.

ISPAT. I V a e Sx igin, Sgn (o )={ -1, 1 } oldugundan, Sgn fonksiyonu i¢indedir.

I VkeTigin,3BeSx aSgn(P)=k
(i) k=-1olsun: Sgn (B )=-1 olacak sekilde bir B € Sx bulacagiz. B = (ij)
gibi bir transpozisyon olarak alinabilir. Sgn ( (ij) ) = -1
(i) k=1 olsun: Sgn (P ) =1 olacak sekilde, bir B € Sx belirleyecegiz. p =1
olarak alinabilir. Sgn (I) = 1

I, IL.
= Sgn, lizerine bir homomorfidir.



KerSgn={a € Sx| Sgn(a)=1}
={ o e Sx| a=r11...7k (1iler birer transpozisyon; i= 1, ...k),

k=0 (mod 2) }
= A,
oaB=(.).-() L)) o B p ermiitasyonu, 2 (k+£ )+1 tane transposizyonun

2 k+1 2/
carpimt seklinde ifade edilebildiginden, bir tek permiitasyondur.

TEOREM 1.1.4. Ay, Sy'in, mertebesi n ! olan, bir normal alt grubudur.
2

ISPAT. Sy'e ait tiim ¢ift permiitasyonlari, oci, o 5,...,0cs ile gosterelim. S,'e ait bir ¥ trans-
posizyonu ile ,bu permiitasyonlarin herbirini, soldan ¢arpalim. Y oci,... , ¥ < 3..., ¥ &< s ¢arpimlan
Sy'e ait tek permiitasyonlardir. O halde,
g:ai—>yai (i=1,..S)tasviri,
A/i Sn - A, igine resmeder.Ustelik bu tasvir ortendir. Ciinkii: her B € S, - A. igin,

B =Y « ; olacak sekilde bir oc ; € S, vardr.
I

p=yYxi= Yy 'p= y' yoi= y'p=@ly)c=yp=Iox
= Y P=;elde edilir.
Ayrnica bu tasvir (1-1) dir. Yani, i # j igin ¥ oc; # ¥ o ; dir.¢linkii, ¥ «c j =Y o ; olsa;
kisaltma 6zelliginden dolay: o ; = < j elde edilir ki, bu bir geligkidir.
g tasviri, Sy'nin sonlu A, alt ciimlesini, S;-A; sonlu alt ciimlesi iizerine, (1-1) olarak
resmettiginden, bu iki kiimenin eleman sayilar aymdir. Ay N(Sp-Ax ) =¢, | Ax| = S(Sp-Ax ) ol-

duguna gore, |Ax| =n! bulunur.
2
n!
ISn: Ax| = — =2 = A, A S, elde edilir. Demekki; S;'deki tek ve ¢ift permiitasyonlar
n!  aym sayidadr.
2
TANIM 1.1.7. o, € Sx verilmis olsun.

o = (a1, a,...,ak) (b1, b2,....bw)...(U, 12,...,l k¢) igin,

a =n'an = (@)7n,.,@)r) (b)) ,..obr)m ). (W, ..., (b, )7 )
seklinde tanimlanir.
([2]sayfa3, §1)



TEOREM 1.1.5. o, B € Sx verilmis olsun.

B ==n"an kosulunu saglayan bir n € Sx varsa, ” o ile B esdegerdir” denirve o~ yazlr.
" ~ " bagtisi, Sx'de bir esdegerlilik bagntisidir.

ISPAT . o =(al, a,..,a,) (bi,b2,... by)...(11,12,..., 1y) alalim.
)  a~a: Iy ale= ((an) ..., @e)LO)( O ,..., O )l ). .(CDI... (ti)x)

(al,...,aka) (b],...,bkb)...( | ST lk@)
= o

2) a~B = P~oa:oa~Pise p=n"an olacak sekilde bir & € Sx vardir.
Bp=nloan= aB=("an )=(n n"])an=oc1t
sapr=@n)n'=a(n 7 )=a

= a=an"=(n'])"Bn"=Bn"

3) oa~PB,p~Y = a~Y c:o~pise PB=n"anolacak sekilde bir t € Sx

vardir. (*)
B~ yise y =r"'Br olacak sekilde bir re Sx vardir.(**)
*)
Y=r'pr=r'@'an)r=r'x’ anr=(nr)' o (nr)
TANIM [.1.8. "~ " bagmtisinin Sx 'de belirledigi siniflara, eslenik eleman siniflari
denir.
TANIM 1.1.9. Ayn sayida ve herbiri ayni uzunlukta yabanci devrelerin garpimi

olarak gdosterilen iki permiitasyona aym tipte denir.

TEOREM 1.1.6. o ,B e Sx verilsin. a ile B permiitasyonlarinin egsdeger olabilmesi igin
gerek ve yeter kosul, o ile B 'nin aym tipte olmasidir.

ISPAT. 1°) Gereklilik : o~PBise p=n"anolacak sekilde bir n € Sx vardir.
o 'min yabanci devrelere ayrilisi,

o =(ay,...,aka) (b1,...,bkb)...( L,...,lk,) olsun.
p=n'an = (@)m ...,@)7) (GB)7, ... Ow) 7 ) (@) T, ... (b))
= (a'l,...,a'ka)(b'l,...,b'kb)...( l'|,...,l.'k¢)...(*)

B ,a'min igerdigi devrelerin sayisina ve uzunluguna esit, bir takim devrelerin garpim

seklinde elde edilmistir. Bu ¢arpima katilan devreler, birbirine yabancidir. (ay,...,a,s) ve (4,...,%)
devrelerin yabanci olmadigim kabul edelim. bu durumda en az bir tane ortak eleman igereceklerdir.

Yani a'j =) olacak sekilde aj, ¢ € X ¢ifti meveuttur. (i=1,...k,:j=1,....ks)



*)
a'j=1‘i = Elaj,éi,(aj)n=a,-, (li)Tt=l'i
aj=1 = (aj)n=@)n=> (aj)nn'=(&)nn’' = (a;)I=(L)I=> aj=y
G=1,...k;i=1,....k, ) = (aj..,am), (bi,...,by) devreleri yabanci degildir. Bu bir ¢eligkidir.
Su halde, a ve B permiitasyonlart ayn tiptedir.
2°) Yeterlilik : a ve B permiitasyonlar1 ayni tipte olsun.

1) o, uzunlugunda bir devre ise ;

oc =(aya;...2,),p=(4,a,,...,a, ) yazlabilir.

B= n'«nolacak sekilde bir e Sy 'in varhgmni aragtiralim.

1

n n=((@)n,@n,. (a)n)=(4a,d,...4,)

a),a2...a ***

a",a%)...a" xxx olarak alinabilir.

2) o, en az iki yabanci devrelerin ¢arpimi ise ;
o= (a1, az,...,a,) (b1, ba,...,b)...(c1, c2,...,¢r) (r>2)
B= (am,a%,..,a%) (b1, b%2,...,b%,)...(c71, C2,...,c7 ) yazilabilir.

== e 1t olacak sekilde bir © € Sy 'in varligim arastirahm ;

n o m=((a1) 7 ,(a2) .81 ) T ) ((b1) T, (b2) 7,... (b2 )7 )...((c1) T (C2) T, ..o(Cir) T )
= (a1, a2,...,a") (b't, b'2,...,b" 2),...,(c"1, ¢'2,...,.C" )

al, az,...,a,; , b1, ba,...,by2,..,c1,C2,...,Cp  F ¥ ¥
1 = alinabilir.
a', a'2,...,a", b', b2,...,b' . c,c. ., R

= o ile p esdegerdir.

TANIM 1.1.10. X bos kiimeden farkli sonlu bir ciimle, G sonlu bir grup ve I: G- Sx
bir grup homormorfisi olmak iizere (X, G, 1 )'ye bir permiitasyon grubu veya G'nin permiitasyon
gosterilisi denir. I (G) < Sx oldugundan, bir permiitasyon grubu, Sx'in alt grubudur. ([2] sayfa 1§ 1)




-2- SAYMA PRENSIBI.
U ve V, bos kiimeden farkli, birer sonlu ciimle olsun. ¢ # S ¢ U x V, kiimesini gozoniine
alalim. Bu durumda su sembolleri tamimlayabiliriz :
S(a,*):={(wwv)eS | u=a};aelU
S(¢,b):={(u,v)eS | v=b} ;beV

Farklia € Uveb e V'lerigin, sirasiyla; S (a, ), S (-, b) kiimeleri, birbirine yabancidir. O halde
US(,- ),U S( ,b)kiimeleri, birer ayrik birlesimdir.

aelU beV
V (u,v) e Sigin, (u,v) € S(u,*) Sc_:fJS(a,.)
= aeU -..(*)
(u,v) € S(*,u) Sc US(.,b)
beV

US(,-)c S
aeU -..(%) (%)
US(,b)c S
beV

*), (*) (*ydan US(a,+)= US(, b)=8

= aelU beV
= X | S(a*)|l= Z | S(,b)| (1.2.1.)elde edilir.
aeU beV
Vael, | S(a,*)]| =r
VbeV, | S(*,b)| =s
(1.2.1)

= r | U] =s| V| sonucuna varilir. (1.2.2.)

TANIM 1.2.1. (X, G, I ) permiitasyon grubu verilsin. x, y,€ X olmak iizere G(x— y)
ile G'nin x'i, y' ye gotiiren tiim elemanlarinin ciimlesi kastedilir. G(x—> y) = {g € G| y=(x) g }
seklinde gosterilir. ([2] sayfa4, §2)

TEOREM 1.2.1. x,y € X olmak iizere ; x ~y < G (x - y)# ¢ seklinde tanimlanan

" n”

~ " bagntisy, X iizerinde bir egdegerlik bagintisidir.




ISPAT. 1) x~x:VxeXicin Ige G, (X)Ig =x= GE—>x)#¢
2) X~y y~x:x~y= JgeG 3 y=(x)g
g:xoy = gliyox g'eGe Gy x)#0

3) X~Y, y~z2=> X~zZ: X~y = dgeG 3 y=x)g
y~z = dreG > z=(y)f

g f fg
XDy z=> x—>z,fgeG> GEx—o>2z)#¢
x € X'in belirledigi esdegerlik stmfim x ile gosterecegizvex G={ y € x | y = (x)g } olmak

lizere x = x G yazacagz.

TEOREM 1.2.2. ,yex, x~y= | Gx->x)] = | GEx-oy)|dr

ISPAT. x~y = JgeG, y=(x)gdir

y :Gx—>x)> Gx-oYy)
h > hg tasvirini g6z6niine alalim.
y tasviri iyt tammlidir: x (hg) = (x)h)g = X)g =y = hg € G(x—>y)
3 g'l
y injektiftir: hg = h'g = hg g' =hg g!

hgg') =h'(gg")

y stirjektiftir Vke G(x—> y)igin, Jue GX > x) >
k= @y, k= ug/g’1 = u:kg'I
®u= kg =(Wk)g'=x = kg' e Gx—>x)
= ykeg')=k
G (x = x) kiimesini, G (x — y) i¢ine resmeden, y tasviri, bir bijeksiyondur. G(x —x) ve G (x -Y)
kiimeleri, sonlu sayida eleman icerdigine gére ; bu sartlar alinda, aym sayida elemana sahip iki
climledir.
|IGx—->x)| =| GEx-Y)|
x € X sabit bir nokta olmak iizere,

Ay={(y,g)e XxG| y= (x)g} ciimlesini tamimlayabiliriz.

Ac(y,*)={(w,v)e Ay | u=y, ve G 3 y=(x) v} olmak iizere, asagidaki f tasvirini
gbzoniine alalim;



f:A(y,*)> G(x—oy)
y.8)—> & , y=(Xxg

(ys gl)_) g , y=(X)g2

¥, 8)> g , y=(x)gs
Agikga goriildiigii gibi, f bir bijeksiyondur. Su halde, | Ax (y,*)| = | G (x = y)| dir. Ote yandan

| Ax (=, g)| = 1dir. Ciinkii tasvir tanimi geregince ; x € X'in, g tasviri altinda ki goriintii sayis1 tam
bir tanedir.

Teorem 1.2.1 ve Teorem 1.2.2.'den dolay ;

0, x~y
| GEx—>y)| = olduguna gore,
| Gx—>x)] x~y

0, x~y
| Ax(y,*)] = elde edilir.
| Gx—>x)| x~y

Bu durumda, | Ay (y," )| ve | Ac(*, 8)], sirastyla, y ve g ye bagh degildir. Ciinkii Vy e G
icin, [ Ax(y,*)l = | Gx—>x)|veVge Gigin,|A(*,g)| =1dir

1.2.1'"i kullanarak;

X AW = X | A, g)] eldeedilir. (1.2.3)
yEX ge G

) |Ax(',g)|:lG| IAX(.ag)IalAX(.’g)Izl
geG

= X | AC,.g)l=1G]|
geG

= X | Ay )] = |G| yazlir.
yeX

y € X1, XG iizerinde degistirirsek, yani ; y = (x) g, g € G sartina uyan, X' e ait y
elemanlarini gézéniine alirsak,
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X | Ax(@yr )] =1Gl,
yexG

|G|=|A«(¥,*)]| |xG|= |Gx—>y)| |x G|bulunur. (1.2.3.) bagintisina, permiitasyon-
lar grubu teorisinin temel bagintisi denir.

TANIM 1.2.2. G (x = x) kiimesirne, x' in G igindeki stabizatorii denir.G (x—x) = Gy
yazilir. xG' ye de, x' in G igindeki yoriingesi (orbiti) denir.
|Gl =1GEx->n| |xGl= | GEx—->x)]| [xG|] = |G| [xG]
= |G| = |xG]| elde edilir. (1.2.4))
| Gy |
TEOREM 1.2.3. G (x > x) bir gruptur.
ISPAT. Gx—-x)={geG| x=xg}c G

Vxexiginpx=(x) = 1eGy = Gi# ¢

1) V g, 8 € Gyigin gt g2 € Gy
®eg=(®eg)g=%g =x= g g <G

2) VgeGeiging”' € Gy.

®g' =x = g'eG,

1),2)
=>G,c G

a.g.
X,y € Xise G (x — y) kiimesi I birim permiitasyonu igeremeyeceginden, grup olamaz.

TANIM 1.2.3. (X, G, 1 ) bir permiitasyon grubu ve G' nin X igindeki ydriinge sayis
T olsun. ( te N) Herhangi birg € Gigin; F(g)={x € X | x=xg} seklinde tammlanan, bu
ciimlenin elemanlarina, g' nin X igindeki sabit noktalar denir. ([2] sayfa$5,§2)

TEOREM 1.2.4.(BURNSIDE)

t|G|= X |F(g)|dr.
ge G

ISPAT. E={(x,g) € XxG| x=(x) g } kilmesini gézéniine alalum.

E(')={(uv)eE |u=x, veGax=(x)Vv}
E(C,g)={(wv)eE|v=g, uex>u=()g}
= |E(x,')|=| Gx| ve|E(,g)|=|F(g)| dir
(1.2.1)
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—>ZI |F@®I|= ZI|EC,g)l= Z|E®)|=2 |Gl
geG geG X€E X X€E X
t

= X X |G|
i=l xexiG

X1, X2,...,X T noktalari, T yériingelerinin tipik 6rnekleridir.

xiG={xe X | x= (xi)g olacak sekilde bir g € G vardur.}
Gui ={heG| xi=(x)h} idi
X; € Gx; dir; ¢linkii x = (x; ) g kosulunu gergekleyen, en azindan I, € G permiitasyonu vardir.

Simde de, x € x; Gigin Gy =g' Gy g (g€ G (x - x; ) kosulunun gergeklendigini
gosterelim;

g' Gig={g"sglseG, ge Gx>x)}
heGy = he g' Geg:
he Gy = h=g'mg olacak sekilde birm € G, in varligini aragtiracagz.
h=g'mg/g' = g/hg! =g" m = ghg'=m
@m= ©ghg' = (®ghg' = (x)h)g'=(x)g'=x
= m=ghg' e G, alinabilir.O halde h e g G, g dir.
= Gy Cg' Gy g..(*%)
reg"Gxg@ r e Gy .
re g" Gyg = r=g" ugolacak sekilde bir u € Gy vardir.
(xi)r=(x)g'ug=((x)g' )ug =(Mu)g = g=x = re Gy dir.
= g Geg < Gy...(*) ()

(*), (*) ()
l_——> Gqi =g-l Gxg
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|Gl = | G&i—>x)| |x G| =]|Gxi| [xG]

IG]|= | GEx->x)| |x G|=]Gs | |xG| = | Gx;|= | Gx| elde edilir.
xexiG = x~xi = XG=xG= |[xG|=|xG| ™
Y |F@|= X 2| G | bulunmustu, o halde;
g eG =l xex G
t t ot t Mt
2 |F@l= £ I |G]= Z[xG[|G] = Z %G| | Gul
geG i=l xexiG i=1 i=
= 2 G
i=1
= 1t |G| sonucuna varihr. ([ 1 ] sayfa 30, § 3 )
ORNEK : X = { 1,2,3} , derecesi ii¢ olan A; = { [, (123), (132)} permiitasyon grubu
veriliyor.

t3=[(FM|+ |(FU23))| + |(F132))|
t3=3+0+ 0= t =1
2' nin As icindeki yoriingesini bulalim.
2A3={2,3,1} ={1,2,3} = X
ORNEK : Va = { I, (12) (34), (13) (24), (14) (23) } X ={ 1,2, 3,4} ([ 1 ] sayfa 33, § 3)
Tt |Val=|F@) |+ [F((12)(34))| +|F((13)24))| + |F((14)(23))|
t4 = 4 + 0+0+ 0= t=1

1Vs=2Vse = 3V

4Vs = {1,2,3,4} =X
-3- TRANZITIFLIiK

TANIM 1.3.1. . (X, G, I ) permiitasyon grubu veriliyor. G' nin, X iginde, tam birtane
yoriingesi varsa; (X, G, 1)’ ye, bir tranzitif permiitasyon grubu denir. ([ 2 ] sayfa 6, Tanim 1.3.1.)

X kiimesinden keyfi bir x elemanim segip, sabit tutalim. Eger her y € X igin, y = (x) g
olacak sekilde bir g € G varsa, (X, G, I ) grubu tranzitiftir denir. Ciinkii bu durumda, x G = X
olacaktir.

(X, G, 1) permiitasyon grubunun tranzitif olmast halinde, daha dnce elde ettigimiz sonuglan,
tekrar degerlendirelim :
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1.2.4' tin kargilig : = | X|

|G
| Gx |
1.2.5 inkarsithg1: |G | = L |F(g)]
geCG
seklinde elde edilir.
TANIM 1.3.2. ( X, G, [ ) bir tranzitif permiitasyon grubu ve x € X olsun

Gy kiimesinin, X igindeki yoriingelerinin sayisina; (X, G, | )grubunun rangi denir. Rang, r harfi ile
temsil edilecektir. (X, G, | ) permiitasyon grubunda, G, X iizerinde etki yapar. Gy < G
oldugundan, Gy de X iizerinde etki yapar. Dolayisi ile Gy' in, Xigindeki yériingelerinden
bahsedebiliriz. x Gy={ye X| y=(x)g, 3ge Gy} = {x} suhalde {x } bir yoriingedir.
([ 2 ] sayfa 6, Tanim 1.3.3.)

ONERME 1.3.1. Bir (X, G, 1) tranzitif permiitasyon grubunda, | X | >2ise r> 2 dir.

ISPAT. x € Xigin { x } kiimesinin kendisi bir yoriingedir. | X | > 2 ise, X'in
x' den farkh en az bir tane y gibi eleman: vardir. Dolayisi ile Gy igin, y' i i¢ine alan bir ydriinge
bulunabilir. Ciinkii, I € Gy, y = (y) [ oldugundan, y € y Gy dir. Sonug olarak, r > 2 elde edilir.

ONERME 1.3.2. (X, G, 1) tranzitif permiitasyon grubunun rangi, x' in , X igindeki
segimine bagh degildir.
ISPAT. v bir x € X igin Gy' in, X igindeki yoriinge sayisi olsun. Teorem
1.2.4'dendolay;; ry |Gx| = X | F(g) |dir.

g Gy

(X, G, 1) permiitasyon grubu tranzitif oldugundan, herhangi bir x, y € X i¢in 3 geGarXg=y
dir. Bu durumda biliyoruz ki; | Gy | =| Gy | dir.
Simde de X F (g)" nin x'e bagh olmadigim gésterecegiz.
g €Gy

y:Gx —» Gy
h - g hg tasviri, bir bijeksiyondur.
h' nin yabanci devrelere ayriliginda kag devre varsa, g™ hg de de o kadar yabanci devre
vardir. Ustelik, bu yabanci devrelerm karslhkh olarak icerdigi elemanlar, ayni sayidadir.
Ohalde; |F(h)| = |F(g'hg)| dir. y' min bijeksiyon olmasindan dolayi, V k € Gy igink =’
yazabiliriz.

L [F(h)|= X |Fh®)]
h e G, ht e Gy
rx |Gx| = 1y |Gyl
IGX|=|Gy|
= ry =1y elde edilir.
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ONERME 1.3.3.(BURNSIDE) (X, G, 1) bir tranzitif permiitasyon grubu olsun. Bu
durumda r rangi igin,
r|G| =2 | F(g)|? elde edilir.
g eG

ISPAT. r, G in X, igindeki yériingelerinin sayisi olduguna gére, Teorem
1.2.4'dendolayr;r |Gx| = X |F(g)| yazabiliriz.
Onerme 1.3.2' de agiklandig gibi, bu ifade x' in secimine baglh degildir.
(X, G, I) bir tranzitif permiitasyon grubu olduguna gore, x G =X ve |G| = | G|
dir. O halde; | X|
|Gy =1|G| = Z |F(g)| = r|G|=|X|(E |F(g)|) elde edilir.
|

| geGy g Gy

2 |F(g)]|,x"in segimine bagh degildir.
g €Gy

r|G|=|X|(Z [F@®I|)=Z2 I |[F(g]
g €Gy xeX geGy

g8eGi= (x)g =x, xeF(g)vege G fakatg ¢ Gx = |F(g)| =0 dir. O halde x € X yerine,
g € G yazmak miimkiindiir.

r|Gl= X I |F(g)| = 2 X |[F(@l =2 X |F(®|=Z |F@g]|*
xex geG, ge€G geGy g€G x € F(g) g eG
TANIM 1.3.4. (X, G, 1)bir permiitasyon grubu, 1 <k € N ve | X | > k olsun. x;....,Xx

Y1,-.,YiKendi aralaninda, birbirinden farkli X' e ait elemanlar olmak iizere, her  {x....x; } ve
{ y1,0.0¥k } takimina karsihk, (x;) g =yi, (i=1, k) kosulunu gergekleyen, en az bir g € G
varsa, (X, G, I)' ye k- tranzitiftir denir.

k = 1 hali adi tranzitiflik kavrami ile ¢akisir.

k =2 olmasi halinde, (X, G, I) permiitasyon grubu tranzitiftir. ¢iinkii, V { X1, X, } ve,
{ yi ¥2 } igin (x,) g =y, ve (o) g =y, olacak sekilde en az bir g € G varsa x, =X, y, =y
olmakla, V x, y € X igin (x) g = y olacak sekilde en az bir g € G bulunmus olur.
([2] sayfa7, Tanim 1.3.5)

SONUC 1.3.1. ‘ (X, G, I) k - tranzitif ve k > 2 olmas igin gerek ve yeter kosul;
1) (X, G, ]) tranzitif olmasidir.

2)  Herhangibirx € Xigin, X\ {x} ve G, i gbzoniine alirsak, (X \ { x}, Gy1) k-1
tranzitif olmasidur.
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1°) Gereklilik:

ISPAT. 1°) Yukandaki agiklamalarda, bu sonucun nasil elde edildigi ifade edilmistir.

2°) Birx e X alalim;

VA X XX X}y { Y YooY X} (i 2 X5 Vi # Y, i#jicini,j=1,....k) igin
(x;) g = y; ve (x) g = x olacak sekilde enaz bir g € G vardir. Ustelik (x) g = x kosulundan dolays; bu,

g € Gydir. Ohalde V { X;,....Xc1} { ¥isees¥ir } i yi € X\ {x}), i=1..k1 )igin(x;) g=
y; olacak sekilde , en az bir g € G, vardir. Demek ki (X\ {x},Gx, ) k-1 tranzitiftir.

2) Yeterlilik : 1°), 2°) kosullarinin gergeklenmesi halinde, V { X, Xs.... Xk } »
{ Y1, ¥2-..¥i } takimi igin (x;) u = y; olacak sekilde bir u € G' nin varligini ortaya koyacagiz.

(X, G, 1) tranzitif oldugundan , x, x, € X i¢in, 3 ge G; (x,) g =x vex, y, € X igin
dheG, (y)h=xdir

{ X,...,X} ' g ile doniistiiriisek ; { (x;) g,-..(x) g}, Vi#jicinxig#x8 { Yi...yx }' i, hile
déniigtiiriisek ; { (y)) h,...,(vi) h }, V i #] i¢in yih # y;h elde edilir.

() B3 81 = { X (%) o3 £} Ve { (90) yeees() )= { X (32) hee(y) h } i
icindt e G,xigt =y;h (i=1,...k) = Viiginx;gt h' =yi(i=1,...k), gt h'=ueG
dir. (i=2,...,k)

SONUC 1.3.2. k=2i¢in;
1°) (X, G) tranzitiftir.

(X, G) 2- tranzitif <& 2°) (X \ {x}, Gy ) tranzitiftir.

k= 3icin;

1°) (X, G) tranzitiftir.
(X, G) 3-tranzitif & 2°) x; € X, (X\ {xi}, Gu) 2- tranzitiftir.
) x#2)x e X, X\ {x,X:}, Gx,Xx,) tranzitiftir.

Burada G x, x, = (G x, ) X, seklinde tamimlanir. G x,, X, = G x,, X, dir.
Yukandaki isleme matematik indiiksiyonu ile devam edersek, k>3 igin ;

(X, G) tranzitiftir.
(X,G) k- tranzitif & (X \ {x,},Gu)k-1 - tranzitiftir.(X; € X)

X\ { XipeeeXit} » G Xyyev 00Xy ) tranzitiftir.
X1, X3....,Xk.' 10 her hangi bir permiitasyonu igin ; G x,,...,X; ' in anlami degismez.
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SONUC 1.3.3. k > 2 olmak iizere , (X,G, I ) k- tranzitif ise Rang (X, G, [)=r=2dir

1°) (X, G, 1) tranzitif.
ISPAT. (X, G, [ ) k- tranzitif & 2°) (X \ { x } , Gxi )(k-1) - tranzitif idi.

k>2, xe Xigin; X\ {x},Gysi) (x1) tranzitif ise her durumda tranzitifdir. O halde

Gy in (X \ { x } ) i¢inde tam bir yo6riingesi vardir. Yoriinge { X \ {x } } dir. Oysa, {x},G\ in
X i¢indeki bir yoriingesidir. O halde G,' in X iginde tam iki tane y6riingesi vardir. Bunlardan bagka
yOriinge yoktur.
Ciinkiiy € X \ { x }i¢iny Gy =X \ { x } dir. Sonug olarak, Rang (X, G, I) =2 bulunur.
Bir permiitasyon grubunun, tranzitif olmasi, ranginin, iki olmasini gerektirmez.
Gergektende ;

X =1{1.2.3} olmak iizere, (X, A;) bir tranzitif permiitasyon grubudur.

A, =1{1, (123), (132)}

(A ={1}
A ={1}
A ={2}
3(A)r=1{3}

Su halde (A;)1'in X igindeki yériingelerinin sayisi iigtiir. Demekki r=rang (X, A;) = 3 diir.

Ancak bir permiitasyon grubunun, ¢ok katl tranzitif olmasi halinde , rang, iki olarak elde
edilir.

ONERME 1.3.4. (X, G) k- tranzitif bir permiitasyon grubu ve | X | = n olsun. Bu
durumda, n (n-1)...(n- k+1)|| G| dir.

ISPAT. k- tranzitif tanimina gore , n > k dir.
k=1 olsun ;

(X, G) tranzitif ise, V x € X i¢in, xG = X idi. Permiitasyon gruplar teorisinin temel bagintisina
gore, |G|[=|xG||Gx|=|X]| |Gx]=n |G|, oldugundan,n| |G| dir.

ke N alalim;(k>1)

(X, G) k- tranzitif ise , (X, G) tranzitiftir. Oyleyse x; € X olmak iizere, |G |= | X| |Gu|=n
| Gxi | dir.

(X, G) k- tranzitif ise, (X \ { x;}, Gx ) k-1 - tranzitiftir. Dolayisiile (X \ {x,}, Gx)
tranzitiftir
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Budurumda; |Gy |= | X-{x} | | Gux| =(n-1) [Gx x2],
|G| =n|Gx| =n-1)]| Gy x| elde edilir.
Matematik indiiksiyonla devam ederek , sonug (1.3.2 )" deki k tane bagintiya gore ,
|G| =n(@-1),..., (n-k+1) | Gy,....xx | €lde edilir. O halde n (n-1)... (n-k+1) | Gy|

bulunur.

TANIM 1.3.5. 1°) (X, G) k- tranzitif bir permiitasyon grubu olsun. | G | =n (n-1)...
(n-k+1) yani Gyjy,....xk = lgise, (X, G)' ye kesinlikle k - tranzitif bir permiitasyon grubu denir.

2°) (X, G ) permiitasyon grubu, tranzitif ve | G | =| X | ise ; (X, G)' ye bir
regiiler permiitasyon grubudur denir.

Vo={1, (12) (34), (13) (24), (14) 23) } , X ={ 1,2,3,4 } olmak iizere ; (X, V4 ),
tranzitif bir permiitasyon grubudur. Ustelik, | Va| = | X | =4 oldugundan; Vs, bir regiiler
permiitasyon grubudur.

ONERME 1.3.5. 1) Sn  n - tranzitiftir.

2) n > 3 olmak iizere ; An (n-2) - tranzitiftir, fakat (n-1 ) tranzitif
degildir.

ISPAT. 1) | X | =nveS, in elemanlari, X' in kendi iizerine bijeksiyonlar1 oldugu igin,
V{X,X....Xn}, {¥1...,yn} sirali ve birbirinden farkli eleman takimi igin, x; g = y; olacak
sekilde , bir g € S, siibstitlisyonu vardir.

2) 1°)  n=3igin, A, kiimesini olusturalim :

A; = {1, (123), (132) } , tranzitiftir. Fakat 2 - tranzitif degildir.
Ciinkii; { 1,2}, { 3,2} eleman takimu igin, (1) g=3 ve (2) g =2 olacak sekilde ,
bir g € A; yoktur, O halde A3,n-2=3-2 =1, 1-tranzitifven-1= 3-1 =2, 2-
tranzitif olmadigindan, n = 3 igin 6nerme dogrudur

2°)  n>4igin,

3<k< n-ligin Ay, (k-2) tranzitif permiitasyon grubu olsun. Bu
durumda A,'i g6zoéniine alalim ve (A,), diisiinelim. (A, ),' deki siibstitiisyonlar en
fazla, 1, ,(n-1) sayilarim degistirebilir. n daima sabit kaldigindan, (A, ),' deki
stibstitiisyonlarin, yabanct devrelere ayrilisinda, n goriinmez. O halde;

( Aq o = Anq yazhr. Indiiksiyon hipotezi geregince , (An ) = Ani,

(n - 3 ) - tranzitiftir. $imdi de ; A, permiitasyon grubunun tranzitif oldugunu
gosterelim :
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n > 3 ve A, biitiin ¢ift permiitasyonlardan olustuguna gore, V j, k igin
(1,5,k) € A, dir. Yani An'de,V jigin, 1'i, ' ye gétiiren bir permiitasyon vardir.
Demek ki su sonuglar elde edildi ;

i) X=1{1,2,...,n} igin,
(X, A, ) tranzitif bir permiitasyon grubudur.

ii) (X\ {n},(Ay)a), (n-3)-tranzitifise A,, (n-2) tranzitiftir.
Aq, (n- 1) tranzitif degildir :

{1,2,...,n2, n-1}, {1,2,...,n-2,n } eleman takimim gézoniine alirsak;

1—>1
22
eslemesini saglayan, T =(n-1,n) € S,/ An,
n-2 —»>n-2 bir tek siibstitlisyondur
n-1-»>n

-4- GRUPLAR TEORISINE UYGULAMA

G sonlu bir grup, X = p ( G ) olmak iizere, G' nin X iizerindeki etkisi, iki sekilde
incelenebilir :

i) XxG—-> X
K,g)»> K. g ( kompleks carpimi )
(X, G), bir permiitasyon grubudur.

ii) XxG- X

g
(K,g)—> K=g' Kg (kompleks carpimi )
(X, G) bir permiitasyon grubudur.

H C Gigin, H' nin G igindeki sag kalan siniflar1 ciimlesi; { Hg | g € G }dur. i)' yi gbzoniine
alacak olursak, { Hg | g € G }= X bulunur. Béylece H' min yoriingeleri ctimlesi elde edilir.

Permiitasyon gruplari teorisinin, temel bagintisma gore, | G | = | x G| | Gx | idi.
Gy ={ g € G| H.g=H } seklinde tammlanur. Ote yandan, H.g = H ise, g € H oldugundan, G, = H
bulunur.
|G|
Suhalde;|G|= [xG| |G| = [xG| [H| = —— =|xG|=|HG|=| X]| ve,
|H|
|G|
(GH)=—=| X| dir. ([2]sayfa9,§4)
|H]|
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ONERME 1.4.1. G sonlu bir grup, n € N olsun. G' nin derecesi n olan, bir tranzitif
permiitasyon gosterilisin var olabilmesi igin gerek ve yeterli kosul; G' nin indexi n olan, bir alt
grubunun var olabilmesidir.

ISPAT. 1° Gereklilik : I; G' yi, Sx igine resmeden bir homomorfi, | X | = n (X, G, I) bir
tarnzitif permiitasyon grubu olsun.

G'=1(G) < Sx alalim. Bu durumda (X, G') tranzitiftir.

Her hangi bir x € X igin ; permiitasyon gruplari teorisinin temel bagintisim yazacak olursak;
|G'|=|xG'| |G| = |G|=|X]| |Gx|=n|GCk| = | G'|=[G":Gx]=nelde

| G'x |
edilir. Demekki Gy, G' niin, indexi n olan bir alt grubudur. Burdan;
[:Go>¢G
i"(Gy) - G, grup homomirfisi yardimiyla , H = "' (G%) dersek ; G' nin

indexi n olan bir alt grubu elde edilir.

2° Yeterlilik : H, G' nin n olan bir alt grubuise, G= ﬂHgi yazilabilir. g, = 1g
1=1
alalim; X = { H, Hy....Hg, } kiimesini olusturacak, (1.4.1 )’ de i) etkisi vasitasiyla ; (X, G )
permiitasyon grubu elde edilir.

Viigin H, kompleksini, g, ile garparak, H alt grubunu Hg' ye tekabiil ettiren bir
permiitasyon vardir. O halde; (X, G ), bir tranzitif permiitasyon grubudur.

NOT 14.1. (X, G ) herhangi bir permiitasyon grubu olsun. x € X olmak iizere, Gy
stabilaz6tiiriinii gozoniine alalim.

Gyg =G < xg=xh, (g, h € G) dir.
ISPAT. 1°) Gereklilik : Gy; =Gy = 3Ir1,5€ G > rg=sh = (r"r)g=(r"s)h
= g=(@r"s)h, gh=r" e G, dersek,g=g\ h = xg=(xg\x) h=xh elde edilir.

2°) Yeterlilik : x g=xh= (xg)h' =x, x@h')=x= gh'! e G,

= Gyg = Gy bulunur.
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-5- PRIMITIFLIK

TANIM 1.5.1. (X, G) bir permiitasyon grubu ve B € X olsun. V g € G i¢in Bg = B veya
B gn B = ¢ ise; B kiimesine (X, G ) permiitasyon grubun bir blogu denir.
([2]sayfall, Tanim- 1.5.1.)

, her g € G igin kendi tizerine resmedilir. G' ye ait her eleman, X iizerinde bir bijeksiyon
oldugundan, V g € G igin Xg = X dir.

x; € X olmak iizere , { x; } kiimesini gozéniine alalim. ¥V g e Gigin {x; } g={x; } veya
{xitg={y1} (y1# x/)di

Su halde, her hangi bir (X, G ) permiitasyon grubunda , ¢ , X, { x; } (x; € X ) kiimeleri
birer bloktur. Bu ciimlelere, triviyal bloklar ad1 verilir.

TANIM 1.5.2. (X, G ) permiitasyon grubu verilmis olsun. Eger, (X, G ) bir tranzitif
permiitasyon grubu ve (X, G )' nin triviyal bloklan disinda, hig¢ bir blogu yok ise , (X, G )' ye bir
primitif permiitasyon grubu denir. Aksi halde impiritiftir denir. ([ 2 ] sayfa 12, § 5)

Karenin simetrileri grubunu diigiinelim ; Bu grubu Va = { I, (13) (24), (13) (24), (14) (23)
(12) (34), (1234 ), (1432 ) } seklinde ifade ediyoruz. X = { 1, 2, 3, 4 } olmak iizere, 1 sirastyla 1,
2, 3 ve 4 ile eslendiginden, (X, V4 )bir tranzitif permiitasyon grubudur.

B={1,3} C Xalalim;

VgeGicinBg=BveyaBg={2,4},BgMn B=4¢ elde edilir.

B# ¢ vel< | B| < |X| oldugundan, B, (X, G ) permiitasyon grubunun triviyal olmayan bir
blogudur. (X, G ) bir impiritif permiitasyon grubudur.

LEMMA 1.5.1. (X, G ) permiitasyon grubu verilmis olsun.

a) B ve B', (X, G ) permiitasyon grubunun her hangi iki blogu ise ; B B' de (X, G)'
nin bir blogudur.

b) B, (X, G ) permiitasyon grubunun bir blogu ise, V g € G i¢gin Bg, (X, G )
permiitasyon grubunun bir blogudur.

c) (X, G ) tranzitif permiitasyon grubu ve B, (X, G )' nin bos olmayan bir blogu ise, | B | |
| X| dir.

ISPAT. a) V g € Gigin g, bir bijekéiyon oldugundan, arakesiti korur ; (B M B') g
=(B)gn (B')g drr
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(Br B)gn (Br B)=(Bgn B)n (Rgr B)
I I
_ L II' den en az biri bos kiime ise, yukarida bahsedilen arakesit ciimlesi de bos kiimedir. Demekki

B 11 B bir bloktur.
_ Ivell' nin her ikisi de bos kiimeden farkli olsun ;

B, B’ birer blok ise, Bg M B = B ve Bg M B' = B' elde edilir. Su halde V g € G igin (B M Bg) M
BB )=(BgnB)nmM Bg 1 B')=B M B' bulunur. Bu durumda da B N B',bir bloktur.

b) B, ( X,G ) permiitasyon grubunun bir blogu, g € G olsun.

V h e Gigin, (Bg )h 1 (Bg) = C diyelim.

| g']
C=(Bg)hn(Bg= Cg'=[(Bghn (Bg)lg" ¢
= cCg'=B(ghg')nB = cg' = B
eG
¢
= C = Bg, (X, G ) permiitasyon grubunun bir blogudur.
Bg

c) Gs={ge G|Bg=B} ciimlesini ele alalim;
Ge< Gdir:

Blg = B oldugundan, G; # ¢
g,heGy,B(gh)=((B)g)h=B)h=B = ghe G

ge Gy =» Bg=B= B=Bg'I = g']eGB

Bdylece, grup olma aksiyomlarinin, kolaylikla saglandig: goriiliir. Simdi de Gg' in G igindeki kalan
k

simflarini diigiinelim.; G=W Ggg; olsun.
i=1
B # ¢ ise, en az bir x € B vardir. (X, G) tranzitif bir permiitasyon grubu oldugundan ; X =B G dir.
k k k

X=BG= BU Gggi= U B Gzg = U B g;. Bubirlesimin ayrik olup olmadigim aragtiralim.

i#]i¢in, C =B g; M B g;j alalim;
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C=BgnBg= cgli=Bg g'jn Bdir

B blok oldugundan , C glj = ¢ ise C g'j = B olmak zorundadir. C g"j =B g; g'l mB
= B gg'eGy= Gpg =Gs g elde edilir. Oysa i# j oldupundan Gy g M Gs g = ¢
Gp gi # G gj dir. O halde C g'j = ¢, C =¢ kosulu saglanmalidir.

k k
X =\ B g;ayrik bir birlesim ise, | X | = T |Bg|dir. Viigin, g;,bir bijeksiyon ise,
i=1 i=1
IBgi | = |B| yazilir.
k
IX|]= X |B| =k |B|= |B]| |X | bulunur.
i=1
LEMMA 1.5.2. k > 2 olmak tizere, (X, G ) k- tranzitif bir permiitasyon grubu ise,

primitif bir permiitasyon grubudur.

ISPAT. | B| > 2 oymak iizere; B' nin (X, G ) penmiitasyon grubunun bir
blogu oldugunu kabul edelim ;

|IB| >2= 3dx,yeB
X#y

|X|=2= B=Xdir
| X|> 2olsun;

(X, G ) k- tranzitif, k> 2 ise, en azindan 2 _ tranzitiftir.
Bu durumda, V x # z € X igin ;

{x,v}, {x,2} ¢iftine karsilik, x g =x ve y g = z olacak sekilde bir g € G vardur.

X#Y
B bir blok

xeB,xg=x= xeBg = xeBgn B= Bgln B#¢ = Bg=B olmak zorundadr.

yeB= y9=72eBg » zeB » XCE B
= B=Xdir.

Be X
Su halde (X, G ) bir primitif permiitasyon grubudur.
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TEOREM 1.5.1. (X, G) bir tranzitif permiitasyon grubu olsun, (X, G ) permiitasyon
grubunun, primitf olabilmesi igin, gerekli ve yeterli kosul, her hangi bir x € X i¢in G
stabilizatoriiniin G nin bir maximal alt grubu olmasidir.

1°) Gereklilik : Gx maximal bir alt grup olmasin. Bu durumda (X, G ) permiitasyon

grubunun, primitif olmadig1 gésterilecektir.
Gy, G' nin bir maximal alt grubu olmadigindan, G, < H < G olacak sekilde bir H < G vardir.

([5]sayfall4, §3+)

x € X olmak iizere, B=X H alt kiimesini ele alalim.
B bir bloktur :

VgeGigcinBg B¢ olsun.
Bu durumda, y € Bg M B olacak sekilde bir y € X vardir.

yeBgnB= yeBg yeB
yeBg= y=((x)h)g, he Hyazlr.

y=((x)h)g=xhg =xh', heH,3 h' = xhgh' =x = hgh'eG cH
= hgh' eH= geh! Hh = geh' Hh'=H

Demek ki Bg M B # ¢ kosulunu saglayan, her g € G, aymi zamanda H alt grubunun bir elemanidir.
geH= Bg=xHg=xH=B

= VgeGigin BgrB=¢iseBg=B
= B, (X, G) permiitasyon grubunun bir blogudur.

B, triviyal bir blok degildir :

B=xHise, x € B oldugundan, B # ¢ dir. Simdide |B|#1ve |B|# |X| kosullarinin
gerceklendigini gosterecegiz.

Gi<H 3heH \Gx

X, Xh e x Holup, x # x h dir. Aksi halde , x = x h, h € Gy elde edilir ki; bu geligkidir.
Su halde | B| >2 dir.

H<G= 3geG\H

ge G\ Higin,Bg M B=¢ olmahdirr BS X, Bgc XveBgnB=¢= |[B| + |Bg|< |X]|
= |B|< |X]
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= B, (X, G ) permiitasyon grubunun triviyal olmayan bir blogudur. O halde , (X, G ) permiitasyon
grubu impiritiftir. Sonug olarak. (X, G ) permiitasyon grubu primitif ise, G, G' nin bir maximal alt
grubudur.

2°) Yeterlilik : (X, G ) permiitasyon grubu primitif olmasin. Bu durumda, Gy in
G' nin bir maximal alt grubu olmadigim , gosterecegiz. (X, G ) primitif bir permiitasyon grubu
degilse;
1< |B|< |X]| olacak sekilde bir B blogu bulunabilir.

H = Gg alalim ;
X € B olmak iizere;

V g € Gy igin xg =x
xeBMBg, BNBg#¢ = Bg=B = géHdir.
- ‘Bu durumda, Gx € H dir. Boylece, Gy < H < G elde edilir .

| B | > 1 oldugundan, birinden farkli bir x, y € B ¢ifti vardir. ( X; G ) permiitasyon grubu
tranzitifise, 3g € G, xg=y ve g € G, dir. Ote yandan;y e BgMB = Bg=B = geH

= Gy < H elde edilir.

H=Golsa;

(X, G) tranzitif bir permiitasyon grubu oldugundan, X =BGve H=G == B=BH =BG = B-=
X bulunur.

Halbuki , | B | <| X | kosulu altinda bu, miimkiin degildir. Su halde , Gy < H < G dir. G;; G'
nin bir maximal alt grubu degildir. Sonug olarak ; (X, G ) permiitasyon grubu, impritif ise, G,, G'
nin bir maximal alt grubudur.

TEOREM 1.5.2. (X, G ) primitif bir permiitasyon grubu, 1 < N < G olsun. Bu
durumda, (X, N ) bir tranzitif permiitasyon grubudur.

ISPAT. N < G oldugundan, N, X iizerinde etki eder. Dolaysi ile, (X, N ) bir

permiitasyon grubudur. x;, € X , x; N bir yoriinge olmak iizere, X = U x; N yazabiliriz.
Yoriingelerden birine, B = x N diyelim. Bu durumda B, (X, G ) permiitasyon grubunun bir
blogudur.
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V ge Gigin,Bg=xNg=xgN=((x)g)N=rN, r e X ise, Bg bir yoriingedir. O halde,

yériingelerin 6zelliginden, Bg 1 B = ¢ veya Bg = B dir. Demek ki B, (X, G ) permiitasyon grubuna
ait bir bloktur.

1°) B=xN,xexNisexe B,B#¢ dir.

X = U xi N yazihginda, V,j igin | x; N [ = x; N | dir.

X,y € X, x N ve y N yoriingelerini géz oniine alalim. (X, G ) bir tranzitif permiitasyon

grubu ise, x g = y olacak sekilde , birg € Gvardi. yN=xgN = yN=(xN)g = [xN|=
| y N | elde edilir.

2°) |B|>1dir;

|B|=1yani,B=xN={x}olsa; herx,y € X i¢in, | x N|=|y N | kosulundan , hery € X'

e karsilik | y N | = 1 yazilirdl. Boylece ; y € X olmak iizere; y N = { y } esitliginden, N < Gy
bulunurdu. Oysa ; her y € X, sabit birakan, sadece 1 € G dir. yeX

N<M Gy, M Gy=1g = N < I elde edilirdi ki; bu, N > 1¢ sarti ile gelisir. Demek ki ;
yeX yeX

| B|>1dir.
3°) B=Xdir:
(X, G) primitif bir permiitasyon grubu ve | B |>1 oldugundan, B = X olmahdir.

Su halde, her x € X igin olusturabildigimiz, x N yoriingesi, X kiimesine esittir. Yani (X, N)
tranzitif bir permiitasyon grubudur.

ONERME 1.5.1. (X, G ) bir primitif permiitasyon grubu ve herhangi bir x € X igin,
Gy, basit bir grup olsun. Bu durumda;
G basit bir gruptur veya G' nin N gibi bir normal regiiler alt grubu vardir.

ISPAT. 15 <N < G oldugunu varsayalim ;

Agikca goriildiigii gibi, (X, N),bir tranzitif permiitasyon grubudur. x € X olmak iizere Nx=NI Gx
dir. Permiitasyon Gruplan Teorisinin Temel Bagintisina gére, | N | = | x N | | N x | yazlabilir.
Teorem 1.5.2 geregince, (X, N ) bir tranzitif permiitasyon grubudur. Su halde | x N | =| X | dir.

IN|=|xN| [Nx| =[X]|Nx| = [X|=|N:Nx|

Simde de agagidaki 6zelligi irdeleyelim ;
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(X, N ) permiitasyon grubunun regiiler olabilmesi igin gerek ve yeter kosul ; N M Gy = g ,
|Nx|= | N MGy |=1olmasidir.

(X, N ) regiiler bir permiitasyon grubu ise tarnzitiftir. ve | N | = | X | dir. Bu durumda;
[Nx|=1 elde edilir.

| Nx | = 1 ise | N | = | X | dir. Teorem 1.5.2. geregince ( X, N ) tranzitif ve | N | = | X |
oldugundan, (X, N ) bir regiiler permiitasyon grubudur.

O halde 1°) (X, N) gibi bir regiiler alt grup vardr.

2°)  Hig bir regiiler alt grup yoktur.
halleri incelenmelidir.

2°) kosuluna ragmen, 1< N < G olsun.
(X, N ) permiitasyon grubu regiiler degilse , N M Gy # I dit. N1 Gx # 1g = 1< N M Gy < Gy
Gx basit bir grup ise N M1 Gy = G olmak zorundadir. Su halde Gx <N dir.

Gy # N dir:

(X, N ) tranzitif bir permiitasyon grubu ise , N' in X iginde tam bir tane yoriingesi vardir. Oysa
biliyoruz ki, Gy' in X iginde en az iki yoriingesi vardir.

Demekki Gx < N < G dir. Teorem 1.5.1. geregince G, maximal bir alt grup oldugundan,
N = G sart1 saglanmahdir.

O halde G, basit bir gruptur.
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BOLUM I
-1- SONLU GEOMETRI

TANIM 2.1.1. X ve L ¢ P(X), bos kiimeden farkli, birer sonlu ciimle olsun.
([ 2] Sayfa 19, Tamim 2.1.1.)

1) X kiimesinin birbirinden farkl1, herhangi bir x1, x; ¢ifti, L' nin bir £ elemanina aitttir.

(i1) L ciimlesinin birbirinden farkli, herhangi bir ¢,, £, ¢ifti kesinlikle, ortak bir x € X
igerir.

(iii) X kiimesinin birbirinden farkli, herhangi iicii, aym1 £ € L' ye ait olmayan, en az dért
elemam vardir.

Kosullarinin gergeklenmesi halinde, (X,L) ikilisine; bir projektij diizlem, X' in elemanlarina;
bu diizlemin noktalari, L' nin elemanlarina; bu diizlemin dogrular denir.

TANIM 2.1.2. (X,L) sonlu bir projektif diizlem ve & € S olsun. Her £e L igin, £ €

L ve tersine, f ® € L igin , £ € L ise, @' ye, (X,L) prejktif diizleminin, bir kolinasyonu denir.
([ 2] Sayfa 20, Tamim 2.12.)

(X,L) Projektif diizleminin biitiin kolineasyonlar: ciimlesi, Sy grubunun bir alt grubudur.
K={neneS IfeL@(neL Vv ¢, /I e L igin} c S,

VII,I €K,V { e L igin, kolineasyon tamimindan , £ [1 € L ve (/ IT) IT e L ise, ILIT' € K dur.
Sx sonlu bir grup oldugundun, K < S, dir.

Bu gruba, (X,L) projektif diizleminin, kolineasyon grubu denir.

Kolineasyon tanimini irdeleyelim :
Tt € Sy, (X,L) projektif diizleminin , bir kolineasyonu olsun. Su halde ;
(H)VZeLliginf/IlelL
ve

@ VvV{lMleLigin/ eL

dir. Dikkat edilecek olursa, (I) kosulunun gergeklenmesi halinde, (2) kosulu kendiliginden
saglanmaktadir.
Gergekten de :
Sx sonlu bir grup ise [1e S, olmak iizere, |I'I| =m € N dir.
m M 1)

Vl/eligin LlleL= fI%’elL= ... = fO"eL=>/{el dir.
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Su halde (2) sartini, g6z6niine almaya, gerek yoktur.

Problem :
2 3 X={1234567}
6 L= { {124}, 23,5}, 13,4,6},{4,5,7},{5,6,1},
™~ 16,7.2},47,1,3} }
4 7
5

sonlu ciimleleri veriliyor.

Agikea goriildiigii gibi, herhangi iki noktadan tam bir dogru gegerken, herhangi iki dogru tam bir
noktada kesigiyor. {1,2,3,5} ise, herhangi ii¢ii dogrudas olmayan noktalarin olusturdugu, X' in bir alt
ciimlesidir.

Su halde, tamm 2.1.1. ' e gore, (X,L) ikilisi, 7 noktali ve 7 dogrulu bir projektif diizlemdir.
Simdi de, (X,L) projektif diizleminin, kolineasyon grubunun mertebesini belirleyelim:
[1=(1234567) € S;'yiele alahm

{124} I1={235} eL,(235}1={346} e L,{346}[1=1{4,5,7} €L, {4,5,7}I1{5,6,1} ek
{5,6,1} I= {6,7,2} € L, {6,7,2} [1={7,1,3} e L

I1, (X,L) Projektif diizleminin bir kolineasyonudur.
Kolineasyon grubunu, G ile gosterirsek; (X,G) ikilisi, bir permiitasyon grubudur ve tranzitifdir.

IT: 15 2)
’:1-3
I’:1->4
1155 = Vxy e Xi¢in 3g € G, x g=y = (X,QG), Tranzitif bir permiitasyon grubudur.
Ir’:156
n°:1- 7J
m:1-1

c=(276) (435 vep=(24) (56) €8S7, (X,L) projektif diizleminin, birer
kolineasyonudur.

Gergekten de;

{2,3,5}(276)(435)=1{4,5,7}e L, {4,5,7} (276)(435)=1{3,4,6}e L
{3,4,6}(276)(435)=1{5,3,2}e L, {6,7,2} (276)(435)=1{2,6,7}e L
{7,1,3}(276)(435)=1{6,1,5}e L, {6,1,5} (276)(435)=1{2,1,4}e L
{2,1,4}(276)(435)=4{7,1,3}e L
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{1,2,4} (24)(56)=1{1,4,2}e L, {5,6,1} 24)(56)={1,5,6}e L
{2,3,5} (24)(56)=1{4,3,6}e L, {6,7,2} 24)(56)=1{5,7,4}e L
{3,4,6} (24)(56)={3,2,5}e L, {1,7,3} 24)(56)={1,7,3}e L
{4,5,7} 24)(56)=1{2,6,7}e L
oldugundan, p, o € G dir.

(X,G) permiitasyon grubu, 2 - tranzitiftir:

(X,G) permiitasyon grubu, tranzitif idi. Su halde, (X\ {1}, G;) permiitasyon grubunu, tranzitif
oldugunu géstermek yeterlidir.

p, o € G dir. Ayrica,

o:2—>7

6% 2> 6

p:2—>4
o’:(475)(236):2>3
c.p:(275)(364),(cp)’:2>5

kosullan gergekliginden, her x,y € X\ {1} igin (x) g = y olacak sekilde bir g € G, bulunabilir.
Yani (X \ {1}, G) tranzitif bir permiitasyon grubudur. Dolayisi ile, (X,G) permiitasyon grubu
2 - tranzitifdir. Onerme 1.3.4 geregince, Gl =7.6. |Gz | yazabiliriz.

Gy grubu, 1 ve 2 nolu noktalar1 sabit birakmaktadir. 4 nolu nokta, 1 ve 2 nolu noktalarindan
gegen, dogrunun iizerinde bulundugundan sabit kalir. O halde, G, ' nin 3, 5, 6, 7 nolu noktalan
tizerindeki etkileri 6nemlidir.

6 3 Dogrularim gézoniine alalim;
5 7

1 nolu nokta sabit kaldigindan, Gi, {1, 3, 7 } kiimesini ya kendi iizerine yada {1, 6, 5} ciimlesi
iizerine eslemek zorundadir. {1, 3, 7}, kendisiyle eslenmis olsaydi, 3, 7 nolu noktalar sabit
kaldigindan, 1, 2, 4, 3, 7 nolu noktalarinin tamamu sabit kalacakti. Hemen, 5 ve 6 nolu noktalarin
sabit kalacagi sonucuna varilir. Bu durumda, G, = I elde edilir. Oysa, G, # I olmasin istiyoruz. Su
halde, 3 ve 7 nolu noktalar degisecektir. (3 6) (5 7) € G, dir. 4nolu nokta sabit kaldigindan,

3 dogrulan diisiiniildiigiinde, ayni yorumla,
6 (3 7) (5 6) € Gy, bulunur.
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3 3 =(3 5) transpozisyonu vardir. Aym anda 2, 6, 7 noktalarin

- kendi iizerine gétiiremeyeceginden, (6 7) transpozisyonu da vardir. Sonug olarak; (3 5) (6 7) € Giz

bulunur.
Gi={L(37)(56),(36)(57),(35)(67)}dir
|G| =7.6. |G| =7.6.4=168

-2- SONLU CIiSiMLER

" "

Zp, p bir asal sayi ise, iginde tammlanan " + " ve " . " islemlerine gére cisimdir. f(x) € Zp [x]
indirgenemez bir polinom ve r = d(f) > 2 olsun. Bu durumda, f () = 0 igin Zp (o) bir cisim
genislemesidir. Zp (o), Zp lizerinde bir vektor uzayidir. Bu vektér uzayinin boyutu ise, Zp (o) : Zp
cisim geniglemesinin derecesine esittir. [Zp () : Zp] = r yazilir. 1, o, ...,ar'l bir baz olmak iizere,
herk € Zp () igin; k = ko+k1a+k2a2+....+k, onr" , ki € Zp tektiirlii yazilir.

Dolaysiile | Zp (@) |= | Zp | "=p " elde edilir.

Her sonlu cismin eleman sayisi, bir asal sayinin kuvveti seklinde ifade edilir:
F bir cisim ise birim eleman vardir.
F sonlu cisim oldugunda, Kar F =p € IP dir.

Zpc Fise F:Zp bircisim genislemesidir. Bu durumda ; F, Zp cismi iizerinde bir vektor
uzayidir. F cisminin, Zp iizerinde bir tabani var ve |F|< ise, bu taban sonlu sayida vektdrden
olusur. Bahsedilen vektor uzaymin boyutu r olsun. O halde |F| = p' bulunur. ([ 4] Sayfa 182, §5)

SONLU CiSIMLERLE iLGiLi BILINMESI GEREKEN GENEL
KURALLAR

(i) n elemanh, sonlu bir cismin varolabilmesi igin gerek ve yeter kosul; n=p" esitliginin
gergeklenmesidir. Bundan sonraki islemlerimizde, GF (p) = Zy (Galois alani) ve GF (p"), p"
mertebeli, sonlu bir cisim olarak alinacaktir.

(i) F,p elemanh sonlu bir cisim ise F = GF (p") dir. Yani mertebesi p olan biitiin cisimler,
birbirine izomorftur.

(iii) GF (p') cismine ait garpim grubu Zp' - 1 toplamsal, devresel grubuna, izomorfdur. Carpim
grubunun, bir dogurayina, cismin bir primitif elemani denir.

(iv)  GF (p') cismine ait tiim otomorfilerin olugturdugu grup, Z, ' ye izomorftur. Bu grup x— x°
otomorfisi tarafindan dogrulur. ([ 2 ] Sayfa 22, §2)

ONERME 2.2.1. F sonlu bir cisim, A;

Pm,c :F>F
x>xm+c;meF* ceF
seklindeki, tiim afin transformasyonlarinin ciimlesi olsun. Bu durumda, (F,A) permiitasyon grubu,
2-tranzitifdir.
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ISPAT : A={Ppc:x>xm+c | m € F*, ¢ € F} ciimlesinin her elemaninin bir
bijeksiyon oldugunu gésterelim :

1) VxeFigin,(x) Qme=xm+c € F (me F¥,ceF)

2) VyeFigin 3xeF 3 (X) QP mc=

mx +c =y
m € F*, Hm
DMX=y-c = X=m (y-c)eF

Su halde, Oy, ¢ tasviri iizerinedir.

3) xi#X2 = (X1) Ome # (X1) P dir.
meF ,Im’

Aksi takdirde; mx; + ¢ =mx; +¢ =; mx; =mx; =>m’ mx; =m”! mx; 2x; =%, !
@m, tasviri, (1-1) dir.

Sonug olarak A kiimesinin her elemani, bir bijeksiyondur.

F sonlu bir cisim ise, | F | 2 2 dir. En azindan birim eleman ve sifir eleman mevcuttur. m =1,
¢ =0f i¢in @1ror € A oldugundan, A # @ dir. Simdi de A ciimlesinin, Sg grubunun, bir alt grubu
oldugunu gésterecegiz.

A kiimesi tasvirlerin ¢arpma islemine gore kapalidir. Her @ , Ome € A igin, Ome Qe
dir.

Birx e F i‘;ina (X) Pmec Pmie' = (xm+c¢) P = lem' +\lew = (X) Pm'c" = Omec Pm'c' = Pm e >

mm' e F¥vecm'+c' € F = @y € A dir.

Demek ki; (F,A) ikilisi, bir permiitasyon grubudur. (F,A) permiitasyon grubu, kesin
2- tranzitiftir.

Herx #y e Figin; {O, 1¢}, {x, y} ikililerine kargilik, (0r) ¢ =x, (1f) ¢ =y olacak sekilde tam bir
tane ¢ € A vardur.

@ mc € A olsun. Oyleki;
(OF) @ mc =X, (1r) @mc =y kosullan gergeklensin.

OF) @ me = } { } {
() @ me= m+c=y m=y-c
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O halde, x,y verildiginde, ¢ ve m tek tiirlii belirlendigine gére, ¢n, transformasyonu da tek tiirlii
olarak belirlidir. (F,A) permiitasyon grubu, kesin 2- tranzitiftir.

3- SONLU VEKTOR UZAYLARI

pelIP, q = p olmak iizere, GF (q) sonlu cismi iizerinde kurulan, n - boyutlu bir vektdr uzayin,
V(n,q) sembolii ile gdsterecegiz.

{V1,V2,...,Va}, V vektdr uzaymn bir bazi olsun. Bu durumda, V vektor uzaymin her elemant,
v=oVi+apvat. ..o vy , o € GF(q) seklinde tek tiirlii yazilabilir. O halde;

V=EF(q) x GF(g) x ... x GF(q) ise | v|= q" dir. ([ 2] Sayfa 23, § 2)

n tane

TANIM 2.3.1. V = V(n,q) vektor uzay1 ve s : V >V bijeksiyonu verilmis olsun. o
e Aut F olmak iizere ;

i VxyeVigin(xty)s=(x)s+(y)s
(i) VAeF VxeVigin(Ax)s=(A) o (x)s kosullan saglanirsa, (s,a) giftine, V= V(n,q)
vektor uzayinin bir semilineer veya yari lineer otomorfisi denir.

1) {(s,@) | s: V>>>V, a € Au+F} ciimlesi, Sy ' nin bir alt grubudur.
2) s)=(s,a') s=svea=a' dr.
(s,0) = (s', o) olsun. (s,a) ve (s',") bir bijeksiyon ise s = s' olmak zorundadr.
Vx eV, VA e Figin (Ax) s' = ((W)o") ( (%) §)
Vx € V, VA € Figin (Ax) s = ((M)a) ((x) s) ((M)a’) (x)s) = (M) ((x)s)

§=8§

= Vx e V i¢in, (Mo - (A)a') s(x)=0
Vs =V oldugundan, ((AM)a-A)a)v=0 = (A)a-A)a' =0k
= Va € Figin, (A)ao=(A)a' = o =a' bulunur. Demekki, s bijeksiyonu verildiginde, esi olan

o € Aut F, tek tiirlii olarak belirlidir.
3) (s, laut ), V vektor uzay iizerinde, bir adi lineer otomorfidir.

4) V =V(n,q) vektor uzaymnin bir tabani, {e,, €, ... , €,} ise; herx € V igin,
X =X1€1 + X262 +... + Xp€n ; X; € F yazilabilir. ¢ gibi bir lineer otomorfi alinsin. L = ( £;),
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F cismi iizerinde tanimli, n X n 'lik bir matris olmak iizere;

€1 €1
€2 €2

£=L| . yazilir.
Cn €n

([ 3 ] Sayfa 169, § 2) |
{f1,6,....fn} ikinci bir taban, h, birinci tabani, ikinci tabana esleyen bir lineer otomorfi olsun.

e Y et
€2 f; €2
h= . =H| . ; H = (hij), F cismi lizerinde tanimli, nxn
. . . lik bir matristir.
L \f“ _J " J
fz (57 € : fz
/= |H . ¢ =HL| . |=HLH' : dir.
b _J e €n . En/ — f/
TANIM 2.3.2. V = V(n,g) vektor uzayinin tiim semilineer atomorfilerinin olusturdugu

ciimleyi, I' L (V) =T L (n,q) ile gésteririz. Bu climle, S, gurubunun bir alt gurubu olup, semilineer
grup adini alir.

V =V(n,q) vektdruzayinin, tiim lineer otomorfilerinin olusturdugu ciimleyi, GL(V)=GL (n,q)
ile gosteririz. S, gurubunun bir alt gurubudur ve genel lineer gurup olarak, adlandirilir.

V = V(n,q) vektdr uzayinin, determinant: bir olan, tiim otomorfillerinin meydana getirdigi, S,
nin alt gurubuna, 6zel lineer alt grup denir. SL (V) = SL (n,q) ile gosterilir. ( (2) Sayfa 24, § 3)
ONERME 2.3.1. Bir V =V(n,q) vektdr uzay1 igin;

() GL(V) ——>TL(V)! 5 AwtF; i:GL(VY) - TL(V)
s = (s, laur)
ILTI(V) - AutF
(s,00) > «

(i) SL (V) ——> GL(V)—&> F* ;  1: SL(V) »>GL (V)
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Ss—> S
J:GL(V) — F*

s — dets
eslemeleri gecerlidir.

ISPAT : (i) i:GL(V) > TL(V)
S = (8,1Aur)

1°) Vs € GL(V) icin, (s)i=(s, lawr) € I'L (V) dir:

s bir lineer otomorfi oldugundan, V vekt6r uzaymnin, bir bijeksiyonudur. Ayrica, her x,y € V igin
(x+y)s=(x)s+(y)s ; her A € F, x € V 'ye kargilik ise, (A x) s =A (x) s = (L) 1autF (X) s kogullan
gergeklenmektedir. O halde ; (s, lawr) € 'L (V) dir.

2°) i tasviri bire - birdir :

s1, 2 € GL (V) igin, (s1) i = (s2) i ise; s; = 7 dir. Ciinkii (51 ,1autr) = (52, lantr) = 51 =82
olmalidur.
3°) i tasviri lizerindedir:

V (8, 1awr) € TL(V)igin, 3x € GL (V)3 (x) I=(5, laur)

(% lawr) = (8, Laur)
= x = § alinabilir.

4°) V s1, 83 € GL (V) icin, (81, 83) i = (s;) i (s2) i. dir.
s1, 52 € GL (V), (s1 82) i. = (5152 , 1 Aut F)

(s1)i.=(s1,1amR)
= (s1)1.(s2) 1. = (s1, 52,1 Aut F)
(s2)i.=(s2,1au P)

= (51.82) 1. =(s))1 (s52) 1 elde edilir.
Gii) j:T'L(V)> AutF
(s,a) > a
{V1, v2,..Va} , V vektor uzayinin bir bazi olmak iizere ;

s:V oV

Aivi— (M) o) v n n

>\.1 Vi —> ( (7\.1) o ) Vi . ( Z liVi ) s= Z ((7\4) Q.)Vi . alalim
i=1 i=1
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1) s, iyi tanimhdr :
u=AVitAsvat+t .. +A,avy ,VvEanvitn vyt v,

u=v => A -mvitRA-pva+...+ A -1 vy=0

> Ai=n,A2=n, ..., As=T,
oe AutF

= u(s) =v (s) dir.

2) s, islemleri korur mu?

n n

U,V €V u=2kivi , V= Zrivi alinsin.
i=1 i=1

u+V)s=((A1+nvit(Az+r)va+ ...+ Ay +m)ve)s
=((Ai+n)a)vi+t (At )va+ ...+ (A +r)a) vy
=( (A o+ (o vy + (A 2)a Hrpo vy + ..o+ (A p ) Hry)a ) vy
= (A o)yt (o )vy + (A ) vt () )va + ...+ (Ao o Jn + ((Tn)or ) Vi
=(((Aa)vit+ (Ao )zt ...+ ((An)o)vn) H((r)a vy + (o )vat ... + ((W@)a) Vo)
—@W)s+(V)s
vxeF,VveViqin,((xv))s;x((v)s)
AVIs=QA(nvi+nvyt .o+ L ve))s=(Anv +Anvet ..+ A1 vy)s
=(Ar)a)vi+ ...+ (Ao vy
=((AMorda)vi+ ...+ (A (fn)a WVa
=M [ (o )vi+ ...+ ((tm)o Jvn ]
=M o ((v)s)

o # Laur igin istenilen kogul gergeklenmez. o = 15, ¢ olmalidir.

=>VheF, Vve Vigin, ((kv))s=(?»)oc ((v))s dir.
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3) s tasviri iizerinedir :

v=2yivie valalm. a € AutF oldugundan;3A; e F3 (A;)o = yi yazilabilir.
Suhalde ; her v € Vigin, v=(A;)a)v; elde edilir.

4) s tasviri , bire - birdir :

u,v € Volmak iizere ; (u)s=(v)sise, u=yv dir.
n n

u=ZXivi, V=le'iVi
i=1 i=
Ws=2((Ai)o)vi , (Vs=X 1((ri Jou Vi
i=1 i=

ae Au+F
ws=(v)s = Viigin , (A )o =(1; Jou => Ai=r 5 1i=1,2,...,n =

“u=v dir.

=>serL(v) dir

Acikea goriilebilecegi gibi; tasviri, siirjektifdir.

Her (s, @), (s', &) € I' L (V) igin, ((s. ) (', &) j = ((s8', aa')) j = aa’ = ((s, @) j ((s',2) ]
kosulu saglanir.
J, bir tizerine homomorfidir.

Kerj = {(s,a) | &= 1aur} =Imi <TL (V)
Kerj = {(s, laur) | s € TL(V) } =GL (V) ATL (V)

(ii) 1°) i: SL(V) »> GL (V)

Ss—>s
tasviri, monomorfidir.

2°) j: GL(V)—> F*
s — dets

1) j tasviri izerinedir:

10....0
VyeF*igin, A= | .. . alirsak; det A =y dir. Oysaki her nxn' lik bir matris, bir

00....y

lineer tasvir belirler. Demekki, dets = y olacak sekilde bir s lineer otomorfisi vardir.
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2) | tasviri, bire - bir degildir:

Birbirinden farkh lineer otomorfilerin, gésterilis matrislerinin determinantlari, birbirine egit

olabilir.

Vs, s' € GL (V) igin, (s, s') j = det (s, s') = (det s) (det s") = (s) j. (5") j
= J, bir lizerine homomorfidir.
Kerj={s | dets = 1} < GL (V) dir. Oysaki, dets = 1 kosulunu gergekleyen, her s € GL (V), aymt
zamanda, SL (V) grubuna aittir. Demekki; Ker j = SL (V) A GL (V) dir.

Onermemizdeki eslemeleri su sekilde 6zetleyebiliriz:
1°) T'L (V) grubuy, (s,a) ikililerinden olustuguna gore; s € GL(V), o € Aut F kosullarinin

erceklendigini diistindiigiimiizde, 'L (V) = GL (V) x Aut F elde edilir.
L (V) | = GLv) |%AutF|
2°) Ayni mantikla hareket ederek;
| GL (V) | = | SL (V) | [F*| elde edilir.

GL (V) VE SL (V) GRUPLARININ YAPISI:

V =V (n, q) vektor uzayi verilmis olsun. Dim;: V > 1 olmasi halinde, GL (V) ve SL (V)
gruplan,V*=V-{0}iizerinde tranzitiftir. Her v, v, € V* i¢in, (v;) g = v, olacak sekilde,bir g e GL(V)

. Vi#V2
vardir: v) £ vy ise, V=V (n, q) vektdr uzayinn, v, ile baglayan bir bazin ve v, ile baglayan bagka
bir bazim olusturabiliriz. V vektor uzaymnin herhangi iki bazini, birbirine egleyen tam bir tane g €
GL (V) vardir ({3] Sayfa 176, §4). Su halde, her vy, v, € V igin, (v;) g = v, olacak sekilde bir
Vi £V

g €GL (V) bulunabilir.

g € SL (V) olmasi i¢in, detg = 1 olmalidir. detg = p # 1 kosulunun gergeklendigini
varsayalim. V vekt6r uzayinin v, ile baglayan bir bazi; By = { v, wy, ..., Z}, vz ile baglayan bir
bazida; B, = { v3, Wy, ..., Z3} olsun o halde;

V2 Vi rV] ] 100...0
W, Wi Wi op'o...o0
= . g = . dir. M=
Z VA Z 00. ...1
G
alinsin.
Bu durumda;
[ v2 ] vy | v T
p w2 w2 Wi
=M | . |= MG . |, det (MG) = (det M) (det G) =p™". p =1 elde edilir.
Zs V) Z)
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Matrisi MG olan bir g lineer otomoffisi igin, (v|) g = v, dir. Ayrica, § € SL (V) oldugu agiktir.
Demekki, GL(V) ve SL (V) gruplari, V¥ =V - {0} lizerinde tranzitiftir. ( [2] Sayfa 26,§3)

-4- HIiPER DUZLEM VE TRANSVEKSiYONLAR

TANIM 2.4.1. V=V(n, q) ve n =dimg V 2 2 olsun.
U ; v gibi, dyle bir alt uzay vardir ki; dim U =n - 1 dir. Bu durumda, lu | = q"" olup, U, V vektor

uzayinin, maximal bir alt vekt6r uzayidir. U alt vektor uzayina, V =V (n, q) vektor uzayimn, bir
hiper diizlemi denir. ([2] Sayfa 26, Tanim 2.4.1)

1°) Her nontriviyal lineer fonksiyonel bir hiper diizlem belirler :

u: V — F bir lineer fonksiyonel olsun.
u triviyal ise ; Vx € Vigin (x)u=0 dir.
u triviyal degil ise ; en az bir x € V igin (x)u # o dur.

U={er|(x)u=O}cV

U# O dir: Ciinkii, (Gu)=0 , 0 € vdir.

U bir alt vektor uzayidir: a, b € Uigin, ((a-b))u=(a)u-(bju=0isea-b e U dir.

U bir hiper diizlemdir : B = { v,v3, ..., V4 }, V vektdr uzayinin bir bazi olsun. (viju=a;€ F
(1<i <n) alinsin. Her x € V igin, X = x;v| + Xpv; + ... + XV, esitligi yazilabilir.

(x)u=xja; + X3; + ... + X,a, elde edilir. u, triviyal olmadigindan, bir a; € F - {0} vardir. O halde,
X121 + X233 + ... + Xp2, =0 lineer denklemi, n - 1 parametreye bagh olarak ¢6ziilebilir.

a; #0olsun:
i txmt.. Fxan =0 x1=x2(-8/a;)+... + x5 (-an/ ay)

X=X1Vy+ ...+ XpVp

x=Xa(va-(az/apvy) + ... +Xn (Vo - (an/ a1)vp)

e e e

W, Wi
(v2-(az/a)vi) u=(va)u-(az/a)(vi)u=0, ..., (Vo - (@8 / a1)v))u = (vo)u - (a, / a;)}(viJu =0 ise ;

Wi, W2, .., W € U
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yawa + ..+ ywWn =0 ya (v2-(az/aj)vy) + ... + yn (V- (an/al)vn)=9

D a1yavo ... F a1 YaVn - (Y222 ...+ ynag) vy = 0

az0
= Vi i¢in; ayi=0= y;=0,w), W, ..., W, lineer bagimsizdir.
U=<wy, ..., wpy> = dimU=n-1 dir.

= U bir hiper diizlemdir.

2°) Her Hiper Diizlem Bir Lineer Fonksiyonel Belirler :

U <g V bir hiper diizlem olsun. Su halde , dimg U=n -1 dir. By ={ vy, ..., a1 }, U alt vektor
uzayinin bir bazi ise, B, = { vy, va, ... , Vy.1, Vy } kiimesi de, V vektér uzaymin bir bazidir.
V =V(n, q) ; F cismi iizerinde, F ; kendi iizerinde vektér uzay: oldugundan ,
u:V—-> F
vi> 0 , 1=1,...,n-1
vp— 1

seklinde tanimlanabilen, tam bir tane u lineer fonksiyoneli vardir.
Bu durumda ; Vx € Uigin, X =x1v| +Xpv; + ... + XV, oldugundan,
Xu=x(v)u + ... + Xy.1(vp-))u = 0 elde edilir.
Ohalde;Uc {xe V | (x)u=0} ,
(1)'den S={xeV | (x)u=0} c V bir hiper diizlemdir. S ile U alt vektdr uzaylarinin boyutlarn
ayn1 oldugundan U={x e V I(x)u =0} bulunur.

Sonug olarak, U hiper diizlemi verildigi zaman, u lineer foksiyoneli elde edilebilir. Bunun
tersi de dogrudur. ilerleyen konularda, her xe V igin, (x)u degeri yerine (x,u) sembolii kullamlacaktir.

3°) Bir U hiper diizlemi verildiginde, x € V icin (x,u) = A (x,v) olacak sekilde bir A € F* vardir :

B={vy, vy ..., vy },V vektor uzaymin bir bazi olsun. (vi ,u)=a;, (v;,v)=bi,(1 <i<n,a,b;eF)
kabul edilsin. Her x € v igin ; '

X=xXivi +XaVo + ... + Xuv, yazilabilir.

xu)=0 o Xju=xja; +xa;+... +X;,3,=0

xv)=0 < x)v=xb; +xby + ... + x,b, =0 ‘

Yukaridaki denklemler ayni hiper diizleme ait oldugundan ¢oziim kiimeleri aymidir. Karsilikl
katsayilar birbirleriyle orantih olmalidir.

a;=Ab;, ay=»Aiby, ..., a, =\ b, alacak sekilde bir A € F* vardir.
Herx € V igin, (x,u) = (X)u=x12; + Xp83 + ... + Xp28n = A (X;b; + ... + Xpby) =
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A (x)v = A (x,v) dir. Yani; her x € V igin, (x,u) = A (x,v) kosulunu gergekleyen, bir A € F*
bulunmaktadir. Agik¢a goriilecegi gibi ;

Av: Vo F tasviri, bir lineer fonksiyoneldir.
X2>A((X)V)

Demek ki ; bir x € V' ye karsilik, keyfi A € F* igin , (x)u = A ((x) v ) = (x) (A v) oldugundan,

u=Av dir.
Ayni hiper diizlemi belirleyen, iki lineer fonksiyonelden biri, digerinin, A € F* katidir.

4°) U bir hiper diizlem ise; bir £ ¢ GL(v) icin, (u) £ hiper diizleminin, denklemi :

£ bir otomorfi oldugundan, bu tasvir altinda, boyutlar, korunacaktir. Su halde ; (U){ alt vektor
uzay1, V = V(n,q) vektor uzayinin, bir hiper diizlemidir.
U hiper diizleminin, bir denklemi ; (x,u) = 0 olsun.

(U)/ hiper diizleminin bir denklemi ise, (x£' , u) = 0 bagintisiyla verilir :
Uf={xeV!|x=(f;yeu,(yw=0}

={xeV|xt'=y;xlu)=0}

={xeV| &, u=0}

1
¢ u

v:{'udiyelim. V> V > F ise; v, bir lineer fonksiyoneldir.
Oysa, bir x € V igin ; (x)¢)u = (x) (I"'v) = (x)v dir.
Sonug olarak ;
U ={xeV|x'uy=0)} elde edilir. (u)/ hiper diizleminin, bir denklemi ;

(x, £'u)=0dur.
([2]Sayfa 26, § 4)

TANIM 2.4.2

1#£ 1 e GL (V) ve U, V vektdr uzaymn bir hiper diizlemi olsun.

Eger , (i) Her x € U igin, (x) T =x, (ii) Her x € V / U igin, (x)t - xe U kosullan saglaniyorsa, T
otomorfisine; V vektdr uzaymn , U hiper diizlemine gore, bir transveksiyonu denir. Transveksiyon,
U hiper diizlemini sabit birakan, V* vektor uzayimin, elemanlari iizerinde etkin, bir permiitasyondur.
([ 2] Sayfa 26, §4)

LEMMA 2.4.1. Bir transveksiyon, tek bir hiper diizlem belirler.
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ISPAT. T transveksiyonu, U ve U' gibi, birbirinden farkly, iki hiper diizlem belirlesin. Bu
taktirde, U'\ U kiimesine ait, bir v elemani vardir. v, U vekt6ér uzayinin elemanlan ile, lineer

bagimsizdir. O halde ; U @ F, =V yazabiliriz.

Oysa, x € Uigin, (x)t=x ; ve U vet , U hiper diizlemini belirledigine gére, (v) T=Vv
dir. Yani, her x € V igin (x) T = x kosulu saglanmalidir. ki ; bu sonug bizi, T =1 esitligine gotiiriir.
Fakat, T # 1 olmalidir. T transveksiyonu, tek bir hiper diizlem , belirlemelidir.

LEMMA 2.4.2. 1, denklemi (x,u) = 0 olan, bir v hiper diizlemine gére, bir transveksiyon olsun.
Bu durumda ; her x € V igin, (x) T = x - (x,u)a olacak sekilde, sabit bir 0 # a € U bulunabilir.

ISPAT. I #1t € GL(V), herx e Uigin (x)t=xvebirb e V/Uigin, (b) t#b
dir.b ¢ U oldugundan, (b)u # 0 kosulu gerceklenecektir.

c=(b,u)' b e V'yi gozoniine alalim :
(c,u) = ((b,w)" b)u=(b,u)" (bu)=1

a=c-(c)t diyelim.
cw#0=>ce¢U =>(c)t-ceU=>c-(c)teU=>aeU a#0 dir:a=0olsa,
©t=c, = (bw'.b)r=(bu)’'.b
= (bu)' (b)T=(bu)' .b=> (b)t=b elde edilir. Bu bir geliskidir.
—— ——

e F* e F*

Herhangi bir x € V igin, x-(x, u) ¢ € V'yi irdeleyelim:;
(x-(xu)c,u)=(x-(x,u)c)u=(x)u-(x,u) (c)u
= (X, u) - (X, U)l
=0
= x-(x,u)ceU

=> x-x,uc)r=x-(x,u)c

Oysa; (x -(x,u)c)T=(X) T - (X, u) (c) T dir.
Su halde, Xt=x-x,u)c+x,u)(c)t

=x-(x,u)(c-(c)1)

=X - (X, u) a elde edilir.

Demekki her transveksiyon, belirledigi hiper diizlemin, sifirdan farkli bir eleman ile iligkili
oldugu, bir lineer fonksiyonelin, cinsinden yazilabilir.
Dim U 22, 0+#a#b e U olmak iizere, lineer bagimsiz, a,b vektorleri verilsin. u lineer

fonksiyoneli ile b vektoriiniin belirledigi, transveksiyonu, Tu, b sembolii ile gdsteririz. b, Tu, b
transveksiyonunun, dogrultusunu ortaya koyar.

Yukaridaki sartlar altinda, Tu, a ve Tu, b transveksiyonlari, birbirinden farkhdir.
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LEMMA 2.4.3. Tu, a ve Tv, b transveksiyonlar verilsin.
Tu,a=1tTv,beIdheF*;u=Avvea=Ab dir

ISPAT. 1°) Gereklilik; Tu, a=1Tv, b olsun.

VxeViginx-(x,u)a=x-(x,v)b=>(x,u)a=(x,v)b

b#0
xuw=0=(x,v)=0
= a#0 elde edilir.
x,v)=0=>(x,u)=0
O halde &yle bir w hiper diizlemi vardir ki; denklemleri, (x, u) = 0 ve (x, v) = 0 dir. Demek
ki; u=A v olacak sekilde bir A € F* vardir.
! -
u=Avav=2Alu= v =ku,kEF*
xwa= (x,Au)b=(x,u) A b
= (y,u) a=(y,u) Ab

w bir hiper diizlem = 3Jye\W ; ( y,u) #0

=>a=Ab
2°) Yeterlilik : v=Au ve a=A\ b olacak sekilde bir A € F" varolsun. V x e V igin,
(x) Ty,a=x%x- (X,u)a=x- (x,u)Ab=x-(x,Au)b

=x-(x,v) b

= (X) Tub

= tua=tub
TRANSVEKSIYONLARIN GENEL OZELLIKLERI

Bir Tu, a transveksiyonu igin;
) (tua)'=1uy-a
(1) a+b =0 olmak lizere; Tu,a . Tu,b=T  5+p
kosullar saglanmaktadir.
ISPAT. (i) Tu,a. Tuy,-a:x - Xx-(x,u)a = y-(y,u)(-a)=y+(y,u)a

y
= x-(x,u)a+(x-(x,u)a,u)zg= x-(x,u)at+(x-(x,u)a)ua

>
X-(x,u)at+t(x)ua-(x,u) (a)ua=x-(x)ua+ =
(x,u) a+(x) ( )0() (X)uat(x)ua=x
= (tua)' =tu,-adir
(i tu,a.tu,b:x » x-x,u)a > y-(y,u)b
—

y
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= (x-(x,u)a)-(x-(x,u)a,u)b=x-(x)ua-(x-(x)ua)ub
= x-(x)ua-(x)ub+§x!u5a)ub=x-(x)u(a+b)=x-(x,u)a+b

0

= (X) Ta+b

=> Tu,a.tu,b=1,4,dir

ONERME 24.1. Biitiin tranveksiyonlarin olugturdugu ciimle, GL(V) grubunda, bir
eslenik eleman sinifi belirler. Bu sinif, tek tiirliidiir.

ISPAT. T = Tya transveksiyonu verilmis olsun. Bu transveksiyonun, bir

h € GL (V) ile doniistiiriilmiisiinii, bulalim :

" =h'1tu ahidi. Herx eV igin, (x) T" =(x) h" Ty, h
T =@h' T, h=(®h")T,)h=[x)h"-(x)h",u)a]h

=) (" ) - () h", w) (ah)

=x-(x,h" u)ah

=(x)Th'u,ah

"=1h’ u, a h dir.

Yani; bir transveksiyonun,GL(V) grubundaki herhangi bir eslenigi, yine bir transveksiyondur.

Simdi de transveksiyonlarin meydana getirdigi ciimlenin, GL(V) grubunda, tam bir tane
eslenik eleman sinifi belirledigini g6sterecegiz.

T=7Tya, T=T u « herhangi iki transveksiyon olmak iizere; T transveksiyonundan, T
transveksiyonuna, eslenik alma iglemi ile gegilebilir:
T transveksiyonunun belirledigi hiper diizlem ¢, denklemi , (x, u) =0
T transveksiyonunun belirledigi hiper diizlem (p' denklemi , (x, u') 0 olsun.

feV\Uvef e V\U alahm. Oylek1 (fFuy=1ve( u)=1 kogsullan gergeklensm U alt

vektor uzayinin bir tabani, {a b , e}, U alt vektsr uzayinin bir tabanm da {a b, e} 1se;
{a,b,....,e,f}, {a,b,...,e,f} cumlelerl V vektdr uzayi igin, birer tabandir. Cunku fe o, f ¢ o)
oldugundan, f,a, b, ..., e vektorleri ile f a b, ..., € vektorleri lineer bagimsizdir. Oysa biz

biliyoruz ki; bir tabandan digerine, tam bir tane lmeer otomorfi ile gegilebilir. Bu lineer otomorfi, g
€ GL (V) olsun. O halde, (8) g =a, (b) g =b,..., (c) g = ¢ esitlikleri gergeklenmelidir. Yani,
(U) g=U dir. Diger taraftan;

=18 a=Tgluag= Tg'ua Ve T transveksiyonlarinin dogrultularimin ayni oldugu sonucuna
variriz. .

(U)g=U ise; U hiper diizleminin bir denklemi de (x, g"'u) = 0 esitligi ile verilebilir.
Oyleyse , her x € V igin, (x, g'u) = A (x,u’) kosulunu gergekleyen, bir A e F* vardir.Ozel olarak,
x =f"'alirsak ;

(g’ w=r(w) = (,g"w=r = (f'g",u)=2
= Eu)=A > 1= = x,g'uy=(x,u) = Vx e Vigin,

(x)g-]u=(x)uv=>g-lu=us =>‘Cg=‘rg'l,a'=‘ru',a'=1:'
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NOT 24.1 Dimg V 2 3 olsun. V =V (n,q) vektor uzaymnn, { a, b,...,f} ve{a,b,...,f'}
gibi, iki bazim segelim.
Bu tabanlari birbirine gétiiren, tam bir tane h € GL(V) vardir. ([ 3 ] Sayfa 177, § 6)

de\th;t 1 olsun. . ~
a' ([ a) 4 ) a ﬂ ..... 0
b' b b op'... 0

= . |h= . ; M= .. . alirsak ;
o) L) U L 00.... 1)

G

a ((a )
u'lbl b

= MG . ; det (MG) =1 dir.
f L)

MG matrisinin belirledigi, 6zel lineer otomorfiye, h dersek ; (a) h = a', (f) h = f' kosullar
saglanmaktadir. Demek ki dimg V > 3 olmasi halinde, eslenik alma islemi, ézel lineer otomorfilerle
gergeklestirilebilir.

LEMMA 2.4.4. V =V (n,q) vektér uzayinin , herhangi bir skaler transformasyonu ;
A e F* olmak iizere, sA : V — >V seklinde tanimlanabilir.
A— Ax
A0O0...0
0. . ..
Matrisi ise Coe e formundadir.
0. . . A

GL(V) grubunun merkezi, GL(V) igindeki, biitiin skaler transformasyonlardan ibarettir.

ISPAT . Bir g € Z (GL(V)) alalim. Her h € GL(V) i¢in, hg = gh oldugundan ;
g"hg = h elde edilir. O halde tiim 1 € GL(V) transveksiyonlar i¢ing"' 1 g =1 esitligi saglanmahdar.
0 = x € V olmak iizere, bir T = 1, , transveksiyonunu, gézoniine alahm. x vektériini icine alan hiper
diizlem, V vekt6r uzayma ait, x vektorii dahil, n-1 baz elemanindan olugan, alt uzaydir. Bu hiper
diizlemi tanimlayan, lineer fonksiyonel ;
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u:vV o> F

x>0
V,—> 0 seklindedir. Demekki dogrultusu x vektorii olan, bir transveksiyon herzaman
vardir.
Vn.] _) O
Vo o 1

Tux=Tux=8 Tuxg=T g1u,Xg = Xg= A« x olacak sekilde, tek tiirlii belirli, bir A , € F* vardir.
Sonug olarak ;
g: V* > F tekabiiliinii elde etmis olduk.

X —>AgX

Dimg V > 2 oldugundan ; 0 # x, y € V vektor ifti vardir ki, x + y # 0 dir.

(X+Y)g=kx+y (x+y)
= X) gt (E=AxryX+Awyy
=> )\rxx+ny=}Lx+yx+)\:x+yy

1) x ve y vektorleri lineer bagimsiz olsun :
Budurumda;Ax=Ay dir.

(i)  x vey vektérleri lineer bagiml olsun :
DimF v 22 ise , hem x vektorii, hem de y vektorii ile lineer bagimsiz, birz € V- {0}
vardir. Oyleyse (i)' den dolay1 ; A x =X, ve Ly =4 ,; A , = A , elde edilir. Her x = 0 i¢in,
A x sabittir. x =0 igin , (0)g = 0 oldugundan, her x € V igin, (x)g =A ,x esitliginde , A 5
sabittir. Dolayisi ile, g, matrisi

A.....0 olan, bir skaler transformasyondur.

0. . . A

Tersine ; g, GL(V) grubuna ait, bir skaler transformasyon ise ; matrisi,
A.....0 A € F* seklindedir.
0.. . A

Herh e GL(V) igin; hg = 'gh oldugﬁndan, g € z (GL(V)) dir.
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- 5- PROJEKTIF UZAYLAR VE PROJEKTIF GRUPLAR

TANIM 2.5.1. V, F cismi iizerinde tanimli, bir vektor uzayi olsun. x,y € V¥ i¢in,x ~y ©xA=y
3 A € F* seklinde belirlenen, "~" bagntisi, bir esdegerlik bagintisidir:

] Refleksiftir : A =1 € F* igin, her x € V* 'a karsilik ; (x)1 =x dir.
(i)  Simetri : x ~ y ise, x A =y olacak sekilde bir A € F* vardir.
!

xA=y = x=yrL ' L'eF* > y~X

(iti)  Tranzitiflik: x~y 23X eF* 3 xA=y DXAU=ZD>X~Z

y~z =>3JueF* > yp=z

" ~ " bagmtisinin, V* vektor uzayinda belirledigi, bir esdegerlik sinifi,
[x]={xA | A e F* } seklindedir. F* grubunun, eleman sayist ile bir [x] sinifimin eleman sayisi,
birbirine esittir. '

PG(V):={[x] | x € V*} ciimlesi, F cismi tizerinde bir projektif uzay adim ahr. ([2] Sayfa 33, §5)
dimgv=n ise, dimgz PG(V)=n-1 dir.

f: V¥*— >PG(V)
tasvirini gézoniine alahm :
x = [x]

U SF V bir alt uzay ise ; £ (U*) =[ U ], PG(V) projektif uzayinin , bir alt uzayidir.

( Yani, PG(V) ' na ait, bir alt ciimlenin, bir alt uzay olabilmesi igin , bu alt climlenin, V vektor
uzayina ait bir vektor uzayinin, f tasviri altindaki, resmi olmasi gerekir.)

U, U; £V,Ur#U; = Ix € UL \U2 = x # 0 ; x vektérii U2 uzayinin taban vektorleri ile
F

lineer bagimsizdir.

f(x) = [x] € [U;] olsayds, [ x ] =[ y ] kosulunu gergekleyen bir y € U, bulunabilirdi. Bu da bizi x, y

vektorlerinin lineer bagimli oldugu sonucuna gotiiriirdii ki, ¢eligkidir.
U={U|B=U<V}ve[U]={[U] |6¢U§V} dersek ;

f'ivo[v]
tasviri bijektiftir.
U—->[U]

Tanim olarak , dimg U=k ise dimp[U]=k-1 dir.
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I'L(V) grubunun, PG(V) projektif uzay iizerindeki etkisi :

(s,A) e TL(V) ise, A € Au+F, s € GL(V) idi. Oyle ki,
Herx,y € V, her A € Figin,
A x)s =)o (x)s

(x+y)s=(x)s+(y)s
kosullan gergeklenmektedir.

geI'L(V), [x] e PG(V) olmak iizere,
[x]&=[(x)g] seklinde alirsak ;

x # 0 igin, (x)g# 0 dir. PG(V)x I'L(V) = PG(V)
Ix)hg-—-I0x1g=]x®g] tasviri, tamamen belirli ve iyi
tanmimhidir :

[x]=[y]=>3reF* 5 ;x=y (Ax)g= (¥)g
A x)g=Ma (x)g Bk (x)g=()g
——

p e F*
[g]l=[(e] [x]§ dir

Diger taraftan ,

([x19h =[ g 1h=[(@e)h]=[®eh]=[x] gh
[x]I=[x)1]=[x] dir

O halde ; g ile, I'(V), PG(V) projektif uzay: iizerinde etki yapar. g bir otomorfi oldugundan, tersi

vardur. A i
([x18)8 " =[x1gg"’ =[x]I=[x] elde edilir.

Buradan, §:PG(V) —» PG(V) .
[x]—>[x]8 bijeksiyondur. Yani, PG(V) projektif uzayimin, bir
permiitasyonudur. Bu permiitasyon grubunu, Spgv) ile gosterecegiz. ([ 2] Sayfa34, § 5)

ONERME 2.5.1  Z (GL(V))=Sc (V) diyelim

Herx € V* igin, [x]g=[x] < ge Sc(V)
ISPAT. 1)< g e Sc(V)ise g bir skaler otomorfidir.

Herx e V*igin, (x)g=Ax , A e F*¥ ise; [(x)g]=[Ax]=[x]=[x]g dir

48



2) Herxe V*igin, [x]§=[x] olsun.

Her x € V* igin, [ (x)g 1ise, I Ay € F*, (X)g= A x vebiry € V*igin, (y)g=Ay Y olacak
sekilde bir o, € F* vardir. §u halde , A x = Ay bulunur. g, bir skaler otomorfidir. g € Sc(V) dir.

SONUC 2.5.2.
1) Kerf=Sc(V)dir :

g € Kerfalalim. Her x € V* icin (x)g = x oldugundan, [ (x)g 1 = [x],[x]18=[x]elde
edilir. Onerme 2.5.1 ' den dolay, g € S¢(V) dir.

g € Sc(V)ise ; herx € V* igin, (x)g = Ax olacak sekildi, bir A € F % yardir. Bu durumda,[ (x) ]=[x]
[ x Jg =[x ] elde edilir. Yani, g € Ker f dir.

2) Sc(V) < TL(V) dir.

3) g: GL(V) = Spq(v) , 0yle ki;g=f | GLv) i¢in.
Ker j = Sc(V) dir.

4) h:SL(V) > Spay) , Oylekish="f | st.vy igin,
Ker h = Sc(V) N SL(V) =Z ( SL(V) ) dir. (5 ] sayfa 103, § 33)

TANIM 2.5.2.
1) Projektif Semilineer Grup : PI'L(V) =TL(V)/ Sc(V)
2) Projektif Genellineer Grup : PGL(V) = GL(V) = GL(V) / Sc(V)

3) Projektif Ozellineer Grup : PGL(V) = SL(V) / (SL(V) N SC(V)) dir.

g € [L(V)igin; g Sc(V) =[g] € PTL(V)
g € GL(V) igin ; g Sc(V) =[ g1 € PGL(V)

g e SL(V)igin; g Sc(V) =g (ScVM)NSL(V))=[gle PSL(V) almacaktir.

f": FL(V) / Sc(V) - Spc(v) , g: GL(V) / SC(V) —> Spc(v)
[g] > 8 [g] > 8

h: SL(V)/(Z (SL(V))) — Seav)

(g]l—>8 3
injeksiyonlari tanimlanabilir.
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Oyleki,herx € V¥igin,[x]1g=[x][g]=[(x) g] kosulu gergeklenir.
([2]sayfa35,§5)

ONERME 2.5.2. PGL(n,q) ve PSL(n, q) gruplar ; PG(n-1, q) iizerinde, 2-tranzitif etki yapar.

ISPAT. 1) PGL (n, q) grubu, 2- tranzitiftir:

Her {[x],[y]}, {[x 1 Iy 1};[xI# [yl [x 1#[y le PG (n-1,q) igin, %, X, y,y € V've
{xy}, {x y'} kiimeleri, lineer bagimsizdir. Amsi halde, siniflar birbirine esit olurdu. O halde; x, y
ve x, y, V vektor uzayin, iki bazina tamamlanabilir. Biliyoruz ki, bu bazlar birbirine tekabiil

ettiren, tam bir tane, ¢ € GL (V) vardir. Oyleki;

[(g]=[x] [x]1lg]=[x]

xg=x",y)g=y'= =
[(¥)g] =[¥'] [yllgl=1[y']

g € PGL (V) elde-edilir. PGL (n, q) grubu, PG (n-1, q) uzayi iizerinde, 2- tranzitifdir.

2) PSL (n, q) grubu, 2 tranzitifdir:
Yukaridaki iglemleri tekrerlayarak, bir [g] € PGL (V) elde edilir. g bir otomorfi oldugundan, det g €
F'dir. detg= p # 1 ise, x € V' nin, uygun bir kat: alimr. Béylelikle, det ge F* dir. det g =p # 1 ise,
x € V'nin, , uygun bir kat1 alinir. Boylelikle, det § = 1 kosulunu gergekleyen, bir [ § ] € PSL(V)
bulunur. PSL(V) grubu, PG (n-1, q) uzay: iizerinde , 2-tranzitiftir.

Projektif uzaylara Ait Cesitli Sonuclar

ONERME 2.5.3. [ U], PG (n,q) uzaymn, r-1 boyutlu bir alt uzayr olsun. PG(n,q) projektif
uzaymnm, [ U ] uzayini igine alan, biitiin r boyutlu alt uzaylarmmn sayst : (¢""'-1)/(q-1) dir.

ISPAT. PG(n,q) projektif uzayi, n - boyutlu ise V = V(n+1, q) ve dimy U =r dir. Aradigimiz, U < W
Uist uzaylart igin ; dlmp W =r+ 1 olmahdir. Bu durumda ; | Vl =q, lul= q ve
|V \U l =q"-q dir | v\ Ul U uzayina ait olmayan, eleman sayisin1 vermektedir.

Simdi , dimg W =r + 1 olan, herhangi bir, W uzaylm ele alalim. U uzayina kattigimizda, W
{ist uzayim verecek eleman sayisi, | wWA\U | q’ ! - ¢ dir. O halde ; U\ W; kosulunu gergekleyen ,
birbirinden farkli , W; alt uzaylarinin sayisi :

(™' -q) /(¢ -q) = Inul/ |W\U|=(_q""+l-1)/(q-1) dir.
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. ONERME 2.54. O, (n,q)ile PG(n,q) projektif uzaymn, r - boyutlu biitiin alt uzaylarinin sayisim
gosterelim.

r

Or(n,q)=H ("' -1)/(q 1) dir
i=0

ISPAT. S={([U],[W])|[U]<[W],dim[U]=r-1,dim[W]=r}

S([U].),S(.,[ W]) ciimlelerini g6z 6niine alalim.
Bu durumda ,

s=U squy,o=Uscwy
[ (W]

U]
Isl=2 Is((uL) =2 Is(.,iw]) | dur
[U] (W]

IS ([U),.) | .= » [ U ] alt uzaylarini igine alan, [ W ] iist uzaylarinin sayisi

| S(.,[W]) l :=,r1'de, r-1 boyutlu , alt uzaylarinin saysi

> I8l =2 ("""~ 1)/(q-1)=Z 0,1 (r9)
[U] [W]

Her iki toplamdaki terimler sabittir.
[ U] alt uzaylarmin sayisi : = O . (1,q)
[ W] alt uzaylarimn sayis1 : = O, (n,q)
[$1=0w @) (""" -1)/(q-1)=0,(ng) Ori (cg)

lv| = @, | vx|= q"" - 1 dir. Her elemanin, |F*| = q - 1 kadar kat: olacagindan, V ' nin bir
boyutlu alt uzaylarinin sayist ; (q"*'-1)/(q - 1) dir.

Bu da . PG (n,q) projektif uzayindaki sifir boyutlarin sayisim verecektir. O, = (" -1)/¢( q-1)
olarak elde edilir.

r=licin, (*) = O, (n,q) (q"- 1)/ (q-1) =0l (n,q) Oy(r,q)
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= ((q""-1)/(q-1)((q1)/(g-1)=01(n,q) (¢ '-1)/(q-1))

> 01(Mm=q"""-1)/(q-1)).(q"- 1)/ (q*- 1)) bulunur. Verilen formiille, uyum
icersindedir.

O halde matematik indiiksiyonla devam edelim ;

Jddia: 0<s<n-1 igin dogru olsun.
s

0s=0sm@= =[] (¢"**"-1)/(q""-1) olsun.
i=0

(*) formiiliinii ele alalim.

Os (n,g)=(q"*-1)/(q-1)=0s+1(ng) Os (st+1, )

S
0s 6+, @)= | | @2- /@ - 0)=(@?- 1/ @)@ - D/ @) (@7 (g))
i=0

= (q*-1)/(q-1)

= Os+1 (n,9) = Os(n,q) ((q"*-1)/(q-1)) ((q- 1)/ (¢***1))
s s
= Os+1 (n,q) = ( H @™ -1)/(q" - 1)) ((@"-1)/(*-1)= H @ -1/ -1)
i=0 i=0
= ddia, s+ 1 igin dogrudur.

GF(q) sonlu cismi iizerinde, PG(n,q) , n-boyutlu , projektif uzaym ele alalim. Demek ki ,
dimy =n+1 dir. Budurumda, { vi, v, ..., Va+1 } , herhangi bir baz olmak iizere ;

r Vi h
V2
V(r+l, @) = { [ Yo Y1, - ¥ | vi e GF(o) }
Va+l P

PG(n,9)= {[yo, Y15 .-» ¥n 1] | yi € GF(q) , hepsi birden sifir degildir. } yazlir.
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| Simdi, PG(n,q) projektif uzayinin, eleman sayisin belirleyelim :

X=yovi+ ...+ YoVpe1, Yo#Oise, Yo 'X =lpyi+...+Y'Vyr olur. yo'lx € [ x ] elde edilir. Uzayin
noktalarini, bu yéntemle siniflandiracagiz.

[1,¥1,¥2 ..., Yn | formundaki elemanlar, q" tanedir.

[09 la Y, ¥2, -0 Yn] " "o, qn-l tanedir.
[0,0,...,0, 1, y,] » w , g tanedir.
[0,0,...,0,1] " w , 1 tanedir.

O halde projektif uzayin eleman sayist , | PG(n,q) | =gn+ @p1 +... +q+ 1= (q*")/ (q- 1) dir.

n - 1 igin, | PG(1, q) | = (*-1/(q-1)=gq+ 1 bulunur. PG (1,q) uzaymm, [ 1,z ],
z € GF (q) formunda, q tane ve [ 0, 1 ] formunda da, bir tane elemani vardir.

PG(1, q) projektif uzayt ile, GF(q) U { o } arasinda, bir bijeksiyon kurulabilir.
PG(1,9) >GF(QQU {0}
[ X0, x1] — X/ Xptasvirini ele alirsak ;

xo#20 ise [x0,x1]=[1,x1/x0]; xi/x0 =2 € GF(q)

x0=0 ise [x0,x1]=][0,x1]=[0,1] yazlabilir.

TANIM 2.5.3. (X, G) ve (Y, H) gibi, iki tranzitif permiitasyon grubu verilsin.

() YecX:X=&30Y0Y
(ii) (Y, Gy) permiitasyon grubunu ele alirsak , (Y, Gx) ~ (Y, H) saglansin.

Yukaridaki kosullarin gergeklenmesi halinde, (X, G) permiitasyon grubu, (Y, H) permiitasyon
grubunun , bir geniglemesidir denir.

(X, G) genislemesinin rangi : = rang (X, G) = 2 + (Gy'in, Y ' lizerindeki yériinge sayisi)
seklinde tammlanir.

Ciinkii ; Gy, x noktasim sabit birakir. Bu durumda, {x } bir y6riingedir. (Y, Gx) ~ (Y, H) ve
(Y, H) tranzitif oldugundan, (Y, Gy) tranzitiftir. Her y € Y i¢in, yGx = Y ise, Y de bir yériingedir.
Digerleri , Gx 'in Y ' iizerindeki orbitlerinin sayisidir.
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Rang (X, G)=2<:>Y'=(D<:>X={x} UY = (X, G) permiitasyon grubuna, (Y, H) ' nin
rang2 genislemesi denir. ; _

(Y,H), k-tranzitif bir permiitasyon grubu ve (X, G) , (Y, H) permiitasyon grubunun , iki
geniglemesi ise , (X, G) , (k+1) tranzitiftir. ([ 2 ] Sayfa 38, §6)

ONERME 2.5.5. ( PG(1, q) , PGL(2, q) ) permiitasyon grubu, GF(q) sonlu cismi iizerindeki, tiim
afin transformasyonlar grubunun, bir rang 2 genislemesidir.

ISPAT. Sbzii edilen afin transformasyonlar : O mc : GF(q) > GF(q)
X >mx+c

m € GF (q)*, ¢ € GF(q), seklinde tanimlanur.

X=PG(1, q), G=PGL (2, q) alalim. (X, G) permiitasyon grubu, 2-tranzitiftir.

Y:={[L,u]lue GF(@* }olsun.x:=[0,1]=w ,X= {x}loJ Y yazilabilir. Gx grubunu tegkil
edelim ;
GL(2, q) grubunu ele alirsak, elemanlan,

X X
X X |[2x2 matrisleri ile gosterilebilir. Oyle ki determinantlan sifirdan
farklidir.
Buna gére, PGL(2, q) projektif uzaymmn elemanlan da ,
(" x X
seklindeki simflardir.
X X
-
-
a b
; a, b, c,d € GF(q) olmak iizere, Gy ' in bir eleman: ise,
c d
a b
[0,1] =[0, 1] kosulu saglanirdi. Oysa ki ;
c d
a b
[x][g]l=[(x)g] 'den,[0,1] =[c,d] ise,[c,d]=[0, 1] elde edilir.
c d
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" [c,d]=[0,1]e(c,d)=A(0,1),A e GF(@)*=>¢c=0,d#0dr.d=0olsa;

a b
det =0 bulunurdu.
c d
a b
det =ad=0 a#0dir.
c d d#0
Matrisi 1/a ile ¢arpip, d/a=d , b/a=b dersek ; a b ] " nin Gx ' e ait olabilmesi igin,
c d

[ 1 b ] seklinde ifade edilmesi gerekir.
0 d

x 'in, diger elemanlan tizerindeki etkisi, [ 1, u ] [ 1b J =[ 1, b+ud ] bigimindedir.
0d

Z:=GF(q),H:={Qmc: GF(qQ) > F(@); x > mx +c}

(Z, H) permiitasyon grubunun 2- tranzitif oldugunu biliyoruz. (Z, H) permiitasyon grubunun,
(Y, Gy) grubuna esdeger oldugunu goésterecegiz.

ZxH-> Z

(W, @gp ) > du+b,d e GF(q)*, b € GF(q)

YxG,—>Y
([Lu] I b ) > [L,b+tud]
0 d
p:Z->Y
, agikar olarak bir bijeksiyondur.
u— [1,u]
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f: H—> Gy

Pap — [ 1b ] bir izomorfidir.
0d
ZxH—> Z (u, Qap) —> ud+b
phH \2 \: komiitatif J
->Y ,
Y x Gy ([1,u], [ 1 b 1 ) > [LLud+b]
0 d

2>(Y,G)~(Z,H) = (Y, Gy), 2 - tranzitiftir.

= (x,G) ,(Z, H) permiitasyon grubunun rang - 2 genislemesidir.
O halde ; PGL ( 2, q ), PG( 1,q ) iizerinde, 3-tranzitifdir.

ONERME 2.5.6. V =V (n,q) vektor uzayi verilmis olsun. Dimyz V > 3 ise, PSL (n,q) basittir.

ISPAT.  SL(V) grubunun merkezi, skaler transformasyonlar grubunun, bir alt grubudur. Ote
yandan, PSL (n,q) = SL (n,q)

Z(SL(n,q))
idi. N A PSL(n,q) alirsak ; PSL(n,q) / N béliim grubunda , bahsedebiliriz.

N
Z i SL(n,q) 0 5, PSL(n,9) tam bir dizidir.
PSL(n,q) /N

0, ¢ ve O ¢ tasvirleri iizerinedir. Ustelik, © ¢ bir epimorfidir. N = Ker (0 ¢) diyelim :

geKer(0p)= g0 »(g0)N=N= (0 e N=>ge N)O'
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geMN)0' (P eN=> (8 N=N=>geKerb ¢
=> N=0"(N)=> (N)O =N elde edilir.

O halde sunlar gecerlidir :
0 bir epimorfi oldugundan N A SL(V) dir. N A SL(V) ise,

1°) N < Z(SL(V) veya 2° ) N = SL(V) dir. ([ 2 ] Sayfa 31, Teorem 2.4.8)

~

1°) N = (N)O ve bir inliksiyon oldugundan, Z = Ker 0

~

N=(N)0 <(Z)0=1PSL(n,q) bulunur.
2°) IN\I =SL(V) > N= (I:I)e =PSL(n,q) olur.

O iizerine
Su halde, PSL(n,q) grubu basittir.
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