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OZET

LINEER OLMAYAN HIPERBOLIK DENKLEMLERIN
GLOBAL COZUMLERININ OLMAMASI HAKKINDA

Bu calismada; sinir kogullarinda veya denklemin kendisinde, dissipatif terim
bulunduran hiperbolik denklemle verilmis bir sinif baglangic-smir deger probleminin
global ¢dziimlerinin yoklugu problemi ele alinmustir. Incelenen problemlerin her birinde
global ¢oziimlerin yoklugu; H.A. Levine[24] tarafindan 6nerilen konkavlik metodu veya
V.K. Kalantarov ve O.A. Ladyzhenskaya|15] tarafindan bu yontemin gelistirilmis sekli

olan genellestirilmis konkavhk metodu kullanilarak, ispatlanmustir.

Bu metodlarda, smir kosullarmin dzelliklerini de yansitan ve belli bir norma
gbre ¢Oziimii temsil eden bir fonksiyonel yazarak, bu fonksiyonelin Levine veya
Kalantarov-Ladyzhenskaya lemmasinin hipotezlerini sagladif1 gosterilir. Bu Jemmalarin
sonucunda sonlu ¢ zamaninda bu fonksiyonellerin ve dolayistyla ¢dziimiin normunun

patladig1 bulunur.

Birinci béliimde; bu konuda giiniimiize kadar yapilmis olan ¢aligmalar hakkinda

kisa bilgi verilmigtir.
Ikinci bsliimde; tezde kullanilan ve teze temel tegkil eden bilgiler verilmistir.

Ugiincii boliimde ;
Gu,—adu + cu = bf (u)
denklemi, uygun baglangic kosullari ve dinamik smir kosulu ile birlikte global
¢oziimlerinin yoklugu, Kalantarov-Ladyzhenskaya lemmas: ile incelenmistir. Bu

denklemin 6zel bir hali olan

Uy, —Au = f(u)



denklemi, baslangi¢ kosullari ile birlikte smirm bir parcasinda Dirichlet ve diger
parc¢asinda dinamik sinir kosulu olmasi durumunda, baslangig-sinir deger probleminin

global ¢oziimlerinin yoklugu arastirilmig ve bir sayisal 6rnek verilmistir.

Dordiincti boliimde;
Pu, +O)u, + A(t,u) = F(t,u), teJ=[0,0)
evolusyon denkleminde
A(u) = ~div|Dul" Du),

uygun baglangi¢ kosullart ve u(x,) =0 simr kosulu ve

A(u) =2bAu+ bA(]Vu]zAu) - bZ": 0, ((Au)?0.u)

ve uygun baslangi¢ kosullar1 ile birlikte u(x,#)=0, ? =0 smur kosullar1 alinarak,
Z

sonlu bir [O, T ) arahiginda global ¢oziimlerinin yoklugu Levine lemmas1 kullanilarak

arastirilmustir. Ikinci probleme bir sayisal 6rnek verilmistir.

Besinci béliimde; a herhangi bir sabit olmak iizere, dissipatif terim iceren kuazi

lineer
u, — VQVulpvz Vu)+ au, =]u]p‘2 u+ 'u[l“2 u

dalga denklemi ile birlikte, uygun baslangic kosullari ve wu(x,7)=0 smir kosulu
alinarak, baslangig- sinir deger problemi incelenmistir. v(r) = e ™u(t) donigimi ile

denklem, katsayilardaki operatorlerin zamana baglt oldugu

v, +(2m+a)v, +(m’ +am)v —e' P—Z)mtv(lvv| 72y

—e™ (e(p—l)mt‘v‘ pr-2 - e(l—l)mtlvll‘2 v)

denklemine doniistiiriilmiistiir. v i¢in uygun baglangic kosullart ve v(x,/)=0 smir

kosulu ile olusturulan bu smir-deger probleminin global ¢6ziimlerinin yoklugu

Kalantarov-Ladyzhenskaya lemmasi kullanilarak arastirilmigtir.

VI



Biitiin problemlerde ispatlar enerji integrali kullanilarak yapilmustir. Onceki
problemlerde baslangig enerjisi negatiftir. Bu problemde ise baglangi¢ enerjisinin pozitif

olmast 6nemlidir.

Son olarak; elde edilen sonuglar tartisilmis ve bu konuda daha sonra yapilmasi

diisiiniilen ¢alismalar hakkinda 6nerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Global c¢oziimlerin yoklugu, konkavlik metodu, genellesmis

konkavlik metodu, ¢6ziimiin patlamasi.
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SUMMARY

NONEXISTENCE OF GLOBAL SOLUTIONS
OF NONLINEAR HYPERBOLIC EQUATIONS

In this study, the nonexistence of the global solutions to some class of initial-
boundary value problems with dissipative terms in the boundary conditions and
dissipative terms in the equations are investigated for some hyperbolic equations. The
nonexistence of global solutions in each of the problems which have been investigated
has been proved through the use of concavity method which put forward by H. A.
Levine[24] and by the use of generalized concavity method, which is the improved

version of the above mentioned method by V.Kalantarov and O. A. Ladyzhenskaya[15].

In these methods one writes down a functional which reflects the properties of
dissipative boundary conditions and represents the norm of the solution in some sense,
then proves that this functional satisfies the hypotheses of Levine Lemma or
Kalantarov-Ladyzhenskaya [.emma. Hence from the conclusion of these lemmas one
concludes that in finite time ¢, these functionals and hence the norm of the solutions

blow up.

In the first chapter, the historical development of the studies in this area is

informed.

In the second chapter, preliminary facts and fundemental definitions used in the

thesis are presented.
In the third chapter, using Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemma, the nonexistence
of the global solutions of

Gu,—adu + cu = bf (u)
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with suitable initial conditions and a dissipative boundary condition are investigated. In
this chapter the nonexistence of the global solutions of

u, —Au= f(u)
with a Dirichlet boundary condition in a certain part of the boundary and dissipative
boundary condition in the other part of boundary and a numerical example is also

investigated.

In the fourth chapter,using Levine Lemma, the nonexistence of the global

solutions of the evolution equations
Pu, +Q(O)u, + A(t,u) = F(t,u), teJ=[0,0)
where
A(u) = —div|Du|”” Du)
with suitable initial conditions and with u(x,#)=0, fe [O, T ) on the boundary is

studied.Similarly taking

AQu) =2bFu+ bA(VA[ Au)— b 8, ((Au)* 0,)

with suitable initial conditions and with u(x,#)=0, Z—u =0 on the boundary in the
n

finite time [0,7') interval. A numerical example is given to the second case.

In the fifth chapter, a quasilinear wave equation is treated with dissipative term

in the equation
u, - V(jVulP_z Vu)+ au, =|u‘p_2 u+ |ull_2 u

where a is any arbitrary constant, with suitable initial conditions and u(x,)=0

boundary condition, by taking v(¢) = e ™ u(t), the equation is transformed into

v, +Cm+a)y, + (m* + am)v — e(p—z)mtv(lvvl p2 vv)

™ (e(p—l)mt’v|P_2V+ e(l—l)mtlvil"z v)
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where coefficient operators are functions of time. The nonexistence of the global

solutions of the above equation with suitable initial conditions and v(x,£) =0 on the

boundary, is investigated by Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemma.

The nonexistence proofs of the problems in this chapter are obtained by using a
suitable energy integral. For the problems of the previous chapter the initial energy was

negative but in this problem, it is important that, initial energy is positive.
Finally some new directions in this field are suggested and some propositions

concerning these equations and related problems are laid down.

Key Words: Nonexistence of global solutions, concavity method, generalized concavity

method, blow up.



BOLUM 1

GIRIS

Bu boliimde, lineer olmayan hiperbolik denklemle verilmis baglangic-smir deger
problemlerinin global ¢dziimlerinin yoklugu ve ¢éztimlerin patlamas: konusunda, bugiine

kadar yapilan ¢alismalar hakkinda kisa bir bilgi verilmistir.

1960° h yillardan giiniimiize kadar, baz lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemler igin, baslangic ve baslangi¢-sinir deger problemlerinin yerel ¢6ziimlerinin

global yoklugu ile ilgili pek¢ok ¢aligma vardir.

S.Kaplan[19], H.Fujita[12], R.T.Glassey[14] ve M.Ball[6] c¢aligmalarinda, L
Laplace operatorii veya kendine eg, diizgiin bir eliptik operatér olmak lizere, ikinci

mertebeden
u,+Lu= f(u)

u, +Lu= f(u)

bigiminde parabolik ve hiperbolik denklemleri ele almiglar ve bu denklemler icin
baslangic-sinir  deger problemlerinin  ¢6ziimlerinin  patlamasmi  saglayan kosullar
incelemislerdir. Kullandiklar1 yontemde, L eliptik operatoriniin ik 6zdegerinin

pozitifligini yada Green fonksiyonunun pozitifligini esas almglardir.
H.A Levine[23],[24] deki makalelerinde konkavitk metodu adiyla bilinen bir

yontem gelistirmis ve

Pu, + Au=F(u)

tcm,-, w5 &




bigimindeki diferansiyel-operatér denklemler i¢in, Cauchy probleminin global

¢oziimlerinin olmamasi kosullarini elde etmistir.

Burada; P ve A lineer, simetrik bir operatdr olmak iizere; P nin pozitif, 4 nin
negatif olmayan bir operatdr ve F nin de belirli kogullar1 saglayan lineer olmayan bir

potansiyel operat6r olmasi esastir.

Bu yontemle, daha Once incelenmis bir ¢ok denklem i¢in, global ¢oziimlerin

yoklugu hakkinda sonuglar elde edildigi gibi, pek ¢ok yeni denklem de incelenebilmigtir.

R.J.Knops[22], H.A.Levine[25], B.Straughan[41] ve H.A.Levine, L.E Payne[27]
nin ¢ahgmalarindaki global yokluk tecoremleri; lincer olmayan smur kosullu lineer
parabolik ve hiperbolik denklemler igin, siirekli ortam mekanigindeki gesitli denklemler
ve denklem sistemleri i¢in, dissipatif terim igeren ikinci mertebeden diferansiyel-operator
denklemler ve esas parcasi lineer olmayan diferansiyel-operator denklemler i¢in, H.A.
Levine’ in konkavlik metodu kullanilarak ispat edilmistir.

Konkavlik metodunun temel fikri, problemin lokal ¢6ziimiiniin varlig:r kosulu

altinda tanimlanan, denklemi ve smir kosullarmu temsil eden bir pozitif ¥ (u(r))

fonksiyonelinin insa edilebilmesidir.

V.K.Kalantarov , O.A.Ladyzhenskaya[15] c¢alismasinda bu yontemi gelistirmigler

ve genellestirilmis konkavlik metodu adiyla bilinen bir lemma vermislerdir.

Daha sonra; V.K.Kalantarov[16],[17], B.Palais[35], S.KTuritsyn[45] c¢alisma-
larinda genellestirilmis konkavhik metodunu kullanarak, gesitli lineer olmayan evolusyon
denklemleri igin, ¢oziimlerin global davranislarim incelemiglerdir.

G. Todorova[44] makalesinde utlutlw1 bigiminde lineer olmayan sontim terimi ve

‘u'p_]u bi¢iminde bir kaynak terimi bulunduran lineer olmayan bir dalga denklemi ele
alarak, bu denklemin 1< p<m i¢in, baslangic degerleri ile birlikte global varhk

teoremini ispat etmis ve 1 < m < p i¢in de, ¢oziimlerin patlama anini hesaplanugtir.



V K. Kalantarov[18] ¢aligmasinda
Pu, +Qu, + Au = B(u,u, )+ F(t,u)

bigimindeki ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel-operatér denklemierin bir smifi
icin, Cauchy problemini g6zOniine alarak, ¢Oziimlerin global yoklugu igin gerekli

kosullar1 vermis ve lineer olmayan dalga denklemlerine ait birka¢ uygulama rneklemistir.
H.A. Levine , P. Pucci ve J. Serrin|28] yaptiklari ortak ¢cahymada
Pu, +O(t)u, + A(t,u) = F(t,u), teJ={0,0)

bigimindeki soyut evolusyon denklemi igin baslangic deger probleminin ¢dziimlerinin
siireksizligi problemini ele almis ve Fu(0) <0 olacak sekilde bir wu(¢) ¢oziimiiniin var

olamayacagin ispat etmislerdir.

Daha sonra yeniden, H. A. Levine ve J. Serrin[29] yaptiklar1 calismada, dissipatif

terim igeren kuazilineer evolusyon denklemler igin global yokluk teoremlerini,
(P(,)), +O(tu) + AW®) = Fu(@), 1] =[0,0)
seklindeki soyut evolusyon denklemi i¢in ele almiglardr.
Son olarak; P. Pucci ve J. Serrin[37] makalelerinde soyut evolusyon denklemleri

icin

Pu, + Q(Ou, + A(t,u) = F(t,u), teJ=[0,00)

bigimindeki baslangi¢ deger probleminin, ¢dztimlerinin siireksizligi problemini ele almislar
ve baslangi¢ enerjisi pozitif oldugu zaman, ¢oziimlerin siireksizligi veya patlamas: ile

ilgilenmislerdir.



BOLUM 2

ON BILGILER

Bu boliimde sonraki boliimlerde gerekli olacak bazi tanmmlar, esitsizlikler ve

lemmalar verilecektir.
2.1 Normlu uzay, i¢carpim ve Hilbert Uzayr

Tamm 2.1.1 Bir X vektdr uzaymdan, negatif olmayan sayilara tanimlanan ve
asagidaki kosullar: saglayan | .| fonksiyonuna norm denir;

Vx,ye X ve VAeR icin

ND [x[>0 ve |x|=0=x=0

N2) | ] =[] o

N3) e of <]+ o
X vektdr uzayina, lizerinde tanimlanan norm fonksiyonu ile normlu uzay denir ve

(X,

. “ ) ile gosterilir.

Tanim 2.1.2 (X, ”) bir normlu uzay ve (x,) bu normlu uzayda bir dizi olsun.

x, —%,|<¢ oluyorsa (x,)dizisine Cauchy

Eger Ve>0 icin AN eN 3n,m= N igin

dizisi denir.

Tanim 2.1.3 (X, ||.|) bir normlu uzay ve (x,) bu normlu uzayda bir dizi olsun.

Eger

lim

X, — x” =0
n—»00’




olacak sekilde bir x € X elemant varsa (x,) dizisine yakinsaktr denir ve x, — x ile

gosterilir.

Tanim 2.1.4 Bir normlu uzayda her Cauchy dizisi yakmsak ise bu uzaya tam uzay

denir. Eger (X,

. “) uzay1 tam ise o zaman bu uzaya, Banach uzayr denir.

Tanim 2.1.5 X normlu bir uzay ve “ .

o ”2 X tizerinde tammlanmug iki norm

olsun. Eger ¢,,c, pozitif sayilar1 Vx € X igin
cilil, <l < 2l
esitsizligi saglayacak sekilde bulunabilirse, bu iki norma denk normlar denir.
Bir normlu uzay tizerinde
d(x,y) =|x -

esitligi ile bir metrik tanimlanabilir. Dolayisiyla her normlu uzay bir metrik uzay olur.

Tamm 2.1.6 H, R gergel sayilar cismi lizerinde bir vektér uzayr olsun.

Hx H — R’ye tammlanan ve agagidaki kosullar1 saglayan (,) fonksiyonuna i¢carpim
denir; Vx,y,ze H ve Va,fe R icin

1) (x.y) =(y,%),

2) (ax+ By, z)=a(x,2)+B(y,2),

13) (x,x)20, (x,x)=0=x=0.

H, tzerinde tanimlanan i¢garpim fonksiyonu ile bir igcarpim uzayr olur. H

iizerinde tammlanan iggarpim,
E RN
bigiminde bir norm ve
dx,y) =A== y.x=»)

bi¢ciminde bir metrik tanimlar. Dolayisiyla her igcarpim uzayi, bir normlu uzay ve bir

metrik uzay olur.

Tanmm 2.1.7 H uzay: yukarida tammlanan normla bir Banach uzay: oluyorsa, H

uzayma Hilbert uzay: denir.

Syeylrsy o
r;(_)K*{}v M




Diger bir deyisle tam, iggarpimli uzaya Hilbert uzay: denir.

Tamm 2.1.8 X bir metrik uzay ve M < X, X in bir alt kiimesi olsun. M

kiimesini ihtiva eden biitiin kapali kiimelerin arakesitine M nin kapanis: denir ve M ile

gosterilir.

Tamim 2.1.9 X bir vektdr uzayt ve M c X, X in bir altuzay1 olsun. M =X

oluyorsa M ye X in yogun altuzay: denir.
Tanim 2.1.10 G cR” bir kiime olsun ve G ile G nin kapanis1 gosterilsin.

£, R" de bir bolge olsun.G 2 ve G kompakt ise G cc 2 seklinde gosterilir.

Bir f(x) fonksiyonunun £2 deki destegi
supp f = {x e : f(x) ;tO}

ile tanimlanir ve supp f bigciminde gosterilir.

Tamm 2.1.11 Eger suppf cc 2 ise f fonksiyonuna kompakt destekli fonksiyon
denir.

Tanimm 2.1.12 «=(a,,2,,...a,) n-bilesenli bir vektor olsun. Efer her
i=12,...,n i¢in ¢, ler negatif olmayan tamsayilar ise bu tiir vektorlere ¢oklu-indis denir.
Bir ¢coklu-indisin boyu [al =q, +a, +...+ a, scklinde tanimlanir.

a =(a,,a,,....a,) bir ¢coklu-indis ve la‘ bu ¢oklu-indisin boyu olmak tizere

3% u

D%u P
h
ox"...0x;

ifadesinden ¥ nun x, e gore «,....x, ye gore «, inci mertebeden kismi tiirevleri
anlagilacaktir. D'%~% u = u ile gosterilir.

Tamim 2.1.13 @2, R” de bir bdlge olsun. Negatif olmayan her m tamsayist igin

]a‘ <m olmak iizere, tim «. mertebeden siirekli tiirevleri olan fonksiyonlar uzay:

C™(£2) ile gosterilsin. C°(£2) = C(£2) olur.



€0, R” de siirh bir bolge olmak tizere C™(£2) uzay:

| Ao, = Mgnmaxlb“ml

formiilii ile tanimlanan norma gore Banach uzayidir.

C”(€2) keyfi mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlarm uzaym: ve
Cy (£2) ise keyfi mertebeden siirekli tiirevlere sahip, destegi kompakt fonksiyonlarm

uzaymi gosterir.

2.2 L, Uzayr

Tanm 2.2.1 2, R" de bir bdlge ve p pozitif bir reel say1 olsun. L,(£2),

2 bolgesinde tanimh, Slgiilebilir ve 1< p <o olmak iizere p inci kuvveti Lebesque

anlaminda integre edilebilir fonksiyonlar uzaym gosterir.

Bu uzayda norm
11 = ol doye

bigiminde tanimlanir ve bu normile L ,(£2) uzay: bir Banach uzayidir.

Tamm 2.2.2 (L, Uzayr) Q da olgiilebilen bir f fonksiyonu i¢in, hemen hemen

her yerde ‘ f (x)i <K olacak sekilde sabit bir K sayisi bulunabilirse, f fonksiyonuna
hemen hemen her yerde smmrli denir. Boyle K larm en biiyiik alt smirina da | f I nin 2

daki esas (essential) supremumu ad1 verilir.

L, (£2) uzay,, £2iizerinde Olgiilebilen ve hemen hemen smirh fonksiyonlarin

uzayidir. Bu uzayda norm

”f “Lm(g) =essSup ., lf(x)!

ile tamumlanir. Bu normla 1, (£2) uzay1 bir Banach uzayidir.



Tanim 2.2.3 X ve Y normlu uzaylar olsun.
Eger

i) X, Y nin bir alt uzay,

if) Vxe X icin X den Y ye Ix=x seklinde tanimh olan 7 birim operat6ri
stirekli ise,

X uzayr Y uzaywa gomiiliir denir ve X — Y seklinde gosterilir.

1 lineer oldugundan (i7) kosulu
I, <M, weex

olacak sekilde bir M > 0 sabitinin varligma denktir.

Teorem 2.2.4 vol(02)= jldx ve 1< p<g<o olsun. Eger fel (£2) ise
2

fel, () dirve

Hf”p < vol(g)ﬂ/ﬁ)*(%) l.f“q

olur. Diger bir deyisle

L,(2)— L,(2)

gOmiiliir.

Tanim 2.2.5 —w <a<b<ow olmak iizere, tamm bdlgesi (a,b) aralif1 olan ve

bir X Banach uzaymda degerler alan fonksiyonlar i¢in de stireklilik, olgiilebilirlik ve
Lebesque anlaminda integrallenebilme kavramlari, X = R olmasi durumundakine, benzer

sekilde tamimlanir. Bu anlamda

p(1< p <o) inci kuvveti integrallenebilir fonksiyonlarmm f :(a,b) > X uzay1

L,(a,b;X) ile gosterilir ve bu uzayda norm

|7

s an, = IO, d?

ile tanimlanur.
Benzer sekilde C*([a,b); X) uzay1 ve normu tanimlanabilir.



2.3 Sobolev Uzayr

Tanim 2.3.1 @ < R" de bir bblge olsun. Eger her Q' cc 2 i¢in f()e L, (2"

ise, f fonksiyonuna (2 da lokal integrallenebilir fonksiyon denir ve L _, (£2) ile

p,loc

gOsterilir.

Tanim 2.3.2 u,ve L, (£2)olsun. Eger Vye C;(£2) i¢in

fux) D n(x) e = (1) [v(x)n(x) e

0 2

esitligi saglamrsa, o zaman v fonksiyonuna # fonksiyonunun la]. mertebeden D“

basamakly zayif tiirevi denir.

Tamm 233 Qc R" smirh bir bolge, m negatif olmayan bir tamsayr ve
1< p <o olsun.
W (@) ={f e L,(2):D"f e L, (£2),0<|a| < m}

seklinde taumh olan uzaya Sobolev uzayr denir. Burada D“ zayif tiirev anlamindadir.

Bu uzayda 1< p <o igin norm

(Y |pes

0<jal<m

1

o)

Ly(2)

L] t—

seklinde, p =0 i¢in norm

o

”f “W"’v‘”(g) - Orslllf‘?m Lo(2)
seklinde tanmmlanmir ve W ™7 (£2) uzayi tammlanan bu normlar ile bir Banach uzayi olur.

Cy (€2)uzaymm W ™7 (£2)uzaymdaki kapams: ise W, ile gosterilir.

Tamm 2.3.4 p=2 ijken W™ () uzay bir Hilbert uzayidir ve H"(£) ile

gosterilir. Bu uzayda igcarpim

V) ) = j > D*u(x) D"v(x)dx

Qlel<m

ile tanimlanir. W, (£2) = H,(£2) ile gosterilir ve bu uzayda norm



bl = [0 ]

0 i=l i

seklinde tanimlanir. W, (£2) = H" () ile gosterilir ve

H(@)=1{f e H"(): Df] =0, o] <m-1

bigiminde tamimlanr.
2.4 Operatorler

Tamm 2.4.1 X ve Y iki vektor uzay: olsun. 4:D, c X — Y doniigiimii X deki
bir x elemanim Y de bir tek elemana gotiirliyorsa, A’ya operatér denir. D ,’ya A

operatoriiniin tanim kiimesi denir.

Tanmm 2.4.2 4:D, c X —» Y operatoriine asagidaki kosullar1 sagladig1 takdirde

lineer operator denir;

) D, < X, X inbir alt uzayidr,
iiyVx,ye D, ve a,f € R igin
Alax+fy)=adlx)+p Ay)

Tanim 2.4.3 Bir H Hilbert uzayinda tanimh 4 operatdrii Vx,y € D, i¢cin

(Ax,y) = (x, 4y)

esitligini saghyorsa, 4 operatoriine simetrik operatér denir.

Tanim 2.4.4 4:D, c X —Y operatorii, bir K >0 sayis1ve Vxe D, i¢in
[4x|<K |

esitsizligini sagliyorsa, 4 operatdriine sinirlt operator denir.

Tanim 2.4.5 4, H Hilbert uzayinda tamimh lineer, simetrik bir operatdr olsun.
VxeD, cH ign
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(Ax,x) >0

ise A operatdriine negatif olmayan operatér denir.

Tanim 2.4.6 4 negatif olmayan bir operator olsun.
(Ax,x)=0=>x=0

ise A operatdriine pozitif operator denir.

Tanim 2.4.7 4, H Hilbert uzaymnda tammb bir lineer operatér ve Vx(#0)eD,
icin
(4x,x) >0

ise 4 operat6riine pozitif belirli operatér denir.

Tanim 2.4.8 X ve Y Banach uzaylari ve f :X — Y bir fonksiyon olsun.
. ey - f—an),

e,

0

olacak sekilde bir 4:X — Y lineer smirh operatérii varsa f ye xe X noktasinda

tirevlenebilirdir denir. A operatSriine fnin x € X noktasinda Fréchet tirevi denir ve

[ (x) ile gosterilir.

Tanim 2.4.9 X Banach uzay, X~ onun dual uzayi ve 4:X — X bir operator
olsun. Eger Vx € X i¢in
A'(x) = Ax,
olacak sekilde bir _4:X — R' fonksiyoneli varsa _{ fonksiyoneline 4 operatoriiniin

potansiyeli denir.

Asa@ida; bundan sonraki boliimlerde ele alman baslangic-sinir deger problemleri
icin, lokal ¢dziimlerinin varhg altinda, ¢Oziimlerinin global yoklugunu ispat ederken
kullamlmis olan Levine Lemmasi ve Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasi ispatlan ile

birlikte verilmistir:
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H. A. Levine Lemmasi

¥(t) iki kez tiirevlenebilen ve ¢ > 0, a > 0 i¢in

w0 - (1+a) '] =0
esitsizligini gercekleyen pozitif bir fonksiyon olsun.
Eger ¥(0) >0 ve ¥'(0) > 0 ise, bu durumda &yle bir

‘< ¥(0)
L ()

zamam vardir ki ¢ — ¢, i¢in ¥(t) — +oo olur.

ispat. @(t) = ¥ (r) fonksiyonunu tammlayalm,
@(t) fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevi
D'(t)=—-a? " O'()
Q"(1) = aa + DF OV () —a? T (OP"(1)
= —a? 2 O[F"OP) -1+ (D] 2.1)
dir.
@(t) fonksiyonunun her noktadaki @'(¢) tiirevi, negatif oldugundan @(¢) azalan
bir fonksiyondur. @(¢) fonksiyonunun (0, @(0)) noktasindaki teget dogrusunun denklemi
D(t) — D(0) = @' (0)t
D(1) =¥ *(0)—a? 7 (0)¥'(0)t
olup buradan, bu tegetin ¢ eksenini kestigi nokta olarak

_ %)
 a?'(0)

0

elde edilir.
(2.1) den®”(t) negatif oldugundan@(r) fonksiyonu konkavdwr, yani @(r)
fonksiyonu her noktada tegetin altmda kalir.Teget dogrusu ¢ eksenini 7, noktasinda

keser. Bu nedenle @(r) fonksiyonunun grafigi de ¢ eksenini bir ¢, < ¢, noktasinda keser.

O halde ¢ — t; iken &(t) — 0 yakimnsar.BOylece
lim P(¢) =

>t

olur.
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Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasi

¥(¢t) ikikez tiirevlenebilen ve @ > 0, C,,C, 20, ¢ >0 i¢in
P OY @) -1+ a)P'0)] =20 0P -G[FO)] (2.2)
esitsizligini saglayan pozitif bir fonksiyon olsun.
Eger
P(0) > 0,7'(0) > —y,a ' ¥(0) ve C,+C, >0

ise, bu takdirde

y, =—C, +1/C12 +aC,, 7, ==C, —/C* +a C,

olmak tizere
>t <t = 1 ln;/l‘[/(O)+a$”’(O)
2,/C? +aC, 7¥(O)+a?'(0)
icin
(1) > +o
olur.

Ispat. &(¢) = ¥ (1) fonksiyonu tammlanarak

@(t) fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevi

(1) v PO -1+ [P O]
y114.0, (f) ’ @ (t) = 'P2+a (l)

D'(t)=-«a

olarak bulunur.

Bu ifadeler (2.2) esitsizliginde yerlerine yazilirsa ikinci basamaktan bir
D")+2C,D'()-aC, ()= f(1)<0 (2.3)

sabit katsayilh diferansiyel denklemi elde edilir. C, +C, >0 olmasi durumunda bu

denklemin ¢6ziimii
t
(1) = e + e + ()" [f@[e ™ = (2.9
0
olur.
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B ve B, sayilari
B+ B, = D(0)
/5’171 +ﬂ2}/2 = ¢,(O)
cebirsel denklem sisteminin ¢oziimleri olmak tizere; bu sistemin ¢6ziimiinden

B =~ ~7,) [a¥' ) + 7, (O] *(0) <0

B = =7)" [ (0) + 7, PO 77 (0) > 0
elde edilir.
Diger taraftan (2.4) esitliginden
0< (1) < Be™ + Be™
bulunur. ¢ ye gore
Be + B =0

cebirsel denkleminin

= B
L= ~7 In| ——
7 =72) { ﬁl}

gibi pozitif sonlu bir ¢dziimii vardir.
O halde ¢, <t, icin, = ¢, iken @(¢) — 0 yakinsar, yani

lim P (¢) =+

1>t

olur.

Eger >0, C,,C, =0 ise (2.3) denklemi
D"(1)<0

olur. iki kez integrasyonla

D) -D'(0)<0, D) —D0)—D'(0) <0

bulunur ve
0< D) < P(0)+ D'(0)t
esitsizliginden
&(0)
t2 o e—— 7
@'(0)
elde edilir.

Bir ¢, <t, saywsiigin t —> ¢, iken ¥ (¢) —>+c0 olur.
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BOLUM 3

LINEER OLMAYAN DALGA DENKLEMLERI

31 Pu,=— A(H)u+F(u(t)) Bicimindeki Lineer Olmayan Soyut

Dalga Denkleminin Global Céziimlerinin Olmamasi

H bir reel Hilbert uzay1 ve D H, H' nin bir lineer yogun altuzayi olsun. ( , ) ile
Hnin iggarpimi ve ||. | ile de A’ nin normu gosterilsin.
Asagidaki soyut Cauchy problemi ele alinsin:
Pu, = —A()u(t) + F(u(t)), t €0,7) (3.1)
u(0)=u,, u,(0)=v,

Tanmm 3.1.1 »:[0,7) —> H bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ i¢in u(z) ve HHD
normuna goére »” nun kuvvetli tiirevi olan u,(f), D’ ye ait ise ve u, varsa, D,’de

degerler altyor ve A’ nin normuna gore kuvvetli siirekliyse ve Pu, =- A(t)u + F (u(t))

denklemi klasik anlamda saglaniyorsa, o zaman u fonksiyonuna, bu denklemin bir

¢Oziimiidiir denir.

Teorem 3.1.2 u:[0,7) — H fonksiyonu (3.1) probleminin ¢dziimii olsun. P, 4 ve
F operatorleri sirastyla asagidaki kosullar: gerceklesin:

PI) P-D, - H DcD, cH altuzayinda tamml lineer, simetrik operator,

PI) VxeD, ,x#0 i¢cin (Px,x)>0.

Al) A(t) :D—>H lineer, simetrik operator,



All) VxeDigin (x, A(t)x)=20,
AlIl) v:[0,00)—>H kuvvetli siirekli tiirevlenebilirse ve eger V>0 igin v(r) ve

av(r)

e D ise o zaman, (v(t), A(@t)v(t)) siirekli tiirevlenebilirdir ve V¢>0 i¢in

O (v )=(d]dn)(v(t), AOV())—2(dv(t)/dt, A(t)v(£))<0.
FI) F: D — H siirekli tiirevlenebilsin, yani Fy Frechét tiirevi, H lizerinde simetrik,
smirli, lineer bir operatdr olsun ve x — F_doniisiimii, D* den L(H)’ye kuvvetli siirekli

olsun.
1
FID G (x)= I(F( px),x)dp fonksiyoneli, F nin potansiyeli olsun. ¢ :D —>R skaler
0

degerli ve (y Frechét tiirevi asagidaki sekilde davranan bir fonksiyonel olmak tzere;
Vx,yeD igin

Gxy=(F(x).y)

a )0 sabiti ve Vx €D igin

(x, F(x))= 2Qa+ DG (x) (3.2)
esitsizligini gergeklesin.
Bu kosullar altinda asagidaki ifadeler saglanir:
(A) Eger

Bo Ez{g(”o)‘%kuoafl(o)uo)'*‘ (vy> Pvy) ]} >0
ise
TSTﬁO =a” {[ﬂo(”o»Puo)""(uo’PVo)z]% +(”o>PVo)f1(u0>Puo)

olmak tizere u ¢oziimii sadece smirh [0,7) araliginda vardir ve

lim (u(0), Pu(©)) = o0

olur.
(B) Eger
Glug) = %[(uo,Am)uo) + (v, Pvy) ]
ve
(uy,Pvy) —150
(UOaP”o)
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ise
T<Qar)™"
olmak iizere u ¢dziimii sadece smuirli [0,7) araligmda vardir ve

tlinTm_ (u(®), Pu(t)) =

olur. Howard A. Levine[ 24].

3.2 Dinamik Simir Kosullu Kuazilineer Hiperbolik Denklemin

Global Coziimlerinin Yoklugu

Asagidaki ¢alismada, smir kosulunda dissipatif terim igeren ifade bulundugu i¢in,
kuazilineer hiperbolik denklemin ¢6ziimlerinin global yoklugu, Kalantarov-
Ladyzhenskaya Lemmasi kullanilarak ispatlanmistir.

QcR" de smirh ve yeterince diizgiin /€2 smrna sahip bir bolge ve G pozitif

lineer simetrik operatérii D < H, Hilbert uzaymm bir lineer yogun altuzayinda

tammlanmug olsun.

Bu takdirde
Gu,—adu +cu = bf (u), (x.1) €2%[0,T) (3.3)
u(x,0) =uy(x), u,(x,0)=u,(x) xe2 (3.4)
? + B(x)u,=0, (x.t)e 202 x[0,T) (3.5)
v

ile verilen baslangig-sinir deger problemi gozoéniine alinsin. P = G ve ¢ ye bagh olmayan
A lineer operatérii de 4 =—aA+cl alnirsa G, 4 ve f lizerindeki kosullar Teorem 3.1.2
ile ayni olur.

Burada; 7>0 keyfi bir reel sayi, a,b ve ¢ negatif olmayan sayilar, v dig normal
vektor, f(x) £ bdlgesinde tammh negatif olmayan diizgiin bir fonksiyondur.

Bu takdirde (3.3)-(3.5) baslangig-smir deger probleminin ¢dziimlerinin global
yoklugu hakkinda agagidaki teorem ispat edilebilir:
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Teorem 3.2.1 u, H iizerinde tanimh bir fonksiyon olmak iizere, (3.3)-(3.5)

probleminin klasik bir ¢6ziimii olsun.

uy(x), u,(x) yeterince diizgiin iki fonksiyon olmak iizere ;

i) (uy, Guy )+ a,B(x)”uO”Z >0
o1 2 2
i) ) [(ul ,Guy )+ aHVuO ” + c”uOH ]~bF(u0) <0,

i) 2y, Gt ) + @Bty ) > 720" [(uO,GuO) + aB(e) ug, (am].
kosullarim saglasmn.

Bu durumda

V1s =@+ 1) Fy(@+ 1) +a(a+2)
olmak iizere

t,<t,= [2J(a+ 1)’ + a(a+2) rx

7’1—[(“0 ,Gu,, )"' aﬂ(x)“uo “2(0”0)]—’_ 05'[2(110 G, ) + aﬂ(x)“uo ”Z(m) 1
72 l_(uo Gy J+ aﬁ(x)”“o i (22) J+ 05[2(“0 G, )+ aﬂ(x)“ Uy

om)
L,(202)

icin

1151{(% Gu) + a]ﬂ(x) H u(s) Z(m) ds}: 0

olur.
Ispat. ¥(r) iki kez tiirevlenebilen ve a> 0, C,,C,>0, >0 icin

Y)Y (1) -1+ Of 2-2C¥' OP O - C,[FOf (3.6)

esitsizligini saglayan pozitif bir fonksiyon olmak {izere

(1) =(u(), Gu(t)) +a [ B)| u(s) jz ooy A5 +aB() | 14 Hi oy 37

seklinde tammlansm. G operatoriiniin simetrik olmasi da kullamlarak ¥ fonksiyonunun

iki kez tiirevi almirsa

(1) =2(u, (1), Gu(t))+ af(x)| ”"Z ©2)
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(1) = 2u, (1), Gu(t)) + 20 [ B)($),14,(5)) 10y ds + AP}, 0y 3-8

ve
P(0)=2(u, (1), Gu, (1)) +2(u(1), Gu, (1)) + 2ap(x)(w(0),u, (1)), a0) 3.9)
elde edilir. (3.3) denklemi u ile skaler ¢arpilirsa
(u, Gu,)= a(u, Au) — c(u,u)+ b(u, f (1)) (3.10)

esitligi elde edilir. Green-Gauss teoremi ve sinir kosulu kullamlarak

2 dx

Jux. 1) du(x, 1y dx = ju(x,r)-a”éﬂdx— fIvu(x.0)
00 4 2

2

=— ﬂVu(x,r)[zdx— J‘ﬂ(x)u(x,t)ut(x,t)dx (3.11)

olur. (3.10) ifadesinde yerine yazilirsa

(u,Gu, )= —alVau||" = ap () u,,) oy — ] + b, £ (W) (3.12)
esitligi elde olunur. (3.12), (3.9) da yerine yazilr ve gerekli kisaltmalar yapilirsa

()= 2(u, (1), Gu, () — 24|Vl — 2eul” +2b(u, £(u) (3.13)
bulunur. ¥'"(r) yi alttan kisitlamak amaciyla (u, f(4))=2Qa+1)F(u) esitsizligi
kullanilarak

W) > 2u, (t), Gu, (0) = 2d|Vul” —2cju] +4bQa+D) Fu)  (3.14)
elde edilir. (3.3) denklemi u, ile skaler ¢arpihirsa

(u,,Gu,)=a(u,,Au)—c(u,,u)+b(u,, f (u)) (3.15)

ve esitligin sag tarafindaki ilk terime Green-Gauss teoremi uygulanirsa

Iut (x,0) Au(x,t)dx = Iut (x.,0) Ou(x,1) dx — fVu,Vu dx
0 902 av 2
=—_;_% [Vueof” de - [B el dx (316

olur ve buradan

dl1 1 1
E[E (u,,Gu,) + -2-a||Vu||2 + 5cn u” - bF(u)} =—ap(x)|u, ”i vy (B17)

elde edilir.
O halde (3.3) denklemi i¢in enerji integrali
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E() = %(ut,Gut) + %anwnz + —;—c”uuz ~bF(u) (3.18)
olarak tanimlanir. (3.17) esitligi enerji integrali cinsinden yazilip integre edilirse

d
Ez:E(t) = —aﬂ(x)””t“i(am

2
L,(292)

U ds (3.19)

E(t) = E(0)—a [ B()

bulunur. (3.14) esitsizligi enerji integrali tiiriinden yeniden diizenlenirse

P"(() 2 4Qa + 1)[— %(u,, Gu,) - %a lfwuz - —;—c“u“z + bF(u)}

+4(a + 1), Gu,) +daa |Vl +dcaful’

W(1) > —4Qa + DEW) + Ha + D, Gu,)+daa |Vl +4cd|u| (3.20)
seklini alir. Burada (3.19) esitligi de kullanilarak

2

L,(02)

ds

uS

P (6) 2— 42 +1) E(0) + 4a(2a + 1)]ﬁ(x)

+ 4 +1)(u,, Gu,) +daa Vi +4calul (3.21)

¥"(t) igin bir kisitlama elde edilmis olur.

t=0 anmdaki E(0) baslangi¢ enerji integrali teorem 3.2.1 in (ii) kosulundan
negatiftir. (3.21) esitsizliginden —4(2a +1)E(0) ve uygun pozitif terimler atilirsa, ¥"(¢)

fonksiyonu

')z 4a+ 1){(%, Gu,)+a ]ﬁ(x) U, iz(ag)ds} (3.22)

seklinde daha da kiigiik bir ifade ile kisitlanmig olur. ¥(¢) fonksiyonu pozitif oldugundan

() 2 4o+ 1){(%, Gu,)+a tjﬁ(x) u, i (ag)ds}lp ) (3.23)
esitsizligi yazilabilir ve
XO)="O¥ -0+ Of (3.24)

esitliginin bir alt sirmi elde etmek igin (3.7), (3.8) ve (3.23) ifadeleri yerlerine yazilirsa

20



| (ag)ds:|[(u, Gu)+a j ﬁ(x)”u(s)“L o @

X))z 4a+ 1){(1,, Gu,)+a jﬂ

+ap(x) uo||jz(am]—[¥f(r>]2 —4(1+ a)[(u,, Gu) +a [ BN u.u,) o0 IS

+%ﬂ(x)“ o iz(ag)] (3.23)

X(0) = Mo+ 1){(%, Gu,) + “ u, Z (m)ds} ]:(u, Gu) + a]ﬂ(x)1| u(s)“i oo 95 }

2
2 N
LZ(BQ)} (3.26)

P41+ a){(ut, Gu)+a ]ﬂ(x)(u, 1), @) ds+% B u,
u, i(ag)ds} {(u, Gu)+ a jﬁ(x)u u(s)”jz o) ds }

o]
L,(29)

X)) zHa+ 1){(1{1‘, Gu,)+a |

w41+ a){(u,, Gu)+a ]ﬂ(x)(u, u,); o) ds} ~(1+ a)[aﬁ(x)" U,
—4(1+ a){(ut, Gu)+a j B 1), aay ds} [a B(x)|ug ui (m)] (3.27)
X() = 4a+ 1){(%, Gu,)+a [Be)|u,; (m)ds} [(u, Gu)+ a [BO)|u(); 0, 9 }

_[(u,, Gu)+a j YW1, 1 0y ds} }—(1 +a)|aB(x)| “o\li(m)]z —w? (3.28)

—2(1+ a)‘:2(ut, Gu) +2a [ BOYUs1,) 1, oy ds +a Bt [Z (m)} [a Jif€3) uOHZ (m)]

esitsizligi elde edilir. (3.28) esitsizliginde {} icindeki ifade

:{[(u“ Gut)+at

,{(ut, Gu) + a]ﬁ(x)(u,us)Lz(aQ) dsii } (3.29)

[Q(m)ds}{(u Gu)+ a jﬂ(x)uu(s)u o }

ile gosterilir ve S* ifadesine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa
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2

Lz(aa)ds} {(“’ Gu)+ a [ B u(),, 50 9 }

uS

[(u,, Gu)+a [B)

- {(un Gu) + a]ﬂ(x)(“:”s My02) dsii 20

oldugundan S* >0 oldugu acik¢a goriiliir.

Buradan

X(t)>-2(1+ a)[Z(u,, Gu)+2a ]ﬂ(x)(u, U,) 1, 00 95 +a B(x)|u, ||jz(m)} x

[a ,B(x)“ Uo “iz (22) ]_(1 + a)[aﬂ(x)“ Uy ”iz(ag)]z -’ (3.30)

ve son olarak

X z-2(1+a) [ (u, Gu)+a J’ B u(s)”i e A5+ ap() |1, ”Zm }("(z‘)

~(+@) {(u, Gu)+a j )| u(s)”iz e A5 +ap()| u0||i (m)} ~w? (331

elde edilir. Lemmaya gore
P'O¥ (O -1+)P'Of 2-20+ )P’ OF O -+l Of

esitsizligi elde edilmis olur.

Burada C,=1+a , C,=2+qa olarak almrsa ¥(¢f) fonksiyonunun (3.6)

esitsizligini sagladig1 gosterilmis olur. Boylece K.L. Lemmasina gére teorem ispatlanmig

olup
t, <t,= [2\/(a+ D’ +a(a+2) rx
71._[(”0 ,Gu, )+ aﬂ(x)“uoui(m)]"' O{F[2(u0 ’G”1)+ aﬂ(x)””o”iz(m) ]
7 oty Gto Y Bt [, |+ 22t Gt )+ ap )| 3]
icin
hin{(u Gu)+a [B0x)|uts);, (m)ds}: o
olur.
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3.3 Dinamik Smmr Kosullu Kuazilineer Hiperbolik Denklemin

(Coziimlerinin Patlamasi

Asagidaki ¢alismada, yeterince diizgiin, parcah I~ smira sahip bir bolge tizerinde
tammh, ikinci mertebeden hiperbolik bir denklemle verilmis, baslangigc-smir deger
problemi ele alinmustir. Problem; simirmn bir pargasinda Dirichlet kosulu, diger pargasinda
ise dissipatif terim i¢eren dinamik sinir kosulu igermektedir. Céziimlerin global yoklugu

ve patlama zamam Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasi kullanilarak ispatlanmugtir.

LcR" de smirh ve yeterince diizgiin, parcali /'= [, W[, simirma sahip bir bdlge

olmak tizere G=1, a=b=1 ve ¢=0 alinirsa (3.3)-(3.5) problemi

u,—Au= f(u), (x,1)e 2x[0,T) (3.32)

u(x,0) =u,(x), u,(x,0)=u,(x), xe0 (3.33)

u(x,0)=0, (x,t)e I, x[0,T) (3.34)

-gh Blx)u, =0, (x,0)e I x[0,T) (3.35)
v

baslangi¢-sinir deger problemine indirgenmis olur.

Bu takdirde (3.32)-(3.35) probleminin global ¢6zlimlerinin olmamasi ve patlamasi
hakkimnda agagidaki teorem ispat edilebilir:

Teorem 3.3.1 u: 02 x [O,T) — H tammb bir fonksiyon olmak tizere (3.32)-(3.35)
probleminin klasik bir ¢6ziimii olsun.

P(x)=0 ve u,(x), u,(x) yeterince diizgtin iki fonksiyon olmak tizere ;
. 2 2
l) “uO ” + ﬂ(x)lluouLz(rl) >0,

o 1 2 1 2
ii) 5“ | +§”Vu0” - F(u,)<0,
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iii) 2utg 1)+ BN o] > 720 (o + ) o[, ]

kosullarim saglasm.

Bu durumda

7, = C, +,/Cf+ogc2 , y,=C, -,/cfmc2

olmak tizere

1 n P (0)+a?'(0)

Yo rac,  7FO)+a¥'(0)

<t
i¢in
t

il o, |-

olur.

Ispat. (1) fonksiyonu

(@) =[u®| + (BN, or ds+ B 2ol roomy

seklinde tammlansin. Sinir kogulundan

u(x, 1) 5, =0 ve dolaymsiyla u, )| n =0
oldugundan
2 ! 2 2
PO =u@| + [Bus),, ) 5+ BO|uoll, 1,
0

olur. ¥ fonksiyonunun iki kez tiirevi alinirsa

P'(6)=2(u,u,)+ ﬂ(x)“ ””;(m

= 20, ) + 2 [ B, (i ds + B o]

Ve

()= 2u,|” +2(u, u,) + 2B w,) 1)

elde edilir. (3.32) denklemi u ile skaler ¢arpilirsa

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)



(w,u,)= W, Au)+(u, f (u)) (3.40)

esitligi elde edilir. Green-Gauss teoremi ve smir kosulu kullanilarak

ju(x 0 du(x,yde = | u(x t)au(x 1) g _ﬂVu(x 0 dx

Tyul

il

- j B)uCx,Hu,(x,0)dx  (3.41)

olur. (3.40) ifadesinde yerine yazilirsa

(14, = @, f@) = Vil = B 1), 1, (3.42)
esitligi elde olunur. Elde edilen (3.42) ifadesi (3.39) esitliginde yerine yazilip gerekli

kisaltmalar yapilirsa

' (6)=2u,| - 2Vul +20u. fw) (3.43)
bulunur. ¥"(r) yi alttan kisitlamak amaciyla (u, f(4))22Qa+1)F(u) esitsizligi
kullanilarak

()= 2|’ ~2|Vul +4Qa+1) Fu) (3.44)

elde edilir. (3.32) denklemi u, ile skaler ¢arpilirsa

(u,u, )=, Auy+(u,, f(u)) (3.45)
ve esitligin sag tarafindaki ilk terime Green-Gauss teoremi uygulanirsa
fu, 0y Autxtyde = | u, (o) 220 a“(x D) el [Vu,vu dx
o Lyul; Q
1d
- “ 3.46
var) 349
olur ve buradan
dil 2 1 2 2
S 9l P |- B, 347
elde edilir.
O halde (3.32) denklemi i¢in enerji integrali
1 1
EW) =5, I” + —2—”Vu||2 ~ F(u) (3.48)

olarak tanimlanir. (3.47) ifadesi enerji integrali cinsinden yazilip integre edilirse

d
> E(t) = —,B(x)llur“;m)

25



(3.49)

L2(1"1)

bulunur. (3.44) esitsizligi enerji integrali tiiriinden yeniden diizenlenirse

() 2 40 + 1)[— %Hu,llz - %uwnz + F(u):|

+ 4@+ D|u| +da vy’
= ~4Qa +DE@® + 4+ D|u,| +4a Vi’ (3.50)

seklini alir.

Burada (3.49) esitligi de kullanilarak

ds

ShL, (1)

() >

+4a+D|u| +4a IIV“H2 (3.51)

¥"(t) icin bir kisitlama elde edilmis olur.

t=0 anindaki E(0) baslangi¢ enerji integrali teorem (3.3.1) in (ii) kosulundan
negatiftir. (3.51) esitsizliginden —4(2a +1)E(0) ve uygun pozitif terimler atilirsa ¥"(f)

fonksiyonu

s } (3.52)

seklinde daha da kii¢iik bir ifade ile kisitlanmis olur.

Y1) > 4+ 1){

¥(t) fonksiyonu pozitif oldugundan

(1) = 4o + 1)[ u, jz - )ds] —¥(1) (3.53)
esitsizligi yazilabilir.
XO=¥"Or0) -1+’ OF (3.54)

esitliginin bir alt smrm elde etmek i¢in (3.37), (3.38) ve (3.53) ifadeleri yerlerine

yazilirsa
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uS

t
d} [Il uf” + (B, ds + ﬂ(x)iluon;m)}
0

X ()= 4a+ 1)[“ u|’ + [B)

P -4a+ a)!:(ut, u)+ [BOY@wu,) o, ds + % B woll, )} (3.55)

uS

ZmdS} l:“ uf* + [BG)| u(s)H;(m ds }

X))z 4a+ 1)[” u|” + jﬂ(x)

4+ a)[(ut, )+ [BOYwu,),, ) ds+ % BO|u,, J (3.56)

2
Ly B }

iz(mds} H u + [BGo)uts)

uS

X(t) = Ma+ 1)[” u| + j B(x)

ol
L)

@ 4+ a){(ut, u)+ j BN u,), ds} —(1+ a)[ﬁ(x)u u,

2
Lz(m] (3.57)

—4<1+a>{(ut,u)+ [, 0, dS}[ﬁ(x)ll u,

Ve

uS

X(0)>Ha +1){|| w|’+ (B, (mdsmunz + [BEuGN, ds}
{(u,,u)Jr [BO@.u,) 1) ds} }—(l+a)[,3(x)u uoll;ﬂ)]z —y?

;zm)] (3.58)

~2(1+ a){Z(ut,u) +2[BE)@u,) ) ds + B uoll, 1 } [ B u,

esitsizlikleri elde edilir. (3.58) esitsizliginde {} icindeki ifade

S? = {[H ut“2 + jﬂ(x)” u, i(mds}[ll ullz + J‘ﬁ(x)” u(s) Z(m ds}
_[(u,, u) + j.ﬁ(x)(u,us)Lz(mds:I } (3.59)

ile gosterilir ve S* ifadesine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa S? >0 oldugu

acikca goriilebilir. Buradan
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2
L)

{ﬁ(x)ll N . ax o)|p )| ol o )]2 —y? (3.60)

X(@)z-21+ a){2(ut, u)+2 ]ﬁ(x)(u,us)Lz( 1y ds + B(x)| 4

ve son olarak

X0 2-2(1+a) Dlu(t)llz + [B@u@); -, ds+ BE| ol ):lﬁ’/'(t)

2

L) ds+,3(x)||u0HL(r)} —p? (3.61)

~(l+a) @u(t)n Iﬁ(x)Hu(s)

seklinde elde edilir.
Lemmaya gore

'O (O -1+)F' O 2-20+a) 7' OP ) -2+ )P )]

esitsizligi elde edilmis olur.

Burada C,=l+a , C,=2+a oldugu disinilerek C;,C, 20 sayilan
beliflenmis olur ki; bu da ¥(f) fonksiyonunun (3.6) esitsizligini gercekledigini
gostermektedir. Boylece K.L. Lemmasmin tiim kosullar1 saglandigindan teorem

ispatlanmstir.
Teoremin hipotezindeki ¢, patlama ani ise

1
t <t
2@ +1)? +a(a+2) g
Jud? + BeollL  JroPu) + Bl )

rollaol + Bl o [ a2t )+ Bl

2
= Q0
Ly (I}) ds}

icin

i ool

olur.
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3.4 n=1 i¢cin Denklemin Céziimlerinin Patlama Zamam ve

Kararlhilik Analizi

(3.32) —(3.35) problemine 6rnek olarak bir mekan boyutlu halde, 2 R de [0,1]

araligi olmak {izere

u, —u =u’ (t,x) € (0,7)x[0,1] (3.62)
u(0,x) = uy(x),  u,(0,x)=u,(x) xe[0,]] (3.63)
u(t,x)=0 1e(0,T), x=0 (3.64)
%+ﬂ(x)ut =0 te(0,7), x=1 (3.65)

baslangi¢ —smir deger problemi ele alinnmus olsun.

Burada

fay=u , Fu)= %u (3.66)

oldugundan a=% sayis1 ve her u € R' igin

J@).u22Qa+1) F(u)
esitsizligi saglanir.
Ayrica uy(x)=asinax, u(x)=ar, Px)=1 ve a=3x >2+27  olarak
secilecek olursa (3.62)-(3.65) baslangig-siir deger problemi i¢in u,(x), u,(x) baslangic

fonksiyonlari teorem 3.3.1 in hipotezindeki kosullar1 asagidaki sekilde saglar:

1 2
i) fagsinzﬂxdx:ﬂ—>0,
0 2

1
a’ sin® medx = —0.09387% < 0,

1 1
if) 1 ja%zdx +1 J‘aziz2 cos’ mdx —
2 2

0 0 0
1

NG

1 1
iii) 2 Iazﬂ sin 7mxdyx > —a_lyz.(faz sin® 7med) .
0 0

Bu durumda
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Vi2=~C,FCl+aC, , C;=a+1,C,=a+2.

3 14
=-ZF |- 3.67
V12 5 4 (3.67)

olmak tizere

1 1 1
ty <ty = [2\/(05+1)2 +a(a+2)} .ln{y1 jaz sin” /xdx + 2 |a* 7 sin mcdx]

0 0
1 1
+[}/2 jazsinzyzxdmza Iaznsinmcdx:l}zojwl (3.68)
0 0
icin
1 ¢ 1 5
. 2 _
}1‘:511{ ju dx + j'ﬂu(s)l dxds ji =
0 00
olur.

Bu c¢ahsmada (3.62)-(3.65) baslangic smir deger problemi sayisal yontemle
¢oziilerek patlama zamam bulunmustur. Lineer olmayan hiperbolik tipten denklemlerin
coziimiinde eksplisit sonlu fark yontemi kullamilir. Bu ¢alismada ¢oziimlerin patlama

zamanlarmm hesaplamak i¢in agagidaki gibi bir sonlu fark semasi gelistirilmistir.
3.4.1 Bir Eksplisit Sema

u,, ikinci zaman tiirevinin sonlu fark esdegeri

,wt=2ul (3.6
u’ = )
Y (At)2

x in ikinci basamaktan tiirevinin merkezi fark esdegeri

n n n

u’ =
i (4x)°

(3.70)

oldugundan bir mekan boyutlu halde (3.62) kuazilineer hiperbolik denklemin sonlu fark

benzeri

n+l

n n n n n
u; =2u; +u, U 2ul +ul,

(41’ (4x)*

= (")’ (3.71)
veya
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n+l
J

n-1 (At)z (un n n )

=2u" —u" " —2u" +u”
J J (Ax)2 JH J J (3.72)

+(40’ )y’ n=12,.. j=12.,N-1

u

olur.

(3.63) ve (3.64) deki sinir kosullarimn sonlu fark benzerleri,

u' =0 n=12,.., (3.73)
At
uy! =Z;(u]'\’,_, —u}’v)+u’,(, n=12,., (3.74)

ve (3.65) deki baslangi¢ kosullarmin sonlu fark benzerleri de,
j=012,..,N igin

u) =uy(x,)=3xsinx jix (3.75)
u,(x;) =3z’ (3.76)
U, =ul +u,(x;) A (3.77)

haline gelirler.

Bu semaya, bir adim ileri “Crude-Euler” yontemi denir. Herhangi bir adimda
bilinmeyen fonksiyonun degeri, bir adim 6nceki degerler yardmmyla, herhangi bir denklem

sistemi ¢6zmek zorunda kalinmadan hesaplanabildiginden, eksplisit bir semadr.

Bu sistemin sayisal kararlihgini Courant-Levi-Fredrichs 6l¢iitiine gore arastirmak
igin Askar [3] de yapildig1 gibi, u tizerindeki

gr = &ne'™

hatasi gdzoniine alinarak,

n+l
J

1 e . . —
u™" iizerindeki 5;71 ve u;’“

y tizerindeki ¢

hatalar1 hesaplanarak bu hatanin

gelisimi incelenir.

Boylece
— An—1 i A igx ; 1 Anp+l _igx;
u'™ + "™ up +&"e™, w4 g™ (3.78)

ifadeleri (3.72) de yerlerine yazilacak olursa
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R an o (AD? T e
gn+1 :28n_8n1+( )2 [equx*2+e IqAx]gn

£33 @ e +ol(ay ")) (3.79)
elde edilir.
Ap+l én—l
orammna g hata biiylime orani denir ve ——=— olur. Kompleks istel
& g

fonksiyon i¢in Euler formiillerinin kullanilmasiyla

}_: _ (At)z . 2qAx 2, ny\2 8
g+g 2 4(Ax)25m 5 +3(At) (u?) (3.80)

bulunur. g’ye gore ikinci dereceden olan (3.80) denkleminin pozitif olan iki k6kiinden biri

birden kiigiik digeri de mekan adimlarimn zaman adimlarma gore ¢ok kii¢lik kalmamasi
halinde Ar < (Ax)® igin Ax =10"" secilerek,
|| <1+ 040 (3.81)

olur ki sayisal sema Richtmyer ve Morton [38] ve Strikwerda [42] gore kararhdir.

Yukaridaki (3.72) acik sema 6rnek probleme, gesitli Ax =~1A7 mekan ve Af zaman

admlar1 uygulamlarak asagidaki tablo elde edildi.

N A t=.0001 A t=.001 At=.01
24 .00591331 .00592168 .059133
34 .00581755 .00592172 .059207
44 .00591925 .059192
55 .00592175
60 .00592041 .00592175 .059204
85 .00592109 .00592176
105
125 .00592145

TABLO-1

Tablo-1 den de anlagilacagi tizere patlama zamaninin 7= 0.0059 civarinda oldugu
goriilmektedir. T am i¢in elde edilmis olan bu sayisal deger (3.68) de verilen smra

uygundur.
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(3.62) denkleminin, sinir kosullarina uygun olarak segilen baslangi¢ fonksiyonlari
ile birlikte, ¢oziimlerinin patlama zamanmna ait grafikleri asagida verilmigtir.

GRAFIK-1

GRAFIK-2

N =60, At=.0001, sag taraf fonksiyonu u’ve baslangic fonksiyonlar: da
u,(x) =37 sin zx, u,(x) = ar alnarak hesaplamalar yapilmstir. 100 000. adima kadar

islemlere devam edilmis olup, 5000. adimdan itibaren her 500 adimda bir veriler alinarak
grafikler ¢izilmistir.
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BOLUM 4

LiINEER DIiSSIPATIF TERIM iCEREN
LINEER OLMAYAN EVOLUSYON DENKLEMLERI

4.1 Otonom Olmayan Soyut Evolusyon Denklemi

X bir Banach uzay1 ve X' onun dual uzay1 olsun. X Banach uzaymda (x',x)
ile x ve x’ nin dogal ikilisi gosterilsin. Eger x € X ve x'e X' ise (x',x), =x"(x) dir.

V bir Hilbert uzay1 ve P:V —V' tamimlanmis bir lineer operatdr olmak {izere
asagidaki kosullar: saglasin:

PI) Vv,weV igin {(Pv,w), =(Pw,Vv),,

PIHVvel igin (Pv,v), 20.

Bu biliimde,

Pu, +O()u, + A(t,u) = F(t,u), teJ =[0,) (4.1)
seklinde bir lineer disipatif terim igeren evolution denklemi ile ¢aligilmigtir.

(4.1) denklemindeki P lineer operatorii V den V' ye tanimh ve Q(f) lineer
disipatif operatrii de, Hilbert uzayma uygun bir ¥ uzaymdan Y’ dual uzayma tanimh,
simetrik ve negatif olmayan operatérler olsunlar. Q operatérii icin bunlara ilave olarak
QeC(J > B(Y,Y") olsun, yani her v,weYi¢in (Q(.)v, w),:J >R ye siirekli
demektir.

Son olarak; A4 ve F operatorleri de W, X Banach uzayive W', X’ onlarn dual
uzaylari olmak {izere

A:JIxW W', F:JxX >X'

olsun.



Ayrica, sabit bir ¢ i¢in, A ve F' operatorleri
A JIxW >R, F:JxX >R
seklinde tanimlanan _4 veJ fonksiyonellerinin u# ya gore Frechét tiirevleri olmak

iizere; A ve I potansiyelleri var olsun.

Verilen V, W, X ve Y uzaylarimn kapali, trivial olmayan bir G alt uzaymin var
oldugu farz edilsin. K da

K= {(D:J = GlpeC(J >W)YNCJ 5 X)NC'(J >V)NAC(J > Y)}
olsun.

(@) uek;

(b) Dagilim 6zdesligi: VieJ ve Ve K ic¢in,

t

Pu,(0).0 @y [, = [{(Pu, @), () ~(Q@, (D). 0 (1)),

—(A(2,u(2)),p (7)) +(F(7,u(2)),p (2 ) }d7,

(¢) Enerji korunumu:

t

Eu(t) - Eu(0) <= [{Q@w, (2), u, (2))y = A, (r,u(2) + T (r.u(r)}dz

0

ise u ya (4.1) in bir kuvvetli ¢6ziimiidiir, denir.

Burada Fu(t), u nun toplam enerjisi olmak tizere

Eu(t)= —12— (Pu,(t), u, )y, + At,u@®)-Ftu@®), tel (4.2)

dir.
Teorem 4.1.1 g bir sabit ve g >2 olsun.
V(t,u) eJ xG i¢in _A(t,u) <F(t,u) iken
(At,u), wyy —(F (), u)y <qiA@u)-F (tu) (4.3)
ve
A (t,u) - F,(t,u)<0 (4.4)

kosullar1 saglansin.

Bu takdirde (4.1) denkleminin J {izerinde E u(0) <0 olacak sekilde bir # ¢oziimii
yoktur. Howard A. Levine [28] , Patrizia Pucci [37].
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4.2 Lineer Dissipatif Terim Iceren Evolusyon Denkleminin

Global Co6ziimlerinin Olmamasi

Bu caligmada tiglincii boliimden farkli olmak {izere; lineer dissipatif terim igeren,
lineer olmayan bir evolusyon denklemi ele alinmistir. Yukarida ele alinan (4.1) soyut

evolusyon denklemi teJ = [0,00) araliginda incelenmis olup, bu aralik {izerinde
Eu(0) <0 olacak sekilde bir u ¢ozliimiiniin olmadig1 ispatlanmigtir [28]. Asagida ise
sonlu bir ¢ e [O, T ) araliginda ele almmig olan (4.5) evolusyon denkleminin baslangic-
smir kosullar: ve Eu(0) < 0 negatif baslangi¢ enerji integrali ile birlikte, ¢dziimlerinin

global yoklugu H.A. Levine Lemmast ile incelenecektir.

QcR" de smirh ve yeterince diizgiin I~ sinirina sahip bir bélge olmak {izere,

P=I, O=al ve lineer olmayan 4 ve F operatorleri de ¢ den bagimsiz olarak

A(u) :a’iv(}Du‘p‘2 Du) ve F(t,u) = F(u) seklinde alinacak olursa (4.1) denklemi

u, +au, —di|Du”” Du)=Fuy,  xe @, 1<f0,7) (4.5)
u(x,0) = uy(x), u,(x,0) =u,(x), x e (4.6)
u(x,N=0, xerl, tel0,T) (4.7)

baslangic-siir deger problemine indirgenmis olur.

Burada a>0 ve p>2 olmak lizere (4.1) soyut evolusyon denklemine uygun
olan uzaylar V =Y = X = L,(2) ve W =W,7 () olarak secilecek olursa V, W, X ve

Y uzaylarmin trivial olmayan G alt uzayi G = L,(£) "W,"* (L) seklinde belirlenir. K

da
K= {¢;[0,T) — G lpeC(J W, " (2)NC(J - L,(2)NC'(J —>L2(Q))}
olsun.
W7 (), W' (£2) uzaymn kapah lineer bir alt uzay olmak iizere bu uzaydaki
I
Hu“WOl,p (2, OTIU ”“HWOI-P = thuH’L]p @ y” ile tanimlanmustir.
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Ayrica asagida, Teorem 4.2.1 in ispat1 sirasindaki islemlerde L,(£2) uzayindaki

iggarpim (U, v}y yy = (U, V) (o) 1€ gOsterilmigtir.

Bu takdirde (4.5)-(4.7) baslangig-sinir deger probleminin global ¢oziimlerinin

olmamasi hakkmda asagidaki teorem ispat edilebilir:

Teorem 3.3.1 u (4.5)-(4.7) probleminin kuvvetli bir ¢dztimii olsun, yani
(a) ueKk;
(b)Vrel0,T) ve VpeK igin,

(u,(5),0(s ))LZ(Q) ‘; = J.{(u, ($)0, (s ))Lz(g) —(au,(s),p (s ))LZ(Q)

HAU($). @ ()1 +(FU(). P3N 0 JS

f

(©) Eu(t)—-Eu(0)=-a

u, (s)Hi2 ) Q)ds
0

olsun.

Eger
1) (Uo )2y >0,

”) d j(uo)> I:“ulHLZ(Q) ”Du()”L (Q):I

iii) f, 52{3 (%)‘%[““1”;(0) HDuOHL (Q):|} >0,

iv) 2<p<da+2.

ise

0<T<a” O‘IJ Huo .

2
_a(uo,ul)sz +a’p, i —a(uo,ul)hﬂ
. )

olmak iizere u ¢oziimii sadece siurli [0,7) araligmnda vardir ve

il

t
2
Ly T aM u(s) LZ(Q)dS}: +00
0

olur.
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Ispat. 4,7 0, 3,7 sabitleri pozitif sayilar olmak lizere (4.5) in u(¢) ¢Oziimiine

uygun ¥(r) fonksiyonu, ¢ € [0,7, / a) igin

() = [u )], g+ a [ | uCs)

1y A+ (T, —at)| s

2 o FBU+T) (4.8)

seklinde se¢ilmis olsun. ¥ fonksiyonunun tiirevi alinarak

P'()=2(uu,) o+ a” u

2 2
LZ(Q)—a“uO L@ +26(t+7)

t

= 2(t,,4), ) + 20 [(W(),4,(5)) ) ds +2B(t +7) (4.9)

0

elde edilir. (b) kosulu yardimiyla ¢ = € K alinarak

O~ 1209,

(u,, u)LZ(.Q)‘; = ]{

0
+div(| Dol Du), ), + (F (). u(5)) 0 fds (4.10)
esitligi bulunur. Elde edilen (4.10), (4.9) esitliginde yerine yazilip tlirevi aliirsa
()= 2]}, g + 200 FW)) 1y — 2] Dul; o, +28 (4.11)

olur. (4.8), (4.9) ve (4.11) esitlikleri (¥ "(1)-(1+a)[P'®) ifadesinde yerine

yazilip gerekli diizenlemeler yapilacak olursa

PP (l+a)p"” = Uu(t)n; an +a [ u@, o ds+(T, —an|ug; , +BG+ 1)2}

[(2“14,”22(9) + 2ﬂ)+ (2(u>F(u))L2(Q) “2”D u“ip(a))]

—4(1+ a)[(ut , u)LZ(Q) +a ]‘(u(s),us (s))LZ(Q) ds+p(t + 1)} (4.12)

: o+ 26

r . 7
PPty Mu PRI LY. C0N o,
0

+ 2':“””5/2(9) ta f“ u)’;(g) ds +(T0 - at)” uOHiZ(.Q) + ,B(t + T)z} (u’ F(u)) Ly “D u”fp(!))]

t

-4(1+ ) [(u, W)t a .f(u,us)Lz(Q) ds +0(t + r)} (4.13)

0
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ve

t

J

0

uS

P (L + o)’ 2 41+ a){[nuujz + a]” ul, ds+ B+ 1)2} [Nutili +aflu; ds+ ﬁ]
— {(ut,u)Lz + atj(u,us )., ds +B(t + r)} } + 25”{(u,F(u))L2 —|| Dy} -

~Qa+ 1)[||u,\|'; + ,B]— 2a(a +1) j

;ds} (4.14)

uS

esitsizlikleri elde edilir. (4. 14) esitsizliginde {} icindeki ifade

s < 1 <

us
]

2 ds+,8(t+7)2:|[nu,“i +a] Z ds+ﬂjl

- {(ut,u)Lz + a](u, u,), ds+p(t+ z'):i } (4.15)

ile gosterilir ve S? ifadesine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa S* >0 oldugu

acikga goriilebilir. Buradan

e —(1+ a)?"z > 2y {(u; F(”))L2 . Il Du”ip

uS

-Qa+ l)[“ut”; + ﬂ}— 2a(a +1) j

2
[st} (4.16)

seklinde belirlenmis olur. (4.16) esitsizliginde {} icindeki ifade

H{) = (u, F@),, —|| Dul; -Qa+1) [HutHZ + ﬂ]— 2a(a +1) fJu,], ds (4.17)
0
ile gosterilsin.
¥ (t) pozitif bir fonksiyon oldugundan
YOF"O) -1+’ OF 2 2¢(OH (@) (4.18)

esitsizliginin pozitif oldugunu gdstermek i¢in H(¢) > 0 gdstermek yeterlidir.
(4.5) denklemine ait Eu(f)enerji integralini tamimlamak i¢in denklem u, ile
skaler carpilirsa
(,4,),, —(div(Du"” Du), )00 + s ) , = (PG, u,),,

olur ve buradan
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Ll Lo, = |-, (419

elde edilir.
O halde (4.5) denklemi i¢in enerji integrali

Eur) = %”u, I, + —;;“Du“fp — F(w) (4.20)

olarak tamimlanir. (4.19) esitligi enerji integrali cinsinden yazilip integre edilirse

2
La(s)

%Eu(t) = —al[utn

Eu(t) — Eu(0) = —a}

0

2
Ly(42)

u

S

ds (4.21)

bulunur.
H(t) yi alttan kisitlamak amaciyla (4.17) esitliginde (u, F(u))22Q2a+1) 7 (u)
ifadesi kullanilarak

H() 2 2Qa+DI@) - | Duf] - Qa+1) [l[u,[[jz + ,3]— 2a(a +1) j w, [, ds

elde edilir. Elde edilen esitsizlik enerji integrali tiiriinden yeniden diizenlenirse

4o +2

H(t)22Q2a+ 1){- %”ut I - l“Du[lj + 37(14)} +(
2 P D
~Qa +l),[)’—2a(a+l)tj

0

~Djouf;,

u,|; ds (4.22)

ve

H(t) > ~2(20 + D) Eu(r) + (22

~D|Dul; - Qa+DS—2a(a+1) ]\|us [} ds (423

bulunur. Teorem 4.2.1 in (iv) kosulu ve (4.21) esitligi geregince
H) 2 -2Qa+1)Eu(0)-2a+1)p (4.24)

ve

H({)=2Qa+ 1){51 (uy)— é—l:”ulﬂi + %[[Duo [{jp } ~ —f—} (4.25)

)

elde edilir. Teorem 4.2.1 in (fii) kosulundan

B=p,= 2{3(1{0) —%[”ului +;2)-“Duo
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olarak segilirse H(t) >0 oldugu gosterilmis olur.
Boylece [0,7, /a] arahginda
=) =—avpw - +ayp]<0 (4.26)
olur. Ayrica, eger 7 , T, ve a sabitleri de
P'(0) = 2(uy, ) +2B,7>0, (F)0)<0 ve ¥(0)/a?'(0)<T,/a

olacak sekilde segilirse, ¥ fonksiyonu [0,7,/a) arahginda T <¥(0)/a¥?'(0)

noktasinda bir sifira sahip olur. Dolaysiyla ¢ — 7~ iken ¥(¢) — o olur.

¥ (0) < (7, /a ) ¥'(0) oldugundan

2 ) T, a 2
o, + Bor” < 2—a—{a[(u0,ul)Lz + ﬁor]-511u011 LZ} (4.27)

elde edilir.
Burada; 7 biiyiikliigi, {..) igindeki ifadeyi pozitif kilacak sekilde, yeterince

biiyiik se¢ilecek olursa

“”0"2 + B’

a
2 aliug ), + Al 2l

T,

olur. 7, i¢in bir en uygun se¢im, 7 yu minimize ederek

2
g ﬂ(g;[uoui —a(uo,ul)sz o ﬂon,,,o“jl +(§”u0”2~a(uo,ul)LZJ}

seklinde belirlenmis olur.

1/2

Boylece T ani i¢in

AR j}

2
0<T Sa"zﬁo-l J((%[luo Hi —a(uo,ul )Lz ) + azﬂ()“uo
\L\“ : J
olmak iizere, u ¢6ziimii sadece sinirlt [O,T ) araliginda vardir ve

. 2
tlil’;l{“ u iy Q)ds}: +00

t
2
(@) +a6[“ u(s)

olur.
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4.3 Lineer Olmayan Evolusyon Denkleminin Global C6ziimleri-

nin Olmamasi

Bu bdliimde ise, sonlu bir ¢ € [O,T ) araligmda ele alinan, lineer dissipatif terim

iceren ve ¢ zamanma bagli olmayan dordiinci mertebeden hiperbolik denklemin
baslangi¢-smir kosullar1 ile birlikte global ¢dziimlerinin olmamasi ve ¢oziimiin
patlamast konkavlik metodu kullanilarak incelenmis olup, bir boyutlu halde sayisal

yontemle patlama zamani bulunmustur.

Qc R" de siirh ve yeterince diizgiin /™ sinirma sahip bir bolge olmak tizere

U, +au, +2bAu+ AV Au)~bD 0, ((Au)*0,u) =F (u),
i=1

(x.5)e 2 x[0,T) (4.28)

u(x,0) = uy(x), u,(x,0) =u,(x), xe (4.29)

u(x,t)=0, —ZZ =0, (x,0)e I" x[0,T) (4.30)
n

baglangic-smir deger problemi ele alinsin.
Burada 7 >0 keyfi bir sayi, a ve b negatif olmayan sayilar, n disnormal ve

o, =2 dir.
ox,

L,(£2) uvzayr (u,v) = Iu(x)v(x)dx icearpimui ile bir Hilbert uzayidir.
Q
uex [0,T)—> H = L,(£2) tammlanmis bir fonksiyon olsun. L, (£2) uzaymda

tanimh olan A(u) =2bAu + bA(]Vu\zAu) - bz 0.((Au)’8.u) operatdriiniin u ve u, ile

=]

iccarpimlari sirasiyla
(A(w), u),, 0, =2b|{Auﬂjz o + 26V (4)7) g, (4.31)

2

d d 2 2
(A(w), u,),, 0, :bEHAuHLZ (m+b5((Vu) (4u)?) ;. o (4.32)
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olur.
Bu takdirde (4.28)-(4.30) baslangig-sinir deger probleminin global ¢Oziimlerinin

olmamasi hakkinda asagidaki teorem ispat edilebilir:

Teorem 3.3.1 u (4.28)-(4.30) probleminin lokal klasik bir ¢oziimii olsun.
u,(x) ve u,(x) baslangic fonksiyonlar1

i) (Yot > 0,

) dy: > 2l + 280 + (T 1Y) o)

iii) B, 52{5’ (uo)— % [“”1 HZ(Q) + 2b("4‘”0”2(m +((Vup)’ ’(AuO)z)bz(g) )]} 70

kosullarini saglasm.

Bu durumda

5 12
0<T<a ' By K%nuo“i —alu,,u, )L,j +a2ﬁ0”uoui} +(§Huol]i2 —a(uo,ul)Lz)
icin
gr;l{n o+ ]l u<s>n;mds}= -
0
olur.

ispat. a,T,, B, t sabitleri pozitif sayilar olmak iizere (4.28) in u(f) ¢Oziimiine

uygun #(t) fonksiyonu, f € [(), T, 0] icin

() = Hu(t)“i ot N u(s)”i o ds +a(Ty =) ug Hi o FBU+T) (4.33)

seklinde secilmis olsun. ¥ fonksiyonunun iki kez tiirevi almarak

Ny \ e PN P )
V() =20,u,) 1,0 T A U 1,0 ~ 9 ”oﬂLzm) +28( +1)

=2(u,,U) 1,0 T 24 J.(u(s),us(s))Lz(m ds +2p(t+71) (4.34)

W) =2(u, 1), + 2w, +2aGu,),, +28

= 2|, +20u, +au,u),, +28 (4.35)
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elde edilir. (4.31) esitligi de kullanilarak (4.28) denklemi u ile skaler ¢arpilirsa

(u, +au,,u), = (F(u),u), - 2b||AuHi —2b((Vu)?, (4u)*),, (4.36)
esitligi elde edilir. Elde edilen esitlik (4.35) ifadesinde yerine yazilirsa

¥ (1)=2u, sz +2(u, F(w)),, — 4b”Au“Z —4b((Vu)®, (4u)*),, +2p (4.37)

olur. (4.33), (4.34) ve (4.37) esitlikleri Y (O)¥"()-(1+a)[Z' ()] ifadesinde yerine

yazilip gerekli diizenlemeler yapilacak olursa;
P -+ o) = {”u(z)”; vaflus); ds+a(@-n|u, +pa+ r)z}
0

[(2||u,|yjz + 2ﬁ)+ (2(u,F(u))L2 - 4bHAu“; —4b((Vu)?, (4u)?) )]

—-4(1+ a){(ut U), ta ](u(s), u (s)),, ds +p(t + T)} (4.38)

P —(l+a)P'? > “u“; +a I ” u”z2 ds+ B(t + 2')2:| [2||”t“; + 2,3]

+ 2?’[(11, F(u)),, - 2b||Au“; —2b((Vu)’, (4u)*),, ]

__4(1+a){(ut,u)bl+a](u,us)bl ds +,[)’(t+r)} (4.39)
ve
PP —(+a)P'? 241+ a’){{"u“i + a]” u”i2 ds+ p(t+ 1)2} Hut i + a] U, i ds + ﬂ}

_ {(u,,u)Lz + a](u,us)Lz ds +(t + r)j| } + 2?’{(u,F(u))LZ - 2b||AuHi

—2b((Vu)?, (Au)*), ~ Qa + 1)[||u, |ij + ,B]— 2a(a +1) | u, Z ds} (4.40)

esitsizlikleri elde edilir. Son esitsizlikteki {.} igindeki ifade

5= v o |, of

0

U, i ds+ﬁ}
- {(ut,u)L2 + a](u, u,), ds+p(t + 1)} }

YO VRS Er . LnE i '» ,
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ile gosterilir ve S? ifadesine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa S>>0 oldugu
acikca goriilebilir.

Buradan

Y+ a2 27w F(u), - ZbHAu“iz =2b((Vu)*, (duw)*),,

~Qa+ 1)[|[u, I, + ,3]— 2a(a +1) j ;. ds} (4.41)

seklinde belirlenmis olur. (4.41) esitsizliginde {} icindeki ifade

H(t) = (u, F(u)),, — 2b||Au||Z —2b((Vu)’, (Au)*),,

ey ;. + sl 2a(a+1) e, 17 s (4.42)
0
ile gosterilsin.
¥ (t) pozitif bir fonksiyon oldugundan
FOP"(O) -1+ Of 22¢OH©) (4.43)

esitsizliginin pozitif oldugunu gostermek igin H(7) > 0 gostermek yeterlidir.
(4.28) denklemine ait Eu(t)enerji integralini tammlamak i¢in denklem u, ile
skaler ¢arpilirsa
Wyou,), —(A@), u,)y, +alu,,u,),, = FW), u,),

olur ve buradan (4.32) esitligi de kullanilarak

i[l“ut sz + bnAuHZ +b((V)? . (Au)?), ~ j(u)} =—alu, UZ (4.44)

dt| 2
elde edilir.
O halde (4.5) denklemi igin enerji integrali
1
Eu(l) = EHut “Z + b“Au“Z +b((Vu)?,(Au)*),, — T () (4.45)
olarak tanimlanir.

(4.44) esitligi enerji integrali cinsinden yazilip integre edilirse

d 2
—‘};Eu(t) = —aHut“ L@

Eu(t) — Eu(0) = —a ]]

0

ds (4.46)

uS

2
L (£2)
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bulunur.
H(?) i alttan kisitlamak amaciyla, (4.42) esitliginde (u, F (1)) 22Qa+1) F (u)

ifadesi kullamlarak

H() 2 2Qa +1)F(u) - 2b||Au||; = 2b((Vu)*, (du)*),,

t
~Qa+1) [”ut‘ll + ﬂ]— 2a(a +1) [|u,[; ds
0
elde edilir. Elde edilen esitsizlik enerji integrali tiiriinden yeniden diizenlenirse

H()>2Qa +1)[— %Hut |5, =Bl —B(Vu)* (4w, + ﬂ(u)] + 4o bl auf,

uS

+4ab((Vu)? ,(Au)?),, — Qa+1)f—2a(a + 1)]

2
, ds (4.47)

Ve

H(t) > -2Qa +DEu(t) + 4abnAunjz +4ab(Vu)®,(4u)*),,

—Qa+1)B-2a(a+ 1)] u, |, ds (4.48)
bulunur. (4.46) esitliginden
H(t) 2 -2Q2a + D Eu(0) - Ca +1)3 (4.49)
ve
H(t)22Qa+ 1){3(%) —%m%“; + ZbQ]AuOHZ +((Vuo)® . (4uy)*),, )]— g} (4.50)

elde edilir. Teorem 4.3.1 in (i7) ve (iii) kogsulundan
B=p, = 2{3(1,40) —-;-[uulni + 2b(HAu0 HZ +((Vuy)? . (4uy)?),, )]} (4.51)

olarak segilirse H(#) >0 oldugu goésterilmis olur.

Boylece [0,7; ] araliginda

s L

o] =—a¥2lpe-a+ayr]<o (4.52)
olur.

Ayrica, eger ¢ ve T, sabitleri de

P'(0) = 2(uy, u)) +2P,7 >0, (F*)(0)<0 ve ¥(0)/a?’'(0)<T,
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olacak sekilde segilirse ¥ fonksiyonu, [O,To) arahgmda T <¥(0)/a¥?'(0)

noktasinda bir sifira sahip olur. Dolayistyla t — T~ iken ¥ () — o olur.

Boylece ¥ (0) <a¥'(0)T, oldugundan

o[}, + or® < 2To{a[(uo,u1) L+ ﬂor]—glluoﬂl} (4.53)

elde edilir.

Burada; ¢ biiyikligi, {} icindeki ifade pozitif olacak sekilde, yeterince biiyiik
secilirse

2 n 2
To _ l ”uO”LZ ﬂOT (454)

2 iy + -l

olur.

T, i¢in bir en uygun se¢im, 7 yu minimize ederek

03 (N P

12

& (g“”’o “Z - afuy,u,),, j}

seklinde belirlenmis olur.

Boylece T ani i¢in

2
0<T Sa’lﬁol{l:(gnuo“; _a(uO’ul)Lz) +0!2,30H“o

ar+@wm—d%%g}

kisitlamasi elde edilmis olup

t
i 1, [ 6
0

T~

olur.
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4.4 n=I Iicin Denklemin Céziimlerinin Patlama Zamam ve

Kararhhik Analizi

n=1I ahndidinda (4.28) denklemi dalga ve selin etkisinde bulunan bir dayanagm
veya destegin davramgini temsil eden bir model olusturmaktadir. Bu denklemin
periyodik ¢6ziimleri Sung Ming-Guang {31] tarafindan incelenmis olup, burada ise 4.3
teki baslangig-siir deger probleminin, # =1 i¢in teorem 4.3.1 in kosullarinin saglandig:

gOsterilmis ve sayisal bir yontemle patlama zamam bulunmus ve grafigi verilmistir.

(4.28) —(4.30) problemine 6rnek olarak, bir mekan boyutlu halde, 2c R de

[0, 7] araligi ve a,b =1olmak iizere

U, +au, +2u . +Wiu,), —wiu,), =100, (1,x)e [O,T)X[O,ﬁ] (4.55)

u(0,x) = uy(x), u,(0,x) =u,(x), xel0,7] (4.56)
u(t,x) =0, i”-‘lx“:o, 1el0,7),x=0, x=7(4.57)
baglangi¢—smir deger problemi ele alinmis olsun.
Burada
Fu)=100u" , J(u) :1—29114 4.58)

oldugundan a=—;- sayis1 ve her u € R' i¢in

F@u).u>2Qa+1)I(u)

esitsizligi saglanir.

Ayrica  wuy(x)=sin’x, u,(x)=0.1 olarak secilecek olursa (4.55)-(4.57)
baslangig-smir deger problemi i¢in u,(x), u,(x) baslangi¢ fonksiyonlari teorem 4.3.1

in hipotezindeki kosullar1 asagidaki sekilde saglar:

i) jo.lsinzxdx=9:17z >0,
; 2
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ii) 257]3(u0)dx > %iﬂullzafx+ ,]‘[u()xx\zdx+ ﬂqulz!qux'zdx ,
0 0 0 0
iii) 2{57(%) —%lullz - ”ﬂum[zdx ~ ]u%[z[umfdx} =8.66187 > 0.
0 0

Burada, 7 biiyiikligl igin a[(uo,ul) L+ ﬁor]——g—”uo nz ifadesini pozitif yapan
deger olarak 7 >0.037 says1 se¢ilecek olursa
2
o], +Bo7*

- =3.6696 (4.59)
a[(uo,ul)Lz + ﬂof]— s 4o HZ

1
T05

degeri elde edilir. 7, i¢in en uygun se¢im, 7 yu minimize ederek
12

i —qﬂu

L 2 0

Boylece T zamant igin 0 <T < 2.45346 olmak tizere

tlg}l{]u‘z dx + ]Tﬂu(s)l%xds}: +00

0

2
«'p! Kguuoug ~alugan), | el : —aluu), |

seklinde hesaplanir.

olur.

Son olarak (4.55)-(4.57) probleminin ¢6ziimii i¢in, sayisal yontemlerden biri
olan eksplisit sonlu farklar yontemi kullanilarak patlama zamam bulunmus ve
¢oziimlerin patlama zamanlarmi hesaplamak i¢in, agagidaki gibi bir sonlu fark semasi

geligtirilmistir.
4.4.1 Bir Eksplisit Sema

u(x,t) fonksiyonunun zamana gére tiirevlerinin sonlu fark esdegerleri

—1 1 -1
. B U . Uy —2uituj
U, =—r—>— u, =

v At ”’ (A1)*

ve x in sirasiyla dordiincii basamaktan tiirevlerine kadar sonlu fark esdegerleri

n n n n n
" U U o Mg —2U; YU
= -

Uu._ ..
v Ax = (4x)°
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n n
Ui —3u +1
un = J J , u

. (4’

n n n n n n n
+3uj—uj_l ) _uj+2—4ujﬂ+6uj—4uj_l+uj_2

X (Ax)“

oldugundan bir boyutlu halde (4.55) haline gelen lineer olmayan hiperbolik denklemin

sonlu fark benzeri

n n-1 n n n n n
=2 (A up—u; U, —4u’, +6uj4—4uj_1 +u;, y

/ s At (4x)

n n 2 n n n n n n 2

Ui, —u; Uiy —2u; ul, [ ug, —2u) +ul
24| —| |- 5 5 +
Ax (4x) (4x)
uin—u; u,—3ul, +3u; —ul, s
4 e X e +100(u7) (4.60)

olur.

(4.57) deki smir kosullarinin sonlu fark benzerleri,
u™ =0, uM=0
u=ult, W =ult n=12,., (4.61)
ve (4.56) deki baslangi¢ kosullarinin sonlu fark benzerleri de,
Ul =u,(x,)=sin’ jAx, u(x,)=0.1 (4.62)
u; = uf +uy(x,) A = uf +0.1xA4  j=012,...,.N (4.63)

haline gelirler.

Bu semaya bir adim ileri “Crude-Euler” yontemi denir. Herhangi bir adimda
bilinmeyen fonksiyonun degeri, bir adim 6nceki degerler yardimiyla, herhangi bir
denklem sistemi ¢6zmek zorunda kalinmadan hesaplanabildiginden, eksplisit bir
semadir.

Bu sistemin sayisal kararliligmi Courant-Levi-Fredrichs 6lciitiine gore
aragtirmak i¢in Askar [3] de yapildig: gibi, u7 iizerindeki

~p igx;

no__
8j—8€

hatas1 gbzoniine almarak,
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1 .. . . _
" iizerindeki &} Y've u

; ™ izerindeki &™!

; 7" hatalar1 hesaplanarak bu hatanmn
gelisimi incelenir. Boylece
uf”l +&" e, u; +&"e", u;” + &M (4.64)

ifadeleri (4.60) de yerlerine yazilacak olursa

e =(At-1)éE"" +|2-24t¢ 1__4 —(cos2gAx — 4cosg A +3)2 +u?)
2 (&)
5 At ? . .
— ) (cos2qAx +isin 2qAx — 4 cosqAx — 2isin gAx +3)u u )+
A —sin’ g4 Gu +duu,)— ﬂ(coqux +isin gAx —1)
(4x) 2 Ax
X Ut + 20,0, ) ~150467)? ) |87+ O((40* (27)) (4.65)
elde edilir.
énﬂ é‘,n—l
oranina g hata biiylime orani denir ve ——=— olur. Kompleks iistel

€ g

fonksiyon i¢in Euler formiillerinin kullanilmasiyla

1 1 A )
g=(Aa-1D)—+ 2—2Al‘(—— (cos2gAx —4cosqAx+3)(2+u.)
g 2 (ax)’
-2 (jxtf (cos2gAx +isin 2gAx — 4cosqAx — 2isin gAx +3)(u u )+
4 —sin’ q4x Gul +4uu ) —ét—(coqux +isin gAx —1)
(40) 2 A
X (gt + 2000, )~ 150A(u™)? ) | (4.66)

bulunur. g’ye gére ikinci dereceden olan (4.66) denkleminin pozitif olan iki kotkiinden

biri birden kiigiik, digeri de mekan adimlarmin zaman adimlarina gére ¢ok kiigiik
kalmamasi halinde A < (Ax)* i¢in Ax =107" segilirse
|g| <1+ O(4r) (4.67)

olur ki sayisal sema Richtmyer ve Morton [38] ve Strikwerda [42] g6re kararhdir.
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(4.55) denkleminin, smur kosullarma uygun olarak segilen baslangig
fonksiyonlar1 ile birlikte, ¢oziimlerinin patlama zamanina ait  grafikleri asagida

verilmistir.

GRAFIK-1

GRAFIK-2

N =40, At =.000001, sag taraf fonksiyonu u® ve baslangig fonksiyonlar: da
uy(x) = sin’ x, u,(x) = 0.1 almarak hesaplamalar yapilmigtir. 60 000. adima kadar

islemlere devam edilmis olup her 300 adimda bir veriler alinarak grafikler ¢izilmistir.
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BOLUM 5

DISSIPATIF TERIM iCEREN LINEER OLMAYAN
SOYUT DALGA DENKLEMLERI

5.1 Soyut Dalga Denklemi

H bir reel Hilbert uzay: ve D, H nin bir lineer yogun altuzay1 ve u(f), tamm
bolgesi [O, T) ve deger bolgesi D olan vektdr degerli bir fonksiyon olsun.
Bu uzayda agagidaki Cauchy problemi gdzdniine alinsin.

Pu, +Qu, + Au =B(u,u,)+ F(t,u) (5.1)
u0)=u,, u,0)=y (5.2)

Burada P pozitif belirli bir operator, 4 ve Q negatif olmayan operatorler olmak
tizere P,Q ve A operatdrleri D lizerinde tanimli simetrik lineer operatérler, B(.,.) Dx D

iizerinde ve F(.,.)de [0, T)x D iizerinde tanimli lineer olmayan operatrlerdir. Sabit bir
tigin F(t,u) operatdrii lineer olmayan bir G(¢,u) fonksiyonelinin Frechét diferansiyeli

olsun:

266, u(e) = (Fu(r))u,(0) (5.3)

Ayrica G(t,u) fonksiyoneli ¢ ye diizgiin bagh olsun. Boylece u()eC'(0,T;D)
icin
d
ZG(t’ u()) =(F @, u@®), u, (1)) +G,{t, u(®) (3.4

esitligi elde edilir.



u(t), (5.1)-(5.2) baslangig deger probleminin kuvvetli bir ¢6ziimili olsun, yani
(5.1) deki tiim terimler L,(0,7; H) nin elemam: ve u(.), u,(.)e C(0,T; H) dir.
Teorem 5.1.1 P,Q, A, B ve F operatorleri yukaridaki anlamda segilmis
operatdrler olmak iizere u(¢), (5.1) denkleminin kuvvetli bir ¢6zlimii olsun.
Bundan bagka o> 0 igin
(F(t,u), u)22Qa+1)G(t,u), VueD (5.5)
M, >0 igin
G,(t,u)>M, G(t,u), YueD (5.6)
bir d, €(0,2c], d, €(0, 2a)ve M, >0 igin

|(B(u,v),u)[ <d,(Au,u)+d, (Pv,v)+ M,(Pu,u), VYu,ve D (5.7)
ve
|(B(u,v),)| S%Ml [(4u,u) +(Pv,v)], Yu,ve D (5.8
esitsizlikleri saglansin.
Baslangi¢ elemanlar1 da agagidaki kosullar: ger¢eklesin:
1) (Puy,uy)+(Qugy,u,) >0,
i) 2(Puyug) +2(Qugg) >~ 7,05" (P, 5) +(Qug,uy)],
iii) —%(Pul,ul) - %(Auo,uo) +G(0,2(0))=0.
Bu durumda
___49 - T 2
@ =a-2, 7, =-(+a)F JA+a,)? +a,(2M, +1+a,)
olmak tizere
L < 1 X
2/ +a,)? +a, M, +1+a,)
1o ZalPros120) + Qg 10)] + 2o [(Pty 4g) + (Ot )]
7 2[(Pgs )+ Qg u0) |+ (Pt ) + (Quty )
i¢in

li_g}{(Pu(t),u(t))+ I(Qu(s),u(s»ds} =
olur. Varga Kalantarov{17].
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5.2 Dissipatif Terim I¢eren Kuazilineer Dalga Denklemi

Bu kisimda, [uf” u+[u/u bigiminde bir kaynak terimi bulunduran, lineer

olmayan bir dalga denkleminin global ¢6ziimlerinin olmamasi K.L. Lemmasi
kullamlarak ispatlanmugtir,
QcR" de smirrl ve yeterince diizgiin 742 sinirina sahip bir bolge ve p,/>2

olmak tizere

ty ~ VUVt au, <, mpe2x0T) (5.9
u(x,0) = uy (x), u,(x,0) = u,(x), xe2 (5.10)
u(x,) =0, (x,0)ed2x[0,T) (5.11)

baglangig- smir deger problemi gézoniine alinsin.

u(t) (5.9) denkleminin bir ¢6ziimii olsun, 0 zaman
v(t) = e ™u(t) fonksiyonu
v, +@2m+a)y, +(m’ +am)y - "™ V(Vy] 72 Vv)
= e eIy Oy )

denklemini gergekler.
Bu takdirde (5.9)-(5.11) baslangig-sinir deger problemi

Ve +(2m+a)y, +(m* +am)v— e(p—2)mtV(|Vvl p-2 )

=e™ (e(P’l)”" V" v + &0 |y vl xDeRx[0,T) (512
v(x,0)=v(x), v, (x0)=v,(x), xe 2 (5.13)
v(x,t) =0, (x,0) ed2x[0,T) (5.14)

(3.12)-(5.14) baslangig-sinir deger problemine déniigmiis olur. (5.12) denkleminden de
acikca gOriildigli tizere, denklemin sol tarafindaki en son terim dejenere edilmis
Laplace operatérii ile ¢ ye bagli tistel bir fonksiyonun ¢arpimini ve sad tarafindaki terim
ise (¢,v) ikilisine bagli lineer olmayan bir F(¢,v) fonksiyonunu igermektedir.
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(5.9) denklemindeki
F) =y’ U+ |u|l_2u
fonksiyonu v(f) =e ™u(t) doniigiimii ile
F(e™v) =™ y” 2y + et om Ivll-zv
halini alir.
(5.12) denkleminin saJ tarafindaki ifade ise F(e™v) tiirtinden
F(t,v)=e™F(e™) (5.15)
seklinde yazilabilir.
(5.5) esitsizligi F ve G cinsinden ifade edilmek istenirse;

(ﬁ(t, v),v)=(e""‘F(e""v), v)= e (F(e”"v), e""v) > e ™ 22a +1)G(e™v)
seklinde bulunur. Yani
G(t,v) =e ™ G(e™v) (5.16)
olmak tizere
(Ft,v),v)2 2Qa + DG, v) (5.17)
esitsizligi elde edilir ki bu da (5.5) esitsizliginin hil4 korundugunu géstermektedir.
G(t,u) fonksiyoneli i¢in gegerli olan (5.3) ve (5.4) esitlikleri sirastyla

(%@(t,v(z')) = %(e"z’”‘G(e”"v(r)))= e (F(e™v(r)), e™v, )
=e™ (F (e™v(7)), v,)

e
(e”’” F(e™v(r)), v, )
= (v, v,) (5.18)

Ve

%5@, y(t)) = %(e-z""c;(em’v))= —2me ™ G(e™v) + e ™G, (e™V)
= 2me™G(e™v) + e 2™ (F(e™v), (me™v +e™v,))
= —2me™G(e™v) + me ™™ (F(e™v),v)+ e ™ (F(e™v),v, )
=G, +(Femv,) (5.19)

bigimine gelir.
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(5.6) esitsizligi de
G, (t,9(r)) = 2me ™ G(e™v) + e ™G, (e™v)
=-2me ™ G(e™v)+e™" (F (e™v), me™ v)
= 2me ™ G(e™v) + m(e""r F(e™ v),v)
>—2mG(t,v) + m2(2a +D)G(t,v)

G, (t,v(r)) = 4amG(t,v) (5.20)
seklinde belirlenmis olur. Burada m > % almirsa (5.6) kosulunun saglandig: goriiliir.
a

Bu halde (5.12)-(5.14) baslangig-sinir deger probleminin global ¢oziimlerinin
olmamasi ile ilgili asagidaki teorem ispat edilebilir:

Teorem 5.2.1 u(t) fonksiyonu (5.12) denkleminin kuvvetli lokal bir ¢oziimii
olsun. Asagidaki kosullar saglansin:

i) ||v0 "2 +(2m+ a)||v0||2 20,

-3 I vamlpf 2 ol a2 o] o 20,
2 P4 y l

Q

i) 2(vy,v)+(2m+ a!)"v0 ||2 >— ;/205"1 n|v0 ||2 +(2m+a) ||vo ||2 ] ,

iv)mZmax{O, —a, — 2(aa+1) }’pzmax{z,—4a+2, 4a+2 }, 1>max{2, p}.
Bu durumda
V12 ==+ @) F(+a)’ +a2+a)
olmak tizere
L=< 1 X
2/ +a)? +a+a)
7 v, "2 +(2m+ a)"vo "2 ]+ oz[(v1 Vo) +(2m+ a)”v0 ||2]
Vs Ivo "2 +(2m+ a)llvo ||2 J+ ozl_(v1 Vo) +(2m+ a)"v0 "2_|
icin
}i_r)lt}{"v(t)”z +Q2m+a) ﬂ|v(s)||2 ds} =
olur.
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ispat. ¥(¢) fonksiyonu
t
& (1) =@ +@m+a) [|v@)| ds+@m+a)| v
0

seklinde tanimlansin. ¥ fonksiyonunun iki kez tiirevi almarak

P(1)=2(v,v,)+ 2m+a)| v

=2(v,,v) +2(2m + a) ](v(s),vs () ds + Cm+a)v,|”

ve
@)= 2| +2(v,v,) +22m +a)v,v,)
=2y, [* +2(v, + @m+a)v,,v)
elde edilir. (5.12) denklemi v ile skaler carpilirsa
(v, + 2m+ayv,,v) =—(m* +am)p| + e 2" V(v Vv), v)
eI (A2 ) 1 e (o] P, v)

esitligi elde edilir. Green-Gauss teoremi ve smur kosulu kullanilarak

jv(|Vv|”"2Vv)vdx = [v|v " Vwds— Vo7 (V) dx
on 2

Q

=— ﬂVv(x, 1|7 dx

olur ve (5.24) ifadesinde yerine yazilirsa

(v, +m+a)v,,v)=—(m* + a!m)"v“2 —e7 ™ _ﬂVv(x, n|° dx
o2

_ _ /
+elP ™ ﬂvlpdx+e(’ Dmt _ﬂvl dx
ke 02

esitligi elde olunur. Elde edilen (5.25) ifadesi (5.23) esitliginde yerine yazilirsa

Y= 2|y, ||2 —2(m* + a:m)"v"2 —2eP ™ ﬂVvlp dx

+ Z[e(" ~2ymt ﬂv]p dx+e ™ ﬂv|ldx]
Q fo}

bulunur.

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

YQ”(t) yi alttan kisitlamak amaciyla (F(t, v),v) 22Qa + I)CN?(t, v) esitsizlifi ve
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Imt
G(t,v)=e™ [—e; Jiwl? ae +eT ﬂvl'dx] (5.27)
Q Q

kullanilarak
Py 2 2y,|* - 2(m* +am)p| 2@ [[vy]” ax
Qo

pmt Imt
+4Q2a +1)e ™ [_"_ [io? de+5— ﬂv]ldac] (5.28)
P4 I
elde edilir. (5.12) denklemi v, ile skaler garpilirsa
Vo) + @+ YY) + (m* + am)(v,v,) D™ V(v Vv),v,)

=e™ (e(” (v y,v,) + el (|v|1—2 v, v,)) (5.29)
ve esitligin sol tarafindaki son terime Green-Gauss teoremi uygulanirsa

IV(]Vvl P Vv) v, dx = Iv, V" Vv dx - _ﬂVv| " Vv, dx
Q o Q2

%(_% v’ de 5.30
2
olur ve (5.19) esitligi kullamlarak

1d m’ +am d elP 2™

LSl Cmrapf T A T o o

d | P om » e(l
=— v dx+
dt[ P JII

—2)mt ﬂvl ’ dle
l 2
- [(m - Ep”l)e(p ~2mt r'Jnvl" b+ (m — —z%n—)e("z)"" lell dx] (5.31)

ve

L P+ o o (2 2
=-(2m+a)jy, “2 - [____(p =2)m el7m jlvlp dbx + (@=2ym —12)m em 'ﬂvll dx:l
p Q Q
_(p —p 2m p-2om [Ivaf? ax (5.32)

elde edilir. Bu halde (5.12) denklemi igin enerji integrali
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e(p—2)mt »
_ﬂVu] dx
P g

BO) =~ o[ - -

e (p~2)ymt (-2)mt

e
+

JIo? e+ ot ax (5.33)

P q Q
olarak tammlanir. (5.20) esitsizlifi de kullamlarak (5.32) ifadesi enerji integrali

cinsinden yeniden yazilirsa

d 2 elr-om ™ o
~CEO< —2m+a)y,| —4om[ > éﬂvlpdx+ ; ;JJVI dx]
B o [l (5.34)
p a

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilarak
%E(t) > 4amE(t) + (2ma + 2m+ a)|v, "2 +2am(m* + am)"v"2

4am +(p—-2)m
p
elde edilir. Teorem 5.2.1 in (iv) ve (v ) kosulundan

+(

)e# 2™ [vy|” dx (5.35)
2

%E(t) > damE(t) +(2m + a)|y,|’ (5.36)
olur ve integre edilerek

E(@®) = E(0)e*™ +(2m+a) ]."vs ||2ds (5.37)

0
bulunur.
Enerji integralinin baglangictaki degeri daha Onceki ¢aligmalarda negatif

olmasma kargin burada teorem 5.2.1 in (ii)) kosulundan pozitiftir. (5.37) esitsizliginden

E()=(2m+a) tﬂlvs [P ds (5.38)

0

seklini alir.

(5.28) ifadesi enerji integrali cinsinden diizenlenirse

() 2 4Qa + DE@) + 4 + )| v, +4am® + am)|y|*
+ A Qa+1)-2)e">m IV e (5.39)
p Q

elde edilir. Burada (5.38) esitsizligi de kullanilarak
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P(f) 242 +1)(2m + a) ]]] u, | ds + 4(a + Dy, | (5.40)

P'(¢) igin bir kisitlama elde edilmis olur.

(5.40) esitsizliginden uygun pozitif terimler atilirsa ¥"(¢) fonksiyonu
¢t
() 2 Ha + 1)[]] v, +@m+a) [, uzds] (5.41)

seklinde daha kiiclik bir ifade ile kisitlanmig olur. 4 (t) fonksiyonu pozitif oldugundan
sag taraf daha da kiiciiltiilerek

P = e + 1)[[[ v|* +@m+a) iﬂ]vs ﬂzdsJ ~¥(f) (5.42)

esitsizligi yazilabilir.
(5.21), (5.22) ve (5.42) ifadeleri
X)=¥"0)¥ 0 -0+ of (5.43)

esitlifinin bir alt simirin1 elde etmek izere yerlerine yazilirsa

X()zHa+ 1)[" v + FZm + a);ﬂ v,| st} [|| | +(2m+a) ;ﬂ]v(s)“2 ds +(2m +a)|v,|’ }

-fFofF -4a+ a)[(v, V) +(2m+a) ].(v, v,)ds+ —;—(Zm +a)| v, "2} (5.44)

X(@O)> 4o+ 1){[" [ +@m+a) ;‘."vs szs] [u o +Qm+a) ;juv(s)r ds + @m+ )| v, "2]

—[(v,,v)+ m+a) ](v, v,)ds +%(2m +a) VOHZ:I } -yp? (5.45)
ve

X)) = Ma+ 1){[“ v, +@m+a) ;ﬂivs nzds] [ﬂ W +@m+a) ;j||v(s)||2 ds]

- [(Vt V)+(2m+a) }.(v, vs)ds] } +4(1+ a)[u v, ||2 +(2m+ a) ].n"s uzds]x
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[(Zm + a)” Vo “2 ]— 41+ a)[(v,,v) +(2m+a) ].(v, vs)ds} [(2m + a)“ Vo "2 ]

—(1+a)[(2m+a)”vo||2]2 -y? (5.46)
X(@0)2Ha+ 1){[“ v +@m+a)fy, ||2ds] [ll W +@m+a) ) ds]

- [(v SV +(2m+a) ](v, v,) ds:l } -4+ a)[(v, ,V)+(2m+a) ](v, vs)ds}x

[(2m +a)|v,|’ ]— -+ a)[(2m +a)|v, ||2]Z ~y? (5.47)

esitsizlikleri elde edilir. (5.47) esitsizliginde {.} igindeki ifade

§? = {[n v +@m+ a);mvs |2ds] [u o +@m+a) ;ﬂlv(s)"z ds]

- [(v, ,V)+(2m+a) ](v, v,) ds} } (5.48)

ile gosterilir ve S> ifadesine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulamrsa, $* >0 oldugu
acikca goriilebilir. Buradan

X201+ a)[Z(v,,v) +2(2m+a) tj(v, v,)ds +(2m+a)| u(,”2:|
[(2m +a)| vy ]—(1 + a)[(2m +a)|v, ||2]2 ~? (5.49)

X(f) 2-2(1+e) [‘||v(t)||2 +@2m-+a) [|v(s)| ds+@m+a)|y,|’ ] ¥'(f)

~(+a) l:"v(t)ﬂz +(@2m+a) ]|| )| ds +@2m+a)|y, H -2 (5.50)

ve son olarak

B 0% -1+ Of 2-20+ ' OF O - 2+ ) O (5.51)
esitsizligi elde edilir.
Boylece C, =1+a , C, =2 +a olmak iizere ¥(¢) fonksiyonunun
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2 0P O -1+ Of 2- 202020 -C, 0]
esitsizligini sagladid: g6sterilmis olur.

K.L. Lemmasimin tiim kogullar: saglandigindan

1
1 <
2/(1+a)’ +a(2+a)
w2 MVO “2 +@2m+a)|v, ]|j+ a[(v, Vo) +(2m+a)v, “2 1
7alpol” +@m+ay, |’ [+ alv,,ve) + @m+a)y,|’]

!t x

igin
]im{"v(t)“2 +(2m+a) J‘“v(s)“2 ds} =

=4

olur.
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SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde; sonlu bir [0,7) araligmda lineer olmayan hiperbolik denklemler ile

verilmis, denklemin kendisinde veya smir kosullarnda dissipatif terim bulunduran,
baglangi¢-simir deger problemlerinin global ¢6ziimlerinin olmamas: ele alinmugtir.

Bu problemlerin hepsinde global ¢6ziimlerin yoklugu, enerji integrali yardimiyla
Levine veya Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmalar kullanilarak, ispatlanmugtir.

Varilan son nokta; lineer dissipatif terim iceren kuazilineer dalga denkleminin
katsayilarindaki operatorlerin zamana bagh olmasi durumunda, Dirichlet sinir kosulu ile
verilmis baglangig-simir deger probleminin, global ¢dziimlerinin yoklugunun incelenmesi
olmugtur.

Daha sonra, lineer olmayan dissipatif terim igeren, lineer olmayan evolusyon
denklemleri igin, katsayilar zamana bagli iken uygun baslangi¢ ve cesitli smir kogullar: ile
birlikte, global ¢6ziimlerinin olmamas: incelenebilir.

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemiyle verilmis, bir smif
baslangi¢c-sinir deger problemlerinin global ¢dziimlerinin olmamasi da aragtirilabilir.
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