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OZET

HILBERT UZAYLARINDA KUADRATIK FORMUN
iNCELENMESI

Kuadratik formlarin incelendigi bu ¢aligmada; birinci béliimde sonlu boyutlu
uzayda, ikinci béliimde ise sonsuz boyutlu Hilbert uzayinda kuadratik formlar igin tanim

ve teoremlere yer verilerek konuya giris yapilmustur.

Ugiincii  bolimde, kuadratik formlara ornek olarak Kuadratik integral

fonksiyoneller incelenmistir.

Dérdiincii ve besinci bélimde, kuadratik formlarin temel 6zellikleri ve bazi 6zel
kuadratik formlar, wls-siirekli, sonlu indeksli ve sonlu sifirlikly, tekil olmayan ve pozitif

belirli kuadratik formlar, Legendre formlari, agiklanmistir.

Son bolimde ise, varyasyonlar hesabinda 6nem tagiyan drnek bir kuadratik form

incelenmigtir.

TC YOKSEKGCRET™ sampy
DOKUMANTASYQH 1. :KEZI



SUMMARY

INVESTIGATION OF QUADRATIC FORM IN
HILBERT SPACES

[n this study, quadratic forms are investigated.

Introduction is given with definitions and theorems for quadratic forms in finite
dimensional spaces and in infinite dimensional Hilbert spaces in the first and second

chapters.

In the third chapter, as an example to quadratic forms, quadratic integral

functionals are examined.
Fourth and fifth chapters cover the fundemental properties of quadratic forms
and some special cases: quadratic form of finite index and nullity, wls-continuous,

nonsingular and positive definite quadratic forms and Legendre forms.

An example to the quadratic forms which is important in Calculus of Variations

is given in the last chapter.
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BOLUM 1

SONLU BOYUTLU UZAYLARDA BiLINEER VE KUADRATIK
FORMLAR

1.1. Tanimlar
E .sonlu boyutlu reel bir lineer (vektor) uzay, B ise EXE uzayindan reel sayilara
tamiml bilineer bir fonksiyon olsun (B : ExE — R). Yani, her x € £ , x = sbt. i¢in

B(x , y) : E > R fonksiyonu lineer ve her y € E, y = sbt. igin B(x ,y): E > R

fonksiyonu lineer olsun.

Tamm 1.1.1: (Simetrik bilineer form). B bir bilineer form olmak tizere. her
x.,y € E igin;
Bx,y)= By, x)

ise, B fonksiyonuna simetrik bilineer form denir.

Tanun 1.1.2: (Kuadratik Form): Q(x . y) bir simetrik bilineer form olmak
fizere Q(x) = Q(x, x) esitligiyle tammlanan Q(x) : E — R fonksiyona, Q(x . y)
formunun dogurdugu kuadratik form denir.

Her Q(x) kuadratik formu ise:

Qex » ) =%[ QG +3) - QW) - QW) ] (1.1)

esitlitligi ile belirlenen bir bilineer form dogurur.

Kuadratik formlar i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir ([8]);
Qx -»)=Qx) - 2Q(x . ») + Q) (1.2)
Qlx+y) - Qlx - ») =2 [Q(x) + Q)] . (1.3)



dim E = n < o0 olmak lizere; S = § x; ..., X, }. E uzayinn sirali bir tabani olsun.

Bu durumda, x=)&'x, . y=> 7'x, ve a,=B(xi , x) olmak iizere B simetrik
! 7

bilineer formu ve Q kuadratik formu:

Bx.y)= Y&’ Q)= Y a,&ies (1.4)
i.J

]

bi¢iminde yazilabilir ve B simetrik oldugundan A= (a;) matrisi de simetrik olur.

Tamim 1.1.3: (Dc{jenere olmayan form): dim E= n olmak tizere her Q : ExE - R
simetrik bilineer formu:
Eo={x0eE:Q(x9.y)=0,.VyeE}
olarak tanimlanan bir sifir uzayr dogurur. Eg = {0} ise Q formuna dejenere olmayan

simetrik bilineer form denir.

Tamm 1.1.4: (Simetrik bilineer formun rangy): dim E - dim Ey farkina Q

simetrik bilineer formunun rang: denir.

Sonug: Bir bilineer formun dejenere olmamasi igin gerek ve yeter sart ranginin ,

E uzayinin boyutuna esit olmasidir.

Tamm 1.1.5: (Pozitif form): Her x # 0 igin Q(x) = Q(x , x) > 0 ise Q simetrik
bilineer formuna pozitif denir.
Pozitif bilineer fonksiyon Schwarz esitsizligini saglar;
Qux.»)’<QWQY)  (Yxy € E) (1.5)
Esitlik hali yalmiz ve yalniz x ve y lineer bagimli oldugunda gecerlidir. Pozitif belirli her

simetrik bilineer form, dejenere olmayan formdur ([8]).

Tamm 1.1.6: (Negatif olmayan (nonnegatify form): Her x € E igin Q(x) 2 0 fakat
bazi x # 0 vektorleri igin Q(x) = 0 ise Q simetrik bilineer formuna negatif olmayan
(nonnegatif) denir. Bu durumda Schwarz esitsizligi yine saglanir fakat esitlik hali x ve y
lineer bagimhi olmadiginda da gegerli olabilir. Nonnegatif bir form her zaman

dejeneredir. Gergekten de, xo # 0 i¢in Q(xp) = 0 ise Schwarz esitsizliginden;

Qo . ») < Q) Q) =0



ve buradan da her y € E i¢in Q(xo , y) = 0 elde edilir. Yani Q formu dejeneredir.
“negatif’ ve “pozitif olmayan (nonpozitif)” kavramlari ise , benzer sekilde,
esitsizliklerin yonii degistirilerek tanimlanir.
Tamum 1.1.7: (Belirsiz form): Q(x) fonksiyonu E tizerinde hem pozitif hem de
negatif degerler aliyorsa Q bilineer formuna belirsiz denir. Belirsiz bir form dejenere

veya dejenere olmayan olabilir.

Tanmim 1.1.8: ( Dik (orthogonal) vekiorler): x ve y gibi iki vektoriin i¢ ¢arpimu,
(x, y) biciminde gosterilmek tlizere (x,y € E);

1) (x,y)=0ise, x ve y vekidrleri birbirine diktir veya orthogonaldir denir.

2) B ¢ E olmak iizere her yeB i¢in (x , y) = 0 ise, x vektérli B altkiimesine
diktir veya orthogonaldir denir.

3) B,C ¢ E olmak lizere her xeB ve her yeC igin (x,y) =0 ise, B altkiimesi

C altkiimesine diktir veya orthogonaldir denir.

Tamm 1.1.9: ( Orthogonal tiimler): E uzaymn bir B altkiimesine dik

(orthogonal) olan biitiin vektorlerin kiimesine. B altkiimesinin orthogonal tiimleri denir.

Tamm 1.1.10: ( Q-orthogonal vektirler): x,y € E olmak lizere;
1) Q(x. y) =0 ise, x ve y vektorleri birbirine Q-orthogonaldir denir.

2) B ¢ E olmak iizere her yeB icin Q(x,y) = 0 ise, x vektorii B altkiimesine

Q-orthogonaldir denir.

3) B.C < H olmak iizere her xeB ve her yeC i¢in Q(x,y) =0 ise, B altkiimesi

C altkimesine Q-orthogonaldir denir.

1.2. E Uzayinin Parcalanisi

Q, n boyutlu E lineer uzayinda tamimli dejenere olmayan belirsiz bir bilineer
form olsun. Bu kisimda E uzayinin, Q formunun pozitif oldugu E*ve Q formunun
negatif oldugu E~ alt uzaylarina pargalanabilecegi gosterilecektir.

Q bilineer formu belirsiz oldugundan. E uzaymin, Q nun pozitif oldugu bir 6z alt
kiimesi vardir (Omegin Q(«) > 0 esitsizligini saglayan biitiin a vektorlerinin dogurdugu

alt uzay). E*, Q nun pozitif oldugu maksimum boyutlu alt uzay ve E~, E"alt

(9%



uzayinin Q-orthogonal tiimleyeni olsun. E* pozitif oldhgundan E*n E” sadece sifir

vektoriinden olusur ve asagidaki esitlik saglanir;
dim E*+dim E"=dimE.
O halde E uzayi, E* ve E~ alt uzaylarinin dogrudan toplamdir;
E=E*® E". (1.6)
z# 0 vez e E” olmak lizere, E; alt uzay1 ,E* ve z vektoriiniin dogurdugu alt
uzay olsun. Bu alt uzayin her eleman: asagidaki bi¢imde yazilabilir;
x=y+ Az (ye E).
O halde,
Qx)=Qy + A2)=Qy + Az.y + A2)
olur ve buradan
Q) = QW) + A’ Q)
elde edilir. Q(y) > 0 oldugundan, eger Q(z) > 0 ise, Q(x) > 0 olur. Yani Q, E, alt
uzayinda pozitif olur. Fakat bu sonug¢ E* nin maksimumlugu ile geligir. O halde her
z € E7igin Q(z) £ 0 olmahdir. Yani Q , E™ alt uzayi iizerinde nonpozitiftir. Ayrica;
zy,z € E” olmak tizere Schwarz esitsizligi kullanilirsa,;
Qz1,2)’ Q) Q@)
esitsizligi elde edilir. Burada, Q(z;) = 0 olsun, bu durumda her z € E7igin Q(z,,z) =0
olur. Ayni zamanda z, € E~oldugundan her y € E¥igin Q(z; , y) = 0 dir. Yani, her

x € E i¢in Q(z,,x)=0 dir ve buradan z; = 0 bulunur. O halde E~ alt uzayi negatiflir.

1.3. Dejenere Halde Parc¢alanis

Bu kisimda Q bilineer formunun dejenere oldugu hal ele alinacaktir. E; alt uzayi
Ep alt uzayinin tiimleyeni olsun;

E=E®E,.
Bu durumda Q bilineer formu, E, alt uzay: lizerinde dejenere olmayan formdur.
Gergekten de, belirli bir x; € E| ve her y, € E; igin Q(x;,y1) =0 olsun. E, Ej ve E;
alt uzaylarinin dogrudan toplami oldugundan, herhangi bir y € E vektorii,
Y=ty Yoe Eo. y1ek

bigiminde yazilabilir. Buradan;

Q(x1,¥) = Qlxv yo) + Qx1, 1) =0

*C. YOKSEKOGRETIM KIRUTH
DOKOMANTASYOH Tao.lais!



esitligi elde edilir. Yani, x; € Eg ve dolayisiyla x; € EgyE; dir. O halde x,=0 dir.

O halde, Bolim 1.2 gozoniine alimirsa, E; alt uzayinin, Q formunu pozitif
oldugu E*ve Q nun negatif oldugu E~ alt uzaylarimin dogrudan toplami bigiminde
yazilabilecegi goriiliir. Béylece E uzayi , Eg, E* ve E™ alt uzaylarina par¢alanmis olur;

E=E® E*® E". (1.7)

1.4. Bilineer Formun Indeksi

E uzaymin sonsuz sayida farkli pargalanisi vardir. Fakat E* ve E~ alt uzaylarinin

boyutu, Q bilineer formu ile tek tiirlii belirlidir.
Q bilineer formu E,"ve E,"uzaylarinda pozitif , E,"ve E,  uzaylarinda
negatif olmak lizere, E uzayinin iki farkli pargalanisi asagidaki gibi olsun;
E=E® E,*® E,” (1.8)
E=E/® E,"® E,~ (1.9)
Bu durumda ;
E,  Nn(Ey® E,")=0
olur ve buradan;
dim E,” +dim Ey+ dim E," <n (1.10)
esitsizligi bulunur. Ayrica, (1.8) pargalanisi gozoniine alinirsa;
dim E,” +dim Ey +dim E,*=n (1.11)
esitligi elde edilir. O halde (1.70) ve (1.11) den;
dim E,” < dim E,~
bulunur, ayni islemler E,” ve E,” uzaylarinin yerleri degistirilerek tekrarlanirsa;
dim E,” > dim E~
ve dolayisiyla;
dim E, = dim E~
esitligi elde edilir. Goriildiigii gibi E~ uzayinin boyutu degismez, Q bilineer formu ile
tek tiirlit belirlidir.

Tamm 1.4.1: (Bilineer formunun indeksi): Q formunun belirledigi E~ uzayinn

boyutuna, Q bilineer formunun indeksi denir.



BOLUM 2

SONSUZ BOYUTLU UZAYLARDA ( HILBERT UZAYINDA )
BILINEER VE KUADRATIK FORMLAR

2.1. Tamimlar ve On Bilgiler

Bu ¢aligmada H, reel Hilbert uzayini gésterecektir. Oncelikle, diger bélimlerde
kullanilacak olan bir takim temel kavramlar ve ozellikler kisaca hatirlatilacaktir.

x ,y € H olmak {izere x ve y vektorlerinin i¢ ¢arpimi (x,y) bigiminde, x vektdriiniin

uzunlugu ise | x | = (x.x)"?

seklinde gosterilecektir.
Tanum 2.1.1: (Kuvvetli (strong) yakinsaklik): Bir { x4} dizisi igin (x, € H),
lim ge| X4~ x0| =0 (2.1)
olacak sekilde bir xoeH vektorii varsa, { x, } dizisi xo vektoriine kuvvetli yakinsaktir

denir ve x;, = x¢ bigiminde gosterilir.

Tanim 2.1.2: (Zayif (weak) yakinsaklik): Her yeH vektorii igin,
lim q—+ao(xq.~y)=(x0 ,y) (22)
olacak gekilde bir xoeH vektori varsa, { x, } dizisi xo vektoriine zayyf yakinsaktir denir

ve x, —> xo bigiminde gosterilir.

Lemma 2.1.1: Kuvvetli yakinsak her dizi zayif yakinsaktir, yani x, = x ise
Xq—>Xxg dir.
Ispat:ig carpimin zellikleri ve Schwarz esitsizligi (|(x.y)| < x| |y ) kullanilarak,
1(xq, ) = (%0, ) =Ix4 —x0, )| < | x4 —x0 || ¥|
esitsizligi elde edilir. x, = x¢ 1se | x, —xo | 0 olacagindan esitsizligin sag tarafi sifira
yaklasir, dolayisiyla |(x,,y) = (xo,y ) = 0, yanix, = xpdir.

({a4} say1 dizisinin bir a, sayisina yakinsamasi a,—> ao seklinde gosterilecektir.)



Bu tezde, kapalilik, kuvvetli yakinsaklik anlaminda diigiiniilecektir. Yani, B ¢ H
olmak {izere, B kiimesinden alinan her giiclii yakinsak dizi, B nin bir elemanina

yakinsiyorsa (x, = xo i¢in xg € B ise). B kiimesine H uzaymnin kapali altkiimesi

denilecekdir.
f(x),H uzayindan reel sayilara tanimlanan bir fonksiyon olsun (f: H—>R).

Tamim 2.1.3: (Siireklilik):{x,} dizisi bir xo vektoriine giiclii yakinsadiginda,
{fix,)} sayr dizisi de flxp) sayisina yakinsiyorsa, yani x, = x¢ i¢in flx,) = flxo) ise,

f(x) fonksiyonuna szirekli denir.

Tamum 2.1.4: ( Zayif (weak) siireklilik): {x,} dizisi bir xo vektoriine zayif
yakmsadiginda, {f{x,)} sayr dizisi de flxo) sayisina yakinsiyorsa, yani x,—> X igin,
fixy) = fixg) ise, f(x) fonksiyonuna zayif siirekli denir ve kisaca “w-siirekli” olarak

adlandirilir.

Lemma 2.1.2 : Zayif siirekli her fonksiyon stireklidir.
Ispat : X4 => xg i¢in x, — xo oldugundan (bkz.Lemma 2.1), eger f (x) fonksiyonu

zayif stirekli ise x, — xo igin flx,) = fixo) dir ve dolayisiyla f{x) fonksiyonu siireklidir.

Lemma 2.1.3 : {x,} dizisi bir xo vektdriine zayif ve {y,} dizisi bir y, vektoriine
kuvvetli yakinsiyorsa (x, , yq)'ic ¢arpimi (x , y) i¢ carpimina yakinsar.
Ispat: 1¢ carpim isleminin ve normun 6zellikleri kullanilarak;
| (g5 Y9) = G 1= (g sy ) g —x ) S Uxg [ yey [+ (g =%, 1) |
elde edilir. x; — x¢ ve y, = yo oldugundan buradan;
| &g, ¥ —(x,»)|—>0

yani (x, . ¥4) = (x, y) bulunur.

Tamm 2.1.5: (Zayif yakinsakliga bagh alttan yar: siireklilik): { x4 } dizisi bir xo

vektériine zayif yakinsadiginda, yani x, — xo igin,

lim qainf f{x4)2 fixo) (2.3)



esitsizligi saglamyorsa, f (x) fonksiyonuna zayif yakinsakliga bagl alttan yari siirekli

denir ve kisaca “wls-siirekli” olarak adlandirilir.

Kapali bir H uzayindan alinan her zayif yakinsak dizi, ayni zamanda kuvvetli

vakinsak ise H uzayi sonlu boyutludur ([10]).

Lix) . La(x) ... . Li(x) : k tane lineer form olsun. Bu durumda ; B kiimesi

k k
B={x:L{x)=0(i=12..k)}= ﬂ Ker L{x) olmak iizere, eger ﬂKer Ldx) ,

i=1 i=1
Ker L(x) nin alt kiimesi ise, L lineer formu;
L(x)=h; Li(x) + ... + by Ly(x) (2.4)
bi¢iminde yazilabilir. Ayrica L;(x), ... .Li(x) lineer formlari lineer bagimsiz ise 4 ,..., i

carpanlart tek ttirlt belirlidir ([11]).

Riesz Teoremi :Her L(x) lineer formu igin L(x) = (y,x) esitligini saglayan tek

tiirlii belirli y € H vektorii vardir ([10]).

L (H) , H uzayindan H uzayina tanimlanan lineer operatdrlerin kiimesini
gostermek lizere, her Te L (H) igin;

| Tx| <M | x| (2.5)

esitsizligini saglayan bir M > 0 sayis1 vardir. Bu sart1 saglayan en kiigiik M sayisina T

operatoriiniin normu denir ve |T| bigiminde gosterilir ([19]).

Tanmm 2.1.6: ( Tam siirekli veya Kompakt operator): Eger TeL (H) lineer
operatorii her zayif yakinsak diziyi kuvvetli yakinsak diziye gotiirliyorsa , yani x, — xo

igin Tx, = Txo ise, T operatdriine tam siirekli veya kompakt operatér denir.

B(x,y) fonksiyonu, H x H uzayindan reel sayilara tanimli bir bilineer form olsun;
(hkz. Bolim 1.1).

Teorem 2.1.1: Her B(x,y) bilineer formu igin,

Bx,y)=(Tx,y)=(x, T*y) (2.6)



esitliklerini saglayan tek tiirlii belirli T, T* lineer doniigtim ¢ifti vardir.
Ispat: B(x.y), herhangi bir bilineer form olsun. Eger x degiskeni sabit tutulursa
B(x,y) sadece y degiskenine bagl lineer bir fonksiyon olur ve Riesz teoremi geregi,
Bry)=Lo)=(z.)
esitligini saglayan tek tiirlti belirli z € H vektorii vardir.
z vektorii 1se x degiskenine bagh olarak degistiginden, T : H - H ve Tx = z
olmak tizere bir T lineer d6niisiimii vardir. Yani,
Bx.y) = (1x.y)
dir. Eger y degiskeni sabit tutulursa, ayni bicimde B(x,y) = (x ,T* y) elde edilir.
Her x,y e Hicin B(x,») = (T) x,p) ve B(x.y) = (T2 x , y) olsun. Bu esitlikler taraf
tarafa ¢ikarilirsa,
(Tix,y)—(Tax,y)=0
ve buradan da, i¢ carpimin 6zellikleri kullanilarak, her x,y € H igin;
(Tyx-T2x.y»)=0
elde edilir. y = T| x — T, x olarak segilirse,
(Tix-Tax. Ti1x-Thx)=Tyx-Tyx| =0
¢ikar. O halde, Ty x — T, x = 0 dir ve buradan her x € H i¢in, T\x = Tx ,yani

T, = T, bulunur. T* ddniistimiiniin tekligi de ayn1 bigimde gésterilebilir.

T* déniigtimiine, T nin ek operatérii denir. Eger T = T* ise, T doniiglimiine

kendine eg operator denir.

Lemma 2.1.4: Her B(x,y) bilineer fonksiyonu igin,

I By <M x|yl (2.7)
esitsizligini saglayan bir M sayisi vardir.

Ispat: B(x,y) bilineer oldugundan (Teorem 2.1.1) geregi B(xy) = (Txp)
esitligini saglayan tek tiirld belirli T lineer dontisimii  vardir. Buradan, Schwarz
esitsizligi ve (2.5) esitsizligi kullanilarak.

|Bxy) = (Txp)l <{Tx ||yl sMJx[]y]

elde edilir.



Lemma 2.1.4: { x, } dizisi bir x, vektoriine kuvvetli yakinsiyor ve { y, } dizisi bir
Yo vekioriine zayif yakinsiyorsa: {B(x, . y,)} say1 dizisi de B(xo, yo) sayisina yakinsar,
yani x,=> X ve y,— y ise Blx,y, y,)— B(xy. yo) dir.
Ispat: ( Teorem 2.1.1) kullanilarak,
| Blxg, yg) = B(xo. yo)l = (Txq yg) — (Txo,0)|
elde edilir. Esitligin sag tarafina (Tx, o) terimini ekleyip gikartmakla,

| B(xg+ ¥q) = Blxo, yo)l =1 (Txq., yy) ~(Txg , yo ) = (Txo, yo) + (Txg o) |
ve normun 6zellikleri kullanilarak,

[ B(xgs y¢) = B(xo, yoll £1(Txy, y¢) = (Txg . yo )l + | (Txg o) ~ (Txo, yo) |
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin g— oo icin limiti alinirsa, x, = xo olur ve T lineer,
dolayisiyla stirekli oldugundan Tx, — Txp .yani | (Tx, o) — (Txo , yo) | = 0 dur.
Ayrica ; y,—> y oldugundan {(Tx,, y, ) — (Tx, . ¥ )| = O olup esitsizligin sag tarafi sifira
yaklagur.

Dolayistyla | B(x,. y4) — B(xo. yo)l = 0, yani B(x,. y,)— B(xg, yo) dir.

Tamm 2.1.7:( Tam siirekli bilineer fonksiyon): { x, } dizisi xp vektoriine zayif,
{ v, } dizisi yp vektoriine zayif yakinsiyor iken {B(x,, y,)} say1 dizisi de B(xy, yo)
sayisina yakinsiyorsa, yani x, — xo ve y, — y i¢in B(x,, y,)— B(xo, yo) ise B (x, )

bilineer formuna tam stirekli denir.

Sonug¢: B(x,y) = (Tx,y) olmak tizere, T lineer déniigiimii tam stirekli ise B(x,y) de

tam siirekli olur.

Teorem 2.1.2: B(x,y) = B(y,x) olmak tizere, B(x,y) bilineer formunun tam stirekli
olmas! igin gerek ve yeter sart B (x) = B(x,x) formunun H uzay: {izerinde zayif siirekli
olmastdir.

ispat: =>: Tam strekliligin tanimindan, x, = xy ise B(x,.x,)— B(xy, xp) dir ve
( Tanum 2.1.4) ‘e gore B(x) = B(x,x) zay:f siireklidir.

&: B(x) = B(x,x) zay1f stirekli ise x, — xp i¢in B(x,) = B(xp) dir ve buradan,

2 B(x,y) = B(x+y) - B(x) - B(»)
esitligi kullanihrsa, x, = xo ve y, > y i¢in B(x,+y,) = Blxo+ yo) , Blxg) = B (%) ,

B(y,)— B ( y) olacagindan B(x,, y,)—> B(xy. yo) bulunur.



Tamm 2.1.8: (Kuadratik form): Q(x.), H uzayinda tanimh bir simetrik bilineer
form olmak tizere x = y yazilirsa, tek degigkene bagli Q(x,x) fonksiyonu elde edilir. Bu
fonksiyona, Q(x.y) bilineer formunun dogurdugu kuadratik form denir ve Q(x) = Q(x.x)
biciminde gosterilir. Kuadratik formlar i¢in asagidaki temel ozdeslik gegerlidir;

Quax + by) = > Qx) + 2ab Qx.y) + 57 QV) - (2.8)

Her Q(x) kuadratik formu igin, Q(x) = (Tx , x) esitligini saglayan kendine e§

lineer bir 1 doniigtim vardir ([10}).



BOLUM 3

KUADRATIK INTEGRAL FONKSiYONELLER

3.1. Kuadratik Integral Fonksiyoneller
Bu boliimde, H uzayi, (¢ : x . x”) - uzayinda hemen hemen siirekli ve ¢ <7< b
araliginda, tiirevinin karesi integrallenebilen p tane reel degerli fonksiyon tarafindan
belirlenen;
x X (agt<b,j=1,.,p)
fonksiyonlarinin toplamudir (x(1) € Ly[a . b]).

Bu uzayda ig carpim islemi agagidaki bigimde tammlanacaktir;

a

(x.0)=x" @y’ (@ + [ @)y War (3.1)
b
Bu durumda. | x | = ( x . x)'® bi¢iminde tammlanan x in normu igin asagidaki esitlik

elde edilir;

a

1x12= ¥ @)/ (@ + [#0F O (3.2
b

Lemma 3.1.1: x, = xo olmas igin gerek ve yeter kosul x/(a)—> x{(a) ve ikinci
basamaktan J'cg (t)——))é({ (#) olmasidir. Benzer sekilde x, — xo olmast icin gerek ve yeter
kosul x({ (a)—>x{(a) ve karesi Lebesgue anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin
sinifinda (Lafa . b]) zayif anlamda x; (1)—> %} (1) olmasidir. Ayrica a <t<b araliginda

x)(1)> x§ (1) diizgiin yakinsakur ([10]).

Teorem 3.1.1 : Py (1) = Py (1) (J , k = 1,...,r) integrallenebilen fonksiyonlar ve

Qu(!) , a< 1 < b arahginda karesi integrallenabilen fonksiyon ve
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H(x)= A, x7 (@) x* (@) + 2B  x7 (a) x* (b) + Cj x (b) x* () (3.3)

olmak tlizere;

b
K = He)+ [(Pyx?x* + 20,5/ * Y di (3.4)

d

bigiminde tammlanan K(x) kuadratik formu H uzayinda w-siirekli bir formdur.

Ispat : (Lemma 3.1.1) geregi x, — xo ise x) (@ x{(a) ve x)(N->x{() dir.

Ayrica a <1<b aralifinda x)()—x{(/) diizgiin yakinsaktir. O halde buradan;

b b
H(x)+ [(Pux]xs +2Quxg 3y )dt — H(xo)+ [(Pyex{xg +20,x{x8) el

a a

yani K(x,) = K(x¢) bulunur.

Teorem 3.1.2 :Alk(.v.t)=A,‘:,(l.s)fonksiyonlan s ve [ degiskenlerine gore
integrallenebilir  fonksiyonlar, B, (s,1)= By, (¢,s) fonksiyonlari ,s ve ¢ degiskenlerine
gore karesi integrallenebilir fonksiyonlar ve Cj (s,1)=Cy;(4,s) fonksiyonlari, s ve ¢
degiskenlerine gore temel simirh fonksiyonlar olmak tizere, £2 (s,1, x, x, y, y) fonksiyonu
asagidaki gibi tanimlansin;

Q= A s0x v 4B s 4y 5 C s it

Bu durumda.

b b
K(x,y)= j jo [, £,x(8), %(5), (£, y(£)] ds dlt (3.5)

aa

bigiminde tanimlanan K(x.y) simetrik bilineer formu tam siireklidir.
Ispat: Xy —> Xo ve y,—> yise (Lemma 3.1.1) kullanilarak, K(x,, y,)— K(xo, yo)

bulunur. Yani K(x,y) tam siireklidir.

Teorem 3.1.3 : Ry (1)=Ry, (1) (j.k=1,.r) a<t<b aralifinda temel sinirli

fonksiyonlar ve K(x). H uzayinda w-siirekli bir kuadratik form olmak iizere,

b
J(x)=K(x)+ J-Rjk(t).if(t),\'""(l)dt (3.6)
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kuadratik formunun H uzayinda wls-siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki
esitsizligin tiim a< 1 < b arahiginda ve her (nt) = (0) kiimesi igin saglanmasidir ([10]);

Ryt 20. (3.7)

(3.7) esitsizligi, Legendre garti olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.4: Ry (1)= Ry, (1) temel sinurh ve a< ¢ < b araliinda integrallenebilir

fonksiyonlar olmak lizere, D (x) kuadratik formu asagidaki bigimde tanimlansin;
b
D(x)=x’ (@) x? (@) + [Ry (%! (D) 3* (1) (3.8)

Bu durumda.

D(x) = h|x}?
esitsizliginin pozitif bir # < 1 degeri ile saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki
esitligin tiim a < ¢ < b araliginda ve her (1) # (0) kiimesi i¢in saglanmasidir ([10]);

Ry n*zhr (3.9)

(3.9) esitsizligi Legendre 'nin gti¢lendirilmis sarti olarak adlandirilir.

ileride bahsedilecek olan H uzayindaki lineer formlar asagidaki tiptedir;

b
L(x)=a,x* (ay+ bx® (b)+ j[ A () xF (1) + B (1) 35 (1) 1dt (3.10)

a

Burada; 4,(1).....4,(f), a< t < b araliinda integre edilebilir fonksiyonlar ve B (¢),...,BA?) ,

a< t £ b arahiginda karesi integrallenebilir fonksiyonlardir.
Bu tipteki lineer formlar i¢in asagidaki teoremler gecerlidir;

Teorem 3.1.5: y , H uzaymn asagidaki (3.//) kosullariyla tamimlanan bir
fonksiyonu olmak fizere, (3.10) lineer formunun, L(x) = (y,x) bigimindeki gosterimi tek

tiirlii belirlidir,

b
yk (a):ak +bk + IA]\ (S)dS,
E (3.11)
F0=B, 0+ A, (ds+b,

1



Ispat : (3.1) deki norm tamimu kullamibr ve (3.12) esitlikleri L(x) = (yx)
denkleminde yerine konursa, bu kosullar saglayan y fonksiyonunu esitligi sagladigi

goriilebilir.

Teorem 3.1.6: B kiimesi, H uzayindaki x’/(a)=x/(b)=0 sartim saglayan
fonksiyonlarin kiimesi olmak iizere, (3.7/0) lineer formunun B kiimesi {izerinde sifira
6zdes olmasi igin gerek ve yeter kosul tiim «< 7 < b araliginda:

By(1)= [ A (9)ds+ ¢ (k=1,.1) (3.12)

a

esitligini saglayan ¢ sabitlerinin olmasidir.

2¢ fonksiyonu. (3.3) esitliginin sag tarafini gostermek tizere ve

20 = Pyx/xF 420 0 4R

olmak tizere,

b
J(x)=2g[ x(a) . x(b) ]+ jzw (t.x, %) dt (3.13)

bigiminde gosterilir. Bu formun belirledigi bilineer form ise, qu(x) ve ¢us(x)
fonksiyonlar1 2q[x(a),x(b)] fonksiyonunun sirasiyla Xa) , x"(b) degiskenlerine gore

tirevleri olmak {izere;

b
J(x,)=qy, (x)y" () +qu (x)y/‘ "+ j.( w xky/‘ +w j_ky" )dt (3.14)

bigimindedir. B6liim 2°de her z € H igin J(x.2)=(y.2) esitligini saglayan kendine ek bir

y = Tx lineer doniistimiiniin oldugu gosterilmisti. Buradan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.1.7 : y e H fonksiyonu,

b
yl‘ (a)=q4a(X)+ g (x)+ jw xk[s,x(.s'),.f(s)]ds
“ . (3.15)
yk (=w & [, x().x(1) ]+ Iw x,\.[s,x(s),k(s) 1ds+ g (x)
{



kosullartyla tammlanan bir fonksiyonu olmak {izere, her x € H fonksiyonu igin, (3./4)
esitligi ile tanumlanan J(x . y) bilineer formunun J(x,z)=(y,z) bi¢imindeki gdsterimi
tek tarlit belirlidir.

I'spat :(Teorem 3.1.5)de  L(z)=.J(x.2) csitligi kullanilarak goriilebilir.

3.2. Q-Orthogonal ve Q-Transversal Vektorler
Bu boliimdeki sonuglar, H uzay: tam uzay olmadigi durumlarda da gegerlidir.
“pozitif” , “negatif olmayan (nonnegatif)” , “negatif” ve “pozitif olmayan (nonpozitif)”

kavramlar1 Boliim 1’deki bigimde tanimlanacaktir.

Tanum 3.2.1: ( Q-transversal vektér): B, H uzaymnn lineer bir alt uzayr olsun.
Eger bir x vektorii B alt uzayina Q-orthogonal ve x € B ise, x vektdriine B alt uzaymnin
Q-transversal vektérii  denir. B alt uzayinin Q-transversal vektérlerinin kiimesi By

sembolii ile gosterilecektir;

Bo={x:xeB ve Qx.y)=0,VyeB}.

Lemma 3.2.1: B, H uzaymin lineer bir alt uzayr olmak iizere, B uzayinn
Q-transversal vektorlerinin kiimesi olan Bg , B nin lineer bir alt uzayidir. B kapali ise By
alt uzayi da kapalidir. Ayrica, By alt uzayi tizerinde Q(x) = 0 dur.

Ispat: ( Tamm 3.2.1 ) geregi, her x .,y € By igin; x,yeB ve Q(x ,2)=0,
QW ,z)=0(Vz € B) dir. B lineer oldugundan , her L,z € R igin Ax + uy € B olur
ve QUx + iy ,2) = AQ(x ,2z) + uQ(, z) = 0 oldugundan Ax + uy € By dir. O halde,
By alt uzayi, B uzayinin lineer bir alt uzayidir.

B kapali ise By alt uzay1 da kapalidir; gergekten de, x, € By olmak tizere
x, = xpolsun. x, € By ise x, € B ve her y € Bi¢in Q(x,, y) =0 dir. x, € B ve B kapal
oldugundan, x, = xp igin xo € B dir. Aynca Q bilineer oldugundan (Lemma 2.1.4)
geregi  x, = xo ise Q(x,,y ) - Q(xo , y) dir. Bununla birlikte, x, € By igin
Qx4 ,») = 0 oldugundan Q(xy, y) =0 ve dolayisiyla xp € By dur.

x e By ise her y € Bigin Q (x , y) = 0 dir. x € By ise aym1 zamanda x € B

oldugundan y = x igin Q(x) = Q(x, x) = 0 olur.



Teorem 3.2.1: Q(x). H uzayimmn bir B alt uzayinda negatif olmayan (nonnegatif)
kuadratik form ise, bir x € B vektdriintin, B nin Q-transversal vektorii olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul Q(x) = 0 olmasidir.

Ispat : = : x € By ise (Lemma 3.2.1) geregi Q(x) =0 dir.

< :x € Bve Qx) =0 olsun. y € B olmak fizere z = x + ¢t y € B vektorii
gézoniine alinirsa, Q(x) negatif olmayan form oldugundan;

Q2)=Qx+1y)=20
olur ve buradan her f € R igin;
Qlx + 1) = Q) +21Q(x.») + 1 Qp) 2 0
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her ¢ € R igin gegerli olabilmesi igin Q(x , ») = 0,

yani x € By olmahdir.

Teorem 3.2.2: L(x)....L.(x) m tane lineer form olmak iizere, H uzayinin

Lix) = 0 (i = 1,....m) sartim saglayan x elemanlarinin kiimesi C ile ggsterilsin. Eger y
vektorii, C kiimesine Q-orthogonal ise her x € H igin;

QU .x)+h L(x)=0 (3.16)

olacak bicimde A, ..., hy carpanlan vardir. L(x) ..., Lu(x) lineer bagimsiz ise bu

¢arpanlar tek turlti belirlidir.

Ispat: Bu sonug, (2.4) esitliginde L(x) = —Q(y .x) koymakla elde edilebilir.

Teorem 3.2.3: B, H uzayinin sonlu boyutlu bir lineer alt uzayr ve C, B alt
uzaymin  Q-orthogonal tiimleyeni olsun. Hy.By.Cy kiimeleri sirasiyla H,B,C uzaylarinin
Q-transversal vektorlerinin kiimesi olmak {izere, asagidaki sonuglar gegerlidir:

(1) Bir z vektoriiniin Cy kiimesinin elemani olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu
vektoriin, x € Hy ve y € By olmak tizere, z = x + y bigiminde yazilabilmesidir.

(2) Bir L(x) lineer formunun By {izerindeki degeri sifir ise, B alt uzay1 lizerinde
L(x) = Q(y . x) olacak bigimde, By kiimesine orthogonal (dik) olan tek tiirlii belirli bir
y € B vektorii vardir.

(3) By kiimesine Q-orthogonal olan her x € H vektorii igin, z = x —y e C olacak
bigimde. By kiimesine orthogonal olan tek tiirlii belirli bir y € B vektorii vardir.

(4) B* kiimesi, By ile ortak her elemani kendisine Q-orthogonal olan, H uzayinin

lineer bir alt uzay1 olsun. Eger B* uzaymin boyutu, B uzayinin boyutundan biiyiikse, B



alt uzayina Q-orthogonal olup B nin eleman: olmayan, sifirdan farkli bir x € B* vektorii
vardir.

Ispat: (2): B élt uzayindan, By alt uzayina orthogonal olan ve lineer bagimsiz
vektorlerden olugan maksimal bir y, ...., v kiimesi segelim. Bir x € B vektoriiniin By
uzayinin eleman olmasi igin gerek ve yeter sart Q(y; , x) = 0 ( i = 1,...,m) olmasidir.
O halde: eger By tizerinde L(x) = 0 ise, y = y, b, olmak iizere, her x € B i¢in:

L(x) =5 Q0%.x)= Q. X)
esitligini saglayan tek tiirlti belirli b, ¢arpanlar vardir.

(3): L(x)=Q(x.X) olmak tizerc y vekiorii, (2) de tanimlandig) gibi segilirse, her
X € B vektorii igin, Q(x—-y, X) =0 olur, dolayisiylaz =x —y e C dir.

(4): By, By ile B* kimelerinin kesisim kiimesi olsun. B alt uzaymdan, B, alt
uzayma Q-orthogonal olan ve lineer bagimsiz vektorlerden olusan maksimal bir
Vi s Ym kiimesi secelim. B* alt uzayinin boyutu, B uzayinin boyutundan biiyiikse;
B* alt uzayindan, B, alt uzayina orthogonal olan lineer bagimsiz x; ,..., x,+; vektorleri

segilebilir. Bu durumda; hepsi birden sifir olmayan «, ....,a,,,; sayilarini,
Qyg.xq)a, =0 (a=1....m+1; f=1,...,m)

esitligini saglacak bigimde segersek, x = x4, vektorii (4) 6nermesindeki sartlar saglar.

(1): C*. By alt uzayin Q-orthogonal tiimleyeni olsun. (3) Onermesi geregi,
v € Bveze Colmak iizere x = y + =z bigimindeki x vektorleri C* alt uzaymnin
elemanidir. O halde, Cy; C alt uzayinin Q-transversal vektorlerinin ve dolayisiyla C* alt
uzaymin Q-transversal vektorlerinin kiimesidir. Bununla birlikte, By ve Hy , Co 1n alt
kiimesidir. D ; C* alt uzayinin orthogonal tiimleyeni olmak {izere, D de, By alt uzayina
Q-orthogonal olan higbir x # 0 elemani yoktur. O halde (4) dnermesi geregi, D nin
boyutu By alt uzayinin boyutunu agsamaz ve “x).....x," , D alt uzaymin bir taban1 olmak
lizere:

Qx> ya)l # 0 (@, =1,..r)
kosulunu saglayan, yj.....» € By vektorleri bulunabilir. z e Cy igin , bg sabitleri:
Qxa s ya) bp = Qlxa , 2)

olacak bigimde segilsin. Bu durumda, x = z - yg by vektorii Cy alt uzayinin elemanidir
ve Xxi,....%, klimesine ve C alt uzayma Q-orthogonaldir. Dolayisiyla H uzayina

Q-orthogonaldir. Buradan, x € Hy ve y =yp by € By sonucu ¢ikar.



3.3. Illiistrasyonlar

Illiistrasyonl: J(x) kuadratik formu (3.13) esitligi ile tammlansin. B kiimesi, H
uzayinin { = a ve t = b igin sifir degerini alan fonksiyonlarinin kiimesi olmak iizere,
(Teorem 3.1.6) gdzbniine alinirsa. asagidaki sonug elde edilir;

Bir x € H fonksiyonunun B kiimesine J-orthogonal olmast igin gerek ve yeter

kosul tiim a <t < b aralifinda:

t
W= J.a)‘ﬁ di+c; (k=1,....p) (3.17)

4
esitligini saglayan c, sabitlerinin olmasidir. Bu esitlik, Euler denkleminin integral
bicimidir ve ¢ozlimlerine ekstremal denir. Verilen bir x ekstremali igin, (3./7)

denkleminin sag tarafi &(t) ile gosterilecek olursa;

t
E (1) = jw‘_k di+e, (3.18)

a

Bu gosterim diger uygulamalarda kolaylik saglayacaktir.

IltiistrasyonII: Bslim 3.1°de tammlanan B kiimesi;

Lo (x)=agx (a)+byx* (b)=0, (a=1,...,m) (3.19)
bigimindeki m lineer denklemi saglayan x € H fonksiyonlarinin kiimesi olmak {izere
J (x) kuadratik formu (3.73) esitligi ile tamumlansin. Bir x € B fonsiyonunun, B nin
J-transversal vektorii olmasi igin gerek ve yeter kosul (3.17) esitligini ¢, sabitleriyle
saglamasi ve bununla birlikte, &(t); (3.18) esitligindeki gibi tammlanmak ve g, , qus
degerleri; ¢ [x (@) , x ()] fonksiyonunun x(a) , x"(b) ye gore kismi tiirevieri olmak
tizere;

=& () +qu,+h,a,, =0
et 0 320
esitlikleri ile tanimlanan transversallik sartlarint gergeklemesidir. (Lemma 3.2.2) geregi,
her y e H vektoril igin;

Jx.y+h, L, (v)=0
olur. lliistrasyon I gdzéniine aliirsa. (3.17) esitliginin tim ¢ < x < b aralifinda

saglandigr gortlir. Dolayisiyla buradan;
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ise ho garpanlan tektir.

IlliistrasyonllII: Ay , a < x < b araliginda integrallenebilir ve B, , aym aralikta
karesi integrallenebilir fonksiyonlar olmak tizere, B6liim 3.1°de tanimlanan B kiimesi ;

b
La(x)=J-{ Aak(l).rk(l)+Bak(l),\"k(t)}ch:O, (a=1,...,m) (3.21)

a
kosularini saglayan ve t = a , ¢t = b igin sifira 6zdes x € H fonksiyonlartnin kiimesi
olsun, (Teorem 3.2.2) ve (Teorem 3.1.6) ‘dan goriilir ki; bir x fonksiyonunun B
kiimesine J-orthogonal olmast i¢in gerek ve yeter sart,

.(2=a)+ha(AaA.xl" +Bak.\’k )
olmak tizere, tiim a < ¢ < b araliinda;

!
Q= [Qdi+ (3.22)

a
esitligini saglayan ¢; sabitleri ve h, c¢arpanlarinin olmasidir. Lj(x),...,Ln(x) lineer

bagumsiz ise, yani, tiim a < < b araliginda;

!
PabPat = [ Paas el + (3.2

a
transversallik sartin1 saglayan p, ¢arpanian ve d; sabitleri yoksa, h, g¢arpanlar tek tiirlii

belirlidir. Varyasyon hesabinda bu “normal hal” olarak adlandirilir.
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BOLUM 4

KUADRATIK FORMLARIN TEMEL OZELLiKLERI

4.1. H Uzayinin Parcalanisi

Teorem 4.1.1 : H uzayi, bu uzayda tanimh bir Q(x) kuadratik form ile tek tiirlii
belirli olarak, asagidaki Ozellikleri tasiyan H* ,H ve H, lineer alt uzaylarmmn
dogrudan toplami bi¢ciminde gosterilebilir;

1) H*, H™ ve H, alt uzaylan birbirlerine dik (orthogonal) ve Q-orthogonaldir.

2) Q(x) kuadratik formu; H™ alt uzayinda negatif, H,alt uzayinda sifir ve H™ alt
uzayinda pozitiftir.

Ispat :Her Q(x) kuadratik formu igin, Q(x) = (Tx , x) esitligini saglayan kendine
es lineer bir T doniisiimii vardir (bkz.Boliim 2). T donlistimii, her x , y € H igin
asagidaki ozellikleri gergekleyen T*,T~ kendine eg lineer doniisiimleri ile tek tiirlii

belirli olarak, T=T" - T~ bi¢iminde gdsterilebilir ([2]);

P(x)=(T*x,x) >0, N@x)=(T x,x)=0 (4.1)
(Tx, T"x)=0 (4.2)

ve
Q(x) = P(x) - N(x) , Q. ) =Plx,») - Nx,p). (4.3)

P, H uzayinin P-transversal vektérlerinin kiimesi olsun; P = {x: T 'x=0 }.
H* ise P kiimesinin orthogonal tiimleyeni olarak tanimlansin. Benzer gekilde
H™ kiimesi, H uzaymin N-transversal vektorlerinin kiimesi olan N= {x: T x =0}
kiimesinin orthogonal tiimleyeni olarak tanimlansin. (4.2) esitligi kullamlarak, her x € H
igin, T* T"x=0ve T" T 'x=0 esitlikleri elde edilir. O halde T"x € P ve T"x e N
dir. Buradan, x € H* vex = 0 igin;

N@x) =(T x,x)=0, Q(x)=P(x)> 0 (4.4)



ve benzer sekilde x € H™ ve x = 0 igin;

P)=(T"x,x)=0, Qx)=-N(x)<0 (4.5)
elde edilir. H* alt uzayinda N(x) = 0 ve H uzayinda N(x) = 0 olduguna gore,
(Lemma 2.2.1) geregince x € N olmasi igin yeter kosul x € H* olmasidir, dolayisiyla
H* alt uzayr H™ kiimesine diktir. Ayrica, x e H* ve yeH ise T x=0ve T'y=0
ve dolayisiyla;

Q.= (x.T"y)=(T'x.,y)=0
olur. Bu nedenle H* ve H™ birbirine Q-orthogonaldir. Hy, P ve N kiimelerinin kesisimi
olsun. Bu durumda x € Hp ise T"x = T"x = 0 ve dolayisiyla Tx = 0 olur. Yani x , H
uzayinin Q-transversal vektoriidiir. Bu nedenle Hy alt uzay1 ,H* ve H™ alt uzaylarina
Q-orthogonal ve dik (orthogonal) olur. P, H™ ve Hj alt uzaylarinin dogrudan toplami
ve H uzayr da H"ve P alt uzaylarinin dogrudan toplami oldugundan, buradan H

uzayinin H*, Hg ve H™ alt uzaylarinin dogrudan toplami oldugu bulunmusg olur.

Basit bir 6rnek olarak, H = R* ve Qx) = x|2 - x22 olsun. Bu durumda;
Xl .\'l .\'l
Tx=[1 =1 0}jx, | ve T=T" =T olmak tizere, ' x=]100}|x, |, T x=101 0]} x,
X3 X3 X3

déntistimleri i¢in (4.1) , (4.2) , (4.3) kosullan saglanir;

Px)=(T"x ,x)=x|2 20, N(x)=(T‘x.x)=x22 20, (T°x, T'x)=0.
Buradan; P={x: x;=0}ve H'={x: x;=x; =0} olarak bulunur. Yani H" alt
uzay1, x) ekseni iizerindeki vektorlerden olugmaktadir. Benzer sekilde, N= {x : x, =0}
ve H = {x: x;=x3=0}.0 halde H™ alt uzay: x; ekseni {izerindeki vektorlerden
olugmaktadir. Hy = P n N oldugundan Hy = { x: x; =x,=0 } olur. Gorildiigii gibi,
Q) = x° - x22 kuadratik formu ile R uzayl, birbirine dik x), x5, x3 eksenlerine
pargalanmus oldu (R>= H*@® Ho® H™). Ayrica H* alt uzayinda Q(x) = x2>0, H™ alt

uzayinda Q(x) = ~x,> < 0 ve Hy alt uzayinda Q(x) = 0 dur.

(Teorem 4.1)’de bulunan sonuglardan asagidaki teorem yazilabilir;

22



Teorem 4.1.2 : P(x) ve N(x) asagidaki kosullar1 saglayan kuadratik formlar
olmak tizere, bir Q(x) kuadratik formu tek tiirlii belirli olarak Q) = P(x) = N(x)
bigiminde goterilebilir;

1) H uzaymin N-transversal vektérlerinin kiimesinin orthogonal tiimleyeni
tizerinde P(x) = 0 duir.

2) H uzaymin P-transversal vektorlerinin kiimesinin orthogonal tiimleyeni
tizerinde N(x) = 0 dur.

(3) H uzaymin Q-transversal vektorlerinin kiimesi tizerinde P(x) = N(x) = 0 dur.

4.2. Wls-Siirekli Kuadratik Formlar
Bu kisimda wls-stirekli kuadratik formlar cle alinacaktir. Bu kisimda agiklanan
sonuglar ile (Teorem 3.1.3) birlikte ele alinirsa, “Bir kuadratik formun wls-siirekli

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, bu formun Legendre sartim zayif anlamda

saglamasidir” sonucu elde edilir.

Lemma 4.2.1: Bir Q(x) kuadratik formu, H uzaymmin kapali bir lineer alt

uzayinda nonnegatif (negatif olmayan) form ise Q(x), bu alt uzayda wis-siireklidir.

Ispat : B uzayinda x, = Xg ise Qxy —xo, %) — 0 olacafindan;
Q(xq) - Q(X()) =2 Q(xq = X0+ X0 ) + Q(xq - xO)
Ozdesliginden,
lim 4o, inf [Q(x4) = Q(xp)] = lim o, inf [Q(x, — X0)]
esitligi elde edilir ve Q(x), B uzayinda nonnegatif oldugundan, buradan;

lim 4o inf [Q(x,) — Qx0)] 20

yani Q(x) kuadratik formunun B alt uzayinda wls-stirekli oldugu bulunur.

Lemma 4.2.2 : Bir Q(x) kuadratik formu, H uzaymin kapali lineer bir B alt

uzayinda nonpozitif ve wls-siirekli ise Q(x), B alt uzayinda w-stireklidir.

Ispat : Q(x), B alt uzayinda nonpozitif oldugundan, —Q(x) kuadratik formu
nonnegatiftir ve (Lemma 4.2.1) geregi wls-stireklidir. Hem Q(x) hem de -Q(x)

wis-siirekli oldugundan, Q(x) kuadratik formu w-siireklidir.

t9
L)



Bu sonug, (Teorem 4.1.1) ile birlikte ele alinirsa agagidaki teorem elde edilir;

Teorem 4.2.1 : Bir Q(x) kuadratik formunun H uzayinda wls-siirekli olmasi igin

gerek ve yeter sart, (Teorem 4.1.1)’de tanimlanan H~ alt uzayinda w-stirekli olmasidir.

Ispat : = : Q(x) kuadratik formu H uzayinda wis-siirekli ise H™ alt uzayinda da
wis-siireklidir. O halde (Lemma 4.2.2) geregince Q(x), H™ alt uzayinda w-siireklidir.
< @ Q(x), H™ alt uzayinda w-siirekli ise ayni zamanda wls-siireklidir. Ayrica, Q(v)

kuadratik formu H*ve Hy alt uzaylarinda nonnegatif oldugundan (Lemma 4.2.1) geregi

bu alt uzaylarda da wls-siireklidir ve dolayisiyla tiim H uzayinda wis-stireklidir.

Ayrica, H™ alt uzayi sonlu boyutlu ise burada Q(x) wls-siireklidir ([10]).

Teorem 4.2.2 : Bir Q(x) kuadratik formunun 1 uzayinda wlis-siirekli olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul, P(x) nonnegatif bir form ve K(x) w-siirekli bir form olmak {izere,
Q(x) formunun asagidaki bigimde gosterilebilmesidir;

Qx) = P(x) = K(x) . (4.6)
K(x) formunun tamim su bigimde daraltilabilir; “K(x), H uzayinda nonnegatif ve H

uzayimin P-transversal vektorlerine dik (orthogonal) olan kiime {izerinde sifira 6zdegtir™.

Ispat : = : Q(x), H uzayinda wls-siirekli ise, (Teorem 4.1.2)’de tanimi verilen
— N(x) kuadratik formu, H uzayinda nonpozitif ve wis-stireklidir. O halde (Lemma
4.2.2) geregi — N(x), H uzayinda w-siireklidir. Dolayisiyla K(x) olarak N(x) kuadratik
formu alinirsa, Q(x) kuadratik formu (4.6) bigiminde gosterilebilir.

¢ : P(x) nonnegatif bir form ve K(x) w-stirekli ve dolayisiyla wls-siirekli ise,

Q(x), H uzayinda wlis-siireklidir.

Sonu¢ : Q(x) kuadratik formu, H uzayinda, wis-siirekli ve Q*(x) 2 Q(x) ise

Q*(x), H uzayinda wls-siireklidir.

Ispat : Q(x) kuadratik formu, H uzayinda, wis-siirekli ise (4.6) bigiminde

gosterilebilir ve Q*(x) = Q(x) oldugundan buradan,
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P*(x) = Q*(x) + K(x) = Q(x) + K(x)=P(x) =20
olur. O halde Q*(x) wls-siireklidir.

Teorem 4.2.3 : Q(x) kuadratik formu, H uzayinin sonlu boyutlu lineer bir C alt

uzayinin orthogonal (veya Q-orthogonal) tiimleyeninde nonnegatif ise, Q(x), H uzayinda

wls-siireklidir.

Ispat : (Teorem 4.1.1)de tanmmlanan 1 alt uzayimin boyutu, C alt uzaymin

boyutundan biiylik olamaz, dolayisiyla H™ alt uzay: sonlu boyutludur, dolayisiyla Q(x)

wls-siireklidir.

4.3. Sonlu Indeksli ve Sonlu Sifirhikls Kuadratik Formlar
Tarmm 4.3.1 : (Kuadratik formun indeksi ve sifirligy): Bir Q(x) kuadratik
formunun belirledigi ve (Teorem 4.1.2)'de tanim verilen H™ ve Hy alt uzaylarinin

boyutuna, sirasiyla, H uzayinda Q(x) kuadratik formunun indeksi ve sifirligi denir.

Q(x) kuadratik formunun indeksi i ile, sifirlig1 n ile gosterilecektir.

Bu kisimda i ve i+n ‘nin sonlu oldugu durumlar incelenecektir, dolayisiyla
(Teorem 4.2.1) geregi, burada incelenecek olan Q(x) kuadratik formlari H uzayinda

wls-siireklidir. Bu durumda Q(x),Legendre sartini zayif anlamda saglar (bkz. Boliim 4.2).

H uzay: yerine kapali lineer bir B alt uzay: alinirsa, (Tamm 4.3.1) yine gegerli
olur. Fakat B alt uzay: kapali degilse, (Teorem +4.1.2) in temelini olusturan tamlik sart1
saglanmayacaktir. Bu yilizden Q(x) kuadratik formunun, H uzayimn lineer bir B alt

uzayindaki indeksi ve sifirligi asagidaki gibi tanimlanacaktir:

Tanum 4.3.1 : H uzayinin lineer bir B alt uzayinda. Q(x) formunun indeksi;
B nin, Q(x) kuadratik formunun negatif oldugu maksimal bir lineer alt uzayinin
boyutudur. Q(x) kuadratik formunun sifirligt ise; B alt uzayinin Q-transversal

vektdrlerinin kiimesinin boyutudur.

Bu tamimin gegerliligi, asagidaki lemmadan goriilebilir;



Lemma 4.3.1 : B. H uzayimn lineer bir alt uzayr ve By, B alt uzayinin
Q-transversal  vektorlerinin kiimesi olmak {izere; Q(x) kuadratik formunun negatif
oldugu, B uzaymmin sonlu boyutlu maksimal lineer bir C alt uzayr var olsun.
Bu durumda, D kiimesi, C alt uzaymna Q-orthogonal olan x € B vektérlerinden olusmak
tizere, D kiimesinde Q(x) = O dir. Esitlik hali sadece x € By ise gegerlidir. C*. B
uzaymn, Q(x) < 0 sartim1 saglayan ve By ile sifir vektSriinden baska ortak elemani
olmayan, maksimal lineer bir alt uzay olmak tizere, C* alt uzayimn boyutu C alt
uzayinin boyutuna esittir. ’

Ispat : C; Q(x) kuadratik formunun negatif oldugu, B uzayinin maksimal lineer
bir alt uzayir oldugundan, C alt uzayina Q-orthogonal olan baz1 x € B vektorleri igin
Q(x) < 0 olsayd:, C alt uzaymin maksimalligi ile ¢elisilirdi. O halde D kiimesinde
Q(x) =0 dir.

C* alt uzaymin boyutu, C alt uzaymnin boyutundan biiyiik olsun. Bu durumda,
(Teorem 2.2.4) geregi ( H =B igin), C alt uzayina Q-orthogonal (yani x € D) olup C nin
elemani olmayan , sifirdan farkli bir x € C* vektorii vardir . O halde bu vektérler i¢in
Q(x) = 0 dir ve dolayisiyla x € By olur (geligki) .

C alt uzaymn boyutu, C* alt uzayimmn boyutundan biiyiik olsun. Bu durumda,
(Teorem 2.2.4) geregi C* alt uzayina Q-orthogonal olup C* in elemani olmayan, sifirdan
tarkli bir x € C vektorii vardir . y € C* olmak iizere, herhangi bir b reel sayisi i¢in
bx + y seklindeki vektorler, C* alt uzay: ile aym 6zellikleri saglayan bir alt uzay
dogurur. Bu sonug ise C* alt uzayinin maksimalligi ile ¢elisir.

O halde C* alt uzaymnn boyutu, C alt uzayinin boyutuna esittir.

Asagidaki teorem, H uzayi tam olmadiginda da gegerlidir;

Teorem 4.3.1 : H uzayinda, Q(x) kuadratik formunun indeksi i/ sonlu ise, degeri
asagidaki 6zdes tanimlardan biri ile belirlenebilir;

(1) H uzayinin, Q(x) kuadratik formunun negatif oldugu maksimal bir B lineer
alt uzayinin boyutu.

(2) H uzaymn, Q(x) £ 0 kosulunu saglayan ve H uzaymmn sifirdan farkh
Q-transversal elemanini igermeyen maksimal bir C lineer alt uzayinin boyutu.

(3) k tamsayist; Q-orthogonal tiimleyeninde Q(x) > 0 sartin1 saglayan, H uzayinin

lineer bir C alt uzayinin boyutu olmak {izere, k& tamsayilarinin en kii¢tiga.
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(4) k tamsayisi; orthogonal tiimleyeninde Q(x) = 0 sartin1 saglayan, H uzayinin
bir D alt uzayinin boyutu olmak tizere. & tamsayilarinin en kiigigi.

(5) k tamsayisy; Lo(x) = 0 (0 = 1....k) igin Q(x) = 0 sartim1 saglayan
Li(x) ,.... Li(x) lineer formlarinin sayisi olmak iizere, k tamsayilarinin en kiigiigi.

Ispat : (Lemma 4.3.1) den, H uzaymin indeksi i nin degerini tanimlayan (1) ve
(2) ifadelerinin 6zdes oldugu goriiliir. Ayrica (2) deki 6zellikleri saglayan bir C alt uzayi
aym zamanda (3) ifadesindeki 6zellikleri de saglar. (3) ifadesinde tanimlanan C alt
uzaymin Q(z) > 0 esitsizligini saglayan bir z vektorii var olsun. C*, z vektoriine
Q-orthogonal olan tiim x vektorlerinin kiimesi olmak iizere, C* kiimesi i¢in asagidaki
Ozellik gecerlidir;

C* kiimesine Q-orthogonal olan bir x vektorii, y vektorii z ye Q-orthogonal
olmak iizere, x = y + b z bigiminde gosterilebilir. Buradan;

Q)= QW) +b"Q2)20

bulunur ve bu sonug C alt uzayinin segimi ile ¢elisir. O halde (2) ve (3) ifadeleri
ozdestir. Dolayisiyla (4) ve (5) ifadeleri (3) ifadesine 6zdestir. Ayrica (Teorem 4.1.1) de

tanimlanan D = H™ alt uzayi (3) ve (4) siklarindaki 6zellikleri saglar.

Sonug : Q(x) kuadratik formu, Il uzaymin & boyutlu lincer bir C alt uzayimin
orthogonal (veya Q-orthogonal) tiimleyeninde nonnegatif ise, Q(x) kuadratik formunun

indeksi i<k dir.

Teorem 4.3.2 : Q(x) kuadratik formunun indeksi ile sifiriginin toplami m = i+n
sonlu ise, degeri degeri agagidaki 6zdes tanimlardan biri ile belirlenebilir;

(1) H uzaynun, Q(x) £ 0 kosulunu saglayan maksimal bir B lineer alt uzayinin
boyutu.

(2) k tamsayist; Q(x) kuadratik formunun Q-orthogonal tiimleyeninde pozitif
oldugu, H uzaymn lineer bir B alt uzayimin boyutu olmak {izere, k£ tamsayilarinin en
kiigiig.

(3) k tamsayist; x # 0 ve Lo(x) =0 (o = 1,...,k) igin Q(x) > 0 sartim1 saglayan

Li(x) ,..., Li(x) lineer formlarinin sayisi olmak iizere, kK tamsayilarinin en kiigiigii.



Ispat : Bu onermeler, (Teorem 4.3.1) yardimiyla gosterilebilir. B alt uzayy,
(Teorem 4.1.1) de tammlanan H~ ve H alt uzaylarinin dogrudan toplami olmak tizere

teoremdeki sartlar saglar.

Sonug : Q(x) kuadratik formu, H uzaymmn sonlu & boyutlu lineer bir C alt
uzayinin orthogonal tiimleyeninde pozitif ise. Q(x) formunun indeksi ile sifirliginin

toplam m < & dur.

Bu sonugtan asagidaki teorem elde edilir;

Teorem 4.3.3 : H*, H uzayinin lineer bir alt uzayt ve H ve H* uzaylarinda Q(x)
kuadratik formunun indeksi ve sifichgr sirasiyla i, i* ve n, n* olmak fizere ve o,
elemanlari hem H uzayinin hem de H* uzayinin Q-transversal vektorlerinin kiimesi olan
D nin boyutu ise;

i*<i i*+pn*<i+d<i+n (4.7)

esitsizlikleri gegerlidir.

Benzer bir sonug asagida verilmistir;

Teorem 4.3.4 : H uzayinda Q*(x) > Q(x) ve Q(x), Q*(x) kuadratik formlarinin
indeksleri i, i* ve sifirhiklar n. n* olmak tizere ve d . H uzaymnin hem Q-orthogonal
hem de Q*-orthogonal vekiorii olan x vektorlerinin kiimesi D nin boyutu ise; (4.7) ile
verilen esitsizlikler gecerlidir. Eger H uzaymnin her x = 0 vektorii i¢in Q*(x) > Q(x) ise:

*+n*<i (4.8)

olur.

H*, H uzayinin sonlu boyutlu lineer bir alt uzayinin orthogonal tlimleyeni ise
asagidaki teorem elde edilir;

Teorem 4.3.5 : Li(x) ...., Li(x) .H uzayinda tanimli £ tane lineer bagimsiz lineer
form olmak tizere. H* |, L (x) = 0 (o = 1.....,k) esitlifini saglayan tiim x vektdrlerinin
kiimesi olsun. Bu durumda i, i*, n, n* d sayillarn (Teorem 4.3.3) deki bigimde
tammlanmak {izere, (4. 7) esitsizliklerinin yanisira asagidaki esitsizlik saglanir;

i+n<i*+d+k, (4.9)
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BOLUM 5

LEGENDRE FORMLARI

5.1. Tekil olmayan ve Pozitif Belirli Kuadratik Formlar
Tamum 5.1.1 : (Tekil olmayan form): B, H uzaymn lineer bir alt uzayt olmak
{izere, belirli bir L(x) lineer formu ve her x € B igin;
L(x)=Q(,x) (3.1)
esitligini saglayan tek tiirlii belirli bir y € B vektorii varsa, Q(x) kuadratik formuna

lincer B alt uzayinda rekil olmayan form denir.

Tanum 5.1.2 : (Pozitif belirlilik): H uzaymn lineer bir B alt uzayinda,
Q)= h|x|? (5.2)
esitsizligini saglayan pozitil' bir & sayisi varsa, Q(x) kuadratik formu B alt uzayinda
pozitif belirlidir denir. H uzayinda pozitif belirli olan kuadratik formlar D(x) ve bu

kuadratik forma karsilik gelen bilineer form D(x , y) bigiminde gosterilecektir.

Lemma 5.1.1 : Q(x), H uzaymmn lineer bir B alt uzayinda tekil olmayan
kuadratik form ise, H uzay1 B alt uzay: ile B nin Q-orthogonal tiimleyeni olan C alt
uzayinin dogrudan toplamidir ( H= B @ C) ve B alt uzay: kapalidir.

Ispat : Q(x), B alt uzayinda tekil olmayan bir kuadratik form ise, belirli bir
xo € H ve her y e B vektorii igin, L(y) = Q(xo, ¥) = Q( yu , y) esitliini saglayan tek tiirlti
belirli bir yy € B vektorii vardir. O halde her y € B vektorii igin, Q( xo — yo , ¥) = 0 dir ve
dolayisiyla, zp = xo — yo vektorii B alt uzayina Q-orthogonaldir. Yani zo =x9 — yp € C
olup, H uzay1 B ile C alt uzaylarinin dogrudan toplamidir.

{y4} dizisi, y, € B olmak iizere bir xy € H vektoriine yakinsasin ve ypeB , z,eC

vektdrleri xo =z + yo olacak bigimde segilmis olsun. Bu durumda,

[xo =0 I =(xg =¥ X0 = ¥0) = lim o (Xg =Yg »V¢ = Y0)



olur ve Q(x), B alt uzayinda tekil olmayan form oldugundan, her y € B icin.
L*(») = (xo — 30, ¥) = Q( 7, y) esitligini saglayan bir 5 € B vektdrii vardir. O halde,

Ixg =y I =lim, .. QF ,,~70)
esitligi elde edilir. Burada y, yerine xo — z9 konacak olursa, 7€ B ve zy € C oldugundan

Q(y, z9) = 0 olur ve buradan,
|x = yo I* =lim, ., Q¥ , y,— x¢) =0

ve dolayistyla x = yo bulunur. O halde y, = yy € B olur, yani B alt uzay: kapalidir.

Teorem 5.1.1 : D(x), H uzayinda tamimli pozitif bir kuadratik form ise,
asagidaki ifadeler birbirine ozdestir;

(1) D(x) pozitif belirlidir.

(2) D(xg) > 0 ise x, = 0.

(3) x4 — xo ve D(x;) = D(x) ise x, = xp .

(4) {D(x,)} dizisi sinirli ise {x,} dizisinin zayif yakinsak bir alt dizisi vardir.

(5) {D(x4 , y)} dizisi, her y € H igin sinirli ise {x,} dizisinin zayif yakinsak bir
alt dizisi vardir.

(6) D(x), H uzayinda tekil olmayan kuadratik formdur.

(7) B, H uzayin kapal lineer bir alt uzayi ise, H uzayi, B alt uzay: ile B nin

D-orthogonal tiimleyeninin dogrudan toplamidir.

Ispat : (1) = (2): D(x) pozitif belirli ise, D(x) = & | x |2 esitsizligini saglayan
pozitif bir & sayis1 vardir. O halde, D(x,) — 0 ise lim;.D(x,) = 0 olup yukaridaki
esitsizlik kullanilirsa;

0 < limysmhlx, [* <0
elde edilir. Dolaylslyl.a limy e | X4 >0, yani x,=>0 dur.
(2)=(3): x;—>xp ve D(x;) > D(xy) ise ve
D(x4) — D(xo) = 2 D(x, — x0 , X0) + D(x4 — x0)
esitligi gozoniine alinirsa, , limy,» D(x, — x¢) = 0 olur. Buradan, (2) 6nermesi geregi
Xy —Xo=> 0, yani x, = x, bulunur.
(1) <= (3): x4 ve xo vektorleri, | x, | =1, D(x,) <1/ ¢ ve x, - xy olacak

bigimde segilsin (yani (1) 6nermesi saglanmasin), buradan;

T.C. YOKSEROGRETIM KURT™ ~
POKUMANTASYON MERKL..



0 = limye D(xy) 2 D(x0) = 0
elde edilir. O halde, xo = 0 dir ve (3) 6nermesi geregi x, = 0 olur. Fakat bu sonug,
| x4 | = 1 segimi ile gelisir.

(1)Y= (4): D(x) pozitif belirli ve {D(x,)} dizisi sinirl1 ise.

M2>D(x,)2h|x, |
esitsizligini saglayan bir M > 0 sayisi vardir, yani {| x, |} dizisi de simirlidir. Dolayisiyla
{x,} dizisinin zayil yakinsak bir alt dizisi vardir ([19]).

(1) = 4): x4 ve xq vektorleri. 1 = D(x,) < (17 ¢) | x4 l2 ve x, — Xy olacak
bigimde segilsin (yani (1) 6nermesi saglanmasin), yukaridaki esitsizlikten | x, I>> ¢ elde
edilir. fakat (4) 6nermesi geregi {| x, |} simirl olmalidir (geliski).

(1) veya (4) = (5): L(x) lineer bir form olmak iizere, f(x) = D(x) — 2 L(x)
fonksiyonu wls-stirekli ve azalan, smirli bir alt diziye sahiptir, bu durumda f(x)
fonksiyonunun minimuma eristigi bir y vektorti vardir. g(¢) = f(y + £x) fonksiyonunu
g6zoniine alinirsa, her x € H i¢in;

g(1)=2D(y)+21D(x,y)+ 12D(x)— L(y)= 21 L(x)
dir ve 1 = 0 i¢in g(0) = f(y) olacagindan (y de minimumy);
g'(@=2D(y.x)-2L(x)=0
olur ve buradan,
L(x)=D(,x)
bulunur ve D(x) pozitif oldugundan fonksiyonunun minimuma eristigi tek bir y vektorii
vardir. O halde D(x), tekil olmayan kuadratik formdur.

(5) & (6): Eger D(x) tekil olmayan kuadratik form ise (z,x) i¢ ¢arpimi
(zx) = D(yx) biciminde yazilabilir (Riezs Teoremi) ve tersi de dogrudur. O halde,
{(z.xy)} dizisi her z € H i¢in sirhise |D(y.xy)| = |(z.x,)| £ M ve dolayisiyla {D(y.x,)}
dizisi simrlt olur. {(z,x,)] < N | x, | oldugundan, {(z,x,)} dizisinin her z € H i¢in simrh
olmasi igin gerek ve yeter sart {| x, |} dizisinin simirh olmasidir. Yani ancak (6)
Oncrmesi saglaniyorsa (5) Onermesini saglantr.

(5) = (4): Schwarz esitsizliginden |[D(xy)* < D(x) D() oldugundan, D)}
dizisi siurh ise {|D(y.x,)|} dizisi de sinirli olur ve dolayisiyla (5) saglaniyorsa (4)

Onermesi de saglanir.



6) = (7). (Lemmua 5.1) geregi, D(x) tekil olmayan kuadratik form ise; H uzayi,
H nin kapali lineer alt uzaytr B ile B nin D-orthogonal tiimleyeninin dogrudan

toplanudur.

(6) < (7): Bir L(x) lineer formu. xq # 0 olmak iizere L{x) = (xo , x) biciminde
yazilabilir. B, L(x) = 0 esitligini saglayan vektorlerin kiimesi olsun. xg = yy + zg
olacak bigimde, ype B ve C, B kiimesinin D-orthogonal tiimleyeni olmak {izere. z
e C vektorlerini gozoniine alalim. xy # 0 oldugundan, zy # 0 dir. L(x) = 0 ise D(zy . x) =

0 olacagindan, D(zo , x) = k L(x) olacak bigimde bir & sabiti vardir. O halde z = (1/ k) zy

olmak tizere, D(z , x) = L(x) dir.

Lemma 5.1.2: H uzayi, B ve C alt uzaylarmin dogrudan toplami ve B. C
birbirine Q-orthogonal alt uzaylar olsun. Q(x), H uzayinda tekil olmayan kuadratik form
olmasi igin gerek ve yeter sart Q(x)’in, B ve C alt uzaylarinda tekil olmayan kuadratik
form olmasidir.

Ispat: =: Q(x), H uzayinda tekil olmayan kuadratik form ise, H uzayinda;
L(x) = Q(xo , x) esitligini saglayan tek bir xo € H vektorii vardir. xo = yo + z¢ olacak
bigimde, yy € B ve z5 € C vektorlerini gozoniine alalim. Bu durumda, her y € B i¢in;

Lo =Q00 +20,y)=Q00,Y),
ve benzer gekilde, her z € C igin;
L(z) =Q(z0. 2)
esitligi elde edilir. Bu gosterimlerin tekligi kolayca gosterilebilir (iki farkli gosterim
oldugu farzedilerek celiskiye varlir).

<: Q(x); B ve C alt uzaylarinda tekil olmayan kuadratik form ise, B alt
uzayinda  L(») = Q(y,y) ve C alt uzayinda L(z) = Q(z , z) olacak bigimde tek tiirlii
belirli yo € B ve zy € C vektorleri vardir. H uzayi, B ve C alt uzaylarinin dogrudan

toplami oldugundan, H uzayinda;

Lx) = Q00 + 20, x)

olur ve bu gosteriligin tek tiirlii belirli oldugu da kolayca gésterilebilir.

Teorem 5.1.2: Q(x); H uzaymin her kapali alt uzayinda tekil olmayan kuadratik

form ise, Q(x) veya —Q(x), H uzayinda pozitif belirlidir.
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ispat.’ xo # 0 olmak tlizere Q(xp) = 0 olsun. Bu durumda, B; xy vektdriiniin
Q-orthogonal tiimleyeni olmak tizere, B alt uzayi kapahdir ve xy € B olur. Ayrica, y € B
ise her x € B icin, Q(y + x¢ , x) = Q(v , x) esitligi elde edilir. Bu durumda Q(x), B alt
uzayinda tekil olmayan form degildir. Bu sonug, lemmanin hipoteziyle gelisir. O halde
xo # 0 igin  Q(xg) > 0 veya Q(xg) < O dir. Yani, Q(x) ve —Q(x) formlarindan biri H
uzayinda pozitiftir ve tekil olmayan kuadratik formdur, dolayisiyla H uzayinda pozitif

belirlidir.

Teorem 5.1.3: H uzayinin her kapali lineer B alt uzay: i¢in, H uzay1 B alt
uzaymin ve B nin Q-orthogonal tiimleyeninin dogrudan toplamu ise, Q(x) ve —Q(x)
formlarindan biri H uzayinda pozitil belirlidir.

Boliim 3 de (3.4) esitligiyle tanimlanan kuadratik form pozitif belirli formlara bir

drnektir.

5.2. Legendre Formlan

Tamm 5.2.1: Asagidaki kosullan saglayan bir J(x) kuadratik formuna Legendre
Sformu denir:

(1) J(x), H uzayinda wls-stirekli,

(2) x, = xo ve J(xy) = J(xo) ise, x; = xq .

Legendre formlari genelde J(x) ile, bilineer formlar ise J(x , y) ile gosterilir.

Legendre formlari Legendre’nin giiglendirilmis sartim saglarlar.

Teorem 5.2.1: Pozitif bir Legendre formu pozitif belirlidir.
Ispat: Legendre formlari tamim gerepi (Teorem 5.1.1) ‘in (3). 6nermesini saglar,

dolayisiyla pozitif bir Legendre formu pozitif belirlidir .

Teorem 5.2.2: H uzaymnn, J(x) Legendre formunun nonpozitif oldugu lineer bir
B alt uzayi sonlu boyutludur.

Ispat: (Lemma 4.2.2) geregi J(x) w-siireklidir. Bu durumda, x, — xo ise
J(xy) = J(xp) dir ve buradan, Legendre formunun tanim geregi x, = xp elde edilir.
O halde B uzayinda, zayif ve giiglti yakinsaklik birbirine 6zdestir. Bu ise ancak sonlu

boyutlu uzaylarda miimkiindiir.
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Teorem 5.2.3: Legendre formunun indeksi ve sifirligi sonludur.

Ispat: (Teorem 5.2.2) geregi, (Teorem 4.1.1) de tammlanan, J(x) Legendre
formunun belirledigi H™ ve H,, alt uzaylar: sonlu boyutludur ve boylece (Tanmm 4.3.1)
den indeks ve sifirhgin sonlu oldugu sonucu ¢ikar.

(Teorem 5.2.1) ve (Teorem 5.2.3) birlikte ele alinirsa asagidaki teorem elde
edilir;

Teorem 5.2.4: Bir J(x) kuadratik formunun, H uzayinda Legendre formu olmast
icin gerek ve yeter kosul, H uzayinda, J(x) formunun orthogonal tiimleyeninde pozitif
belirli oldugu lineer bir B alt kiimesinin var olmasidir. J(x), H uzayinin lineer bir B alt

uzaymn orthogonal ttimleyeninde Legendre formu ise, H uzayinda da bir Legendre

formudur.

Teorem 5.2.5: Bir J(x) Legendre formu ile w-siirekli bir K(x) kuadratik
formunun toplami J(x) + K(x), yine bir Legendre formudur.

Ispat: K(x), w-siirekli ise ayn1 zamanda wis-stireklidir, J(x) Legendre formu da
tanimi geredi wis-siirekli oldugundan J(x) + K(x) formu wls-siireklidir. Bununla birlikte,
Xy = xo igin J(x) + K(x) = J(x) + K(x) ise, K(x) w-siirekli oldugundan, J(x,) — J(xo)

dir. Ayrica, J(x) bir Legendre formu oldugundan buradan x, = xy sonucu elde edilir.

Teorem 5.2.6: Bir J(x) kuadratik formunun, H uzayinda Legendre formu olmasi
igin gerek ve yeter kosul, D(x) pozitif belirli ve K(x) w-stirekli bir kuadratik form olmak
tizere, J(x) formunun;

J(x) = D(x) - K(x) (5.3)
biciminde gosterilebilmesidir. K(x) formu, H uzayinda negatif olmayan (nonnegatif)
kuadratik form olarak da tanimlanabilir.

ispat: =: {x|,..., Xu}, H uzayina J-orthogonal olan vektdrler kiimesinin bir tabani
olmak {iizere, (Teorem 4.1.2) de tamumlanan, J(x) formunun belirledigi P(x) ve N(x)
kuadratik formlarim géz6niine alalim. Bu durumda, J(x) = P(x) — N(x) dir ve;

D(x) = P(x) + N(x) + (Xa » X) (Xa » X)
formu H uzayinda pozitiftir. (Teorem 4.2.2) nin ispatinda N(x) kuadratik formunun

w-siirekli oldugu gésterilmisti. Ayrica,



K(x) = D(x) - J(x) =2 N(x) + (xg , X) (xa , X)
esitligi gézoniine alinirsa, D(x) ile J(x) formlarinin farki w-siirekli oldugundan buradan,
D(x) formunun H uzayinda bir Legendre formu oldugu sonucu elde edilir. D(x) formu H
uzayinda pozitif oldugundan (Teorem 5.2.1) geregi pozitif belirlidir.
<: J(x) formu (5.3) bigiminde gosterilebiliyorsa, (Teorem 5.2.5) geregi, bir
l.egendre formudur.
Sonug 1: J(x) bir Legendre formu ise. H uzayiin K(x) = 0 esitligini saglayan her
x #0 vektort igin, J(x) > 0 esitsizligini gercekleyen nonnegatif w-siirekli bir K(x) formu
vardir.
Sonug¢ 2: J(x) formu, H uzayinda bir Legendre formu ve J*(x), H uzayinda
J¥(x) = J(x) sartim saglayan bir kuadratik form ise. J*(x) H uzayinda bir Legendre
formudur.
Teoremde tanimlanan, J(x) formunun belirledigi D(x) ve K(x) kuadratik
formlarim gézontine alalim. Bu durumda,
D*(x) = J*(x) + K(x) 2 J(x) + K(x) = D(x) .
Bu esitsizlikten, D*(x) formunun H uzayinda pozitif belirli ve dolayisiyla J*(x)

formunun bir Legendre formu oldugu anlastlir.

Legendre formunun taniminda yer alan (2). sart, isaretinden bagimsiz olarak

Legendre formunu belirler;
Teorem 5.2.7: Bir Q(x) kuadratik formu, “ x, = x¢ ve Q(x,) = Q(xo) ise
Xy =>x¢” sartint saghyorsa, Q(x) veya —Q(x), H uzayinda bir Legendre formudur.
Ispat: Q(x) veya —Q(x). H uzayinda wls-siireklidir. {y,} ve {z,}dizilerini
gdzoniine alalim, dyle ki ; bu diziler yg ve zy vektdrlerine zayif yakinsasin ve ;

A <QUy), C>Qz0) (5.4)
olmak iizere, Q(,), QU4 , zy). Q(z,) formlart A,B.C sayilarina yakinsasin. Bu
durumda.

[A-Quo)la’+2a[B~Qy.20)]+C~Qlzo)=0 (5.5)
denkleminin a, ve a; gibi farkl: reel iki kékii vardir. O halde;
Xga=0aqYq T Zg —> Xoa = a0 + 2o (a=12).

Bununla birlikte.

Qya) = Q) da” +2 g Qg + 24) + Qzy)
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olup (5.35) denkleminden,
limyaQ(x4e) = A aa2 +2uy, B+ C=Q(xoq) .

Hipotez geregi, x,¢ = xpo olur. g # ¢, oldugundan, ancak Yg = Yo Ve z, = zy ise
Xgqa = X0 olabilir. Fakat, bu durumda A = Q(yy) ve C = Q(zy) olup (5.4) sartlariyla
celigkiye varilir.

illiistmsyon: Boliim 3°deki (Teorem 3.1.1) ve (Teorem 3.1.4) teoremlerinde
gdzoniine aliman ve (3.6) esitligiyle tanimlanan J(x) integralinin H uzayinda bir
Legendre formu olmasi igin gerek ve yeter sart (3.9) esitligi ile verilen, Legendre nin
gliclendirilmis sartin1 saglamasidir. Bununla birlikte, (Teorem 5.2.4) de gdzodniine alinan

J(x) kuadratik formu, H uzayimnin;

b
La(x)zaq,xj(a)+bajxj(b)+ J-{Aja(t)x’ +Bja(1)5c} ydr=0  (a=1,...,m)

a
esitliklerini saglayan fonksiyonlarinin kiimesi olan B lineer bir alt uzayinda bir Legendre
formu olmasi igin gerek ve yeter sart (3.9) esitligi ile verilen, Legendre sartinin

saglanmasidir.



BOLUM 6

VARYASYONLAR HESABINDA KUADRATIK FORMLAR

A=A(1), B=B(1) ve C=C(); [to , ] arahginda siirekli fonksiyonlar olmak

lizere;

n n
Kx(.)= jK(l,.\',i‘)dl: j(A,\'-Z +2C%x + Bx?)dt (6.1)
to )

kuadratik formu, varyasyon hesabinin temel fonksiyonelinin 2. varyansi oldugundan
biiyik onem tagimaktadir. Bu bdlimde K(x) kuadratik formu, asagida Szellikleri

verilecek olan W3 ([t , #1]) uzayinda incelenecektir.

6.1. Wy, (Ito , 1;]) Uzay
[to . 1] kapah araliginda mutlak siirekli olan, tlirevinin karesi ise Lebesgue
anlaminda integrallenebilir fonksiyonlarin uzayr Wi, ([tp . f1]) biciminde gosterilir.

Bu uzay,

n
(O O)=x(ig)(y)+ [¥O)H0)dt (6.2)
0}

esitligi ile tamimlanan i¢ ¢arpim islemine gore bir Hilbert uzayidir. Wy ([to . 1)

uzaymin x(fg) = x(;) = 0 sartim saglayan fonksiyonlardan olusan alt uzay

0
Wi2([4,1]) bigiminde gosterilir.

Teorem 6.1.1: & # 0 olmak lizere, & € R herhangi bir say1, T € [ty , #;] herhangi
bir nokta ise. ¥= 0 fonksiyonuna Wy ([t . £1]) uzayinda zayif yakinsayan, fakat gii¢lii

yakinsak olmayan bir x,, (£;€,1) dizisi vardir ve bu dizi asagidaki esitligi saglar:

limy, e K(xu()) = A(D)E . (6.3)



Ispat: © noktasi [ty . £y] araliginin ig noktast olsun. A, ={¢: |t —t| < 1/2m} olmak

tizere, {x,, (¢:€.7)} dizisi,

5 _ -
X, (:€,1)=4 2dm eVmi—t, e, (6.4)

0 . €4,

bi¢iminde tamimlansin. Bu durumda X&)y gt qp = 1612 0 dir. D.olaylslyla,

ix, (1:;€, 1)} dizisi sifira gigli yakinsak degildir. Fakat, lim,_ A, =0 oldugundan,
Cauchy Schwarz esitsizligi kullanilarak, her y(r) € W ([% , 11]) ve m— igin;

B D= [ 8 (GE D PO S 13, (EOIC [30)d)"™> >0

Ay Am
elde edilir. Yani {x,, (+;&,7)} dizisi sifira zayif yakinsaktir.
Bu durumda (Lemma 3.1.1) geregi m—oo igin {x,(:;€,1)} dizisi ¥= 0
fonksiyonuna diizgiin yakinsak olacagindan, (6./) esitliginin sag tarafindaki J'sz dt
A
ifadesi igin,

C 1
IB(t)x,,,z(l;g,t)dl < -max,os,s,pIB(t)l =O(—)
A m m
m

olur. Ayrica, C(£)%,,(1:8.7)x,,(:€,1)dt garpim diizgtin siirlidir ve m—oo igin;
[ 56281 %, (138, )l > 0
A

elde edilir. Son olarak, ortalama deger teoremi kullanilarak;

J'A(z)x,,,z(t;g.r)dr — A(1)E?

A m

bulunur.

Teorem 6.1.2 : {x,(n} dizisi x(t) fonksiyonuna Wa; ([to . 1]) uzayinda zayif
yakinsak ise. bu dizi ayni fonksiyona L>[ 1. 1,] uzayinda giiclii yakinsaktr.
Ispat: Banach-Steinhaus teoremi geregi ([16]). {x.(.)} dizisi x(.) fonksiyonuna

zay1f yakinsak ise, {x,,(.)} dizisi W2 ([to . 11]) uzayinda gii¢lii sinirhdir, yani;

4|
x, (1) + jx,,,z(r)dr < ¢? (6.5)
0

esitsizligini saglayan C, sayisi vardir.



Ayrica, e(.,1) fonksiyonunu;

(x,(.).e(..t)= J-.i’,,,(l Yt =x,,(1)-x,,(1y)

0
esitligini saglayacak bi¢imde secersek buradan.
(xC)eCtN=x(t)—x(1y)
elde edilir. x,(f)) = x (fp) oldugu goézoniinde bulundurulursa, her ¢ € [ty , 1] igin
Xw(1) = x (1) olur.

Ayrica, Cauchy esitsizligi kullanilarak,

|xm(t)_xm(’0)| < Vi—1lg lxm(')l%\/z‘][ro,t]]

gl
esitsizligi elde edilir. Buradan Lebesgue teoremi ([15]) geregi, J(x,,,(t)—x(l))z dr—0,
10

yani x,, —2x bulunur.

m

6.2. K(x) Kuadratik Formunun Ozellikleri

Bu kisimda, (6.1) esitligi ile tammlanan K(x) kuadratik formunun zayif

stirekliligi, wis-stirekliligi ve Legendre formu olma sart1 incelenmistir.

Teorem 6.2.1 : K(x) kuadratik formunun Wy, ([0 , fi]) uzayinda zayif siirekli
olmasi igin gerek ve yeter sart A(f) = 0 olmasidur.

Ispat: =: K(x) kuadratik formu zayif siirekli, fakat A(f) # 0 olsun. A(1) stirekli
oldugundan, A(t) # 0 olacak bigimde T € (4, /1) elemam vardir. O halde, bazt & # 0
icin, A(1) Ef # 0 olur, (Teorem 6.1.1) de tamimlanan x, (¢;€,t) dizisi gbzdniine alinirsa,
x,, (.;&,7) dizisi sifira zayif yakinsak ve K@) » A(’I:)E,2 oldugundan, A(t) &2 =0

bulunur (geligki). O halde, her ¢ € [y, 1;] igin A(/)=0 dur.
<: A(f) = 0 ise (6. 1) esitliginden,

1
Kxa()) = j (2Cix + Bx*) dlt

]



olur. ( Teorem 6.1.2) de, {x,(0)} dizisi x(1) fonksiyonuna Wy ([1 . 11]) uzayinda zayif

yakinsadiginda, bu dizinin ayn: fonksiyona Lyf 1o, 1] uzayinda giiglii yakinsak oldugu
gosterilmisti. Ayrica, W ([to , 4]) uzaynda zayif yakinsakligin tanimina gore,

Xw—> X ise Ly{ty,n] uzayinda x,,(1) — (1) dir. O halde.

0 0
J.B(l)x,,,z(l)dl—é JB(I)xz(t)dl
0 1)

ve

4! n
Jeiuxuydi~ [ewsoxwdr
0 1o

dolayisiyla, K(x,,) — K(x) bulunur.

Teorem 6.2.2: K(x) formunun Wy ([1y . 11]) uzaymnda wis-siirekli olmasi igin
gerek ve yeter sart, her 7 € [, 1] i¢in A(r) > 0 olmasidir.

Ispat: =: K(x) fonksiyoneli wls-siirekli. fakat bazi © e [fy . 1] icin A(t) < 0
olsun. Eger yine (Teorem 6.1.1) de tammlanan x, (6:€,7) dizisi gbézoniine alinirsa,
X (38,7 dizisinin sifira yakinsadign ve K(x,,(.)) - A(t)ég2 <0=K(0) oldugu goriiliir.
Bu sonug ise K(x) formunun wls-siirekli olmasiyla gelisir. O halde her ¢ € [1 , 1] i¢in
A(r) 2 0 dir.

<: Her ¢ € [to, 1] igin A(r) 2 0 olsun. K(x) formunun;

n
Kix() = IA(I),\"zdl ve  Kyx() = Ki(x(2)) - K(x(.)) (6.6)
10

olmak tizere, K(x) = Kix) - Ky(x) bigimindeki yazihigi gozoniine ahmirsa, K, (x(.))

nonnegatif ve Kz(x(.)) w-stirekli oldugundan, (Teorem 4.2.2) geregi K(x) formu

wls-siireklidir.

Teorem 6.2.3: K(x) fonksiyonelinin Legendre formu olmasi igin gerek ve yeter

sart, her 1 € [t5, 4] i¢in A(") >0 olmasidir.
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Ispat: =: K(x) fonksiyoneli bir Legendre formu olsun. Bu durumda, yukaridaki
(Teorem 6.2.2)’den, A(f) = 0 sartinin gerekliligi goriilmektedir. Fakat & =0 igin
A(1)e? =0 oldugunda, (Teorem 6.1.1) de tammlanan x,, (+;€,7) dizisi igin,

Kn() > AE =0
elde edilir ve K(x) bir Legendre formu oldugundan buradan, x,,(.:&.t) dizisinin sifira
giiclii yakinsacdhgt bulunur (geliski). O halde A(r) > 0 olmahdir.

&: Her ¢ € [ty , 1] igin A(1) > 0 olsun. Bu durumda K(x) formu, (Teorem 6.2.2)
geregi, Wa, ([0, t1]) uzayinda wls-siireklidir. Diger taraftan, x,,— x ve K(x,,) = K(x)
olsun. A(f) > 0 oldugundan,

n n
[luO=3OF disy [A0) G, (=50 di

0] Iy

ve (6.6) esitliklerini gozoniine almakla buradan,
n n
‘ﬂxm(’)._ X(l)|2 dr < Y (Kl(xm) + Kl(x)) - 2Y J-A(t)j"(t)*m(t)d[
1 o

esitsizligi elde edilir. Burada (Lemma 3.1.1) ve K;(x,,,) - K i(x) oldugu godzdntine

1
alinirsa Jlfc,,,(t)— (O dt - 0 bulunur. Boylece (6.2) tanimi kullanilarak, Way (10 . 11])
10

uzayinda, x,,=> x bulunur. Yani K(x,,,) bir Legendre formudur,
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SONUCLAR

Hilbert uzayinda gegerli olan teoremlerin Varyasyonlar Hesabina
uygulanmasinda, kendine es operatorler yerine. kuadratik formlarn kullanmak daha
elverigli oldugundan, bu galigmada; operatorler igin gegerli sonuglar kuadratik formlar

cinsinden ele alinmstir.

Hilbert uzayinda tammh kuadratik formlar teorisini Varyasyonlar Hesabina
uygulayabilmek i¢in, oncelikle Legendre sartinin genellestirmesine ihtiyag vardir. Bu

genellestirmeye tigiincii boliimde yer verilmigtir.

Besinci béliimde, Legendre formunun sonlu indeksli ve sonlu 51f1r111§11 oldugu
aciklanmistir. Indeks ve sifirhik Varyasyon Hesabinda temel teskil etmektedir. Ornegin;
sifirlik, bir diferansiyel denklemin verilen sinir kosullarini saglayan lineer bagimsiz
¢bzlimlerinin sayist olarak ve indeks ise, bu diferansiyel denklemin g¢dziimlerinin

salinim sayisi bigiminde tanimlanabilir.
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