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OZET

LINEER OLMAYAN PARABOLIK DENKLEM SIiSTEMI ILE
VERILEN BiR BASLANGIC-SINIR DEGER PROBLEMININ
GLOBAL COZUMUNUN YOKLUGU

Bu c¢aliymada; ekolojide Volterra-Lotka rekabet modelini temsil eden
denklem sisteminin global ¢6ziimiinin yoklugu problemi, Neumann ve Dirichlet
sinir kogullar ile ele almmugtir. Bu problem incelenirken V.K. Kalantarov ve O.A.
Ladyzhenskaya [9] tarafindan gelistirilen genellestirilmis konkavlik yontemi
kullamilmigtir.

Bu yontemde, yerel ¢oziimiin varlifn temel alinarak, denklemin ve simir
kosullarimin 6zelliklerini tagiyan ve belli bir norma gore denklemin yerel ¢oziimiinii

temsil eden pozitif bir y/(t) fonksiyonunun, Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasinin
hipotezlerini sagladifn gosterilir. Sonugta, l//(t) fonksiyonunun yani ¢ozimiin
normunun sonlu bir # aminda sonsuz oldugu bulunur.

Caligmanin giriy bolimiinde; lineer olmayan parabolik denklem ve denklem
sistemlerinin baglangig-sinir deger problemlerinin global ¢6ziimlerinin yoklugu ve
¢oztimlerin patlamasi konulaninda bugiine kadar yaplmig c¢aligmalar hakkinda bilgi
verilmigtir.

Birinci bolimde; tezde kullanilan kavramlar ve tezin olugumunda yararlanilan
yontem tanitiimigtir.

Ikinci bolimde; Q c R” de smirh ve yeterince diizgiin, 6Q simirma sahip bir
bolge olmak iizere,

u,—Au = f,(t,u,v)+¢(x,t,u,u,v) xeQ, t>0

x?

v,—Av=f, (tuv)+o(xtuv) xeQ, >0
denklem sistemi,

I



u(x,O) = U, (x), v(x,O) =V, (x),

baslangi¢ kogullar,

simr kosullann ile, baglangig-sinir deger probleminin global ¢6zimiinin yoklugunu
incelemek icin, u pozitif bir sabit olmak iizere iki kez tiirevlenebilen pozitif y (¢)

fonksiyonu,

w(t)= _:[ (”u(, z'mz +| v(, z’)"2 )d T+ U

seklinde ele almarak, bu fonksiyonun, enerji integrali yardimyla Kalantarov-
Ladyzhenskaya Lemmasinmn hipotezlerini sagladigi gosterilmigtir. Sonugta, w(f)

fonksiyonunun yani ¢oziimiin normunun, sonlu bir ¢ amnda sonsuz oldugu
bulunmugtur.

Ucglincii bolimde, aym denklem sistemi ve baglangic kogullan ele alinarak
sinir kogullari,

ou ov
'a'n“|an= 0, %Iaa:o

ile degistirilerek, problemin global ¢oziminin yoklugu incelenmigtir. Bu

incelemede, 7,7 ve k pozitif sabitler olmak iizere pozitif y(¢) fonksiyonu,

= (1. o e+ @, =) bl )74
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seklinde ele alinarak, bu fonksiyonun, enerji integrali yardimyla Kalantarov-
Ladyzhenskaya Lemmasinin hipotezlerini sagladigi gosterilmistir. Sonugta, y/(t)
fonksiyonunun yani ¢Oziimiin normunun sonlu bir ¢ amnda sonsuz oldugu
bulunmugtur.

Sonug olarak, parabolik tipte denklem sistemi ile verilen bir baglangig-sinir
deger probleminin global ¢oziimiiniin yoklugu, degigik tipte simr kogullan ile ele
almarak genellestirilmiy konkavlik yontemi ile incelenmiy ve global ¢6ziimiinin
olmamasi kosullan elde edilmis, bu kogullar altinda ¢o6ziimiin yoklugu

ispatlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Volterra-Lotka rekabet modeli, Dirichlet ve Neumann
kogullani, global -¢ozimin yoklugu, genellestirilmis konkavlik yontemi, enerji
integrali.



SUMMARY

NONEXISTENCE OF GLOBAL SOLUTION OF
AN INITIAL-BOUNDARY VALUE PROBLEM GIVEN WITH
NONLINEAR PARABOLIC EQUATION SYSTEM

In this study, the problem of nonexistence of global solution of equation
system representing the Volterra-Lotka competition model in ecology, is handled
with Neumann and Dirichlet boundary conditions. While examining this problem,
the generalized concavity method improved by V.K. Kalantarov and O.A.
Ladyzhenskaya [9] is used.

In this method, under the existence of local solution, it is shown that the
positive l//(t) function, having the properties of the equation and the boundary
conditions and representing the local solution of the equation under defined norm,
satisfies the hypotheses of Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemma. In conclusion, it is
found that the y(¢) function namely the norm of the solution is infinite at a finite
time 7.

Information about the studies on the nonexistence of the global solutions and
blow up of solution of initial-boundary value problems of nonlinear parabolic
equation and equation systems, carried out up to now is given in the introduction.

Concepts and the method used in the thesis are introduced in the first chapter.
In the second chapter,

u,—Au=f,(L,u,v)+¢(x,t,u,u,v) xeQ, >0

v—Av=f, (tu,v)+o(xtuyv) xeQ, >0

equation system with



u(x,0)=u,(x) , v(x,0)=v,(x) ,
initial conditions and
ul,,=0,,,=0

boundary conditions is defined, where Q c R" is bounded and sufficiently uniform

with 6Q boundary. In order to examine the nonexistence of global solution of the
initial-boundary value problem, a positive twice differentiable y () function is taken

W(:):i( (o ) vo) e

where u is a positive constant. By using energy integral, it is shown that y/(t)
function verifies the hypotheses of Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemma. In
conclusion, it is found that the y/(t) function namely the norm of the solution is
infinite at a finite time ¢.

In the third chapter, nonexistence of global solution of a problem with the

same equation system and initial conditions but with different boundary conditions

such as

Ou

_n 9 _
En"l"’“_ 0. 6n|ag—0

is investigated. In this investigation, positive l,//(t) function is defined as

wm{ (WG ] G dee @ty (Bl +olf )+ e+



where 7, y and k are positive constants. By using energy integral, it is shown that
y/(t) function verifies the hypotheses of Kalantarov-Ladyzhenskaya

Lemma. In conclusion, it is found that the l//(l‘) function namely the norm of the

solution is infinite at a finite time #.

As a result, nonexistence of global solution of an initial-boundary value
problem given with a parabolic equation system is investigated with generalized
concavity method by taking different types of boundary conditions into consideration
and conditions of nonexistence of global solution are found. Nonexistence of global

solution is proved under these conditions.
Keywords: Volterra-Lotka competition model, Dirichlet and Neumann

conditions, nonexistence of global solution, method of generalized concavity, energy

integral.
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GIRIS

Lineer olmayan kismi tiirevli evolusyon denklemleri ile verilmig baslangic ve
baglangic-sinir deger problemlerinin global ¢dziimlerinin yoklugu konusu izerine
birgok aragtirma yaptlmugtir.

1960 I yillarda O.A. Ladyzhenskaya, V.A. Solonnikov ve N.N. Ural’tseva
[19] c¢aligmalaninda, sonlu zamanda patlayan parabolik denklemlerin degisik
orneklerini vermislerdir. A. Friedman [4], H. Fujita [S], S. Kaplan [13] lineer
olmayan parabolik denklemlerin keyfi baglangic degerleri i¢in global ¢6ziimlerinin
yoklugu konusunda c¢aligmalar yapmuglardir. W.A. Strauss [35] enerji yontemini
kullanarak baz lineer olmayan kismi tirevli diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin
patlamasi ile ilgili 6rnekler igeren bir ¢aliyma yapmugtir.

S. Kaplan [13], H. Fujita [5], R.T. Glassey [6] ve J.B. Keller [14]
caligmalaninda, L Laplace operatorii veya kendine ey diizgiin bir eliptik operator

olmak iizere, ikinci mertebeden,

u, +Lu= f(u)
u, +Lu= f(u)

ile verilen parabolik ve hiperbolik denklemlerin baglangig-sinir deger problemlerinin
¢oziimlerinin patlamast igin yeter kosullan vermiglerdir. Caligmalarinda kullandiklan
yontem, L  eliptik operatoriniin birinci 6zdegerinin pozitifli§i veya Green
fonksiyonunun pozitifligini temel almaktadir.

H.A. Levine [20],[21] deki ¢aligmalarinda, P pozitif ve A negatif olmayan
lineer simetrik operatorler ve F (u) da belirli kogullant saglayan lineer olmayan

potansiyel operatdr olmak tizere,

Pu,+ Au=F (u)

Pu, +Au=F (u)



ile wverilen diferansiyel-operatér denklemleri igin Cauchy probleminin global
¢ozimlerinin yoklugunun kosullarim bulmak i¢in konkavlik yontemi denen c¢ok
kuvvetli bir yontem geligtirmistir. Bu yontemle hem daha onceden incelenmis hem
de yeni ele alinmig birgok problem i¢in global ¢éziimlerin yoklugu incelenmistir.

Levine’nin konkavlik yontemini kullanarak, R.J. Knops, H.A. Levine, LE. ve
Payne [16], H.A. Levine [22][23], B. Straughan [34], H.A. Levine ve L.E. Payne
[24] nin caligmalarinda, esas pargast lineer olmayan diferansiyel operator
denklemler, disipatif terim igeren ikinci mertebeden diferansiyel operator
denklemler, simr kosullar: lineer olmayan, lineer parabolik ve hiperbolik denklemler
ve siirekli ortamlar mekaniginin ¢esitli denklem ve denklem sistemlerinin global
¢cozimlerinin yokluk teoremlerini ispatlamiglardir.

Levine’nin konkaviik yontemi, problemin yerel ¢oziminiin varligi temel
almarak, denklemi ve suur kogullanm temsil eden pozitif w(¢) =‘I’(u (t))

fonksiyonelinin olugturulmasi esasina dayanmaktadir.

V K. Kalantarov ve O.A. Ladyzhenskaya [9] yaptiklani ¢aligmada konkavlik
yontemini gelistirerek, genellestirilmis konkavlik yontemi olarak bilinen bir lemma
vermiglerdir.

Levine’nin konkavlik yonteminde, yukanida sozii edilen diferansiyel operator
denklemlerde, A operatoriiniin, negatif olmayan wve simetrik operatér olmast
gerekirken, Kalantarov-Ladyzhenskaya’min genellestirilmis konkavlik yontemi, ayni
denklemlere uygulanabilmekte ve A operatoriiniin, negatif olmayan ve simetrik
operator olmasi gerekmemektedir.

Levine lemmasinin uygulanamadigi, H. Fujita [5], R.T. Glassey [6], S.
Kaplan [13], J.B. Keller [14] in ele aldiklann problemler ve genig bir siifi kapsayan
pek ¢ok yeni problemin, Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmas: ile global
¢oziimlerinin yoklugu incelenebilmigtir.

V K. Kalantarov [10],[11], B. Palais [30], S.K. Turitsyn [36] , caligmalarinda
cesitli lineer olmayan evolusyon denklemlerinin global ¢ozimlerinin davramsglarim
genellestirilmi konkavlik yontemini kullanarak incelemiglerdir.

V K. Kalantarov [12] ¢aligmasinda, ikinci mertebeden lineer olmayan,



Pu, +Qu, + Au = B(u,u,)+ F(t,u)

seklindeki diferansiyel-operator denklemlerin bir sufi i¢in, Cauchy probleminin
global ¢oziimlerinin yoklugu igin gerekli kogullan aragtirmig ve lineer olmayan dalga
denklemleri ile ilgili 6rnekler vermigtir.

G. Segim [33] caligmasinda, Qc R" de smrh ve yeterince diizgiin, 0Q
sinirma sahip bir bélge ve p,/>2 olmak iizere,

u, - V( [Vaul* 2 Vu) +au, = u” 2u +|ull—2 u, (x.£)e Qx[0,T)
u(x,0)=u,(x), u(x,0)=wu(x), xeQ
u(x,1)=0, (x,£)e2Qx[0,T)

baglangic-sinir deger probleminin global ¢6ziimiiniin yoklugunu incelemigtir.
H.A. Levine, LE. Payne [25] ve Z. Junning [8], O, R" de bir bolge olmak

lizere, ikinci mertebeden yanlineer,

u, - ,Z:‘gxa_{(d + |Vulp—2 ) gxu—] +g(u, Vu) = fu)

i i

u(x,0)=u,(x) xeQ  u(xf)=0 xedQi>0

ile verilen problem i¢in, f bazi kogullann saglamak ve g=0 olmak iizere global
yokluk teoremlerini ispatlamuglardir. Aym problem, V.K. Kalantarov, O.A.
Ladyzhenskaya [9] tarafindan, f,g bazi kosullant saglamak lizere, p=2 igin
incelenmis ve global yokluk igin yeter kogullar verilmigtir. D. Erdem [3] in
caligmasinda, ayni problem, f ve g strekli fonksiyonlann bazi sartlan saglamak
iizere, p=>2 olarak alinmig ve Onceki caligmalarda elde edilen sonuglarin bir
genellegtirilmesi yapilmgtir.

Matematiksel fizik ve matematiksel biyolojinin birgok problemi, L lineer

veya yanlineer ikinci mertebeden parabolik operatér olmak tizere,



Lu= Fl(x, tu, v)

%‘;— =F, (x, tu, v)

formundaki denklem sistemleri ile verilir. Bu formdaki sistemler igin baslangic ve
baglangig-siir deger problemlerinin ¢éziimlerinin  varhi@y, tekligi ve global
davramiglanmin incelendigi ¢ok sayida aragtirma yapilmugtir.

A Mc. Nabb [29] ve V.N. Maslennikova [28] ¢aligmalarinda, Q, R" de sinrlt
bir bolge, F,(x,t,u,v)  (i=1,2) fonksiyonu u,v ye gore Lipschitz sartlarm
saglayan bir fonksiyon ve L, ikinci mertebeden lineer veya yarlineer operator
olmak tiizere, yukandaki sistem igin, baslangig-sinir deger probleminin global
¢oziilebilirligini incelemiglerdir.

J. Rauch ve J. Smoller [32], aym sistemde,

2
Lu:au o‘u
ot ox’

ve o,y pozitif sabitler olmak tizere,

F(x,t,u,v)= fu)-v

F,_,(x,t,u,v)= ocu-yv
secilerek, xR de ¢>0 i¢in FitzHugh-Nagumo sisteminin kalitatif teorisini

incelemiglerdir.
D.E. Jackson {7] makalesinde,

ve



F (e, t,u,v) = -+ (e )+, (5, 0) w3 (. 2) v, 1)+ £ (1)
F(x,t,u,v)=cu—y v+ £,(x,1)

secerek, ¢ok boyutlu FitzHugh-Nagumo sistemi i¢in baglangic smir-deger
probleminin ¢éziimlerinin varlifs, tekligi ve diizginliigiint incelemigtir.

M. Marion [27] caligmasinda, disipatif terim igeren reaksiyon-difiizyon
sistemlerinin ¢oziimlerinin uzun zaman davramgim incelemigtir. § >0, o,y €R

ve h(u) tek dereceden ve en yliksek dereceli terimin katsayisi pozitif olan, lineer

olmayan bir polinom olmak iizere,

%ut——dAu+h(u)+0'u=0

Q+6v+yu:0
ot

sistemini gozonine alarak global atraktorlerin varligm aragtirmigy ve buldugu
sonuglarni Hodgkin-Huxley, FitzHugh-Nagumo ve Feld-Noyes denklem sistemlerine
uygulamugtir.

D. Erdem, V K. Kalantarov [2], yaptiklan ¢aligmada, Q. R" de sinirh olmas:

gerekmeyen ve sinirt 0Q) olan bir bolge olmak iizere,

Lu= Fl(x, tu, v)

ov
ria F,(x,t,u,v)

denklem sisteminde,

ve F, (x, tu, v) (i = 1,2) lineer olmayan fonksiyonlari,



F(xtuu,v)=a(x,tuu,v)+ f(t,u,v)

Fy(x,t,u,v)=b(x,t,u,v)+ f,(t,u,v)

secerek, baslangic-sinir deger problemini gézoniine almiglardir. Amaglan, sézkonusu
problemin global ¢oziimiiniin yoklugunu garantileyen baglangi¢ verilerinin saglamasi
gereken kogullari bulmaktir.

Giinimtizde de, lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemleri
ile verilen, baglangic ve baglangigc-sinir deger problemlerinin ¢dziimlerinin kalitatif
teorisi ile ilgili pek ¢ok caligma yapiimaktadir. Buna, Y. Yamada [37] nin ¢alismasi
ornek verilebilir. Bu ¢alismada, g,,5,,¢,,d, (i = 1,2), a pozitif sabitler ve O, R* de

diizgiin sinirh bir bolge olmak tizere,

u, =d A[Q+av)ul+ula, -bu—cy) Qx(0,)

v, =d,Av+v(a, -bu—cyv)

capraz difiizyon (cross-diffusion) etki igeren Volterra-Lotka rekabet sisteminin
global ¢ozimlerinin varligi, Neumann veya Dirichlet smir kogullari ve negatif
olmayan baglangig fonksiyonlariyla incelenmigtir. Daha 6nce, n <3 durumunda,
denklem sisteminin global ¢oziimlerinin varlify soylenebildigi halde, bu ¢aligmada
baslangic fonksiyonlarinin normlan ve » boyutu iizerinde herhangi bir kisitlama
olmaksizin sistemin tek bir global ¢6ziimiiniin varligi bulunmugtur.

Pao [31] kitabinda, ekolojide Volterra-Lotka rekabet modelini, dispersiyon

etkisini dikkate alarak, kargilastirilan iki tiriin yogunluklan u(x,) ve v(x,f), Q,

smnir1 0Q olan bir bélge ve a,, b, ¢, (i =1, 2) pozitif sabitler olmak {izere,

u, ~ D\V*u = u(a, — bu—c,v)

v,—D,V*v=v(a, —bu~c,v)



reaksiyon-diftizyon denklem sistemi,
u(O,x):uo (x) =0, v(0,x)=v,(x)=0
baglangi¢ kosulu,

ao(x)g%+ﬁo(x)u=h(x,t) £>0,xc00

, 20, f,20, o, +5,>0

kanigik tip smmir kogulu ile verilen baglangig-sinir deger probleminin ¢dziimlerinin
global varh@ini, kargilagtirma teoremlerini kullanarak ispatlamistir.
Bu tez c¢aliymasinda, son yillarda yapilan ¢ahigmalar dikkate alinarak,

Qe R"de smirli ve yeterince ditzgiin, 6Q smurma sahip bir bolge olmak tizere,
ekolojide Volterra-Lotka rekabet modelini temsil eden,

u,—Au= f(t,u,v)+é(x,tuu,v) xe,t>0
v,—Av= £, (tu,v)+o(x,1,u,v)

u(x,0)=u,(x) v(x,0)=v,(x)

sistemi, sirastyla Dirichlet ve Neumann sinir kogullan ile incelenmis ve ¢dziimiin
global yoklugu aragtinlmgtir.

Bu aragtirmada sistemin enerji integrali elde edilmig ve bunun yardimyla iki
kez tiirevlenebilen pozitif !//(t) fonksiyonunun, genellestirilmis konkavlik metodu

olarak bilinen Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasmin hipotezlerini,
¢(x.t,u,u,,v), o(x,t,u,v) fonksiyonlan ve  u(x,0),v(x,0) baslangg
fonksiyonlarinin bazi kogullart sagladigi takdirde, gergekledigi gosterilmigtir. Bunun

sonucunda hesaplanabilen sonlu bir ¢ amnda y(f) fonksiyonunun sonsuza gittigi

yani,



0

im{ (WG o) )=

oldugu gorilmiigtiir,



BOLUM 1

ONBILGILER

Bu bolimde, daha sonraki bélimlerde kullamlacak olan bazi tammlar,
esitsizlikler ve bir lemma ispat1 ile birlikte verilecektir.

1.1 Ekolojik Rekabet ve Rekabet Kurami

Iki veya daha fazla organizmadan her birinin, yasamu igin gerekli
kaynafi ele gegirmeye caligmasina ekolojik rekabet denir. Eger mevcut
kaynaklar, rakip organizmalann timiine yetecek kadar bol degilse, ekolojik
rekabetin etkisi, canli sayisimn artigimin kisitlanmasi geklinde goriiliir. Aranan
kaynaklar; besin, besleyici tuzla, 151k, yer (yuvalama, saklanma, dinlenme,
avlanma, beslenme yeri) seklinde olabilir. Birey sayis1 artikga, aranan
kaynagin daha da daraldigy, bu darhifin da canh sayisiun artiggm daha biyik
Olgiide engelledigi durumlar, yogunluga bagh etkenlerin en ¢ok verilen
Orneklerini olugtururlar.

Ekolojik rekabet, bazen ¢ok agik bigimde goriiliir. Diglerini gostererek
bulduklart kemiBi birbirinin elinden almaya galigan kopekler, birbirlerini
gagalayarak atilan yemin gofunu kapmaya c¢aligan tavuklar, rekabetin en
dogrudan bigimini sergilerler. Burada birey, kendi istedigi kaynag: (besin)
isteyen rakiplerine kargi agik bir rekabet gostermektedir. Bunun yaninda
topraktaki fosfaty, civardaki baska bitkilerden daba etkin bigimde alabilen,
dolayisiyla da komgularimin biiyiimesini kisitlayacak sekilde yayilan bir bitki
de digerleri ile rekabet halindedir. Burada da rekabetin nedeni besleyici
tuzlardir. Cevresindeki diger tiirleri yapraklariyla golgeleyen bir bitki ise,
ortak aramlan kaynagi (i51k), rakiplerini engelleyecek  bigimde
kullanmaktadir. Her iki oOrnekte de rekabetin varlifn kolayca gorilmez.
Yagadifn yeri kendi kokusuyla markalayan ve bu davramgla rakiplerini bu
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bolgeden uzak tutan bir kurt da, agik bir saldirganligin gosterilmedifi rekabet
ornekleri arasinda sayilabilir.

Ekolojik rekabet, canh sayisiun artiginin denetiminde onemli bir
etkendir. Dogada ve laboratuvarda pek g¢ok aragtirmalara konu olmugtur.
Aragtirmalar ¢ogunlukla degisik cins organizmalar arasindaki rekabet ile ilgili
yapilmugtir (tiirler arasi veya dig rekabet).

Aym yerde yagayan iki cins organizma arasinda, aym kaynaklar igin,
rekabetin dogada iki sonucu olabilir Ya bir siire sonra rakip tiirlerden biri
orada yagayamaz hale gelir, ya da iki taraf da bir yolunu bularak ayni yerde
yasamay: sirdurirler. Tirlerin hangi kogullarda birbirlerini rekabet digt
biraktigy, hangi kosullarda bir arada yagamanin mimkin oldugu konusu,
rekabet galigmalarinin temelini olugturur.

1925-1926 da Lotka ve Volterra’nin gelistirdigi denklemlere gore
Rekabet Kurammm agagidaki gekilde 6zetlemek olasidir.[15] Kaynaklar
kisith bir ortamda, tek bagina yagayan bir canh tiiri, lojistik denkleme uygun
olarak artar. Bu canli sayisinin ait oldugu tir 1 numarayla gosterilir ve

ortamdaki sayist da N olursa, canli sayisinin artist:

Wy _, (K=,
& U K,

Birinci tiirden organizmalardan olugan canh sayisinin artigi, ortamin o

olur.

tiir igin tagmma giictine erigince (N, =K, olunca) durur. Birinci tiirle aynt
kaynaklan kullanmaya baglayan, yani rekabete giren ikinci bir tiiriin de bu
ortama geldigini varsayalim. Mevcut kaynaklar bu kez, her iki tiir tarafindan
da kullamilacagindan, ortamda barinabilecek birinci tiirden bireylerin sayisi
azahr.\ Yani ikinci tiirlin varligi, ortamn birinci tiir i¢in olan tagima giiciiniin
degerini (K,) azaltir. Bu azalig, ortamm ikinci tir tarafindan kullamimasi
olgiistinde, yani ikinci tiirden birey sayisi (Nz) ile orantili bicimde olur. En
basit modelde bu azalig miktan, ikinci tiirden gelen rekabeti gésteren rekabet
katsayist a ile, ikinci tiire ait birey sayismin garpimina egittir. (aNz). Yani
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ortamda birinciye rakip ikinci bir tiir yagsamaya baglarsa, birinci tiirden canh
sayisinin artii da bu rakip tiirden ,

a,
dr

(Kl _aN2)—Nl
K,

=nN 1[
seklinde etkilenir. Burada a katsayisi, rakip tiirden gelen rekabetin miktarini
belirleyen bir sabittir.

Ortamdaki ikinci tir de birinci tirin varligindan benzer gekilde

etkilenir:

N, _ [(Kl —le)—Nz}
2772 K
2

Yani birinci tiirin varl, ortamin ikinci tiir tarafindan kullamilabilecek

lkismmi (K,), birinci tirden gelecek rekabet olgiisinde azaltir. Benzer
sekilde, bu azahg birinci tiirden gelen rekabet katsayisiyla (b) ve birinci

tiirden birey sayistyla orantiidir (5N, ).

1.2 Reaksiyon-Difiizyon Denklemi, Volterra-Lotka Rekabet Modeli ve
Baslangic-Simir Kosullar:
Tanm 1.2.1 Konveksiyon etki yok iken, Q R" diizgiin sinurh bir bolge,

u(x,t) yogunluk fonksiyonu olmak iizere,
u,—V.(DVu) = f (x,t,u) (1.1

yarilineer parabolik  denklemine  reaksiyon-difiizyon denklemi,
u,(x,t) (i=1..,N), yogunluk fonksiyonlar: olmak iizere,

(), -V.(DVu) = f,(x,t,m,...,uy) (1.2)
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zayif parabolik denklem sistemine de reaksiyon-difiizyon denklem sistemi
denir.

Eger konveksiyon etki var ise, u, hiz vektéri olmak tizere, (1.1)

denklemi ve (1.2) denklem sistemi sirasiyla,
u,~V.(DVu)+uNVu= f(x,t,u)
ve
(), -V.(DVu )+ 1, Vu, = f,(x,t,u,...,uy) i=1,.,N

olur. (1.2) denklemine 6zel bir model; dispersiyon etkisi altinda, €, st

0Q olan bir bolge, a,b,c, i=12 pozitif sabitler olmak {izere,

1271370

kargilagtinilan iki tirtin yogunluklan u(x,¢) ve v(x,?) oldugunda,

u,—DVu=u(a,—bu—cyv)

v,—D,Vv=v(a,-bu—c,)

reaksiyon-diftizyon denklemleridir. Bu denklem  sistemine  ekolojide
Volterra-Lotka rekabet modeli denir.

Zamana bagh problemlerde, f, baglangic aninda ¢bziim
fonksiyonunun aldigi degerler;
(1.1) denklemi igin,

u(x,0)=u,(x) xeQ

(1.2) sistemi i¢in ,



13

u,(x,0)=u,(x), i=L.,N xeQ

ile verilir. Bunlara baglangi¢ kosulu denir.
Ug tip siir kosulundan bahsedilebilir. Sinir yiizeyi tizerinde,

u(x,f)=h(xt), ¢>0,xedQ (1.3)

ise Dirichlet siur kogulu; smir yiizeyi Uzerinde, %, u(x, t) omun v
v

dogrultusundaki tiirevi olmak tizere,

ou

gl;:h(x,t), t>0,xedQ (1.4)

ise Neumann sinir kogulu ve sinir yiizeyi tizerinde,
ou
a—+,3u=h(x,t), t>0,xcoQ (1.5)
v

ise Robin sinir kogulu adm alir. Bu U¢ tip siir kosulu, smir yiizeyi tizerinde,

a,20, B,20, a,+f, >0 olmak tizere,
ou
a, (x)5;+ﬂ0(x)u=h(x,t) t>0,xedQ (1.6)

bigiminde yazlabilir. (1.6) siur kogulu, «@,=0, f,=1 oldugunda (1.3),

a, =1, B, =0 oldugunda (1.4) smur kosulu halini alir. «,, 5, sabit olmaksizin

(1.6) smir kogulu gézoniine alindiginda kangik tip siir kogullarim verir.
Burada (1.2) sisteminde, herbir #, (x, t) yogunluk fonksiyonu. igin

siir yiizeyi tizerinde bir kogul yazilmasi gerekmektedir. Ornegin; Neumann
siir kogulu,
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%:g,.(x,t,ul,...,uN) t>0,xe0Q

seklini alacaktir. [31]

1.3 Normlu Uzay ve i¢c Carpim Uzay:

Tamm 1.3.1 Bir E vektor uzaymda, x< E vektorinii |4 reel sayisma

gotiiren ve agagidaki kosullan saglayan |- || reel fonksiyonuna norm denir.

NI) |d|=0<x=0,
N2) |d=0 VxeE,
N3) ad=| VxeE,viecC,

N s+l Vxyek.

E bir vektor uzay, l||| de E iizerinde tammlanmg bir norm ise,

(E, |- ll) giftine normlu uzay denir.

Bir normlu uzay iizerinde,
d(x, y)=|x~ )|

formiilii ile metrik tamimlanabilir. O halde her normlu uzay metrik uzaydir.
E, bir kompleks vektor uzay: olsun.

(,):ExE—)C

ile tanimlanan ve Vx,y,z€ E ve VaeC igin asagidaki kosullan saglayan

fonksiyona i¢ carpim denir.

Y6, YORSEKOBRETIM
ROKUMANTAS YO M'fg'ﬁz’}'i’:?
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1) (5y)=0.%),
12) (ax+pBy,z)=alx,z)+ By, z),
13) (x,x)>0 ve (x,x)=0<>x=0.

Uzerinde i¢ carpim fonksiyonu tammlanan E vektor uzayma i¢

garpim uzay: denir
Her i¢ ¢arpim uzayi,

[ =, %)

ile tamimlanan normla bir normlu uzay,

d(x,y) =[x - = lx-y,x-y)
ile tammlanan metrik ile bir metrik uzaydir.[18)

1.4 Banach ve Hilbert Uzay1
Tamm 1.4.1 (E, I ") normlu uzay ve {x,} bu normlu uzayda bir vektor dizisi

<e oluyorsa {x,}

olsun. Eger Ve>0 igin 3M Vm,n>M igin |x, - x,
dizisine Cauchy dizisi denir.
(E,““) normiu uzay ve {x,}bu uzayda bir vektsr dizisi olsun. Eger

Ve>0 igin M > Vn2M igin [x, — x| <e oluyorsa {x,} dizisi xeE ye

yakinsar denir ve lim x, = x ile gosterilir.
n—»0

Tammm 1.4.2 £ normlu uzayinda her Cauchy dizisi £ nin bir elemanma
yakinsar ise E ye fam uzay denir. E tam normlu uzay ise bu uzaya Banach

uzayi denir. Bir tam ig¢ ¢arpim uzaymna Hilbert uzay: denir.
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Tamm 1.4.3 E bir metrik uzay ve M < E, E nin bir alt kiimesi olsun. M
kiimesini ihtiva eden biitiin kapali kiimelerin arakesitine M nin kapanisi

denir ve M ile gosterilir. E metrik uzayinda M =E kogulunu saglayan M
kiimesine, E de yogun kiime denir.

1.5 L uzay
Q c R" de bir bélge ve p >1 reel say1 olsun. Q iizerinde,

f:Q—)Ru{ioo}

ile tammhb, O6lgilebilir ve ] f |P Lebesque anlaminda integre edilebilir

fonksiyonlar ciimlesine ? () uzay: denir. f € L* (Q) igin norm,

@ = (i G’ de%)

seklinde tamimlamir ve bu norm ile Z, (Q) uzay1 bir Banach uzayudir. L, Q)
uzay! bir Hilbert uzayidir. [17]

1.6 Operatorler

E ve F iki vektor uzayt olsun. D,, 4 mn tamm kiimesi olmak izere,

A:D, c E— F bir operator olsun.

Tamm 1.6.1 4:D, c E— F operatori,
i) D, c E, E nin bir alt uzayidir,

it) Vx,yeD, ve a,fe<R ign,

Alax+By)=adlx)+ fA(y)
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kogullarim saghyorsa 4 ya lineer operator denir.
H kompleks saylar tzerinde bir Hilbert uzay, D,=H,

A:D, — H lineer operator olsun. Vx,yeD, igin,

(4x,y)=(x, 4y)

ise A ya simetrik operator denir.
A:D,—>H, D_A =H lineer operatér olsun. A operatoriine gore

yeni A":D . — H operatorii tammlanabilir. D,. olarak y" e H olmak iizere,

VxeD, igin,

(4x,y)=(%")

esitligini saglayan y lerin kiimesi gosterilsin. O zaman her yeD . igin
A":D.—H operatdrii y =A"y esitligi ile tammlanabilir. A4
operatoriniin lineer oldugu aciktir. A" operatorine 4 nin eglenigi denir.
A=A ise A ya kendine es operatir denir.

D:=H , A:D,— H simetrik olabilmesi igin gerek ve yeter kosul
Ac A” olmasidir.

A H Hilbert uzayinda taniml lineer, simetrik bir operatdér olsun.
VxeD,cH igin,

(4x,x)>0

ise A operatoriine negatif olmayan operatér denir.

A negatif olmayan bir operator veVxe D, c H igin,

(4%, x)=0=>x=0
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oluyorsa A operatoriine pozitif operator denir.

E ve F iki normlu uzay olsun. 4:D, c E— F operatori, bir

k >0 reel sayis1 ve Vx e E igin
4=l < ]
olﬁyorsa, A operatorine smirl operatér denir.
1.7 Frechet Tiirevi
Asagida, normlu uzaylarda, bilinen tirev kavrammin bir genellemesi

verilmigtir.

Tanmm 1.7.1 E ve F Banach uzaylan, 7:E — F lineer olmayan bir
operator, xeE sabit bir nokta olsun. Eger VheE igin,

T(x+h)-T(x)=Ah+o(x,h) 1.7

esitligini saglayan lineer, siurh 4: F — F operat6ri,

lim M =0
bHo ||

kosuluna uyan bir (o(x,h):E — F  kalan operatoérii varsa, 7 ye x
noktasinda Frechet anlamda tiirevienebilir operator, A lineer operatoriine
ise, T nin x noktasindaki fiirevi denir. Tirevin (1.7) tanmmu gdyle de ifade
edilebilir:

T :E — F operatorii verildiyse,
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- |7 (x+ 1) =T (x) - 4h] _ o
e |74

kosulunu saglayan lineer smurh A:E — F operatori varsa, T ye x

noktasinda tiirevienebilir operator denir.[17]

1.8 Cauchy-Schwarz ve Young Egsitsizlikleri, 1. Green Ozdesligi

l<p<oo, l+l=1 olsun.
P q

ab<lar+lpe  (gp>0)
r q

esitsizligine Young esitsizligi denir.
) -9 o pa
ab<ega® +(ep)/rq'b (a,6>0,£>0)

esitsizligine & na bagl Young esitsizligi denir.

1<p,g<o, i+l=1 olsun. Bger u € I7 (Q), v e L1(Q) ise,

P q
i o e <o gy Moo
esitsizligine Holder esitsizligi denir. Eger p =2 ve q =2 ise,
g_[ juv] e < "uIILz(Q) “"“Lz(g)

esitsizlifide Cauchy-Schwarz esitsizligi adim alir. [17]
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Q c R” sl bir bolge u,v e L*(Q) olsun. % = n-Vu dig normal

dogrultuda yonlii tiirev olmak tizere,

[V Vv de=—[vaudc+ jg”;v d(69)
Q Q ;0]

olur ve 1. Green Ozdegligi olarak bilinir. [1]

1.9 Global Coziimiin Yoklugu ve Varlig

Tamm 1.9.1 Bir baglangig-sinir deger probleminde [O,T) x R" de ¢bziimlerin
mevcut oldugu 7 lerin supremumuna varitk araliginin uzunlugu denir. Bu
saytya 7, denirse 7, <+ ise global ¢oziim yoktur, T, =+ ise

global ¢oziim vardir denir. [26]

1.10 Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasi
w(r) iki kez tiiretilebilen ve @ >0, ¢,, ¢, 20, >0 igin,

v (@)w(t)- 1+ v’ OF 2 2e0' 0w () -c, v OF (1.8)

esitsizligini saglayan pozitif bir fonksiyon olsun.
Eger,

w(0)>0, y'(0)>-,aw(0) ve ¢ +¢,>0
ise,
7, =—¢, +,/c12 tac,, ¥,=-¢- ye© +ac,

olmak tizere,
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n 7w (0)+ay'(0)
2\/012 +ac, ¥ (0)+ay'(0)

>t =

icin,
w(t) > +o
olur.

Ispat: @(t)=y () fonksiyonu olarak tammlansin. @(f) fonksiyonunun

birinci ve ikinci tiirevi,

()=, 52), q,,(,):_aw"(r)w(t;gzg)[w(t)y

olur. Bu ifadeler (1.8) de yerine yazilirsa,
D" (1) +2¢,®' (1) - ac,®(f)= f (1) <0 (1.9)

seklinde ikinci basamaktan sabit katsayilli diferansiyel denklemi elde edilir.

¢, +¢, >0 olmast durumunda bu denklemin ¢oziimii,
1 3
O(()= e + B +(r,~1) [ £ ()| -] dr (1.10)
0

olur. Burada B, ve p, sayilan,

ﬂl+ﬂ2 :(D(O)

B+ By, = Q)'(O)



cebirsel denklem sisteminin ¢6ziimii olmak iizere, teoremin hipotezinden,

B = _(71 ~¥2 )hl [aw'(O)"' 72V/(0)] V’—I_a (0) <0
B, =lr, =7, lay'(0)+ry O]y (0)>0

olarak elde edilir.
Diger taraftan (1.10) egitliginin sag taraf son terimi,

(r.—n )_1 jf (2) [eh(w) - ey'(t_’)] dr <0
[

oldugundan,

0<d (t) < Bt + B
yazilabilir. Eger 7,

B + B, =0

olacak gekilde yani,

-1 B,
= _ Inl -2
4L (71 72) n[: B ]

1
segilirse,

lim®(r)=0

t4
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olur. Buradan, ®(f)=y™*(¢) olarak alindigindan,
lim y(f) = +o0

Py

olur.

Eger, a >0, ¢, c, =0 ise (1.9) denklemi,

@"(1)<0

seklini alir. Bu egsitsizlik iki kez integre edilirse,

'(£)-2'(0)<0

ve

@ (r)-0'(0)r-P(0)<0

olur. Ikinci integrasyonda elde edilen esitsizlik,

O (t) <@ (0)+ ' (0)

olup ve ®(#)>0 oldugundan,

0<®(¢)<P(0)+D'(0)

elde edilir. Eger t,

®(0)+®'(0)=0

23
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olacak sekilde yani,

=20
L 2(0)

secilirse,

lim®(¢)=0

1ot

olur. Buradan da ®(¢) =y “(¢) olarak alindigindan,

limy (¢) = +oo

=4

elde edilir.
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BOLUM 2

2.1 EKOLOJIDE VOLTERRA-LOTKA REKABET
MODELINi TEMSIL EDEN BASLANGIC-SINIR DEGER
PROBLEMININ DIRICHLET SINIR KOSULU iLE GLOBAL
COZUMUNUN YOKLUGU

Bu model Dirichlet smr kosullani ile wverilen agagidaki sistemden
olugmaktadir.

u,—Au= f,(t,u,v)+¢(x,t,u,u,,v) xeQ, >0 @1
v, —Av=f, (tu,v)+o(x,t,u,v) xe, t>0 (2.2)
u(x,0) = u, (x), =0
v(x,0)= v, (x), V|oq =0

QeR" de smurh ve yeterince dizgin 0 simurna sahip bir bélge,
fi(tu,v) (i=12), ¢(x,t,u,u_,v) ve o(x,t,u,v) fonksiyonlar degiskenlerine gore
sirekli  fonksiyonlardir. ¢(x, Luu,, v) ve 1) (x, Lu, v) fonksiyonlar
M,,M,,M, N, N, pozitif sabitler olmak iizere asagidaki kosullar1 saZlasin:

| p0e, 2, 0,0, v)| < M, |u,|+ MoJu|+ M| Vu,veR (2.3)

| o (x,t,u,v) |$N1 W+ N, u| (2.4

Ayrica degigkenlerine gore tiiretilebilen G(t, u, v) fonksiyonelinin agagidaki
kogullar sagladigi kabul edilsin:
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%G(t’ u(e)v(e)) = £, ) v, + 1,0 ule ) vEw)y, 2.5)

%G(t, ul, ) v, 0)= G, + fu, + f,v, 2.6)
fu+fy22(e +1)GEtuv) , a >0 2.7
G,(t,u,v)2 M (fu+ fv) (2.8)
M _M12(1+a1)(1+28)’ ﬂe(O,al), 6‘6(0,1)

t A -p)i-)

Bu problemin bu kosullar altinda global ¢oziimiiniin yoklugu, Kalantarov-
Ladyzhenskaya Lemmasina dayanan asagidaki teoremle verilecektir.

Teorem 2.1.1 {u, v} fonksiyon ¢ifti (2.1)-(2.2) probleminin yerel ¢oziimii

olsun ve bu problem igin (2.3)-(2.8) kosullar: saglansin:

Burada,

a=Jl+g-1, &=-12

a

7 =-¢ +“’Clz +a02 > Va2 =6 —\’CIZ +ac2

2 2 2
cl=max{]:l1 +M2+21;'1,—]‘113—44_—]\/’L+N1 , £¢(0]1)
&

124]

6= 4(“1 + 1)M7

MM (M2 +4eM, +86° +ll+a, aef e et} oo
° 4\ 4¢ 4a - ? £ 2

BV 2
M,=M, My +N, +N, P 2N12+(1+3)Ms2
| 4s 4a, - B) &
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olmak tizere, uO(X) ve v,(x) baglangig fonksiyonlar,

== 9] = 190l + [0t )~ 2l > 2 )

4ar(az1 +1)

ifadesini saglarsa,

DS S 5 (20 Ve B (e
2ol vac, 4a*(a + )4, +7,(+0? ol + o)

icin,

i {] (WO +bF) e} -

olur.

Ispat : {u,v} fonksiyonlan, (2.1)-(2.2) probleminin yerel ¢6ziimii olsun.
(2.1) denkleminin her iki yam L, (Q) da uile skaler garpilirsa,

(w,u)=(8u,u)+ (£, u)+ @,u)

olur. Esitligin sagindaki ilk terime 1. Green Ozdesligi uygulanirsa,
(u u)=—(Vu, Vu)+ (f,,u)+ (¢,4)
2 a’t
veya

L9 ()= + () () @9
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elde edilir.

(2.2) denkleminin her iki yam da L,(Q) da v ile skaler arpilirsa,
(., v)= v, v)+(f,,v)+ (@,v)
olur. Esitlifin sagindaki ilk terime 1. Green Ozdegligi uygulanirsa,
14 v,v)=—(Vv, W)+ (f,,v)+ (o, v)
24t

veya

1d

2 dt v)=-l +(% v)+(p,v) (2.10)

elde edilir.
(2.9) ve (2.10) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

3 i+ bE)= Al =B 6.+ @)+ )+ () 1)

bulunur. Bu esitligin son iki terimi yerine (2.7) esitsizligi kullamhp, tgiincii ve

dordiinci terimler yerine integral ifadeleri konulursa,
2 )2 o = ittt + 26+ Df G )i

elde edilir. Bu esitsizlikte, (2.3) ve (2.4) kosullan kullandirsa,
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2 2 b )2 - - | (M1 Y+ M+ M o] e

-—j(N W+ N |u||v|)afx+2(oz1 +1)jG(t u,v)dx

olur ve Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak,

L2 ( +b)> 2 +1>[—§||uxu2 -3 + GG, v)dsc}ral i + o

M, ol - M’ ~ 23 el - M
= N[ (2.12)

elde edilir, esitsizligin sag tarafindaki,

B =o' -5l + j Glt,u,v)dx

(2.1)-(2.2) denklem sistemi igin enerji integralini verir. (2.12) Young esitsizligi
kullanilarak,

L9 +pf 2 26, DB+ o+l - Ml -
S+ L |- S+
- Nz[—;-“u“z + 2—18“v||2]

elde edilir. Esitsizlik diizenlenirse,

1d
L2 (luf + )2 2, + DEQ) + i+l Ml ~ N
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Mg M M.e M
M Sl 5 G2

N,¢ N.
Y AT

seklini alir. Burada,

alinarak gerekli kisaltmalar yapilirsa,

2 (f + )2 20+ DEQ+ . - [’Z +M,+ 281} e
_ [EZ:LJF Nl]"v"z (.13)
olur ve
I = Oi M, 42, , |, =M324:lN22 +N,

olarak alindiginda,

L2+ )2 20+ DEQ+ o -4l - L @1)

2 dt
elde edilir.

(2.11) denklemi (0, t) araliginda integre edilirse,

t t
3 b+ b+ e

‘dr = —j"vx"zdr + j-(¢, u)dr + j(¢, v)dr
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+ {100+ (f)lde

olur ve (2.3),(2.4) kosullan kullanilirsa,
2 F + )+ [Pt <= [l te Sl + 50
[0V o M )14, )t
IV, 69)+ M, e

+ ([0 0)+ (7, v))ae

bulunur ve Cauchy-Schwarz esitsizlii uygulanirsa,
1 0 0 1
L (2 | 1 e (A
0 0
t t 2
+ M, [l de + M, [ o] dz
0 0
t t 2
+ M, [z + N, J M d=
0 0
¢ t
+ N2J||u|| “v“dz' + I[(fl ,u)+(f,,v)|de
[ 0

ve burada da Young esitsizligi kullamlirsa,

3 F <) [l <[l P ol )
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M.,e 2 M, tn w2
+—2‘—I|;||ux“ dr+—2;‘6”|u|| dr

M. § M,
2 [l e+ S o

t
+M2I||u|]2d1 +
0

" Wl ae - 32 b

+Nljllv||2dr +
0

+ [0 0+, v)lde

elde edilir.
Mg N,e Mg
= £, 4 =g, Ve =g,
2 2 2
alindiginda, yukandaki esitsizlik,

JlFee - e, e [l fae-+ 5 (ol )5 (o 1)

(M A
+| —L+M, +2¢, “]u]] dr
4e

\ %62 Jo

(M +N,
A
\ 4¢,

Nl\j'"v"z e + {1, 0)+ (f, Ve

/

seklini alir. Burada esitsizlidin sagindaki tglincli terim negatif oldugundan dolay:
ihmal edilirse esitsizlik daha da kiigtildigtinden,

2
1

0 1 M
e s oo 2

t t
J‘"ux"2 dr < 1 —18 -I-M2 + ZSZJI ||u||2 dr
0 2 2 0

2, N2 - :
+(M34'; 2~+N1J£|‘Vll dT+£[(f1,u)+(fz,v)]d1:] (2.15)
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olarak bulunur.

(2.1) denklemi L,(€2) da u, ile skaler garpilirsa,

(u,,u,) = (Au,u,)+( £, u,) +(4,2,)

olup, esitligin sagindaki ilk terime 1.Green Ozdesligi uygulanirsa,
il =5 2 (Va, V) (fm)+ ()
t 2 dt ? 1>t 27t

veya

1d

[ “551!%!12 +(f,u,)+(8,u,) (2.16)

elde edilir.
(2.2) denklemi de L,(Q) da v, ile skaler garpilirsa,

(V) = (A, ) +(£oov) + (o)

olup, esitligin sagindaki ilk terime 1.Green Ozdesligi uygulanirsa,
Il =2 L (7 7+ () +(o0)
t 2 dt ? 227t 27t
veya

2 d 2
Il ==2 2. + (i) +(o0) @.17)

elde edilir.
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(2.16) ve (2.17) egitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

e+l = —g;l;ll A ‘5;"" [ +(fu)+ (o) + (@) (o) (218)

elde edilir. (2.18) de (2.6) kosulu kullamlirsa,

ol + 1 == -+ 5 [0() =[G, e (bu)+(p0)

ve bu esitlik diizenlenirse,

[+ = %{_ S-S+ J66w dx} G+ (pu)+o)

= SEQ) 1)+ o)~ [6,
bulunur, buradan da,
GEO) =+l - @)= o)+ [G 2.19)
olup, bu esitlik,
SO+ - [ he] o= Jlol v e+ G,

seklinde ifade edilebilir. Son ifadede srasiyla ~— Cauchy-Schwarz ve Young
esitsizlikleri kullanilirsa,
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d £ 1 £ 1
(G0l +f - Sl + b || Sl + 5ol |+ 0,

ve burada da,

Y
[
[y}
w

alinirsa,
L (@)= - e + -2l - ool — ool + [Gr
dt 3T 3 4g, 4g, 2 g
olur. (2.3),(2.4) kosullan kullanilirsa,

%(E(t))z (- z;s)"u,"2 +(1- 6'3)“":"2 - Z.ls—s(“Ml ||+ M, Ju] +M3|v|||)z

2 (Wb Vel + [ G
3 Q

bulunur. Bu egsitsizlik diizenlenirse,

20> (-8)ul +0-2)f bl 50
2, |+ 2 M|+ 2V )

00+ R 2N [

elde edilir ve Young egitsizli§i uygulanirsa,
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A2 0=+ ~ b b rah
oo S +—2§;Mfuunz} o e+ sma |

+z{4M B
N+ 2 SN+l )+ 6,
48’ ! 2 ° 5 !

olur. Bu esitsizlikte £ =1 olarak almir ve esitsizlik diizenlenirse,

—(E(t))>(1 e )l +@-&)f

A M22(84 +—1—+1J+2N22]||u||2
&

4

1 [ 2
_E_ZNIZ +(8— +1)M32}||v"2 + i G, dx (2.20)

4

elde edilir. Bu esitsizlik (0,7) aralifinda integre edilip sag taraftaki Ju,|* nin (0,7)
araligindaki integrali yerine (2.15) yazilirsa,

E)-E0)> (-&,)] (JuJ +

o) o240 250 g o
Al o)+ (——+M +2«ez]ﬂ|uu "

(;M_Jr_N_ JJ”"""” JI(4,) (fz,v)dxdr}

1 ) 1 2 eg g2
—E[Mz (34 +Z+IJ+ZN2 ]!"u“ dr



t t
_L{lez {i . 1}4} [ + [ [G, dede
4e, €4 0 0Q

olur. Esitsizlik diizenlenirse,

502 £0)+(-5)] (i + . Fhis + 28222
M, (1+2£4) M"(1+2¢,
833(1 &) (” il °") H 433((1 2;2))][ 4¢, M, +282J

+ 4—;—(M22(g4 + % + 1) +2N,} mﬂuuzdr
(e
o2 e

(w]j[(;q,u)+(fz, dr+”G dedr

4e, (1 82)

elde edilir. Burada,

=P _M12(1+a1)(1+284)
M= @-B)1-5)

4, =B()=23%( Juff +Iwl)

notasyonu kullanilirsa,
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1+
[ 2 2 2 t
4¢ 4a -p & 5
[ M.2 2 1 t
PV EURE PR v R 2N12+(3+1JM32 (b e
4e 4a -p £ o

—M4j[(ﬂ,u)+(fz,v)] dr+ij,a$cdr 221

1+ | ‘
EQ) 4y + 2L (fu |+ ) e+ 01, f|p. [ e
10 0

olup (2.21) de,

(ar2 2 2
M2 +4 8 1
M, =, | Mo FAEM, B¢ )+l * [Mzz(g +8+1J+2N22)

. 4e 4a -p £
SYE 2

M,=M, %+—M+Nl o M 2N12+(3+1)M32
4 4o -p &

notasyonlarn ve (2.8) sart1 kullanilirsa,

t t
EQ)2 dy + 1L (o o)+ 0, [y e
T 0

t t
~ M, [Juff @z~ M, [ d (2.22)
0 0

elde edilir. Bu (2.22) esitsizligi (2.14) de kullanilirsa,

u’[

Ll b2 2641} 122

t
2 2 d 2
2 (el e+ 00, P Yt

-, - [l sl - -1
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ve buradan da,

Sl b )z a0+ 2 (. + e 001, [

e + 1M s+ e +1), 4+ DM [ e

+2a v [ - 21l - 200 (2.23)

elde edilir.
Bu hazirhklardan sonra, Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasindaki y(f)

fonksiyonu, teoremin kogullanm saglayacak sekilde belirlenmelidir. {u,v}
fonksiyonlar1 s6zkonusu baglangig-sinir deger probleminin yerel ¢oziimii olsun. u

pozitif bir sabit, y{t) iki kez tiirevlenebilen pozitif fonksiyonu,

0= [ (G Y + oI e +

0

seklinde olsun. Bunun igin w(t) fonksiyonunun iki kez tiirevi alinirsa,

, td L d
vO) =l + P = [l e+ [l dr + ]+ ol
0 0

1l
)

Ty aplde s (L el 4ol

, I@,u,)dr+§<v,v,>dr]+uuouz ol

veE



40

v@= %o + 1o ]

olarak elde edilir. y'(f) ifadesinin sagindaki ilk terime Cauchy-Schwarz esitsizligi

uygulanirsa,

oo fon e 0 b)) [ o)

olup,

4 2 2 p 2 2
ay= [+ Jae ve 4y = [P + . I )z
0 0
olarak alinirsa,
t t
{ [@u )+ (v, )dr] < JA 4, (2.24)
(1] 0

elde edilir. Bu esitlik y'(z) de yerine yerlestirilirse,

w'(e) <244, +uo| + |’ (2.25)
olur. 4, ifadesinden yararlanilarak, w(¢)fonksiyonu,
vO)=4, +u (2.26)

seklinde yazilabilir.
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7@ =v' Ov(O)-(+a)[v O @.27)

ifadesindeki terimler ayn ayn kisitlanmaya galigilirsa:
(2.25) esitsizligi kullanilarak,

b OF = (1l +pP) <@z, +uol +pol)

4 d, + (ol +[pol | + 4vAs (ol +vol)

elde edilir. Burada egitsizligin sagindaki son terime Young esitsizligi uygulanirsa
esitsizlik,

b OF = (uff +pf <4@+e,)4.4, +(1+ J(|u0| F+pof]  @28)

seklini alir.
w"()y(2) terimi icin ise,

v Q)= [+ ], + )

esitligi gézoniine alinarak (2.23) esitsizligi kullaniirsa,

7

!//”(t)y/(t)z[4(1+ﬂ)§( |+ ) dr-4M5(a,+1)'!||u||2dr
- e +1) [P e+ +1) 4

(o )M, I v} dr +2a | 28 o} 24 | [+ 4]
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elde edilir.Bu esitsizlik diizenlenirse,

v (O (t) 2[4+ B4, +4(a, + 1)(140 - M, j"u]]zdr - M, j"v"zdr +M4j||vx|]2dr}
s2a [, - 28 -2, 7] 14, + ] (2.29)
seklini alir. Burada,
M, =max{M,, M} ve ¢ =max{l,L}

olarak alinip (2.29) esitsizliginde kullanilirsa,

)2 40+ ) + 4l + 1)(4, VR [(¥ S Y dTJ
w20, |- 2, (W +") [4, + ]
=[4(1+ g4, + 4(e, + 1)(A0 ~M,A +M, _t[""x ||2er

+2a, "vx"2 —~2¢w'(0)] [4, + 4] (2.30)

elde edilir.
Simdi (2.28) ve (2.30) esitsizlikleri (2.27) de yerlestirilirse,

Q)+ OF 240+ f)A, + 4 + 1){,40 M4 +M4j1|vx||2d;}
+2q, "Vxllz - 261‘//'(’)] [Al + :u]
i+ a)[4(1 re)Ad, + (1 4 ;1:)("110 P +[v, ||ﬂ

=4(1 + ﬂ)AZAl + 4(1 + :B)Az.u
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t
+[4(0:1 +1)(A0 -M, 4 +M4J.||vxuzd7:J
0

v 2|y, - 2e°0) 4 + ]

-(1+a)[ (1+5,)4,4, +(1+ J("uo" ol )]

=41+ )4, 4 +4(1+ B)A,u
+ {4(0:l + I{Ao ~My(t)+M,u+M, j'"vx |[2 dr]

A e 0) 70

-1+ a){4(1 +&,)A, 4, + (1 + )(Huo IF +[vel )2}

gikar ve bu son egitsizlikte &, =a ve (1+a)’ =1+ olarak almirsa,

v (O ©)-(+ )y OF = 4+ B)A4, +4(+ B)d, p+ [aley +1)dy - Moy (0)

t
+Mut+M, I v, dr} +2a,|v, | - 2,9 Oy ()
0

41+ p)Ad, (1+a)(1+ )(|u0|| ol

olur ve sag taraftaki bazi pozitif terimler atilirsa, sag taraf daha da kiigiileceginden
esitsizlik,

v (1)~ A+ OF 220" Oy ) - 4, + My ()

+ 4(a1 + IXAo +M 7/-‘)'//(t)

S (N )
=2cy' [y (r)-4a, + DM (1)
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+ 4(“1 + 1)(Ao +M7/U)(A1 + ,u)

L) (W |

a

seklinde yazilabilir. Pozitif olan 4(c;, + 1)(4, +M,u)4, terimi atilirsa sag taraf daha
da kiigiileceginden,

v O (0)- 1+ )y OF 2 20O () - 4, + DMy ()

+4(o + 1o + M, )

2
= +aa) Qluo I +""0"2)z (231)
seklini alir. Son egitsizlikte u,

(1+a)

(W

4(“1 + 1)A0,u 3

olacak sekilde yani,

P i )

4ala, +1) A4,
alinirsa ve 4(;;;1 +1)M u* terimi atilirsa (2.31) esitsizligi,
v (O (0)- 1+ )y OF 2 -2¢,9' (O 0)- 4, + DMp 7 ()
seklini alir. Bu ifade Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasi ile kargilagtirihirsa,

€, = 4(“1 + 1)M7
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oldugu goriliir ve,

v (O)- 0+ )y O 2200 " @ (O)-cp* ()

elde edilir.
Boylece, y/(t) fonksiyonu, c,,c, >0 sayian ile Kalantarov-Ladyzhenskaya
Lemmasindaki (1.8) kosulunu gergeklemis olur.

Lemmanin diger kosullar1 olan,
y/(O) >0
ve
v'(0)>5y(0)
esitsizliklerinin de y/(t) fonksiyonu igin saglanip saglanmadig aragtinlirsa;

w(0)=u

¢ikar. 1 nin pozitif oldugu yukaridaki se¢iminden agik¢a goriiliir.
Teoremin hipotezindeki u, (x) ve v,(x) baslangig fonksiyonlary,

6(1+a)

4> 4o (a, +1

)( ol +vol) (@@, pozitfidi )

esitsizlifini saglayacak gekilde almirsa ve burada esitsizligin her iki yam

( folf +Ivol" ) dte garptrsa,



(o + ) 2zl (bl el

4a(oz1 + l) 4,

olur. Buradaki,

ey (lol +E)

~4a(a, +1) 4,

w(0)

v (0)=uo]| + ol
oldugundan,

y'(0)>8y(0)

elde edilir. Teoremin biitiin kogullan saglanmig oldugundan ispat tamamlanmgtir.

¢, patlama zamani,

L 1w+ @

2,/012 +ac, 7 w(0)+ay'(0)

t, =

ifadesinde bilinenler yazilirsa,

. 40 (@, + )4, +7,0+ 2 (| + o)

e rac, 4a*(@ +)4 +7,0+a) (ju) +[v[)

L=

olarak bulunur. Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasimdan ¢ — ¢, i¢in,

46



olur,

i ([ (I b)) -

47
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BOLUM 3

3.1 EKOLOJIDE VOLTERRA-LOTKA REKABET
MODELINI TEMSIL EDEN BASLANGIC-SINIR DEGER
PROBLEMININ NEUMANN SINIR KOSULU ILE GLOBAL
COZUMUNUN YOKLUGU

Bu model Neumann smur kosullann ile verilen agagidaki sistemden
olugsmaktadir.

u,—Au= f,(t,u,v)+¢(x,t,u,u_v) xeQ, >0 3.1
v,—Av=f, (t,u,v)+o(x,1,u,v) xe, >0 (3.2)
ou
u(x,0) = uy (x), gq'lamzo
ov
v(x,0)= v, (x), aIaQ:O

QeR" de smurl ve yeterince dizgin 0Q sminna sahip bir bolge,
f(tuv) (=12), ¢(x,t,u,u,,v) ve p(x,t,u,v) fonksiyonlar degigkenlerine gore
sirekli ~ fonksiyonlardir.  ¢(x,2,u,u,,v) ve  @(x,t,u,v) fonksiyonlar
M,,M,,M, N,, N, pozitif sabitler olmak tizere agagidaki kosullar1 saglasin:

|¢(x,t,u,ux,v)|le|ux|+M2|u|+M3{v| VYu,veR (3.3)

]q)(x,t,u,v) l < N, V[+N, Ju| (3.4)

Aynica degiskenlerine gore tiiretilebilen G(t, u, v) fonksiyonelinin agagidaki
kogullart sagladig kabul edilsin:
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aa—tG(t,u(z'), V@)= £ ule) v, + 1,0 u(z) vy, (3.5)

%G(t,u(x, O v(x,0))=G, + fu, + f,v, (3.6)
fu+ fyz2o, +1)G(tu,v) , >0 3.7
G,(t,u,v)>M,(fu+ f,v) (3.8)
M _M12(1+a1)(1+28)’ ﬂE(O,(Zl), 86(0,1)

t 4(“1 —ﬂ)(l—-é‘)

Bu problemin global ¢oziminin yoklugu, Kalantarov-Ladyzhenskaya

Lemmasina dayanan agagidaki teorem yardimiyla verilecektir.

Teorem 3.1.1 {u, v} fonksiyon ¢ifti (3.1)-(3.2) probleminin yerel ¢oziimii
olsun ve bu problem i¢in (3.3)-(3.8) kosullar saglansin:

Burada,

a=1+f-1, s=-12

/ [ 2
776 e tac,, V=76 =6 Tacg

2 2 2
¢ = max{M1 +M, +281,——M—34+—]V2-+N1}, g (01

4a, &,

¢, =4(a +1)M,

2 2 2
M, =M, M, +4£M2‘+83 +ll+a1 M, g +e+1 +2N,?
4¢ 4a-p €

2 2
M,=M, —A/—Ii—ir—]—vz—+Nl +—1i— 2N12+(1+3)M32
4¢ 4(a1—,B) £

M, =max{ M, M, }

olmak tizere,
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0<k<g
o

icin, u,(x) ve v,(x) baslangig fonksiyonlari,

1 1 M 1+a)f G, +Wuo| + ol
o [0l i) el Do)
Q

a(a, +1) 2k - k%5

ifadesini saglarsa,

1 [ (“uo“ +“v0“ )(1+a +a(a1+l)A0k2 ]+2a2(a1+1)A0k a(1+a26|u0|| +l|v0“)Z
2\/7 +ac, 72 (||u0|| +[va )(1+a )+ (e, +1)Aok? 1+20 (@, +1) Aok - a(1+a2@u0|| +||v0“)2

icin,
i {I (e, A + G t}lz)a’r} _

olur.

Ispat : {u, v} fonksiyonlar, (3.1)-(3.2) probleminin yerel ¢6ziimi olsun.
(3.1) denkleminin her iki yam L, (Q) da wile skaler garpilirsa,

()= (Bu,u)+ (£, )+ @,4)

olur. Esitligin sagindaki ilk terime 1. Green Ozdesligi uygulanirsa,
1d
L2 ()7 50)+ () 0)

veya
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1d

S @)=l +(u)+(4.4) (3.9)

elde edilir.
(3.2) denkleminin her iki yam da Z,(Q) da v ile skaler garpilirsa,

0. v)= @, v)+(7,.v)+ (V)

olur. Esitligin sagindaki ilk terime 1. Green Ozdesligi uygulanirsa,
L4 )=, )+ (£, 1)+ (,v)
2 dt 2 ? 2 2
veya
1d 2
EE(V’V):—HV"" +( o) +(0,v) (3.10)

elde edilir.
(3.9) ve (3.10) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

%%(Ilulr )= -+ @)+ @)+ (fu)+(50) G

esitligi bulunur. Bu egitligin son iki terimi yerine (3.7) esitsizligi kullanihip, Ggiinci

ve dordiincii terimler yerine integral ifadeleri konulursa,
1 d 2 2 2 2
29 (Juf +1pI7)> A~ - [ipudete— [l hat-+ 20, + D] Glemv)
Q Q Q

elde edilir. Bu esitsizlikte (3.3) ve (3.4) kosullan kullamilirsa,
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1d
2 (1 +1MIP)= AP -1 - [0+ M + )
Q
- (Nl M + N, |y |v|) dx +2(e, + D[ G(t, u,v) dx
Q Q
olur ve Cauchy-Schwarz egitsizligi kullanilarak,
1d 1 1
ol e+ ) 22(e, +l){—§||”x”2 =l +£ G(t,uv) dr

o [+ ol o ] - o

=M, [l - N, bl - 2, ] (3.12)

elde edilir, egitsizligin sag tarafindaki,
1 1
E@) =~ - 2. + [Gluv)ee
)

(3.1)-(3.2) denklem sistemi i¢in enerji integralini verir. (3.12) de Young esitsizligi
kullamlarak,

1d
L2 (4 )2 20 + 0@+ +alyf Mol - N,

£ 1 2 1
-M. 1 [—2— "u . "2 + 5"1'1"2] -M 3 [E "u"2 + E"vuz]

elde edilir. Egsitsizlik diizenlenirse,

L ) 2200+ ) B )l +anlloff Ml Mo
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Mg M M.e M
Y R

Ny Ny
g My

seklini alir. Burada

alinarak gerekli kisaltmalar yapilirsa,

1d M
2+ ) 2l #0800 o {2, 25 o
M 4N, 2
et ¥ oy
olur ve
M M, +N,’
ll = 4all +M2 +2€1 5 12 ZBTIZ—‘-NI

olarak alindifinda,

1d ( 2 2) 2 2 2

2 (W -+ )2 2 + 08+l -l -1 an
elde edilir.

(3.11) denklemi (0,t) araliginda integre edilirse,

LTSl e+ e =l + [0 « (o0}



+ [l(h,w)+ (V)] ax
olur ve (3.3),(3.4) kogullan kullanilirsa,
1 2 AW, 2 [ 2 2 1 2
g )l <=l Sl + 2
+ [ IV, ) + M )+ My )
+ j-[Nl (v,v)+ N, (@, v))dx

{
+I[(f1, u)+(f,,v)|dr
0
bulunur ve Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa,
1 [ ( 1
(b4 )+ [l fae < = [l + 2 (juof? + Il
0 0
t t
+M, [l + 2, [ o’ az
0 0
t t )
+M, [ ldplaz + N, ]
0 0

+N2j:||u|”|v||dr+j;[(f,,u)+(fz,v)]dr

ve burada da Young esitsizligi kullanilirsa,

t t
b 4B e <[t ool o)
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Mty
| &
e Il

t M t M t
M, [l do+ =25 [l de+ =2 b de
0 0 0

N,e |
2

+j [(fi,u)+(f,v)]d=

elde edilir.
M N,e M,e
=g,, =g, Ve =g,
2 2 2
alindiginda yukandaki esitsizlik,

[ 2 f 2 f 2 1 2 2y 1 2 2
Il de et de <[l e+ 2 (ol + bl b 5 o +1)
0 0 0
2 t
J{M : J [l =
4g, 5

+[M 4N +N]juv|| dr + j[(fl,u)+(fz, e

4g,
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seklini alir. Burada egitsizligin sagindaki tgiincti terim negatif oldugundan dolay

ihmal edilirse esitsizlik daha da kiigtldtigtinden,

Illu e <~

Lot o o) (et 2 o



(Mm Jﬂlv“ dr+J'[(fl,u)+(f2,V)]dT

4e,

olarak bulunur.

(3.1) denklemi Z,(Q) da u, ile skaler garpilirsa,
(., )= (Au,u )+ (f,u,)+(d,u,)
olup, esitligin sagindaki ilk terime 1.Green Ozdesligi uygulanirsa,
ful? =5 2 (Y, V) + (f0) + (80
2 dt

veya

bl =2 L () +(8)

elde edilir.

(3.2) denklemi de Z,(Q) da v, ile skaler carpilirsa,
() = (A0 ) +(fi,v) +(o.v1)
olup, esitligin sagndaki ilk terime 1.Green Ozdesligi uygulanirsa,
IiF =22 (7 ) +(£,0)+(p.0)

veya

vl = ‘5;‘;” v [ + () +(e.v)
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(3.15)

(3.16)

(3.17)
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elde edilir.
(3.16) ve (3.17) egitlikleri taraf tarafa toplamursa,

1d 1d
Wl bl =L o L+ )+ o)+ 6+ ) 9

elde edilir. (3.18) de (3.6) kosulu kullanilirsa,
1d d
e, |]2 + ”vt"2 = -Z—E(“ux"2 + "vx||2)+ EJ‘G(I, u,v)dx — .[Gf dx +(p,u,)+(p,v,)
Q Q
ve bu egsitlik diizenlenirse,

d 1 1
JlF = (3l = T Ol |- G+ 6.0) 00
Q 0

= Z(B0)+@u)+(p.v)- [G,dx

Q

bulunur, buradan da,
GEO=RL b -6.0)- )+ G0 (3.19)
olup bu eitlik,
GEOV L+l =[] ] - Jll ] v+ [G, e

seklinde ifade edilebilir. Son ifadede sirasiyla Cauchy-Schwarz ve Young
esitsizlikleri kullanilirsa,
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d £ 1, £ 1
SO+ | Shol + 3o W || ZF + ool |+ 0,

ve burada da,

alinirsa,
< (E()> - +0-a )l - -2 lolf + [G: e
dt A AT 4, 4e, 2t
olur. (3.3) ve (3.4) kosullan kullanilirsa,

2 (E0)=0-2) Bl +0-6) WPl b v )

1
——(b+ M) + ]G, o
3 Q
bulunur. Bu esitsizlik diizenlenirse,

L) 0- )l + 0=~ 37l 50,

+2M Mo o + 20,0 o | + 20,0, )

1
2o 0D + MW+ 28 )+ G,
Q

elde edilir ve Young esitsizligi uygulanirsa,
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2 (50)2 - el + - )l = -0l M 24,
fsar + ZL&M;uuuz) o Sl + 5B
o St b

(W W o S o )] G

3

olur. Bu egitsizlikte £ =1 olarak aliur ve esitsizlik diizenlenirse,

2 (5)> (-l + 0-e )l 1

1 M22(£4 +—1—+1J+2N22}||u||2

1 2
Ll o Zethar [of +fo. 620

elde edilir. Bu eitsizlik (0, t)
nin (0, t) araligindaki integrali yerine (3.15) esitsizlifi yazilirsa,

[+

2)dt MM+ 284)[_ .:{“quz e

483(1 - 32)

E()- £0)2 (- )
il ol b 4,42, [
e Ly (R 3

t
- —I—[Mzz(a‘ LI 1) + ZNZZ]’HIMH2 dr
&,y 0

4g,



_4173{21\/ +( : 1}\4; }:!"vllzdr+j: [, deds

olur. Egsitsizlik diizenlenirse,

[ + M2 20) (”28“)III Jar

£@)> E0)+ (-, (]
M 28) (g ) [(M12(1+2€4))(Mf M35

833(1 6‘2) 483(1—82) 4¢,

1 1 ‘
+ ZE;(MZZ (34 + . + 1)+ ZNZZH‘!' e d=
b M (1+2¢,) M32+N22+N
46'3(1—82) 4¢, !
1
+Z;3{2N +( 2 jM HI"v" dr

+[M (1+234)Jj[(,g,u)+(fz,v)]d7+ [[G.axde

4e, (1

elde edilir. Burada,

a - p M _M12(1+a1)(1+2£4)
t 4(“1 —ﬂ)(l_gz)

olarak alimp,

M 2 2
4, = EO)-"2+(ju +uF)

notasyonu kullanilirsa,

|
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E(@t)> 4, +

2L [ ([ )t 60l

1

2 2 2 t
3 M{Ml +4eM, +8¢ J+l 1+ (Mzz(s +8+1)+2N22Hj‘"u"2d1
i 4¢ 4a-p £
B 2 2
_ M{M_H_Nz_wl}lnal (w +( )M Hj"vu dr
] 4¢ 4a -p

—M4j[(ﬁ,u)+vz,v)]dr+j_[G,dxdr (3.21)

olup (3.21) de,

(as2 2 2
M, =M, M,"+4eM, +8¢ +_1_1+oz, M, g +e+l LN
L 4¢ 4a - &

4 2 2
M

M,=M, —LNZ—+N1 Al 2N12+(3+1)M32
4 4a-p £

notasyonlan ve (3.8) sart1 kullamlirsa,

E(t)2A0+11:£ j( I

1

t
[ )ae+ 0, [, e
0

= M, | de — M, || a= (3.22)

-~ elde edilir. Bu (3.22), (3.14) de kullanilirsa,

J(uu [l e+, [Ivfar

0

1L+ ) 2 1] 4,412

t t
- M, [l dr - M IIVIIZdT] el - bl -2
0 ]
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ve buradan da,

Sl + )= 0 )] () e~ (et 00, [

— 4, + I)MGj."v“zdr +(a, +1)4, +4(e, + 1)1\/14j‘||vxu2 dr

+2a, v, - 20l - 25, )M (3.23)

elde edilir.
Bu hazrlikiardan sonra, Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasindaki (f)

fonksiyonu, teoremin kogullarimt saglayacak sekilde belirlenmelidir. {u, v}
fonksiyonlan s6zkonusu baglangig-simir deger probleminin yerel ¢6éziimii olsun. 7,y

ve k pozitif sabitler, l//(t) iki kez tiiretilebilen pozitif fonksiyonu,

L e+ @ =)ol + ol )+ 7+ £

t
w(t)= j ("u(, t]|2
0
seklinde olsun. Bunun icin y(¢)fonksiyonunun iki kez tirevi alinirsa,

v'(t)= “u(, t)"2 + "v(., t)ﬂz = 2fu, ||2 =2|v, “2 +2y(t+ k)

- e [ o= (el <ol b2

i
)

I 22 s+ @-;—d%uvuz dr] ~(l? + ol )+ 276+ )

i
(]

I () [ )dr]—(luou )+ 2+ 8)

Ve
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v =S +pCor ]2

olarak elde edilir. y/’(t) ifadesinin sagindaki ilk terime Cauchy-Schwarz egitsizligi
uygulanirsa,

[I(u u,)dz + _:{(v, v, )dt] < \Kj (uff + Hvﬂz)dr) \/U(uu [+, llz)dfj

olup,

2 )dr

v, |

4 = j;("ulr +||v||2)dt ve A4,= j‘(“urnz N

olarak alinirsa,

t t
{ [@,u,)dc+[0,v, )dr] < JA 4, (3.24)
0 0
elde edilir. Bu egitsizlik y/’(t) de yerine yerlestirilirse,

v (1) <2JA, + 27 e+ )= ( [l +ol)
olur. Pozitif olan son terim atilirsa, esitsizli¥in sag tarafi daha da biiyimiig olur ve
v'(6)< 244, +2y(t + k) (3.25)

elde edilir. 4, ifadesinden yararlanilarak, l//(t) fonksiyonu,
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wl0)= 4, + (T, - Yol +pol )+ 27 (e + &) (3.26)
seklinde yazilabilir.
2O=v'@) v(O)-(+a)w' ()] (3.27)

ifadesindeki terimler ayr ayn kisitlanmaya galigilirsa:
(3.25) eyitsizligi kullanilarak,

W OF = (" + I — 2ol - 2ol + 27+ )]
< (ZJZZ +2y(r+ k))2 = 44,4, + 4y (¢ + k) +844,y(t + k)

elde edilir. Burada egitsizlifin sagindaki son terime Young esitsizligi uygulanirsa
esitsizlik,

5

bOF <4+ 26,044, + 4(1 ; %)yz(t R 6.29)

seklini alir.
w" () (¢) terimi igin ise,

v v ={ 5] Il bf T2+ (=)l 4l o e

esitligi gbzoniine alinarak (3.23) esitsizligi kullanilirsa,

wﬂ(r)w@z[4<1+ﬂ)j(uu,|r N

v [’ )dz' —4M (e, + 1);[ I de
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—aM, (o, + 1)i||v||2 de+4(c; +1) 4,
+4(ay + DM 4‘!‘“11,5 ||2 dr +2q v, “2 -2/ ||u||2 -2, ”v"2 + 2;/}

[ 4+ o)+l ) 7 () ]

elde edilir. Bu esitsizlik diizenlenirse,

VW)= 40+ )4, +4(a + 1{4, -, s~ b
bl s 2 -2 -2 42 ]
[+ @ = ol + ol 4 7] (.29)
seklini alir. Burada,
M, =max{M,,M;} ve c =max{,l,}

olarak almip (3.29) esitsizliginde kullanilirsa,

v Ov)= [0+ A4, +4(a + 1)(4, —M7:|:(||u||2 S ke +M4j)'||vx||2dr]

+ 20y, - 26, (juf + bl + 2]

+la,+ @~ + ol e+ Y] (330)

elde edilir.
Simdi (3.28) ve (3.30) ifadeleri (3.27) de yerlestirilirse,
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V" Ov -+ ) OF = 40+ H), + 4(a, +1{Ao My M [y
w20,y - 26, (Juff + )+ 27]

PR (W gy
-1+ a){4(1 +28,)A A, + 4(1 + i)ﬁ (t+ k)z}

= 401+ )t 440+ ), T, - Wl + o)
+4(1+ A,y (t+ k)

-{4(0:] + 1)(,40 —~M, 4, +M4j||vx I dzJ

w2, | - 26, (Juff + ] )+27
-+ @ =P+l )+ e+ 7]
—(1+ a){4(1 +28,)A 4, + 4(1 + 2175}’2 (+ k)z]
= 41+ A4, + 41+ P)A(T, N[ + )
440+ B e+ K +[4lay + 1Xdy - Moy €)

+ 8,0, = 1) Juff + ol Mo e+ £

b g 2l f
~26,(jaf + e 27 )

(s @{4(1 2 )Ad + 4[1 . z_l_JyZ(t +k)2}

5

gikar ve bu son esitsizlikte 26, =a ve (1+a)’ =1+ B olarak alinursa,

@) -+ OF 240+ B)a,d, + 40+ @) 4, (T, - W ol + o)
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+4(1+af Ay + k) +[a(a + 14 - My ()

+ Mo(Ty ~ 1)[uo + ol )+ Moy e+ Y

4
+M 4_ﬂlvx "2 a’rj +2a v, "2
0

~2¢,(Juf* + i+ 27}
—4(1+ B)A4, - 41+ a)(l + %)72(1 +k)

t
olur ve sag taraftaki M 4J'"v,c"z dr, 2av,|’ poxzitif terimler atilirsa, sag taraf daha
0

da kiigiileceginden egitsizlik,

v Qv ) -0+ OF = 40+ af 4,1 @ Yol + o)
P+ 1) 1+[ 4(a, +1)d, + Moy )
3, (T, = Yo+l Jo Mo (e + £

=26, (Juff + )+ 27 T )

-4(1+ a)(l + l)},z (t+k)
a
seklinde yazilabilir.

v (O)- @+ Dl OF = 20, (! + b () - 4, + Da1? ()
4t aP 4] @ -l + o) + 7+ ]
w4, + Dty 1, 0~ o) o+ ol )
+4(a, + DMyt + kY w(e)+ 2y ()

2
—alral gy
(74
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= 226, @) + ! + o - 27+ By )
-4, + DMy (2)
va+af Al @ -l +of )+ rle+5) ]
e a(ar + )ty + 2, 7, =)ol + ol I )
+4(a, + DMyt + £}y () + 2w (f)
~alea ey

=2y (W (1)~ 4o, + DM’ ()
26, (Juo[f +ulf W)+ 2 e+ D )
+ 4t af 4l (1 =)l +poll )+ 7+ ]
(e + 1)y + 2,0, — )l + ol I )
+ 4, + DMyt + k) w(t)+ 2w ()

2
-—4My2(t+k)2
a

elde edilir ve egitsizligin sagindaki 4(e, + 1)(A0 + M, (T, - t)(“uo I+l ))l//(t)

terimde goriinen y/(t) fonksiyonu yerine esiti yazilirsa,

v (W) 0+ )y OF = —2¢p (O () - 4e, + DMy ()
— 26, (Juoff + o o () + A (e + ) le)
+4(+af 4L (@ -l + ol )+ 7487 ]
TS PRI VA (W)
[ 4+(G-0)( ful +]ol)+7 (1 +2) ]

+ 4, + DMy + kY w )+ 29w (1)
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2
—4 (+a) v (e + kY
a
elde edilir. Esitsizligin sagindaki,

4o+ )y + 05 (T, =) ! +l)) T 4 +(T =) ol +Iboll ) +7 (e +8) ]

teriminde diizenleme yapilirsa,

v (v ()-1+) [y O 2200 (v ()~ 4@ +)Mp* ()
26,( ol +wel) v (t)+4cr (1+8) v (1)
14(1+a)’ 4] (G -1)( o+l ) +7 (¢ +0)° ]
+4(a +1) 4y (£ + k)
w4+ 4y +Mo(Ty — ) aff o) 1
[ 4+ (@ -l +Ibol?)
4l + 1] M, (T, - N +polf) I +£)°
+4(a, + DM,y (e + kY w(E)+ 2w ()

2
__4(l+a) 72(t+k)2 (331)
a
elde edilir. Son egitsizlikte y,
2
Aa, +1)4,y(t+ k) - i(l-;_a) @t +k) =0

olacak gekilde yani,
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_a (o +1) 4,
(1+a)’
aliursa ve ¢,
2y (1)-2,( o+l ) () =0
saglayacak gekilde yani,

c = az(alt1 +1)A0 .
b @raf (ol + o)

olarak segilirse ve diger biitiin terimler pozitif olduklarindan atilirsa sag taraf daha da
kiigtileceginden (3.31) esitsizligi,

'O @)- 0+ )y’ OF 2 -2¢ @)y @)~ 4o + DMy ()
seklini alir. Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmas: ile kargilagtinlirsa,
¢, = 4(“1 + 1)M7

oldugu goriiliir ve,

'Oy (Q)- 0+ Yy O] 2 =20 ' (O () -cv* ()

elde edilir.
Boylece, y/(t) fonksiyonu, c,,c, 20 saylan ile Kalantarov-Ladyzhenskaya

Lemmasindaki (1.8) kosulunu ger¢eklemis olur.
Lemmanin dier kogullan olan,
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w(0)>0

ve
y'(0)>5y(0)
esitsizliklerinin de y/(t) fonksiyonu i¢in saglanip saglanmadigi incelenirse,
v(O=T,( Il +Iof 47

olur yani y(0)> 0 dur.
Teoremin hipotezindeki u,(x) ve v,(x) baslangig fonksiyonlari,

O<k< 2
o
olmak iizere,
_(eay 6T+ )l +iol)
a(e, +1) 2k - k25
saglayacak gekilde alimirsa,

ol +1)dy _ 0T, + 1)l + )
(1+af 2k —k*8

yazilabilir ve burada esitsizligin sol tarafindaki terim yerine esiti yazilirsa,

@+l +F)
2k -k*5
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olarak bulunur. Buradan,

2~ 1k > (5T, + Dol ")

olur. Buradan da

2k —(fuolf +[al’)> 6 [ 73 (fl? +polf )+ 7 #°

clde edilir.
yO)=[ T, +ol’ )+ 74 ]
ve
v (©)= 27k ~ (juof +wl’)
oldugundan,

v'(0)>5(0)

elde edilir. Boylece ¥y nin bu segimi igin ikinci kogulun da saglandigi goriiliir.
Teoremin biitiin kogullan saglanmig oldugundan ispat tamamlanmigtir..

¢, patlama zamam,

0 @) ©
1 7
2\/ c’+ac, ¥ w(0)+ay'(0)

ifadesinde de bilinenler yazilirsa,
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L Al Tl ol o0 + 140k 120 1)k a1 o (ol ol

t=

2\/ o’ +ac, [T, (||u0||2 +|vo ||2 )(l +a’ )+ ale, +1D)4k* J+2a% (o +1) 4ok - 2(1+a) @uollz +[vo ||)z
olarak bulunur.Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasindan # — ¢, igin,

i O b e =

olur.
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SONUC VE ONERILER

Bu galiymada, ekolojide Volterra-Lotka rekabet modelini temsil eden, lineer
olmayan parabolik kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemi ile verilen baglangig-
sinir deger problemlerinin global ¢oztiimlerinin yoklugu, Kalantarov-Ladyzhenskaya
Lemmasi kullamlarak ispatlanmig ve problemin global ¢6ziimiiniin yoklugu ile ilgili
kogullar verilmistir.

Inceleme sirasinda Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasinin uygulanmasinin
bir geregi olarak alinan denklem sistemi ile simr kosullarinin dzelliklerini tagtyan ve

belli bir norma gore denklemin yerel ¢oziimiinii temsil eden w(z) fonksiyonlarmin

sonlu bir ¢ aninda sonsuza gittigi bulunmugtur.

Sonugta, sirh ve diizgiin bir bélgede Volterra-Lotka rekabet modelini temsil
eden lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem sisteminin, Dirichlet ve
Neumann smur kogullant altinda global ¢6zimlerinin olmamas: durumu, baglangig
degerlerinin ve denklem sistemindeki sag taraf fonksiyonlarmin hangi kosullari
sagladiginda miimkiin oldugu aragtinimig ve bu kogullar elde edilmigtir.

Bu ¢aligma ile, ekolojide canlilar arasindaki rekabet modelini veren Volterra
—Lotka rekabet modeli  genellestirilerek, lineer olmayan parabolik denklem
sistemlerinin global ¢ozimlerinin yoklugu konusundaki incelemelere bir 151k
tutulmugtur.

Bundan sonraki galigmalarda, iki veya daha fazla lineer olmayan evolusyon
denkleminden olugan denklem sistemleri igin uygun baslangic ve farkli siir
kogsullan: ile global ¢oziimlerin yoklugu incelenebilir, patlama ani sayisal yontemler
kullamlarak hesaplanip grafik ile gosterilebilir. Bu ve benzer problemlerin zayif
¢oziimlerinin kalitatif analizi yapilarak, bu ¢oziimlerin varlify, tekligi, global
davraniglar aragtirilabilir,
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