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OZET

ARTIN L-FONKSiYONLARI

Bu tezde sayilar kuraminda merkezi 6nem tastyan Artin L-Fonksiyonlar’’mn
ingas1 ve fonktoryel Ozellikleri incelenmigstir. Bu fonksiyonun kompleks analitik
yapisi, Langlands fonktoryalite saniti neticesinde, hipotetik olarak var oldugu bilinen

non-abelyen smnif cisim kurammin ingasi i¢in biiyiikk Snem tagimaktadar.

Herhangi bir kompakt G grubunun, bu grubun iiniter duali H(G) tarafindan
betimlendigini Tannaka dualite teoreminden biliyoruz. Sayilar kurami, herhangi bir
say1 cismi K nin mutlak Galois grubu G, nin yapisini inceler. G, Krull topolojisi
altinda kompakt bir gruptur. Dolayisiyla ,G ., H(G « ) tarafindan betimlenir. Yani,
G, nin yapisini anlamak i¢in G, nin, indirgenemez, siirekli, initer temsillerini
incelememiz gerekmektedir.

Say1 cismi K nin mutlak Galois grubu G, nin temsil teorisi, Peter-Weyl
teoremi sonucunda sonlu gruplarin ( diskrit topoloji altinda ) temsil teorisine 6z
olarak denktir.

Bu genel gozlemlerin 15181 altinda, tezimizin birinci boliimiinde say1 cismi K
nin mutlak Galois grubu G, bir projektif sistemin, projektif limiti olarak insa
edilmigtir. Ikinci bolimde ise sonlu gruplarn C flizerinde temsil teorisi tekrar
edilmigtir. Caliymamizin son boliimiinde ise G, nin herhangi bir C tizerindeki
temsili,

p:G, - GLY)

alnmis, buna bagh olan Artin L-Fonksiyonu, L(s, o) Euler garpim HL(S, pp)
P

olarak insa edilmis, son olarak L (s, p) nun fonktoryel dzellikleri incelenmistir.



SUMMARY

ARTIN L -FUNCTIONS

The aim of this thesis is to construct the Artin L-Function and to investigate
the functorial properties of this function. The complex analytic structure of this
function ( via Langlands Functoriality principle ) plays a central role in constructing

the non-abelian class field theory.

Given a compact group G , the unitary dual H(G), recovers the group G
itself by the duality of Tannaka. Number theory, broadly speaking, investigates the
structure of the absolute Galois group G, of a given number field K . As is well
known G ., under the Krull topology, is a compact group. Therefore, it is necessary
for us to investigate the irreducible, continuous, unitary representations of G .

Peter-Weyl theorem implies that the representation theory of G, is

essentially the same as the representation theory of finite groups.

Under this general observations, in the first chapter of our thesis we construct
the absolute Galois group G, as the projective limit of a certain projective system.
In the second chapter, we review the representation theory of finite groups. Finally in

the last chapter, we construct the Artin L- Function L(s, p), attached to the

representation
p:G, > GLY)

as an Euler product HL(S, pp) , then investigate the functorial properties of
P

L(s, p).

I



GIRIS

Gauss’un kuadratik resiprosite teoremini ispatindan giiniimiize simf cisim
teorisi matematikte en 6nemli birka¢ kuramdan biri olmustur. Smif cisim teorisi,
verilen bir K say1 cisminin Galois geniglemelerine ve bu genislemelerin aritmetik
yapismna sadace taban cisim K nin yapisin inceleyerek elde etmek igin ongoriilen
derin ve hipotetik bir kuramdir. Bu kuram E/K genislemesi abelyen oldugu durumda
Takagi ve Artin tarafindan insa edilmigtir. £/K geniglemesi non-abelyen ise sadece
glinimiizde kismi neticeler ( Shimura’nin elde ettigi kismi neticeler ) mevcuttur.
Ancak 1967 yilinda Langlands fonktoryalite prensibi ile, su an amlan son derece
genel (belli hallerini ispat ederek) bir sanit ortaya atmigtir.

Fonktoryalite prensibi, Artin-Tagaki kuraminin non-abelyen genislemelerini
de ihtiva eden olabilecek en genel siif cisim kuramidir.

Langlands’in kuraminda en 6nemli analitik obje, Artin L-Fonksiyonlaridir.
Hala pek ¢ok ozelligi bilinmeyen Artin L-Fonksiyonu iizerine yazilmis birkag
makaleden bagka matematik literatiiriinde birsey olmadigi i¢in bu konuya giris
niteliginde bir ¢aligmanin yapilmasmnin gerekli oldugunu diisiindiik.

Cahgmamizin birinci boliimiinde verilmis bir K say1 cisminin mutlak Galois
grubu G, belli bir projektif sistem ve bu projektif sistemin limiti olarak inga
edilmistir. Bu insadan goriilecegii gibi G, pro-sonlu bir grup olmaktadir. Pro-sonlu
gruplarin genel yapis1 Krull zamanindan beri oldukga iyi bir bigimde bilinmektedir
ve bu gruplarin iizerine yerlestirilen dogal topoloji altinda kompakt ve tamamiyle
baglantisiz olduklar: bilinmektedir. Bu tiir gruplarin temsilleri sonlu gruplarin temsil
kuramu ile yakindan alakalidir. Sonug olarak ikinci boliimde sonlu gruplarin temsil
teorisi detayl bir bigimde ele almmustir.

Artin L-Fonksiyonlari, verilen X say: cisminin mutlak Galois grubu G, nm
bir temsili lizerine inse edilir. Ugtincti bolimde Artin L —Fonksiyonlarmm insast

incelenmis ve bu fonksiyonlarin fonktoryel 6zellikleri ele alhnmistar.

1t



BOLUM 1: BIR K SAYI CISMININ MUTLAK GALOIS GRUBU G,

Bir K say: cismi verilsin ( yani K rasyonel sayilarin cismi () nun sonlu bir
genislemesidir) . Say1 cismi X nin cebirsel kapamgmm K ile gosterelim. Iyi bilindigi
gibi K/K Galois geniglemesidir ( yani, her @ e K, X iizerinde cebirseldir ve @ mn
sagladig1 minimal polinom m, (T')e K[T] nin diger kokleri de K min elemamdir ve bu
kokler birbirinden ayriktrr) .

TANIM: G, = Gal(f(_ / K), K/K Galois genislemesine karsihk gelen grup olsun. Bu

gruba X say1 cisminin mutlak Galois grubu denir.
Bu boliimde sayilar kuramuinm en Snemli grubu olarak karsimiza ¢ikan G,

grubunu insa edecegiz ve bu grubun temel 6zelliklerini inceleyecegiz.

1.1.PROJEKTIF SISTEMLER ve BU SISTEMLERIN PROJEKTIF LIMITLER]
TANIM 1.1.1 : Uzerinde “ < ” siralama bagintis: bulunan bir I kiimesi alalm. Oyle ki
(1 ,<) sirali kiimesi her i, je igin 3k Oyle ki i<k ve j<k sartim saglasin. Bu sarts

saglayan (7,<) kiimesine lineer sirali kiime denir.

ORNEK 1.1.1 : Tamsayilar kiimesi kiimesi 7 iizerindeki “<” dogal siralama
bagintisma gére her m, neZ igin m<k, n<kolacak sgekilde bir keZ
bulunabildiginden ( Z, <) kiimesi lineer sirali bir kiimedir.

ORNEK 1.1.2 : J ={a,,a,,0;,0,} kiimesinin elemanlan ¢izge iizerindeki noktalar:

gostersin. 1<7/< j<4 olmak iizere eer ¢, ile a, noktalar1 baglantih ise o, < @, olma

sartim saglayan bir “«” swralama bagmtisi tanimlayalim.

a) b)
a, @,
P 0
a;
@,
o, a, @,

a;



Yukaridaki ¢izgelerden (P, «) lineer srali iken , ( Q, « ) lineer sirah degildir.
TANIM 1.1.2 : Bir (7,<) lineer sirali kiimesini elealalm.Her ie I i¢in G, bir sonlu

grup ve her i, jel (i<j) i¢in b/:G, >G, grup homomorfizmas: olmak iizere

(G,,b,.f G, ~> Gi) ijer Sistemi ;
i<f

1) Viel icin b :G, - G, birim tasviri ;

2) Vi,j,kel 8ylekii<j ve j<k igin;
b} =b/ ob; (1.1.D)

sartim sagliyorsa (Gi,b,.f :G, -—)Gi)i, sa Sistemine I Gizerinde tarifli projektif sistem

i£j
denir.
ORNEK 1.1.3:
a) I =N>o kiimesi i¢in “<” siralama bagntisi;

ngm < nlm (1.1.2)

seklinde tarif edilsin. Buna gore I lineer sirali bir kiimedir. $imdi G, = 2/nZ

(nel ) grubunu ele alahm. Her m,nel Oyle ki ngm icin xeZ olmak iizere
b (x+mZ)=(x+nZ) olacak sekilde bir 4] :G,, — G, tasviri tanimlayalim. Buna gére;
1) b;:G, > G, tasviri, her xel igin, x+ nZ ->x+ nZ sartim sagladigindan birim
tasvirdir.

2) ngm ve m<k olacak sekildeki m,m kel elemanlan igin n<gk sartt saflandidindan,
bt : x+k7 —>x+n7 tasviri , b*: x+kZ - x+mZ —>x+nZ seklinde ifade edilebildiginden

bf =b* o b sart1 saglanir. Dolayis: ile (G,,,b,’," :G, -G, ) mi  DIr projektif sistemdir.
msn



ORNEK 1.1.4: /= { E: KcEc K , E/K sonlu Galois genislemesi } kiimesi verilsin ve
bu kiime lizerinde ;

E,E,el i¢in E,<E, < E,cE, (1.1.3)

ifadesiyle tamimlanan “ <> bagintis1 ;

1) ECE<ELE

2) E,<E,,E,<E, < E =E,

3) E,<E,,E,<E,= E <E,

4) VE,E'e! igin 3E" dyleki ESE' , E'SE"
sartlarin1 sagladifindan dolay: / {izerinde bir lineer siralama bagmntisidir ve (1, <)
lineer siral1 bir ktimedir.

Bir Ec elemam i¢in G, =Gal(E/K) olsun. E< E' sartiu saglayan E,E'e ]

cisimleri i¢in, by :G,. —» G, tasvirini, her o € E' igin ;

bEo=0|; (oeG,=Gd(E'K)) (1.1.4)

seklinde ifade edelim. Buna gore E/K Galois genislemesi oldugundan dolay1 her
aekE igin a(a):-a’ (a)e E dir. Dolayisiyla b iyi tammhdir. Aynica o,0'€ Gy
olmak {izere her a € E i¢in;
(00} s (@)= (o0")a)
=o{o'(@))
=0 (G'IE(a))
=(o] M| Ye)

sart1 saplandigindan bf grup homomorfizmidir. Simdi (GE,bEE' :Gp > G )g,sgg

(1.1.5)

sisteminin projektif sistem olusturdugunu gosterelim.

Her 0 €G; igin o|;=0 oldugundan dolay1 by :O'I g—> 0] birim tasvirdir. Son



olarak bf :G, — G, ve bf :E"—E' tasvirlerini gézdniine aldigimizda herhangi bir

aek igin;

b <55 Jola)=bf (0} ()
=(ole):(@)=0c()

(1.1.6)

esitligi saglanir. Bu nedenle,

(bE <bE )= o] (@) =bEF 1.1.7)

elde edilir. Buna goére (GE,bf' :Gp > Gy )E;’}',i?’ projektif sistem olsturur.

TANIM 1.13 : Bir (/,<) lineer swal sistemi igin bir (G,.b/ :G,>G,), ., projektif

i<

sisteminin limiti;

(_li__ani :={(gi)ie1GHGilbij(gj):gi} (1.1.8)

g el
kiimesidir.
LEMMA 1.1.1: (G,.b/ :G, > G,), ., projektif sisteminin limiti ;
i$j
(gi )iel (hi )iel = (gihi )iel (1.1.9

ifadesiyle tammlanan [ [ G, x[ ]G, =[] G, islemi alnda bir grup yapisina sahiptir.
iel il il
ISPAT : Kapalilik; Her (g,),,. (1), €limG, igin;
b{(g,h,-): b;"(gj)b,.f(hj)= gh (1.1.10

oldugundan kapalilik sarti saglamr.
Assosyatiflik; (g, )ieI R(J )iel (= )ie] € HJ_n_Gi igin;



((g i )ieI (hi )ieI Xzi )ir.—:I = (gi(hizi )):51 = ((gihi )zi )ieI (L.1.11)

Birim Eleman; Her iel igin e;, her bir G, nin birim elemamm gostermek {izere
b/ (e j )= e, oldugundan (g,),, € lim G, dir. Ayrica,

(8)er) e =(gi6)er = (8))s (1.1.12)
sart1 saglandigmndan (g,),_, , lim G, nin birim elemamdr.
Ters Eleman; (g,)., elmG, icin b/(g]")=b] (g ; )1 =g oldugundan dolayi

(7").; €lim G, dir. Buna gore ;

(g")iel(g;l)iel =(gig;1)ie1 =(ei)ie1 (1.1.13)

saglandigindan (g, )I.E ; € li(g\_Gi iin ters eleman mevcuttur ve (g, .;11 = (g,.‘ ! )‘,e , dir.
ORNEK 1.1.5 : Ornek 1.1.3 teki projektif limit ;

Z=@1_ zmz=11 2, (1.1.14)
n P<°°

dir.
ORNEK 1.1.6 : Ornek 1.1.4 teki projektif limiti alalim ;
oeGal(K/K) i¢in Eel olmak iizere o, =0, esitligi verilsin. o, €G, ve E<E'

sarti saglayan VE,E'e ] igin b (0,.)=(0 )z = 0 oldugundan o, € lim G, dir.
$imdi & - (0;);., ifedesiyle tarif edilen bir T:Gal(K/K)— lim G,

tasvirini ele alalim. Buna gére o,7 € Gal(K / K) olmak tizere ;



T(‘”)""‘ (O'T)E
= (OTXE‘
=(0):(z): (1.1.15)
=(°')E(T)E
=T(o)1(z)

sart1 saglandifindan T homomorfizmadir, Bununla birlikte ;

Ker(T)={0 €Gal(K 1 K}T(0)= (o), = Id,, }
={o €Gal(K /K)o, = Id} (1.1.16)
= {0' =1d }

ve rastgele segilen bir (O'E )Ee, icin . £ < E' sartmu saglayan her E, E' i¢in 0: K > K
tasvirini, eger @ € E ise oa)= o, () sartm saglayacak sekilde seelim. Bu durumda
a'eGal(I_('/K) ve T(o')r-(aE)Ee, olur. 0
1.2 TOPOLOJIK GRUPLAR

Bir (I,<) sial kiimesi ve (G,.b/ :G,>G,), ., projektif sistemi verilsin. Bu

%)
sistemin En__ G, limiti, bilegenleri tizerinde tarif edilmig olan G, lerin islemi altinda bir
grup olusturur.

TANIM 1.2.1: (G,.,7,) ligliisi eger ;

1) G bir gruptur

2) (G, ) bir topolojik uzaydir.

3) 1 ve 2 de tarif edilmis olan yapilar birbirleriyle uyumludur. Yani ;

. :GxG > G sitrekli bir tasvirdir. 12.1)
1G>G g g~ tasviri siireklidir (1.2.2)

sartlarim saghyorsa (G,., ) tighistine bir topolojik gruptur denir.



ORNEK 1.2.2: (M,(C) ,+,7 ) topolojik bir gruptur.

ORNEK 12.3: (GL(n, () ;-7 ., ) topolojik bir gruptur.

i

Bir (Gi,b,.f :G, ——)G,.),. o Drojektif sistemi verilsin. Kiime olarak lmG,, G,
i€ =
lerin kartezyen ¢arpimi HG,. kiimesinin igindedir (burada sdylememiz gerekli nokta
el
Zorn’un lemmasini (segme aksiyomu) kabul etmemizdir) .

G, ler diskrit topoloji altinda topolojik grup yapismna sahiptir. Dolayisiyla

Tikonof teoremi sonucunda HG,. , ¢arpmm topolojisi altinda kompakt bir gruptur.

iel

Projektif limit lim G, , tammundan dolay1 T1G, nin bir alt grubudur.

iel

TANIM 1.2.2 : Eng G, ye indirgenmis olan HG,. nin garpim topolojisine projektif

iel
limit topolojisi denir.

Bu durumda projektif limit topolojisi altinda, lim G, topolojik bir gruptur.
(—-—i——

BOLUM 2: GRUPLARIN TEMSIL TEORISi
Bu béliimde, ¢aligmalarimiz i¢in gerekli olan gruplarin temsil teorisi ile ilgili
genel bilgileri 6zetleyecegiz.
2.1 CG-MODULLER
TANIM 2.1.1 : V bir C-vektor uzayl, G bir grup olsun. Eger V lizerinde her vyweV,

ghe G veher AeCigin;
@ gveV
(i (hgv=h(gv) 2.1.1D)
@) gv=v
() g(Av)=A(gv)
() gwtvy=gwtgy



sartlarim saglayan bir GxV —V,(g,v)—>gv (geG, veV) islemi tamimlanabiliyor
ise V ye bir CG-modiilii denir.

TANIM 2.1.2 : V bir CG-modiilii ve W de, V' nin sifirdan farkh C-alt uzay: olsun. Eger
her ve V've her ge G i¢in gv e W oluyor ise W ye, V' nin bir CG-alt modiiliidiir denir.
TANIM 2.1.3 : Sifirdan farkh bir V' CG-modiiliiniin {0} ve ¥ diginda hi¢bir alt modiilii
yoksa V ye indirgenemez G-modiilii denir.

TANIM 2.14:

(i) V ve W herhangi iki CG-modiilii olmak {izere eger 9:¥V — W tasviri C~
lineer bir tasvirse ve her ge G , ve V igin 3(gv) = g(9v) sartim saghiyorsa $ tasvirine
CG-modiil homomorfizmasi denir.

(@i ) V ve W herhangi iki CG-modiil olmak iizere $:V — W tasviri eger
CG-modiil homomorfizmasiysa ve tersinirse CG-modiil izomorfizmasidir.

ONERME 2.1.1 : Farzedelim ¥ ve W iki CG-modiilii olsun. Eger 9:V —»W bir CG-
modiil homomorfizmast ise, bu taktirde Im(9) ile Ker($) swrasiyla W nin ve ¥ nin alt

modiilleridir.
ISPAT : Kabul edelim ki u € /m($) olsun. Bu taktirde $(v)=u olacak gekilde bir

veV mevcuttur. Esitlifin her iki tarafinm bir ge G ile soldan c¢arpilmasiyla ,
g29(v)=gu elde edilir. & bir bir CG-modiil homomorfizmas: oldugundan dolay:
29(v) =9(gv) = gu esitligi elde edilir. Dolayisiyla 9(gv) €im($) oldugundan dolayr
gue Im$ elde edilir, ki bu da Jm$ nin, W nin bir CG alt modiilil oldugu anlamma gelir.

Diger taraftan v, Ker(9) nin sifirdan farkh bir elemam ise bu durumda 9(v)=0
olacagindan gd(v)=9(gv)=0 elde edilir. Boylece gve Ker$3 oldugu goriiliir. Buna
gbre Ker(9) de, ¥V nin bir CG alt modiiliidiir. O



TANIM 2.1.5 : V herhangi bir CG-modiilii ve U da indirgenemez CG-modiilii olsun.
Eger V nin U ya izomorfik bir CG-alt modiilii var ise U ya ¥ nin bir birlegik ¢arpan: adi
verilir.
TANIM 2.1.6 : Herhangi V ve W gibi iki CG-modiilii alahm. Eger hem ¥ nin hem de W
nun birlesik ¢arpam olan bir U indirgenemez CG-modiilii var ise, U ya ¥ ve W nin ortak
birlegik ¢arpam denir.
2.2 GRUP CEBRI ve REGULER CG-MODULLER

G, elemanlan g, =1,,g,,...,g, olan sonlu bir grup olsun. Bu grubun elemanlar:
ile;

CG= {i‘lx‘gi

i=1

A eC } (2.2.1)

seklinde formel Z/I,.g,. toplamlarindan olusan bir kiime tamimlayalim. CG nin her

i=1

u=y A,8,v=. 48, elemanlan icin ve her 1eC igin;

i=1

u+v=3 (4 +u)g, 222

i=l
ve

A=Y (A4)g, (2.2.3)

i=1
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seklinde tammlanan +:CG x CG —>CG iglemi ve CxCG —»>CG skaler carpimu ile
CG bir C-vektdr uzayi olusturur. Insa ettigimiz CG , C-vektdr uzay1 igin  g,,8,....8,

bir bazdir. Ciinkli 4,8, + 4,8, +...+ 4,8, =0 ise, herhangi bir v= 4,2, vektoril icin;

v+0 =(ﬂl +A’])gl +"'+(ﬂﬂ +2‘n)gn (2 2 4)
=48 ot U8 & My ens Ay =0

dir.
CG iizerine G deki ¢carpma igelemi kullamlarak -:CG x CG — CG ¢arpmum

tarif edelim.
TANIM 2.2.1:her 3 4.8, > p,h €CG igin CG xCG —CG islemi ;
heG

2eG

(Zﬂgg h;;ﬂhh)= Zlgﬂh(gh)

g<G g.heG (2.2.5)

=3 3 (o Jo

2€G heG

ifadesi ile tammlanir. Bu islemle birlikte CG vektor uzayina grup cebri adh verilir.

TANIM 2.2.2 : G bir grup olsun. Z(CG) ile gbsterilen grup cebrinin merkezi;

(CO={zeCG:zr =rz (Vr eCG)} (2.2.6)

olarak tanimlanir. Z(CG), CG nin alt uzayidir. Eger G abelyen bir grup ise;
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(ZﬂggIZﬂhh) = Y A, (gh)
pre] %G

g.heG

= 3 1,4, (hg) @2.2.7)

:éﬂh@(;fﬂ

oldugundan Z(CG), biitiin grup cebrine esittir.
TANIM 2.2.3: Her u,ve CG, AeCve g,he G igin;

Dgve CG
(i) (gh)v = g(hv)
(iii)1;,v=v (1;: G nin birim elemani) (2.2.8)
(iv) g(4v) = A(gv)
WMgu+v)=ug+vg
dzellikleri gergeklenir. Dolayisiyla CG, bir CG-modiilidiir. CG ye regliler CG-modiilii

ad1 verilir.
2.3 GRUPLARIN TEMSILIi : TEMEL KAVRAMLAR

GL(V) ile C kompleks sayilar kiimesi iizerindeki bir vektér uzaymin

otomorfizmlerinin olugturdugu gurubu gésterecegiz.
TANIM 2.3.1: Bir G grubu i¢in, o : G — GL (V) gurup homomorfizmasmna G nin V'

fizerindeki bir kompleks temsili denir. ¥ C-Vekt6r uzaymin boyutuna o nun derecesi
denir ve kisaca dim( p ) ile g6sterilir.

ORNEK 2.3.1: G grubu olarak 7/nZ devirsel grubunu ele alahm ve C-vektor

uzaymm ,V = C olarak segelim. GL(¥) grubunuda 4 e C ve 4" =1 olmak iizere Vz € C
i¢in @,(2)=Az (i=0,1,2,...,n-1) ifadesiyle tanimlanan @, :C — C otomorfizmalarimn
olugturdugu grubu ele alahm. Bu taktirde;



12

pi+nZ)=@, (i=0,1,2,...,n-1) 2.3.D)
ifadesiyle tanimlanan p:G — GL(V) tasviri, G nin ¥ (i=1,2,...,n) tizerindeki bir
temsilini verir.

TEOREM 2.3.1:
(i) p:G—>GL(V), G nin V iizerinde bir temsili olsun. ge G, ve V olmak tizere V

iizerinde (g,v)—> gv iglemini gv=p(g)v olarak tammlarsak ¥ bir CG-modiilii olur.
( @ ) V bir CG-modiil olsun. Bu durumda ge G, veV igin g(v)=gv olarak
tanmladifimz  g:V — V tasviri tersinir bir lineer tasvirdir ve g — g fonksiyonu G
nin ¥ lizerinde bir temsilidir.

ISPAT: (i)p bir homomorfizm ve p(g) (g G) tersinir lineer tasvir oldugundan
dolaythervywe ¥V, g h € G ve her A e igin gv= p(g)v islemi

p@veV

phyv=p(g) p(h)v
p@(+W)= p(vt p(Qw
p@E@Av)= 2(p(g)V)

plsv=v (1; Vnin birim elemani)
Ozelliklerini saglar. Dolayisiyla V' bir C G-modiiliidiir.

(@) V bir CG-modiil oldugundan VveV ,ge G igin;
B +v,) =g, +v,) =g(n)+8(v,)) = §(») + E(¥,) (23.2)
ve ayrica g~ (v) = g”'v olacak sekilde bir g™ : ¥V — ¥V tasviri iin;
BM=8E"'M=8E" =g M=gg’M=v (233)

olur. Ayrica §7'% =v oldugundan & tersinir bir lineer tasvirdir. Bu tiirdeki tasvirlerin

olugturdugu gurubu G ile gdsterelim, p(g) = g olarak tammlanan §:G > G
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tasviri;

r~/

p(2.8,) =28, =88, = p(g)r(g,) (23.4)

saglandigindan dolay: G nin V iizerinde bir temsilidir. O

SONUC 2.3.1 : Bir G grubunun her temsili bir CG-modiiliine karsihk geldigi gibi, her
CG_modiilii G grubunun bir temsiline karsihik gelir.

TANIM 2.3.2 : Eger p:G — GL( V), G nin V lizerindeki bir temsili ve W de V' nin
bir CG_alt modiilii olmak iizere p': G — GL(W )temsiline p nun alt temsili denir.

TANIM 2.3.3 : G sonlu bir grup ve ¥V = CG de bir regiiler CG-modiilii olsun. V' ye
karsihik gelen G nin temsiline G nin € G-modiilit iizerindeki regiiler temsili ad1 verilir.
TANIM 2.3.4 : Indigenemez bir ¥ CG_modiiliine karsihk gelen p:G—>GL( V')

temsiline de G nin ¥ tizerindeki indirgenemez temsili ad1 verilir.

LEMMA 2.3.1 (SCHUR’UN LEMMAS]I) : Farz edelim ¥ ve W, indirgenemez CG-

modiiller olsun.
(1) Eger 9:V —» W tasviri bir CG-modiil homomorfizmasi ise, ya her veV
icin $v=0dir veya 8 bir CG-modiil izomorfizmasidrr.
(2) Eger $:¥V =V bir CG-modiil izomorfizmast ise, O zaman 3, idantik tasvir
olan 1, nin bir skaler katidir.
ISPAT:
(1) En az bir veV igin $v=w=0 oldugunu varsayahm. Im(9), W nin CG-alt
modilii oldugundan ve W idirgenemez CG-modiil oldugundan dolay: Im(9) = W elde

edilir. Benzer nedenlerden Ker($) de ¥ nin CG-alt modiili oldugundan ve Ker(9)=V

oldugundan Ker 3 =0 elde edilir. O halde $ bir CG-modiil izomorfizmasidir.
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(2) Lineer cebirden bilindigi gibi, 9 lineer otomorfizma oldugundan bir 4 € C
dzdegerine sahiptir. Buna g6re , 1, ¥ nin idantik tasvirini gOstermek {izere
Ker(8~41,)#0 oldugundan ve V indirgenemez (CG-modiil oldugundan dolay1
ONERME 2.1.1 den dolayl, Ker($-A41,)=V olmahdir . Yani her veV igin
(8 ~A;1,)v =0 dir. Buna gbre $=1 1, sarti saglamr.0
ONERME 2.3.1 : Eger G bir abelyen grupsa, o zaman G nin indirgenemez temsilinin

derecesi 1 dir.
ISPAT: Farz edelim p:G —> GL(V) temsili, G nin bir ¥ vektdr uzay: tizerindeki

indirgenemez temsili olsun. Bu durumda ¥ indirgenemez C G-modiiliidiir. G abelyen bir
grup oldugundan dolay1 x,g € G ve veV elemanlar igin ;

gXv = xgv (2.3.5)
dir. Bundan dolay: ¥ nin g(v) = gv olarak tamimlanan g lineer otomorfizmas: igin;

g(xv) = gxv = xgv = xg(v) (2.3.6)

sart: saglandigindan dolayr g ayni zamanda bir CG-modiil homomorfizmasidir. O halde
1,, ¥ nin idantik tasvirini gostermek tizere, Schur’un Lemmasi’na gbre g = 4,1, olacak
sekilde bir 4, € C mevcuttur. Dolayisiyla her veV igin gv=A,v dir. Dolaysiyla W, V
nin herhangi bir alt uzayi ise, herbir xe G ve weW icin xw=AwelW

( A, € C) sart1 saBlandigindan dolay: W ayni1 zamanda ¥ nin CG-alt modiiliidiir. Bu da W
= ¥ olmasmm gerektirir. Yani dim( V') =1 dir.00

ORNEK 2.3.2 : ORNEK 2.3.1 de gosterdigimiz Z/nZ in p:Z/n7 —»GL(C) temsilinde

C, indirgenemez CG modiildiir ve dim(C )=1 dir,
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ONERME 2.3.2 : Farzedelim V, indirgrnemez bir CG-modiilii olsun ve herhangi bir

z € Z(CG) eleman: alahm. O zaman her veV igin;

vz =2y 2.3.7)

sartin1 saglayan bir A € C mevcuttur,
ISPAT : Her re(G ve veV igin zrv=rzv oldugundan v—> zv tasviri V den ¥ ye

giden bir CG-homomorfizmdir. Dolayis1 ile bu CG-homomorfizmi yukaridaki
verdigimiz ispatta gosterdigimiz gibi bir A€ igin A1, ye esittir. Bu da istedigimiz
sonucu verir, []

Bir G grubunun V' vektdr uzay tizerindeki p: G — GL( V') temsilini gézoniine
alahm. T: V—> W tersinir bir lineer tasvir olmak tizere u(g)=T"p(g)(»)T olarak

tamimlayalim.Bu durumda her g,,2, € G igin;

#(8,8,)=T" p(g,8, )T
=T p(g,)p(g, )T 2.3.8)
=T p(g,)TpT " (g,))T = p(g,)1(g;)

oldugundan g tasviri G nin V tizerinde bir temsilidir.

TANIM 2.3.5 : Bir G grubunun V ve W vektér uzaylan iizerindeki temsilleri sirasiyla
4 ve p olmak tzere, efer u(g)=T"'p(g)()T olacak sekilde tersinir bir T lineer
tasviri var ise g ve p temsillerine denk temsiller denir. Temsillerin birbirine denk olma

bagntisi bir denklik bagntisidir.
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TEOREM 232 : V ve W CG-modiiller olmak tizere u:G —>GL(V) ve
p:G—> GL(W) swasiyla V ve W nin belirttigi temsiller olsun. u ve p temsillerinin
denk temsiller olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul. ¥V ve W nin (CG-izomorfik
olmasidr.

NOTASYON : G bir grup, ¥ de bir CG-modillii olsun. ¥ nin bir 4 baz takm igin, [g],
ile g)=gv ifadesi ile tammlanan ¥V nin (C-otomorfizminin ilgili matrisini
gésterecefiz. Dolayisiyla V ye karsilik gelen p temsili igin, o(g) =[g]ﬂ dir.

2.4 GRUP TEMSILLERININ FONKTORYEL OZELLIiKLERi
I TEMSILLERIN DIREKT TOPLAMI
Bir G grubunun iki temsili p, :G — GL(V}) ve p,:G —> GL(V,) olsun ve her

geG ve her vweV iin T,(v,w)=(p,(g)(v) p.(g)w)) olacak sekilde bir
T, :V,®V, >V, &V, tasviri tammlayalim. Buna gore ;
T,([v+v . w+w )= (0,0 +v) o, ()w + W)

=(p,(2)0)+ £, (&) o (g)W)+ . ()W) @41
=(p, (&)}, 2, ()W) + (o, (2)V'). p, ()W) -

= Tg(v,w)-t-Tg(v’,w')
sart1 saglandifindan ve ;

L, W) = (p,(16)v, o (16 )W) =(v,W) (24.2)

oldugundan 7, C-lineer bir tasvirdir. Buna gore her geG icin p, ® p,(g)=T,

ifadesiyle tanimlanan p, @ p, :G - GL(V,®V,) tasviri G nin V, ®V, iizerindeki bir
temsilidir. Ciinkii g,,g, € Golmak iizere her (v,w)eV, ®V, igin ;
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Tpp, (VW)= (Pl (8:182)v, 722182 )W)
=(0(8)0:(8:)v, £,(2,)2(£:)W)
= Tg, (01(g2)v, p2(g2 )W)
=T ez, (v, w)

(2.4.3)

oldugundan p, ® p,(g,2,)=T,,, =T, T, =p,® p,(g,)0, ® p,(g,) dir.
TANIM 2.4.1 : Yukanda ifade edilen, G nin p, ® p, : G — GL(V, ®V,) temsiline p, ve
p, temsillerinin direkt toplami denir.

Teorem 2.3.1 ¢ gére ¥V, ve V, (C-vektdr uzaylari p, ve p, temsillerine kargibk
gelen CG-modiilii yapisma sahip olduklar: gibi, V, @V, vektdr uzay1 da, p, @ p,
temsiline karsilik gelen bir CG-modiilii yapisina sahiptir. Diger bir deyisle ¥, ve ¥,
CG-modiillerinin direkt toplami olan ¥, @V, de bir CG-modiilii yapisina sahiptir.
TEOREM 2.4.1 (MASCHKE'NIN TEOREMI) : Bir G grubunun iki temsili p ve

4 olsun. Eger uy temsili p nun alt temsiliyse 0 zaman p = u® o olacak sekilde p

nun o gibi bir alt temsili mevcuttur.

ISPAT : Farz edelim p ve p temsilleri Bir G grubunun sirasiyla ¥ ve U vektor

uzaylan tizerindeki temsilleri olsun. O halde TEOREM 2.3.1 den dolay1 U ve ¥ (G-
modiillerdir. Ayrica x temsili p nun alt temsili oldugundan dolay1 U, V nin CG-alt
modiiltidiir. Simdi V nin;

V=U®W, (2.4.4)

Sartmu saglayan bir alt uzaym alahm. Bir veV igin v=u+w olacak gekilde tektiirlii
belirli ueU,weW, clemanlar1 meveuttur. Bu durumda ¢(v) =u olarak tammlanan

¢:V -V tasviri iyi tammhdir ve ¥ nin bir endomorfizmidir. Bunun yaninda Vue U
icin p(u)=u ve p(u+w)=0<u=0u+wew saglandigmdan dolayr Im(p)=U ve
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Ker(p)=W, dur. Son olarak p(p(v))=@(u)=u=p(v) dir. Yani @, bir projeksiyondur.
Biitiin bunlarin dogrultusunda her veV igin;

1 4
Jv= 2.4.5
“id] gecg p(gv) (24.5)

ifadesiyle tammianan bir $:¥ — V tasviri ,V nin bir endomorfizmidir ve im(8) cU
dur. Hatta U, ¥ nin CG-alt modiilii oldugundan dolay1 her u e U igin guelU dur. Bu
sebepten dolays;

1
Su=—=> g p(gu)
lGI geG

1
g lgu=— (2.4.6)

lGI geG |G| seG

=U

elde edilir ki, bu da im($) =U oldugu anlamma gelir.

Bunun yaminda bir xe G ve veV igin;

9(xv) = Zg"w(g( )

IGi geG
"G Zg 'p((gx)v) 47

geG

dir. Burada her g i¢in /= gx yazilirsa yukaridaki ifade;

9(xv) = 2 Zh“xqo(hv)

=

[6l& o e (2.4.8)

= x3(v)
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elde edilir ki, bu da $ nin bir CG-modiilii homomorfizmasi oldugunu gosterir. O halde
eger ker @ =W dersek, W, V nin bir CG-alt modiiliidiir. $imdi V=U®W oldugunu
gdsterecegiz. Bunun igin $ nin bir projeksiyon oldugunu gostermeliyiz. Ciinkii eger 9
bir projeksiyon ise bu durumda V veV lI¢in v=9%+(v—9v)oldugu gbzoniinde
bulundurulursa; v e Im9 ve 9(v—H) =% ~9(9)=0 oldugundan, (v—-) e Ker 9
dir. Bu da V = Im9+ Ker9 sartim saglar. Ayrica eger x e Im9 Ker8 ise xeIm3
oldugundan 9v = x olacak gekilde bir veV mevcuttur. Buradan () =% = I =x
elde edilir. Aym1 zamanda x € Ker(9) oldugundan da 9(x)=x =0 bulunur. Dolayisiyla;

Im3 Ker 9 = {0} (249

elde edilir. Yani V=Im3® Ker$ dir. Simdi & nin bir projeksiyon oldugunu
gosterelim.

Im(9)=U oldugundan dolay: herhangi bir veV i¢in I(v)=ueU dur
Dolayisiyla (2.23) ten dolay1i H($v)=u=u elde edilir. O halde 9 bir

projeksiyondur.
TANIM 2.4.2 : G bir grup ve p da G nin bir ¥ vektdr uzay: lizerindeki temsili olsun.

Eger p=p, ® p, ®...® p, olacak sekilde p nun p,, p,,...,p, indirgenemez temsilleri
var ise o zaman p ye biitiiniiyle indirgenebilir temsil denir.

TEOREM 2.4.2 : Eger G sonhnn bir grup ise G nin biitlin temsilleri biitiiniiyle
indirgenebilirdir. '

ONERME 2.4.1 : Farz edelim V bir CG-modili olsun U,,U,,...U,, ¥V nin
indirgenemez CG-alt modiileri olmak fizere V =U, ®U,®...0U, oldugunu kabul
edelim. Eger U, ¥V nin herhangi bir indirgenemez alt modiilii ise 0 zaman 1 </ <~ olmak
iizere U = U, sartim saBlayan bir U, indirgenemez CG-alt modiilii mevcuttur.

ISPAT : Her bir ueU igin u, €U, (i=12..,5) olmak tizere u=u, +u, +...+u,

toplamu tek tiirli belirlidir.Simdi, z,(u) =u, ifadesiyle tammlanan, bir z,:U - U,



20

tasvirini ele alalm. Herhangi bir uwelU igin w, #0olacak sekilde bir i
segebildifimizden dolay1 7, #0 dir. Ayrica her ge G i¢in 7,(gu) = gu; = g, (u,)
sarti saglandigmdan 7x,, bir CG homomorfizmasidr. Bundan ziyade =, #0
oldugundan dolay: ker(z,)#U dur. Bu yiizden ker(z,) , U nun bir CG-alt modiilii
oldugundan ve U indirgenemez CG-modiilii oldugundan, ker z,={0} olmalidwr. Bu da
z; nin bir CG izomorfizmas: oldugu anlammna gelir.0)

TEOREM 2.4.3 : Farz edelim CG bir regiiller G modiilii olsun ve U,,U,,...,U,
indirgenemez CG-alt modiilleri igin;

CG=U,0U,®..0U, (2.4.10)

sart1 saglansim. O zaman her indirgenemez CG-modiilii U, lerden birine izomorfiktir.
ISPAT : Farz edelim W indirgenemez herhangi bir CG-modiilii olsun ve sifirdan farkh
herhangi bir we W vektori segelim. Buna gore W'={rw:r e CG } seklinde bir kiime
tammlayalim. Her rwe W' ve g€ G igin grw e W' sarti saglandigindan dolay:r W' , W
nin CG-alt modiliidiir. Fakat # indirgemenez oldugundan dolay:1 W'=W dir.

Simdi Sr=rw (reCG ) ifadesini saglayan bir $:CG—->W tasviri
tammlayalim. ¢, lizerinedir (W'=W oldugundan dolay1) . Her r,r, e CG igin,
(@, + 1) =(n +r))w=nw+rw=9r + 9r, sart1 saglandifindan & bir lineer tasvirdir.
Ayrica 9(nr,) =nr,w=rnr(rw)=r(9r,) sart1 da saglandif: icin 9 aym zamanda bir
CG-homomorfizmasidir. O halde CG =U ®ker$ dir ve U =Im8=V oldugundan

UzW elde edilir. Dolayisiyla W indirgenemez CG-modiilii oldugundan, U da
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indirgenemez CG-modiiliidiir. Bu yiizden ONERME 2.1.1 den dolayr U = U, olacak

sekilde bir i = 1,2....,r mevcut olduundan W= U, elde edilir.00

SONUC : G sonlu bir grup olsun. Bu durumda birbirine izomorfik olmayan sonlu sayida
indirgenemez CG-modiilii vardir.

ONERME 2.4.2 : Kabul edelim ki, G bir grup ve V' de bir CG-alt modiil olsun. Eger
ge G ise 0 zaman [g]ﬂ matrisinin diyagonal matris olmasim saglayan V nin bir f baz
takim1 mevcuttur.

ISPAT : Herhangi bir ge G i¢in H=(g) alt grubunu alahm. ¥ aym zamanda bir CH-
modiildiir. ONERME 2.3.4 e gore V =U, ®U, ®..® U, sartu saglayan U,,U,,....U;

indirgenemez CH- alt modiilleri mevcuttur ve ONERME 2.3.1 den dolay1 her bir U, nin

boyutu 1 dir (i=1,2,3,...,k). Her bir U, ye karsihik gelen H nmn temsillerini p,ile

1

gosterirsek, her 1<i<k igin, u, vektorli U, nin baz vektOriinii gostermek iizere,

p,(Qu, =Au, (A/=1) olacak sekilde 4, € C mevcuttur. Dolayistyla eger ¥ nin B

baz takimi olarak , u,,u,,...,4, vektorleri segilirse ;

(4, O 0)
0 4 0 . 0

lels=| - : : (2.4.11)
\0 0 . . 4,)

elde edilir.(] |
TEOREM 2.4.4 : Farz edelim CG bir regiller CG modiilii olsun ve U,,U,,...,U,

indirgenemez CG-alt modiilleri igin;

cG=U,U,d..0U, (2.4.12)
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sartt saglansm. Eger U indirgenemez bir CG-modiilse o zaman U ya izomorfik olan U,

lerin sayist dim(U') ya esittir.

TANIM 24.3 : V.,V,,...V, indirgenemez CG modiilllerinden higbiri  birbirine
izomorfik degilse ve her indirgenemez CG modill bir ¥, (i=12,...,k) ye izomorfikse
V,,Vysr,V, CG-modiilllerine tiimiiyle izomorfik olmayan CG-modiilller denir.

II TEMSILLERIN TENSOR CARPIMI :
TANIM 2.4.4: Vve W kompleks vektdr uzaylan olsun.” nin bir baz takimi v,,v,,...,v,

ve W nin bir baz takim ise w;,w,,...,w,, olmak iizere her bir elemant w, ® w, sembulii
ile gosterilen bir ;

v, ®@w,:1<i<n,1< j<mf (2.4.13)

kiimesi olusturahm. ¥V ve W mnnin V ®W ile gosterilen tensdr ¢arpim, bu kiimenin
elemanlarm baz olarak kabul eden nm boyuth: bir kompleks vektor uzayidir. Buna gére

u=ZA,.vi A eQ) ve v=z,ujwj (4; € C) ifadeleriyle tarif edilen ueU ve veW

i=1 J=l

elemanlani icin u®veU®V eleman ;
u®v=3 Aulv,®v) 2.4.19)
iﬁj
ifadesi ile tarif edilir.
ONERME 2.4.3:

i) Eger veV ve weW ise o zaman herhangi bir A e i¢in;

(Av@w)=(r®iw)=A(v@w) (2.4.15)

dir.

i) Eger x,,%,,....%, €V V& ¥, ¥5,...Y, €W ise;
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in‘g’zyj =in®yf

i=1 J=1 i

dir.

ISPAT : Kabul edelim v = Zﬂ,,.v,. ve w= Z 4w, olsun. Buna gore;

i=1
Zv®w=2m:l},,.yj(v,. ®wj)
=1

=23 A, ®w)

i=1

=Av®w)

Ve

v@iw=> A, ®w,)

i=l

=/1i/1,.,uj(vi ®wj)
=1

dir .B6ylece istenilen esitlik saglanir.

if) Kabul edelim x, =Y A,v, ve y, =y, w, olsun. Bu taktirde ;

p=l g=1

& 1 m k n 1
in ®Zy,- = ZZ%% ®ZZﬂ,~qwq

i=1 J=l p=1 i=t g=1 j=i

= Z’lip'”jq (Vp ® wq)

Pohni

ve benzer sekilde ;

2 (r03)- 2 Sapurb, o)

Lj L7 \ P4

= D Ak ("p ® wq)

LJ.p4

(2.4.16)

(2.4.17)

(2.4.18)

(2.4.19)

(2.4.20)

23
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k I
elde edilir. Bundan dolay1 Zx,. ® Z y,= Zx,. ® y, sonucuna varilir. O

i=1 = i
ONERME 2.4.4 : Eger ¢,,e,,...e, Ve f,,fy,m... S, TANIM 2.4.2 de verilen sirastyla V
ve W vektorlerinin bir baz ise bu durumda ;

le.®f)1<ismis<j<nf (2.4.21)

kiimesinin elemanlarida ¥V ® W igin bir baz olugturur.
ISPAT : Her bir v, eV ve w, €W igin;

v=3 tue o w, =Y pse, (2.4.22)

=1 I=1
oldugunu kabul edelim. ONERME 2.4.3 ten dolay: ;

v, ®w, = ; Aatiie® F) (2.4.23)

dir. Diger tarafan v, ®v, (1<i<m)(1<j<n) V®W icin bir baz olusturdugundan
dolayr V' ®W nin biitin elemanlar1 sayilar1 mn olan ¢, ® f, elemanlan tarafindan
gerilir. Buna gore ¢, ® f; elemanlar1 ¥ @ W nin bir bazadwr. O

Simdi, V ve W, TANIM 2.4.2 de ifade edilen vekt6r uzaylari olmak iizere bir G
grubunun ¥ ve W tizerindeki p, :G — GL(V), p,:G —> GL(W )temsilleri igin G nin
V ®W tzerindeki bir p, ® p, temsilini olusturacagiz.

TEOREM 2.4.5 : TANIM 2.4.2 de verilen V' ve W vektor uzaylan ve bir G grubu igin
Y ®W nin her u=Y 4, (v, ®w,) elemanina kargilik;

(pl ®p, (g )) (u)=§’1y' (Pl (g XVi )® Ps (g ij )) (g € G) (2.4.24)

esitligi ile tarif edilen p, ® p,(g):V ® W — V ®W tasviri tersinir bir lineer tasvirdir.
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ISPAT : Oncelikle V®W nin, u=Z/1,.j(vi®wj) ve v= Z ,u,.j(v,. ® wj)

(A4, € C) elemanlar ve herhangi bir (4 e C ) igin;;

£, ® py(ghu+ )= p, ®p,(g Zl‘y(vi ®wj)+ }'Zﬂij(vi ® Wj))
i ij

=g ® Pz(g{Z(ﬂ,j +Au; Xvi Sw, ))
= IZ(’% +Au, Xpl (2), ® py(2 )Wj ) (2.4.25)
= ,Zl.;(/)l (&, ® p,(ghw, )+ ﬂZ p, (v, ®w,)

= p, ® p,(g)u)+ Ao, ® p,(g)v))

sart1 saglandigmmdan p, ® p, (g) C-~lineer bir tasvirdir. Ayrica her g e G igin ;
P ®py (g™ ):V®W >V ®W lineer tasviri ;
(2.® p,(2)e 2, ® s (g™ )= 0, ® (g{zﬂq (ol o) @ p:(g™ Jov, ))J
157/
= 12;% (p1 (gg - X"i )®p, (gg B ij » (2.4.26)
= Zﬂ,.j((v,)®(wj ))
LJ

=u

sartim sagladigmdan dolay1 p, ® p, (g) tasviri tersinir bir lineer tasvirdir.[]
TEOREM 2.4.6 : Bir G grubunun her g elemanim p, ® p,(g) tersinir lineer tasvirine
gotiiren ;

£, ® p,:G - GL(V ®W) (2.4.27)

tasviri G nin ¥V ®W iizerindeki bir temsilini verir.

ISPAT : Her g,,2, €G iginve u=Y"4,(, ®w,) seklindeki bir ucV @W
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icin;
n® pz(gxgz)(u)= ;Aij(l’l(g:gzxvi)@’ Pz(glgzij))
= Izﬂ’y (Pl (gl )Pl (gz XV:' )® P (gl )Pz (gz ij ))

=p, ®p, (g1 {gﬂqj (Pl (gzxvi)® Pz(gz ij ))J

=P ®P2(gl)(Pl ®Pz(gz)(u))

(2.4.28)

Sart1 saglandifindan dolay1p, ® p, :G > GL(V®W), G nin V®W {izerindeki bir
temsilidir.
ANIM 2.4.3 : TEOREM 2.4.2 de ifade edilen G nin V ®W iizerindeki

£ ®p,:G>GLYV ®W) (2.4.29)

Temsiline p, ve p, temsillerinin tensdr ¢arpim ad: verilir.

Her temsil bir CG-modiiltine kargilik geldiginden dolayr ¥V @ W vektor uzayi
2,9 p,:G—>GLV ®W) temsili altinda bir CG-modiilii yapisina sahiptir. Digerbir
ifadeyle, p, ve p, temsillerine kargilik gelen ¥ ve W CG-modiillerinin tens6r ¢arpim
olan V®W de bir (G-modiilii yapisma sahiptir.

Simdi bir ¥ CG-modiliingin bir v,,v,....,v, baz takim igin T (v, ®v,}={v, ®v,)

ifadesiyle tanimlanan bir T:V ®¥V — V ®V lineer transformasyonunu gbzdniine alalim

buna gore ;

S RV)={xeV®V :Tx=x} (2.4.30)

ve

AV®V)={xeV®V :Tx=—x} (2.4.31)
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ifadeleri ile tammlananS(V ®¥) ile A(V ®V) kiimeleri T bir lineer transformasyon
oldugundan dolayi1 ¥ ®V nin birer alt uzaydir. S(V ®V) alt uzayma V' ®V nin
simetrik alt uzayi, A(V ® V) alt uzaymna ise ¥ V' nin antisimetrik alt uzay1 adi verilir.

ONERME 2.4.5 : S(V ®V) ve A(V ®V) alt uzaylan ¥ ®¥V nin CG- alt modiilleridir

ve ayrica ;

Vov)=syev)eAyVer) (2.4.32)
dir.
ISPAT : Her A, e C ve her ge G igin;

gT(Zly(v,. ®v, )] = Zly(gvj ®gv,.)
- T(Z/IJ (ev, ® v, )) (2.4.33)

= T( g;jz,j (v, ®v, ))

sarti saglandigindan dolayr T bir CG-homomorfizmasidir. Bundan dolayr herhangi
xeS(V ®¥) veye A(V ®V) elemanlar: igin ;

T(gx)=g(Tx)=gx (2.4.34)
Ve

T(2y)=g(ly)=-g2y (2.4.35)

egitlikleri saglanr. Bu da gxe S(V ®V) ve gye A(V ®V) oldugu anlamna gelir. O
halde S(V ®V) ve AV ®V) , ¥V @V nin CG- alt modiilleridir.
Eger xe AV ®V)NAV®V) ise bu durumda T(x)=x ve T(x)=-x

olacagindan x =0 dir . Ayrica her xeV igin x=%(x+Tx)+%(x-—Tx) dir ve T2 birim
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tasvir oldugundan dolay1 x= %(x +Tx)eSyoV) —;—(x —Tx)e A(V ®V) sonucuna

vartlir. Béylece (¥ @ V)=S(V @V)® AW ®V) elde edilir. o

ONERME 2.4.5: v, ®v, +v,®v, (1<i< j<n) vektorleri S ®¥) icin bir baz takum
olgturur ve S(V ®¥) nin boyutu n(n+1)/2 dir. Benzer sekilde v,®v,—v, ®v,

(1<i< j<n) vektorleri de A(V ® V') nin bir bazidir ve A(Y @ V) nin boyutu n(n—1)/2

dir,

ISPAT : v,®v, +v,®v, vektorleri S(V®V) nin, v, ®v,-v,®v, vektorleri de
A(V ® V) nin lineer bagimsiz vektorleri olduklarindan dolay: dim S(V ® V) 2 n(n+1)/2
ve dim AV ® V) 2 n{n—1)/2 dir. Ayrica ONERME 2.4.5 geregince ;

dimS(V @V )+ dim AV ®V) = dim(V ®V)=n’ (2.4.36)

dir, ki bu da dimSEF ®V)=n(n+1)/2 ve dimA(V ®V)=n(n~1)/2 olmas: il
miimkiindiir. o
I TEMSILLERIN KISITLANMASI

G grubunun bir H alt grubunu alahm . p:G — GL(Y) G nin V lizerindeki bir
temsili olmak tizere her he H ve veV igin @,(v)= p(h)v ifadesiyle tanimlanan bir
@, V-V tasvirini ele alalim. Buna gbre,
0,0+ w)= p(t) +w)= p(B)0)+ p(B)Xw)= 0, (")+@,(w) sarti saglandigindan ve

o, (v)=v oldugundan g, tasviri tersinir C-lineer bir tasvirdir. Buna gore;

ry(pXh)=o, (2.437)

esitligiyle tammlanan r,(p): H - GL(V) tasviriher h, h,e H ve veV igin;
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P (p)(hl b)) =@, (V)
= P(hlhz XV)
= plt )p(h, Xv) (2:4.38)
=@, @, (V)

=ry (P)(hx 7y (P)(hz Xv)

sart1 saglandigindan G nin V tizerindeki bir temsilini verir.
TANIM 2.4.5 : Yukanda ifade edilen, G nin r,(p): H - GL(V) temsiline G nin H ye

kisitlanmig temsili denir.
IV BiR TEMSILIN INDUKSIYONU
G grubunun bir H alt grubunu alalm. y: H — GL(W) H nin bir temsili olsun.

Amacimiz y temsili araciliiyla G nin bir temsilini elde etmektir. Simdi ;

ndSW ={f :G > W|f(hg)=w(h)f(2), Vhe HVgeG} (2.4.39)

olarak tarif edilmis Ind W kiimesini ele alahm. Her f,,f, € IndoW , geG ve her
A e C i¢in tammladiimiz ;

(£ + £:Xe)=fi(g)+ f:(e)
(7 Xg)=A() (2449

islemleri altinda IndSW , bir C-vektdr uzay: olusturur.
Simdi y,g € G olmak iizere ;

5,@)=rfler) (femasw) (2.4.41)

ifadesiyle tammh bir f, tasviri tammlayalim. Buna g6re herhangi bir e H igin g = hx
olacak sekilde tek tiirlii belirli bir x € G bulunabildigine gére ;
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£, @)= 1(gy)
= f(hxy)
=) f(xy)
=y(n)f, (x)

(2.4.42)

sart1 saglanur. Dolaysi ile f, € IndgW dir.
Simdide T,(f)=7, (feIndw) ifadesiyle verilen bir T, : IndSW — IndSW
tasviri tammlayalim. Her f,,f, € IndsW xeG veher A e C igin ;

L, (i + 4 )w)=(f,+ 41,), ()
=(7),@+4(£,), ) (2443)
=T, (£, )Xe)+ A(T, (:)))
sart: saflandigindan dolay: T, , C-lineer bir tasvirdir.
25 KARAKTER TEORiSI ve KARAKTERLERIN FONKTORYEL
OZELLIKLERI
Farz edelim p:G—>GL(V) bir G grubunun ¥V {izerindeki temsili olsun.
z2(g)=iz(p(g)) olacak sekilde bir y:G —C tasviri ele alam. Burada Burada
iz(p(g)), V nin p(g) otomorfizmine karsihk gelen nxn boyutundaki tersinir matrisin
izidir. ¥ nin 8,B8' baz takimlarna gore p(g) ye karsihk gelen matrisler , [g], ve
[glyolmak tzere [g], =T'[g],T esitligini saglayacak bir T tersinir matrisi
meveuttur. Buna gdre lineer cebirden iyi bildigimiz iz(4B) =iz(B4) (4,Be M, (F))
esitligi kullamlarak ;
2(g)=iz(p(g))=iz(g],)
= i1 [g], T)

(2.5.1)
=iz(IT"[g],
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elde edilir. Yani y(g) bazdan bagimsizduw. Bu da y tasvirinin iyi tammh bir tasvir
oldugunu gosterir.

TANIM 2.5.1 (BIR TEMSILIN KARAKTERD) : y(g)=iz(o(g)) ifadesi ile
tammlanan y:G — ( tasvirine p temsilinin karakteri ad: verilir.

TANIM 2.5.2 : Indirgenemez bir p:G—>GL(V) temsilinin y karakterine,
indirgenemez karakter ad: verilir.

ONERME 2.5.1 : Bir G grubunun W ve V vektdr uzaylan iizerindeki temsilleri
sirasiyla p ve p' olsun. Eger p ve p' denk temsiller ise, 0 zaman bu temsillerin
karakterleri de birbirine esittir.

ISPAT : p ve p' denk temsiller olduklarindan dolays, her ge G i¢in pg)=1"p(g)r
sartim saglayan bir T:V — W (C-izomorfizmi mevcuttur. Bundan dolay1 p ve p'

temsillerinin srasiyla y, ' karakterleri igin, ge G olmak lizere ;

x'(g)=iz(p'(g))
=iz(T™ p(2)T)
=iz(p(g))
=x(8)

(2.5.2)

elde edilir ki, bu da y = ¥' oldugu anlamina gelir.[3
Gruplarm temsil teorisinde Snemli bir rolii olan karakterlerin bir takim dnemli
ozelliklerine deginmeden ©nce , karakterleri incelerken bilinmesi gereken smf

fonksiyonlar1 kavrami ile, gruplar teorisinden bazi kavramlara deginecegiz.
TANIM 2.5.3 : Bir G grubunun elemanlari x,y olmak fizere, eger ;

y=h"xh (2.5.3)
olacak sekilde bir he G var ise x ile y ye G iginde birbirinin eglenikleridir denir.
Eslenik olma bagintis1 G de bir denklik bagintisidir. Buna gore, herhangi bir
x € G nin denklik simfi ;

x¢ ={g"xg:geG} (2.5.4)
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kiimesidir. Bu denklik simfina x in G deki eslenik snifi ad: verilir.
ONERME 2.5.2 (S, GRUBUNUN ESLENIiK SINIFLARI) : Farz edelim ki x,

(ii,..4, ) olacak sekilde k£ uzunlugunda bir devre olsun. Eger g€ S, ise 0 zaman g~'xg

de k uzunlugunda bir devredir.
ISPAT: A={i,,i,,...,i,} kiimesini ele alalim. Herhangi bir i_ € 4 igin ;

i.g(e'xg)=1,7g = i.g (efer r=kise i,g) 25.5)
dir. Hatta bununla beraber 1<i<n ve i¢ 4 olmak iizere ;
ig(g"‘xg)z ixg =ig (2.5.6)
elde edilir. Buradan ;

g7 (i )g = (i, 81,8.-3,8) (2.5.7

oldugu sonucuna varilir.
SONUC 2.5.1 : Bir xe S, elemam i¢inx in x> eglenik smifi, x ile uzunlugu aym olan
elemanlardan olusur.
ONERME 2.5.3 (A, GRUBUNUN ESLENIK SINIFLARI ) : n >1 olmak iizere
x € A, olsun. Bu taktirde ;
i) Eger x ile S, deki bir tek permiitasyon degismeliyse bu taktirde x* =x* dir.
ii)  Eger x, S, deki higbir tek permiitasyon ile degismeli degilse bu durumda x>
Ay igersinde x ve (12)" x(12) ile temsil edilen eslenik siiflarma ayrihr.
ISPAT : i) x in herhangi bir g tek permiitasyonu ile degismeli oldugunu kabul edelim.
Bir he S, igin y=h"'xh olsun.Eger A ¢ift ise o zaman yex™ dirve & tek ise ghe 4,

olur ve ;

y=h"xh=h"g " xgh=(gh)” x(gh) (2.5.8)
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elde edilir. Boylece ye x* elde edilir. Yani x™ < x* bulunur. Diger yandan ONERME
2.5.2 den dolay1 x* < x% saglandigindan x> = x* elde edilir.
TANIM 2.5.4 : Kabul edelim ki x € G olsun. x in G igindeki merkezilestiricisi ;

C,(x)={geG:xg =gx} (2.5.9)

kiimesidir ve bu kiime G nin bir alt grubudur.
TEOREM 2.5.1 : Bir x e G elemam igin x© eslenik smifinin mertebesi icin ;

[°|=l6: ¢, (=) =|Gl/Cs () (2.5.10)

esitlii saglanir.
ISPAT : x° den C,(x) in sag es kiimelerine giden ve f:g 'xg —> C(x)g ifadesiyle
tammlanan bir ftasvirini alahm. Her g,he G (g # h) i¢in;

g lxg=h"'xh e hgT'x=xhg™
o hg eCylx)
o heCyx)g
& Colx)g=Co(x)h

(2.5.11)

gart1 saglandifindan dolayr f iyi tammh birebir ve lizerine bir tasvirdir. Bdylece
x| =16 : €5 () =|G}/|C () oldugu goriliir. T

TANIM 2.5.5 ( SINIF FONKSIYONLARI ) : G herhangi bir grup olsun. Her y e x°¢
bi¢imindeki x,ye G i¢in f(x)= f(y)sartmm saglayan f :G — C fonksiyonuna G nin

bir smif fonksiyonu ad1 verilir.
G nin tiim simf fonksiyonlarinin kiimesini X(G) ile gésterelim. Bu kiime

G den C ye giden tiim fonksiyonlarin olusturdugu C-vektér uzaymin bir alt uzayidir.
G nin Eslenik simiflarmimn kiimesi ,G,xg,..,x,‘;} olmak iizere i=1, 2, ..., /

icin;
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, xex®

mx; (2.5.12)

1
o

sartim1 saglayan f, € X(G) fonksiyonlarim g6zOniine alahm. Bu fonksiyonlarn
olusturdugu kiimenin elemanlar1 X(G) nin bir C-bazidir, Gergekten ;

A+ 4+ 4,1 =0 (2.5.13)
olmasi durumunda, herhangi bir geG elemam, aym zamanda x°,x{,..x; eslenik
smiflarindan yalnizca birinin elemamdir. Bu eslenik smifim x{ (=1, 2, ..., ) . olarak
belirleyelim. Buna gore, f,(g) =1, f;(g) =0 (j# ) dir. Buradan ;

W)+ A Sr (&) +-+ 2 f1(8) =M f(g)= 2 =0 (2.5.14)
bulunur. Farkli eslenik smiflarindan segilen her xe G igin benzer hesaplamalar

sonucunda 4, =0,4, =0,...,4, =0 oldugu goriilebilir. O halde f, f,....,f; , C~ lineer
bagimsizdir. Simdi de herhangi bir f € X(G) fonksiyonunu ele alahm. Eger herhangi
bir xe G igin f(x)=z (zeC ) ise budurumda f(x) i;

f@=fk): (xexf) (2.5.15)

esitligi ile de ifade edebiliriz . Bu da herhangi bir f € X(G) nin f,, f;,..., f; nin lineer
kombinasyonlari olarak ifade edilebildigini gdsterir.
X(G) iizerinde her f,geX(G)elemanlarnm swali ikililerini bir (f,g)

kompleks sayisina karsihik getiren bir X(G)x X(G) - C hermitik i¢ ¢arpim tammbhdar.
Bu i¢ carpim her £ g, he X(G) i¢in asagidaki 6zelliklere sahiptir.
b (f.8)={e])
i) (WS +hgh=)=A4{f.h)+L{g.h) (2.5.16)
i)  (f.f)>0 (v #0)
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Bu 6zelliklerden “i” ye gire ( fsf ) her zaman bir reel sayidir, “ii” ve “iii”

6zelliklerinden ise ;

(F g+ Ah=)=2(f,8)+ 2 (S.h) (2.5.17)

ifadesi elde edilir.
ORNEK 2.5.1 : Farz edelim f,g e X(G) olsun. Bu durumda ;

—LZ f(0)g®) (2.5.18)

Ve

ifadesi TANIM 2.4.4 teki i, iii, iii sartlarim sagladifindan dolayr X(G) tizerinde bir i¢
carpim tammlar.

ONERME 2.5.3 : Bir grup temsilinin karakteri smf fonksiyonudur.

ISPAT: y =y, , bir G grubunun ¥ {izerindeki bir p temsilinin karakteri olsun.

xzz'lyz (2.5.19)

sartin1 saglayan herhangi x,y,z € G elemanlarim se¢elim.Bu durumda ;

2()= zlzyz)
=iz(p(z”'yz))
=iz(p(z)p(M)p(2)) (2.5.20)
=iz(p(¥))
=x(»)

elde edilir. O

ONERME 2.5.4 : y,bir p:G — GL(V) temsilinin karakteri olsun ve ]g] =m olacak
Sekilde bir g € G secelim. Bu taktirde;

i) xdg)=dm(V) (1;, Gnin birim elemam )

i) 2@ =20
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ISPAT :
i) Kabul edelim ki dim¥ = n olsun. p:G — GL(V) temsilinde p(1;), V

nin idantik C-lineer tasviridir. Dolaysiyla bu tasvirin ilgili matrisi 7, birim matrisidir.

Buna gore ;
205) =iz(p(le))=iz(1,) = dim(V) (2.5.21)
bulunur.
if) ONERME 2.3.5 ten dolayt A, A,,...,4, birin m inci mertebeden kokleri
olmak lizere ;
(4" 0 0 )
0 47 0. 0
le]=| . . . 2.5.22)
0 0 . . Al

ifadesinin gergeklendigi ¥ nin bir f baz takum mevcuttur. Dolayisiyla
2(g ) =A" + ;' +..+ 4] dir. Ayrica birin m inci kékii olan her z kompleks sayisi igin
Z=z" oldupundan ;

z(g‘l)::/'[;l +ﬂ.;l +..+/1:,l =Zl +Zz +"'+In =7(8) (2523

elde edilir.
ONERME 2.5.6 : Izomorfik CG-modiilllerin karakterleri birbirine esittir.

ISPAT: V ve W izomorfik CG-modiilller iss TEOREM 2.3.2 den dolay1 bu CG-
modiiltlerine karsihk gelen p ve p' temsilleri birbirine denktir. Dolayisiyla bir ge G
olmak iizere;

pg)=T"p'(T (2.5.24)
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sartim saglayan bir 7:V — W tersinir lineer tasviri mevcuttur.Buradan ¥V ve W nin y
ve y karakterleri igin;

x(8) =iz(p(8)) = iz(T” p'(g)) = iz(p!(g)) = w(g) (2.5.25)

elde edilir. [
ONERME 2.5.5: Eger 4 ve W, bir G grubunun iki karakteriyse o zaman;

D {xv)=({y.x)= 6] 2 Zx(g)w(g“’)

dir ve bir reel say1ya esittir.

i) (r.v)= };Z(g’)(g(%)

ISPAT :
i) Karakter fonksiyonu bir sinif fonksiyonu oldufundan ve ONERME 2.5.4 (ii)
den dolay ;

Zz(g)w(g ) (2.5.26)

(2-w)= G2 Zx(g)w(g) "=

bulunur.  Ayrica (g, y)= G2 Z x(@w(g™) ={y, ¥) satt  saplandigmdan ve

(zw)={w, X) oldugumndan dolays (2.w) bir reel saydur.
i)  Herhangi bir g, € G nin denklik smifi g/’ ile gbsterilsin. Karakterler aym
denklik sintfindaki elemanlar i¢in aym degere sahip olduklarindan dolay1 ;

2 x(el(e)=|eClx(e, (g) 2.5.27)

{
esitligi saglanir. Ayrica G =( Jg? ve !gf; =|G/|IC; (g, ]’ oldugundan dolay: ;
=]
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(z.¥)= lG!Zz(gm-IG’Z > 2(eWe)

i=1 gegf

2 T z(g,)g, (2.5.28)

i=]
I

=ZCG(gi)Z(gim

i=l

elde edilir O
TANIM 2.5.6 : Bir G grubunun regfiler karakterleri, regiller bir CG-modiiliin karakteri
olarak tammlanir . Bir regtiler karakter kisaca, z,,, sembolii ile gdsterilir.
ONERME 2.5.7 : Kabul edelim V bir bir CG-modiilii olsun ve U,,U,....U,
indirgenemez CG-alt modiilleri i¢in;

V=U®&U,®..0U, (2.5.29)
sart1 saglansin, O zaman ¥ nin karakteri, U,,U,,...,U, indirgenemez CG-modiillerinin

karakterlerinin toplammna esit olur.
ISPAT : ONERME 2.4.1 den dolay: ispat agiktir.

TEOREM 252 : V. V,,..,V, tamamiyle izomorfik olmayan indirgenemez CG-
modiillerin kiimesi olsun ve i=1,2,...,k igin her bir ¥, nin karakterini y, ile gosterelim
(1) =d, olmak iizere;

Xreg =020+t di 1 (2.5.30)

dar.

ISPAT : Kabul edelim ki, i = 1,2,....,k olmak {izere her bir ¥, igin dim(V))=d, olsun.
TEOREM 2.4.4 ten dolayy;
CG=(,0V,..0V)o(,0V,0..07,)0..0(F,0..8V,) (2.5.31)



39

dir. Dolayis ile ONERME 2.5.6 ile z,,, =d, ¥, +...+d, , ifadesi elde edilir.D
ONERME 2.5.8: Eger Zrez » bt G grubunun regiiler karakteri ise ;

Zree(D=|G] (2.5.32)

ve
Zg(8)=0 (g% (2.5.33)
ISPAT: G grubunun g,,g,,...,g, elemanlar regiiler modiiliiniin B bazinn elemanlari
olmak tizere, #,,,(1)=dim CG =|G| elde edilir.
Simdi de birimden farkh bir ge G elemam alahm. Bu durumda i# j olmak
lizere g,g=g, sartmi saglayan g,g, €G elemanlan mevcuttur. Dolayisiyla [g]ﬂ
matrisinin j inci slitunu hari¢ i inci satirmn elemanlarinin tiimii sifira esittir. Diger bir

ifadeyle [g], nin i-inci satir ve i-inci situnu sifira esittir. Boylece ;
Ze(8)=1rlg], =0 (2.5.34)

sart1 saglanir. o
ONERME 2.5.9 : Hig ortak birlesik garpanlars olmayan W, ve W,, CG-alt modiilleri

icin

CG=W, W, (2.5.35)

ifadesi verilsin e, €W, , e, e W, igin 1=¢, +e, olsun. Bu durumda w, e W, ve w, eW,
i¢in ;

we, =w, wye, =0 2.5.36)
we, =0 w,e, =1

sartlar1 saglanir.
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ISPAT : w, eW, iginw, — w,w, (w, e W,) fonksiyonu tammlayalim. Bu fonksiyon #,
den W, e giden bir CG-modiilii homomorfizmasidir. Fakat W, ve W, nin ortak birlesik
¢arpam olmadifindan SCHUR’un LEMMASI’ndan dolay1r W, den W, e giden tiim
CG-modiilti homomorfizmalar: sifirdir. Bu ylizden her w, eW, , w, e, igin, w,w,=0
sonucuna varihir. Benzer sekilde w,w, =0 elde edilir. Ayrica w=1w=(e, +e,)w=¢,w,
x =lx=(e, +e,)x =e,x oldugu goriliir.

SONUC 2.5.1 : w,=¢, , w, =¢, alindiginda e}=¢, , 2 =e, ve ee, =¢,e, =0 elde
edilir.

ONERME 2.5.10 : Farz edelim y bir ONERME 2.5.9 deki W, CG-modiiliiniin
karakteri olsun. Bu taktirde;

LS e (2.5.36)

e, =Té-'°gec

dir.
ISPAT : Herhangi bir xeG i¢in $:w—>x"'ew (weCG ) fonksiyonu CG nin bir
endomorfizmidir. Dolayisiyla & , w, - x7'w, ve w, >0 bi¢imindedir. $ nin izi iki
yolla hesaplanabilir. Birincisi w, e W, , w, e W, igin;

9w, =x"'ew, =x"'w, , Yw, =x""e,w, =0 (2.5.37
oldugundan w, - x~'w, W, in endomorfizmidir ve izi y (x™) e esittir. W, nin w, —»0
endomorfizminin izi ise 0 dir. Dolayisiyla ;

r(@=g(x") (2.5.38)

bulunur.
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Ikinci olarak, ¢, e CG dir ve e, = ) 1 ,g (4,€C) dir. Ayrica CG

geG

nin w—>x'gw endomorfizmasi efer x=g ise |G‘ izine x#g ise 0 izine

sahiptir.Dolayisiyla 9:w —> x”(zllg ng oldugundan;

geG
tr9= lx]Gl : (2.5.39)
bulunur.Bu yiizden;
1 -
e =—> 2(87")g (2.5.40)
IGI geG
dir.0]

GEREKTIRME 2.5.1: y , W, CG-modiiliiniin karakteri ise, bu durumda;
(x.1)=20 (2.5.41)

dir.
TEOREM 2.5.3 : U ve V izomorfik olmayan CG-modiiller olsun ve U ve V nin
karakteri sirasiyla & ve y olsun, Bu durumda ;

(r.x)=1 (2.5.42)

ve

(2w)=0 (2.5.43)

drr.
ISPAT : Kabul edelim U,,U,,..,U, indirgenemez CG-modiilleri igin ;

cG=U,eU,s..8U, (2.5.44)
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esitlifi saglansin. U herhangi bir indirgenemez CG-modiili olmak tizere m=dimU
oldugunu kabul edelim ve ¥ de U ya izomorfik olan m adet U, CG-modiiliinun toplam

olsun. Geri kalan U, CG-modiillerinin toplamimi da X ile gostereleim. Bu durumda ;

CG=WeX (2.5.45)
tir. Oyle ki, W ve X in higbir ortak birlesik garpanlar1 yoktur. Her bir U nun karakteri y
ise W nin karakteri my dir. Bir 6nceki 6nerme ile ;

(my,my)=my(1) (2.5.46)

dir. (1)=dimU =m oldugundan (y, y) =1 elde edilir.
Diger taraftan CG nin U ya veya V ye izomorfik olan U, CG-alt modiillerinin
toplamm Y ile geri kalan U, alt modiillerinin toplamini Z ile gésterirsek. CG =Y+Z dir

ve Y ve Z ortak birlesik ¢arpana sahip degildir. GEREKTIRME 2.5.1 den dolay: ;

my(D)+ny(D)=(my +ny,my +ny)

(2.5.47)
=m* (. 2)+n*(ww) + mnl( 2 w) + (v )
dr. (x,2)=(w.y)=1ve y()=m, y(1)=n dir. Dolays: ile;
(2:w)+{w. 2) =2z, w)=0 (2.5.48)

ve dolaysiyla (y,y) =0 elde edilir.
TEOREM 2.54 : Farz edelim y,,7,,....r; Kkarakterleri G grubunun indirgenemez
karakterleri olsun. Buna gére eger y karakteri G nin herhangi bir karakteri ise, herhangi
nehatif olmayan d, (1<i< k) tamsayilar igin ;

v=dy +d,y,+..+d, x; (2.5.49)

esitligi saglanir. Bunun diginda ;
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d,={v.x;) (<i<k) (2.5.50)
ve

k
(ww)=2d; 2.5.51)

i=1

sartlar1 saglanir.
ISPAT : ¥ her hangi bir CG-modiilii ise , tamamen izomorfik olmayan V,V,.....V;

indirgenemez CG-modiiller olmak {izere ;
V=(,..0V,)0..0F0,..0V,) (2.5.52)
sartmin saglandigim biliyoruz ( burada her bir (¥, ®....® V,) direkt toplam d, tane V,

indirgenemez CG-modiiliiniin direkt toplamim gdstermektedir) . Bu ylizden her bir V;

nin karakteri y, olmak tizere ,V nin herhangi bir y karakteri ;

w=dy +dx,+..+d, x, (2.5.53)

sartmi saglar . Bu esitligi kullanarak ;
W) =(da+doity -t di o) =, (2.5.54)
ve
(w.w)=dil +d; +..d; (2.5.55)

ifadeleri elde edilir. [

TEOREM 2.5.5 : Kabul edelim ki ¥, karakteri yolan bir CG-modiilii olsun. Bu
durumda ¥ nin indirgenemez olabilmesi igin gerek ve yeter kosul (¥, z) =1 olmasidur.
ISPAT : TEOREM 2.5.3 ten dolay: ¥ nin indirgenemez oldugu durumda (y,z)=1
esitligi saglanir.
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Tersine, eger (y,z)=1 ise bu durumda TEOREM 2.5.4 ten dolay1 negatif

olmayan d, tam sayilari igin ;
1=(y,x)=d} +d} +..+d} (2.5.56)

esitligi ancak ve ancak d, lerden biri 1, diferleri 0 oldugu durumda saglanir. Bu ise V'

nin tamamen izomorfik olmayan ¥, indirgenemez CG-modiillerinden birine izomorfik

olmas: ile miimkiindiir. O halde V' bir indirgenemez CG-modiiliidiir. 0
TEOREM 2.5.6 : Bir G grubunun indirgenemez karakterleri simf fonksiyonlarmnmn

kiimesi iizerinde tanimhi C~vektdr uzaymin bir bazidir.
ISPAT : Kabul edelim, y,,..,7, G nin indirgenemez karakterleri olsun. 4,,4,,...,4,

kompleks sayilar igin ;
A+t x,=0 (2.5.57)
esitligi saglansin, O halde TEOREM 2.5.3 kullamlarak ;
O={Ap + b M ds Xi) = Ay (2.5.58)

elde edilir. Dolayisiile ,,..., 7, lineer bagimsizdir.

G deki eslenik smiflarmin sayisi / olsun. O halde k</ dir. O zaman gdstermemiz
gereken / <k oldugudur.

Farz edelim V,,V,,...,V, tamamiyle non-izomorfik indirgenemez CG-modiiller
olsun. CG regtiler CG-modiilii i¢in;

CG=W OW,d..0W, (2.5.59)

direkt toplami igin her bir W, , ¥, nin kendi kopyalariyla olan direkt toplamini gdstersin.
f, €W, olmak tizere 1= f, + f, +...+ f;, diyelim. Bir z e Z (CG) alaim. ONERME 2.3.2
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den dolay:1 her veV, igin vz=A,v sartin saglayan bir A, € C mevcuttur. Dolayis ile

1

her we W, i¢in wz = A,w sart1 saglanir ve hatta;
fz=Af (1Li<k) (2.5.60)
dir. Buradan;
z=lz=(fi+ L+ +fi)z=fiz+ foz+..+ fiZ (2.5.61)
elde edilir. Bu da Z(CG) nin, f,f,,...,f; tarafindan gerilen CG nin bir alt uzaymm

i¢inde oldugu anlamina gelir. Z(CG) nin boyutu / oldugundan / < k sarti saglanir.[]
ONERME 2.5.11 : Farzedelim N <G olsun (N #{l,}) ve G/N nin bir ¥ karakterini
alalim ve ge G olmak lizere

2(g)=7(Ng) (2.5.62)

ifadesiyle tarif edilmis bir y:G — (C tasvirini alalim. Bu durumda y ile %

karakterlerinin dereceleri esittir.
ISPAT : Kabul edelim 7 , bir 5:G/N — GL(V) grup temsilinin karakteri olsun.

Buradan hareketle p: G — GL(V) temsili ;
g N, - 5(ig) (2.5.63)

bigiminde tarif edilsin. Bu tarife gére p nun karakteri y igin;

2(g)=iz(plg))=iz(p(Ng))= 7(Ng) (2.5.64)
elde edilir. Baylece eger g =1, ise ;
20)=7(@) (2.5.65)

bulunur.

TANIM 258 : Eger N«Gise ve ¥ da G/N nin karakteri ise, bu durumda
2(g)= 7(Ng) ifadesiyle tanimlanan y karakterine 7 karakterinin G ye yiikseltgenmis
karakteri denir.
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TANIM 2.5.9 : Bir G grubunun derecesi 1 olan karakterine lineer karakter ad1 verilir.
ONERME : 2.5.12 Eger 7 bir G grubunun herhangi bir karakteri ise ve y de lineer
karakteri ise 0 zaman herhangi her ge G igin yA(g)=(g)(g) sartim saglayan A
Ifadesi de G nin bir karakteridir.

ISPAT : Farzedelim y, bir p:G — GL(V) temsilinin karakteri olsun ve buna bagh
olarak g € G olmak lizere ;

(0)g)=(g)ole) (2.5.66)

ifadesiyle tanimlanan bir Ap tasviri alalim. A ve p homomorfizm olduklarindan dolay:
Ap ifadesi de homomorfizmdir. Diger bir deyigle G nin bir temsilidir. Ayrica Ap(g) nin
temsil ettifi matrisin izi ;
iz(Aple)) =iz(1(e)o(e) 25.67)
= Ue)iz(p(e))

ifadesine egittir ki, bu da A(g)y(g)= 24(g) ifadesini verir. O halde y4 da G nin bir
karakteridir.

Her geG igin A(g) kompleks sayisi birin koklerinden biri oldugundan dolay:
Mg)a(g)=1 dir. Bundan dolay: ;

(27 22) =Y 22(g)xA(g)

geG

=Y re)Me)xlg)ilg)
80 (2.5.68)

= (&)x(e(g)ilg)

geG

= ;Gx(g)@ =(2.7)

elde edilir. Yani eger y , G grubunun indirgenemez karakteri ise bu taktirde x4
karakterinin de G nin indirgenemez karakteri oldugu anlamina gelir.o

Simdi bir G grubunun karakterlerinin carpimmna daha genel bir anlam vermeye
¢ahgalm. Yani yapmak istedifimiz G nin herhangi iki temsilinin karakterlerinin
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carpimuni karakter olarak kabul eden G nin yeni bir temsilini olugturmaktir. Bunun igin

temsillerin tensdr ¢arpimin: kullanacagiz.

Not olarak, bir G grubunun herhangi bir temsili bir (CG-modiiliine karsiik
geldiginden dolay: hesaplamalarmmzi  CG-modiiller {izerinden yapacagiz.
ONERME 2.5.13 : V' ve W karakterleri srrasiyla y ve w olan iki CG- modiilii olsun.

Bu durumda her ge G igin  yyw (g)= Z(g)n//(g) ifadesiyle tammlanan yy c¢arpimi da
V @W nin bir karakteridir.
ISPAT : ONERME 2.4.2 den dolay: sekilde 4, ve y, kompleks sayilari igin e,g = Ae,

ve f,g=u,f, (Vi:l,Z,...,m,Vj =1,2,...,n) sartim saglayan V nin e,,e,,....e,, ve W nin
Jis [y se-r f,, baz takimlar1 mevcuttur. Bundan dolay1 ;

He)=3 4 vevle)=3 1, (2569

7=1

dir. Teorem 2.4.4 ten dolay1 her i,j i¢in (e,. ® f/) , V®W nin bir bazidir ve ;

gle.®f)=ge,®cf, =an,le,® 1)) (2.5.70)
oldugundan ;

o(g)= ;w, = (g (e) (2.5.71)

sart1 saglanir . O
Karakteri y olan bir ¥ CG- modiiliinlin V' ®V tensor ¢arpmm modiiliinii géz Oniine

alahm. ONERME 2.5.12 geregince y? , V®V nin karakteridir. Diger taraftan
ONERME 2.4.5 ¢ gore VOV =S¥ QV)® AV ®V) oldugundan dolay1, y, ve yg
sustile SV ®V) ve AV ®V) nin karakterleri olmak tizere ;

2= X4+ Xs (2.5.72)

esitligi saglamr.
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ONERME 2.5.14 : Herhangi bir ge G igin;

zs(g)=%(zz(g)+ (2*) 2.5.73)

ve

zA(g)=-12-(z2(g)—x(g’)) (2.5.74)

esitlikleri saglanir.
iSPAT : ONERME 2.4.2 den dolay1 A, e C icin her g€ G iin e,g=Ae, (1<i<n)

esitligini saglayan ¥ nin bir e,,e,,...,e, baz takim olusturulabilir. Bu taktirde ;
gle,®e,—¢,®¢)=2,4le, ®e, ¢, ®e,) (2.5.75)
elde edilir . Buradan da ONERME 2.4.5 geregince ;

248)=2 44, (2.5.76)
i,

sonucuna varilir.

Diger yandan, e,g” = A’e; oldugundan dolay: x(g)=i,1,. ve ;((gz)z i),f dir. Bu
i=1 i=1

yiizden ;

7 (@)=(le) = gz,? #2244, = 2(e?)+22.(2) 2.5.77)

i<j

dir.Boylece ;
1.)=3{r*(e)-(e*) @578)

sart: saglanir ve ayrica 2 = y, + g5 oldugundan dolay: ;

Zs(g)=xz(g)~;u(g)=%(lz(g)+ 2(g*)) (2.5.79)
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elde edilir. O
Simdi de Bir G grubunun V vektor uzayma olan H alt grubuna kisitlanmig temsililini
g6zodniinde bulunduralim ve bu temsilin karakterlerini inceleyelim.

TANIM 2.5.10 : Bir G grubunun V vektor uzay: iizerindeki temsilinin karakterini y ile
gosterelim. y nin H i¢in aldig1 degerler hesaplanarak elde edilen H nmn r,(y)
karakterine y karakterinin H ya kisttlanmus karakteri ad1 verilir.

Eger y bir G grubunun karakteri ise ve y,,¥,,....y, de H nmn indirgenemez bir

karakteri ise, bu durumda TEOREM 2.5.4 ile d,=(z,..), =3 2(W): (%)

H| i
(1<i < r)olmak iizere ;
re(x)=dw, +..+dy, (2.5.80)

sart1 saglanir ve her bir y, karakterine 7, (y) karakterinin bir dogurayi adi verilir.

ONERME 2.5.15 : Bir G grubunun H alt grubunu gézoniine alalm. A nin herhangi bir
stfirdan farkh y karakteri igin ;

(ra(x)w), =0 (2.5.81)
sarti1 saglayan G nin bir y karakteri mevcuttur.
ISPAT : G grubunun indirgenemez karakterleri 7,, 7,,...,, olsun.
ONERME 2.5.7 ve ONERME 2.5.8 den dolay1 G nin y,,, regiiler karakteri ;

Zree(2)= L ve gz =Zk:x.»(1)z,- (2.5.82)
™ 0 g #1 "G

esitlikleri saglanir. Ayrica;

04 )= )y =S 2Ny, @

oldugundan dolay1 (ry (1),w), #0 sarti saglanir.;
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ONERME 2.5.16 : Herhangi bir G grubunun indirgenemez karakteri y olsun ve G nin
H alt grubunun indirgenemz karakterleri ise  ,,y,,...t, olsun. Bu durumda
r.(x)=dy, +..+d y, esitligindeki d,,d,....,d, katsayilan igin ;

Y d} <|G:H| (2.5.84)

i=1

sart: saglanir. Bundan ziyade eger her geG i¢in y(g)=0olmas: igin gerek ve yeter

kogul 3 d? =|G: H| sartmm saglanmasidir.

i=1

ISPAT : TEOREM 2.5.4 ten dolayi ;

<rﬂ(z>rﬂ(x)>y=r,%h§z(h)m=idf (2.5.85)

=]

dir. Ayrica y indirgenemez oldugundan dolay1 ;

1=(2:2), =~LZz(g)}@
LS 0+ G > 2(2)x(2) (2.5.86)

geH

CE
_lHl<

= =Hydl+ i@ L3> e)r(@)

i=1 geH

dir. Burada — lGl Z x(g)T) ifadesi sifirdan biiyiiktiir ve K = 0 olabilmesi igin gerek ve
geH

yeter sart g ¢ H sartmi sajlayan g € G elemanlar igin y(g)=0 olmasidr. o
ONERME 2.5.17 : Eger H<G ise ve y da G nin indirgenemez karakteri ise 0 zaman
r,(x) karakterinin tiim doguraylari ayn: derecedendir.

iSPAT : Karakteri y olan bir v CG-modiiliini gbzbniine alam. U da ¥ nin H alt

grubuna indirgenmis C G-modiiliiniin bir alt modiilii olsun ve her g€ G igin

gU ={gu:uelU} (2.5.87)
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kiimesi tanimlayalim. Bu kiime V nin bir alt uzayidir. Ayrica , H< G oldugundan her
he H elemam icin ghg™ € H sarti saglanir. Dolaysi ile her u e U igin;

h(gu)=glg"ngh e gU (2.5.88)

dur. Béylece gU , ¥V nin H ye kistlanmig CH-alt modiliidiir. Bunun diginda eger W,
gU nun bir CH-alt modiilii ise bu durumda g™'W de U nun bir C H-alt modiiliidiir. Fakat
U indirgenemez oldugundan dolayr g™ 'W ={0} veya g 'W = U dur. Diger bir ifadeyle

W ={0} veya W =gU dur. Bundan dolay1 gU indirgenemez C H-modiiliidiir. Eger ue U
Olmak lizere u — gu tasvirini g6zOniine alirsak,bu tasvir U dan gU ya giden tersinir bir
lineer transformasyondur. O halde dimU =dim gU elde edilir.

Biitiin gU (g € G) alt uzaylarinin toplam ¥ nin bir CG-alt modiiliidiir. Dolayisiyla V

indirgenemez oldugundan ;

V=Y gU (2.5.89)

2eG
esitligi saglanir. Fakat V' gU lerden bazilarmin direkt toplamina esit oldugundan, ¥ nin
boyutlari esit olan CH-modiillerinin toplamu bigiminde yazilaildigi goriiliir, Dolayisiyla
r,(¥) de H nin dereceleri birbirine esit olan indirgenemez karakterlerin toplam olarak

yazilabilir.[(J
Eger H Grubu, bir G grubunun i¢inde indeksi 2 olan normal alt grubu ise bu durumda
G grubundan faydalamlarak H ile ilgili gesitli bilgilere ulagilabilir. Bunu kisim 2.6 da
karakter tablolar1 konusunda irdeleyecegiz. O halde (G: H)=2 olmas: durumunda elde
edilen sonuglara deginelim.
H bir G grubunun i¢inde indeksi iki olan bir alt grubu olsun bu durumda ;
(1) Baz: g ¢ H sartim saglayan elemanlar i¢in, G nin her y(g)= 0 olacak sekildeki

indirgenemez y karakteri H nin indirgenemez karakterine kisitlanabilir. G nin
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bu karakterleri H ye daraltiliglar1 birbirine egit olan, y ve Ay ikilisi tarafindan
meydaa gelir.

(2) Eger G nin y gibi indirgenemez bir karakteri H digindaki heryerde sifir ise bu
durumda y karakteri, H nin, dereceleri esit iki ayrik indirgenemez karakterine
daraltilabilir. H# min y aracihgiyla elde ettigimiz bu ii karakteri G nin agka ir
indirgenemez karakterinden meydana gelir.

(3) H nin her indirgenemez karakteri (1) ve (2) deki G nin Karakterlerinin
kisitlanmas: ile meydana gelir.

2.6 KARAKTER TABLOLARI

Bilindigi gibi bir tamsilin karakteri G sonlu grubunun elemanlarim C kompleks

sayilarma gOtiiren siuf fonksiyonu olmakla beraber, indirgenemez karakterler simif
fonksiyonlar: tarafindan inga edilen vekt6r uzayinmn bir bazini olugturur. Diger yandan
stzkonusu vektdr uzaymin boyutunun, G nin eslenik siniflarinin sayisina esit oldugunu
ve smif fonksiyonlarmm eym eslenik siifindaki iki elemana kargibk aymi degeri
aldiklarm biliyoruz.. Bu bilgilerimizden faydalanarak indirgenemez karakterlerin her bir
eslenik sinifinda aldiklar1 degerleri bir kare matris ile gosterebiliriz. Bu kare matrise
karakter tablosu adi varecegiz. Karakter tablolarinn her bir satiinda belli bir
indirgenemez karakterin aldig: degerleri g6zontine aldigimizda Karakter tablolarmm
Onemli bir yonii caligtiZimiz grup ile ilgili nemli bilgiler vermesidir.
TANIM 2.6.1: Kabul edelim ki ,, 7,,...%;, bir G grubunun indirgenemez karakterleri
olsun ve G nin eslenik smiflarmmn temsilcilerini de g,,g,,....g; ile gosterelim. Her
1<i<k ve her 1< j<kigin i inci satrr ve j inci siitunu Z,(gj) olan matrise G nin
karakter tablosu adi verilir.

Karakterler lineer bagmsiz oldunlarmdan dolay: karakter tablosunun satirlan da
lineer bagimsizdir. Dolayisiyla karakter tablosu tersinir bir matristir.
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2.6.1 ORTOGONALLIK BAGINTILARI :
Teorem 2.4.2 nin bir sonucu olarak tamamen izomorfik olmayan V,V,,....V,

indirgenemez CG-modiilleri i¢in y,, bir V, (ISisk) CG-modiiliiniin indirgenemez

karakterini gdstermek lizere ve &, kronecker delta fonksiyonunu gdstermek tizere ;

(x2,)= 8, 2.6.1)

bagmntis1 gergeklenir. Bu esitlikten faydalanarak karakter tablosu ile kronecker delta
fonksiyonu arasinda bir iligki kurmaya ¢alisacagiz.
TEOREM 2.6.1 : Farzedelim, y,,7%,....%;, bir G grubunun indirgenemez karakterleri

olsun ve G grubunun eslenik smiflarinin her bir temsilcisi g,,8,,....g; ile gosterilsin. Bu
durumda 7,s € {1,2,....k} igin asagidaki bagmtilar gerceklenir.
i) Satir ortogonallik bagintilar: :

Z Zr(g:)—_(g_t-) (2.6.2)

=1 lCG (g ,]

ii) Siitun ortogonallik bagmntilar: :

k
ZIZl(gl')ZI (gsj=5m|CG(gr] . (2‘6'3)
ISPAT:
i) ONERME 2.4.4 (ii) den dolayy;
PACATACH)
o Xs i e (2.6.4
<Z ft’) Z':l iCG(g,X )
oldugundan ve (2.6.1) den dolay;
&g )x (g ) s
LU0 (2.6.5

oldugu gériilebilir.



54

i) w.(g)=6, (<r<k , 1<s<k) ifadesini saglayan bir y, smf
fonksiyonunu ele alalm. y;,7,,...x; smif fonksiyonlarmin vektér vzayr ig¢in baz

oldugundan y, =4, y, + 4,7, +...+ 4, ¥, seklinde ifade edilir. Dolayisiyla ;
1
A=y, x)= ‘az v.()x. (&) (2.6.6)

dir. Eger g , g, nin eglenigi ise , w,(g)=1 ve diger durumlarda w,(g)= 0 oldugundan

e

ve G nin g, ile eglenik olan eleman sayisi l ( l oldugundan dolays;
G ga

IG{ Z'//s(g)‘_(.) 'C‘ (ggsl (267)
olur. Buradan da ;
(2.6.8)
5, A ACATACH 2.69
y/s(gr) ’_Zl Zx(g ) Z [CG(g_,) ( )
bulunur.

2.6.2 BAZI ONEMLI GRUPLARIN KARAKTER TABLOLARI :
I S; Grubunun Karakter Tablosu

SONUC 2.4.1 ve Teorem 2.4.1 den yararlanilarak S; in eglenik simiflarin1 , her

bir eslenik simfinin eleman sayisim ve merkezcil grubun eleman sayisin: gosteren tablo
asafidaki gibidir;
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Tablo (2.1) :S; in eslenik siniflan

Temsilci 1 12)  (123) (12GH (1239 (123)(@5) (12345)
|&°| 1 10 20 15 30 20 24
ICs(g) 120 12 6 8 4 6 5

S, in tiretilmis alt grubu S';=4; tir ( ¢lnkG her S, grubu igin §',=4, dir) .
S,/ A, =14, 4,(12)}=C, oldugundan dolay1 S, in S,/ 4, tarafindan yitkseltgenen %,
ve yx, indirgenemez karakterlerine sahiptir. Bu karakterler ;

=g

ve

( e 1 ,8€4,ise
12\8)= 0 ,g¢ A, ise )

indirgenemez karakterleridir.
Herhangi bir ge S, icin;
x:(8)=1/ixg]~1

ifadesi ile tammlanan y, : S, — C tasviri de S, in bir karakterini olugturur. Buna gére ;

4 22 1 (1 (1)
Zot)=0t 5 6 6 T )

sarti saglandigmdan dolayt y, karakteri S, grubunun difer bir karakteridir. Ayrica
ONERME 2.5.12 den dolay1 ;

Xs = X322
de S, grubunun dordiincii indirgenemez karakteridir.

S, in besinci ve altmer indirgenemez karakterlerni tensdr garpimindan
faydalanarak elde edecegiz. Bunun i¢in y = y, olmak lizere ONERME 2.5.14 aracilig1

ile, ¥, ve x karakterlerinin deger tablosunu olusturalim.
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Tablo (2.2) : y, ve y; karakterlerinin deger tablosu

g, 1 (12) (123)  (12)(34) (1234)  (123)45) (12345)
ICsle) 120 12 6 8 4 6 5
% 6 0 0 2 0 0 1
s 10 4 1 2 0 1 0
Buna gire ;
36 4 1
bXq)m——t+—+—=1
o2 =55+5+3

oldugundan dolay1 ¥, = 7, , S; in indirgenemez karakteridir .
X karakteri igin ;

10 4 1 2 1
20 =135 126756 !

40 16 1 4 1 _
S T T A ik

( >=l9_O_+I_Q+l+i+l=3
s Zs!= 1207127678 6

oldugundan dolayt ¢ S in indirgenemez karakteri olmak lizere ;
As=N Y2ty
esitligi saglanr. Dolayisiyla S in altinci indirgenemez karakteri ;

X =W=Xs=1~ X3
olarak bulunur.

S, in son indirgenemez karakteri ise ;
X1 = XeX2
ifadesiyle elde edilir. Buna gore S in karakter tablosu su sekildedir .
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Tablo (2.3) S in karakter tablosu

g 1 (12) (123)  (12)(34) (1234)  (123)(45) (12345)
C(g) 120 12 6 8 4 6 5
I 1 1 1 1 1 1 1
X2 1 -1 1 1 -1 -1 -1
Z3 4 2 1 0 0 -1 -1
Za 4 -2 1 0 0 1 -1
zs 6 0 0 ] 0 0 1
Xs 5 1 o1 1 -1 1 0
X 5 -1 -l 1 1 -l 0

I 4; Grubunun Karakter Tablosu
Iyi bilindigi gibi 4, grubu S; in ideksi 2 olan bir alt grubudur. ONERME 2.5.3
ile 4; in eslenik siniflarinin birer temsileisi 1, (123), (12)(34), (12345), ve (13452) dir.

Buna gore her bir temsilci igin, eglenik smifinin boyutunu ve merkezcil alt gruun

mmertebesini gosteren tablo su sekilde gosterilmistir;

Tablo (2.4 ) : 4; grubunun temsilcileri
Temsilci 1 (123) (12)(34) (12345) (123452)
lg°| 1 20 15 12 12

ICste)] 60 3 4 5 5




58

S5 grubunun karakter tablosundaki y,,,7, ve g, karakterleri H nin

elemanlarindan  farkli, her eleman i¢in sifirdan fatkhdir. Bu yiizden
74, (X1)>74,(X3)-74 (1) karakterleri H nin indirgenemez karakterleridir. Bu karakterleri

V,.W,, W, ile gosterelim. S; grubunun y, karakteri ise H nin elemanlarindan farkh her
eleman igin sifir degerini alir. Bu yiizden de y, ve w; 4; in iki ayn indirgenemez
karakterini gdstermek tizere r, (¥;)=w, +y; tir. Satir ve siitun ortogonallik bagmtiar:

ile w, ve w, degerleri hesaplandiktan sonra A4, grubunun karakter tablosu ;

Tablo (2.4 ) : A, grubunun karakter tablosu

g° 1 (123) (12)(34) (12345)  (12345)
e 1 20 15 12 12
ICa(g) 60 3 4 5 5
¥, 1 1 1 1 1
v, 4 1 0 -1 -1
A 5 -1 1 0 0
v, 3 0 1 -15(1«/5) -12-(1~~/§)

olarak elde edilir.
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BOLUM 3: ARTIN L FONKSIYONLARI
Bu Boliimde, K bir say: cismi olmak iizere K ye bagh G, mutlak Galois

grubunun sonlu boyutlu kompleks temsillerini ve u temsillere aght Artin L-fonksiyonu
adimm verdigimiz kompleks degiskenli tasvirini inceleyecegiz.
3.1 G, GRUBUNUN TEMSIL TEORisi

Birinci béliimde goriildiigi tizere G, grubu kompatkt ve tiimiiyle baglantisiz
olan topolojik gruptur. Dolayisiyla Peter-Weyl teoremine gére G, topolojik grubunun
sonlu temsillerini incelememiz yeterlidir.

K say1 cisminin mutlak Galois grubu G, min herhangi bir ;

p:G, = GL{)

temsilini alalim, Burada GL(V ) grubu iizerinde diskrit topoloji oldugunu kabul edelim.
Bu durumda eger im(p), GL(V ) iginde sonlu bir alt grup ise p:G, — GL(V) siirekli
tasvir olacaktir. Dolayisi ile izomorfizma teoreminden ve sonsuz boyutlu Galois kurami
neticesinde ;

Gy ————> GL(V)

\ / G.1.1)

G, ! Ker(p)
Diyagrami komiitatif bir ticgendir.
Burada Ker(p), G, topolojik grubunun agik ( dolayis1 ile kapal ) normal bir alt
gubudur. Sonug olarak dyle bir £/K sonlu Galois genislemesi vardir ki

Ker(p)=Gal(K 1 E) ve G, /Ker(p)=im(p) (3.1.2)
olur.Yani ;

Gal(E! K)—=-G, | Ker(p)—2—>GL(V) (3.1.3)
sonlu E/K Galois geniglemesine kargihk gelen Gal(E/K) grubunun sonlu boyutlu
kompleks temsilidir.
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Tersine, K say1 cisminin sonlu bir Galois genislemesi E ve bu geniglemeye tekaiil
eden Gal(E/K) grubunu ele alalim ve bu grubun herhangi bir ;

p:Gal(E/K)— GL({V) (3.1.4)
temsili igin ;
p:G —2E5Gal(E/ K)—Z->GL({V) (3.1.5)

kompozisyonu K min mutlak Galois grubu G, nn siirekli bir tasvirini verir. Clinkii
im(p), GL(V') iginde sonlu bir alt gruptur.

Sonug olarak K say1 cisminin G, mutlak Galois grubunun C lizerinde stirekli
temsillerini incelemek ile K nmn sonlu Galois geniglemesine kargilik gelen grubun (ki bu

sonlu bir gruptur ve mertebesi genisleme derecesine esittir)  fizerindeki temsillerini
incelemek birbirlerine denk teorilerdir.
NOT : Pontrjagin dualite teoremi yerel olarak kompakt abelyen topolojik bir G grubu ile
G = Hom(G,T) grubu arasinda, G=G izomorfizmasmn varhgm ssyler.

Burada T={zeC : |7=1} kilmesi, ¢arpma islemi altinda tarif edilmis olan
kompleks birim ¢gember grubudur,

Oyleyse G grubunun indirgenemez siirekli temsilleri, G yi tamamen betimler.

Pntrjagin dualite teoreminin abelyen olmayan topolojik gruplara genellemesi de
vardir. $8yle ki; Herhangi bir G kompakt topolojik grup olmak iizere H(G) ile G nin

tiniter dualini ( yani ( iizerindeki indirgenemez iiniter temsillerinin kiimesi )
gosterelim. Bu durumda Tannaka dualite teoremi G grubunun [](G) tarafindan
etimlendigini sdyler.

Sonug olarak K say1 cisminin mutlak Galois grubunun kompakt topolojik bir
grup oldugu gbzbniine almirsa, Tannaka dualite teoremi sonucu G, nin C tizerinde

indirgenemez siirekli temsiler tarafindan betimlendigini goriiriiz. 0
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3.2 ARTIN L-FONKLiYONLARININ INSASI

Sayi cismi K igin, Oy ile tamsayilar halkasim gosterelim. Diger bir ifadeyle O, ,
K de bulunan cebirsel tamsayilar halkasidir. X de bulunan Hensel asallarii h . ile, K de
bulunan Arsimet asallarmi ise a, ile gosterelim. K, ise peh,Ua, icin K say1
cisminin p-adik tlimleyeni olsun. O zaman pea, olmasi durumunda eger p: K —C
gémmesi K say1 cismini R icine gbnderirse K, xR dir. Eger p:K - C gémmesi,
Ja ek dyle ki pla)eR sartii sagliyorsa K , =C dir. peh, olmasi durumunda ise
K, henselyen lokal cisim olur.

peh, Ua, igin K, cisminin cebirsel kapanisim X, ile gosterelim.

LEMMA 3.2.1: Kc K, icermesi, dogal olarak K — K, gdmmesine genigler.

ISPAT: Herhangi bir o € K, K tzerinde cebirsel oldugu igin katsayilart X de olan
sifirdan farkh bir p(T) polinomunun kokidir. Kc K, iermesi neticesinde p(T)

polinomu X, [7] polinom halkasiun eleman: olur. Bunun sonucunda o€ X, , elde
edilir. O
LEMMA 3.2.2: K <K, gommesi;

Gy -G, (3.2.1)

gémmesini insa eder. Burada G, , K, cisminin mutlak Galois grubu Gal(K, /K ,) dir.
ISPAT : Herhangi bir 0 € G, alalm. Bu durumda G| , K nin bir otomorfizmasidr.
Cinkii o, K, yi, dolayisiile K y1 invaryant birakmaktadir ve K , K tizerinde Galois
geniglemesidir. Ayrica e@er o0,,0,¢ Gy, igin 0’1| z =0'2| ¢ sartm saghyorsa
0,=0,0lmak zorundadw. Cinkii K, K, icinde yogun bir cisimdir ve o,,

o, :K, - K, otomorfizmalar: siireklidir. 0
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Herhangi bir p:G, — GL(V'), C iizerinde tarif edilmis siirekli bir temsili igin

LEMMA 3.2.2 neticesinde , her peh, U a, asaliigin;
P, Gy~ Gy —2>GL(V) (3.2.2)
temsilini alam. G, nin (p,V) temsiline bagh olan Artin L-fonksiynu ;
L(,p):{s e C Re(s)>1} > C (3.2.3)
asagida tanimlayacagimiz Euler carpinm ifdesiyle tanimlanir ;

yie )4 s RS(S)> 1} (3.2.4)

L(s, P, )= det(l -9, Palr,)

seklinde tammianr.
pea, ise, p Euler faktort L(s,pp) ;

(i)  p,reelasalise;

Lls, pp)=(n'§r(§)} (7;71*(%1)] _ (3.2.5)

olur. Burada K, =R, K, =C ve Gy = fi,£} dyleki, 1 : C— C birim tasvir ve

£: C— C ise kompleks eslenik tasvirdir.
n, ile de p, (¢)eGL(V) operatoriinin  +1 Szdegerlerinin  sayist
gosterilmektedir.( Dolaywsiyla n, +n_ =dim(p)=n)
(i)  pkomples asal ise ;
L(s,p,)=@z)*T()) , burada n = dim(p) (3.2.6)

dur.
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