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ONSOZ

Polya’nin Sayma Teoremi’ne Uygulamalar adli tez calismamda ele aldigim
konunun somut bir getirisinin olmasi1 ve baska alanlara (6rnegin kimyaya) biiylik
Olclide katki saglamasi, bu konuya daha fazla ilgi duyup, ¢alismami bu konu
lizerinde yapmama sebep oldu. Tez calismamda yardimlarindan dolay1 tez
danigsmanim saym Yrd. Dog¢. Dr. Ahmet Bakkaloglu'na tesekkiirlerimi bir borg
bilirim.
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Bahadir’a ¢ok tesekkiir ederim. Ayrica tim Ogrenimim boyunca destegini
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sunarim.
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OZET

Polya’nin Sayma Formiilii, bir¢ok problemi ¢ézmede etkili olacak 6nemli bir
formiildiir. Bir diger énemli yam1 da matematiksel olarak Grup Teori ve Ureteg
Fonksiyonlar’1 birlestiren gii¢lii bir formiil olmasidir.

Birinci boliimde konumuzla baglantisi olan iirete¢ fonksiyonlar hakkinda bilgi
verecegiz. Ayrica yine bu boliimde, tezde deginilen denklik bagintis1 ve grup teorinin
matematikte ne ifade ettigini kisaca anlatacagiz. Daha sonra denklik ve simetri
gruplarini ifade ederek yonlendirilmis veya yonlendirilmemis bir cismin koselerinin,
kenarlarinin veya yiizeylerinin m (m = 1,2,3,... gibi) farkli renkle boyamalarini
inceleyecegiz ve buna ait birkag ornek verecegiz. Yapacagimiz hesaplamalar veya
formiiller bu m renkle birbirine denk olmayan ka¢ boyamanin olduguna yoéneliktir.
Buradaki denklikten kastimiz; sekle ait koselerin (kenarlarin veya ylizeylerin) sekle
uygulanan simetriler [rotasyonlar (donmeler), yansimalar veya herhangi bir eksen
etrafindaki donmeler] sonucunda yer degistirdigi kose ile (kenarla, yiizeyle) aym

renkte olmasidir. Ornegin bir sekle uygulanan II, rotasyonu (donmesi), seklin a
kosesini b kosesine gotiiriiyorsa, ilk sekille Il rotasyonu sonucunda elde edilen

seklin birbirine denk (boyama anlaminda) olmasi i¢in a ile b’nin (ve birbiri ile yer
degisen diger tiim koselerin) ayni renkte olmasi gerekir.

Ikinci boliimde Burnside Teoremi ve Polya’min Sayma Formiilii'ne iliskin
teorem, ispati ile birlikte verilmistir. Burnside Teoremi; sekle uygulanan simetriler
sonucunda olusan, birbirine denk olmayan boyamalarin sayisini bulmak igin
yardimci olacak bir teoremdir. Burnside Teoremi, bu konudaki basit problemlere
¢Oziim ararken etkilidir. Daha karmasik sekiller i¢in; 6rnegin bir kiipiin koselerinin
boyanmasi gibi problemler i¢in kullanilmasi gii¢liik ¢ikaracagindan bu tiir karmasik
problemlerde yine bu tezde ele alacagimiz Polya’nin Formiili’nii kullanacagiz.
Polya’nin Formiilii karmasik problemler i¢in, donme indeksi (ki bu bir iirete¢
fonksiyon yapisindadir) yardimiyla denk olmayan boyamalarin sayisinin
bulunmasinda oldukga etkili ve sonuca cabuk gotiiren bir formiildiir.
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Ugiincii ve son boliimde Polya’nin Sayma Formiilii'niin kimyada izomerlere
uygulanisi ele alinmistir. Ayrica bu konuda G. Polya’nin 1935’te yayinladigi

makalesine de yer verilmistir.
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SUMMARY

In this paper we examine a special class of counting problems. Consider the
ways of coloring the corners (edges or faces) of a orianted and unorianted objects,
with m different colors. The difficulty in this problems comes from the geometric
symmetries of the figure being colored. We used a special formula, based on this set
of symmetries, to count all distinct colorings of a figure. We also obtain a generating
function that gives a pattern inventory of the distinct colorings. For example, the
pattern inventory of black-white colorings of the corners of a cube with all

geometric symmetries allowed is

b+ b7 w+ 3w +3b°W + 7h*w* +36°w +30°w° + bw’ +wh

where the coefficent of »'w’ is the number of nonequivalent coloring with i black
corners and j white corners.

In the pattern inventory, the coefficent of, say, »’w is the number of
nonequivalent colorings with three black and one white. This number can be
obtained from Burnside’s Theorem. In greater generality we have the Polya’s
Enumeration Formula. We will use this formula for more complex problems.

Polya’s Enumeration Formula is important, practically because it solves
important problems and it is an elegant marriage of group theory and generating

functions.
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GIRIS

Polya’nin Sayma Teoremi’ne Uygulamalar isimli bu ¢alismada; Grup Teori ve
Ureteg¢ Fonksiyonlar’s (generating functions) kullanarak y®nlendirilmis veya
yonlendirilmemis bir cismin koselerinin, kenarlarinin veya yiizeylerinin farkl
sayidaki renkle yapilan boyamalari1 incelenmis, bu konu ile ilgili teoremler
ispatlariyla verilmis ve konuyla ilgili uygulamalar, gelistirilerek sunulmustur.

Cisimlerin koselerinin, kenarlarimin veya ylizeylerinin boyanmasi ile ilgili
George Polya’nin gelistirdigi sayma formiilii, bu konuda kullanilan en etkili ve
yaygin bir yontem olmustur. Pélya’nin gelistirdigi bu formiiliin motivasyonu,
kimyadaki izomerlerden kaynaklanmaktadir. Yani Polya’nin bu sayma teoremini
gelistirmekteki en biiylik amaci, kimyada izomerlerin sayisinin bulunmasi konusunda
dogan bir sikintiy1 ortadan kaldirmakti. Bu sayede bir bilesigin belli atomlarinin
yerine kullanilacak atomlarin sayisina bagl olarak kag¢ izomerin olusacagi sorusuna
cevap bulunmustur. Bu konudaki en 6nemli, en etkili ve en uzun makale G. Pdlya
tarafindan 1937°de yayimlanan makaledir'. Polya’min makalesinin ve bunun
sonuglarinin, birden ¢iktigini diisiinmek hatali olur. Aksine Polya’nin 1937de yazdig
makalesi, Onceden beri yapmakta oldugu ¢alismalarin bir koleksiyonuydu.

Polya, daha 6nceki bir makalesinde %, Polya Teoremi’nin dziinii ii¢ degiskenli
formda, formal olmayan ispatiyla birlikte ele almisti. Bu makale ayni zamanda
izomer numaralandirma alanima da benzenin yerine bir iirete¢ fonksiyon koyarak
girmisti.

Polya’nin bagka bir makalesi de’ izomer numaralandirma ve bunlara karsihik
gelen asimptot sonuglarini ayrintili olarak ele aliyordu. Burada, dort kokli agag igin
tirete¢ fonksiyonlarin fonksiyonel esitlikleri ispatiyla sunulmustu. Bu sonuglardan bir

dizi asimptot formiilii tiiretilmis ve bu sonuglar ana makalesine eklenmisti.Ornegin

'Polya, G. , “Kombinatorische Anzahlbestimmungen fiir Gruppen, Graphan und chemische
Verbindungen”, Acta Math.( 68), s.145-254, 1937

?Polya, G. , “Un probléme combinatoire général sur les groupes de permutations et le calcul du
nombre des isoméres des composés organiques ( a general combinatorial problem on groups of
permutations and the calculation of the number of 1somers of organic compounds)”, Comp. Rend.
Acad. Sci., (201) s.1167-1169, Paris 1935

3 Polya, G. , “Sur Le Nombre Des isoméres De Certains Composés Chimiques”, Comp. rend. Acad.
Sci., (202) s.1554, Paris 1936



alkoller, benzen ve naftalin tiirevleri gibi ¢esitli kimyasal bilesikler i¢in asimptot
formiilleri de veren makalesi’ de benzer sekildeydi. Daha &énce bahsi gecen
makalenin aksine bu makale asimptotik sonuclarin elde edildigi bir tekrarli formiiliin
ispatin1 verir. Bu konudaki ti¢iincii bir makale® ayni esaslar1 konu alir ancak kimyasal
bilesikler de daha genis bir kapsama sahiptir. Birincil, ikincil ve {giinciil alkoller,
eterler ve ketonlarin yani sira antrasen, piren, penantren ve triofan tiirevleri de goz
Online alinmigtir. Bu makalede Polya, stereoizomerlerin numaralandirilmasi
meselesine de deginmektedir.

Polya’nin Teoremi hakkinda yazi yazan neredeyse herkesin, uygulamanin bir
0zetini veya teorinin agiklanmasini igeren bir 6ns6z yazmasi bir gelenek haline geldi.
Boylece teori hakkindaki ilk donem yazilardaki teorem agiklamasi sayisi neredeyse
yayln sayisina esitti.

1950’lerde, Graf Teori veya Polya Teoremi’nin ilgilendigi kombinatorik tiirleri
ile ilgili kitaplar neredeyse hi¢ yoktu. Graf Teori ile ilgili mevcut tek kitap Konig’e®
aitti ve Polya Teoremi hakkindaki tek agiklamali bilgi kaynagi Pélya’nin makalesinin
kendisiydi. Bu sebeple teori uzun siire Almanca bilmeyen matematik¢ilerin
erisiminden uzak kaldi. Bu durum, 1958 yilinda Riordan’in, bir¢ok baska seyin yani
sira Polya Teoremi’nin kisa bir 6zetini de i¢eren, kombinasyon analizleri hakkindaki
kitabinin yaymlanmasiyla diizeldi. Ayn1 y1l Berge’nin Theorie des Graphes isimli,
ekleri arasinda Polya Teoremi’nin J. Riguet tarafindan verilen miikemmel bir
aciklamasimni da igeren kitab1 yayinlandi. Boylece teorem hakkindaki bilgiler
Ingilizce ve Fransizca bilen okuyuculara da ulast: (Berge’nin kitabi Ingilizce’ye dort
yil sonra ¢evrildi). Yine de pek cok matematik¢i Pdlya Teoremiyle, her ne kadar
cesitli makalelerde yer almis olsa da, N. De Bruijn’in “Applied Combinatorial
Mathematics’ “ kitabimn “Pélya’s Theory of Counting” bolimii sayesinde

tanigmuglardir.

4 Polya, G. , “Uber das Anwachsen der Isomerenzahlen in den homologen Reihe der organischen
Chemie”. Vierteljschr. Naturforsch. Ges. ( 81) 5.243-258 . Ziirich 1936.

> Polya, G. , “ Algebraische Berechnung der Isomeren einiger organicher Verbindungen”. Z. Fiir
Krystallogr. (A) (93) s.414, 1936

6 Ko6nig, D. , Theorie der Graphen. Leipzig, 1936. Reprinted by Chelsea Publishing Company, New
York, 1950.

7 de Bruijin, N. G. , Pélya’s theory of counting, Chap. 5 of Applied Combinatorial Mathematics (E. F.
Beckenbach, ed.) Wiley, Newyork, 1964.



1960’larin ortalari, hi¢bir gerileme gdstermeyen Graf Teori ve kombinatorik
hakkinda yayinlarin patlamaya baslamasina tanik oldu ve 1960’lardan sonra Polya
Teoremi’ni ¢esitli agilardan ele alan yorumlar hizla birbirini izlemeye bagladi.

1967°de Harary, kitabinin® dérdiincii boliimiinde Polya Teoremi’nin bir ispatini
sundu ve bir sonraki boliimiinde de bazi uygulamalar verdi. Dort yil sonra “Graph
Teori”” adli kitabinin 15. béliimiinde Polya Teoremi’nin bir yorumunu daha verdi ve
bunu biraz gelistirdi.

Comtet’in iki ciltlik kombinatorik konulu eseri'® 1970 yilinda ¢ikti. Pélya
Teoremi’nin agiklamasi ve ispati ile birlikte donme indeksi, Burnside Lemmasi vb
gibi gerekli tiim Onkosullar1 verdi. Comtet Pélya’nin Teoremi’ni tek bir ornekle
acikladi: bir kiiplin ylizeylerinin boyanmasi. Ayrica ayni yil, ¢esitli yerlerde alinti
yapilan ve belirgin sekilde saygi gordiigii anlasilan Garsia’nimn notlar1'' yaymlandi.

Bir sonraki dontim noktasi, Polya Teoremi’nin, pek ¢ok graf ve graf benzeri
nesnelerin numaralandirilmasina uygun sekilde kullanilmasi ve genellestirilmesi de
dahil bu tiir kombinasyon tekniklerini genis ayrintilarla kapsayan, Harary ve
Palmer’in 1973 tarihli graf numaralandirma monografisiydi '*. Bu sirada C. Liu’nun

“Introduction to Combinatorial Mathematics” '

adli eseri yaymlanmisti. Bu kitabin
5. boliimii Polya’nin sayma teorisini, Burnside Lemmasi1 ve bir kolye problemi, bir
kiiplin ylizeylerinin boyanmasi ve basit kimyasal numaralandirma gibi ¢esitli
ornekler kullanarak teoremin ispatlanmasi da dahil olmak iizere ayrintili sekilde
aciklamistir. Kitap ayrica Bruijin’in Pélya Teoremi’ni genellestirmesini de uygun
orneklerle incelemektedir.

1950 ve 1960’larda Polya Teoremi lizerine c¢alismalar ¢ogunlukla yetkin

matematikgiler, liniversite mezunlar1 ve belki birkag iiniversite 0grencisi arasinda

kalmisti. Ancak J.H. Redfield’in, Polya’nin temel teknigini, Podlya’nin {inli

¥ Harary, F. , A proof of Polya‘s enumeration theorem. A seminar in graph theory. (F. Harary, ed.)
Holt, Rinehart and Winston, s.21-24, Newyork, 1967.

? Harary, F. , Graph Theory. Addison —-Wesley Pub. Co. ,1971.

10 Comtet, L. , Analyse Combinatoire v. 2. Press Universitaires de France 1970.

"' Garsia, A. , A presentation of the enumeration theory of Pélya and de Bruijin. Analysis Seminar
Notes. Univ. of California, San Diego, 1971.

2 Harary, F. , Palmer, E. M. , Graphical Enumeration. Academic Press, 1973.

B Liu, C. L. , Introduction to Combinatorial Mathematics. McGraw-Hill, Newyork, 1968.



makalesinin yaymmndan 10 yil énce yayimladigi makalesinde'® verdigi 1960°li
yillarda anlagildu.

1970’lerde teoriye olan ilgi olduk¢a alt seviyelere indiginden {iniversite
Ogrencilerine daha wuygun agiklamalar ortaya ¢ikti. Bunlardan ikisinden
bahsedilebilir. 1972 yilinda {iniversite 6gretmenleri icin verilen bir seminerin sonucu
olan ve Liu’nun bir diger kitab1 olan “Topics in Combinatorial Mathematics " ”,
Pdlya ve Bruijin teoremlerini birlikte ve kolay anlasilir birka¢ 6rnekle agiklamistir.
Burada her iki teorem de ispatlanmaz. P6lya numaralandirmasiyla ilgili caligmasinda
Alan Tucker ¢ekinmeden tiim kanitlar1 ¢ikarmig 6grencilerin bir teoremi kullanmak
icin kanitin1 bilmelerine gerek olmadigina isaret etmektedir. Bunun yerine
okuyucuyu yavasca basit bir kolye problemine (dort boncuk, iki renk) yonlendirerek
okuyucu Burnside Lemmasi’ni degerlendirmeye hazir hale gelene kadar simetri
kavrami iizerinde durur. Buradan donme indeksine ve oradan da kolay adimlarla
Polya Teoremi’nin agiklanmasina gider.

Bu noktada Polya Teoremi bilindik bir kombinasyon metodu haline gelmis ve
kullanildiginda aciklanmasi gerekliligi ortadan kalkmustir. Buna ragmen teoremin
aciklamalar, artik takip etmenin imkansiz hale gelecegi kadar biiylik bir hizla

artmaya devam etmistir.

' Redfield, J.H., “The Theory of Group-Reduced Distributions”, American Journal of Mathematics,
49, 5.433-455, 1927.
5 Liu, C. L. , Topics in Combinatorial Mathematics. MAA ,1972.



BOLUM 1

1.1 URETEC FONKSIYONLAR (GENERATING FUNCTIONS)

Ureteg  fonksiyonlar (generating functions)'®, soyut problem ¢ozme
teknikleridir. Ozel kosullar altinda se¢me ve siralama problemleri ve diger
kombinatorik problemlerinin ¢oziimlerinde kullanilir. Ayrica iirete¢ fonksiyonlar,
kombinatorik problemlerini modellemede de kullanilir.

a,, belli bir prosediire gore, r tane objenin farkli sekilde se¢ilme sayis1 olsun.

Eger g ’in asagidaki gibi bir polinom agilimi var ise g , a, icin bir iireteg

I

fonksiyondur:
_ 2 r n
g. =a,+ax+a,x" +...+ax +..+a,x

Eger yukaridaki fonksiyonun sonsuz terimi varsa bu fonksiyona kuvvet serisi denir.
g. =(+x)", a, =C(n,r) igin bir iireteg fonksiyondur. C(n, ), n tane objeden
r tane objenin segilebilme sayisidir.

(1+ x)" "nin agilimim elde etmek igin 6nce (a +x)* carpmmum goz 6niine alalim:
(a+x)(a+x)(a+x)=aaa + aax + axa + axx + xaa + xax + xxa + xxx

a =1 oldugunda ise;
(14 x) (14 x) (14 x) = 1114+ 1 L + Ll + Lox + x1 1+ x1x + xl + xxxc (1.1)

elde edilir. Bu ¢arpim; birinci ¢arpandaki bir terimin, ikinci ¢arpandaki ve iiglincii
carpandaki bir terimle ¢arpiminin tiim farkli yollarinin listesini verir. x" 'nin (1 + x)3

ifadesindeki katsayisinin veya daha genel olarak (1+x)" ifadesindeki katsayisinin

' Grimaldi, R.P., Discrete and Combinatorial Mathematics, s.387-407, New York 1994.



belirlenmesi problemi, i¢inde 7 tane x ve (n—7r) tane 1 bulunan tim carpimlarin
sayisinin belirlenmesi problemine indirgenir. x”’nin (1+ x)’deki katsayis1 C(3,r)

olup (1+x)"deki katsayist ise C(n,r)’dir.
Polinom seklindeki ¢arpanlarin ¢arpimina, bir terimin tiim polinom ¢arpanlarla
carpilmasiyla olusan tiim ¢arpimlarin koleksiyonunun {iiriinii seklinde bakmak ¢ok

onemlidir. Eger i. polinom carpan r, tane farkli terim icerirse ve n tane carpan var

ise; 7, x7, xryx...xr, farkli garpim olugur. Ornegin, (1+x)" aciliminda 2" tane

terim gelir.

(1+x+x2 )4’1'in acilimindaki carpanlar kiimesinin tim terimleri asagidaki

carpimdan gelir:

X pAX p9X p4X (1.2)

Burada 1 veya x veya x”’den olusan ¢arpimlar vardir. Ornegin, xlx’x gibi.
Bu boliimde, dncelikle x’in kuvvetlerinden olusan ve katsayisi 1 olan polinomal
carpanlarin katlhilig ile ilgilenecegiz. Burada s6z konusu carpanlar (1 +x+x0+ x3)

veya (1+x2 +x* +x° +) seklindedir. Bu carpanlar x’lerin farkli iislerinin

olusturdugu kiimeler olarak tanimlanir. Ayrica x° =1 oldugunu hatirlarsak (1.1)

denklemini:

(XO +X1).()C0 +x1).(x° +xl)= XOXO)CO +x0x0x1 +x°xlx° +x0x1x1 +)CIXO)CO +)C1XO)C1

1,10 1.1 1
+X XX +XxXxX

seklinde yazariz. Ayrica (1.2)’deki ¢arpanlar da:



x| |x] ("] [x°
1 1 1 1

X pAX pAX pX veya XX x% x4 0<e <2 (1.3)
2 2 2 2

Xt |xT| x| |x

seklinde yazariz.

Bircok polinom ¢arpanin carpiminda ortaya c¢ikan x"’lerin katsayilarinin

belirlenmesi problemi, kuvvetler anlaminda tekrar ifade edilecektir. Ornegin,

(1+x—|—x2 )4 ’iin aciliminda ortaya ¢ikan x’’in katsayisim diisiinelim. Bu katsayi

(1.3)’den elde edilen, iisleri toplami 5 olan x°x’x’x' seklindeki carpimlarin

4. . 5y .
sayisidir. (1 +x+x° ) ’{in agilimindaki x° ’in katsayisinin bulunmasi problemi:
e te,te, +e, =5 0<e <2

denkleminin farkli tamsay1 ¢6ziimlerinin sayis1 problemi seklinde modellenecektir.

Burada e, degiskeni (1.3)’deki carpmmun i. terimindeki kuvveti gostermektedir.

Yukaridaki denklemin tamsay1 ¢oziimlerinin sayisinin bulunmasi problemi, 4 tane
obje i¢inden 5 tane objeyi (bir g¢esitten en fazla 2 tane se¢cme kosuluyla) secme
problemine denktir. Ayni zamanda bu problem, 5 6zdes objenin 4 farkli kutuya, bir
kutuda en fazla 2 obje bulunmak kosuluyla kac¢ farkli sekilde dagitilabilecegi
problemine de denktir.

4. ,
Daha genel olarak, (1 +x+ x2) "lin agiliminda x" ’nin katsayisi:
e te,te,+e, =r 0<e <2

denkleminin tamsay1 ¢oziimlerinin sayist kadardir veya 4 cesit obje i¢inden r tane
objenin, bir c¢esitten en fazla 2 tane se¢mek kosuluyla, ka¢ farkli sekilde
secilebilecegi (veya r tane 0zdes objenin 4 kutuya, bir kutuda en fazla 2 tane obje

olmak kosuluyla kag¢ farkli sekilde dagitilabilecegi) problemine denktir. O halde

(1+x+x2)4, a, icin bir iirete¢ fonksiyondur. a,: 4 farkli cins obje igerisinden r



tane objenin, bir g¢esitten en fazla 2 tane bulunmasi kosuluyla, ka¢ farkli sekilde
secilebilecegidir.
Bu seviyede sayma problemleri i¢in {irete¢ fonksiyonlar1 nasil

olusturacagimizla ilgilenecegiz.

1.2 DENKLIK BAGINTISI

Herhangi bir kiimeye ait @ ve b elemanlarinin denkliklerinin tanimini yapalim.
Bu denkligi a ~ b seklinde yazacagiz. Bir denklik bagintisinin esas 6zellikleri:

(1) Gegiskenlik:a~b,b~c=a~c

(i1) Yansima: a ~ a

(ii1) Simetri: a~b=>b ~a
Denkligin diger tiim o6zellikleri bu {ligiinden c¢ikarilabilir. Bu ii¢ 6zelligi saglayan
herhangi ikili baginti denklik bagintis1 olarak adlandirilir. Boyle bir bagmnti, bir
kiimeyi denklik smiflarmma ayirir. Bir kiimenin denklik siniflarina ayrilisina

parcalams denir. Bir parcalanis i¢inde denk elemanlar vardir.

Ornek 1.1:

(a) Insanlarin olusturdugu bir kiime igin aym1 agirliga sahip olmak bir denklik
bagintisidir; ayni1 agirlikta olan insanlar bir denklik sinifi olustururlar.

(b) Sayilarin bir kiimesi i¢in iki saymn farkinin ¢ift say1 olmasi bir denklik
bagitisidir; ¢ift sayilar bir denklik sinifi, tek sayilar da baska bir denklik sinifi
olusturur.

(c) Sekillerin bir kiimesi i¢in ayni sayida koseye sahip olma bir denklik
bagintisidir; herhangi bir n i¢in bir denklik smifi, » tane koseye sahip olan

sekillerden olusur.

1.3 GRUP AKSIYOMLARI

Matematiksel nesnelerin bir G koleksiyonu asagidaki dort 6zelligi sagliyorsa,

bir ikili islemle birlikte bir grup olarak adlandirilir. G kiimesi tlizerinde (o) islemi



tanimlansin. O halde (G,0)’1n bir grup belirtmesi i¢in gerek ve yeter sart G kiimesinin

elemanlarinin asagidaki dort 6zelligi saglamasidir.
1) Kapalilik: V a, b € Gigina o b € G olmal1.

2) Birim Eleman: ¥V a € G igin @ 0 ¢ = e 0 a = a olacak sekilde e € G olmal.

Bu kosulu saglayan e elemanina birim eleman denir.
3) Ters Eleman: Herhangi ¢ € G igin aoa™ =a ' oa=eolacak sekilde
a”' €G olmalidir. Bu kosulu saglayan @' elemanina a’nin tersi denir.

4) Asosyatiflik: V a, b, c € Gigin (ao b)oc=a o (b o c) olmal.
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BOLUM 2

2.1 DENKLIK VE SIMETRi GRUPLARI

Burada, bir karenin kdselerini siyah, beyaz veya kirmiziya boyama yollarini
inceleyecegiz. 4 kose i¢in secilecek 3 renk vardir, dolayisiyla 3x3x3x3 =81 tane
farkli renklendirme yapilabilir. Kabul edelim ki bu karelerin sabit bir pozisyonu
olmasin, yani; bir sivinin i¢indeki bir kare molekiilii gibi yonlendirilmemis olsun.
Simdi, koselerin kag¢ farkli renkle boyanacagini diisiinelim. Boyanacak olan
yonlendirilmemis sekil, bir kiip veya n-gen olabilir. O zaman burada, koselerin
yerine kenarlar veya yilizeyler boyanmis olabilir. Yiizen kare problemi, kolyedeki
siyah, beyaz veya kirmiziya boyanmis boncuklarin farkli siralanislarini bulma
problemi ile denktir.

Bu problemlerdeki zorluk, boyanan sekillerin geometrik simetrilerinden
kaynaklanir. Burada, bir seklin farkli tiim boyamalarinin sayisina iliskin simetrilere
dayanan bir formiil gelistirilmistir. Ayn1 zamanda buldugumuz bir iirete¢ fonksiyon
(bkz. 1.1), farkli boyamalarin bir pattern envanterini verir. Ornegin, bir kiipiin
koselerinin siyah-beyaz boyamasinin pattern envanteri, tiim geometrik simetrileri géz

Oniine alinarak, asagidaki fonksiyonu verir:

b+ b w+ 3w +3b°w + 7b*w* +36°wW +30*w° +bw’ +wh

Burada b'w’ -nin katsayisi, birbirine denk olmayan boyamalarm sayisidir; i
siyah kdselerin sayisini ve j de beyaz kdselerin sayisini gosterir.

Formiiliimiizii, ii¢lincii boyutta yiizen yonlendirilmemis bir karenin kdselerini
siyah-beyaza boyama tlizerinde gelistirecegiz. Yonlendirilmemis bir cismi ¢izmek
imkansizdir. Herhangi bir sekil bunun sabit bir durumunu gosterir. Boylece,
analizimizi sabit bir kareyi 2* =16 sekilde siyah-beyaza boyama iizerinde yapacagiz
(Sekil:2.1). Bu 16 sekli alt kiimelere ayiracagiz ve birbirine denk sekilleri ayni
kiimenin eleman1 olarak gosterecegiz. Bu sekilde 6 alt kiime vardir (sekil:2.1°de

gosterilen boyanmis kareler bu sekilde gruplanmigtir) ve bu yiizden karenin
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ylizmesiyle elde edilen 6 tane 2-li boyama vardir. Sabit boyamalarin sayisi, zor bir
problem kullanildiginda oldukc¢a biiyiik olabilir; 6rnegin, bir kiipiin 2-li boyamasi

veya karenin 3-lii boyamasinda oldugu gibi.

[ BN | — i | S [ BN | b
C1 l Czl C3l C4 ‘ ‘CS l
i b i il ik &
l Ce l Cy ‘ Csg ‘ Co Cio Clll
L — S— e
" I ]
Ci Ci3 Cis Cis ‘ Cis
- _ . e —
Sekil:2.1

Karenin neden boyle alt1 farkli sekilde 2-1i boyamasinin oldugunu acgiklayan bir
formiil ve teori aragtiracagiz. Denk boyamalarin olusturdugu bu alt1 kiime biiytikliik

olarak birbirinden farklidir.

Daha sonra, bir kareyi kendi lizerine tasvir eden hareketlerle ugrasacagiz
(Sekil:2.2). Bu hareketler dnceden yaptigimiz boyamalar1 birbirine denk yapacaktir.
Simetrileri ve simetrilerin, renklerin denkligi ile ilgilerini ifade edecek bir teori

incelemeden Once kare ve diger bir takim sekillerin simetrilerini inceleyecegiz.

Ornek 2.1:
Sekil:2.2’deki gosterimler, kareyi kendi {izerine tasvir eden ve karenin simetrilerini
gosteren hareketlerin kiimesidir. Bu kiime nasil elde edilir? » ¢ift oldugunda bir »n-

gen i¢in simetrilerin kiimesi nedir?
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Karenin simetrileri iki siifa boliiniir (ayrilir); donme (rotasyon) - diizlemdeki
dairesel hareketler ve yansimalar (flips) — lciincii boyutta kullanilan hareketler.
Rotasyonlar (donmeler) karenin merkezindeki donmelerdir, bunlari bulmak kolaydir.

Her bir rotasyon, en kii¢iik (sifir olmayan) rotasyonun katlaridir. Rotasyonlar;

T, =90° rotasyonu, IT, =180" rotasyonu, I, =270" rotasyonu ve II, =360’

(veya0°) rotasyonudur.
Yansimalar1 goziimiizde canlandirmak biraz zordur; c¢iinkii yansimalar {i¢

boyutlu hareketlerdir. Il, = dikey eksendeki yansima ile ilgilidir, IT, = yatay
eksendeki yansima ile ilgilidir, IT, =avec =zt (ters) koselerinin yansimasi ile
ilgilidir ve Il =b ve d zit (ters) koselerinin yansimasi ile ilgilidir.

Bir diizgiin n-gen’de en kiigiik rotasyon (360/n)’*dir. (360/n)’ rotasyonunun
herhangi bir kat1 da yine bir rotasyon olur ve bdylece toplam n tane rotasyonun
oldugunu sdyleriz. Bir diizgiin ¢ift n-gen (kdse ve kenar sayisi ¢ift olan n-gen,yani n

cift say1) i¢in iki tip yansima vardir: iki zit kdsenin yer degisimi ve iki zit kenarin yer

degisimi. % tane zit kenar ¢ifti ve % tane z1t kose ¢ifti oldugu i¢in diizgiin bir ¢ift

n-gen % +% =n tane yansimaya sahip olacaktir. Rotasyonlar1 ve yansimalari

toplarsak, diizgiin bir ¢ift n-gen’in 2n tane simetriye sahip oldugunu buluruz.

Bu 2n simetrinin farkli tanimlamalarini gosterecegiz. Bir diizgiin ¢ift n-gen’in
en ¢ok 2n simetrisinin var oldugunu gostermek icin belli bir x kdsesini ve bu x
kosesine saat yonii tarafinda bagli olan e kenarini goz Oniinde bulunduralim. Bir
simetri hareketinden sonra x’in pozisyonu ve buna bagli olan e kenarinin pozisyonu
simetri hareketinin tiimiinii belirler. Bir simetri, x’1 n-gen’in herhangi bir kdsesine n
secimle tasvir edebilir ve e, x’in sagma veya soluna olmak iizere 2 sekilde
yerlestirilebilir. Bu ylizden ¢ift n-gen’in miimkiin olan toplam 27 tane farkli simetrisi

vardir.
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Sekil:2.2

(Sekil:2.2)’de;

1, =360° (veya 0°) rotasyonu, IT,=90° rotasyonu, I, =180° rotasyonu,
T, =270° rotasyonu, II, =dikey eksendeki yansima, IT, =yatay eksendeki
yansima, Il, =avec zit (ters) koselerinin yansimasi, Il =bved zit (ters)

koselerinin yansimasidir.

Ornek 2.2:
Bir diizgiin besgenin simetrilerini tanimlayalim ve daha genel olarak »n tek olmak
tizere bir n-gen icin bakalim.

Ornek 2.1°deki gibi herhangi bir diizgiin n-gen n tane rotasyonel simetriye
sahiptir. Dolayistyla bir besgen 5 tane rotasyonel simetriye sahip olacaktir. Bunlar:

0°,72°144° 216° ve 288° rotasyonlaridir. Buna ragmen, karedeki gibi zit kenarlarin

veya zit kdselerin yansimalari besgen i¢in gegerli degildir. Bunun yerine, bir koseden
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kars1 kenarin ortasina dogru ¢izilen simetri eksenine gore yansitma yapacagiz
(Sekil:2.3’teki gibi). Boyle 5 yansima vardir ve toplamda 10 tane simetri olmus olur.

Bir diizgilin tek n-gen (kenar ve kose sayisi tek olan n-gen, yani n tek say1) n
rotasyonla birlikte bdyle n tane yer degistirmeye sahiptir. Rotasyonlarin ve
yansimalarin toplanmasiyla bir diizgiin tek n-gen’in 2n simetriye sahip oldugunu

buluruz. Bu 2n simetrinin farkli oldugunu gésterelim. I1,,IT,,I1,,...,IT,, seklindeki

bu simetriler asagidaki gibidir:

Sekil:2.3
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(Sekil:2.3)’te:

IT1, =360° (veya 0°) rotasyonu,I1, =72° rotasyonu,IT, =144° rotasyonu,
I1, =216° rotasyonu, IT, =288 rotasyonu, I1, =a kdsesinden dc kenarina gizilen
eksen boyunca 180° donme, IT, = b kosesinden ed kenarina gizilen eksen boyunca
180° dénme, IT, = ¢ kodsesinden ae kenarina gizilen eksen boyunca 180°dénme,
I1, = d kosesinden ab kenarma gizilen eksen boyunca 180°dénme, I1,, = e

kosesinden bc kenarina gizilen eksen boyunca 180° dénmedir.

Ornek 2.3:
Bir diizgiin dortyiizliinlin simetrilerini tanimlayalim: bir diizgiin dortyiizlii dort tane

eskenar licgenden ve bunu takip eden alti kenar ve dort koseden meydana gelir
(Sekil:2.4). Bundan baska, tiim kdseleri sabit birakan harekete 0° hareketi diyoruz.
Bir koseden ve karsi yiiziin ortasindan (agirlik merkezinden) gegen eksen boyunca
120° veya 240° (Sekil:2.4.a) veya komsu olmayan kenarlarin ortasindan gegen

eksen boyunca 180° déndiirebiliriz (Sekil:2.4.b). Bir kdse ve karsi yiizden olusan
dort c¢ift ve karst iki kenardan olusan ¢ ¢ift oldugu igin toplam

1 (OO hareketi)+4>< 2+3 =12 simetriye sahibiz. Bu 12 simetrinin farkli oldugu ve

baska simetrinin olmadig1 asagida gosterilmistir:
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(Sekil:2.4.a) ve (Sekil:2.4.b)’de:

IT, =d kosesinden abc ylizeyinin agirlik merkezine dogru ¢izilen eksen boyunca
120° dénme, I1, = d késesinden abc yiizeyinin agirhk merkezine dogru gizilen
cksen boyunca 240° dénme, I1, = ¢ kosesinden abd yiizeyinin agirlik merkezine
dogru gizilen eksen boyunca 120° dénme, I, = ¢ kdsesinden abd yiizeyinin agirlik
merkezine dogru gizilen eksen boyunca 240° dénme, I1, = a kdsesinden cdb
yiizeyinin agirlik merkezine dogru gizilen eksen boyunca 120° dénme, I1, = a

kosesinden cdb yiizeyinin agirlik merkezine dogru cizilen eksen boyunca 240°

donme, I, = b kosesinden dac yiizeyinin agirlik merkezine dogru ¢izilen eksen
boyunca 120° dénme, IT, = b késesinden dac yiizeyinin agirlik merkezine dogru
¢izilen eksen boyunca 240° donme, I, =360° dénme, I1,, = ab ve dc kenarlarmin
ortasindan gecen eksen boyunca 180° dénme, I1,, = da ve cb kenarlarmin
ortasindan gecen eksen boyunca 180° donme, I1,, = db ve ac kenarlarmin

ortasindan gegen eksen boyunca 180° dénmedir.

Bir karenin simetrileri dogal olarak karenin koselerinin yer degistirmesi

(permiitasyonu) seklinde karakterize edilir. Boylece I, =180° rotasyonu (Sekil:2.2)

koselerin permiitasyonu seklinde tanimlanabilir: a—c, b—d, c—a, d—b seklinde

abcd

veya tablo olarak; (
cda

j seklinde gosterilir. T1, =90° rotasyonunu sdyle

tanimlayabiliriz: a—b, b—c, c—>d, d—a veya a—>b—c—d—a.

X, > x, >x; >...—>x, >x seklindeki bir permiitasyona bir dairesel
permiitasyon veya devre denir. Boylece I1,, uzunlugu 4 olan bir dairedir. Daireler
genellikle (x1 Xy X5...X, xl) formunda yazilir. Bu ylizden I1, = (abcd ) seklinde
yazilir. Herhangi bir permiitasyon, ayrik dairelerin bir birlesimi olarak ifade
edilebilir. ~ Ornegin,  I1, =(a)(®)(c)(d), I, =(ac)(bd), T, =(adch),
0, =(ab)(cd), T, =(ad)(bc), 1, =(a)(bd)(c) ve T, =(ac)(b)(d) olur.
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(Sekil:2.2)’deki oklar koselerin tasvirini gosterdigi i¢in dairelerin takibini
kolaylastirmistir.

Simetriler, koselerin boyama permiitasyonlarini ortaya g¢ikarir. Ornegin C,,

(Sekil:2.1)’deki i. kare ise, I1, =180" rotasyonu asagidaki boyama permiitasyonu

olur:

2.1)

3

— [Cl C2C3 C4C5 C6 C'7 C8C9 C10C11C12C13C14C15C16 j
Cl C4C5 C2C3 C8C9C6C7 C10C11C14C15C12C13C16

IT, simetrisi, bir karenin kdselerinin hareketi yoluyla gozde canlandirilabilirse de
bizim ilgilendigimiz IT,’nin bir boyamay: digerine nasil gotiirdiigiidiir. Bu sebeple
boyama denkligini agagidaki gibi tanimlayabiliriz:

I1,(C)= C" olacak sekilde bir IT, simetrisi varsa,

C ve C' boyamasi denktir, yani C ~ C' olur. (2.2)

Simetrilerin  kiimesi olan G kiimesinin ilgilendigimiz 6zellikleri, (2.2)
esitligindeki C ~ C' bagintisim denklik bagintis1 yapan 6zelliklerdir. Bu dzellikler

asagida verilmigtir (buradaki IT,.I1;, c¢arpimindan kastimiz, [IT, hareketinin
arkasindan I1; hareketi geliyor demektir ):
1. Kapalihk : II,IT, e G ise, II,.IT, € G dir. Ornegin, (Sekil:2.2)’de

I1,.I1, =11, dir.

2.Birim Eleman : G, II; birim hareketini igerir, o6yle ki II,.II, =II, ve

I1,.IT, =11, olur. Ornegin, (Sekil:2.2)’de T1,, IT, *dir.

3.Ters Eleman : Herhangi I1, € G elemamnin G’de bir tersi vardir, IT;'
seklinde gdsterilir, dyle ki IT;'.T1, =TI, ve II,.IT;' =I1, olur. Ornegin,

(Sekil:2.2)’de IT,' =TT, “tiir.
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Dikkat edilirse boyama bagintimizdaki kapalilik 6zelligi, gegiskenlik 6zelligini
saglar (denklik bagmtisinin 1. 6zelligi). Kabul edelim ki C ~ C' ve C' ~ C"
olsun. C ~ C' oldugu igin I1,(C)=C" olacak sekilde IT, € G ve C' ~ C" oldugu
icin II j(C 1): C'" olacak sekilde II ; € G olmalidir. Kapalilik 6zelliginden,
I, =T1,.T1, e G yazanz. Burada II,(C)= (Hi.Hj)(C): C''“dir. Bdylece

C~C" ‘dir. Benzer sekilde simetrinin (2). 6zelliginin de belirttigi gibi, boyama
bagintimiz denklik bagintisinin (i1) 6zelligini (yansima 6zelligi) saglar; kabul edelim

ki T, G’de birim eleman olsun. I1,(C)=C oldugu igin C ~ C olur. Son olarak
simetrinin (3). ozelligi de denklik bagitisinin (iii) 6zelligini (simetri 6zelligini)
saglar; kabul edelim ki C ~ C' olsun. O halde herhangi I1, € G i¢in I1;' € G
oldugundan I1;'(C)=C' yazariz. Kapalilik 6zelligini de kullamirsak (I1,.TT;' € G

olur):

olurkibuda C' ~ C demektir.
Simetrilerin kiimesi olan G kiimesi (1), (2) ve (3) ozellikleri ile birlikte
(Hl..H j).H ‘ =Hl..(Hj T k) asosyatiflik 6zelligini de sagladigindan, ¢arpma ikili

islemiyle birlikte bir grup olarak adlandirilir. Béylece asagidaki teoremi sdyleriz.

2.2 Teorem:
G, S (bir karenin koseleri) kiimesinin bir permiitasyon grubu ve 7, § ’nin

boyamalarinin bir koleksiyonu olsun (kdselerin 2-li boyamalarinin). Buradan C ~ C'
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bagintist ile G, T ’nin denklik siniflarina pargalanigsina sebep olur < herhangi bir
IM1eG,Cyi C"ne doniistiiriirse.
Ayrica S, nesnelerin herhangi bir kiimesi ve 7 de boyamalarin miimkiin

herhangi bir koleksiyonu olsun. Asagida gruplar i¢in olan basit lemma, daha sonra

gelistirilecek sayma formiilii icin dnemlidir.

2.3 Lemma:
Bir G grubundaki herhangi iki IT,,IT, permiitasyonlari igin, G’de II, = I T,

olacak sekilde tek bir IT, permiitasyonu vardir 8yle ki IT,.IT, =11, dir,

Ispat:
Ik olarak IT,.IT, =11 oldugunu gésterecegiz. I1, =TI, .IT oldugu icin,

(asosyatiflik 6zelliginden)

bulunur. Daha sonra, kabul edelim ki aym zamanda IT,.IT, =TI ; olacak sekilde bir

1, permiitasyonu var olsun. Buradan, IT,.IT, =II,.TIT, olur. Esitlik IT;' ile

carpilirsa;

(1, a1, ) =10, (1, 0 )= (1o, ), = (i, ).

=1, .I1, =11, .1, =1, =TT,

elde ederiz.
2.4 BURNSIDE TEOREMI

Karenin denk olmayan farkli 2-1i boyamalarinin sayisin1 hesaplamak igin bir teorem

inceleyecegiz. Genel olarak, bazi sekillerde koselerin (kenarlarin veya yiizeylerin)
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kac farkli sekilde boyandigini gdsteren bir 7" kiimesi icin, bu seklin simetrilerinin
olusturdugu G grubu 7T ’yi denklik simiflarina ayirir.

Kabul edelim ki s tane simetrisi olan bir grup ¢ tane boyamaya sahip 7 ’ye etki
ediyor. E., C’yi ve C’ye denk olan tiim C' boyamalarini igeren denklik smnifi olsun .
Bu C"ler bazi [Je @ icin H(C )= C'’nii verir. Eger s simetrinin her biri i¢in
aliman IT’ler, C’yi H(C) gibi farkli boyamayla eslestirirse E.’nin s tane boyamasi
olur. Ayrica, H(C ) ’lerin kiimesi C’yi igerir ¢iinkii; I 1(C ) =C’dir (I1, birim

simetri). Eger her denklik sinifi s tane boyama igeriyorsa:

sN = c: (simetrilerin sayis1) x (denklik siiflarinin sayis1) = (tiim boyamalarin

sayi1st)

Bunu N igin ¢ozersek; N = € g olur.

Ornegin bir masa etrafindaki n kisi ¢ = n! sekilde oturabilir. Oturmak igin s = n
tane dairesel rotasyon vardir ve herhangi denklik sinifi # tane oturus icerir. Boylece
denklik siifinin sayis1 (dairesel olarak denk olmayan oturuslar) N =n! / n = (n-1)!
olur. Diger yandan kabul edelim ki bir yuvarlak masamiz olsun ve etrafindaki iic
sandalyenin her biri 120° 6tede olsun. Burada beyaz ve siyah sandalyeler daha
uygundur. Siyah ve beyaz sandalye her pozisyon icin 2° =8 sekilde yerlestirilir. Bu

masanmn 0°, 120° ve 240° olmak iizere olasi ii¢ dairesel rotasyonu vardir. ¢ = 8
boyama ve s = 3 simetriye sahibiz. Fakat denklik siniflarinin sayist N = 8 / 3
olamaz, ¢iinkii bu bir kesirdir.

Bir denklik sinifinda, 1 siyah ve 2 beyaz veya 2 siyah ve 1 beyaz sandalyenin
iic sekilde siralanist vardir. 0°, 120° ve 240° olmak iizere bir siyah sandalye farkl
pozisyonlarla rotasyonel hareket ettirilir. Buna ragmen, 3 siyah sandalyenin (veya 3
beyaz sandalyenin) siralanis1 kendi basina bir denklik sinifi olusturur (Sekil:2.5). Her

rotasyon 3 siyah (beyaz) sandalyeyi kendi iizerine tasvir eder, yani sabit birakir.

N = A formiiliiniin paymi diizeltmemiz gerekir. Bir¢ok dairesel hareket bu

siralanig1 yine kendisine tasvir ettiginde herhangi bir siralanisin kathiligini paya
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ekleyecegiz. Bu sekilde her denklik siifinin, bu kathliklar da sayildiginda, 3 tane
eleman vardir. “0°” simetrisi ve diger iki simetri (120° ve 240°), tiim siyah
sandalyelerin ve tiim beyaz sandalyelerin dizilisini sabit birakir. (Sekil:2.5)’deki

siralaniglar1 ve gesitleri sayarsak asagidaki ifadeyi elde ederiz:
N=G+1+1+1+1+1+1+3)/3=12/3=4

Karenin 2-1i boyanmasi durumunda katlilifin hesaplanmasi olduk¢a zordur.
Buradaki boyamalarin denklik sinifinin boyutu 1, 2 veya 4 olabilir ama asla 8 olamaz

(¢linkii 8, karenin simetrilerinin sayisidir). Buradaki ilk problem, IT,; birim simetrisi
disindaki bazi IT simetrileri de bir C, boyamasini sabit birakabilir yani; H(Cl. ) =C,
olabilir. Diger problem; C,, C,’nin denklik sinifindaki bagka bir boyama ise C,’yi
C,’ya doniistiirebilen birgok IT olabilir. Ornegin (Sekil:2.1°deki) IT,,IT,,T1,,T1,

simetrileri C;, boyamasini sabit birakir ve IT,,I1,,I1,,II, simetrileri C,,’u C,,’e

1 1 1

tasvir eder.

Katlilik 3
Katlilik 1 1 1 3

Sekil:2.5
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Lemma 2.3 ile eger I1' simetrisi C,, i sabit birakiyor ise C,,’u C,,’e gdtiiren

I1,,IT,,I1,,I1, simetrileri IT=TI1,.IT" formunda yazilabilir. Ornegin;

abcd abcd \ (abed .
Il =11, Il = = . dir.
badc beda | \ cbad

Benzer sekilde II, =II,.II,, IT,=II,IIl,, II, =II,.II,. Aksine verilen
herhangi 1", C,,’i sabit biraksin. I1,.I1°, C,,’u C,,’e gdtiirsiin ve bu yiizden
I1,.I1°; I1,,11,,T1,,I1, dan biri olmalidir. Béylece, C,,’u C,,’e gétiiren ve C,,’i
sabit birakan IT’ler arasinda 1-1 bir tekabiil vardir. Bu ylizden herhangi bir denklik
simifindaki boyamalar1 saymak i¢in bu boyamalar1 sabit birakan IT’lerin sayisim
toplamak yeterlidir (6rnegin: C|,’in katlilig1 4’tiir yani C,’u C,,’e doniistiiren dort
tane I1 vardir).

Bu durumda C,, ve C,;’i igeren denklik smifinda C,, ve C,,’in her biri 4
kathliga sahiptir, bu ylizden bunlarin denklik siniflari, katliliklar1 da icererek, 4+4 =
8 (= s, simetrilerin say1s1) boyutludur.

Genelde katliliklar sayilabiliyorsa herhangi £ denklik sinifi, s elemana sahip
olacaktir.

®(x), x’1 sabit birakan IT’lerin sayisini1 gdsteriyorsa ZCD(x) =s olur.

xekE

ZCD(x) =s ‘in ispatim soyle yapabiliriz: x,,x,,...,x, E denklik smifinin

m
xeE

boyamalar1 olsun ve II,II,,...,Il ~ simetrilerin grubu olsun. Bu IT’ler m tane

m

R,R,,...,R, gruba ayrlir. Burada R,, x,’1 x,’ye tasvir eden IT’lerin kiimesidir.
Yukarida gosterildigi gibi x,’1 x;’ye tasvir eden ITlerin sayis1 ®(x,)’ye esittir.

Boylece Z‘D(x); R,,R,,... ve R ’dekiIT’lerin sayilarmin toplamidir. Fakat R’lerin

xeE
toplamu, tiim simetrilerin toplam sayisidir ( yani s’dir).

Tiim denklik siniflar1 toplanirsa Burnside Teoremi elde edilir.
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2.4.1 Teorem (Burnside):

G, S kiimesinin (karenin koselerinin kiimesi) permiitasyonlarmin bir grubu olsun. 7
de, S ’nin boyamalarinin (kdselerin 2-li boyamasinin) herhangi bir koleksiyonu
olsun. 7, G altinda kapalidir. S kiimesinin (G,0) seklindeki bir permiitasyon
grubunun sebep oldugu denklik bagintisi, S kiimesini denklik siniflarina boler. Bu

denklik siniflarinin sayist:

1
N=— YY) (2.3)
G| HZG

olur.

Burada | G

, permiitasyonlarin (simetrilerin) sayisi ve ‘P(H) T’de IT ile sabit

kalan boyamalarin sayisidir .
“G altinda kapalilik” ile anlatmaya calistigimiz; tim I[1 € G igin, x € T = H(x) eT
olmasidir. 7, karenin tiim koselerinin ikili boyamalarinin kiimesi oldugunda bu
kapalilik 6zelligi otomatik olarak gerceklesir. Bolim 2.6’da, S ’nin 6zel
altkiimelerine (iki kosesi siyah ve iki kdsesi beyaz olan boyamalarin kiimesi gibi)
(2.3) formiiliinii uygulayacagiz. Bunlar G altinda kapalidir.

Burnside Teoremi’nin anlamini (ifadesini) daha da kuvvetlendirmek igin ispata

gegmeden Once bir uygulama yapalim.

S:{a,b,c,d}ve G’de;
abed abed abcd abced
I, = , I, = , I, = ve I, =
abed bacd abdc badc

permiitasyonlarini igeren permiitasyon grubu olsun. G’deki permiitasyonlarla S’ye
etkiyen denklik bagintis1 Sekil 2.6’da gdosterilmistir. Buradan S’nin su iki denklik

sinifina ayrildigini soyleyebiliriz: {a,b} ve {c,d }. Burnside Teoremi’ne gore

denklik siiflarinin sayi1sini hesaplarken

17C L. Liu, Elements of Discrete Mathematics, U.S.A. 1977, s.221-223
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P(I1, )= 4, (11, )= 2, ¥(I1, )= 2 ve ¥(I1, )= 0 oldugunu biliyoruz. O halde denklik

siniflarinin Sayisi:
1
Z(4+2+2+0)=2

olur.

a c d
VA
a
VI
b
K
c
VI
d
Sekil 2.6

Ispat: Herhangi bir ¢ € T igin CD(t), t’yi sabit birakan permiitasyonlarin sayist olsun.
O halde;

> ()= ()

IleG tel

olur. Ciinki » W(T) ve > ®(t) ifadelerinin her ikisi de G’deki tiim

IeG tel
permiitasyonlar altindaki tiim degismezlerin toplam sayisidir. [Bu degismezleri

hesaplamanin bir yolu, permiitasyonlar1 bir bir gézden gecirerek her bir permiitasyon

altinda sabit kalan boyamalarin toplam sayisin1 bulmaktir. Bu bize Z ‘P(H) seklinde

IeG

bir toplam verir. Diger bir yol da, boyamalar1 bir bir gézden gegirerek her bir
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boyamay1 sabit birakan permiitasyonlarin toplam sayisini bulmaktir. Bu da bize

z CI)(t) toplamini verir].

tel
a ve b ayni1 deklik sinifina ait 7" ’de iki boyama olsun. O halde a’y1 b’ye gotiiren

CD(a) tane permiitasyon oldugunu gosterecegiz. a ve b, ayni denklik sinifina ait
oldugu i¢in bu sekilde en azindan bir permiitasyon vardir. Buna II diyelim.
{I1,,11,,11,,...} kiimesi a’y1 sabit birakan ®(a) tane permiitasyonun kiimesi olsun.
®(a) tane permiitasyon igeren {I1 oIl,,I1 oIl,,IT 0I1,,...} kiimesi, a’y1
b’ye gdtiiren permiitasyonlarin kiimesi olur. ilk olarak, bu permiitasyonlarin hepsinin

birbirinden farkli oldugunu gdsterelim. Bunlar birbirinden farklhidir ¢iinkii; eger

IT oI, =II oIl, ise;
I, (0T, ) =TT, (IT,0T1,)

ve buradan da T1, =TT, bulunur ki bu da imkansizdir. Ikinci olarak G’de a’y1 b’ye
gotiiren baska bir permiitasyon olmadigini gorelim. Kabul edelim ki a’y1 b’ye

gotiiren bir IT  permiitasyonu olsun. Buradan H;'ol—ly , a’y1 a’ya gotiiren bir
permiitasyon olur, ¢iinkii; H;' b’yi a’ya gotiiriir. O halde H;loﬂy , {Hl ,Hz,H3,...}
kiimesindeki permiitasyonlardan biri olur. Bu yiizden on(H;IOHy>= IT, de

{HXOHI,HXOI_Iz,...} kiimesindeki permiitasyonlardan biri olur. Dolayisiyla sonug

olarak G’de a’y1 b’ye gétiiren CD(a) tane permiitasyon var deriz.

a, b, ¢, ..., h ayn1 denklik sinifinda bulunan 7 'nin elemanlari olsun. G’deki tiim
permiitasyonlar; a’y1 a’ya gotiiren, a’y1 b’ye gotiiren, a’y1 ¢’ye gotiiren, ..., a’y1 h’ye
gotiiren permiitasyonlar olarak siniflandirilabilir. Burada herbir siniflandirmadaki

permiitasyonlarin CD(a) tane oldugunu gosterdigimiz i¢in ;

d)(a): |G|
ayvi i¢ceren denklik sintfindaki

elemanlarin sayisi
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oldugunu yazariz. Benzer arglimani kullanarak

0(t) = () =.. = 00)=—— 9 .
a'vi iceren denklik sinifindaki

elemanlarin sayisi

elde ederiz. Dolayistyla:
®(a)+ D(b)+ D(c)+...+ ®(h)=|G|
olur. Bunun devaminda 7 'nin elemanlarinin herhangi bir denklik sinift icin;

Z D (t) =|G| olur ve

denklik sinifindaki tim t'ler

> ()=

tel

T'nindenklik siniflarinin
x|G

sayisi

yazariz. Bu sebeple 7’nin denklik siiflarinin sayisi:

teT IleG

:éch(t):ﬁ S w(r)

olur.

Teoremdeki iki toplam birlikte, herhangi bir boyama i¢in IT’nin sabit biraktig1
tiim durumlar1 sayar. Birinci toplam farkli boyamalar {izerinde, ikinci toplam farkli
IT’ler tizerindedir.

(2.3) formiiliiniin arkasindaki ana fikri informal olarak asagidaki gibi

Ozetleyebiliriz. Karenin tiim boyamalarinin sayisi olan c, ‘P(Hl)’e esittir, ¢linkii IT,
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birim simetrisi tiim boyamalar1 sabit birakir. Eger 8 simetrinin her biri, bir C
boyamasin1 8 farkli boyama igine tasvir ediyorsa her bir denklik sinifinda 8 boyama

Y(IL,)

|G| denklik sinifi vardir. Buna ragmen,

vardir ve bu sebeple toplam gz

{H(c) Il e G} koleksiyonundaki boyamalar, yonlendirilmemis bir karenin
boyamalarmin bir denklik sinifin1 olusturur ve hicbir zaman bunlarin hepsi farkl

degildir. (2.3) formiiliindeki ‘P(H ,-) terimleri, tekrarlanan boyamalarin katlhiligin1 da

toplar, bu yiizden (2.3)’teki toplamda her bir denklik sinifi 8 boyamaya sahiptir.

Ornek 2.4:
Bir batonu esit boyutlu silindirik bantlarla boyayalim. Her bir bant siyah veya beyaza
boyanabilir. Eger baton yonlendirilmemis ise havada doner. Baton iki banth ise
miimkiin olan farkli 2-1i boyamalarinin sayis1 kagtir? 3 bantli ise kagtir? 4 bantli ise
kactir?

(Sekil:2.7)’de batonlar 2, 3 ve 4 banthidir.

12 12
(a) iki bantli batonun simetrilerinin grubunda IT; = [12} ve II, = [21] “dir.

Devresel olarak ifade edersek; I1, =(1)(2) ve IT, =(12). I, (birim simetri),
batonun bir 0° dénmesi ve IT, de batonun 180° dénmesi seklinde diisiiniilebilir.
Batonun ikili boyamalar1 kiimesindeki tiim ikili boyamalar I1, ile soldan sabit kalir.
2% =4 tane 2-li boyama vardir ve bu yiizden ¥(I1, ) = 4 tiir. 2-li boyamalar
kiimesinde tiim siyah ve tiim beyaz boyamalar IT, ile soldan sabit kalir ve bu ylizden

W¥(I1,)=2 olur. Burnside Teoremi ile farkli boyamalarin sayist;
1 1
Lol e, =L (442)=3

olur.
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123 123
(b) 3 bantli batonun simetri grubundall, =(123J ve II, =(32J devresel

olarak ifade edilirse IT, =(1)(2) (3) ve I1, =(13)(2). Yine IT,, batonun bir 0°
dénmesi 1, de 180° donmesidir. Tiim 2° 2-li boyamalar IT, ile sabit kalir, bu

yiizden W(IT,)=2° =8 dir.

1]2 11273 1234
(a) (b) ()
Sekil:2.7

IT, ile soldan sabit kalan 2-li boyamalarin kiimesinde 2 bandi (ortadaki bant)

herhangi bir renkte, fakat wugtakiler ayn1 renkte olmahdir. Bu yilizden

W(I1,)=2x2 =4 olur. Farkli boyamalarimn sayist;

S+ ()= (8+4)=6

. . 1234 1234
(c) 4 banth batonun simetri grubunda I1,; = , I, = olup bunlan
1234 4321

devresel olarak ifade edersek; IT, = (1) (2) (3) (4) ve I1, =(14) (23) olur. Burada da
I1,, batonun 0° dénmesi; I1, de 180° donmesidir. IT,, tiim 2* 2-li boyamayi sabit

birakir ve bu yiizden W(IT,)=2* =16 dur. T, ile soldan sabit kalan 2-li boyamalar
kiimesinde kenardaki boyamalar (1 ve 4) ve ortadaki boyamalar (2 ve 3) ayni

olmalidir. Bu yiizden ‘P(Hz ) = 2x2 =4 olur. Buradan farkli boyamalarin sayisi:



30

%[‘P(Hl)+ ¥(I1, )] = %(l6+ 4)=10

olur.

Ornek 2.5:
Eger baton yonlendirilmemis ise (Ornek 2.4’teki gibi) n bantl bir batonun kag farkl

3’1l boyamast vardir?

Omek 2.4’te oldugu gibi, batonun simetrileri; 0° déndiirme ve 180°
dondiirmedir. 3 renkli, » banda sahip batona etkiyen 0° ve 180° dénmelerinin
grubuna (2.3) formiiliinii uygulayacagiz. Sabit batonun 3" tane boyamasi vardir ve
bu yiizden ‘P(OO): 3"°dir. Bir 180° déndiirmesinde boyamalarin sayis1, n’nin gift

veya tek olusuna baghdir.

Eger n cift ise, batonun bir yarisindaki her bir % bant herhangi bir renk

olabilir (3"* se¢im ile) ve daha sonra 180° dondiirmenin sabit biraktig1 boyamalar
simetriksel olarak ters olan bantla ayni renkte olmalidir. Bu yiizden ‘I’(ISOO): 3n2

ve (2.3) formiiliinden:
1 n n/2
N= 5(3 +3"?)

n tek ise en ortadaki bant i¢in 3 renkten herhangi birini (3 se¢imle) kullanabiliriz.

n-—1

Orta bandin herhangi bir tarafindaki band: da 3”2 secim ile herhangi renkte

e . -1
boyayabiliriz ve diger "

band1 da bunlara simetrik olarak ayni renkte boyariz. Bu

yiizden W(180°)=3x302 =302 ye N = %(3 +3042) olur,
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Ornek 2.6:
Kabul edelim ki; siyah, beyaz ve kirmizi gibi ii¢ renk boncuktan olusan bir kolye
olsun. n boncuklu kag farkli kolye vardir?

Bir cembere simetrik olarak n tane boncuk yerlestirildiginde boncuklar, diizgiin
n-gen’in koselerinin yerini tutar. Boylece soru su hale dontisiir: “3 renk kullanilarak
bir n-gen’in koseleri kac¢ farkli sekilde boyanir?”. Cevap, “farkl’” ifadesiyle
anlatilmak istenenin ne olduguna baglidir. Eger boncuklarin kolye {izerinde hareket
etmesine izin verilmezse, bu n-gen’in sabit oldugunu gosterir ve cevap;
3x3x...x3=3" olur (n kosenin her biri i¢in 3 renkten biri se¢ilir). Problemimizin
daha gercgekei ifadesi, boncuklarin ¢ember tizerinde serbestce hareket etmesine izin
verilmesidir, bu, n-gen’in serbestce donmesidir (fakat n-gen’in havada takla atmasi
seklindeki hareketlerine izin yoktur). Bir n-gen’in rotasyonel simetrilerinin sebep
oldugu 3-lii boyamalarin denklik simiflarinin sayis1 olan N’yi (2.3) formiili ile
hesaplayacagiz. Hesaplamay1 n = 3 i¢in yapacagiz. Bir sonraki boliimde daha biiyiik

n-ler i¢in gelistirilen daha genel bir teknikten s6z edecegiz.

3 boncuklu bir kolyenin 3’ =27 tane 3-lii boyamas1 vardir ve 0°,120° ve

240° olmak iizere 3 rotasyonu vardir. 0° rotasyonu tiim boyamalar1 sabit birakir ve
bu yiizden lIJ(OO)= 27 °dir. 120° rotasyonu; bir renkle sadece bir kdse boyanmigsa
bu boyamay1 sabit birakmayabilir. Bununla birlikte, 120° rotasyonu sadece tek renkli

boyama icin sabit birakir. Bu yiizden l11(1200)=3’t1'jr. 240° rotasyonu 120°

rotasyonunun aksidir (tersidir) ve bu ylizden ‘P(240° ) =3 olur. (2.3) formiilii ile:

N = %(27 +3+3)=11 elde ederiz.

2.5 DONME INDEKSI

Yonlendirilmemis bir seklin farkli boyamalarinin sayisint Burnside Teoremi’ni
uygulayarak bulmak zordur. Bu yiizden bunun disinda bir teori arastiracagiz. Bolim
3’te bahsedilen Burnside Teoremi, simetrilerin olusturdugu bir G grubunun etki ettigi
T kiimesinin (bir seklin boyamalariin kiimesi) denklik siniflarinin sayisini (N’yi),

yani:
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1
N = |Ergély(n)

ifadesini gosterir. Burada ‘I’(H), T’deki boyamalari sabit birakan IT’lerin sayisidir. 7'
kiimesi bir kiipiin veya 10-gen’in koselerinin 3-l1i boyamalarinin kiimesi ise,
‘P(H)’nin (seklin boyamalarii sabit birakan IT simetrilerinin sayisinin) tanimini
ifade etmek imkansiz gibidir. Biz ‘P(H) ‘nin taniminin [T’nin yapisindan daha kolay
belirlenebilecegini gosterecegiz. Bu yaklagimla hesaplama olduk¢a kisalir.
‘P(H) ‘nin hesaplanisini kolaylastiran bu teoriyi karenin 2-1i boyamalarinin tizerinde
gelistirecegiz.

Karenin 2-li boyamasi igin Burnside Teoremi’ni uygulayalim. Oncelikle IT,
hareketleri ile sabit kalan 2-li boyamalar1 inceleyerek sayisini hesaplayalim
(Sekil:2.1 ve Sekil:2.2’yi kullanarak). Her bir 1, i¢in hesapladigimiz P(IT, )’ler gibi
IT, ’nin sabit birakmas1 gereken boyamalarin hangileri oldugunu ve bunlarin sayisin
matematiksel olarak tahmin etmemizi saglayan bir 6rnege bakalim. IT,’lerin ve

bunlarin sabit biraktig1 boyamalarin bir tablosunu yapmak yararl olur; Sekil:2.8”deki

(1) ve (i1) kolonlarina bakalim ((ii1) ve (iv) kolonlar1 daha sonra gelistirildi).

0° rotasyonu olan IT ,, tiim kdseleri ve buna baglh olarak tiim boyamalari sabit
birakir. Bu yilizden ‘P(Hl) =16"dir. 90° rotasyonu olan IT,; ab,c,d koselerinin

devresel olarak yer degisimidir. 90° rotasyonunun sabit birakiyor olmasimin anlami;
bir boyamadaki her kdsenin 90° rotasyonundan sonra, rotasyon dncesindeki rengiyle
ayn1 renkte olmasidir. I1,, a’y1 b’ye gotiirdiiglinden IT,’nin sabit biraktigi bir
boyamada b ve a’nin ayn1 renge sahip olmas1 gerekir. Aym sekilde, bir boyama ¢’yi
b’nin rengine, d’yi c’nin rengine ve a’yt d’nin rengine sahip yapmalidir.
Soylediklerimizin hepsini birlikte diisiiniirsek, sadece kdselerin tamamen siyah veya
tamamen beyaz boyanmasi durumunda yani C, ve C,,’da, I, boyamalar1 sabit
birakir. Bu ylizden ‘P(H2)= 2 olur. Genel olarak bir C boyamasmin IT ile sabit

kalmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her v kosesi i¢in, C boyamasindaki v’nin rengi ile

[1(v)’nin renginin ayni olmasidir. Bu yiizden simetri [1(v) rengini degistirmez.
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(M) (i) (iii) (iv)
IT, IT, *nin sabit devresel IT, ’nin sabit biraktig1
hareketi  biraktig1 durum boyamalarin

boyamalar gosterimi envanteri
I1, 16- tiim boyama x14 (b+w)* =1b*+4b’w+6b*w +4bw '+ 1w’
I, 2-C,,C, X4 (b*+wh =1b* +Hlw?
I, 4-C,,Cy,C1,Cs X MW’ =16t AW W
I, 2-C,,C, X4 (b*wh =1b* +Hlw
1, 4-C,,C,C,Ce X MW’ =16t AW W
I, 4-C,,C,,Cy,Cry X GHw?? =16t AW W
I, 8-C,C,,C,,C, xX’x, (b+w)* (b*+w?)=1b*+2b’w+2b*w*+2bw’+1w*

Cl 1° Cw127 Cw147 Cl()
I, 8-C,C,,C.,C,, xX’x, (b+w)* (b™+w))=1b"2b’ w+2b’ W +2bw '+ 1w*
Cl 1° C137 CIS’ C‘16

Sekil:2.8

180° rotasyonu olan TII,’{i diisiinelim. (Sekil:2.2)’de gdsterilen I, ’{in
tanimina bakarsak I1,’lin a ve ¢ koseleri ile b ve d kdselerinin yer degisimine sebep
oldugunu goriiriiz. Bununla beraber I1, ’lin sabit biraktig1 bir boyama a ile ¢ kosesini

ve b ile d kosesini ayn1 renge sahip yapmak zorundadir (ayrica baska bir kosula
gerek yoktur). a, c ic¢in fakli iki renkten biri ve b, d igin de farkli iki renkten biri
secilebilir. Bu demektir ki 2x2 = 4 tane boyama sabit kalir. Bunlar
C,.,C,,C,,,C dir. Buylizden W(I1;) =4 olur.

I, simetrisi, 270" lik veya 90° lik bir rotasyondur ve bu yiizden IT, simetrisi

ile benzerdir. Dolayistyla W(I1,) = W(I1,) = 2 olur. Yatay rotasyon olan Il;, a ile b

koselerini ve ¢ ile d kdselerini yer degistirir. 180° rotasyonu olan IT, gibi, I,

simetrisi de a ile b ve c ile d ayn1 renkte ise boyamalari sabit birakir. a ile b ve c ile d
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icin 2 renk segilebileceginden I, gibi 1, de, W(Il;) =2x2 =4 boyamay1 sabit
birakir. Bunlar; C,,C,,C;,C,, olur.

IT,, 2x2 = 4 tane karenin 2-li boyamasim sabit birakir ve koselerin ikiserli
ciftlerini yer degistirir. Formal olarak, bir yer degistirme, iki eleman i¢in bir dairesel
permiitasyondur. Eger IT,, kdselerin bir kiimesinin devresel permiitasyonu ise (yani
I1, ’de koselerin formu IT, 'nin bir devresidir) tiim sabit birakan boyamalarin sayimi
su gergege dayanir; I1, koselerin bir alt kiimesinin devresel permiitasyonu ise I1, ile
sabit kalan bir boyamada bu koselerin devresel permiitasyonu aynidir.

Boliim 2°de bahsedildigi gibi, herhangi bir I1,, komsu devrelerin ¢arpimi gibi
gosterilebilir. Oregin 1, = (ac)(bd) ve TI, =(adch). Her bir simetri icin, bir
devresel gosterime ve devrelerin sayisinin hesaplanmasina ihtiya¢ duyariz. ileride
kullanmak i¢in, devreleri uzunluklarina gore siniflandiralim. Bir simetrinin devresel
bilgisini sdyle kodlayacagiz; I1,’de 1 boyutlu (1 kdse igeren) bir devre i¢in bir x,
carpani igeren, 2 boyutlu bir devre i¢in birx, carpani igeren, ve bdyle devam ederek
olusturulan bir ifade elde ederiz. Bu ifadeye, bir simetrinin devresel yap1 gosterimi
denir.

IT, ve I, lin devresel yap1 gosterimi x, ’tiir, ¢ilinkii her biri bir dortlii devre
icerir ve II, =(abed) ve I1, =(adch) olur. I1,,T1; ve II, icin devresel yapi
gbsterimi  x,x, veya x;seklindedir, ¢iinkii her biri iki tane 2-li devre igerir.
(Sekil:2.8)’deki (ii1) kolonu her bir simetrinin devresel yap1 gosterimini verir.

I1, icin ne diyebiliriz (bu diisiinceye gore)? Onceden, IT, tiim boyamalari
sabit birakir demek yeterliydi. Simdi, bir kdsenin yer degistirme ile sabit kalmasinin
bir 1-1i devre gibi siiflandirma olduguna dikkat ¢ekelim. Boylece I1,, 4 tane 1-li
devre igerir ve devresel yapi gosterimi x; olur. IT,’in, 2* =16 boyamay1 sabit
birakacagini tahmin ederiz. Bu, I1, ’in tiim 2-1i boyamalar: sabit biraktigini gosterir.

Herhangi I1, i¢in, IT, ’nin devresel yapr gosterimindeki her bir x; yerine 2
yazarsak sabit birakan boyamalarin sayisini buluruz (veya genel olarak x, yerine

renk sayisint  yazariz). Buradan sabit birakan boyamalarinin  sayisi
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W(I1)= oM mindevrelerinin savist glyr Bu teoriyi I1, ve Il ’e uygulayahm. Bu
yansimalarin her biri i¢in devresel yapi gdsteriminin x;x, oldugu goriilmektedir

(Sekil:2.2) ve boylece her biri icin 2°x2=8 tane boyamanm sabit kaldigini
bulabiliriz.
Yiizen karenin farkli 2-li boyamalarinin sayisi i¢in Burnside Teoremi

gecerlidir. (Sekil:2.8)’de (ii) kolonundaki sayilar1 toplayip 8’e bolersek:

LZ\P(H):1(16+2+4+2+4+4+8+8)=1(48):6
k= 8 8

Bu sonucu elde etmek igin daha kolay bir yol vardir. ilk olarak, her bir

simetrinin devresel yap1 gosterimi cebirsel olarak toplanir, ayni terimler bir arada
toplanir ve 8’e boliiniir. (Sekil:2.8)’deki (iii) kolonundan, %(xf +2x, +3x + 2x12x2)
oldugunu goriirliz. Bu ifadeye simetrilerin bir G grubu i¢in déonme indeksi denir
[P, (x,,x,,....x, ) seklinde gisterilir]. Her bir x, yerine, x, =2 vyazarsak bu,
P, (2,2,...,2) olur (yaptigimiz islemleri ters cevirirsek, ilk olarak her bir devresel yap1

gosteriminde her bir x; yerine, x; = 2 koyariz ve sonra toplariz).

Kabul edelim ki 2 renk yerine 3 rengimiz olsun. Daha sonra ayni diisiince
uygulanir fakat simdi her bir devrede kdselerin rengi icin 3 se¢im vardir. Eger bir
simetri k devreye sahipse, karenin 3* tane 3-1ii boyamalarini sabit birakir ve farkli 3-

lii boyamalarin sayist P, (3,3,...,3) olur. Daha genel olarak herhangi bir m igin,
P.(m,m,...,m) yonlendirilmemis bir karenin birbirine denk olmayan m-li

boyamalarinin sayist olacaktir. Bu boyama sayma formiiliinii elde etmek igin
kullandigimiz argiiman, donme indeksi ile birlikte herhangi bir kiimenin

simetrilerinin boyamalari i¢in de gegerlidir.
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2.5.1 Teorem:
S, bos olmayan bir kiime ve G, S’nin simetrilerinin bir grubu olsun. Bu grup S’nin
m-li boyamalarinin kiimesi iizerinde bir denklik bagintist olusturacak sekilde S’ye

etkir. S’nin, birbirine denk olmayan m-li boyamalarinin sayis1 P, (m, m,...,m) ’1 verir.

Ornek 2.7:

Teoremi kullanarak Ornek 2.6°daki kolye problemini tekrar ¢ozelim. Burada
boncuklar, cember etrafinda serbestce donebiliyordu fakat yansimalara bu anlamda
izin verilmiyordu. Boncuklar igin {i¢ renk uygundur ve ipe dizilmis » boncugun 3-1i

boyamasinin sayisi, devresel olarak yonlendirilmemis bir n-gen’in 3-lii boyamasinin

sayisina esittir. # = 3 oldugunda 0°,120° ve 240° rotasyonlari i¢in devresel yapi

gdsterimi sirastyla x;,x, ve x,’tiir. Boylece P, :§(x13 +2x3) ve ipe dizilmis ii¢

boncugun farkli 3-lii boyamasinin sayis1 da P (3,3,3) = %(33 +2x 3): 11 olur. Daha
genel olarak ipe dizilmis 3  boncugun m-li  boyamasimnin  sayisi
P, (m,m,m)= %(nf + 2m) olur.

Daha karigik bir durumu deneyelim: n = 8 (Sekil:2.9). Buradaki rotasyonlar
0°,45°,90°,135°,180°,225°,270° ve 315°°dir. 0° rotasyonu sekiz tane 1-li devre
icerir. 45° rotasyonunun devresel yer degisimi (abcdefgh)’dir. 90° rotasyonu
(aceg)(bdfh) seklindeki devresel ayrilisa sahiptir. 135" rotasyonunun devresel yer
degisimi (adgbehcf) olur. 180° rotasyonu ise (ae)bf )cg)dh) seklinde bir devresel

ayrigima sahiptir.
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Sekil:2.9

Boylece devresel yapr gosterimi 0° rotasyonu igin: x;, 45° rotasyonu igin: x,, 90°
rotasyonu igin: x;, 135° rotasyonu igin: x,, ve 180° rotasyonu igin: x; olur.
225°,270° ve 315° rotasyonlar: sirasiyla 135°,90° ve 45° rotasyonlarinm ters

rotasyonlaridir ve onlarla ayni devresel yapi gosterimlerine sahiptirler. Terimleri

toplarsak:
P, =%(x18 +4x, +2x; +x§)
elde ederiz. 8 boncuklu kolyenin fakli m-li boyama sayisi:
1o g 2, 4
g(m +4m+2m° +m )
olup, m = 3 igin:
é(s8 +4x3+2x3? +34)=%(6561+12+18+81)=834

elde ederiz.
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Ornek 2.8:
Ornek 2.3’te diizgiin dortyiizliiniin 12 simetrisini listelemistik ((Sekil:2.4)’e bak): 0°
yansimasi, bir kdse ve karsi yiiziin ortasindan gecen sekiz tane 120° ve 240°

yansimasi, komsu olmayan kenarlarin ortasindan gegen ii¢ tane 180° yansimasi.
Simdi, ylizen diizgiin dortyiizliiniin koselerinin 3-lii boyamasinin sayisini elimizdeki

teoreme gore bulacagiz (olusturacagiz).

0° yansimasinin devresel yapr gosterimi, x; ’tiir. Ekseni a kdsesinden ve bed
yiiziiniin ortasindan gegen 120° rotasyonunun devresel ayrilist: (a)(bcd) ve bunun
devresel yap1 gdsterimi: x,x, ’tiir. Diger 120° ve 240° simetrileri de ayni devresel
yapt gosterimine sahiptir. ab ve cd kenarlarmin ortasmndan gecen 180°
yansimasinin devresel ayrilisi (ab)(cd) ve devresel yapr gosterimi x; seklindedir.

Diger 180° yansimalar1 ayn1 devresel yap1 gdsterimine sahiptir. Bdylece:

P. = é(xf +8x,x, + 3x22) olur.
Boylece koselerin farkli 3-lii boyamalarinin sayisi:

PG(3,3,3,3)=é(34+8><3><3+3><32)

:é(81+72+27):15 olur.

2.6 POLYA’NIN FORMULU

Bir pattern envanter i¢in en son hedefimiz bir formiil gelistirmek. Burada pattern
envanter bir generating fonksiyondur ve renklerin farkli miktarda kullanilmasi ile
yonlendirilmemis bir seklin ka¢ tane boyamasi oldugunu sdyler. Ornegin
yonlendirilmemis  karenin siyah-beyaz boyamasi i¢in pattern envanter
16* +10°w+2b*w? +1bw’ +1w*  olur. Pattern envanterdeki katsayilara, birgok

Burnside Teoremi tipindeki sayma problemlerinin sonucu gibi bakilabilir. Burnside
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Teoremi’ni tekrar hatirlayalim. 7°deki denklik smiflarimin sayisi olan N, S ’nin
boyamalarinin bir koleksiyonu olmak {izere (bir diizgiin dortyiizliiniin yiizeyleri veya
bir karenin koselerinin kiimesidir), S ’nin simetrilerinin sebep olmasindan dolay1

sOyle verilir:

N :éZ‘P(H) (2.4)

Boliim 2.4’ten sunu goriiriiz:
\P(H): 2H'nin devrelerinin sayist

Yiizen karenin 2-li boyamasi konusunda, (Sekil:2.1)’deki boyamalar siyah ve

beyaz renkli kdselerin sayisina gore su gruplara ayrilir:

Il
[9)

}

CZ,C3,C4,C5}
Cﬁ,C7,C8,C9,Cw,C”}
C12 C139C14aC15}

”
16}

Il Il
—— ~—

NN NSNN
Il
~

I
f9)

Pattern envanterde katsayilar, mesela b’w’nin Kkatsayisi, birbirine denk
olmayan 3 kdsenin siyah ve 1 kdsenin beyaz oldugu boyamalarin sayisini gosterir.
Bir karenin simetrilerinin G grubunu sadece 7 kiimesine etkitirsek bu say1 (2.4)
esitliginden bulunur. Burnside Teoremi G altinda kapali olan herhangi bir boyamaya
uygulanabilir. G altinda kapali terimi, herhangi I1 € G i¢in ve C € T boyamasi i¢in,
H(C ) T ’de baska bir boyamaya esittir anlamina gelir. 7, G altinda kapalidur, ¢linkii
herhangi 3 siyah-1 beyaz seklindeki bir boyamaya etki eden simetri sonucta 3 siyah-

1 beyaz seklinde bir boyama ortaya ¢ikarir. Ayni sey diger 7, ’lar i¢in de dogrudur.

Boylece pattern envanterde b*“w'’min katsayisi, G T,’ye etkidiginde (2.4)

esitliginden bulunur.
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Bu bes alt problemi ayni anda c¢ozmeye c¢alisalim. Yani (Sekil:2.8)’deki

tablonun ilk satirinda 4 (iv) kolonuna bakalim ¢ her 7, . 1¢in IT, ’in sabit biraktig1 2-li
boyamanin sayisini daha sonra ikinci satirda her 7, i¢in II, nin sabit biraktig1 2-1i
boyamalarin sayisimi ve daha sonra II, ve digerlerinin sabit biraktigi 2-li
boyamalarin sayisini listeleyelim. Daha sonra tiim satirlardaki ilk sayilart (4’1 de
siyah olan 2-li boyamalarin sayis1) toplayip 8’e bolersek pattern envanterdeki b*’iin

katsayisimi elde ederiz, tiim satirlardaki ikinci sayilari toplayip 8’e bolersek b’ w’nin
katsayisini buluruz ve bu sekilde ilerleyerek diger katsayilar1 da buluruz.

IT, hareketi tiim C’leri sabit biraktigi i¢in, ilk satir 1, 4, 6, 4, 1 olur. Bu bilgiyi
aym formda pattern envanter igin kullanalim. b* +4b°w+6b>w* +4bw’ + w*
yaziminda sabit boyamalarin bir envanteridir. Dikkat edilirse bu envanter basit olarak

(b+w)" =(b+w)(b+w)(b+w)(b+w) seklindedir. Burada her kose igin bir (b+ w)

vardir. T1, igin envanter b* +w* olur, IT, i¢in envanteri b* +2b*w* + w* seklinde

buluruz. Bu ifade (bz +w? )2 ‘nin ¢arpanlarina ayrilmis halidir.

Bazi I1 hareketleri ile sabit kalan boyamalarin biitiin sayilarini bulurken daha
once yaptigimiz gibi, sabit boyamalarin envanterlerinde bir patterne bakalim. Yine
pattern i¢in anahtar I1 ’nin sabit biraktig1 bir boyamadir. I nin bir devresindeki tiim
koseler ayni renkte olmalidir. IT,, tiim 4 kdseyi igeren tek devreye sahip oldugu i¢in
tiim koseleri siyah veya tiim koseleri beyaz olacaktir. Buradan envanter b* +w*
olur. IT, hareketi 2 tane 2-li devreye sahiptir. Bunlar; (ac) ve (bd)’dir. Bir sabit
boyamada tiim 2-li devreler i¢in 2 siyah veya 2 beyaz renk kullanilir. Dolayisiyla bir
devrenin boyutu 2 ise envanteri b* +w’ olur. Bdyle miimkiin 2 devreye sahip

envanter (b2 +w )(b2 + wz) olur.
IT,’nin sabit boyamalarnin envanteri (b" +w/ ) carpanlarinin  ¢arpimi
olacaktir. Bu II, ’nin her j-li devresi i¢in bir ¢arpan yazilir. Bu yiizden IT,’nin her

boyutundaki devre sayisini bilmemiz gerekir. Fakat bu, devresel yap1 gosteriminde

kesin olarak goriiniir. Gergekten devresel yapr gosteriminde her devre yerine

x; = (bj +w’ ) yazilirsa envanterin goriiniimii tam olarak belli olur. Bu metotla sabit
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boyamalarin envanterlerinin kalanlarini hesaplariz. (Sekil:2.8)’e bakalim. Ozellikle
IT, i¢in, (i1) kolonundaki boyamalarin listesi ile envanter karsilastirilip kontrol
edilmelidir. Pattern envanter, sabit boyamalarin envanterlerinde kuvvetleri ayn1 olan
terimlerin toplanip 8’e bdliinmesiyle elde edilir.

Daha 6nce Boliim 2.5°te oldugu gibi, hesaptan tasarruf etmek ve daha yogun

bir formiil elde etmek i¢in 6nce devresel yap1 gosterimlerinde toplama yapar 8’e
boleriz. Daha sonra her devre i¢in x; = (bj +w/ ) yazariz ve polinomlardaki cebir
islemlerini yaparak sonuca gideriz. Bu yaklasimda ilk adim, donme indeksinin
P, (x,,x,,..,x, ) oldugunu kabul etmektir. Boylece P,’de x, yerine, x, = (bj +w’ )
yazilarak pattern envanter elde edilir.

Eger siyah, beyaz ve yesil gibi ii¢ renk olursa j boyutlu her bir devre bir sabit
boyamada (bj +w +g’ )’nin bir envanterine sahip olur. Bu yiizden P,’de
x,=(b" +w’ +g’) kiimesini elde edebiliriz. Bu durum herhangi bir sekil ve

herhangi sayida renk i¢in uygulanabilir. Daha genel durumlar i¢in asagidaki teoremi

Veririz.
2.6.1 Teorem (Pdolya’min Sayma Formiilii)
S bir kiime, G de S ’nin permiitasyonlarinin bir grubu olsun ve S 'nin boyamalarina

etkisin. Bu durumda § ’nin boyamalarinin bir denklik sinifini elde ederiz. S ’nin denk

olmayan 2-li boyamalariin envanteri su generating fonksiyon ile verilir:
P, [(b +w), (b2 +w’ ), (b3 +w’ l...,(bk +wh )]

¢,,Cy,...,C, boyamalarinin kullanildigi envanter:
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olur. Bir an i¢in, sabit kalan 2-li boyamalarin sayisinin hesaplanmasi problemine
donelim. Bu say1 pattern envanterin katsayilarmin toplamidir. Katsayilarin toplami

i¢in b ve w yerine 1 yazariz veya buna denk olarak F;’de x; yerine 2 yazariz ve
Bolim 2.5’teki aym1 formiilii elde ederiz. Eger m renge izin veriliyorsa P, ’de
x; =m yazariz ve bdylece Boliim 2.5’teki teoremdeki formiilii [ 7, (m,m,m,...,m)]

elde ederiz.

Diger bircok lirete¢ fonksiyon probleminde oldugu gibi, bir iirete¢ fonksiyonun

pattern envanter igin (cl’ +ch+atc )r seklinde agilmas sikici olabilir. m ve r biiyiik

oldugunda bu islem bilgisayarda yapilir (cebrik islemlerle).

Ispat: n=4 icin olusturdugumuz simetri gruplarim farkli notasyonla ele alalim.

IT | Devresel Ayrilist | Tipi (e, ,e, ,...,e,) | Devresel Durum Gosterimi
I, (a)()(c)(@) (4,0,0,0) X x)xgx] =x)

I, (abed) (0,0,0,1) x'xdxix =x,

I, (ac)(bd) (0,2,0,0) xPxZxdx) =x

I, (adch) (0,0,0,1) x'xdxix =x,

I, (ab)(cd) (0,2,0,0) xPxZxdx) =x2

I, (ad)(bc) (0,2,0,0) xPxZxdx) =x

I, (a)(bd)(c) (2,1,0,0) xixlxdxd =xlx,

I, (ac)(b)(d) (2,1,0,0) xixixdx =xlx,

Sekil:2.10

Buradan hareketle donme indeksinin;
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1 ;
— 1492 4-93 -6
B (xl,xz,x3,x4) Xy Xy X3 Xy

|G| IleG

oldugu agiktir. Burada x, =m yazilarak N sayist bulunur (i=1,2,3,4). Burnside

Teoremi yardimiyla;

1
N=— ZXflx? X
|G MeG

dir. Ciinkii, W(IT) ler IT ile sabit kalan boyamalarin sayis1 idi ve
‘I’(H):mnv””’ devrelerininsayist (m renk sayist) oldugunu sdylemistik. IT *nin

devrelerinin sayis1 = e, +e, + ... + e, olacagindan,
_ €l+€2+...+€" _ € (3 e,
Y(II)=m =m"m=..m

olur. Burada (e1 ,€, ,...,en) ifadesine “I1’nin tipi ” diyoruz. Burnside Teoremi

yardimiyla birbirine denk olmayan boyamalarin sayisi;

1 1 e
— W) = — S mm . m”
o &Y=

=P, (m,m,...,m)

oldugunu yazariz.

Ornek 2.9:
Farkli rotasyonlar altinda 3 boncuklu kolye i¢in siyah ve beyaz boncuk kullanarak
pattern envanteri olusturalim. Daha sonra ayni isi siyah, beyaz ve kirmizi boncuklar

i¢in tekrarlayalim.
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Boliim 2.5°teki Ornek 2.7°den P, :%(xf’ +2x3) oldugunu biliyoruz. Burada

x, yerine, x, = (bj +w/ ) ifadesini kullanirsak:

%[(b+ w) +2(6> +w’ )]:%[(lf 367w+ 3bw +w' )+ (26 + 2w )|

- %(31;3 +3b%w+3bw’ +3w’)

=b+b*w+bw +w’

olur. Bu sonug¢ deneysel olarak da elde edilebilir. Tiim boncuklar1 siyaha veya beyaza
boyamanin tek bir yolu vardir. Eger bir boncuk beyaz ve digerleri siyah ise,
rotasyonla birlikte beyaz boncuk herhangi bir yerde olabilir. Bu yiizden sadece bir
kolye bir beyaz ve iki siyah boncuktan olusur. Ayni sey, bir siyah ve iki beyaz
boncuklu kolyenin simetrisinde de vardir.

Simdi, 3 boncuklu kolye i¢in 3 renk kullanalim. F;’de x; yerine,
_ (bj j j) 1 3 3,033 . .
x; =\b’ +w’ +r’) yazarsak 3 (b+w+r) +2(b° +w +7°)| ifadesini elde ederiz.

Bu ifadenin acilmasi yerine dolayli bir yol kullanacagiz. Belki yine envanterin her
teriminin katsayisi 1°dir. Tiim envanterlerin katsayilarinin 1 olup olmadigini anlamak
icin genel bir test vardir: N'; pattern envanterdeki terimlerin sayisi, N de patternin
toplam sayisidir [Yani P,(m,m,...,m)dir]. N, envanterdeki katsayilarin toplamina
esit oldugu igin, N' = N olmasi igin gerek ve yeter sart her bir terimin katsayisinin 1
olmasidir. Pattern envanterdeki terimlerin N* sayisi, n eleman oldugunda (kose,

boncuk v.s.) m renk i¢in C(n +m— l,n)seklindedir. Elimizdeki durum i¢in m =3 ve
x 5 o
n =3 oldugundan N =3 +3 — 1, 3)=(3]=10 olur. Boliim 2.4’teki Ornek 3’ten N =

11 oldugunu biliyoruz. Tiim terimlerin katsayilarinin 1 olmadigini da bildigimize
gére N #N oldugunu soyleriz.
Diger yandan N'=N+1 olmasimn tek yolu envanterin dokuz teriminin

katsayisinin 1 ve bir teriminin katsayisinin 2 olmasidir. Fakat yukaridaki diislincede
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sadece bir kolyenin tiim boncuklar1 ayni renktedir ve sadece bir kolyede bir boncuk 4
rengine sahipken diger iki boncuk B rengine sahiptir. 3 boncuklu kolye i¢in olas1
diger durumlarda sadece 3 renk kullanilir ve her renkten boncuk olur. Bdylece, her
renkten bir boncugun oldugu 2 kolye olmalidir (3 boncugun dairesel siralanist kag
taneyse o kadar kolye vardir) ve 3 boncuklu kolyenin siyah, beyaz ve kirmiz1 igin

pattern envanteri:
b +w +r +b*w+ b r+ wh+wr+rib+rw+2bwr
olur.

Ornek 2.10:
Rotasyonlar sonucu birbirinden farkli olan, 3 siyah ve 4 beyaz boncuk kullanilarak

olusturulacak 7 boncuklu kolyelerin sayisin1 bulalim.
Pattern envanterdeki b’w*’iin katsayisim belirlememiz gerekir. 0° rotasyonu

disinda her rotasyon, boncuk sayis1 bir asal say1 ise, bir devresel permiitasyondur. Bu
i - L7 1 7 7 7
yiizden P, = 7(xl + 6x7) olur. Pattern envanter de: 7 (b+w) + 6(b +w ) olur.

Tekrar deneysel metotlar1 kullanarak pattern envanterin  aciliminm
basitlestirelim. Pattern envanterdeki 6(b7 + w7) ifadesinin 5’w* terimine bir katkis1

olmadig1 icin onu ihmal edebiliriz. Boylece 3 siyah ve 4 beyaz boncuklu kolyenin

sayist basit olarak:
1 7 . 3 4 5 1 7
= [ (b + w) deki b"w" ’lin katsaylsl—| = 213

Ornek 2.11:
Bir diizgiin dortylizliinlin kenarlarinin siyah-beyaz boyamasinin pattern envanterini
bulalim.

Ornek 2.8’de diizgiin dortyiizliiniin koselerinin donme indeksini hesapladigimiz

halde, kenarlarin simetrileri i¢in de farkli donme indekslerine ihtiyacimiz var.
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Boyanabilir nesnelerin kiimesinde alti kenar oldugu i¢in diizglin dortyiizliiniin

simetrilerini kenarlarinin bir yer degisimi olarak diistinmeliyiz.

0° dénmesinin tiim kenarlar1 sabit birakti1 agiktir ve bu yiizden x| seklinde

devresel yap1 gosterimine sahiptir. Bir kdsenin 120° ( veya 240°) dénmesi, bir

koseden karsi yiizlin ortasina dogru olan eksen boyunca oldugundan bu kdseye
komsu olan kenarlar1 da devresel olarak déndiiriir. Bu yiizden 120°( veya 240°)

dénmesinin devresel yap1 gosterimi x: *dir.

Kars1 kenarlara ait 180° donmesi, bu iki kenari sabit birakir (Sekil:2.4’e bak). 2
kez 180° dondiiriiliirse diizgiin dértyiizliiniin orijinal pozisyonu elde edilir. Diger

dort kenar sabit kalmaz, bunlar 2-li devrenin i¢indedir. Bu yiizden 180° dénmesinin
. 1
devresel yapt gosterimi x/x; olur. Buradan P, = E(xf +8x; +3x12x22) olur.

Buradax; yerine, x, = (bf +w/ ) yazarsak:

%[(b+w)6 +8(6% +w' ) +3(b+w). (b2 +w2)2]
=é L (b° +6b°w+15b%w? +206°w* +15b>w* +6bw* + ")
+(85° +165°w* +8w® )+ (3b° +6b°w+9b*w? +126°w* +9b>w* +6bw* +3w° )]

:%(1%6 +126% W+ 24b* w? + 485> W +24b>w* +12bw® +12w°)

=b° +B°w+2b* W +4b°w? +2b*w* + bw’ +w°
olur.

Ornek 2.12:

Yiizen bir kiipiin koselerinin 2-li boyamast i¢in pattern envanteri bulalim.
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Kiipiin simetrileri, kars1 yiizeylerin, kars1 kenarlarin (komsu olmayan) ve karsi
koselerin dénmeleri ile olusur. 1k olarak, 0° (sabit) hareketi vardir ve devresel yap
gdsterimi x; "dir.

a) Kars1 Yiizeyler: (abcd ) ve (efgh) kars1 yiizey ciftinin (Sekil:2.10.a)
90° donmesi ile (abcd)(efgh) permiitasyonu elde edilir. Bunun
devresel yap1 gosterimi x; dir. Bir 270° dénmesi de ayni yapidadir.
180° donmesi (ac) (bd) (eg) (fh) permiitasyonu ile verilir. Bunun
devresel yapr gdsterimi x; seklindedir. 3 ¢ift ters yiizey vardir. Bu
ylizden kars1 yiizeylerin donmesinin donme indeksine toplam katkisi

6x; +3x; olur.

> . d
B
:g

(a) Kars1 Yiizeylerin (b) Kars1 Kenarlarin (c) Kars1 Koselerin

Donmesi Donmesi Donmesi

Sekil:2.11 Kiiplin Donmesi

b) Kars1 Kenarlar: ad ve gf kenarlarinin orta noktasindan dondiiriiriiz

(Sekil:2.10.b). (ad) (bc) (eh) (fg) permiitasyonu olarak kabul edilen
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180° doénmesinin devresel yap1 gosterimi x; olur. 6 cift karst kenar
oldugu igin kenarlarin dénmesinin toplam katkis1 6x; olur.

C) Kars1 Koseler: a ve g karst koselerini dondiirtiriiz (Sekil:2.10.c).
(a) (bde) (chf) (g) permiitasyonu olarak kabul edilen bir 120°
dénmesinin devresel yap1 gosterimi x;x; olur. Bu permiitasyonun ne
yaptigini gérmenin bir yolu, a ’ya komsu olan b,d,e koselerinin a ’y1
sabit birakan herhangi bir harekette dairesel olarak yer degistiklerine

dikkat etmektir. Bir 240° dénmesi de (a)(bed Ycfh)g) seklindedir ve

devresel yap1 gosterimi de yine x7x; olur. Kars1 kdselerden 4 cift

oldugu igin kars1 kdselerin dénmesinin katkist 8x;x; olur.

Terimleri birlestirirsek P, = a(xf +6x; +9x; + 8x12x32)’y1 elde ederiz. Kiipiin

koselerinin siyah ve beyaz boyamasinin pattern envanteri:
%[(b ) +6(b* +wt J 9B +w? ) +8(b+w) (b +w? )2]

olur.

Bir énceki ornekte b°,b"w,bw’ ve w® terimlerinin katsayilarmin 1 oldugunu
kolayca gorebiliriz. b°w”,b°w’ ve b*w" terimleri sirastyla generating fonksiyonun
su carpanlarinda vardir: (+ 28b°w* +56b°w* + 706 w* +...), 6(...+ 2b*w? +...),
o(..+4b%w> +6b*w* +..) ve 8(.+bW +2b°w +4b*w' +..). Toplanp 24’
boliiniirse:

%(...+72b(’w2 +72b°w* +168b*w* +...)= A 3DOWE 3DW +Th W .
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elde edilir (buradaki hatalar1 yakalamak kolaydir, ¢linkii hatalarin ¢cogu katsayilarin
tamsay1 olmasit gerekliligiyle anlasilir). Simetriden dolay1 pattern envanterdeki bazi

terimler ortadan kalkar ve

b +b"w+3bw? +3b°w +7b*w* +3b°w° +307 W’ +bw’ +wh

ifadesini elde ederiz.
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BOLUM 3

3.1 POLYA’NIN SAYMA TEOREMIi’NiN KIMYADAKI
UYGULAMALARI

Polya daha ¢ok organik kimya ile ilgili drnekler vermistir. Ornegin 6 hidrojen
ve 6 karbon atomundan olusan, “benzen” olarak bilinen bir kimyasal yapiy1

calismalarinda ele almistir (kimyasal formili: C,H,). Bir¢ok farkli organik

kimyasal, bir veya daha fazla hidrojen atomunun yerini tutan diger atomlar sayesinde

olusturulabilir. Ozellikle “ikiz yer tutan benzen” olarak bilinen C,H,XY seklindeki

bilesiklerin sinifin1 goz Oniine alalim. Burada X ve Y olarak gdsterilen atomlar, iki
hidrojen atomuyla yer degistirmistir. BOylece hidrojen atomunun yerine gegen
herhangi iki atom, ii¢ farkli bilesigin ortaya ¢ikmasina olanak saglar. Bu bilesikler
0zdes kimyasal formiile sahip olduklar1 halde birbiriyle farkli kimyasal 6zelliklere
sahiptirler. Bunlara izomeridler veya (giinlimiizde kullanilan ifadeyle) “birbiriyle
izomerler” denir. Kimyacilar, verilen herhangi X ve Y atomu i¢in neden sadece ii¢
izomerin olustugunu hep merak etmislerdir. Bu konuda, molekiiliin i¢ yapisina bagh
olarak yiiriitiilen bazi varsayimlar vardir.'®

August Kekule’nin bu konudaki 6nerisi, bir diizgiin altigenin koselerine karbon
atomlarinin yerlestirilmesi seklinde bir diizenlemedir. Diger onerisi ise asagidaki gibi

bir sekizgenin koselerinin kullanilmasidir:

'8 PSlya, G., Tarjan, R.E. and Woods, D.R., Notes on Introductory Combinatorics, Boston-Basel-
Berlin 1983, 5.61-70
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Bu sekli degisik yollarla goziimiizde canlandirabiliriz. Goziimiizde
canlandirmanin birinci yolu; bir kiipiin alt1 yliziiniin merkezine yerlestirilmis alt1
kose seklinde diistinmek, diger bir yolu ise; iki kare piramidin, kare olan yiizlerinden
birbirine yapistirildig seklinde diistinmektir.

Uciincii olas1 fikir de Albert Ladenburg’a aittir. Onun Onerisi ise karbon

atomlarinin bir tiggen dik prizmanin koselerine yerlestirilmesidir. Bu prizmanin uzun

yiizii ile eskenar liggen olan diger yiizii birbirine diktir.

Bu fikirlerde ana prensip, her bir karbon atomunun digeriyle ayni role sahip
olabilmesidir, koseler herhangi bir sekilde (yolla) ayirt edilemezler.

Hangi modelin (eger varsa) dogru olduguna nasil karar vermeliyiz? X atomunu
() seklinde, Y atomunu (o) seklinde gosterecegiz. Bu durumda kag farkli goriiniis
(sekil) olusur? Her bir modelde karbon atomlart ayirt edici degildir (¢linkii karbon
atomlar1 altigenin kdselerine yerlestirildikten sonra 4 hidrojen atomu ve diger iki
hidrojen atomunun yerini tutan X ve Y atomlart yerlestiriliyor. Dolayisiyla,
yerlestirilen karbon atomlari birbiriyle ayn1 oldugu icin farkli goriiniiglere sebep olan
hidrojen, X ve Y atomlariin yerlestirilislerindeki farkliliktir). Bu yiizden X atomunu
yerlestirdigimiz yerin ayirici bir 6zelligi yoktur. O halde bu durumda, Y atomunun
ka¢ farkli yolla yerlestirilebilecegine bakalim (yani karbon atomlar1 altigenin
koselerine yerlestirildikten sonra X atomu herhangi bir koseye yerlestiriliyor ve

bundan sonra Y atomunun farkli yerlestirilme sayis1 ka¢ degisik goriintii olusacagini
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gosteriyor. Zaten aym Ozellikteki 4 hidrojen atomu da X ve Y atomu yerlestirildikten
sonra kalan 4 karbon atomunun lizerine yerlestiriliyor). Altigen seklindeki model i¢in

su ii¢ yol vardir:

JQacC

Y atomunun diger iki pozisyonu, (sadece seklin havada donmesi durumunda) ilk iki
sekildeki pozisyonla aynidir, sekizgen modelde ise Y atomu sadece iki yolla

yerlestirilebilir.

Bir koseden gecen eksen boyunca donme disinda diger ii¢ pozisyon da ilk
sekildekiyle 6zdestir.

Ugiincii modelde (iiggen dik prizmada), X atomu yer degistirmemek kaydiyla,
herhangi bir eksen etrafindaki donmeler ¥ atomunu bes farkli pozisyona gotiiriir. Bu

sekilde olusan bu bes durum da birbirinden farklidir.
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Burada sonug itibariyle son iki sekil, ilk iki seklin “ayna goriintiisii” diir. Yani son
ikisini aynada yansitirsak ilk ikisi gibi goriinlir. Burada su soru akla gelir: ayna
goriintiisii kimyasal olarak farkli olur mu? Bunun cevabi evettir. Iki kimyasal
birbirinin ayna goriintiisii ise kimyasal 6zellikleri birbirinden biraz farklidir.

Eger karbon atomlar: bir diizgiin sekizgene yerlestirilirse C,H,XY 'nin sadece

iki izomeri olusturabilir. Eger bir eskenar liggen dik prizmaya yerlestirilirse bes tane
izomer olusturabilir.

Gergekte, kimyacilara gore sadece ii¢ tane izomer bulunabilir, bu ylizden bu iki
model de yanlis olmalidir. Yani dogru olan altigen modelin kullanilmasi olur.

Daha 6nce diizgiin altigenin donme indeksinin nasil bulunacagini incelemistik.
Tiim donmelerinin sayis1 = 6x2=12 olur. Asagidaki tablo yardimiyla altigenin donme

indeksini bulacagiz.
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Donme ) . .
‘ Herhangi  Merkez Merkez Merkez  lkikenar  Iki kose
ekseni
Donme
- 0° +60° +120° 180° 180° 180°
derecesi

Radyan 0 . 21% N 21% 21% 2% 2%

cinsinden
Eksen
1 1 1 1 3 3
sayist
P x; + 2x,  + 2xi o+ x; +  3x]
¢ 12

6 2 3 2.2
_X +2x¢ +2x5 +4x; +3x7X;

12

3.1.1)

(1)’de x, yerine x' +y' +z' yazarsak (x : X atomu, y : Y atomu, z : kalan 4 tane H

atomu), bulacagimiz x yz* iin katsayisi, diizgiin altigende 1 tane X, 1 tane Y ve 4
tane Z atomunun bulundugu farkl diziliglerin sayisin1 verecek. (3.1.1)’deki kesrin

payt:

(x+y+z)6 +2(x6 +y° +26)+2(x3 +y° +z3)2 Jr4(x2 +y’ +Zz)3

+3(x+y+z) (x2 +y° +zz)2
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! !
olur. Burada (x+ y+ 2)6 ifadesinden gelenx yz*’iin katsayis1 = ﬁ = % =30

bulunur. 2()c6 +y° +26) teriminden ve bundan sonraki iki terimden de x yz* terimi

gelmez. Son terim olan 3(x+ y+z)2 (x2 +y° +2° )2 terimini agarsak:
3 (x2 +y7 + zz) (2xy+2yz+ 2xz) (x4 +ytrztH2x?yt +2x% 2 + 2y222)

elde ederiz. Buradan 3.2xyz*=6xyz* terimi gelir. Dolayisiyla (3.1.1) ifadesinden
4 . 30+6 . . . e
hareketle xyz" {in katsayis1 = T=3 bulunur ki bu da bize benzen bilesiginde

iki hidrojen atomunun yerine X ve Y gibi farkli iki atom koyuldugunda benzenin 3

tane izomerinin elde edilebilecegini gosterir.

3.2 ORGANIK BILESIKLERIN iZOMERLERININ
SAYISININ HESAPLANMASI VE PERMUTASYONLARIN BiR
GRUBU UZERINDE GENEL KOMBINATORIK PROBLEM"

1- ®,0°,d",... sekillerini verecegiz. Bu sekiller nesnelerin, bazis1 kirmizi

bazis1 mavi ve bazisi beyaz olan ti¢ tiirlinii igerecek. k tane kirmizi, 1 tane mavi ve m

tane beyaz nesne igeren sekillerin sayisini a,,, ile gdsterecegiz. Bu durumda;

zaklmxkylzm =f(x,y,z)

f(x,y,z)zfl,f(xz,yz,zz):fz,f(x3,y3,z3):f3,...

¥ BIGGS, N.L., LLOYD, E.K. and WILSON, R.J, Graf Theory 1736-1936, Clarenden Press, London.
s.70-71, (1986)
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yazacagiz.

2- Uzayda sabit p tane nokta ve bu noktalari yer degistiren h dereceli bir H

grubunu ele alacagiz. H H uzayindaki j, noktayr sabit birakan ve j,

Jij2dsedp
tanesini tersine yansitan permiitasyonlarin, derecesi 3 olan devrelerin, derecesi 4 olan
devrelerin, ..., sayisin1 versin (Omegin Hjoi2 1 noktay1 sabit birakan, 1 tane derecesi
3 olan, 2 tane derecesi 4 olan devre oldugunu gosterir). Bu permiitasyonlar

l JisJosees] pJ tipinde (indisleri iizerinden) adlandirilir (bkz. Pélya’nin Formiilii’niin
ispati s.42-43). Burada 1, +2j, +...+ pj, = p oldugu agiktir.

3- ®,0°,®7,... tane sekil arasindan p sekil secip bunlari p noktaya
yerlestirerek (®l,®2,...,(l) p) seklinde bir kiime siralanisi elde ederiz. Bu sekiller
tekrarlanabilir, yani aynm1 kiime i¢inde birka¢ noktada goriilebilir. Eger

D, =0, 0, =D, 0, =D ise (D,D,,..,0,)ve (@,0,..0) kimeleri

p

Ozdestir. Eger ®, = <I)i RONE (I)l2 N () = CDIP olacak sekilde # grubunun

ip i

S, =£l 2PJ (3.2.1)

iy

seklinde bir permiitasyonu varsa bu kiimeler mod H ‘de denk kiimedirler.
4- k tane kirmizi, 1 tane mavi ve m tane beyaz nesne igeren mod H ‘de birbirine
denk olmayan kiimelerin sayisii (4,, ) bulmaya calisiyoruz. Once su iireteg

fonksiyonu bulacagiz:

zAklmxkylZm = F(x,y,z)
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5 0, =0,,0,=0,,.,0, =0, i (©,0,.,0, ) kimesi (32.1)

P i
permiitasyonunu igerir diyoruz. S,’yi igeren ve k tane kirmizi, 1 tane mavi ve m tane
beyaz nesne igeren kiimelerin sayis1 4,,, (S,) olsun. Eger Si,[jl, Jaseeor] pJ tipinde

ise kolayca gortliir ki;

zAklm (Si)xkylzm = fljl 2j2 "'fpjp 3.2.2)

ifadesi tam olarak Euler’in klasik metodudur.

6- Sabit bir C kiimesinin igerdigi H ’nin permiitasyonlari, g dereceli G alt

grubunu olusturur. Birbirinden farkli ve C’ye denk olan kiimelerin sayis1 h “dir ve
g

bu kiimelerin her biri derecesi g olan birer alt grup igerir. Bu h tane kiimenin her

biri ayn1 sayida k, I, m tane kirmizi, mavi ve beyaz nesne igerir ve her biri

Aklm (Sl)+Aklm (S2)+"'+Aklm (Sh)

toplaminda g cinsinden hesaplanir. Béylece bu toplamda (mod #H ’de) C’ye denk

kiimeler ailesi gﬁ = h kez sayilmis olur. Yani;

Aklm (Sl )+ Aklm (SZ )+ et Aklm (Sh ) = hAklm (323)
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ifadesini elde ederiz. (3.2.2) ve (3.2.3)’ten,

1 S ,
Floy,z)=o 2 H 0 S fE S (3.2.4)

toplamini [ | pJ indisleri iizerinden elde ederiz.

7- (3.2.4) formiilii simetri ¢alismalarinda c¢ok sayida kullanima sahiptir.
Ozellikle de izomerlerin sayisinin hesaplanmasinda kullanilmaktadir. Burada tek bir

ornek ele alacagiz. Sekiller, n=0 dahil C,H radikalleridir. Nesneler C

2n+l

atomlaridir (tek tiir nesne vardir) ve a,, C,H,,,,OH izomerik alkollerinin sayisidir

2n+1

(steroizomerler gz Oniine alinmamistir). Boylece;
F)=T+x+x> +2x° +4x* +8x” +17x° +...

ifadesini elde ederiz.
Diizgiin altigenin koselerini (p =6 nokta) ve altigenin /4 =12 rotasyonunun

bir grubunu A olarak aldik. Altigenin donme indeksi (bkz. s.54):

Slrevanieanisiearieag]

=1+ x+4x> +8x° +22x* +51x° +136x° +...

olur. Bu ifadenin a¢iliminda x"’nin katsayis1 benzenin tlirev izomerlerinin

(C H 6+2n) say1sidir.

6+n
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SONUC VE ONERILER

Bu caligmada, verilen farkli geometrik sekillerin kdse, kenar ve yiizeylerinin
miimkiin tiim simetrilerini de ele alarak ve farkli sayida renk kullanarak kag¢ degisik
sekilde boyanabilecegi Burnside Teoremi ve Polya’nin Sayma Formiilii yardimriyla
hesaplanmis ve bunun diger geometrik sekillere, renk sayisina ve seklin yapisina
gore nasil uygulanacag agiklanmistir.

Ele alinan 6rneklerde seklin, s6z konusu renk sayisiyla birbirine denk olmayan
farkli boyamalarinin sayisi1 incelenmis ve formiilsel ifadesi verilmistir. Sonug
itibariyle elde edilen pattern envanterlerin bir generating fonksiyon olmasindan
dolay1 konuya generating fonksiyonlarla ilgili bilgi verilerek baslanmistir.

Sonucta elde edilen pattern envanterdeki terimlerin kuvvetleri, hangi renkten
kag tane kullanildigini ve katsayilar1 da renk cinsine ve sayisina bagli olarak kag tane
boyamanin olabilecegini gostermektedir.

Son boliimde ele alinan, kimyadaki uygulamalar kisminda benzenin izomer
sayisi bulunurken neden diizgiin altigenin kullanildigi ispatlanabilir ve kimyaya
uygulanigi hakkinda yazilmis diger makaleler ele alinip konu ile ilgili daha fazla bilgi

edinilebilir.
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