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BOLUM 1
Girig

q— Analiz, en az dortyiiz yilbk taribi olan, soyut ve uygulamal matematifin birgok alan ile
iligkili genig bir konudur. g— Analiz ’in temeli Euler’e kadar dayanmaktadir. g- Analiz
matematifin yavas gelismis fakat giizel ve heyecanh bir bolumidiir. Uzerinde gahgmig
oldugumuz kitabm adi "Quantum Calculus" dur. Fakat fizikteki quantum ile aralarinda
dogrudan dogruya bir iligki yoktur. Bu yiizden kitabin adim g— Analiz olarak tiirkgeye
gevirdik. Simdi g— Analiz hakkinda kisaca bilgi verelim.
Agagidaki ifadeyi ele alahm.
f(z) - f (o)

- 11
Eger z, zp a yaklagirken (z — zp) limit varsa, bu ifade f(z) fonksiyonunun z = zg nok-
tasindaki % tiirevinin tanim olacaktir. Yukandaki ifadede z = gzp veya z = zg+ h alimir
(g # 1 ve sabit bir say1, h # 0 ve sabit bir say1) ve limit alinmazsa g— analizin biiytleyici

diinyasina girig yapms oluruz. Buna gbre z = gz alinirsa,

D,f (z) = 1 (gz0) — £ (o) (1.2)

gTp — Zp
elde edilir. Bu ifadeye f(x) in q- tiirevi veya f(z) in ttirevinin g~ benzeri denir. Benzer
sekilde £ = zg + h ahnirsa,

qu($)= f(z0+h}2'_f($0)

elde edilir. Bu ifadeye de f(z) in h- tiirevi veya f () in tiirevinin h— benzeri denir. Dikkat
edecek olursak,
: s _a _ 4
lim D,f (2) = Jim Duf (2) = 2 = f'(2)
olacaktir. Bu tezde q- analiz iizerinde incelemeler yapilmgtir. Ik boliimlerde q— analize
giris yapilmigtir. Burada q- tiirev, g— diferansiyel, g— Taylor formiilii,g— binom formiili ve



uygulamalarina yer verilmigtir. Daha sonraki bdlitmlerde ise, g— trigonometrik fonksiyon-
lar, g— exponansiye] fonksiyonlar ve matematikte gok dnemli bir yere sahip olan Ramanujan
carpim formtili ile Jacobi carpim formiilii incelenmigtir. fleriki bsliimlerde ise "g— analizde
integral" hakkinda bilgi verilmis ve gamma ve beta fonksiyonlarminin g— benzerleri ince-
lenmigtir. Son bbdliim ise "Quantum Calculus™ kitabindan olmayip, Victor Kac ile Alberto
De Sole’nin "On integral representations of g— gamma and q— beta functions" adli or-
jinal makalesinden alinmigtir. Bu tezde g— analizi incelerken, bilinen analizin geleneksel
cizgisi boyunca ilerleyecek ve sayilar teorisinden ve matematikteki Snemli notasyonlardan
ve matematigin diger dallarindan (kompleks analiz,reel analiz lineer cebir,cebir,vb.) yarar-

lanacagiz.



BOLUM 2

qg—Tiirev ve h—Tiirev

Tanim 1 Herhangi bir keyfi f (z) fonksiyonunu gbz dnine alahm.

dof (z) = f (gz) - f (=) (2.1)
ifadesine q— tirev denir.
dpf (z) = f (z+h) — f(z) (2.2)
ifadesine h— tirev denir.
Ornek 2 f (z) = = fonksiyonu igin dyf (z) ve dyf (z) dejerlerini bulalsm.
def(z) = gz—z=2(q~1)
dpnf(z) = z+h—z=h

olarak bulunur.
2.1 Iki Fonksiyonun Carpwminan q — Diferansiyeli
f (z) ve g (z) herhangi iki fonksiyon olmak tizere,

dy(f (2) -9 (2))

f(gz).9(qz) - f (z) g (z)
= f(g2).9(g7) - f (2).9(z) — f (gz).9(z) + f (g2) .9 ()
= f(gz).(9(gz) — g (2)) + g (=) (f (gz) — f (z))

Sonug olarak,

do(f (2) -9 (2)) = f (g2) -dgg (z) + g (z) .d, f (z) (2.3)

2.2 Iki Fonksiyonun Carpvminin h — Diferansiyeli

A (f(2)9(=)) = f(z+h).g(z+h)-f(z).g(z)
= f(z+h).g(z+h) - f(z)g(z)+f(z+h).g(z) - f(z+h).g(z)

= flz+h)(gz+h)-g(=) +9(@@)(f(z+h)-f(=z))

3



Sonug olarak,
dn (f(z) 9(=)) = f (z + h) .dng () + g (2) .dnf () (24)

Simdi de g— diferansiyel ve h— diferansiyel yardimiyla g— tiirev ve h— tiirevi tamimlayalim.

Tanim 3
qf (-'5) flgz)~ 1 (=)
Dyf @) = = (25)
f(z) ’in g- tirevi
dnf(z) _ f(h+2)—f(2)
= == 2-
Dufle) = =5 h (26)
f(z) ’in h- tirevi olarak tansmlaner.
Ornek 4 § (z) = 2™, n € Z* fonksiyonunun g- tirevini ve h- tirevini bulunuz.
_(gm)"—(") _2"(¢"-1) q"-1 .,
Dof (=) = @w—xz  =z(g-1)  g-1~
Dy f (z) = EHA7=2" zuﬂ%’:i; VT el gn(n— 1) 2" 2.+ A
Tamm 5 n € Zt olmak dzere [n] = gq_;ll ifadesine n’nin q— benzeri denir. Ayrica,
-1 3 n—1

seklinde de ifade edilebilir.

Bu tamma gore yukandaki 6rnege geri dénersek,

xn—l — [n] xn—l

olacaktir. Bu ifade 2™ nin siradan tiirev haline benzemektedir. Eger g — 1 icin esitligin her
iki tarafinin limiti alnirsa,

lim D,z" = lim [n} 2™ = n.z""?
g—1 g—1

olacaktir. Ciinkil, ‘
lim [n] = lim (1+¢+¢*+...+¢" %) =n

g—1
olacaktir. Yani [n] q— analizde, siradan analizdeki n pozitif tamsayis: ile aym roli oyna-
maktadir,



Tanmn 6

olarak tanwmlaner.

2.8 Iki Fonksiyonun Carpiminin ve Boliimiiniin q— Tiirevi

f (z) ve g(z) herhangi iki fonksiyon olmak tizere, (2.5) ifadesinden yararlanarak agagidaki

g tiirevi elde ederiz.

dy (f(z) g(z)) _ flgz)deg(z) + 9 () d,f (x)

Dy(f @) ~ WD s
£l B 1) D)
Dy(f (2)9 (=) = £ (ax) Dgg (=) + 0 (&) Dy (=) 28)

simetriden dolayi,

Dy (f (2) 9 (z)) = g (qz) D, f (z) + £ (z) Dog (x) (2.9)

elde edilir. Simdi de iki fonksiyoﬁnun boliimiiniin g tiirevinin nasil tanimlandigim gostere-
lim.

f(=) = f(2)
f(=) _
g(z )g(z) = f(=)

Esitligin her iki tarafinin g— tiirevini alalm.

D, (920 53 = nuf @)

(2.8) den agafhdaki sonuca ulagirz.

g(qz)Dq(““”))+ 1@ b g (@) = Dof (2)

g(z)) g(=)*
(f (-T)) Dy f (z) - g(:c) Dyg (z)
(z) g(gz)
f(®)\ _ 9(z)Dyf (z) — f (z) Deg ()
(9 (z)) ) 9(z) g (gz) ) (2.10)



g~ Tiirevde genelde zincir kurah yoktur. Ancak u (z) = az? (e, Bsabit) olmak tizere f (u (z))
geklindeki fonksiyounlarin g— tiirevleri zincir kurah ile bulunabilir. Bunu gésterelim.

_ f (2P ~ f (azf)
s = (s o)) - L=
f (0zPgP) - f (azP) axzfqP
arPgf —azf  z(g-1)
F (¢Pu) — f (w) u(gz) — u(z)
Pu—u z(g—1)

Dy (f (u(2))) = (Dye) (u(2)) Dyu (=) (211)

elde edilir. Bagka bir degisle u (z) = 22 + z veya u(z) = sinz gibi fonksiyonlarda, u(gz)
basit bir gekilde u’nun terimleri cinsinden ifade edilemez. Bu ytizden genel zincir kurah

burada uygulanamaz.

Ornek 7 f(z) = In(z) fonksiyonunun g- diferansiyelini, h— diferansiyelini ve D, f (), Dqg(z)
degerlering bulalsm

de(lnz) = Ingz—Inz=Ing
dy(lnz) Ingz—Inz  Ing
doz z(g—-1) =(g-1)

Dy(lnz) =

du(nz) = In(z+h)—Ing=In2""

xz
drplnz _ 1n(a:+h)—1n:z:

Dy, (In )

drpz h
Ing 1
D,(In 29 _ymiol_ gngy
hm ( 2:) g—1 .'B(q 1) hfl iz (111 $)
1
hm Dh(ln z) = ln(:z: + };L) —Inz h.->o ""{’" = % = (lnz)

Ornek 8 f(z) = 22 fonksiyonunun dyf (z) ,dnf (z) ,Dgf(z) ,Dnf(z) degerlerini bulunuz.

df(z) = ¢2* -2 =3P -1)

z 20,2
Dyf(e) = HE_ZLD oy

ImD,f(s) = 2= (z?)




dnf(z)
Dy f(z)

Jim Dy, f (=)

(x+ h)? — 2% = K% 4 2zh

duf(z) _ K +2zh

drz
2z = (z?)'

h

=h42z



BOLUM 3
Polinomlar icin Genel Taylor Formiilii

Teorem 1 a herhangi bir say: ve D de polinomlar uzeymda lineer bir operatdr olsun.
(Po(z),P1(z),...) de asafrdaki ¢ kogulu seglayan polinomlar dizisi olsun.

1 Pa)=1veP,(a)=0n>1
2 derP,(z)=n
3 dP,(z)=P,1(z) Vn>1licnveD(1)=0

Derecesi N olan herhangi bir f (z) polinomu igin genel Taylor formiilii agagidaki sekilde

tammlanir.
N

f(=) =) (D"f)(a) Pa(x) (3.1)

n=0
Ispat. V, derecesi N'den bilyiikk olmayan polinomlarin bir uzay: olsun. O halde
dimV = N + 1 olacaktir. (Py(z),Pi(z),...,Pn(z)) polinomlar: lineer bagimsizdirlar.
Cunktl herbir P;(z) 0 < 4 < N polinomlanmn derecesi farkhdir.(2.kosul) Buna gore
(Po(z),Pi(x),...,Pn(z)) polinomlar dizisi V polinomlar uzaymin bir baz olacaktir. Her-
hangi bir f(z) € V asafidaki gekilde ifade edilebilir.
N
fl@) =) crPi(z) (3.2)
k=0
Buradaki ¢; katsayilan tektir. Ctinkii f(z) fonksiyonu (P (z), Py () ..., Py (<)) bazlan
cinsinden tek tiirlii yazilabilir.

f@)=coPy (z)+erPi(z)+... +enPn(z)

T =g igin,

f(a)y=coBy(a)+c1P;(a) +...+ cyPy(a)



1

elde edilecektir ve teoremdeki 1.garttan dolay1 f (a) = ¢p olacaktir. Simdi de (3.2) esitliginin
her iki tarafina n defa D linner operatdriinil uygulayahm.

N
(D"f) () = ckPrn(2)

n=0

elde edilecektir. Bu esitlikte ¢ = a koyalim. 0 < n < N igin,

(D"f)(a) = caPy (@) + cnr1Pr(a) + ...+ coPryn(a) =c,

elde edilir. Buldufumuz bu ifadeyi (3.2) de yerine koyarsak,

@)= i (P*f) (@) Pi (=)

elde edilecektir. m

Ornek 2 D = £, P (2) = —(-m—"n—.“Ln olarak segersek yukaridaki teoremdeki ii¢ sart saflanacak-
tir. O halde bu degerleri( 3.1 )de yerine koyalm.

N
f@) = (D*f) (@) B ()
k=0
X d*f(a) (z—a)
f (ZL') = k=0 dZ’k k!

(@—a)

N
F@)=3 @
k=0

Boylece f(z) fonksiyonunun z = a noktasindaki genel Taylor formiling elde etmis oluy-
oruz. Dikkat edecek olusak, D = f; n. mertebeden polinomlar uzayimi (n — 1). mertabeden

polinomlar uzaywna resmeden lineer bir tasvirdir.



BOLUM 4

(z — a)” nin g— Benzeri ve q— Tiirevi

Bir onceki boliimdeki teoremdeki D lineer operatorit yerine D, lineer operatdriinti alalm.
{Py(z), P (z),...} polinomlar dizisi de yine bu teoremdeki tic sart1 saglasin. Egfer a = 0
olarak secersek, P, (z) = ﬁ'ﬁ olarak alabiliriz.. Ciinkii,

1-Py (0) =1 ve P, (0) =0 (Vn > 1) olacaktrr.

Po(@)=fp=1 Po(0)=1F(0) =g =0

2-derP, (z)=n
1
Dl= g:; =0

Eger a # 0 ve D = D, olarak segersek aceba P,(z) nasil olacaktir? Bu sorunun yamitim
bir 6nceki bslimdeki teoremi kullanarak bulalim.

P(x)=1 , DyPi(z)=F(z) , Pi(a)=0 olmahdir.

DyPi(z)=1 = 220 - AlL-AE

Pi(gz) - P (z)=2(g-1)

Pi(ag) - Pi(a)=ag—a

P (agq) = ag —a ve P; (a) = 0 olmalidir. O halde,
P(zy=z—a

olarak bulunacaktir. Simdi de P, (z) ’i bulmaya cahisalm.
DyPy (z) = P; (z) ve P2(a) =0 olmahdir.
DyP; (z) = BB=E) — 5 g
P2(gz) - P2 (2) = (z — a) 2 (g — 1)
P(ag) - Py(a)=0 =  P(ag) =0 olmahdir. P;(a) =0 ve P;(aq) = 0 olacafh
i¢in, Po(z) = (z — a) (z — ga) olacaktir. Bunu sinayahm.

10



DyPy(z) = &%—:—%—@ = z — a olmahdir. Buna gére,

D,Py(z) = (qa-a)(9-’5—:8:]{4;—“)(3—“‘1)
(s~ a)la(gz — o) ~ (=  ag)]
z(g—1)

(z— a) (¢*z — ga — = + qa)

z(g—1)

(z—a) (¢’z - 7)
z(g-1)

(z—-a)z(® - 1)
z(g—-1)

¢-1

g-—-1

= (z-a)[2

= (z-—a)

Oysa Dy P; (z) = (z — a) olmahydi. O halde esitligi saglamak icin,

By(a) = E2)Ea0) “)[2(]“”.' s

olmahdir. Simdi de P; (z)’i bulahm. D,P; (z) = P;(z), P; (a) = 0 olmahdir.

DyP3(z) = dquiz) B (;1:21-_ 1:;: (z) _ (=~ a)[ é;c - ga)
Py(g)-Pr(r) = 2= _[2(fa)$(q —1)
Py(ag)—P3(a) = 0 = P3(ag)=0

Ps (gz) — Py (z) = = (¢—1) (Z[—z‘] a) (z — qa)
denkleminde = = ga ahrsak,

P3(¢%a) — P3(ga)=0 = P; (a) =0

olacaktir. P3 (a) =0, Ps (ag) = 0, P3 (aq?) = 0 olacagiindan dolay1 P; (z) = (z — a) (z — ga) (z~¢
olacaktir. Bunu smayahm.

DyPy () = 22 (52111? =- s a)[z(],,. —99)

11



olmalidir. Buna gbre,
| (qa:—a)(qz—qa,)(qx—qza)—(z—a)(z—qa)(z—qza)

D,P; ()

z(g—1)

_ (gz—a)g(z—a)g(z—ga) — (z—a) (z — qa) (z — ¢°a)
B z(g—1)
_ (=) (z-qo)[(gz—a) ¢~ (z— ¢°a)]

z(g—1)
_ (z—a)(z—qga) (P2~ ag® —z+¢%a)
a z(g—1)
_ (@-a)(@—qa)z(d®-1)

z(g—1)

= (z—a)(z—qa) f:ll

= (z—a)(z—qa)[3]

Oysa D P (z) = (w_-e}%ml olmaliydi. O halde esitligi saflamak icin,
(z—a)(z — ga) (a: - qza,)

S 4 ElE)
olacaktir.
' ' P(zy=z-a
- )
_ (z—a)(x—qga) (z — ¢?a)
Ly EE)

oldugundan P, (z) polinomunu a # 0 i¢in asagidaki gekilde ifade edebiliriz.

(@—0)(z—go) (z—a)...(z—¢" )

)= ol

Tanim 1 n! in g- benzeri asafudaki gekilde tansmlanmagter.

1 n=_0
[n]t=
) [n—1]...[11] n=1,2,3,...
Tanmm 2 (z — a)" polinomunun g— benzeri agafrdaki gekilde tansmlanmagter.
1 n=>0
(o=l =
’ (z—a)(z-qa).. (z—q"'a) n>1

12
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(")nern_:e 3 n>1igin

Dy (z —a); = [n](z -~ a)g_1 (4.3)
dir.

Ispat. Bu Snermenin 1spatim tiime varim yéntemi ile yapacagz.
n =1 icin,
_gr—g—z+a

Dq(x—a)q=Dq($—a)——W=1=[1]($-a)2

olacag icin 6nerme n = 1 i¢in dogrudur. Varsayahm ki, (4.3) ifadesi baz1 k degerleri icin
dogru olsun. (4.3) tin k+1 degeri igin de dogru oldugunu gosterelim. (2.9) dan yararlanarak,

(z — a,)f;"'1 =(z—a)(z—qa).. (:c - q"‘la) (:1: - qka) =(z— a)'; (:z: - qka)
Dy (z — a)f;"'1 = D, ((z - a)'; (:c - qka))
= (z-— a)l,; Dy (:c - qka) + (q:c - qka) Dy (z— a)';

= (z—a) ((qz —d'a) ~ (z=¢%) ) +q (-'c - q"‘la) [K] (z - a)s™*

z(g—1)
= (z-—- a)’; (qz = ik((;:i;_ q"a) b (z _ qk-la) K] (z — a)§—1
= (&-a) (————z 8: 3) +q(z—¢a) [k (e — 0)i~?

= - +q(s-d) H (- a) @~ g0) ... (2~ ¢~%a)
= @-of+alkl(z—a
= (z—a)f (1+qlk)

= (z—a)’;[k-l'l]
elde edilir. Boylece 1spat tamamlanmrg olmaktadir. m

4-1 (z—a); Polinomunun Ozelliklers
Genelde (z — a);"'”” # (z — a)y (z — )7 dir.
Onerme 4

(z—~a)7™ = (z~a)] (z— g™a)} m,n >0 (4.4)

13



ispat.

(z— a);”"'” = (z—a)(z—qa)(z—¢%a)...(z—g""a) (z— ¢"a)...(z — g™ " 1a)
= (z-0a)(z—qa).. (- g™ ")) ((z — g"a) (z — g(g™a)). .. (z — " (¢™a)))
= (z-a)] (z—gma)]

u

(4.4) egitlifinde m = —n olarak ahrsak asagdaki ifadeyi elde ederiz.

1

MR e

(4.5)
Onerme 5 Herhangi iki tam says olan m ve n igin agafrdaks esitlik dogrudur.
(z-a)]"" = (z~a)] (z— ¢™a);

Ispat. 1- m = —m’ < 0 ve n > 0 igin egitligin dogru oldugunu gosterelim.

(z-a)f @-g"a)} = (z—a);™ (z-ga)

’ n
(z-a)
i g

(€ —g™a);

q

—m! ! m! [~ n—m'
(o) (z=am (=),

’
_ (x—q"’"’n)m' n2m
B (z—-q‘""a)nq
’ £ mf—n n < m’
(z~g=™a)(z—g"(g~™ a))7
n—m'
_ (z —a)g n>m
- !
m=(m—a)gm n<m
__ n—m’'
= (z — a),
= (:I) _ a);L+m

2-m >0 ve n=—n' <0 igin esitlifin dofru oldugunu gosterelim.

(z - a)g (z - q"a)g

I

(z—a)] (z -~ q"a);™
(z o)y’

(z— g™ a),
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n' ’
(z—q’"'"’ a.) . (z—a)7 ™"

m>n'
m
i) — m<n
() ey
(z— a);"—”' m>n
- — 1 —(z-a)™" m<n'
z—g™ g o —m ?
( )S'n-—n' )q
=(z—a
q
= (z — a);"’""

3 m=-m'<0ven=—n'<0 icin Snermedeki egitlifin dogru oldufunu gésterelim.

’ - —n'
(e-af @—g"a); = @-a);" (s-aa)
_ 1
(z—g ™a)y (2 —g™ (g ™)),
r 1
(z =g (g™ )7 (& - g™ a)]
1 !
= (x ~ q—ml—n’a);n,"-n, = ($ - (l)q
= (z- a);n"'n

(z ~ @)? nin bir baska ozellii ise,
(a—=)7 # (1) (z—a)]
olmasidir. Bunun yerine n > 1 igin;
(@—-z)y = (a—2)(a~—gz)(a—qc)...(a—q¢" ')
= (a—2)g(g7la—-z) (¢ %a~=)..¢4"" (ag ™" - 2)

= ¢ U2 (g —q)(z~ g7 'a) (z—q%a) ... (z — ¢"""a) (-1)"

— {1\ n(n—1)/2 s C n
= (-1)"¢" (z-q""a),

4.2 Baz Ozel Polinomlarn g— Tiirevler:

1.

. 1 A" — [— —gra) "
D"(@—a);‘)=D"(<x-q—n<qna»;‘)=D‘-'(1'“)q == g
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= D, ((_l)n qn('n.—l)/2 (_,c _ ql—n a):)

(_l)n q(n—l)n/2 [n] (.’B _ ql-—nal)""1

-1 (_1)11—1 [n] qn—lq(n~l)(n—2)/2 (:B _ q—n+2 (q-‘.1a))n—1

q

q

- [n] qn—l (_l)n—-l q(n-—l)(n—-2)/2 (x _ q—n+2 (q_1a))z—1

- [n] qn—l (a,q—l _ z):—l

~[n](a —gz)q

____)=

n—1

(a —z)g Dyl ~ 1D, (a —z)7
(a ~gz)7 (a—z)y
—Dq (a - z)7
CErmarEr
[n) (a — gz); ™"
(a —gz)g (@ —z)g
[n](a —gz) (a — ¢°x) ... (a — ¢"%qz)

T ez (a—gz) (@ —¢?)... (a— ¢ Lgz)

[2]

BRCEDACEr D)

[]

B CEDACET &)

[n]

(a—=z)

n+l
q

16



BOLUM 5
Polinomlar i¢in g~ Taylor Formiilii

Bir onceki bsliimde P, (z) = (—xﬁ,ﬁ polinomunun D, lineer Speratérii ile tigiincti boliimdeki
teoremdeki ti¢ sart: sagladifim gostermistik. Simdi yine bu teoreme gore Taylor formiiliiniin
g-benzerini tanimlayalim.

Tamim 1 Mertebesi N olan herhangi bir f (z) polinomu ve ¢ herhangi bir saye olmak tzere,
g— Taylor gdsterilisi asofndaki gibidir.
N C)J
I (z) =5 Z (Djf) (C) [‘7] (5.1)
3=0

Ornek 2 f (z) = =™ fonksiyonunun ¢ = 1 igin g- Taylor gésterilimini bulunuz.
1)J
/(@)= Z (pin L=
D,f (z) = [n)z™ !

Dif (z) = [n][n - 1] z"~2
Djf (z)=[n)[n—1]...[n—j + 1)z

Dif)=lr-1..[n—j+ 1] olacaktir. O halde buna gére f (z) in z = 1 noktas
civarindaki q— Taylor formiilil asaphdaki gibi olacaktir. )

f(z)=Z[n][n—1]....[n—j+1] (x—1)3}=2n: n (:1:—-1);

]
=0 it =0 | j

Tamim 3

ifadesine g— binom katsaiyns: denir.

17



n [n]! =[n][n—1]...[n—j+1][n—j][n—j—1]...[1]
;| = meam m—dlin—7 -1 1G]

n—1]...ln—3+1] _ n
il .y

n
Dikkat edecek olursak ¢ — 1 ic¢in limit alindiginda ifadesi bilinen binom kat-

n

n )
sayismna egit olacaktir. Aynca ¢ — 1 icin limit alindiginda Y, (z —1)] ifadesi
=N

n [ n X
> (z — 1) haline déniigiir ki bu bildigimiz binom formiiliidiir.
=1

18



BOLUM 6

Gauss Binom Formiilii

Bu béliimde g~ binom katsayilarin igeren iki binom formiilit hakikinda bilgi verecegiz. Simdi
bir snceki boliimde verilen érnege benzer agagidaki srnegi ele alahm.

Ornek 1 n,, negatif olmayan bir tam says ve a herhangi bir say olsun. f (z) = (= + a)g

nin £ = 0 civarmdaki ¢— Taylor formiiliing bulalym.,

f@) =3 (0if) (0 E=h

2 Al

J < nigin,

Dyf () = [n) (= + @)~
D (z) = [n) [n — 1] (2 + )2

Dgf(:::): [nlln—1)[n-2]...[n—j+1] (:z:+a);"‘j
(Dif) @ =t ln-Un-2... [0~ 5+ 1] (@)~
(z+a)] =(z+0a)(z+ga)...z+ g™ (a)p 7
z=0Iise,

ag = aga...q" la= amqm(ml)/?

olacaktir. Buna gore,
(Dif) (0) =In][n—1[n—2]...[n— j + 1] a™ T gn—Dn—i-1)/2

elde edilecektir. Sonug olerak f(z) = (¢ +a)7 nin g- Taylor formiilt asagidaki gibi ola-
caktir.

oy = ozl

= ‘[n =3+ 1 i) nmi= /23 g (6.1)
=0 '

n ; ; ..
(SU + a)Z = Z ’ . q(”"J)(n—J—l)/Zan—gz]
= J
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!

Yukandaki formiilde j yerine n — j koyalim. g— Binom katsayilanmn tammindan yararla-
narak,

n _ [,—41 n
= A

j [n— 51t 4] n—j
elde edilecektir. Buna gore (6.1) ifadesi asafidaki gibi olacaktir.

n

(z+a); = Z gYUD/2gi g3 (6.2)
=0 | J

Bu formiile Gauss Binom Formiilii ad: verilir.

Teorem 2 Binom formiilii ancek yz = qry (g, ve y ile komitatif bir say) oldugu zaman

komiitatiftir.
n

(+y)" =) n y* Izl (6.3)
=0 | j

Ispat. Ispat: tiime varim ybntemi ile yapalm. (6.3) ifadesinin n = 1 icin dogru oldugu

agiktir.
1 1
(z+y)= y+ T=y+z
0 1
y*z = yFlyz = yFlgzy = qyF oy = gt Pyry = v gz = ... = ¢Fxyt

elde edilecektir. (6.3) ifadesinin n = n icin dogru oldugunu kabul edip, ifadenin (n+ 1) iin
de dogru oldugunu gésterelim.

E+y)™ = @+y)(z+y)

2ln ) ,
> 2y" 7 | (z+y)

J

J

=0
L IS O L I Y
J =01 j

W,
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n I n . . ) hid n ) iy
S M B ES 3 A E
nt1 [ n o i 2 {n _
= z pi gritlyn—i+1 +Z piynitl
=1 | ji—1 i=0 | j
n n hid n )
- $n+1+ y'n+1+z 4+ qn—j+1 xj,yn—j+1
n+l1—-1 0 j=1 7 j-1
1, ot n n n—j+l | G, n—j+1
= " +y +Z + g I | 2y
=1 J ji—1
7 .
= gy 3 n+1 piyn=itl
i=1 J
n
_ n+l ghqmi+l
J=0 J

elde edilecektir. Bbylece 1spat tamamlanmsg olacaktir. Bu ispatta bir sonraki bsliimde
gorecefimiz g- Pascal kuralimi kullandik.

Burada n yerine n + 1 koyarsak,

n+1 n n
J j—1 J

elde edilecektir. m
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BOLUM 7

g-Binom Katsayilarimin Ozellikleri

Bir 6nceki boliimde g- binom katsayilarinin baz zelliklerini incelemistik. Eger ¢ — 1
icin g— binom katsayilarinin limitini alirsak, bilinen binom katsayilarim elde ederiz. q— Bi-
nom katsayilar, bilinen binom katsayilan ile agagidaki sekilde gosterildigi gibi bir benzerlik

gosterir.
N D O L
j RGO n~j
Bilinen binom katsayilari
n _ [n]! _ n
j _[”_j]![.j]!— n—j

g Binom katsayilan oldugunu biliyoruz. Aceba bunsa benzer bagka benzerlikler var m?

n n-—1 n—1
= + 1<j<n-1

J i-1 J
oldugunu biliyoruz. Buna Pascal kurah denir.

Onerme 1 ki g- Pascal kural asafidaki sekilde tansmlanmigtr. 1 < j <n—1 icin;

n n—1 -

= +¢ (7.1)
J i-1 J
n s n—1 n—1

=q"7 + (7.2)
J ji—-1 J

Ispat. 1 < j <n—~1 olmak {izere;
[l = l+g+@+...+¢"
= l4+g+@+...+d +d 4+ 4!
Q+g+@+.. +d ) +F Q+g+@+...+¢"7)

bl +¢ [n-J]

I

Il
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elde edilir. (7.2) ifadesi ise agagidaki gekilde elde edilecektir.

- -
n _ 7 _ n—1 +q““j
g n—7 n—7—1 n—j
n—1 , —1
= +qn—‘7
J j-1
L o

Onerme 2 Herbir g binom katsayss, q nun derecesi j (n — j) olan bir polinomudur. Ayns

zamanda polinomun bagkatsays: 1 dir.

Ispat. Negatif olmayan herhangi bir n tamsays: igin;

= =1
0 n
olacag i¢in bu dercesi sifir olan sabit bir polinomdur.
nl b=+ =g -1)
; [n—J) n—slln-3-1]... [ -1...[1]]
_ plln—-1]n—-2]...[n—7+1]
bl —1]...[1]
=1 g»3-1 gr—itli)
— g—1 ¢g-1 "°° g—-1
gi=1gi—1-1 -1
g—1 ¢g~1 °""°g-1
n _ (qn _ 1) (qn—l _ 1) . (q’n'—j+1 _ 1)
; @-D@ 1 -1..@- 1)

(7.3)

Dikkat edecek olursak (7.3) esitlgindeki pay ve payda, katsayilari 1 olan ¢ nun bir poli-

nomudur. Bu iki polinomun b&ltimii de bir polinom olacaktir. Bu polinomun derecesi ise

paymn derecesinin, paydamn derecesinden fark olacaktir. Yani,

(n+(n-—1)+(n—2)+...+(n—-j+1))—(j+(j—1)+(j—2)+...+1)=_7‘(n—j)

elde edilecektir. O halde bir g binom katsayisi, ¢ nun mertebesi j (n — 5) olan bir polinomu

seklinde ifade edilebilir. B8ylece ispat tamamlanmyg olacaktir. m
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Simdi de q— Binom katsayilarimin bagka bir 6zelliginden bahsedelim. Yukanda
J
g~ binom katsayisinin mertebesi j (n — 7) olan ¢ nun bir polinomu oldugunu gostermistik.
Yani, |
(i) _ (@ =D (@ 1) (@ - 1)
(@ -1D(@1-1)..(¢g-1)

olmahdir. Bu egitlikte g yerine % koyup, ¢(»=9) ile her iki tarafi carpalim

1 ' ‘ 1 _ (qn — 1) (qn-—l —- 1) . (qn—j+1 —_ 1) 1
G 1 DG T T (@ D@ =1 (g-1) g

(-1 (1-1)..(¢" 7+ -1)
(¢ -D(g¢1-1)..(¢g-1)

a0+alq-l—Q292 +---+aj(n~j)—1qj (n_j)—l'i'aj(n—j)qj

1 1
.a0+a,1E—i—a,zai-l-...—l-aj(n_j)_l

a0 + a1 D 4 4y 19+ Ay =

Goruldiigii gibi esitlifin sag tarafi defigmeyecektir.

@ = Gj(n-j)
1 = Gjn-j)-1
@z = Gjn—j)-2

n
Bunu genellersek, a; = a;(,_j)—; olacaktir.Bu da bize polinomunun katsayilarimin

simetrik oldugunu gosterir.

Teorem 3 A, = {1,2,3,...,n} ve Anj, An 'nin j elemanl tim alt kimelerinin bir kollek-

siyonu olsun. Buna gére 0 < j < n igin;

n er s
= 3 eI , W)=Y s (7.4)
j S€AR,; ses

Ispat. Bu teoremi n tizerinde ttime varm yontemi ile ispatlayacagiz.Oncelikle n = 1,
j = 0,1 icin teoremin dogru oldufunu gosterelim. j = 0 igin 410 = {¢}, W((¢)) =0
olacaktir.Bu durumda (7.4) iin sag ve sol tarafi asafida gosterildigi gibi birbirlerine esit
olacaklardir.

' =1=) ¢"=>1=1

0



n=17=1 i¢in Ay = {{1}} , W({1}) = 1 olacaktir. Bu durumda da yine (7.4) tin
sa ve sol tarafi asagada gosterildigi gibi birbirlerine egit olacaklardur.

1 =1=Zq1—%=1
1

Varsayahmli, (7.4) ifadesi 1 <n < m—1,m > 2 icin dofiru olsun ve m = n olarak segelim.
j=0icin Amp = {{#}} olacak ve (7.4) ifadesi yine saglanacaktir.j > 1i¢in Am; =BUB’
byleli B = {§ € Am; m¢ S}, B' = {§ € Am; me S} olacak gekilde tammlayabiliriz.
B deki tiim kiimeler A,,—1 nin j elemanh tiim alt kiimeleridir.B’ deki her kiime ise Ap—1
in (7 — 1) elemanl alt ktimeleridir.Buna gore (7.4) ifadesi,

B [Ca2)) ~ 3y —iUF
Z qW(S) = ZqW(S) 2 ZQW(S) 2

S€Am,; SeB SeB!
—dlit) —dUtn
= Z qW(S) 7 + Z q(W(S')-Fm) 3
S€Am—1,5 S€EAm—1,5-1
j(3+1 _HE+y) o .
r z qW(S)-zlg—l + Z g7 151 g™
SGAm_],,j SGAm_l‘j-;[
m-—1 .l m=1
= J,— qm J
B j-1
m
J

Tiime varimdan 1 < n < m,m > 2 i¢in (7.4) ifadesini dogru kabul etmistik. Ayrica g—
Pascal kurahndan dolayr da son egitlik elde edilmigtir.O halde (7.4) ifadesi j tizerindeki
tlime varimdan dolay: 0 < § < m igin dogrudur. Sonug olarak n iizerindeki tlime varimdan

dolayi da 0 < j < n icin teorem dogru olacaktir. m
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BOLUM 8

g—Binom Katsayilar ve Sonlu Cisimler

Bu bsliimde g— binom katsayilarmin degerlerinin ne anlama geldifini agklayacagiz. Konu-
muza gecmeden dnce,lineer cebirin bazi temel kavramlar: hakkinda biraz bilgi verelim.

V, F cismi lizerinde tanimlanmis bir vektdr uzay: olsun. V' vektér uzayinm elemanlan
vektdrlerdir. V' bir vektér uzayr, W da V nin bogtan farkl: bir alt kiimesi olsun. W nun V

nin bir alt uzay:i olmas: igin;
1. 0ew
2. Vu,ve Wiu+veWw
3. VueWkeWign kue W

V, F cismi lizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzay1 olsun. Yani V' vektor uzayi, F cismi
tizerinde elemanlan sonlu olan bir kiime tarafindan span edilsin. Eger (vy, v2,...v) V vektor
uzayim gerer ve F cismi tizerinde lineer bagimsiz iseler bu vektorlere V vektor uzayimn bir
bazi denir. V' vektdr uzaymin boyutu ise baz vektorlerinin sayisidir. Sifir boyutlu alt uzay
bir tanedir ve {0} olarak gtsterilmektedir.Bir boyutlu alt uzay sifirdan fakh bir vektor
tarafindan span edilir ve (av/v # 0,a € F) geklinde tamimlamr. Iki boyutlu bir alt uzay
ise iki tane lineer bafiimsiz vektér tarafindan span edilir ve (av + bug /vy v2 # 0,a,6 € F)
sekilde tamimlanir. Benzer gekilde n boyutlu bir vektor uzayida tammlanabilir.

Fg mertebesi | Fy |= g (g asel bir saymn kuvveti) olan bir cisim olsun. F* de F, cismi
tizerinde tanimh bir vektsr uzay: olsun. dimFg = n olacaktir. Dolayisiyla F7 vektor uzay
agafidaki sekilde tammlanan n-li vektoérlerden olugacaktir.

(a1,02...a,) € Fy

Burada VYa; € Fy ve | Fy |= ¢ oldugundan | F} |= g™ olacaktir. Yani F7 vektor uzay ¢
tane fakh n-lilerden olugmaktadir.
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Teorem 1 Eger F, mertebesi q olan bir cisim ise (q asal bir sayrnan kuvvets),

n
=n boyutly F' vekior uzaywnan j— boyutly olf uzaylarinin sayrs (8.1)

J

n
Ispat. V = F7, Fy cismi tizerinde tamimh bir vektdr uzay olsun. j = 0 igin =
0

lﬁ%ﬁ =1ve n—l boyutlu bir V' vektdr uzayimn sadece bir tane sifir boyutlu bir alt uzay;
vardir. O da {0} dir. O halde j = 0 icin teorem dogrudur.3imdi de 7 > 1 i¢in teoremi
1spatlayalim.V vektdr uzayindan j— boyutlu bir alt uzay olugturabilmemiz igin, V' vek-
t6r uzayindan j tane lineer bagimsiz baz vektorleri segmeliyiz.Baz vektorlerimiz vy, v, ...v;
olsun.V vektr uzay: oldugundan D vektoriini igermektedir.Herbir baz elemamda sifirdan
farkh olmahdir. O halde v; baz vektérii V' vektér uzaymdan ,q" — 1 tane fakh sekilde
secilebilir.fkinci olarak ve vektdrii, v; tarafindan span edilen alt uzayin herhangi bir ele-
mam olmamahdir.Ciinkii v;ve v baz vektorleri lineer bagimsiz olmahdirlar. Bu yiizden v
yi ,v1 tarafindan span edilen alt uzaym bir elemam olarak alamayiz. v baz vektériinin
olusturdugu alt uzay Vi = (av1/v1 # 0,a € Fy) seklinde tamimlanacagindan v; tarafindan
span edilen alt uzayin g tane elernam olacaktir. O halde vo vektorii g — g tane farkh gekilde
secilecektir. Benzer gekilde geri kalan baz vektorleri de secilir.Buna gore n- boyutlu vektdr

uzay1 olan Fg* vektor uzayindan;

@ -1)("-q)...(¢"— ¢ ") (8:2)

tane fakh yoldan j tane lineer bagimsiz baz vektori segebiliriz. Fakat olugturdugumuz bu
J lilerden bazmlan aymi alt uzay: olugturacaklardwr. Ciinkil bir vektdr uzayr farkh bazlar
tarafindan olugturulabilir.Bu nedenle (8.2) ifadesini j— boyutlu bir alt uzayn kac farkh baz
tarafindan span edilebilecefi sayisina bolmeliyiz. Herhangi bir j— boyutlu bir alt uzay alahm
ve bu alt uzaydan kag farkh gekilde lineer bagimsiz j liler olugturulabilecegfini hesaplay-
alm.Herhangi bir j- boyutlu alt uzaym ¢ tene elemam vardir. Cinkit Fy tizerinde j-
boyutlu bir alt uzay asagidaki sekilde tanimlanacaktir.

(al'ul +agva 4+ ...+ av;/v; #0, vj € F;”,aj € Fq)
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i

Burada Va; € F,; yerine g tane farkli defer yazabilecegimizden dolayr j— boyutlu bir alt
uzaymm ¢’ tane elemam vardir. Simdi j— boyutlu bir alt uzaydan j tane lineer bagimsiz
vektdr segelim. Bu secim yukarda anlatilan sekilde yapilir.

@-)(@ - ~)...(F - (8.3)

Bunun sonucunda j— boyutlu bir vektdr uzayindan (8.3) de belirtildigi kadar farkh gekilde
7-1i lineer bagimsiz baz vektorleri secilebilir. Yani j— boyutlu bir alt uzay (8.3) tane fakh baz
tarafindan span edilmektedir. Dolayisiyla birbirinden fakh j- boyutlu alt uzaylarin sayis;

@-D(-l"—-)..."-¢™") _ (@-Dglg" -1)...¢ Y"1 1)

(¢ —1)(¢? —q)...(¢% —¢" 1) (¢ —)g(g 1 - 1)g? (% -1)...¢" (g - 1)
o ... @ Mg —1)(g" 1 - 1)...(g" 1 1)
g...¢ " Ygf —1)(¢"1 - 1)... (g~ 1)

n

J
olacaktir. Yukaridaki bolme iglemini yapmarmzin sebebi,
@-)(@ -9 (-7
tane baz bir tane j— boyutlu alt uzay olugtumaktadir. Dolayisiyla,

@-D)@G"-9q...(" -

tane bazin ka¢ tane farkh j- boyutlu alt uzay olusturdufunu bulmak icin bu iki ifadeyi
birbirine boldiik. Bsylece 1spat tamamlanmg olmaktadir. m
Tiplka Pascal kurah gibi, binom katsayilarim igeren ifadelerinde g— benzeri vardir. Bir
sonraki drnekfe,
m+k k m n
=Y (8.4)
n =0\ J k—j
ifadesinin g— benzerini bulmaya cailsacagiz. Ama 6nce bu ifadenin nasil olugturuldugunu
hatirlayalim. Varsayahm ki elimizde m +n tane topumuz var ve bu toplan m tanesi 1.grup,
n tanesi de 2. grup olmak tizere iki gruba ayiralim.(m+n) tane toptan k tane topu kag farkh

gekilde seceriz? 1. gruptan hi¢ ¢ekmez 2. gruptan k tane, 1. gruptan 1 tane 2. gruptan
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1

k-2 tane vbg .geklinde secebiliriz.Sonug olarak tiim bu farkh segme olasihklarim toplarsak
yukaridaki ifadeyi elde ederiz.

Simdi amacimz (8.4) ifadesinin q— benzerini yukaridaki teorem yardimu ile bulmaktir.
V = F"+" vektor uzaym: alahm. dimV =m+n ve| V |= ¢™+™ dir. V;, C V de V nin m~

boyutlu bir alt uzay1 olsun. Amacimmz (m + n) boyutlu bir vektér uzayinda kag tane farkh
k- boyutlu alt uzay oldugunu bulmakiir. Bunu bulmamn bir yolumin yvkaridaki teoremden

m+4+mn

k

oldugunu biliyoruz. Simdi de bu ifadeyi elde etmenin ikinci yolunu gosterelim.

V = FM™ dimV=m+n |V |=¢™"
Vm C V dimV,=m | Vi |= @™

W cV dmW=k |W=d

olarak alalm. ki tane alt uzaym kesigimi yine bir alt uzaydir. O halde W N Vi, V nin
j— boyutlu bir alt uzaydir.(j = 0,1,2...k) Vi, nin j— boyutlu bir alt uzay: ile herbir W
vektdr uzay:r arasinda bir iligki kurabiliriz. Varsayahm ki dimW’ = j ve W’ C V,, olsun.
W’ vekttr uzayimnm tabamm W vektdr uzaymn tabanma genigletebiliriz. Yani W’ vektor
uzayimn j-tane lineer bagimsiz vektdriine k — j tane lineer bagimsiz vektsr ekleyerek W
vektor uzaymin bir tabanim olusturabiliriz. W yi Wnin bir genislemesi olarak diigtinebiliriz.
Bir bagka deyigle, W’ niin baztm W nun bazma tamamlayabilirz.Bu nedenle W’ deki j-
tane lineer bagimsiz vekttre k — j tane lineer baghmmz vektsr eklemeliyiz. Bu k-j tane
lineer bagimsiz vektdrit W — W’ den almaliyiz. Ciinkii k — j tane lineer bagimstz vektori
W' vektdr uzaymdan secersek lineer bafimsizhik bozulacaktir. Buna gore (v, va, - . . , Vk_;)
segecefimiz lineer bafimsiz vektorleri gostersin. vy vektoriind ¢™+" — g™ tane farkh gekilde
segebiliriz. v; ile vp lineer bagimsiz vektdrler olacagmdan v , v; ile Vi, tarafindan span
edilen vektor uzaymn bir elemam olmamabdir. O halde ¢™*" — ¢™*! tane farkh sekilde
vy vektSriinii secilebiliriz. Benzer gekilde v de, v1,v2 ve Vi, nin span ettigi alt uzaymn bir
eleman olmamahdir. Buna gére vz vektori, g™+ — ¢™+2 tane farkh yolla segilebilir. O
halde (vy, v, ..., vj—) lineer bagimsiz vektorler,

(qm+n — qm)(qm+n . qm+1) . (qm+n _ qm+k+j—1)
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farkh gekilde segilebilmektedir. Bu ifade bir tane W’ alt vektér uzaymun W vektsr uzay-
larmna kag farkh sekilde genigletilebilecegini ifade etmektedir. Aceba bir tane W’ alt vektor
uzay: tek bir tane W vektdr uzaymna kag farkh sekilde genisletilebilir? W vektsr uzaymdan
(v1,v2,. .., vg—;) lineer bagimsiz vektorleri agagidaki kadar farkh sekilde secilebilir.

(@ ~ )" = ). (¢F — ")

fakh gekilde bir tane W’ alt vektér uzay tek bir W vektdr uzayina genigler. Buna gore bir
tane W’ vekt6r uzay: acaba kag farkh gekilde W vektodr uzaylarma genigler? Bu sorunun

cevabi,
(qm-(-n - 'm.) e (qm+n _ qm+k—j-1) _ qr... gm+k—j—1 (qn _ 1)(qn—1 _ 1) . (qn—k—j+1 _ 1)
(¢* - &%) ... (¢F — ¢* 1) ¢@...¢-HgFT —1)(gF1-1)... (g - 1)
gk gl E—-3+1)/2 | n
T @g—)G—4072 | ;
= gm=ite-p) | "
k—j

m

olacaktir. W' vektor uzayim da farkh gekilde segilebiliriz. Yani m boyutlu V,, vektor
m

uzayiin tane j- boyutlu alt uzay: vardir. O halde W vektdr uzay: da;

m++n m n

k

= Z gm—)k=3) (8.5)
i=0 J k—j

tane farkh gekilde secilebilir. Yani F;”"'“ vekttr uzaymn k-boyutlu alt uzaylarmimn sayis1
yukardaki gekilde hesaplanabilir. (8.5) ifadesi (8.4) ifadesinin q— benzeridir.

f(z) = ™ nin z = 1 noktas civarmmdaki q— Taylor formiltint agagdaki sekilde bulmus-
tuk.

Tln A

=Y (z—1) (8.6)

=0 | j
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Simdi bu ifadenin dogrulugunu z = ¢™ , m € Z* icin ispatlayalim. Dikkat edersek yukan-
daki denklemin her iki tarafi z in bir polinomudur ve sonsuz ¢okluktaki z degerleri icin
egitlik saglanacaktir.

m,n pozitif tam sayilar olmak tzere S klimesi A = Ff den B = F* vekt6r uzaylan
arasindaki tiim lineer tasvirlerin bir kiimesi olsun. (e, e2,...,e,), A vektdr uzaymin bir
baz olsun. Varhk ve teklik teoreminden yararlanarak sunlar s8yleyebiliriz. T, S kiimesinin
herhangi bir eleman: olmak tizere, T (e), B vektdr uzayinda ¢™ tane vektdrden birine
gidecektir.(1 < k < n) Bu tasvir tektir. O halde A dan B ye (¢™)" tane farkh tasvir
tanimlayabiliriz. Yani | § |= (¢™)" olacaktir. Bir bagka deyigle,

n
[S = ({@™)" = Z(mngz Jj olan S nin elemanlarinin sayis:)
3=0

olacaktir. Bu yiizden bu ifadenin sag tarfinin " (g™ — 1)-; ye esgit oldugunu goster-
meliyiz. Dolaysiyla S nin ranki § olan lineer tasviglerinin sayismm bulmahyiz. T: A — B
bir lineer tasvir olsun. W = T(A) C B j-boyutlu bir alt uzay olsun. O halde T lineer
tasvirinin rank j olacaktir. Ayneca rankT = dimW = dimT (4) < dim A olacaktir. Yani
J < n olacaktir. Oyleyse A dan B ye tanimlanan tiim lineer tasvirlerin ranklan 0,1,2,...,n
olacaktir. Bu ylizden,
| S |= i(rangl j olan S nin elemanlarmin says:)
J=0

seklinde tanimladik. Yani j = 0,1, 2...,n igin rank: j olan A dan B ye tiim lineer tasvirlerin
sayis1 bize A dan B ye tim lineer tasvirlerin sayisimi verecektir. Yukandaki denklemde
dikkat etmemiz gereken bir nokta vardir. T' tasvirinin ranki olan j, m den biiyiik olma-

mahdir. Cinkil toplamdaki j. terimi alirsak, j > m icin;

n . n ]
@ -1g= @ -1"-9)...(¢"—¢)...(" - ¢ ) =0
J J
olacaktir. Dolayisiyla j < m olmahdir. Bunun bdyle olacagim su sekilde de gorebiliriz.
rankT = dimW = dimT (A) = j ve dim B = m idi. T'(A) C B olacafindan dim T(4) =

j £ molacaktir. T(A), B nin j-boyutlu bir alt uzayidir.Ispatimiz: yaparken lineer tasvirlerin
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'

bazi dzelliklerinden yararlanacagiz. A vektdr uzayim iki tane alt uzayin direkt toplam
olarak yazabiliriz. Ctnkd V, A min bir alt vektdr uzay ise A = V @ K olacak gekilde A
vektdr uzayimm bir K alt vektor uzay:r vardir. A =V @ K olarak yamlabilecefinden dolayr
A=V UK ve VN K = (0) olacaktir. Dolayisiyla V alt vektdr uzay j-boyutlu ise K alt
vektsr uzayida n-j boyutlu olmalidir. Cunki;

dm(VUEK) = dimV +dimK — dim(V N K)

n j+n-5)-0

I

olacaktir. Eger iki vektor uzaymin boyutlar birbirine egitse,vektor uzaylar: birbirine izomorf-
tur. Yani aralarinda 1-1 ve 8rten bir lineer tasvir vardir. Bu tamma gbre V vektdr uzay1
ile W = T'(A) arasinda 1-1 ve &rten bir lineer tasvir vardir. K = (v € A/T(v) = 0) olacak
seklinde tasvirin ¢ekirdegini tammlayahm.

dimA = dim(kerT) + dim(¢mT)

n = (n—7HN+j

oldugundan dim(kerT") = (n— j) olacaktir. O halde V C A ve W C B alt uzaylan T

tasviri ile birbirlerine izomorftur ve rankT = j dir. Onceki teoremden yararlanarak, V alt

n m
uzayin farkh gekilde, W alt uzayim ise farkh sekilde segebiliriz, Dolaysiyla V'

ve W alt vektdr uzaylan n ' m farkh gekilde segebiliriz. (v1,v2,...,v;) vektdrleri,
V' vektér uzaymm baz ise, ‘;’(vl),flf(vg), ..., T'(v;) vektorleri de W vektdr uzaymda lineer
bagimsiz olacaklardir. T'(v1), ¢/ — 1 farkh sekilde secilebilir. (T'(v;) # 0 ve T 1-1 ve orten
lineer tasvir oldugundan sadece T'(0) = 0 dir) T(v2) , T(v1) in dogurdugu alt uzaymn bir
eleman olmamahdir. Ciinkti bu vektérler lineer bafimszdirlar. Buna gore T(v2), ¢ — ¢
tane farkh gekilde secilebilmektedir. T'(v3) ise T'(v;) ve T'(v2) nin dogurdugu alt uzayin bir
elemam olmamalidir. Buna gére T'(vs) vektorii ¢/ — g2 tane farkh gekilde secilebilmektedir.
O halde V ile W arasinda rank: j olan,

@ -1 -9...¢ =)
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tane farkli 1-1 ve orten lineer tasvir tamimlanabilir. Sonug olarak S nin ranki j olan ele-
manlarnim sayisi;

. . ,
n m | n | 271 g™i—1 =t
[[@-4) = NG -
3 j | =0 ’ jlimo ¢ =0
i n ] -1 )
= I -4)
3 ] i=0
= | |-
J

Tanim 2

Bu saypya n. Galois sayst denir.
Onerme 3 Galois saylar agofidaki 6zelligi saglamakiar.
Gn1=2Gn+(¢"~1)Gr1 Go=1 ve Gy=2 (8.7)

Ispat. P,(z) = (z — 1)2 seklinde tammlayalm Polinomlar uzay: {izerinde bir L lineer
tasviri tammlayalm. L {P,(z)} =1 n > 0 olsun.Daha &nceki bsliimlerde =™ polinorounun
z = 1 noktas: civarindaki g— Taylor formtiltinii ;

ln
"=y Pj(z)
=0 | J
geklinde bulmustuk.Bu ifadenin her iki tarafina L lineer tasvirini uygularsak asaghdaki

sonuca ulagiriz.

n

@ =3 |" |z =X " | =6 (8.8)
=0

=0 | J J
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Dikkat edersek,

Pon(z) = (-7 =(E-1DE~9.(z—¢ ) z-q")

= (z-1)g(z—-q")

= (z—-q")P(z)

= zP,(z) - q"Fu(x)

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafina L lineer tasvirini uygulayalhm.

L{Pni1(2)} = L{zPy(z)} — L{q"Pu(z)}

L{zPu(z)} = L{Ppy1(z)} + L{g"Pu(z)} =1+¢" (8.9)

bulunur. Diger tarftan, Dy P,(x) = [n] P,—1(z) ifadesinden yararlanarak agagidaki sonuca

ulagiriz.

DyPyn(z) =

L(DyPp(z)) =

(g — DL(DqgPr(x))

[n] Poa(z)

[n] L{Pn-1(2)}

L L P}

g" -1
=1 L)

(" — 1)L {Pn(z)}
§"L{Pn(z)} — L {Pa(z)}
q"—1

" +1-2

= ¢"+1-2L{P,(z)}

1+¢" = (g — 1)L {DgP(z)} + 2L { P.(2)} (8.10)

elde edilecektir. Dikkat edecek olursak (8.9) ve (8.10) birbirlerine esittir. Bu nedenle,

L{zPa(a)} = 2L{Pa(2)} + (g — DL{D,Pu(z)} 120 (8.11)



i

olacaktir. Herhangi bir polinom P, (z) polinomunun lineer kombinezonu seklinde yazilabile-
ceginden dolay1, (8.11) da P,(z) yerine herhangi bir polinom koyabiliriz. Eger bu polinomu
z™ olarak secersek,
L{z""'} =2L{z"}+ (¢~ 1) L{[n]z""}
L{z™1} =20 e} + (@ - DL =)
elde edilecektir. (8.9) dan (8.7) ifadesi elde edilecektir. Boylece 1spat tamamlanmig olacak-

tir. |

35



BOLUM 9

[ K

Kuvvet Serileri i¢cin g—Taylor Formiilii ve Heine’nin Binom

Formiilii

00

Y exz® kuvvet serisini ele alahm. Bu serinin yalansakhk merkezi ¢ = 0 noktasidir. R
k=0
yakinsakhk yari cap: olmak lizere |  |< R de seri yakinsaktir. Bu kuvvet serisi z = 0 noktasi

civarinda yakmmsaktir ve kuvvet serisi z = 0 noktasi civarinda tanimh bir f(z) fonksiyonuna

oS

yakmmsamaktadir. Bu ytizden seriyi f(z) = Y. cxa”* seklinde ifade edebiliriz. Simdi de f(z)

fonksiyonun z = 0 noktas: civarindaki genel Taylor formiiliinii (3.1) ifadesinden yararlanarak
yazahm.
o0
Df(z) = Z exkz* 1
k=1

D*f(z) = i exk (kb — 1) zF~2
k=2

D"f(z) = ickk(k—1)(Ic—2)...(k——n+1)zk‘“

k=n

(n+1)! (n+2)!

= cpnl+tcpi 2t ey

D"f0) =cpn! = cp=

13
m n=0,1,2,...
n!

[>.<]
(D*£)(0) 4
f@)=23 =
k=0
Bu ifadeye f(z) fonksiyonu z = 0 noktasi civarmda tanimb oldugu i¢in f(z) inz = 0
civarmdaki genel Taylor formiiltt denir. Dolayisiyla f(z) in g— Taylor formiilii z = 0 noktas:
civarinda tanimlanacaktir. Yani f(z) in g- Taylor formiilii agaghdaki sekilde tammlanacak-
tir.
zF

flz) = Z(Dﬁf)(O)[,T]! (9.1)

k=0
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Teorem 1 D, formal kuvvet serilerinin uzaymnda bir lineer operatér olsun. (Pa(z), Pi(z),...)
polinomlar dizisi de dgiincd bolimdeki teoremin gartlarini a = 0 noktas: icin saflasin. Buna
gbre herhangi bir kuvvet serisi = = 0 noktasy civarimdaki genel Taylor serisi ile ifade
edilebilir.

Ispat. V, polinomlarin sonsuz boyutlu bir uzay: ve (Py(x), Pi(z), . . .) polinomlar diziside
bu uzaymn bir baz olsun. P,(z) = a,z™ seklinde taniumlayalim. Bu polinomlar lineer bagim-
sizdirlar. Buna gére f(z) € V fonksiyonunu P,(z) lerin bir lineer kombinezonu olarak
agagidaki gekilde yazabiliriz. -

f@@)=>_ciPi(z) (92)
=0
f(z) = coPo(z) + arPi(z) + ... = f(0) = cp olacaktir. Ciinkdl Py(0) =1 ve P,(0) =0
n > 1 olmahdar.

(D)) = Y ciPinlz)
=0 .
(D"H0) = cnPo(0) +cnr1P(0)+...=¢cq
olacaktir.Bunu (9.2) de yerine yazarsak,
f(@) =Y (D'f)(0)P;(x)
=0

elde edilecektir. Sonug olarak, herhangi bir formal kuvvet serisi z = 0 noktas: civarmdald
g— Taylor formiilii ile de ifade edilebilir.

[o o] i xJ

f(@) =3 (DO

j=0 :
]
Ornek 2 flz) = (1—__1;5:: fonksiyonunu alabim. f(z) fonksiyonunun g- Taylor formilin
bulalem. f(x) bir formal kuvvet serisidir. Cinki;

1
f=) = (1-z)(1-gz)...(1 - g 1z)
1
T aprtan_12® ... taz+ 1
= b+hz+br’+...

0o
- T
n=0
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olacaktur. Simdi de bu kuwvvet serisinin g— Taylor serisini bulalim. Bu seri x = 0 noktas
civarmda yakwmsak olduju icin g— Taylor serisine de x = 0 noktas: civarmda acmalbiyiz.

J

1

fl@) = (Df,‘f)(O);T

1
==  1-a)"

I

Dyf(=z) D,

[nj[n+1]...[n+75-1]
(l—x)Z'H

Dif(z) =

DifO) =[nh+1...n+5-1]  j>1

Sonug olarak,

1 nlln+1]...In4+75-1] .
(1-z);‘=1+2[][ + ][j]![ +i—1 ; (9.3)

bulunur. Bu ifade 21—_1::?’? nin Taylor formilindin g— benzeridir. Bu formile HEINE’NIN
BINOM FORMUL Udenir.
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BOLUM 10

Euler’in iki Ozdesgligi ve g—Eksponansiyel Fonksiyonlar

Buraya kadar olan boliimlerde iki tane binom formiilii gérdiikk. Bunlar,

n

=0} J
Gauss Binom formiili ve

1 X”:{n][n+1][n+2]...[n+j—1]

R P Gl g

Heine Binom formiild idi.

Gauss binom formiiliinde x yerine 1, a yerine de z alirsak agagidaki ifadeyi elde ederiz.

n
(1+az)p=) FU—D/2
=0 | j
Eger bu iki formiilin n — oo icin limitini alirsak ne olur? g =1 igin cevap actktir.
k(3

n| . .
(z+a)" = Z alz"?

=0 | J

1+Z n}[n+1] | n+2} [n—l—g—l]mj

(1‘ z)" [
|‘1|<1i§i11[n]nmn—+001§mhm1tm1ala.hm.
—
lim [n] = tim ~ 4
n—00 00 ]_—q
T
71—’001 g mn—owl—g
- 1 1 ., 1
- n—ml—q 1-—qn—>ooq _l—q
Sonug olarak,
. 1
Jm =1, (10.1)



) n B (1_ n) ( ) (l_q‘n.~j+1)
Ak, ; A @) (1 @1)...(1-q)

I ;) =1 _ n—j+1
= tim 128 gy 120y 12T
Nn—00 ]_—q n=—o00 ]_—q2 n—o0 1‘—q-7

n 1 1 1
lim = - 10.2

elde edilir. Gauss ve Heine binom formiillerinin n — oo i¢in limitlerini ahrsak agafidaki
ifadeleri elde edecegiz.

(1+2)° = ; =D/ A= :2) T (10.3)

7

1 o0
—ar " %0000 (-9
Yukardaki iki ifade sonsuz carpimdan sonsuz toplama gitmektedir. Dikkat edecek olursak

(10.4)

n — oo igin Gauss ve Heine binom formiilleri x ’in formal bir kuvvet serisine dontigmtigtiirler.
Yukandaki ifadeler ¢ = 1 igin bir g-benzer degildir. Ciinkii g = 1 i¢in toplamlardaki herbir
terim tammsiz olacaktir. Daha da ilginci yukaridaki iki ifade Gauss ve Heine’den daha 6nce
yasamig olan Euler tarafindan bulunmugtur.(10.3) ve (10.4) ifadelerine sirasiyla Euler’in
birinci ve ikinci benzerlikleri denir ve Ey ve B olarak gosterilir.

B denklemini ele alahm.

: (=) = (%)’
J.Zz.;(1—q)(l—q2)(1~-q3).--(1—-<fl’) JZD .1_4;)(%—__«;.3...(117;)12 ]!

(10.5)
Bu ifade bilinen iistel fonksiyonun Taylor formiiliine benzemektedir.
o
2 3
Zx— 1+z+o+Z 4, (10.6)
1 2t 38l
_0

Tanmim 1 &® exponansiyel fonksiyonunun g— benzeri (g—ezponansiyel fonksiyon) agafrdaki
gibi tansmlanmalktadar.

(10.7)

E"l

=%



(10.4) ve (10.5) den asaghdaki ifadeyi elde ederiz.

- ~q 1
es/i=4 = Z (IL?]') —oF (10.8)

E5 denkleminden yararlanarak,

1
“ ‘Z SE-a-oar (109

Benzer gekilde Ey denklemini kullanarak bagka bir g- iistel fonksiyonunu tammlayabiliriz.
Exponansiyel fonksiyonun bagka bir g— benzeri asaghdaki gekilde tanimlanmsgtir.
qu(-"—n/z ;] =(1+1-g)2)® (10.10)
3=0
Burada g — 1 i¢in limit ahsak e® fonksiyonunu elde ederiz. Simdi buldufumuz iki q-
exponansiyel fonksiyonunun bazi dzelliklerini gosterelim. Bilinen exponansiyel fonksiyonun
tiirevi kendisine esittir. e® in iki g— benzeri de benzer davranista bulunmaktadir. Bunu

gosterelim.
o~ Do2? R[] <
D T — q = — —_— __._e
o JE__:O L]t ; L]} J;[1—1]‘ g
ve
. X
iti—1)72 Dq®’
DyE7 = ZQJ(’ 1)/2-[;*];
= ZqJ(: 1)[3]
poct [.7]'
~ N U-DG-22gi-1 T
’ |
j—l -
WY d
= U022 = E¥
Z 7
Sonug olarak,
Dyeg = ey ve DyE7 = EI” (10.11)

elde edilir. Dikkat edecek olursak E7 in g tiirevi kendisine egit degildir. (10.11) ifadesinden

yararlanarak,
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5 1 _ D)  IM(A-9(-gz(l-9)g™ _ [nJ(1—g)
M-1-92; 9@l (-0-92;(1l-¢z(1-0q)); (1-A-g2);"

5 1 S [l )
ARl —(1-q1);  e(1-(1—g) x)"“
_ (1 - Q) l—q v
= Jm (1 — (1 q) z)';l+1
=
= 09 B G
1

1-(1-9qz)

— X
= e,

ve

Dg(l+(1-q)a); =(1-q) R (1+(1-g)2);

Jim Dg(1+(1-q)o)y = lim 1-glrl(1+(1-qz)™

(14 (1= g)2)°

= E°
= Eq

elde edilecektir. Genelde e7.e§ # €5 T¥dir. Eger = ve y boliim 6 da bahsedilen komutatiflik
iligkisine sahipse yani yz = gy ise, €].¢f = ef ¥ olacaktir. Bunu gosterelim.

) 00 00 zjy" oo 00 [ +k1‘ :z:"y
el.e¥ =
% (Z ) (Z [k]') =2 2T 2,,;, R+ AT

Yukanidaki toplamda n = j + k olsun. yz = qzy oldugundan altinc: bsltimdeki teoremden
yararlanarak,

— n ] 1 — (.'I: +y)n -+

CCEDY Z . 3 F{]T=§:~[Tzﬁ_=eqy (10.12)
n=0 \j=0| 7 n=0

elde edilir. Sonug olarak efer yz = gry ise efef = 2T dir. (10.9) ve (10.10) ifadelerinden

yararlanarak,

BT =1 (10.13)
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elde edilir. (10.3) ve (10.4) ifadelerini kullanarak;

I o (1-3)

S 0-8) - (-3)

_ i ol (1-q) (1Y q.?¢ ... ¢

_-,'=o(1“Q)(1_q2)--~(1_qj)(_1)jqj
(1-q)zig"T"

B Z(1—41)(l—qz)n-(l—qj)

=0

Sonug olarak,
et/ = By (10.14)

elde edilir.



BOLUM 11

g-Trigonometrik Fonksiyonlar

qg— Trigonometrik fonksiyonlar agafidaki sekilde tammlanmaktadir.

e — et . Ei= — E7*®
inp— 9 % _ g~ .
sing & = —— SINgz 5 (11.1)
e’iz + —ix E'l.z _’_E—iz
CO8q% = —q—-ze—q COSyz = —5—2—‘—’—- (11.2)

(10.14) den SiNyg = SHe = gin o ve COSyz = XL = cosyyz elde edilir.
Ayrica (10.13) ifadesinden yararlanarak,

ey -By" + e By + e E" + e ES ™ _ 24+ eTES + e EF

cosq .COS,z = 1 1
, B E® _ git it _ g~z pix | o—iz p—iz eTR® | e~ iz _ 9
: %1 % g g TS “q _  S¢q TG T4y
sing 2.SINyz = 2 1

elde edilir. Sonug olarak cos,z.COSyz + singz.SIN,z = 1 ifadesi sin?z + cos?z = 1
nin g- benzeridir. Simdi de q- trigonometrik fonksiyonlann tiirevlerini zincir kuralindan

yararlanarak hesaplayalim. v = u (z) =iz, f(z) = eg olarak secelim.

er — et
Dqsqu = Dq Tq—

= = (D~

: Dq e—im)

q
= 5 (i€ + ieg ™)

iz —iz
€q + €y

Dy sing x = cosq T (11.3)



Dgcosgz

Eix _ gz

L, T | . iqT
55 GBS +iE)
3 (B + B7)

COS,z

D,COS,z

(%)
5 (B — im)
5 (B ~ i)
5 (5™ - E)

—Squa:

D,CO8,x = —SIN,z
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BOLUM 12

Jacobi’nin ticlii Carpim Formiilii

Sonsuz carpim ve sonsuz toplamlan anlatmak igin Ey ve Eo iki Euler 6zdegkigini tekrar
kullanacagiz. Bu boliimde Jacobi tarafindan kegfedilen 8nemli bir 6zdegligi ispatlayacagiz.
Bu ispat1 yaparkende Eqve Ey deklemlerini kullanacagtz.

Teorem 1 Eger | q|< 1 ise;

Z g " = H -1+ )(1 +g" 1z (12.1)

N=—00

ifadesine Jacobi’nin dcli carpwm formili denir.

Ispat. F; ifadesini ele alarak baslayahm.
U125

H(”“) ,Z;(l—q)(l—qz)...(l—qf) (122)
Burada g yerine g2 ve = yerine zq koyarsak,
i n—1,) — 3 n+1,) - ¢’
Lo+ =10 =Y w2

elde edilir. Yukandaki denklemin her iki yanim ﬁ (1 — ¢?) ile garparsak toplam ifadesin-
n=1
deki payda ortadan kalkacaktir. Yani,

e _ 9z g?22
Z(1—f12) AP - TI-g s Aa-
Burdaki toplamda payda esitlersek,
i quzj =(l—qz)...+qz(1—q4)(l—qﬁ)...+q2z2(1—q6)(l—qs).
ZU-A - A=) A A-Aa-)... G-

Dikkat edilirse payday1 agagidaki gekilde gosterebiliriz.

00

M- =0-9@1-&)1-7)...

n=1
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o0
Simdi bunu da gz éntinde bulundurarak (12.3) denkleminin her il tarafim [] (1 — ¢*")
: =1
ile carpalim. Buna gbre;

nfjl (1-¢") (1+g*7) = Z (q7 2 H _ i+ )

j=-—00

- S (P =)

=0

(1-P)(1—¢*)..+qz(1-¢*) (1~ ¢%) ..

Il

Yukaridalki toplamin j = 0 yerine j = —oco dan baglamas: birgey farkettirmez. Ciinkii n >0
ve j < 0 igin (1 — ¢?*+%+2) = 0 duir. Diger tarafdan (12.2) denklemini tekrar kullanirsak j
yerine k, g yerine g2 ve z yerine —g%*? yazarsak,

ﬁ (1— @r+2i+2) = f: 2qk2+2kj+k (~1)* _

elde edilecektir. Buldugumuz bu deklemi yukaridaki denklemde yerine koyarsak,

ﬁ(l—qz") L+ ) = f’: i (=1)F g+ 4k 4

i1 TP -

o) quzj (_qz_l)k
(1 —g%)

i
™
™

=

3

=
|

3

elde edilir. Burda j yerine j — & koyduk.Simdi de %5 denkleminde (10.4) ¢ yerine ¢?,
yerine de —gz~! koyarak kullanalim

> 1

- - (—qz )
'rg (14¢?1271) g 1= (1—g*)...(1—g%) (12.4)

ve (12.4) ifadelerinden agagidaki sonug elde edilecektir.
= o0
I]0-¢) @+e) (h @) = ) o
n=1

j=—o0

Boylece 1spat tamamlanmig olmaktadir, m
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BOLUM 13
Parcali Fonksiyon ve Euler’in Qarplm Formiilii

Jacobi’nin {iclii ¢arpimm formiiliinde z ve g yerine gesitli deferler koyarak bircok ilgjng sonug
elde edebiliriz. Ornek verecek olursak, Jacobi tiglit garpim formitltinde | ¢ |< 1 igin g yerine
q'/3 ve 2 yerine de —q~*/? alirak agaprdaki ifadeyi elde ederiz.

> =" & =] (1-¢™) (1- %) (1- ¢Y) = [[a-m . sy
nezZ n=1 n=1

Bu ifadeyé Euler’in carpim formilii denir. Bu forhﬂﬁ g'nun bir kuvvet serisi olarak
diigiinebiliriz. Boylece;

(@)= 3 (-1 g™ (13.2)
‘neZ ' )
p(@) =) (-1)"q~ (13.3)
“nEZ - :

@ (éj =[[a-4 : (13.4)

=]

seklinde ifade edebiliriz. Buradaki e, sayisma,

_3n2-n
2

en (13.5)

pentagonal sayilar denir. Dikkat edecek olursak, (13.3) ifadesinde derecesi e, olan g larn
katsayis: (—1)" ,digerlerinin katsayis: ise sifir olacaktur.

Tanim 1 p(n), parcals fonksiyonu pozitif tamsaylar kiimesi dzerinde agaipdaki sekilde
tansmladar.

n nin pozitif tam sayzlq,mn toplama seklinde kac farkl: yolla yazilabilecefinin sagsider n
p(n)=1 0 "<

1 n=
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p(l) = 1
p(2) = 2 2=1+41
p(3) = 3 3=14+1+1=2+1

pA) = 5 5=1+1+1+1+1=4+1=34+2=1+142

Burada p(n) nin n nin kiigtlk degerleri icin biiyitmesinin kiigtik olmas: aldaticidir. p(n),
n ile birlikte eksponansiyel olarak artmaktadir.

p(n) ~ Va3 o
Onerme 2
1 = '
e i Y p(n)g" A (13.6)
n.:o

Ispat. | g |< 1 oldugunu varsayalim.

1 Y 4 1
v@  fa-gm @-90-0)..
n=1

A+tg+d+..)A+P+g+.. ) A+P+t+..)...

Yukaridaki ifadede g larmn derecesi pozitif tam sayilardir. Efer egitlifin sag tarafimi ¢ nun
bir kuvvet serisine dontigtiirmek istersek, herbir terim g'™¢g?"2¢%8 .. formunda olacaktir
(4, negatif olmayan tiim tam sayilar). Herbir ¢"terimi n = n; + 2ng+ 3ng + ...oldugundan,
g" nin katsayis1 n nin pozitif sayilarn toplam olarak kag farkh gekilde yazilabileceginin
sayis1 olacaktir. ¢” teriminin katsayisi n nin pargalamigina yani p (n) ye esit olacaktir. O

halde,
1

oo
v (q) nz::op( )4
egitligini yazabiliriz. m

Teorem 3 Herhangz' bir pozitif n tam sayist igin;

p(n)=p(n—e)+p(n—e_1)—p(n—es)—p(n—e_s)+... (13.7)
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ispat. Asagidaki ifadenin,

p(g) =) (-1) ¢% ve . Y p(k)d*

jez @) i

oldugunu biliyoruz. Buradan,
1 ) X
v @ o =1= Y (-1 g% (Zp(k) q")
LS jEZ keZ
elde edilir. Y Y (1) p(k)g%** = 1 ifadesi ¢ mun bir polinomudur. k < 0 igin
JEZ kEZ

p (k) = 0 olacaktir. e; + k = n olarak alrsak herhangi bir ¢ nin katsayim n > 0 igin
T (~1) p(n — ¢;) olacaktir.Buna gére 3 3 (~1)? p(k) g% = 1 ifadesini agacak olur-
j€Z keZ jezZ
sak, 1+a1g+azg’+. .. = 1 olacaktir. Buradan da gorildtigii gibi bu esitligin saglanabilmesi
icin g™ lerin katsayilarinim sifira egit olmas: gerekmektedir. Bu ylizden,

Z(——l)jp(n— ej)=0=pn—e)+p(n—e_1)—p(n—e) —p(n—eg)+...

JjE€Z
olacaktir. Boylece 1spat tamamlanimg olacaktir. m

Yukardaki teorem yardimiyla p(n) deferlerini daha lzh bir gekilde hesaplayabiliriz.

Buna. bir bmek verelim.

p(B)=p(B—e1)+p(B—e_1)—p(B—e)—p(B—e_a)+...

e-1 = 2
eq = 1
eg = B

eg = 7

p() = p(4)+p@) -p0)—p(-2)+0
= 54+3-1
= 7
elde edilecektir. Boltimiin baginda e, = @ degerini pentagonal sayilar olarak tanim-

lamigtik. Pentagonal sayilarin geometrik bir anlam vardir. Bunu agahdaki sekilde agik-
layabiliriz.
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"t
bty

Formille gbre eg = 5 olacaktir. ez degeri yukaridaki gekildeki birinci beggenin kégelerinin
sayimadir. Benzer gekilde e = 12 degeri ise ikinci beggendeki kogelerin sayima olacaktir.
Benzer gekilde m-gonal sayilan da tammlayabiliriz. Polygonal sayilarm en ¢ok yaygmn iki
tipi agagida tanimlanmigtir.

1. UCGEN SAYILAR

_n(n+1)
T2

A,
2. KARE SAYILAR
O, = n?
Bunlara benzer olarak n. m-gonal sayilsim agagidaki sekilde tanimlayabiliriz. m > 3
igin,
n(mn —2n —m+4)
2

Mp=(m=2)Ap_1+n= (13.8)

Onerme 4

ST 11_-;1 3,2:1 ' (13.9)

n=0 n=1

Ispat. Jacobi’nin tiglil carpim formiltinde g ve z yerine ¢*/2 koyalim.Burdan,

o0

Y = I_I(l—q”)(1+q”)(1+q"‘1)
- Ha-)a+e)
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elde edilir,
[o o] o0
[[a+a )= H (1+q")
n=] n=1
oldugundan dolay,

ZqA"=2ﬁ(1—q2”)(1+q")

nez n=]1
elde edilecektir. A, = A_,_1 oldugundan dolay: n = 0 dan oo a kadar olan toplam, n = ~1

den oo a kadar olan toplama egit olacag: i¢in yukaridaki ifade agagidaki hale gelecektir.

St =T[ -1+
n=0 n=1

H (1+¢") = H = H T qzn_l (13.10)

n=1

Yukandaki (13.10) ifadesinden yararlanarak a§a,§;|da,k1 sonug elde edilir,

ZqAn_H(l ") 1 an—l

n=0

6nerme 5

Y (-9 = H i q,, (13.11)

nez

Ispat. Jacobi’nin tighi carpim formiiliinde z yerine —1 koyalim. Bunun sonucunda,

> (9 = H(l @) (1 -¢"7) (-

nezZ

elde edilir. (13.10) ifadesinden yararlanarak,

i 0= - = [la- o)

elde edilir. Bundan dolaya,

3 (~9™ H (1-g") (1-"?)

neZ
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olacaktir. Yine (13.10) ifadesinden,

ﬁ(l"qzn_l)=ﬁ1—:q”

n=1 n=1

elde edilecektir. Sonug olarak,

2 =1 q"
Yo" =] =
neZ n=1 1+ q
elde edilir.Bdylece 1spatimiz tamamianmig olmaktadir. m

Daha sonraki boltimlerde (13.9) ve (13.11) ifadelerini bir tam saymin kare ve liggen
sayilarmn toplam geklirnde parcalamda kullanacagiz. Simdi (13.10) ifadesini yeniden ele

alalim. Ifadenin sol tarafini acarsak,

A+ (1+PA)(1+4%)...

elde edilecektir. Bu g nun bir polinomudur. Burada herhangi bir ¢™ teriminin kuvveti
n = ny +ng +ng + ... geklindedir. Buradaki herbir n; pozitif tamsayisi birbirinden farkhdir.
O halde ¢ teriminin katsayis1 n nin kag farkh gekilde, farkh pogzitif tam sayilarmn toplami
seklinde yamlabileceginin sayisidir. Aym: ifadenin sag tarafim acarsak,

1 1 1
1-gl—-g1—¢g "

elde edilecektir. Bu ifade de g nun bir polinomudur ve herbir ¢” teriminin katsayis n nin
teksayilarin toplam geklinde kag farkh gekilde ifade edilebilecefinin sayisidir. Kisacasi,

o0 [~ <] 1
H(1+‘1")=HIW
n=1 n=1

ifadesi ¢ nun bir polinomudur. Burdan n pozitif tam sayismin farkh pozitif sayilarla

=(1+g+P+.. )1+ +L+. ) 1+F+d+.. ).

v

parcalamiginin sayisimn,tek sayilarla parcalamginin sayisma esit oldugunu ssyleriz.

Teorem 6 n sifir olmayan herhangi bir tam says olmak iizere, n > 0 icin asafrdaki fonksiyon

tanamls ise,
d(n) n nin pozitif bolenlerinin toplams n>0
n)=
0 n<0
din)=d(n—e;)+d(n—e_1)—d(n—e)—d(n—e_3)+.... (13.12)

olacoktir. d(0) = n olarak tamemlanmaktadsr.
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Ispat. D(q) = 21 d(n) g" fonksiyonunu tanimlayalim.
D(g) = d(1)q+dd(2)+d@)+ .. =) Y mg"

n=lm/n
oo
= 2 md

me=1 m/'n,

o o]
= Y m@"+@"+m+ )

m=1
- >
m=1 1- qm

® d
= —q ) —log(l—q¢™)
L

d e -
~1% 1ong’__I1 (1-q™)

-0 I1 - o™

I1a-gm)

m=1

Buradan (13.4) ifadesinden yaralanarak, agagidaki sonuca ulagabiliriz.

D(@)e(a) = —q%w (@)

(13.3) ifadesinden yararlanarak,

(id(j) q’) (Z (“l)k qe'f) = —qdﬁ-q Z (_1)m g™

J=1 k€Z meZ

= —¢ > (D) "emg™?
meZ

= Z (~1)™ g, gom
meZ

Dikkat edecek olursak esitligin her iki tarafi ¢ nun bir polinomudur. Sol taraftaki ifadede g
nin katsayis, 3 (—1)*d(n — e;) olacaktir. Her iki taraftali g® katsayilarm karsilagtirir-
Sak, kez
S (1) d(n—e) = (- em, effer n = e, ise

keZ 0 efier n # e, ise
elde edilecektir. Bu ifade (13.12) ifadesi ile aymdir. Ciinkdl j = n—e; > 1 ve d (n) herhangi

bir negatif n degeri i¢in sifir olarak tamimlanmaktadir. w
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BOLUM 14

g-Hipergeometrik Fonksiyonlar ve Heine Formiilii

Tanmim 1 Ejer
F@)=Y caz" i"c:—l =R(n) cp=1 (14.1)
n=0

ve R rasyonel bir fonksiyon (R nin paydas: negatif olmayan tamsaylar igin tansmb) ise

F (z)’e hipergeometrik seri denir.
Eger R (n) verilmigse, ¢, katsayilarmi kolaylikla bulabiliriz.
ca=R(O)RD)..R(N-1) n>1 (14.2)
Jimdi bu formiilii nasi elde ettigimizi gdsterelim.
—6%1 = R(n)
oldugundan

et = R(n)cn
& = R(n—-1)cn
tn-1 = R(n—2)cp

¢z = R(n-—3)cn-3

cp = B (O) (1]
yazabiliriz. Simdi buldugumuz bu degerleri sirasiyla

Cn=R(n—1)cn1

59



de yerine koyalim.

Ch = R(n—l)R(n—Z)cn_g

= R(n-1)R(n—2)R(n—3)cr-3

¢n = R(n—1)R(n—2)R(n—-3)..R(1)R(0)

elde edilecektir. R(t) = 1 ise tim n’er igin ¢, = 1 olacaktir. Bu durumda F (z) bir
geometrik seridir. Hipergeometrik seri ile geometrik seri arasindaki fark budur.
R (ty'yi asagrdaki gibi carpanlarina aywabiliriz.

(t+a1)(t+ag)...(t+a.)
(t+b1)(t+bs)...(t+bs) E+1)

R(@) = (14.3)

Burada b; # a, ve b;’ler negatif olmayan tam sayilardir. 1<i<r,1<j<s
Tamm 2 Eger F (z),(14.1) deki gibi tanemliysa ve R (t) (14.8) formunda yazlabiliyorsa,
F (z) i agafudaki sekilde ifade edebiliriz. '

Q1,02 +v0y O
F(z)= F, . (14.4)

bl7 b27 coy bs

Bu ifadeyi daha agik bir sekilde agafidaki gibi ifade edebiliriz.

F(x)=1+i{a1(a1+1)...(a1+n——1)}...{a,(a,+1)...(a.,.+n—1)}:1:" (14.5)
n=1

BrBi+1)... (i +n—1).. {bs (bs + 1)... (0s +n— 1)} 7l

Clinkd,
i oo
F@)=) ca"=cq+az+ar’+..=1+) cma”
n=0 n=1

= ROR()... R{n—1) ve R(t)= et ol (o)

oldugunu biliyoruz. Bunlardan yararlanarak,

010203, .q, (01+1)(a2+1)..(ar+1) (a+n—1)(az+n-1)...(ar +n—1)
bibobs... by (b1 +1) (bz+1)...(bs +1)2"  (by+n—1)(bo+n—1)...(bs +n—1)n
{a1 (a1 +1)... (a1 +n—-1)}... {ar(ar +1)...(ar + n— 1)}
i +1)...(bi+n—1)}.. . {bs (s +1)...(bs +n—1)}nl

c?'l::
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Buldugumuz ¢, ifadesini yukandaki kuvvet serisinde yerine yazarsak, (14.5) ifadesini elde

ederiz.
oo mn
oFole] =1+) — =¢
=1 """
a 1 1 1
Fo - _1+Za(a+ ) - (‘1+“ )_,L.n

1-=z)°

Bu ifade 1——)E nin Taylor agihmidir. Hipergeometrik seriler, binom, geometrik ve

-

exponansiyel seriler gibi bir seri gegidir.

Tamm 3 Eger
o0
®(z) = Zan“ . (14.6)
n=0

= = R(¢")

ve R(t), paydasit = 1,9,¢°,... dejerleri igin tanumsiz olmuyorsa, @ (z)’e g-hipergeometrik
seri denir.
Yine benzer gekilde n > 1 igin,
en=RA)R(@Q)R({)-.-R(g") (14.8)

R (t) yi yine benzer gekilde agagidaki gibi carpanlarma ayirabiliriz.

(a1~ t71)... (ap — 1)
(b —t=1)...(bs —t"1) (g —t~1)

Burada a; # b; ve bj # 1,4,¢%... 1 <i<r 1< j< sdr Simdi de (14.6) daki

R() =

(14.9)

¢, katsaywsini daha acik bir forumda ifade etmeye galigahm. Bunu yaparken de asagidaki
egitlikten yararlanacagz.

n—1

H (@a—g~) = (1" g~™D/2 (1 - a); (14.10)

j=0
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(14.8) ifadesindeki herbir R (t) deferini (14.9) ifadesinden yararlanarak bulup (14.8) de

tekrar yerine yazalim.

(@-1)...(ar =D (a—g)...(ar =g V... (a1 - ™) ... (&r — ¢*")
T B D@Dl -a D). (G- g~ ) br— ... (bs — ¢ ") (-
(a1—-1)...(a1—¢ ™) ... {(ar = 1)... (ar — ¢*™)}
Bri—1)...1—g*™)...(bs—1)...(bs — ¢ ™) (g~ 1)... (¢ — ¢*™)
(1" —ay)... (1= a1g® ) g -D/2_ | (-1)*g~=D/2(1 - q,)... (1 — apg™!)
(1" (1 =by)...(L=bagn1) g n=D/2, (g—-1)...(g— ¢*™)

(14.10) ifadesinden yararlanarak,
L -e) (-e) (1) gDy 1
(T2 - (L= b (1) gD (1) gD (1~ q);
n_—nln— r—s—1 n n
((-D"g ( 1)/2) (1-a1);...(1—a.)g
o). @b (-0

(=" qnin—1)/2)—r+s+1 (Ao (-
i (L=by)g--.(1—be); (1 - )7 (14.11)

elde edilir. g- Hipergeometrik serisini (14.4) ifadesine benzer sekilde agafidaki sekilde ifade

edebiliriz..

a1,02,. .. ,0r
(@)= 8| Gz (14.12)
b17 b27 (AR b
Ayrica (14.11) de buldufumuz ifadeyi (14.6) da yerine yazarsak ® (z) hipergeometrik serisini

agaghdaki gsekilde de ifade edebiliriz.

(") (- ey (L~ ar)y
‘I’(”)‘”Z Ry SN TN ey (4.3

- )
0% | gz Z( g2 T @ T = (1-2)® = B/ (14.14)

— —q)y

00
3 | G| =) 1mn =T LI 2/(1-a) (14.15)
l1-a
1% [a; ¢; 2] —1+§:(1_ ;n " (14.16)
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Yukandald ( 14.16) ifadesinde @ = ¢V (N € Z*) alalm.
q.N+1 l_qN-l-'n—-l n
%0 [o"032] = ”2 (1 q)(1 qz)) El—gﬂ) L.
(=) (=)
= 1+ L_gn
Z(l_a(l-q) =)

N+1 N+n-1] ,
1+Z [['n] ]x
1_‘_2 N+1] ][N-i-n 1] 2

__1__
(1-=)

Bu ifade Hemne Binom Formiilti dtir. Sonug olarak,

1% ¢V g2) = a __lz)N (14.17)
q

elde edilecektir. Bu ifade Heine Binom Formiili’niin g-hipergeometrik seriyle gosteriligidir.

Teorem 4 Herhangi bir a igin, Heine nin asefidaki formili elde edilir.

(1 -az)”
1-=z)°

Ispat. Eger a = ¢ ise (14.18) ifadesi dogrudur. Bunu gbsterelim.

(1-a"2)7 _ (1-g"z) (1-¢"*3)...

1% (a3 g;7] = (14.18)

1% [e¥i52] = -2 (-2)(1-g2)...
1
(1-z)(1—gz)...(1 —g"N-1x)
1
T oa-a)f

elde edilir. (14.17) den elde ettigimiz bu ifadenin zaten Heme’nin binom formili oldugunu
biliyoruz. Ispat: tamamlamak igin ok kullamigh bir yol izleyecegiz. (14.18) ifadesinin her
iki tarafim katsayilar e mn rasyonel fonksiyonu olacak gekilde sonsuz birer seri ile ifade
edebiliriz. Yani,

(1-az
1% 050, ch(a:v 've )

n=0

—Zc (a)z™
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geklinde ifade edebiliriz. (14.18) ifadesinin a = ¢" igin , yani o nin sonsuz cokluktaki degeri

icin dogru oldugunu biliyoruz. Bu durumda ¥n € N ve a = ¢" igin ¢, (a) = ¢ (a) dir ve
¢, — ¢}, ifadesi a min rasyonel bir fonksiyonudur ve bu fonksiyon @ nin sonsuz gokluktaki
degeri icin sifira egittir. ¢, — ¢/, rasyonel bir fonksiyon ise bu fonksiyonun sifirlarinin sayist
paymn mertebesini gecmeyecektir. Ama ¢, — ¢}, fonksiyonunun sonsuz goklukta sifir1 oldugu
igin Vo (n=0,1,...) igin ¢, — ¢, = 0 olacaktir. Dolayisiyla Va deferi icin ¢, (a) = ¢ (a)
olacaktir. Boylece (14.18) ifadesi saglanmg olacaktir. =
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"BOLUM 15

Genel Binom Formiilii ve Heine Binom Formiilii

Herhangi bir o sayisi icin agafhdaki esitlifi tanimlayabiliriz.

_ (A+3)

T (15.1)

(1+z)g

Bu ifadeyi nasil elde ettigimizi gbsterelim. Bir dnceki bsliimde,

(1-g"z)” 1
T-oF ~d-oF

oldugunu gbrmigtik. Burda N yerine o, z yerine de —z alirsak, (15.1) ifadesini elde etmis

oluruz.
Onerme 1 Herhangi iki o ve B sayslars icin agagudaki esitlik vardar.
(1+2)5 1+ ¢°2)) = 1+ z)2P (15.2)

Ispat. (15.1) ifadesini kullanarak, agafhdaki egitlikleri yazabiliriz.

(14 2)% = % 1+ = (—f%riéf——z%
oot o o
elde edilecektir. m
Onerme 2 Herhangi bir o sayps: igin agaipdaki ifede dogrudur.
Dy(1+2)g = o} (L +g2)5~" (15.3)
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ispat. Yukandaki tamm kullanarak yukaridaki esitligi elde edebiliriz.

l oo
DAa+o) = Dilfi ot

(A+=z)S°
dtl( (1""1"3)? )

dyz
) ( Aty a+a) ) 1
T \A+¢Hz)? (I+g¢ez)y ) z(g—1)
(1+¢2)g" (14 q¢%) — (1 + )
(Tea)®  o@-1)

—1 q°‘—1
= (1+q:c)f; -q-_—l-

)

= [o]@+g2)™

elde edilir. m
Yukandali nerme yardumi ile (1+ )2 mm g Taylor Serisi'ni bulabiliriz. (2.11) de

verilen zincir kurah yardimiyla,
r i
(L+2)g =) (Dif) (0) =

Dil+=)3 = Di~[a}(1+g2)7™

I

Dg_z o [@—1]q(1+ ¢°z) :_2

= Di7lollo—1lo—2ed (1+¢'z); "

= [lla-1fa-2...lo—j+1g?¢... ¢~ (1 +¢/z)27
Dil+z)u=o=[o][a—1[a—2]...[e—j+ 1] gfU-1)/2
Sonug olarak,

i

1+2)2 = Y lella—1fa—2...[a—j+1] 0D/
=0 [

= i * | giti-D/2gi

=0 | j

elde edilecektir. Dikkat edersek bu ifade Gauss Binom Formiili diir.
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Onerme 3 Herhangi bir a saiys: igin asafrdaki ifade dogrudur.

1 [a]

ispat. g- Tirevin tammmdan yararlanarak, yukanda.kl ifadeyi elde edebiliriz.

1 3 (1-g¢%z);
Dy ((1-.@;) = Dq( (1—z);g)

_ ((1 i q“w)‘f) 1

I-=z9)7 (-2 Jz(g-1)
_ (-a) ] (1-0) - (1-¢%2)
(1-=z)7 z(g—1)
_ 1 g*—-1
C (A-z)g-1
1
= [Q]W

elde edilecektir. ‘m
Yukaridaki nermeyi kullanarak (-1——1—)—.;:0111 q— Taylor Serisi *ni bulabiliriz.

J=)= Z (Dif) (0)[

= J!
1 (o]
D =] =
q ((1 — x)q ) (1 i w):ﬁl
1 _ o]le+1]
DZ ((1 _ .'B): - (1 il x)t;+2
R 1 _ lele+1]a+2]...Jla+5—1]
De ((1 - ‘U)f; B (1- z)?"’j
D} (o | o=l fa+ 1] +2) .. a5 — 1
(1—=z);
Sonug olarak,
1 - oo+ 1][a+2]...[a+5—1] .
T 2_3 G 7

B 00 (1 qa) 1 qa+1) ( qa+j—1)
= La-Ha-70..a- DE=0°

J=0
_ -,
- ; a- q)’
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Heine Binom Formiilit elde edilecektir. (14.17) ifadesinden dolay: asagidaki sonuca ulagimz.

oo _ 7 )
(1 _1 )5 = Z ((1—"“1 _q:)i'q”” =1 ®o[a;¢; 7] (15.5)
J=0 q



BOLUM 16

Ramanujan Carpim Formiilii

Bu boltimde Hintli matematikci Ramanujan tarafindan tarafindan bulunan ve sayilar teorisinde
¢ok ilging uygulamalar: olan Ramanujan Carpim Formiiliti’nti inceleyeceffiz. Ispati yaparken
Heine Binom Formiilti'nden ve kompleks analizdeki baz bilgilerden yararlanacagz. Ra-
manujan’m Carpim Formiilii'ntin 1spatini yapmadan 8nce bazi hatirlatmalar yapalim.

ANALITIK FONKSIYON

Bir f (z) karmagik fonksiyonu, bir zp noktasimn belli bir D (2, §) komgulugundaki biitiin
noktalarda’ diferansiyellenebiliyorsa , f (z), z noktasinda analitiktir denir. Aymeca f(z),
z = c noktas civarinda Taylor Serisi'ne acilabiliyorsa bu noktada analitiktir. Analitik
fonksiyonlarm serisi yine analitik bir fonksiyona yakimsamaktadir.

OZDESLIK TEOREMI

f ve g fonksiyonlar1 B C C bblgesinde a.na.htlk ve limiti B de bulunan B deki bir dizinin

terimleri tizerinde egit oluyorsa , B bolgesinin ttimtinde f = g dir.

Teorem 1 g(z) fonksiyonunun bir B C C bélgesinde analitik olmasy icin gerek ve yeter
kogul herbir 20 € A noktasi igin g(z) fonksiyonunun D = {z/|2— 2z |<r} dairesinde
yakinsak bir kuvvet serisine egit obmassder.

ispat. =gerek kogul g (2) fonksiyonu bir 2y € A noktasinda analitikse , bu noktamn
komgulugundaki z'ler i¢in gegerli olmak tizere,

— ™ (20) ny _ n
f(z)=ZT(z—zo)=Zan(z*z0)
n=0 n=0
olacak gekilde bir agthma sahiptir ve f (), | z — 2p |< r yaknsakhk dairesinde bu seriye

yakinsamaktadir. <= yeter kogul Her kuvvet serisi kendi yakinsakhk cemberinde bir analitik
fonksiyona yakinsar. O halde,

9(2) = tn(z~2)"
n=0
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oldugundan g (z) analitik bir fonksiyondur.

Teorem 2 RAMANUJAN GARPIM FORMULU

18]
|a]
bblgesinde a,b,q ve x'in fonksiyonlarmn agagidaki egitligi vardir.

Z (1 - a) (16.2)

n=-—oo

) e - ) e
(1 — bgn) (1 - si’ai‘-) (1 - %3;") (1 — zq")

Ispat. (16.2) ifadesi 2,b,q ve x’in fonksiyonlan arasinda bir iligki kurmaktadir. Ispat: ya~

lgl<l,|al>]gl,|bl<1 ve <zr<l (16.1)

1% (a; b; ¢; )

|

parken a,q ve x 'i bir sabit gibi diigtiniip fonksiyonlar: b’nin bir fonksiyonu gibi diigiinecegiz.
(16.1) bolgesinde a, g, z sabit ve | b |< min {1, | az | olacaktir.}Ispat: yaparken izleyacegimiz
yol,
1-Toplam ve carpim serilerinin (16.1) bslgesinde analitik bir fonksiyona yakimsadiklarim
yani analitik fonksiyoﬁ]ar olduklarini gbsterecegiz.
2-(16.1) bélgesinden alman {¢™,q™*, ...} dizisinin terimleri tizerinde (mli_{)nmq"1 =0,...)serilerir
birbirine esit oldugunu gdsterecegiz. (16.2) ifadesinde toplam serisinin n. terimini f, (b)
olarak tammlayahm. Amacimz f, (b) fonksiyonunun analitik oldugunu ve (16.2) ifadesin-
deki toplam serisinin (16.1) bolgesinde yakinsak bir seri oldufunu gostermektir. Analitik
bir fonksiyonun serisi, yine analitik bir fonksiyona yakimnsayacaktir.

(1— )q n

fa () = = b)g:c {a,q,z sabit}

fn (b) fonksiyonu n > 0 igin (16.1) bdlgesinde tammhdir. Yani,bu bblgede f, (b) fonksiy-
onunu tamms:z yapan bir defler yoktur. Ctinkti | ¢ |[< 1,| b |< 1 oldugundan (1-b)7 =
(1—-b)(1—gb)... (1 — g™ 'b) ifadesi (16.1) bolgesinde mifirdan farkhdir. Bu yiizden (16.1)
blgesinde f, (b) fonksiyonu anslitiktir. Simdi de n > 0 igin serinin yakimsak oldugunu
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gosterelim. Oran testini uygularsak,

fn+1 Ft1 () (t-a)g" ., (=B
noo 0 = | a-opt T 1 -a);
z (1 —q"a)

= Jm | g |
|z|<1

i

oldugundan seri n > 0 igin (16.1) bolgesinde yakinsaktir. O halde seri bu bélgede n > 0
icin analitik bir fonksiyona yakinsayacaktir. Simdi de n < 0 i¢in serinin (16.1) bolgesinde
analitik bir fonksiyona yakinsadiim gosterelim.

. (1-a)," 1—qg )7
=g = - o

‘ q
(16.1) bolgesinde f_, (b) fonksiyonunun paydast sifir olmamaktadir. Bu ytizden (16.1)
bolgesinde f_, (b) fonksiyonu analitik olacaktir. Simdi de n < 0 igin serinin (16.1) bél-

gesinde yakinsak oldugunu ve analitik bir fonksiyona yakimsadigim gdsterelim.

| fna®) o (=R g1 (11— g
n—-—00 I fn (b) n-—»-—ool (1 q—n—la);l+1 " (1 q—"b) |
i ’ (1_q~n—1b) —1]
T noeoo ! (1—g"la)
( n+1 b)

|

Oran testinden dolay1 n < 0 icin seri (16.1) bslgesinde yakinsaktir ve f_, (b) fonksiyonu bu
bolgede analitik oldugundan n < 0 igin seri analitik bir fonksiyona yakmsamaktadir. (16.2)
ifadesinin sag tarafina gectifimiz zaman,

ﬁ (1 - éﬁ) (1— g™+ (1 - ”*‘) (t-as)  (1-3)7(1-gf (1-£)7 (- ea)y
= (=0 (1-22) (1) ey (=07 (-7 (1-&); Q=27
elde edilecektir. Paydadaki terimler (16.1) bolgesinde sifira esit olmamaktadir. Bu yiizden
bu ifade verilen bolgede analitiktir. Buraya kadar (16.1) bolgesinde iki serinin de analitik
fonksiyon oldufunu gosterdik. Simdi de (16.1) btlgesinden {g™,¢™*1,...} dizisini alalm.
Bu dizinin terimleri m — oo i¢in sifira gitmektedir. Amacimz (16.2) ifadesinin bu dizinin
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her terimi icin birbirine egit oldugunu gdstermektir. b = g™ olarak segersek , m sayis b
nin (16.1) bolgesinin bir elemam olmas: igin yeteri kadar biiyitk bir say1 olacaktir. Eger

n=—n < —mise,

1 1 "\
= 7 = 1 — qm-n = 0
1-¢™)7 (@Q-gm);" ( )

olacaktir. Ginkii —n' < —m ise,
nl
1 m—n =(1- m-n') ] — g gv—m) m—n’ n-—l =0
(=), = (=) (1) (1)
olacaktir. Buna gdre n > —m igin (4.5) ifadesinini de kullanarak, (16.2) ifadesinin sol tarafi
agaffidaki gibi olacaktir.
1—a)? o0 1-a
S - X aen
nEZ( - )q n=—'rn+1( q’m)
(1 il a)q—m+n+1

= Z (1 qm)-—m-l-n+1

$~m+n+1

a)—-m+n+1 -

l—mz (1 q )—m+n+1

1-m

= (- (L]
 (1-gm )1“’" (1—q)“

xl—m (1 —a I-m o q1—~m )
qm)l‘"‘z (1-q)

- (1—a)1‘"‘ -
=z m;l'—"n o [¢'"™"a; ¢; 2]
q q 1

x‘n

(1-
(1 l—m (1 ql-max)
(1 - qm);-—‘m (1 w)q
olacaktir. b = ¢™ saym (16.1) bolgesinin bir elemam oldugundugundan dolay1 | b |=| g™ |<

LHS = z'-™

1 olmas icin m > 1 olmahdir. Dolayisiyla 1 — m < 0 olacaktir. Buna gore,

1 1 1

(l-a) ™= - e -
A—gmay T Q=g (1—~gm-1grt

=(1-gq?

olacaktir. Bundan dolay: (16.2) nin sol tarafi agagidaki gibi olacaktir.

1-gp™ (-g""az)y’

LHS =zl™™
A-gmal™ (-2
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Simdi de b = ¢™ degerini (16.2) nin sag tarafinda yerine koyalim.

(1- qma“l);c’ I-a7 (1- qa"lx_l):" (1-az)?

A== (=@ )P (= gmaTa )P (1 2]
-1 -1, - ~1

(- (1 - e0) (1 - ga~ls™)"

(1-ga )"t (1—2)®

RHS

Simdi de LHS ile RHS yi kargilagtirahm.

— — — oo -1, — -1
1_m(l-—q); m(1-q max):c’ B 1-97 1(1—aa:)q (1—ga'z 1);"

(1-gma); ™ (1-2)7 (1-ga )y (1-2)p
Buradan,
(1- qaf‘l)m_1 (1= qa.‘lzz:"l)mn1 (1 —az)®
q = g™ 1 9
g =7 maay
w1 (1- qa‘l:c_l);n_l (1 —az) (1 - gaz) (1 - g%az)...
=7 (1 —gtmaz) (1 - ¢>~™az)...(1 — g taz) (1 —az) (1 — gaz)...
-1, ~1ym—1
_ mel (1-ga 'z 1)?
(1= g=maz)y?
Sonug olarak,
—1ym—1 —1,— -1
kL M Gl 0 (16.3)
(1—g-ma); ™ (1 - g*~maz)y "

elde edilecektir. Dikkat edecek olursak = = 1 icin her iki taraf birbirine egittir. Ayrica
egitlifin sag tarafi = den bagimsizdir. Bunu gésterelim.

m—1

1. —1ym—1
(1-ga™ 1z 1);11. i (1-gazY) (1-gatz7Y) .. (1 - g™ ta"1z7Y)

(- gmaz) T (1 - ¢™™az) (1 — ¢—™az) .. (1 — ¢ Laz)
 pal—galzll-ga izl 1— g™l ip]
- l-¢glaz 1-g2%az =~ 1-—g'™az

m—l.l_Q/axl—qz/a,x 1__qm—1/az
? T-azfql-az/@ " 1- az/g™T
m-1(02 ~g)/az (az — P)/ox  (az —g")/az
(g—az)/g (¢® —az)/¢* " (g™ ! - az)/q™!

(D () ()

-1
I iy S
a,m—lxm-—l

(_l)m_l q !m;l)m

= g

am—l
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Boylece (16.3) esitlifinin sag tarafimn z den bagimsiz oldufunu gostermig olduk. Buraya
kadar (16.1) ifadesinin her iki tarafimn b = ¢™ igin birbirlerine egit olduklarim: gosterdik.
Bu esitlik b = g™+, g™*2, ... defferleri i¢in de saglanacaktir. O halde Ozdeglik teoreminden
dolay1 (16.1) bblgesinde (16.2) egitligi vardir. Boylece 1spat tamamlanrmg olmaktadir. =
Ramanujan carpim formtlii a, b, g, z olmak tizere dért tane deger icermektedir. Burada
onemli 6zel durumlardan biri de a =y, b = qy icindir. O halde yeni yakmsaklhik bélgesi,

lgl<lzi<l |gl<|yi<|q|™ (16.4)

olacaktir. Buna gore Ramanujan ¢arpim formiiliniin sol tarafi agagidaki hali alacaktir.

~ 1- 1-9)(-gy...(1-¢g""y) s
LHS = 1{2( qy)n 7; 1—qy) (1 —¢%y).. (1 )

_ (1-9)
B Z(1 qy)

neZ
_ o -y (1-y)
- ,;, A=g)" El =aw)”

_ (-9 _(-9)
Z < (1—g )" Z "
olacaktir. Tkinci toplam agagida inceleyelim.

) I N
Z q—'n.y) = (1 y)gll_h

z gy !
= (1—
( y)EZy_lq
Ty !
= —(1— 1 A
( y)E: e

Buldugumuz bu ifadeyi yukarda yerine yazalim.

s -3y - TR
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i

LHS = f: (-9 (1+a"y+ (@) +...) - (i (1-m)z™ (" + ()" + . ))

'n.—O
= ZZ (1—y)z" (¢"y)™ ZZ(l y)z " (¢"y )"
n=1m=1
= (1—y)<§:zw (@)™ - Zzw““ "y )
n=0 m=0 n=1m=1

Simdi de carpim tarafinin yeni yakimsaklik bdlgesinde b = gy, a = y degerleri icin nasil
deffigecefine bakalim.

(1 qn+1 (1 q'n,+1) (1 qn-l-l —ly—l) (1 _qun)
RS = H (= ) (L~ oy 1) (L= 12— (1 - 20")

elde edilecektir. LHS ve RHS yi (1 — y) ile bolelim.

oo oo n+1 741 n+l,.—1,~1 )
n, \m —-n (0, —1\" __ —4q )(1 g )(1—q Ty )(1—me)
22,07 2 e = IT la- T s e

Il

H 1-g¢")? (1-q"z "y ) (1 - yzg™?)
L(1-y) -y ) (1 - gz ) (1 -z 1) (1 - y)

H (L=g)* (1 —g"a'y ") (1 —yog™ )
q“'ly)(l g"y~1) (1~ gqrz~1) (1 — z¢"1)

Bu ifadede z = y = z olarak ahrsak (16.4) b&lgesinde | ¢ l<| z |< 1 olacaktir Buna gbre,

m+n mn » M= mn (1 1 g "2 ) (1_ 2? n—l)
Z Z Z Z H (1 qn—l .,)2 (1- qn.,—l)

n=0 m=0 n=1m=1 n=1

olacaktir. §imdi de bu ifadenin her iki tarafim {32 = %:7?3 ile carpahm.

'm.+n mn Z Z —m—n mn H (1 qn)2 1- q'n.,, 2) (1 ,Zq _1)

(1 - g~12)* (1 — gnz—1)?

n=1m=1 n=1m=1 n=1

1+z Z (g7 — ymmem) = H(l q") (1=¢"7) (1= g"7) (1~2)°
n=1

— P (- (A=)

m,n=1

olacaktir. Burada,

= (1—-g"22) (1 - 2) H (1—gm2%)

L (-2 (1-22) 5 (1—gr2)?
olaca@ igin , sonug ola,ra,k a§a§1da.ki ifadeye ulagiriz.

Z m+'n, _ z_m__n) _ ﬁ (1 — q'n)2 (1 — qnz-2) (1 - zzqn) (16.5)

1 +2 (1 —gqr2)* (1~ g1y

myn=1 n=1

Bu ifadeden sonraki iki boliimde oldukga fazla yararlanacagz.
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BOLUM 17

Bir Tam Saymin iki ve Dért Kare Cinsinden Toplaminin

Acik Formiilleri

Sayilar teorisinde en eski problemlerden biri, bir pozitif tam sayimn kareler toplami gek-
linde nasil parcalanacagidir. Bu konuda Lagrange’in herhangi bir pozitif tam saymin dért
tane tam saymin karelerinin toplam olarak pargalanabilecefini ispatlamas: ¢ok Snemli bir
sonugtur. Bu bslimde Lagrange’in bu teoremini ispatlayacak ve bir pozitif tam saymin iki
karenin veya dort karenin toplami geklinde pargalamsglarmm sayisim bulmak icin Gauss ve
Jacobi’nin agik formiillerini elde etmeye ¢ahgacagiz.

Tamim 1 O, (N) =N sayssinin, m tane tam saywman karelerinin toplams seklinde kag gek-

ilde yazidabilecejinin sayrsidar.

Ornek 2 O (5) = 8 oldugunu gosterelim. Yani 5 saysinin iki tom saymn karelerinin

toplame geklinde 8 sekilde yazlabilecefini gdsterelim.

5 = 12422
= 22412
= 224 (-1)
= (1P (2p
= (-2?+ (-1
= 124 (-2)?
= (-2P+1°
= (-1)2+22

Yukaridanda da anlasilacaf gibi (1, £2) ve (£2,+1) seys ¢iftlerinin karelerinin toplams 5

olacaktar.
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Eger
O@=>Y_¢" (17.1)

neZ
geklinde bir formal kuvvet serisi tanimlarsak,

O (N) = O(g)™ deki ¢V nin katsayis olacaktir. (17.2)
Bunu gosterelim.
m
O™ = (Z,ﬁ) =(..++g*+g+1+g+g*+L+..)"
neZ
Bu serideki her bir ¢V terimi icin N = a2 + a2 + ... + a2, yazabiliriz. Ciinkit N sayst
m tane tam sayinin karelerinin toplam geklinde elde edilmektedir. Buna gore de, ¢V nin

katsayisi N nin m tane tam saymn karelerinin toplam geklinde kag gekilde yazilabilecefinin
saywsidir. Bu durumda (0 (g)™ deki ¢/Vnin katsayisi Oy, (V) olacaktir.

Teorem 3 Herhangi bir N pozitif tam seyise icin,
Oy (N) = 8X (N nin 4 in kats olmayan pozitif bélenlerinin toplama) (17.3)

Teoremin 1spatina gegmeden 8nce, bu teoremden her N pozitif tam sayismin 4 tane
tam saymmn karelerinin toplamu geklinde her zaman yazilabilecegini sbyleyebiliriz. Ciinkt,
1 saysi tim tam sayilarm bir carpamdir ve 4 {in bir kat1 defildir. Bu teoremden bdyle bir
genelleme elde edebiliriz. Simdi teoremi ispatlayabm.

Ispat. (16.5) ifadesini ele alalun. Bu ifadenin her iki tarafinm z — —1 igin Limitini
alahm. (13.11) ve (17.1) ifadelerini kullanarak,

z—>—1n=1 (1 - zqn)2 (1 _ z—lq‘n)2

z—>=1
T a-a-ma-g)
= 1I 1+ 1 +q°

n=]
_ Ty a-g¢v
B nl;Il 1+qv)*

= (T

= O(-g)*
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elde edilir.

. s m+n_,,—n—'rn
s - v £ i)

)n—

o mn (,mtn _ ,—n—m
= lim " (2 ) ’ ;
= ( — z) E 3 T ) L'Hospital kurals

= lim RHS=1+14 Z "™ (m +n)(~1)™

z——1
myn=1

elde edilecektir. Dikkat edecek olursak,

Z )m+'n.——1 Z qmnm( 1)m+n—1

myn=1 mn=1
oldugundan dolaya,

o0
im RHS = 1+8 ) ¢™m(-1)™"!

Ty man=1

= 1+8 i (—¢™)* m (-1)™*

myn=1

= 148 (=a™+ (=g + (=g +.. .) m (~1)™!

m=1

= 148 Y m (1) () (1 (g™ ()

elde edilir. Simdi de lim;,_y LHS ve lim,,_; RHS ifadelerinde ¢ yerine —q koyalim.

mg™
lim RES=D(q ¥ ve lim LHS = 1-!—82——+W
elde edilecektir. Bu limit deferleri birbirine esit olduguna gore,
O(g)*=1+8 Z = (_q)m (17.4)
yazabiliriz.
o~ mg" N mg™
ZH( o ;W+§W (17.5)

m tek m cift
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m>1 k=1
m cift
oo
= }:%qzk (1 _ qzk 4 gt — g8k 4 )
- sz (qZk g + _q8k+m)
~ o
= Y 2% (qzk + g% 4 g% 4 ) =) 4k (q‘”‘ + ¢ 4 ¢'%* 4 )
k-l k=1
_ 2Icc12’c 4kq**
- Pt Z 1— gt
elde edilir.O halde,
kg 2kg%* N Akg™
Z 1+gm Zl+q2k Zl g2k Z'l—:qﬁ
m>}t k=1
m Cy

yazabiliriz. Buldugumuz bu ifadeyi (17.5) ifadesinde yerine yazalim.

kg N dkgt®
1 qm +Z — g% Zl—q‘“‘

Ms

Z 1+ (—Q)"‘

m%Ik k—l k=1
m
>
m21 1- i
dm
oo
le
44m
o0 0o
= 53 me
m>1 n=1
4m

elde edilecektir. Buldufumuz bu ifadeyi (17.4) de yerine yazarsak agagidaki sonucu elde

ederiz.
oo [+5)
D@@'=1+8Y Y mg™ (17.6)
m>1 n=1
Hm
Bundan dolay1, herhangi bir N > 1 igin, [ (g)* de ¢/ nin katsayis: n pozitif tam sayis1 i¢gin
N = nm, m {4 olmak lizere 8 ), m olacaktir. Bagka bir deyigle, [J, (V) says1 N nin 4 {in

kat1 olmayan pozitif bolenlerinin toplamimn 8 ile ¢carpimima egit olacaktir. m
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Teorem 4 Herhangi bir N pozitif tam saysss igin,

04 (N) = 4X (mod4 te 1 e denk olan N nin pozitif bilenlerinin sayusz)

—4X((mod4) te 8 e denk olan pozitif bolenlerinin sayis1)

ispat. (16.5) ifadesinde z yerine i yazalim. Buna gore (13.11) ifadesinden de yararla-
narak,

= (1-g)’ (1 +¢%) (1+q")
,LII (1—ig™)* (1 + ig™)?
T =g+’
- 1 (1 —igm)? (1 +ign)

RHS

n=1
B -
B nI___Il(qu,,)z

= O(-¢*’

elde edilecektir.

i

LHS 14 i ; : i qm'n. (im+n r 7:—('m+n))

n,m=1

1—3 i ™ (z-m+n - (_i)(m+n))

n,m=1
m <+ n toplam: ¢ift ise (—i)(™+™) = ™" m 4 n toplam tek ise (—¢)(™ M) = —(j)min
olacagindan m +n ¢ift igin terimler birbirini gdtiirecektir. Bu ylizden toplam sadece m4-n
tek icin ineeleyecefiz.

oc oo
LHS = 1-i Y. ¢™i™™m4i Y g™ (—i)™"

m,n=1 mn=1
m+ntek m-+ntek
o oo o oo oo oo 0o o
— 1__,,:2 qunim+n_i Z qunim-l-n_z-E : E :im+'n.qmn_i E : Zim+nqm1
m21 n>1 m>1 n>1 m2>1 n>1 m>1 n>1
miek ncifi mceift ntek mitek ncift meift niek
0o oo co oo
D IDIT L ulP'D 3y
m>1 n>1 m>1 n>1
miek ncift meift ntek
®© oo
= 1-4i) Y gmmmin
m>1 n>1
miek neift
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elde edilir. Buna gore LHS=RHS oldugundan agagrdaki esitlifi yazabiliriz.

o0 o}
O =143 3 e
m21 n2>1
miek neift
Burada g yerine —¢q koyahm.

D(@@f=1-4) > (-q)F im+

m>1 n>1
mitek neift

(F1)F = ()F @) = ()T

olacaktir. T ciff(tek) ise (—l)ﬂ#("’*'l) yerine (—l)m%;1 yazabiliriz.

o0 o0
O(@?=1-4) ) % (-
m>1 n>1
mtek neift

n = 2k icin
D@ =1+4) Y ¢ (-1 (a7

m>1 k=1
mitek

elde edilecektir. Bu egitlifin sag tarafim yorumlayalim. Bu serideki ¢ nin katsayismin
nasil bulundugunu gosterelim. Herhangi bir N > 1 ve herbir m pozitif tek sayist igin,

1-m/N ve -— —% cift ise m"l =2l m = 4l+1 olacaktir. Bu durumda m tek sayis1 mod 4
te 1 e denk olacaktr.

2-m/N ve 5L tek ise 51 = 2141 m = 4143 olacaktir. Bu durumda m tek sayis1 mod 4
te 3 e denk olacaktir. To(N) sayisi [ (q)2serisi.ndeki ¢" nin katsayisim temsil ettifine gore,
Og (N) sayst N nin mod 4 te 1 e denk olan pozitif bolenlerinin saysmm 4 ile carpimindan,
N nin mod 4 te 3 e denk olan porzitif bslenlerinin sayismmin 4 ile carpimnin gikarilmas ile

bulunur. =
Teorem 5 FERMAT TEOREMI

p tek asal sayis1 iki karenin toplamm geklinde yazlabilmesi icin gerek ve yeter kogul
p = 1mod 4 olmasidur.

Ispat. = Gerek kogul p tek asal say1s1 p = a? + b2 olacak gekilde iki karenin toplamm
geklinde yazilabilsin. p tek say1 oldugundan | a [#] b |olacaktir. (+a, 3b) ve (&b, Za) ikilileri
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bu denklemi saglayacaktir. Og (p) = 8 olacagindan bir énceki teoremden ve p nin asal say1
olmasindan dolay: [Jp (p) = 8 olmas: igin p = 1 mod 4 olmahdir.

+=Yeter kogul p = 1mod 4 ise p asal tek sayrismin iki karenin toplam geklinde yazila-
bildigini g¥sterelim. p nin pozitif bolenleri p asal oldugunudan 1 ve p dir . 1 ve p, mod4 te
1 e denk olduklarindan dolay: énceki teoremden [p (p) = 8 oldugunu sdyleyebiliriz . Yani
p asal tek sayis1 iki sayimin karelerinin toplamm geklinde 8 gekilde yazilabilmektedir. m
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BOLUM 18

Bir Tam Saymin ki ve Dért Uggen Saymin Toplami
Cinsinden Acik Formiilleri

Bu bsliimde bir tam saymin iki veya dort tane tiggen sayinin toplami geklinde ifade ede-
bilmek i¢in Ramanujan ¢arpim formiiliinden yararlanacagiz. n.ticgen sayisim yeniden hatir-

layalim.
_n(n+1)

An 2

Uggen sayilarda A, = A_,_egitligi oldugundan {A,}, , dizisi simetriktir. Bu ytizden

tiggen sayilarn tanmmim n > 0 igin simrhyoruz.

Tanmm 1 A, (N) =N pozitif tam saysmn m tane dcgen saymnn toplams seklinde kag
gekilde yazilabileceginin soyrsidar.

Ornek 2 Ay (6) sayisins yani 6 saswman iki tane Gggen saywnan toplama geklinde kag sekilde
ifede edilebileceginin sayisine bulalem.

6 = Ao+ As
= Ag+ A3

= Ag+ g
olacarndan N2(6) =3 olacaktar.
Asafdaki kuvvet serisini ele alalim.
[+
Alg)=) _q" (18.1)
n=0
Ap(N) sayismin, A(g)™ kuvvet serisindeki ¢V nin katsayisina egit oldugunu gosterelim.

0 m
Alg™ = (ZqA") =(1+g+@++d%+..)"
n=0
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Yukarideki seriden anlagilacagh gibi, ¢" nin katsayisi, N nin m tane figgen saymin toplam:
seklinde kag gekilde ifade edilebileceginin sayisidir. Bunu bir &rnekle gtsterelim.

Ornek 3 A3z(6) saysimn A(q)? serisindeki ¢® mn katsaysina esit oldujunu gdsterelim.
Onceki drnekte Aa(6) = 3 oldugunu gostermistik.

A(q)2=(qu") (Lt+g+P+E+d0+..)>
Serideki q5 terimi, 1¢° ,g3q% ,q®1 seklinde elde edilecektir. Yani q® nun katsayust 3 olacakter.
Teorem 4 Herhangi bir N pozitif tam sayist igin,

Ag(N) = (4N +1 in mod4 te le denk olan pozitif bolenlerinin saysy)  (18.2)
— (4N +1 in mod4 te le denk olan pozitif bélenlerinin sayusy)
Ispat.

Z mn 'm.+'n. i qmnz——m—n ﬁ 1 qn)Z( _z—— q )(1 ,.an—l)

n-—-l) (1 — ,—1 n)

myn=1 =1
ifadesinde ¢ yerine g2, z yerine —+/q koyahm.
rEs - 7 - (D e (1- (") A+ (1))
1 (1= (oreE) (14 (-0nerd)

- < )" A+ (- 1)“q”—~2H 1+ (1) g™?
n=1

n=1

ve (12.4) ifadesini kuna.na.ra.k,
RES = 2]]—C= (—1)”q”): 1+ (-1)"g")*
n=1 (1 — (- qn-%) (1 +(=1)" qn_%)z
2
2 M (1_("1)2 q2 ) i
n=1 (1 —(-1)*" q2n—1)

_ L7y -’
g e,
= 2A(g)
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elde edilecektir.

LHS = i (__1)mn+'m+n qmn—.(ﬂ;_"il _ i (__l)mn—m—-n qmn_w

m,m=0 myn=1
oo [o%} S
Z (_l)mn—l qmn—s-"l'z"—"l _ Z (__1)mn—-m-n q-m.'n,—i—-z——l
m,n=1 myn=1
Yukandaki toplamda m + n tek oldugu zaman her iki toplamda m + n ye kargihk gelen
terimler birbirlerini gottireceklerdir. Eger m + n ¢ift ise;

©o

00
Y g - YDy () g
1= \e=1
nﬁ%}t mﬁﬁgﬂ
00
- _(min)
= 2 Z (__1)m'n lqm'n 5
myn=1
mncifi

elde edilecektir. O halde sonug olarak;

o0
2 Z (_l)mn—lqmn—s——'z—i'ﬁ)-

LHS =
mn>1
m+neift
oo oo
= 9 Z qmn—g——lm'z""' -9 Z g™ min
mn>1 mn21
m,ntek minczf T

elde edilecektirir. Sonug olarak,

A(g) = i i i g
ek mniift

olacaktir. Bir +¢V terimini elde etmek icin m,n > 1 m,n tek veya my ¢ift icin N =
mn — (—"%'—“) veya 4N + 1 = (2m ~ 1) (2n — 1) olmalidir. Eger m,n > 1 ve m,n tek ise,
2m —1= lmod4 ve 2n — 1 = 1mod 4 olacaktir Eger m,n > L ve m,n cift ise 2m -1 =
3mod4 ve 2n — 1 = 3mod 4 olacaktir.Buna gore serideki herhangi bir ¢ teriminin kat
sayis1 veya Ag(lV) sayisi, 4N + 1 in mod4 te le denk olan pozitif bélenlerinin sayisimin
4N +1 in mod 4 te le denk olan pozitif bolenlerinin sayisumin fark: olacaktir.

Onerme 5 Eger 4N + 1 asal bir say: olacek sekilde N pozitif tam soyesy varsa N iki tane

farkly Gggen saywnan toplams geklinde tek tirki yazlar.
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Ispat. Eger 4N +1 sayis: asal ise bu sayimn pozitif bolenleri 1 ve 4N +1 dir. Bir énceki
teoremden yararlanarak,her iki pozitif btlende mod 4 te 1 e denk olacagindan N pozitif tam
sayisi iki tane icgen sayium toplami geklinde ifade edilebilecektir. Buna gdre N pozitif tam
sayistn agafida gosterilen gekillerde ifade edebiliriz.

I-N =AM+ D=0+ D k#1

IN =N +Dp =N+ 1\ k # l olmahdir. {A,}, . dizisinin terimleri giderek
arttifindan dolay: 2.olasilik olamaz. Bu yiizden N pozitif tam sayisi 1.olasihkta gosterildigi
gibi iki tane farkh figgen sayimn toplams geklinde tek tiirli yazilabilmektedir. m

Yukandaki 6nermeye 6rnek olarak N = 7 i¢in, 4N +1 = 28+1 = 29 asal say1 oldugundan
A2(7) = 2 olacaktir. Gergekten 7= A1 + Az = Ag + A olacaktir.

Teorem 6 N herhangi bir pozitif tam says olmak dzere;
Ay(N)=2N + 1 in tim pozitif bélenlerinin toplamadsr. (18.3)

ispat.

i qmnzm+n _ i qmnz-—m-n — ﬁ (1 - qn)2 (1 - z-2q”) (1 - z2qn__1)
m,n=0 mn=1 Ny (1 - zqn—l)z (1 - z——lqn)z

ifadesinin her iki tarafim 1 — gz=2 ile bolelim. Daha sonra da g yerine ¢2, 2 yerine de ¢

koyalm.
e (1 _ qn)z (1 _ z—2qn) (1 _ zan—l)
i (1—g272) (1 — 2q71)? (1 — 2-1gn)?

1-27 q'n. = -2 _n+l
H1 qz—z—l—.l;(l_z g")
ifadesini kullanarak asagidaki sonuca ulagiriz.

1 qn)2 (1 — 'n+1) (1 —zn n-—1)
(11— 21" (1 271’

RHS =

RHS = H

n=1

Simdi de (13.9) ifadesinden yararlanarak, RSH de g yerine ¢2, z yerine de ¢ koyahm.

RHS = ﬁ (1-g")* (1—¢™) (1— ™)

oot (1- q2n—1)2 (1- q2n—1)2
fi ()

= 1 g2n—1
n=1 1 q .

= Afg)*
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elde edilecektir.

1 = >
— +n _ i
LHS = 1_qz—2 Z qmnzm n Z qmnw m—n

myn=0 m,n=1
q yerine g2, z yerine de g koyarsak, payda 1 — gz~2 = 1 — g%¢2 = 0 olacagindan yukaridaki
ifade tammsiz olacaktir. Bu nedenle g yerine ¢ koyup, z — ¢ icin limit alacafz.

o0 oo
RES = Im ( > Pt 3 o ’”“""m_n)

m,n=0 m,n=1

= lim i ( i @™ (m+n) 2™t 4 i @™ (m +n) z"‘m""—l)

z —3n2
—92z 4 m,n=0 myn=1

-1
2q m,n=0 myn=1

— _1_ ( i q2mn+n+m—1 (m -I-’I'L) + i qzmn—m—n-l (m +n))

(S rmsnns £ mriinso)

mym=1 m,n=1

Z q2mn—-n—m (m +n— 2) +E_2]; i qZ'm.n—m-—n (m +n)

o0
myn=1 m,n=1

= i (m+n — 1) g2mn—m-r

myn=1
oo

- Z (2m —1) q2mn—m-n

myn=1

= A

I
N =

elde edilecektir. 2m — 1 = k,2n — 1 = [ olsun. Bu durumda n > 1 ve m > 1 oldugundan
k,1 > 1 olacaktir.

oo

&l—1

A=) kgz
k>1
k,itek

elde edilecektir. Eger k—l;—l = N veya 2N + 1 = kl oluyorsa yukaridaki seride bir ¢V terimi
elde edilecektir.O halde ¢V teriminin katsayisi
Yok
k/2N+1
geklinde tanimlanacaktir. A (g)* sersindeki ¢/ nin katsayiss Ay(N ) sayis1 olacafindan,
Ay(N) say1s1 2N + 1 in tim pozitif bolenlerinin toplam olacaktir. m
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BOLUM 19

g-Antitiirev

Bu boliime kadar sadece g~ diferansiyelden bahsettik. Aceba g— analizde integral nasl
tammlidir? Bu bsliimde bu soruya cevaparayacagiz. Once agagidaki tanimla bagalayahm.
Eger DgF (z) = f (z) ise, F'(z)’e f (z)'in g antitlirevi denir ve agagidaki gekilde tanum-
lanir.
F(z) = / f (@) dgo (19.1)
Bilinen analizde antittirev tek degildir. Analizde antitlirevin tekligi sabitlerin eklenmesine
kadardir. Ctinkil bir fonksiyonun tiirevinin sifir olmas igin gerek ve yeter kogul fonksiyonun
sabit olmasdir. Fakat bu durum g-analizde daha karmagiktir. Ciinkii Dy (z) = 0 olmas
icin gerek ve yeter kogul ¢ (gz) = ¢ () olmasidir ki burda ¢ () fonksiyonunun sabit olmas
gerekmez. Eger ¢ (z) fonksiyonu sabit bir fonksiyon ise z = 0 noktasinda stirekli olacaktr.
Bir fonksiyona ¢ (z) fonksiyonunu eklersek bu fonksiyonun g-tiirevi deffigmeyecektir. Eger
@ (z)’1 bir kuvvet serisi olarak almak istersek, o (gz) = ¢ (z) sartinn saglanmas: icin n > 1
Ve ¢, z” nin katsayis: olmak tizere ¢, = g™, olmahdwr. Ancak ¢, = 0,7 > 1 oldugu zaman

v (gz) = @ (z) = cp = sabit olacaktir. Boyle bir durumda eger,
0
fl@)=> ans"
n=0

bir kuvvet serisi ise f (z)’in sabit terime kadar tek bir tane g— antittirevi vardir.

i ap ™t
/ § (@) dgz = n;o gt (19.2)
Eger f (x) herhangi bir fonksiyon ise, g— antitlireve baz kisitlamalar getirerek q— antitiirevin
tekligini giiclendirebiliriz. Dy () = 0 ise ¢ (gx) = ¢ (z) olacaktir. ¢ (gz) = ¢ (z) olmast
peryodik fonksiyonlara benzemektedir. Burda x deferi sifira yaklagirken peryot giderek
kuictilecektir. Eger (0.1, 1] arahgmda o (z)’in grafifi ditz fakat dik degilse, z — 0 igin peryot

giderek azalacak ve grafifin gekli degigmeyecektir. Grafik giderek diklegecektir. Bu durumda
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@ (z) fonksiyonu = = 0 noktasinda stirekli olmayacaktir. Bu nedenle ¢ (z) fonksiyonu sabit
fonksiyon olmayacaktir. Bu sdylediklerimizi bir 6rnek tizerinde gosterelim. o (z) fonksiyonu
(0.1,1] aralifinda tamumh ve diiz fakat dik olmayan bir fonksiyon olsun.

x degeri mifira yaklagirken g degerleri giderek azalacaktir. ¢ = 0.1 igin,

$(0.1) = ¢(0.01)

©(0.5) = (0.05)

(1) = »(0.1)

olacaktir. Grafik (0.01,0.1] arahfinda daha diklegecek ve sifira yaklagacaktir. ¢ (0),z =0
noktasinda tanimli olmayacagindan fonksiyon bu noktada stirekli olmayacaktir. Bu nedenle
¢ (z) fonksiyonu sabit bir fonksiyon olmayacaktir.

Onerme 1 0 < g < 1 olsun. Sabit terim ekleninceye kadar herhangi bir f (z) fonksiy-

onunun £ = 0 noktesinda strekli olan en ¢ok bir tane q— tirevi vardar.

Ispat. Varsayahmki Fj (z) ve Fa(z), f(z) ’in £ = 0 noktasinda stirekli olan iki g-
antitiirevi olsun.p (z) = Fi (z) — F2 (z) seklinde tamimlayalim. O halde ¢ (z) fonksiyonuda
z = 0 noktasinda stirekli ve Dy (z) = 0 olacaktir. Glinkli Dy (z) = DgF (z)— DgFs () =
0 olacaktir. Herhangi bir A > 0 icin,

m = inf{p(z)/gA<z < A}

M = suwp{p(z)/gA<z< A}
olsun.Eger ¢ () yukandan veya agafidan sinirh defilse, m ve M sonsuz olabilir. Varsay-
almki, m < M olsun. Bu durumda ¢ (0) # m ve v (0) # M den en az biri dogrudur.
© (0) # m oldufunu varsayahm. ¢ (z) fonksiyonu = = 0 noktasinda stirekli oldugundan
yeterince kfigtik € > 0 sayis1 igin 6 > 0 pozitif tam sayis1 bulunabiliriz. Sitreklilikten

dolay1 m+ € ¢ (0, 6) olacaktir. Diger taraftan herhangi bir N icin, ¢V A < § secebiliriz.
¢ (gz) = ¢ (z) oldugunu gdz Sniine alarak,

m+e€ (m,M) Cplgh, Al = ("1 4,q" 4) C »(0,6)
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olacaktir. Burdan, m + ¢ € ¢ (0,0) elde edilecektir. Bu bir celigkidir. O halde m = M
olmahdir. Buna gore [gA4, A] arahinda ¢ (z) sabit bir fonksiyon olacaktir. Yani ¢ (z)
fonksiyonu heryerde sabit fonksiyon olacaktir.

Fi(z)-F(z)=¢c FA(z)=F((@)+c

Bu tnerme herhangi bir f (z) fonksiyonunun g- antitiirevin tek olmas icin, g~ antitiirevin
z = 0 noktasinda siirekli olmas gerektigini belirtmektedir. Aksi taktirde g— antittirevz =0
noktasinda siirekli defilse, f () fonksiyonunun birgcok q— antitiirevi olacaktir. =

u=u(z) =ar? (a,B sabit) olarak tammlayalim. D F (z) = f (z) olsun.

[ wdu =P @) = F (ui=)
Herhangi bir ¢ i¢in zincir kurah yardimiyla,
Fu(z)) = /Dqu (u(z))dyz

/ (2,5 F) (@) Dyu (=) dys
Wy / (Do F) (@) dyu(a)

¢ = g? olarak segersek D s F = D,F = f olacaktr.

[fwdu=Fa@)= [ 1 @@ dumn) (19.3)

Bu formtlin anlam: ise, f(u)'nun g-tdrevlerinden birinin f (u(z)) D,/pu(z) oldufunu
gostermektedir.

86



BOLUM 20

Jackson Integral

f (z) herhangi bir keyfi fonksiyon olsun. f (z) ’in - antitiirevini elde etmek i¢in M, (F (z)) =
F (gz) seklinde tamimlanan M, operatdriinii ele alahm.

-
(g—1)=

Bu sira 6nemlidir. Ctinkill operatorler komiitatif degildirler. Burdan g-antitiirevi agagidaki

(Mq _ .r) F(z) = 5(—22—:11’?)(1) — f(a) (20.1)

sekilde yazabiliriz.
(1+M(th1;’*;‘;:+‘”) (,n}zq—I)F(x) = (1+M;+ 1,7 +...) f (a)
(;f(la)’)z = (1+M;+ M2 +..) f (2)
F(z) = (1—q)xf(m)(1+M;+M;2+...)
Sonug olarak,

/ f(2)dgz = F (z) = (1 - g) (zF (=) + g5f (a2) + =] (%) + ...

[ 1@ =1-0)2 3 (¢2) (202)
=0

Bu seriye f (z)’in Jackson integrali denir. Bu tamimdan yararlanarak agaghdaki daha genel
formillt yazabiliriz.
m - . .
/ F (D) Dg(a)dgz = (1-q)z ¢ (') Dgg (¢')
=0

23 g (Pa) LR m 9 (@)
A-q=d d'f (=) =7

I

=0

veya,
[o o]
[1@ds(@) =Y £ (#2) (¢ (#2) - g (¢*12)) (203)
7=0
elde edilecektir. Aceba Jackson integrali hangi kogullar altinda F (z) fbnksiyonuna yakmsar?

Asafidaki teorem ile bu sorunun cevabmm verelim.
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Teorem 1 0 < q < 1 oldugunu varsayalim. Eger | f (z) z® |, (0.A] aralginda herhangi bir
0 < a < 1 igin smarls ise, (20.2) de tamamlanan Jackson integrali (0.A4] arahfinda f (z)’in
g— antitiirevi olan F (z)’e yakinsar. Dahasi F' (z), z = 0 noktasinda F (0) = 0 olacak gekilde

stireklidir.

Ispat. (0.4] arahiinda f (z) = fonksiyonu simrh olsun.O halde bu araliktaki ttim z’ler
icin | f(z)z® |< M olacak gekilde bir M pozitif tam sayis1 meveuttur. 0 < z < A
arahigindaki herhangi bir z igin, § > 0 olmak #izere,

| F(dz) () |< M
| f(dz) | (@z)* <M
| f(dz) < M(¢Pz)™

olacaktir. Bundan dolay1 0 < z < A i¢in,
|1 (¢2) I=| £ (F2) | & < M (¢2) ¢ = Mz~ (¢==) (204)

Kargmlagtirma testinden yararlanarak,
w >
ZMm—a (ql—a)J
=0
geometrik serisi 1 — @ > 0 ve | ¢'~% |< 1 olacagmdan dolay1, bu seri yakinsak bir seridir.
Bu sebepten dolay: kargilagtirma testinden,
w . I3
> 1 dF (@) |
.j=0
serisinin de yakinsak oldugunu styleriz. Bu seri yakisak oldugundan,
w . k3
Y. ¢f (d=)
7=0
seriside mutlak yalansaktir yani yakinsaktir. Dolayisiyla f (z)’in Jackson integrali bir F (z)
fonksiyonuna yakinsayacaktir. Yani,
w . k3
F(@)=(1-g)z) ¢f(dz)

=0
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olacaktir.z = 0 igin F' (0) = 0 oldugu agiktir. Simdi de F (z) in = = 0 noktasinda sirekli
oldugunu gésterelim. F (z) fonksiyonunun z = 0 noktasinda stirekli olmas: igin }DJE@OF (z) =
F(0) = 0 olmalidir. Limit tanimim kullanarak il-%F (z) = 0 oldugunu gésterelim. Efer
herhangi bir pozitif € says igin 0 <| z — zg |< § oldugunda | f (z) — ! |< € olacak gekilde
bir § > 0 says1 bulunabiliyorsa, £ — zg igin f (z) — [ dir deriz. Buna gore zg = 0 olarak
secersek, 0 <| z — zp |[< § icin;

(- 92> 7 (@) I<(1-0) 2] 3" | f () |

=0 3=0

-9 x| Mz (¢)

<
J=0
Mz—
= (1- Q)IZI—F
zl-e 61—0:
= (1 q)M—-—q——-—<(1—q)M-i_—_F<é

olacak gekilde bir § > 0 sayis1 bulunabilmektedir. O halde lim F (z) = F (0) = 0 olacagn-
dan F'(z) , £ = 0 noktasinda stirekli olacaktir. Simdi de F (z) fonksiyonunun f (z)in g-

antitiirevi oldugunu gbsterelim.

DyF(z) = Dg ((1 -qzy ¢f (q"a:))
7=0

= (1-q)qzD, (Zq"f (qj:v)) +> ¢ f(¢z) (1— q) Dy
j=0 j_o

a:) f

z(g—1)

= (1—q)quqj +Zq’f (@z) (1 —9)

- (;(q‘Df;”quf (*'2) - &F (Fa) + 3 f () & (1 — g)
3=0

= _“'———ﬁq__q)l)qzijf (¢+1z) + (1 Q)q” S ! (q’x)-f—Zq’f (@) (1—q)

3=0 ,7—0

= Zq’f (¢'z) - Zq’f ¢'z)
=1
= f (93)
Eger z € (0,A] ve 0 < g < lise, gz € (0, 4] olacaktir ve g-diferansiyel taniml olacaktir. Eger

Jackson integrali = 0 noktasinda stirekli olan F' () g-antitlirevine yakinsiyorsa, bir &nceki
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i

boliimdeki Snermeden f (z)’in Jackson integralinin tek oldugunu sdyleriz. Bagka bir deyisle,
efer F (z)'in, f (z)’in bir - antittirevi ve £ = 0 noktasinda siirekli oldugunu bilirsek, F (z)’i
Jackson formiilii ile ifade edebiliriz. Bunu gosterelim.

N
(1- ‘I)‘L'quDqF (t) li=gic

=0

e (20T

P 0-az

N
1-g)z) f(Fz)d
=0

2 F (=)~ F (¢*'a)

3=0

F(z) = F(¢")

I

Yukanida Jackson integarlinin kismi toplamim bulduk. N — oo igin limit alirsak,

(1-9)z> f(¢z)¢ =F (z) - F(0)

j=0

elde edilecektir. F (z) fonksiyonu z = 0 noktasinda stirekli oldugundan F (0) tanmmhdir. m

Ornek 2 f(z)= % fonksiyonunun Jackson integralinin olmadiiins gésterelim.

log gz —logz logg 1
z(¢g-1) ~g-1lz

Dylogz = (20.5)

1 g-—1
/ —dyz = Togq log z (20.6)

elde edilir. Fakat f (z)’in Jackson formili asafrdaki gibi olacakter.

/% qa:=(1~q)21=oo
=0 ,

elde edilecektir. Bu durumda f (z)’in Jackson integrali yoktur.Cinki f (z)x™ fonksiyonu,

0< a< 1 vez € (0, 4] icin strarly degildir.,
o 1 l-a
7 (8)a% = (1)~ = h(a)

fonksiyonu 0 < o < 1 arahjndaki herhangi bir o igin, = sifira yetri kadar yakin secil-
erek h(z) fonksiyonu istenildigi kadar biyik yapuabilir. Bu nedenle h(z) in bir ist siner
olmadifs icin swmarh defildir. O halde teorem gerefi f (z) in Jackson integrali F(z)' e

yakinsamayacaktor.



Tanim 3 0 < a < b oldufunu varsayalm. g— integral agefndaki gidbi tansmlanmakiader.

b o0
[1@da=a-ab3 61 () (20.7)
b J=0" "
veya ) b .
[1@dz=[1@ds- [ 1@)da (20.8)
a 0 0

(20.8) ifadesinin yardvmayla, (20.7) ifedesinden daha genel bir formil elde edebiliriz.

/ f () dgg (z) = §_°‘,f (¢’b) (9 (£°b) - 9 (¢'*'D))

j==0
b oo
[1@dz=-apY 71 @) (20.9)
0 3=0

20.1 g Integralin Geometrik Anlama

q- Integarlinin geometrik analam agagidalki gekilde gosterildigi gibi sonsuz cokluktaki dikdsrt-

genlerin alanlarmmn toplamidir.

S SN e

N
Sekil 2

Sekilden de goruldigu gibi {a, b] aralirm sonsuz goklukta araliklara bolinmustiir. Bu alan-
larm toplam bize q- integrali verecektir.Bu durum analizdeki belirli integralin tanimina
benzemektedir. Eger ¢ — 1 icin limit ahrsak,

lim (1- )b _¢'f (¢'0)
=0
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1

ifadesinde dikdortgenlerin genigligi sifira yaklagacak ve bu durumda bu limit Riemann
toplamina yakmsayacaktir. O halde f (z) , [a,b] arahginda siirekli ise,
g1

b b
lim 0/ f (@) dgz = 0/ f@)do (20.10)

olacaktir. (20.7) ifadesinde b — oo igin ¢— improper integralin tanimim iyi bir gekilde elde

edemeyiz. Bunun yerine,

4 ¢ gt
[ t@da = [1@do- [ f@da
gt 0 0
= (1= Y a7 () - (19 Y g ()
k=0 k=0
Sonug olarak, .
i
[ @ =1-075 ) (20.12)
gttt

elde edilecektir.

Tanmm 4 f(z)%n [0,00) aralifendaki improper g— integrali agafndaki gekilde tanimlanmak-
tadsr.

oo o &

/f(:c)dqm = Z /f(a:)dqa: 0<g<1
0 J=—00 11

oo oo qq“‘l

/f(m) dgz = Z / f(z)dyz g>1
0 J=—o00 b

Onerme 5 Improper ¢ integraki, efer z°f (z), a < 1 igin = = 0 w bir komgulufunda ve

a > 1 igin yeterince biyik T icin swnrl ise g— improper integrali yakimsaktor.

Ispat. Improper g- integralin 6nermedeki gartlar altinda yakinsadighmi gosterelim.
(20.11) ifadesinden,

[i@az=i1-a] 3. 1 (@) (2013
0

Rl
yazabiliriz. Bu &nermenin 1spatim1 0 < g < 1 igin yapacagiz. ¢ > 1 icin énermenin 1spat1
benzer gekilde yapilmaktadir. (20.13) deki seriyi agaghdaki gibi iki serinin toplam geklinde
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ifade edebiliriz.
o Er@) =) 5 (@) +> af(g7) (20.14)

j=—00 J=0 J=1

Once birinci toplammn yakmsak oldugunu gosterelim. z°f (x) fonksiyonu £ = 0 m bir
komgulugunda sinirh ise ¢ < 1, @ < 1 ve M > 0 igin,

| (@) F () <M
| F(@) <M (d)
| F (@) l<dM (@) =M ()"
yazabiliriz. i__'fo M (¢)"™® geometrik serisi e < 1 igin yakinsaktir. Gtnkd | ¢!~ |< 1
oldugundan dc)Jla,yl yakmsaktir. Kargilagtirma testine gore, io | @ f (¢7) | serisi de yakunsak
olacaktir. Bu yitzden ,2, g1 (¢f) serisi de mutlak ya.]ﬂnsa]i yani yakmsak olacaltr. Simdi

de (20.14) ifadesinin sag tarfindaki ikinci serinin de yakinsak oldugunu gsterelim. Onerme
geregi z®f (z) yeteri kadar biiytik = deferi ve o > 1 i¢in stmrhdir. Buna gére M > 0 igin

|2*f (z) |< M
z = g7 yeterince bitytik j igin de agghdaki ifadeyi yazabiliriz.

| 97 (@) <M

| a9 (@) |=¢7 @V ¢ f (¢79) |< VM

elde edilecektir. § M (q““l)j geometrik serisi | ¢®~1 |< 1 oldugundan yakinsaktir. Kargilagtirma
£

testine gére i | ¢79f (q77) | serisi yalansak oldugundan, io: g9f (g77) serside mutlak
yakinsak yanjj=;a.lq:nsa.k olacaktir. (20.14) ifadesindeki her ik;—:;ride yakinsak olacaktir. O
halde 8nermedeki gartlar altinda improper q— integrali yakinsak olacaktir. m

% = u(z) = axf olarak tammlayalm. Eger bir fonksiyonun Jackson integrali F' ()%
yakmsarsa, bu integralin Jackson integrali tektir. (19.3) ifadesinin saf tarafim (20.3) den
yararlanarak yeniden ele alalim.
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rns = S5 (u(@)) (o (92) o 052

= if (aquﬁ) (azﬁqj - aqj+1xﬁ)

7=0

= if (q’u) (qju—qj+1u)

3=0
w . 3
= (1-q9u) ¢f(du)
=0
= LHS
Yukarndaki iki integral birbirlerine egit olduklar: i¢in Jackson integralleri de yukanda gortildugi
gibi birbirlerine egit olacaklardir. Simdi de,

u(b) b
[ t@d= [ @) dpputo) (20.15)
u{a) a

oldugunu (20.3) ifadesinden yararlanarak gosterelim.
b ' b 3
[ 1w dpmn) = [ 1@E)duruie)~ [ £ @) duputa)
a 0 o
= 31 () (6 - afg*) = 3 f (a0fe) (oa’y! - acfe)
=0 =0
= Y f(du®) @® &~ @) - Y f (¢u(@) (@ule) - ¢+ u(a))
=0

j=0

(1-Qu® S 07 (b)) - (1~ 9)u(e) > FF (@)

J=0 =0

]

u(b)
[ 1@ e
u(a)

I

Bir sonraki bsltimde gorecegimiz Newton-Leibniz formiilinden D F (z) = f(z) ve F(z)
fonksiyonu z = 0 noktasinda sitrekli ise (20.15) deki her iki integral F (u (b)) ~ F (u (a))
deBerine egit olacaktir. Guinkti D F (z) = f (z) ve F (z) fonksiyonu & = 0 noktasinda stirekli
ise, F'(z) fonksiyonu Jackson integrali ile ifade edilebiliyordu. Bu yiizden Newton-Leibniz
formild improper - integraller iginde dogrudur. (20.15) ifadesinde @,8 > 0,8 = 1 ise
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u = % (z) = az olacaktir. &= 0,b = oo icin agafhdaki sonug elde edilir.

Zf (az) dy (@z) = Zf (az)odyz = Zf (2) dgz

L B[ (@) gz = ﬁf f (@) dyz (2016)
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BOLUM 21

g-Analiz’in Temel Teoremi

Teorem 1 (g- Analiz’in Temel Teoremi)

Eger D, F (:z:) = f (z) ve F (z) fonksiyonu = = 0 noktasinda siirekli ise,
b
/f(z)dqa:=F(b)—F(a,) 0<a<b<oo (21.1)

Ispat. D F (z) = f(z) ve F (z) fonksiyonu & = 0 noktasinda stirekli olsun. O halde
F (z) fonksiyonu Jackson formtild ile sabit bir terim eklenene kadar agagidaki gekilde ifade
edilebilir.
c3 . -
F(@)=Q1~-qz) ¢f(¢z)+F(0)
7=0
(20.7) ifadesinden yararlanarak,

/f(x)dqm= (1-q)a Y ¢f (¢a) = F(a) - F(0)
0

=0
elde edilecektir. Benzer gekilde sonlu bir b igin,

b o0
[ 1@ da=1-0p) ¢ (¢5) = F &)~ F O
0 i=0
elde edilecektir. Sonug olarak,
b b a
[t@de=[t@ b+ [1@ds=FO)-F@
o 0 0

olacaktir. Simdi a yerine ¢/*1ve b yerine de ¢/ alahm.0 < ¢ < 1 igin improper q— integral

tamimindan yararlanarak,

0 o @
.,/ F@)de = j___z_jwqj / f () dgz

- ¥ Fl@)-r)

= lmF(z)-F(0)
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olacaktir. Efer lim F (z) varsa, q-analizin teme] teoremi b = oo igin dofru olacaktr. m
00

Onerme 2 Ejer z = 0 wm bir komgulujunda f (z) var ve z = 0 noktasinda sirekli ise

(f (z) ,f () fonksiyonunun bilinen tirevi olmak izere),
b
[Pt @@ = 10)- £ (0 (21.2)

ispat. L'Hospital kuralindan yararlanarak,

. f(gz) — f (=)

al:lf%) z(g—1)

i 2 (97) = f' (2)

z—0 g—l
q-l i

= &_—1f )

= f(0)

al;i-_E:(l)qu (z) =

Sonug olarak eger iig@qu f(z) = f (0) = Dyf (0) olarak alrsak g analizin temel teore-
minden &nermenin dogru oldugu gortlir. =

q— Integral ve bilinen integral arasindaki en biiyik fark, herhangi bir aralikta fonksiy-
onun g- integralini aldifimz zaman, fonksiyonun z = 0 noktasindaki durumunu ele almak
zorundaywz. Clinkil Jackson integralinin yakimsamasi icin F (z) in « = 0 noktasindan stirekli
ve DgF (2) = f () olmas gerekmektedir.

f (z) ve g(z) berhangi iki fonksiyon ve bilinen tiirevieri z = 0 noktasimn komgulugunda
tamimh ve z = 0 noktasinda siirekli olsun.

Dy (f (2) g (2)) = f (2) (Deg (2)) + g (g2) (Dqf (=)

Bilinen analizde diferansiyellenebilen iki fonksiyonun ¢arpimi da diferansiyellenebilmektedir.
Dolaywsiyla D, (f () g (z)) , & = 0 noktasimn komsgulugunda tanimh ve bu noktada stirekli

olacaktir. Yukaridaki 8nermeden yararlanarak,
b

b b
[Pt @s@de = [1@Du@ da+ [9() O @) e

a

b b
F030-1@9@ = [f@de@)+ [sla)df @)
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b

b
/ f(2)dag (2) = £ (B) g (8) — £ (@) g(a) ~ / 9(q7)dof (2) (21.3)

a

elde edilecektir. Bu formitle pargali q— integrasyon denir. b = oo igin de bu ifade dogru
olacaktir. Parcali g— integrasyonu q— Taylor formillinti Cauchy kalan terimi ile birlikte elde
etmek icin kullanabiliriz.

Teorem 3 Varsayalom ki D*; f (@), 5 < n+1icinz = 0 noktasinda sirekli olsun. O halde

Taylor formilinin Cauchy kalans ile birlikte ¢— benzeri asagrdaki gibi olacaktar.

n b
HOES Z(Dgf)( ( T ){1 [n]I /Dan (#) (b— gz)g oz (21.4)

=0

Ispat. D,f(z) , z = O noktasinda stirekli oldugundan g~analizin temel teoreminden,

b b
et @diz = £ )= 1) = - [ Dt () o6~ 2

elde edilecektir. Yukandaki ifade (21.4) ifadesinin n = o icin karghfidir. Varsayalim ki
n-1 iginde (21.4) ifadesi dogru olsun. Ttme vanimdan (21.4) ifadesinin dogru oldugunu
gosterelim. (21.4) ifadesi n — 1 igin agaghdaki hale gelecektir.

b

-1 _7
16 =3 (i) oo L [Pri@ 0= as o1

g~ Pargah integarsyondan yararlanarak agagidaki ifadeyi elde ederiz.

b
/D"‘f (z) (b — qm)""l%z = —%/DZ‘J” (z)dq (b—z)7

b
-[71,,] (—D;‘f (a) (o — )2 - / (b—g2)g D7+ 1 (2) dﬂ)

a

Buldugumuz bu ifadeyi (21.5) de yerine yazalm.

_ ol (b-—a)g 1 S
10 = L OOt iy ([] D (o) (b~ a); +[]/(b o), D+1f(m)dqz)
- Y@ ik % 2 /b (b—g2); DI+ f (z) dyz
Z RO "

elde edilecektir. Ttime varimdan dolay 1spat tamamlanacaktir. m
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BOLUM 22

q-Gamma ve g-Beta Fonksiyonlar:

Tanim 1 o
I () = / otledg >0 (22.1)
0
1
B(t,s) = / 11—z lde 5,t>0 (22.2)

0
Bu fonksiyonlara siraswyle gamma ve beta fonksiyonlar denir.

Bu fonksiyonlarin baz dzellikleri agagida listelenmigtir.

L(+1)=1C() (22.3)

T'(n)=(n—1)! n pozitif tam say1 (22.4)
_L@I()

B(t,s) = ot (22.5)

(22.4) ifadesi gamma fonksiyonunun faktoriyel ile ifade edilebilecefini gostermektedir. Bu
bolitmde, gamma ve beta fonksiyonlarimm g- benzerlerini, bunlarn ozelliklerini ve (22.3),

(22.4) ve (22.5) ifadelerinin ¢— benzerlerini inceleyeceffiz. 0 < ¢ < 1 oldugunu varsayalim.
Tanwm 2 Herhangi bir t > 0 igin,
o
T, (t)= / B ¥ d, (22.6)
0
Jonksiyonuna g-Gamma fonksiyonu denir.

Oncelikle (10.10) dan EY = 1 ve (10.7) ile (10.13) den E;® = lim, 0, & = 0 olacaktir.
q
(10.11) ifadesinden ve (21.3) de tamimlanan parcali g~ integrasyondan agagadaki ifadeyi elde
edebiliriz.
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oo
FE T dw = - / z'DyE; " dyx
' 0

.'z:tquq“ z

Il

(=]

0
oo

= / Eq_quqmtdq.'z;
0

oo
[t] / By 2zt
0

il

Burdan da herhangi bir t > 0 igin agaffidaki sonuca ulagirz.
Ty (t+1) =[t]Tq (2) (22.7)
n negatif olmayan herhangi bir tam say1 igin,

o
I, (1) = / Erdg = —Eyo S = —E;®+ B = 1
0

T,(1+1) = [T, (1)=1=Tg(2)
To@2+1) = [2T,(2)=[2 =T, ()

LsB+1) = BITeB) =[B! =T,(4)

Ty (n+1) = [n]! (22.8)

elde edilecektir. Bu ifade (22.4) ifadesinin q— benzeridir.
Tamm 3 Herhangi birt, s > 0 igin,
1
By (t,5) = / 21 (1 - g2tV dgz (22.9)
0
fonksiyonuna g-Beta fonksiyonu denir.
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g~ Integral ve improper g integral tanimlarindan yararlanarak 0 < ¢ < 1 olmak iizere
agafidaki ifadeyi elde edebiliriz.

1
B, (t,00) = / 2 (1~ qz)y° dgz
0

- 193¢ (@) (-

i=0

- (-9 3 @) 1)

P

o0
/xt"’l (1—gz)7° doz
0

i

Burada j nin herhangi bir negatif tamsay: degeri icin (1 ~ qj"'l):;o = 0 olacaktir.
Simdi de Ty (t) ve By (t, s) arasindaki iligkiyi gosterelim.
g
Ef = (1+ (1 — g)z);° oldufuna gore Eg "™ = (1 — ¢z);° olacaktur.
o0 o0
- Snses
By (t,00) = ‘/:z:"5 Ta1- qz)g’ do = /:ct E; "dgx
0 0
Bu ifadede z = (1 — ¢) y dontigimii yapahm.

oG
By (t,00) = / (- B (1 - g)dgy
0
o
= / (1-9)'y" B %dy
0
oo
= (1-9g / E;%y dy
0
veya
By (t,00) T
e = [ Em i =T
0
Sonug olarak,
By (t, )
T, (t) =22 (22.10)
! (1-g)*
elde edilecektir.
Onerme 4 a) Eger t > 0 ve n pozitif tam says ise,
1 - 1 _ n—1
By (t,n) = (=91 —a, (22.11)

(1-gt)y
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b) Egert,s > 0 ise,
L-9) (-9 (1-g")7

B, (t,s) = 99.12
A A roh #.12)
ispat. a) Dy (a ~ z)7 = —[n](a - qw);‘—lifad&sinden yararlanarak,
. o0
By (t,s) = /xt_l (1—gz); dgz
0
= G ] =~ ldy (1~ z);
(21.3) parcali g integrasyondan yararlanarak,
[> ]
S / (1 - gz dya®?
[s] -
0
1 [}
= & / (1 - qz); Dyz"dgz
0
-1 [
= —-—[Ts]— / (1 - q:c)z :ct_quz
0
Sonug olarak s > 0, > 1 icin,
[t —1]
Bq (t1 s) = [s] Bq (t -1s5+ 1) (2213)
elde edilecektir. Diger taraftan ¢ > 0,n € Z* icin,
1
Bytyn+D) = [o4(1-gofdes
0
1
= j 21 (1~ qz);t (1- ¢"z) dyz
0
1 1
= / (1 - q.'z:):;"1 dex —q" / zt (1 - q:c);‘"1 dyx
0 0
Buradan da sonug olarak,
By (t,n+1)= B, (t,n)—¢"By (t+1,n) (22.14)
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elde edilecektir. (22.13) ve (22.14) den yararlanarak,
By(t,n+1) = B, (t,n) — ¢ [H]B (t,n+1)
veya
B, (t,n) = B, (t,n+ 1) (1+ [“])
B, (t,n) = By (t,n + 1) (1 + q”ll:—qz)

By (t,n) = B(tn-l—l)( q:'n)

Sonug olarak ¢t > 0 ve n € Z* igin,

By (t,n+ 1)— 7 +an (&, n) (22.15)
olacaktir. Sonugta t > 0 ve n € Z igin,
Bq(t,1) = [—1]
B, (t,2) = 11 g_[—ll
Bi(t3) = 1= t+211 3%
B, (t,n) A-g)(1-¢)...(1-¢1) 1

(1 g+ (1 —gt+2)... (1 — gttn1) m

(1-g)(1—g)p™
(1-gb)y

B‘I (t1 n) =

elde edilecektir.
1 — qt+n

b) 1—qpt = (—ﬁl—;f,){w ve rryr = ‘ZT—th“" oldugunu biliyoruz. Bunlan (22.11) de
yerine yazahm. ¢ > 0 ve n € Z™ igin,
(l-q)(1—gp™
1-gt);
1-a) (- (1—g*)>
1-gm)7 (1-g)y

olacaktir. Bu ifade (22.12)ye egit oldugundan s = 1,2,3,... icin (22.12) ifadesi dogru

By (t,n) =

olacaktir. Amacimz s > 0 igin (22.12) ifadesinin dogru oldugunu gostermektir. (22.12)
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ifadesinin sol tarafim,

1
Byts) = [a1(1-ga) de
0
1

/ t—1 (1 - qx);o d
(1-g*z)5 ™
a = i t-1 ( - qj+1):°
- J—;O(l - q) q] (qj) (1 __ q8+j)°°
Burda ¢* = a olarak alirsak,
(1 —gz)
B, (t,s) = [ =*¢ 4d
g (t,8) a- s q

elde edilecektir. Benzer sekilde, (22.12) ifadesinin glgtara.ﬁnda da ¢° = a olarak alalm.

Buna gére %taraf, -
(L-q) (1 - q)5° (1= ag),
1-¢)7 1—-a)y

olacaktir. Simdi ise (22.12) ifadesinin her iki tarafim q nun bir kuvvet serisi olarak diigtinebil-

iriz. Yania=¢° , 5=1,2,3,... igin,

oo oo

Yoci@d =) c@d

§=0 3=0
olacaktir. Bu durumda @ = ¢°, s = 1,2,3,... igin ¢; (a) = c;. (a) olacaktir. ¢;(a) — c;. (a),
a’nin bir polinomudur ve sonsuz ¢okluktaki a degeri igin ¢; (a)— c;- (a) = 0 olacaktir. c; (a)—
c; (a) ifadesi @ mn rasyonel bir fonksiyonu oldugundan bu ifadeyi sifir yapan degerler en
gok paym niel;tebesi kadar olacaktir. O halde Va = ¢* ,s > 0 igin ¢; (a) = c;- (a) olacaktir.
Dolayisiyla (22.12) ifadesi ¢, 5 > 0 icin dogru olacaktir. =

Onermenin a) gikk: bize g— gamma fonksiyonunu agagidaki gekilde ifade etmemizde yarar

saflamaktadir. (22.11) ifadesinin n — oo i¢in limitini alirsak agagidaki sonuca ulagirz.

B, (£, 00) = (1 ";f)_(;t;;)q

Buldugumuz bu ifadeyi (22.10) da yerine koyalm.

_-gQ-g
1-g) (1—-g)°

Ty (2)

(22.16)
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elde edilecektir. (22.12) ifadesinden q-Beta fonksiyonunun ¢ ve s igin simetrik oldugu an-
lagihr. Yani By, (t, s) = By (s,t) olacaktir. (22.12) ve (22.16) ifadelerini kullanarak, g— beta
fonksiyonunu g- gamma fonksiyonu cinsinden ifade edebiliriz.

1-g)(1-g) (1-g*)7"
-y Q-g¢)
1-9P - =gy (1-¢*)7
1-g ' (- A-g  1- )P 1 — g

Tq (1) Ty (s)
T (t+5)

By (t,8)

Buradan agafidaki sonuca ulagiriz.
_ T )Ty (s)
By (t,s) = T, (t+5) (22.17)

Boylece (22.5) ifadesinin g- benzerini elde etmig oluyoruz.
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BOLUM 23

Bernoulli Polinomlar: ve Bernoulli Sayilar:

Tanim 1

Bn(z) ,  ze™
Z nf) == (23.1)

n=0
By, (z) polinomlarin negatif olmayan tim n tam seydar igin = in polinomlardir. B, (z)

polinomlarima Bernoulli polinomlary denir. Eger {By, (z)},—o polinomlar dizisi ise, (23.1)

ifadesi bir dreteg(genereting) fonksiyon olacaktur.
(23.1) ifadesinin her iki tarafinm diferansiyelini alirsak,

Z B’ (z) — z ze*® - Z Bn ({B) ot (232)

1 — 1
n--On 1 n=0n

elde edilecektir.Bu iki serinin katsayilarmin birbirlerine egit olmas: gerektiginden n > 1 icin,

B, (z)=Bp1(z)n n>1 (23.3)

olmas: gerekmektedir. Dikkat edecek olursak (23.2) deki egitlifin saglanmas icin Bj (z) =

olmalidir. Bu durumda By (z) = ¢ (c sbt) olacaktir. Aceba c sabiti nereye egit olacaktir?

Bu sorunun cevabimm bulmak igin (23.1) ifadesini ele alalim.

z(1+z:c+” F+ i+
1+z+4+5+..-1

Yukanidaki esitligin her iki tarafim z — oo igin limitini alirsak,

By (z) + 2B (z) + 2232 (=) +o=

i (1+z:v+z, +£3—”fi+ )
5 2(1+&+5+5+..)
elde edilecektir. O halde ¢ =1 olacaktir. Bernoulli polinomlarinin bir &zelligi ise n» > 0 icin

By(z) =

derBy, (z) = n olmasidir. Eger (23.1) ifadesinin sag tarafindaki bolme iglemini yaparsak
B, (z) polinomlarm sirasiyla elde edebiliriz. Buna gore,

3
e s B et I

n=0
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elde edilecektir. Burdan,

2

Bo(z)=0,B1(z)=x--;-, Bz(:z:)——:a:z—a:—l—-]: ) Bg(m):-ﬂfa——gz2+§ (23.4)

6

olacaktir. Diger polinomlarda bélme iglemine devam edilerek bulunabilir.
Tamm 2 n > 0 igin b, = B, (0) rakamlariae Bernoulli rakamlar: denir.
(23.1) ifadesinde z = 0 alirsak agafidaki sonuca ulagacagiz

nl e —1

n=0

Eger,
z 1

, -1 14245454
bolme iglemini yaparsak b, Bernoulli rakamlarim bulabiliriz.

Onerme 3 Herhangi bir n > 1 igin,
Bn(z+1) - B, (z) = nz™ !

ispat. (23.1) ifadesinden yararlanarak,

f: By (z+1) e ze*(@t1)

= n! e* —1
yazabiliriz.
i B (z+1) o i B, (z) o 2@+ _ g2
nl n! e*—1
n=0 n=0
2 (- 1)
- e* —1
= ze*
_ ;; o
® _n.n
o 2"z
g
oldugundan ,
i Bn(z+1) S i B (2) n  ~Z"nz™!
nl n! = Z nl
n=0 n=0 n=1

(23.5)



elde edilecektir. Burada 2™ katsayilarim mukayese ettigimiz zaman n > 1 icin,
B, (z +1) - By, (z) = nz™!
oldugunu goririz. m

Onerme 4 Herhangi bir n > 0 igin,

n

n .
Bp(z)=)_ bz™ (23.6)
=0\ J
ispat.
L ) ,
Fu(z)=)_ bz
=0\ Jj

olarak tanimlayalim. Eger,

1-F,(0)=b, n2>0

2-F}, (z) = nF,_1 (z) n > 1 oldugunu gosterebilirsek, F,, (z) = B, (z) olacaktir. Ctnkii
bu iki 8zellik Bernoulli polinomlarnim belirleyici 8zellikleridir. Once 1. 8zellifin saglandigm
gbsterelim.

i n n =1 n —2 n
F.(z)= box™ + bhi™ -+ bo™ 4 + ... + b,
0 1 2 n

oldugundan n > 0igin F,, (0) = b, olacaktir. $imdi de 2.5zelligin saglandigam gosterelim.n >
J 2 0 igin,
n! n! n—1

. L = (; — 4 : = =
(n—-J) ; = ])(n—j)!j! —j-n "

J

olacaktir. Buradan yararlanarak n > 1 igin,

d n—1 n .
—Fn(z) = Y, (n— 5)bjz"*
=0\ j

nlfpn_1 .
= n), (n—j) bz~
=0 J
= nfh_1(z)
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elde edilecektir. O halde F, (z) = By (z) olacaktir. Boylece 1spat tamamlanmsg olacaktir.
"

(23.6) ifadesinde z = 1 alahm. Bu durumda,

n ” n—1 n
B,()=Y bi=bnt Y |y 21 (23.7)
=0\ J =0\ j

elde edilecektir. (23.5) ifadesinde n > 2 icin B, (1) = b, elde edilecektir. Bunu gosterelim.
Bo(z+1)~B(z)=nz"! n>1
ifadesinde n = 1 ve £ = 0 alalim. Bu durumda,
Bi(1)-B(0)=1

Bi(1)=B;(0) +1

elde edilir. z = 0 igin,
Bn(1)—B,(0)=0

B, (1) =B, (0)

olacaktir. Bu iki ifadeden n > 2 igin B, (1) = By, (0) = by, oldugunu gériiriiz. Buna gore,

n-1 n
> bj=0 n>2 (23.8)
=0\ j

olacaktir. Gunki (23.7) de n =1 igin,
1
B1(1)=b1+ bp=0b1+1
0
olur ki bu ifade dogrudur. (23.7) de n > 2 icin,
n n n
B, (1) = by, + bo + by + ...+ bn—_1
0 1 n—1

olacaktir. Bu ifadenin n > 2 igin B, (1) = b, olmas gerekmektedir. Dolaysiyla bu egitlifin
saflanabilmesi igin (23.8) ifadesinin olmasi gerekmektedir.
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(23.8) ifadesinin yardim ile Bernoulli rakamlarim kolaylikla bulabiliriz. n = 2 igin,

1 2 2
> b = bo + by
=0\ J 0 1
= bp+2h
= 0
olmalidir. O halde b = ——% olacaktir. Benzer gekilde n = 3 icin,
3 3 3
= bo + b + by
.7 0 1 2
3
= 1~ 3 + 3by

olmalhidir. O halde by = % olacaktir. Benzer yolla n = 4,5,6,... icin de b3, by,... Bernoulli
rakamlafim bulabiliriz. Bunlardan birkag1 asagidaki gibidir.

=1, b=z, =g, =0, b=, by = 0, bo = 2= (23.9)

. Yukandaki Bernoulli rakamlarma baktifimz zaman n — oo igin | b, |— 0 gibi goriin-
mektedir. Fakat bu durum yamiticidir. Cunki dizinin geri kalan terimlerine baktigimiz

zaman,
1 5. 691, 7
bs ———a,blo = "éab12 = —M,bu— 3
3617 43867 174611

b = 70 018 = w08 020 = 330
oldufunu gériiyoruz. Bernoulli rakamlarmin bir difer &zellifi ise n > 3 tek sayilan igin
b = 0 olmasidir. Bernoulli rakamlarinin bu 6zelliginden ve (23.1) ifadesinde z = 0 koyarak
agafndaki fonksiyonu elde edebiliriz.

)—Z——Z —blz———— E—‘f——-—ez—l-l

Burada f(z) = f(—=z) oldugundan f(z) cift fonksiyondur. Bernoulli rakamlarm ieren
diger bir ilging formiil ise (23.5) ve (23.6) ifadelerinde z yerine —1 koymakla elde edilecektir.

B, (o) ~Bp(-D)=n(-1)"1 n>1
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n

n .
Bu(-1)=> | [&(-D)"7 n20
=0\ Jj

by—Bn(-1)=n(-1)""1 n>1

n

batn(-1)"=Bu(-1)=Y_ " by -1y

=0\ J
veya
n n n n n~1 = n n—3j n
by +n(—1)" = bo (—1)" + b (=)™ Y b (—1)" 7 +
n—1
n )
n(=1)" = bp(=1)"+nby ()" +> (-1)" 7y,
=2\ J
n—1 n .
n o= b—nb+) (-1 b;
=2 \ J
n 2fn .
n = 1+5+Z (-1 b;
=2\ J
elde edilecektir. Bu ifade de j yerine j + 1 koyarsak,
n—2
n ,
145+ ' (=1 by =n
=t \ 741
Simdi de n yerine n + 1 koyarsak,
1 n—1 n+ 1 X
1+%—+Z (-1Ybi; = n+1
=1\ j+1
n~1
Z(_l):i+1_n_+_1 i bip1 = n-— (n'l'l)
. J -
= Jj+1 j 2
n—1
Z (—1)7+ bivr | 7 - _n—1
= Jj+1 j 2(n+1)
ol A n ) b, 1 1
-1 i+l IR e—— - e 23.1
J.gl (-1’ j j+1 n4+1 2 (23.10)

elde edilecektir.
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Onerme 5 Herhangi bir n > 1 igin,

n—1

n
> Bj(z) = nz™! (23.11)
=0\ J

ispat. Bu tnermenin 1spatim tiime varim yéntemi ile yapacagiz. Buna gbre n = 1 igin,
1
By(z)=2"=1
0
olacagindan dnerme n = 1 igin dogrudur. Varsayalim ki dnerme herhangi bir k& > 1 igin
dogru olsun. Amacimiz Snermenin k£ + 1 icin de dofru oldugunu gostermektir. (23.3)

ifadesinden yararlanarak,

k k
d k+1 ] k41
= Bi(@) = )_J Bj-1 ()
dz , .
J=0 2 j=1 J
k
k+1 k
— _7—;— ) | Bj._l (:l:)
J=1 J—

k

. ko
= (k+1)> B;_1 (z)
=1 j -1

L k
= k+1> | |Bi()

=0 7
= (k+1)kz*?
_ d
veya
k[ k+1
z Bi(z)=(k+1)z*+c
3=0 J

elde edilecektir. Eger bu ifadede z = 0 olarak almirsa,

ko B+1 k[ k+1
> Bi(0)=)_ bj(z)=c k>1
=0 J =0 J
(23.8) den dolayr ¢ = 0 oldugu goriilecektir. O halde titme varmm yﬁntemi ile dnermenin

pozitif tam sayilar icin dofru oldugunu ispatlamig oluyoruz. m
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(23.2) den ve Bernoulli rakamlarindan yararlanarak Bernoulli polinomlarim elde edebil-
iriz. Bo(z) =1, B,(0)=b, n>0,B,(1)=b, n>2 wederB,(z) =n odugunu da
gbz bntine alarak agafidaki Bernoulli Polinomlarin: elde edebiliriz.

1(z) = Bq (2)
{(0) =Bo(0) =bo =1
Bo(z)=1
Bi(z)=By(z)=1
Bi(z)=z+c

Bl(O)=b1==—— =C

o=

By (m)%m~

DI =

B; (z) = 2B, (z)
By(z)=2 (z——%)
By(z) =2’ -z +c

1
B2(0)=b2=—6-=c
Bs (z) ==:z:2—.'z:+-(15-
Benzer gekilde Bs (z) = 28~ 322+ %, By (z) = 24— 223+ 2%~ &, Bs (z) = x5—§z—4-+§-"’3-3———%

elde edilecektir.
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BOLUM 24

Simetrik q— Analiz
g Diferansiyel agaffidaki yolla simetrik hale getirilebilir.

d,f (z) = f (gz) ~ f (¢7"2) (24.1)

Tabii ki burada da ¢ # 1 olacaktir. Bu tammm igginda simetrik q- tiirevi de agaghdaki
gekilde ifade edebiliriz.

dyf (8) _ flaz) -~ f (¢7'2)

D, f(z)= P P (24.2)
24.1 Simetrik g— Carpym Kurals
D @) = D0
q
_ flez)g(em)—f(g'2) 9 (g7"a)
(g—g M=
_ flex)g(gm)— f(g™'n) g (97'x) +g(gz) f (¢7"2) — g (q2) f (¢7"=)
(g—g V)=
_ 9(em) (Flem) — f(g7")) + £ (¢7") (9 (g2) — 9 (¢"=))
(g—g Nz
Sonug olarak,
Dy(f (z)g(z)) = g (¢=) D, f (=) + f (7 z) D9 (z) (24.3)
veya '
D,(f (z) g(x)) = f (gz) D9 (z) + g (¢7*z) D, f (z) (24.4)
elde edilecektir.
24.2 Simetrik q— Bélme Kural:
1@ _ e,
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ifadesinin her iki tarafimn (24.3) den yararlanarak simetrik g- tiirevini alahm.

De@ L&y = Dif()

g9 (=)
5+ LE0000) ~ Dise
NN D;f (z) — LE& Dqg (z)
Doy = 1)
Sonug olarak, | ) )
(x) 9(gz) g(g7'=z)

(24.5)

elde edilecektir. Benzer gekilde (24.4) den yararlanarak agaghdaki benzer sonuca da ulaga-

biliriz.

@)y _ g 9(¢7"z) D f (=) — f (¢7") Dyg ()
(x) g9(qz) g (g~ z)
o herhangi bir say1 olmak tizere,

olacaktir. Burada,

olarak tamimlanmaktadir.
Onerme 1 n herhangi bir pozitif tam say olmak tizere, ejer;

(z—~a)p- = (z—¢"la) (z— ¢"3a) (z — ¢"%a)... (z — ¢"*a)

ve (z — a)0- =1 geklinde tanwmlanarsa,
q
D, (z~a)y =In] (@—a)y"

olacaktar.

(24.6)

(24.7)

(24.8)

(24.9)

(24.10)

Ispat. Onermenin spatim n iizerinde ttime varm yontemi ile yapacagiz. n = 1 igin

(24.10) un dogru oldugu aciktir. Herhangi bir n > 1 icin 8nermenin dogru oldugunu varsay-

alim ve (24.10) un n + 1 i¢in dofru oldugunu gdsterelim.

(z - a)'g—"’ 1 = (z—g") (z—g"%a) (z— qn‘4d) (2~ g7"2a) (z — ¢ ")

= (z- a)Z- (a: - q“”a,)
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olarak yazabiliriz. (24.4) den yararlanarak,

D;(@-a)* = Dj((w—a): (¢ —q"a))
= (qz~qa); Dy (z~q"a) + (¢"'z — ¢ "a) D, (z ~ ga)y
= (gz~ga)y +[n] (z—ga)F" (¢7'z — ¢™"a)
= P @-a)t+q il (@ - @) (5 — )
= ¢"(z-a) +¢ " [n] (z—a)p
= ("+a' M) (- a)p-
= [n+1] (z-a)f

elde edilecektir. m

Dikkat edecek olursak, (z — a)g- ifadesi n. dereceden bir polinomdur. Bunu ilk tig terimi
yazarak gorebiliriz.

(z— a)g- =1
(z— a)§~ = (z—qa)(z-q 'a)
(z — a)‘z- = (z~d%)(z—a)(z—~q%a)

Eger a # 0 ise z = a noktasinda n ¢ift tam sayis1 icin (z — a);‘- # 0 olacaktir. Ginkd,

@—a)f- = (a—¢""a) (a— ¢"%a) (a~ ¢"%a)... (a — g~ "*a)
olacaf icin n ¢ift tam sayis: icin ¢ larn higbirinin derecesi sifir olmayacaktir. Bu yiiz-

den P,(z) = —(zT:})-f-- polinomu genel Taylor formiildl igin 3.boliimdeki teoremin gartlarm

saflamamaktadir. Cunkdi n > 1 igin P,(a) = 0 olmahdir. Fakat n cift tam says1 igin
Pr(a) # 0 olacaktir. Bu ylizden bu teoremi saglayan polinomlarn ailesini agagidaki gekilde
tammbyoruz.
1
Pp(z) = w (z—a)(z—(g-1+ga)...(e - (" - ¢" 2 +q"® ~...+ @) a)
a =0 igin f(z) kuvvet serisinin Taylor gosterimi agaghdaki gekilde tammlanmaktadir.
. i
f@)= Y (ON0)=

o (24.11)
n=1,3,... )
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f (z) = (z + a)g- fonksiyonunu alahm.
D; (x+a)y = [n) (z+ a)y 1
olacagindan dolayi,
Di(z+a)g = [n-1 ...ln—j+1 (@+a))”
olacaktir. z = 0 i¢in, -
DFO+a)g = [n—1] ...jn—j+1] (a)”
(0+a);- = ¢ lag"3%a...¢7" e = a”

olacaktir. O halde j < m igin,

(D)) ‘ ] [n—1] ...[n—j+1] o™

[n] r n—j
="

elde edilecektir. § > n i¢in D;j f(z) = 0 olacaktir. O halde f (z) fonksiyonunun simetrik g—

Taylor serisi agagidaki gibi olacaktir.

(z+a)g = i i (24.12)
=0 ]
Burada,
n ¥
o =weror (#413)

J
geklinde tammlanmaktadir. Ayrica (24.12) denklemi Gauss Binom formiilintintn (6.2) ¢ -
benzeridir.

Simdi de Heine Binom formiiliiniin ¢ — benzerini elde etmeye ¢ahsalm.

g(z)= (T—L:c)”‘? fonksiyonunu ele alalim.
q
(1~ :c)’;- = (z - q”"lz) (:1: — qn'3a:) (z— qn—sx) ces (ar; - q“n"'l:z:)
_ qn—l (ql—n - x) qn—3 (q3-—'n _ :t:) . ql—n (qn-—l - z)

(_1)n qn-l (m — ql—n) qn-—-3 (:I: _ q3—-n) . q1~n (:c - qn-l)
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veya

1- m);‘- = (-1)"(z - 1)';‘- (24.14)
olacaktir.

D,(1-2)F = (-1)*[] (e—1)"

= )"(-0" e @ -t

~[n] (1-=);
(24.6) dan yararlanarak,
) (1 -=)F
(1 —gz)y- 1~ q1a)F |
[n] (1-¢"2z) (1-q"*z)... (1 — ¢ "*2z)
(1- q’f:r,) (1—g*2z)...(1 - ¢?>"z)(1—g"2z)...(1 — g~"x)
[n]

elde edilecektir. Buradan 5 > 0 igin

M [n+1 ...[n+5—1
(l—m);‘-"'j

(Di9)=) =

(D)0 =] [n+1 ...[n+5-1]

olacaktir. Sonug olarak g () fonksiyonunun simetrik gq— Taylor serisi agagidaki gibi olacaktrr.

Ln+i—1)
b’]!"[ =1

Simdi de simetrik g— analizde integralden bahsedelim. Herhangi bir f (z) fonksiyonunun

1 i 7] [n+1] (24.15)
=0

o =

g — antittirevinin acik formiliint elde etmek igin, M, (f (z)) = f (gz) operatdriinden yarar-
lanacagz. Varsayalm ki F (z), f (z) in ¢ — antitiirevi olsun.

(Mq - Mq-—l) F(z)=F(gz)—F(¢7'z) =z (g— g7 %) f (z)

olacaktir.

-

MM 1 (2) = My Myg () = 9 (<)
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olacagindan dolay,

- - -1
Mq—-l = (Mq)

(1[4,, ~ -1—) Flo)=z(g~q")f(2)
MG’

olacaktir. Bu yiizden,

veya

F@) = —29 (5 —q)af (a)

1-M

q
- ~ 2 ~4

= (¢7'—q) M, (1+Mq+Mq+...) zf ()

-5

. .3
= (g7'—q) (Mq+Mq+Mq+...) zf (z)

elde edilecektir. Buradan sonug olarak,

F(z)=z(¢"~q) ¢"f (g"z) (24.16)
g n=1,3,5,...
elde edilecekitr. Buradan acik bir gekilde (24.16) n sag tarafinin yakinsamas: halinde yukar:-
daki toplam f () in ¢ — antittrevi olan F (z) e yakinsayacaktir. (24.16) daki serinin yakn-
samasi kogulu altinda g - integrali agagidaki sekilde tanimlansz.

j f@dz=alg-q) > ¢f(qg"a) (24.17)
0

n=1,3,5,...
Simdi de g - antittirevin tekligini inceleyeﬁm. D,G (z) = 0 olsun. Bu durumda herhangi bi;c'
z igin n € Z olmak iizere, G (¢z) = G (¢7'z) veya G (z) = G (¢*"z) olacaktir. Eger G ()
fonksiyonu x=0 noktasinda stirekli ise, G () fonksiyonu z — 0 igin G (0) a yakinsayacaktir
ve G (z) = G (¢*"z) oldugundan dolayr G (z) sabit bir fonksiyon olacaktir. Bu ytizden g—
analizde oldugu gibi, G (z) fonksiyonu = = 0 noktasmda siirekli ise ¢ - antitiirevler sabitlerle
birbirlerinden ayrilacaklardir. Eger,

] f(z)dz = j f(z)dz — /b f(z)dyz (24.18)
a 0 0
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olarak tamimnlarsak,

qm—l
/ f@dg = (¢ -9f >, @) - Y
gt n=1,3,5,... n=1,3,5,...
= (g7'-q)q™f (g™

elde edilecektir. Buradan da,

oo g1

/ fl@dgz = ) f(z)de

2 M=t LE8, ., g1

= (-9 D, dF@™
m==1,13,...

elde edilecektir.
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BOLUM 25

q— Gamma ve gq-Beta Fonksiyonlarimin Integral
Gosterilimleri

25.1 Girig Bolimii

"g-benzer" in ne oldugunun kesin, belirgin bir kargih1 yoktur. A matematiksel ifadesinin
g— benzerinin sezgisel tammm, bir {A,} ailesidir dyle ki,

liniAq=A 0<g<1l
q—)

olacaktir. Bazi métematiksel ifadelerin g-benzerleri tek olabilir fakat bazen aym ifadenin
birden ¢ok g— benzeri olabilmektedir. Bu duruma 8rnek verecek olursak, n pozitif tam
saylsin tek bir tane g— benzeri olmasma kargin, e” exponansiyel fonksiyonunun ej ve E7
olmak iizere iki tane q— benzeri vardir.

q- Analiz (bilinen analizin q- benzeri) bir fonksiyonun diferansiyelinin, g— benzerinin
tanmmiyla baglar.

dof (z) = f (g=) — f (=)

Bu tamimdan yararlanarak, f(z) fonksiyonunun ttirevinin g— benzerini de yani g— ttirevi
agafidaki gekilde tanumlayabiliriz:

_Gf (=) _ flgz)— f(2)
Bu tamimdan yararlanarak, iki fonksiyonun garpiminm g- tlirevini agagidaki sekilde tanim-
layabiliriz:

Dy (f (2)g(2)) = g (2) Dof (2) + f (g2) Dqg (z) (25.2)

g- Ttirev tammindan yararlanarak o € C olmak tizere, ® min g tlirevinin,

_ o
qua = 11 qq :L‘a_l
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oldugunu kolaylikla gorebiliriz. Burada,

_l-¢
[a]_ 1___q

olarak tanimlanmaktadir. o] ifadesine & min g~ benzeri denir. Benzer gekilde,

1

ool = 7

1-g¢g

olarak tammlanmaktadir. $imdi de negatif olmayan n tam sayis: icin (z + a)” fonksiy-

opunun ¢ benzerinin, (z + a)y , nasil tammlandifim gosterelim:

n—1

(z+a)g = H (z + ¢a)

=0
Buradan g— tiirev tanimimdan yararlanarak,
Dy(z+a)y =[] (z+a);
(z+ a)g =1
oldugunu kolayhkla gtrebiliriz. Dikkat edecek olursak,

;iﬂ(a:+a):=(m+a)”

(25.3)

olacaktir. Benzer gekilde, (a + z)" fonksiyonunun g~ benzeri olan (a + )7 asafidaki gibi

tammlanmaktadir: .
(a+z)7 = H (a+ q-"z)
§=0
Bu ifade de a = 1 ve n = oo olarak alirsak,
1+o)7 =[] @ +¢=2)
=0

(25.4)

(25.5)

elde edilir. 0 < g < 1 igin bu sonsuz carpim z in her deferi icin yakmsak olacaktir. Bunu

gosterelim. Euler’in birinci 6zdesiliginden (10.3) yararlanarak,

o0

) = i(5-1)/2 al i

(L) ;_oqj 1-9)(1-g¢%)...(01—-¢)
5 Gis1 | . (G-+1)i/2 I-q(-¢)...(0-¢
= “f,f‘l““,-li&'(1—q)(1-q-q2).-.(1—qf+1) qﬁ0—1>/2( )

. 1 ;
gz |

= 0
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olacaktir. Yakinsaklk yaricapi R = — = oo olacagindan (1 + .'1:);° sonsuz ¢arpimu z in her
defferi i¢in yakimsak olacaktir. Simdi de herhangi bir o saym igin (1+z)7 mn tanmmm
verelim:

(1+z)°
o _ 9
(1+=z) = o+ qa:c)f (25.6)
Asafida baz: fonksiyonlarin n € Z a,b,t € C olmak tizere g tiirevleri verilmigtir.
1. Dy (az + b)y = a[n] (az + b):;'1
2. Dg(a+bz)y =bn](a+ bz_z:r;)’;“1
3. Dy (1 +bz), = b[t) (1 + bz,
Exponansiyel fonksiyonun iki tane 8nemli ¢— benzeri agafida tanimlanmgtir:
Zq“<"-1>/2 L= (4 (1 q)a) (25.7)
X n
= x 1
=) — = 25.8
LT A-a- 99T #58)

Burada [n]! = [n][n —1]...[1] seklinde tammlanmaktadir. Aynca (25.7) de tamimlanan
seri | z |< oo igin yakinsaktir. Benzer gekilde (25.8) de tammlanan seri ise | z |< [oo]
igin yakmsaktir. (25.7) ve (25.8) deki ikinci egitlikler ise Euler’in birinci (10.3) ve ikinci
tzdeglifinden (10.4) yararlanarak yazmlmigtir. Euler’in birinci 6zdegligi olan E; agaghdaki
gekilde tanimlanmaktadir.

o _ N i(-1)/2 cal
R D v R gy

Euler’in ikinci dzdegligi olan F ise agagidaki gekilde tanimlanmaktadur:

7
(1+=v Z(1 9(1-¢3)...(1-¢)

Euler’in birinci 8zdegligi Gauss binom formiilinde n — oo igin limit ahnmasiyla ve lim [n] =

n—roo

n
1—1—, lim = (1-q)(1—§12)...(1—q1) ifadelerinin yerine konulmasiyla elde edilmigtir. Euler’in

~9’ n—soo

ikinci dzdegligi ise, ﬁ.—'_%)-;; nin g Taylor agihiminda, n — oo icin limit alinmas ile elde
q
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edilmigtir. €7, g— exponansiyel fonksiyonun q- tiirevi yine kendisine esittir. Ayrica eg =1
olacaf tanimdan kolayhkla gorilmektedir. Bunlara ek olarak,

e = !

- A-9or

ve
EF=0-(1-9z)
olacafindan dolayi,
egE " =1

olacaktir. Diger bir q— exponansiyel fonksiyon olan EJ in q— tlirevi ise agafidaki gibi
olacaktir:

D,Bg = Ef

Bu btliimde Euler’in gamma, ve beta fonksiyonlarinin ¢ benzerleri tizerinde calisacagiz. g—
gamma ve ¢— beta fonksiyonlar: i¢in daha ayrintih bilgiyi bsltim 22 de bulabilirsiniz.

Tanim 1 ¢— Gamma fonksiyonu t > 0 igin,

(1-g)"
Tq(t) = ——= (25.9)
T -9t
geklinde tansmlanmaktadar.
Ty (t) nin ilk integral gosterilimi agagidaki gekilde tanimlanmmgtar:
foo]
T, ()= / 1B % dyz (25.10)
)
g Integral ise agaghdaki gekilde tammlanmaktadir:
b w . v
[1@de=a-p3 01 () (25.11)
i} J=0

Yukandaki seri bsltim 20 deki teoremden dolay1, yani effer 0 < g < 1 olmak tizere | f (z) z® |

(0, A] arahginda 0 < a < 1 igin simnurh ise bu seri f (z) fonksiyonunun g— antitiirevine
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yakimsamaktadir ve z = 0 noktasinda F (z) fonksiyonu stirekli bir fonksiyon olacaktir. Eger

[ (z) fonksiyonu = = 0 noktasinda stirekli ise g— analizin temel teoreminden,

[Dit @ ez =1 @- 10 (25.12)
0

Dy [ f(z)dyz = f(z)
/
olacaktir. a ve b keyfi sayilar olmak tizere,
b b a
f@)dez= [ flz)dyz— [ f(z)dez
[r@me 100

olarak tanimlanmaktadir. Ayrica kismi integrasyonun g— benzeri de agafidaki gekilde tamm-
lamngktadlr:

b b
[ 3@ Dut @dgz= 1 (@)9(@) /o~ [ 1 (a2) Dug ) (25.13)
Bolim 22 de gosterdifimiz gibi T'y (t) ile By (t, s) arasinda agafhdaki gibi bir iligki vardir.
_Tq(s)Tq (2)
By (t,8) = ";T(s;—fi)_ (25.14)

Tamum 2 Beta fonksiyonunun g benzeri olan By (t, s) fonksiyonu asalrdaki sekilde tanum-

lanmaktadsr: t,s > 0 igin,
1
By (t,8) = / 21 (1 - gz)i dgz (25.15)
0

Jackson beta fonksiyonunun daha az kullanilan bir Euler integral temsilinin g— benzerini
vermeye gahgmigtir.
T -1
z
B(t,8)= | ————=dz 25.16
() O/(H:z)m (25.16)
Yukandaki beta fonksiyonu ilerideki bslimde tamimlayacagimiz beta fonksiyonunun agagi-

daki tamminda z — g3 degigken d6nilgtimiintin yapilmastyla elde edilmigtir. Bunu gostere-
lim.

125



1
B(t,s) =./f*a-zr4m

0
oo t—1 s—1
- [3) () e
/ \T+z 1+z) (1+9)

1 ( z >B—1 1 iz
(1+2) \1+2) (142
zs-——l
(1+x)t+s

0\\‘8 Q\S

elde edilecektir. B (t, s) fonksiyonu s ve t igin simetrik oldugundan buradan agagidaki sonuca

ulagiriz:
o0
-1

B(t,8)=/mﬁd$
0

Simdi de I'y (t) ve By (t, s) fonksiyonlarmin, K (z;t) fonksiyonuna bagh olan bir bagka q-
integral gosterilimini vermeden 8nce K (z;t) fonksiyonunu inceleyelim. '

K (z;t) = & (1+1)t(1+z)1** (25.17)
T 1tz z/, g ’

seklinde tamymlanmaktadir. K (z;t) fonksiyonu t tam sayr degerleri icin z ten bagimsizdir.

t-ﬁ sayisi icin,
K (gz;t) = K (z;1)

olacaktir. Bunu gdsterelim:

o g 1 ¢ 1
K(gait) = 2o (1+ qx)q<1+qx)q

1) 1+1 ¢

(1+_) - ij_t/ﬂ(l_,_l)

az ), +¢*/qx z/,
1+g %z

(1 -I-qw);'t = —1—+-$—~ (1 + .'B);_t
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olacagindan,

tht 1+1/q$ 1 t1+q1—t$ 1—t
Klezt) = 1+gzl+q/qx 1+:c g 1tz (1+2),

zt 1-t 1+gz 144"z
= 1 1
( * )q( ok @@ 1+gz ©

P 1 1—t
= = (1+1) (l+:c)q—t s (1+q )
x T

gt (1+ zq'~?)
z* 1 1t
= 2] a
its (1+z)q( +z),

elde edilecektir. Ayrica t tam say1 defferi icin, K (z;t) = ¢*®~1/2 olacaktir. Bunu gosterelim.

K (z,t) =

=t

1)’ -
1+m(1+5)q(1+x)"
¢ E o (14z)°
19: (1+}_) 1( 1—2q)°°
+z z ), 1+ ¢ z),

Z =1 1+2)7°
Z_(1+1). (142 Gaah
1+z T z ) (1+¢'tz),

2t l+zxz+q z+g71 (1+z)(1+gz)...
14z ¢ 2z 7 oz (l+¢tz)(1+q¢%tz)...(1+glz)(1+2)...
(1+2)(1+qgz)..

(@+q) (= +7). .. (e+47) (1+5) (1+2) a+a)...

gtt-/2
(+g ) (z+q¢2)...(x+9q)

(z+q)(z+)...(z+¢")

qt(t—l)/2

elde edilecektir. Fakat t € (0, 1) icin K (z,t) fonksiyonu z e baghdir. Giinkd,

i ) = 1-t
%K (=23%) q->01 -l-a; (1 ) (1+2)g

t
q-»01+ (1 ) —q (1+:L')(1+q:z:)qt
o z+1
1+z =
-1

1+

= o'+

olacaktir. g- Improper integrali agagidaki gekilde tanmmhyoruz.

oofA

/ Fde=a-03 51 (%) (25.18)

nez
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Bu tanima, giire g— gamma ve g~ beta fonksiyonlanmn K (z;t) fonksiyonuna baggh diger g-
integral gosterilimi agafidaki gekilde tanmlanmgtir:

co/A(1—-g)

T, (t) = K (4;%) / e Pdya (25.19)
0
oof/A

B, (t5) = K (A;1) / o )H_sdq (25.20)

K (A;t) fonksiyonu herhangi bir ¢ defferi i¢in A ya bagh olacaktir. Bu formiilde Jackson
t tam sayis igin K (4;t) yerine ¢t¢!~2/2 ifadesini kullanmigtir. lerideki bolimlerde bu
fonksiyonlan sikga kullanacagiz.

Simdi de ileride sikga kullanacafimiz g— integral tammmindan yararlanarak elde edilen
agaffidaki egitliklerin nasil elde edildigini gbsterelim:

A oof4
/ f(@)dez = / = ( ) (25.21)
0 9/A
cof/A A y 1
/ f(z)dyz = / =/ (2) do (25.22)
[t} 0
Once (25.21) esitliginin nasil elde edildigini gosterelim. (25.11) ve (25.18) den yararlanarak,
e 1.1 e 1.1 ut 1.1
[ 3t = [ e~ / ~/(2)dgz
9/A 0
mA% A A | A2
=« —q>§%ﬁf(qn (1~ q)Z s
= (1- Q)Z f( )—'( "Q)Z—nq_—lf(",:ﬁ)
nEZ n=0 q g
iy A A
= nz-::o(l - Q);,;f(gg)
= ) (1-q)Aq"f(Aq")
n=0
A
- [ #o)es

0
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elde edilecektir. Simdi de (25.22) esitliginin nasil elde edildigini gdsterelim:

oofA q" /A

/ fl@)dgz = ), / f(z)dgz

0 neZ q'ﬂo'l'l / A

Y- s&)

neZ

oldugunu biliyoruz.

1 1
[5G = % [ LG
0 nGan+1A
L1 1
= > (1-a)g Amf(q—nz)

nez

(-0 Y o3 f(=p)

neZ

i

oof/A

= b/ Fz)dyz

olacaktir. Bolim 25.6 da (25.19) ifadesinin agafida tanimlanan Jacobi tiglii garpim for-
mﬁlﬂné,

(1-dP-2)Pa- D= 3 (17T

n=—00

(25.20) ifadesinin ise agapida temimlanan Ramanujan garpim formiiliine denk olduklarim
gosterecegiz.

£ G-or . (1-gr0-Dei-wro- o
e (1 D) -0 - Hp~o)P0~2)F

Bsltm 25.2 de B(t, s) ve I'(t) fonksiyonlarim ve g~ benzerlerini tanimlayip g~ gamma ve g—
beta fonksiyonlarmin 8zelliklerini inceleyecegiz. Boltim 25.3, Btliim 25.4 ve Bblitm 25.5 de
gamma ve beta fonksiyonlarimin difer g~ benzerini inceleyecegiz. Bolim 25.6 ise I'y(t) ve
By(t, s) nin matematikte cok énermnli olan Jacobi tiglli garpim formiilti ile Ramanujan ¢arpim

formiiltine denk oldukiarim gosterecegiz.
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25.2 q- Gamma ve q— Beta Fonksiyonlarinin Tanim:

Euler’in gamma ve beta fonksiyonlar1 agafidaki gekilde tammmlanmaktadir. ¢, s > 0 olmak

{izere,
L) = [ ztle*dz (25.23)
/
1
B(t,s) = /zt”l (1—=z) tdz (25.24)
0

T gt

B ('t, S) = ! mdm (25.25)

(25.24) ifadesinden anlagilaca@ gibi B (t,s) fonksiyonu s ve ¢ icin simetriktir. B (t,s8) =
B (s,t) olacaktir. Agagida gamma ve beta fonksiyonlarinin temel dzellikleri verilmigtir:

T (¢4 1) = T (t) (25.26)
B (t,s) = T (25.27)

Tanmm 3 t > 0 igin g~ gamma fonksiyonu agafrdaki gekilde tansmlanmaster:

o]
T, (t) = / B (25.28)
0

Tanim 4 s,t > 0 igin g- beta fonksiyonu agafidaki gekilde tansmlanmagtr:
1
B, (t,5) = / 271 (1 — gz}l dw (25.29)
i)

Yukanda tammmlanan I'y (t) ve By (t,s) fonksiyonlar: gamma ve beta fonksiyonlarimn
dogru g~ benzerleridir. Ctinkti ¢ — 1 icin B, (%, s) ve T'q (¢) fonksiyonlarmn limitleri alindig:
zaman sirasiyla beta ve gamma, fonksiyonlar elde edilecektir. Aymica boltim 22 de bahset-
tigimiz gibi By (t,s) ve Ty () fonksiyonlar (25.26) ve(25.27) ifadelerinin q— benzerlerini
saflamaktadirlar.

Teorem 5 a) I'y (t) fonksiyonunu agafrdaki gibi de ifade edebiliriz:

1-g

Ly (ﬂ—"-mf

(25.30)
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Ayrica Vit > 0 igin,
Tat+1)=[lTe (®)
T (1)=1
olacaktir.

b) g- gamma ve g~ beta fonksiyonlars arasinda agafidaks gibi bir iligki varder:
B g (ta OO)

Ty(t) = 1o (25.31)
By (t,8) = —————Pl‘ijt&ifs) (25.32)

Ispat. Once (25.31) ifadesinin 1spatiyila baglayalim.
Ef=01+01~-gz)

olduguna goire,

=

B =(1-qz)7

olacaktir. (25.29) da s = oo olarak segelim. Daha sonra da z = (1 — ¢) y donlisimtl yapahm.
1

By(t,00) = / 2 (1 - g2)%° dgw

0
1
—g2
o t—1 72T—q
= / T By dyz
0

1/1—q
[ a-a i m @ g dy
4]
1/1—q
= / 1-q)'y" B, ¥dyy
0
= (1-q)'Tq(t)

I

elde edilecektir. Simdi de (25.30) ifadesinin 1spatim yapahm. (25.13) de tanunlanan kismi

g- integrasyondan yararlanarak,

1
Byt+1s) = [o'(-aa) dem
0
1 1
= —[-;]—/:cth (1 —:E)‘; dq.’t
0

131



1
- i] / (1 — gz); Dyx'dgz
0

ury

- [_z]. 1) (1 — g2)? 2 dga
i}

J

8

—_—

—_—

1
/ (1 —qz)y 2t dyz
0

—_— Y,

t

—

|
l

B By (t,s+1)

n__|

elde edilecekitr. Benzer gekilde,

1
By (t,s+1) = /zt’l (1 — gz)gdgx

[=—4
-

= /zt—l 1-¢z)(1 - q:z:);"1 dyzx

1 1

= / 211 - qm);'l dez — ¢° / 7t (1~ qx);_l dgz
0 0

Bq (t, 3) - quq (t+1, 3)

Sonug olarak,

By(t,s+1) = [8[_83 780 (59)

L
[t)
elde edileceginden buradan yararlanarak agagidaki sonuca ulagirz:

Bq(t,1) =

l1—g¢
Bﬂ(tiz) = 1 - q1+tB( 1)

1-g¢ __1_
1_ql+t[t]

1 1-g(1-
By (1,3) = 1— qg-zi-tB (t,2) = (1(__q1-gt))((1 _qqzz)+t)[17]

0-9-P) - 1
Bq (t, TL) (1 q1+t) (1 q2+t) (1 gt+n—1) m
(1-g)(1-g)p™
(1-g);
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Buradan t > 0,n € Z* icin aga@idaki sonuca ulagiriz.

(I-gp (1—gf™
TnT
Q-9

By (tn) = (1—-q) (25.33)

Bu ifadenin n — oo igin limitini alacak olursak,

. (- (1) (1—-g"m)7
noo (1-g")7(1-¢))
1-q)(1-q)°
1 —-g")g
= (-9 (-qj"

73_1520 By (t,n) =

sonug olarak,

By(t,0)=(1-q)(1—q)"
elde edilecektir. Buradan,

1'-‘q (t) = ""“—"“Bg (j’ :)c?
1-qU-gi*
1-g°
(1-gf?
- g™

elde edilecektir. Ayrica buradan yararlanarak ¢ > 0 icin agagideki sonuca ulagimz.

(1-q)
1-g)°
1-q)™
(1—q)**
[t T (2)

Te(t+1) =

[t

Simdi de (25.32) ifadesini 1spatlayalim. Burada ¢ = ¢° ve b = g* olarak gosterelim. Once
(25.32) ifadesinin sol tarafim ele alalm.

By (t,8) = (1 - q:::)‘;"1 dgx

O

T g

(1 -g°z)

_ /mt'l (1-g2)°
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- 1y
] (1 qn+ )q

S Q-9 g @) FEroond

n=0
> n (1 - qn+1):°
= nz.—_:o (1-9)(d) mf

_ oo n(l_qn+1)°°
= RO

olacaktir. Simdi de (25.32) ifadesinin saf tarafim ele alalm. (25.30) dan yararlanarak,
T ()Te(s) _ (-9 (-0 (1-g**"
Tq(t+s) 1-9 (1-9 " (1-q)g™"
PN P
(1 - qt)q (1 - qs)q (1 - Q)q

(1-¢) (1 —g)g (1 —ab)®
I-a1-bT

elde edilecektir. Dikkat edecek olursak, elde ettifimiz bu iki egitligi katsayilar1 a ve b nin
rasyonel bir fonksiyonu olan ¢ nun bir kuvvet serisi olarak diiglinebiliriz. Bu iki kuvvet
serisi (25.30) ve (25.33) den dolay1 ¢t > 0 s € Z* icin birbirlerine egit olacaklarindan, a = ¢°
s € Z* igin iki kuvvet serisi sonsuz goklukta a degeri icin birbirlerine egit olacaklardir. Bu
yiizden £, s > 0 icin kuvvet serileri birbirlerine egit olaceklardir. m

25.8 q- Gamma ve q— Beta Fonksiyonlarinin Diger Tanwm-
lar

Bir ¢nceki bolimde I'y (t) g— gamma fonksiyonunu Euler’in gamma fonksiyonunda, e=*
yerine g— benzeri olan E; % degerini koyarak q— integral ile agagidaki gekilde tantmlammgtik.

oo
T, (t) = / 2B,
0

Aceba bu kez Euler’in gamma fonksiyonunda, exponansiyel fonksiyonun difer g— benzeri
olan e;” ifadesini alirsak yeni q— gamma fonksiyonu nasil olacaktir? Benzer gekilde daha
onceki boliimde g- beta fonksiyonunu (25.24) de tamimlanan beta fonksiyonunun ¢ benzeri
olarak tamumlamgtik. Aceba beta fonksiyonunun diger bir gosterilimi olan ve (25.25) de
tanimlanan fonksiyonun g- benzeri nasil olacaktir? Bu boltimde bu sorulara cevap araya-
cafz. Once agagidaki tammlar verelim.
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Tamm 6 A > 0 igin,

00/A(1-q)

A (t) = / ¥ le Tdyx (25.34)

0
Tanim 7 A > 0 igin,

oofA

BA (¢, 5) / A (25.35)

,8) = T Nits qT B
? J (1+ =), s

Bu boliimde ayrica 7,(;“*’ (t) 1le ﬂgA) (t,s) arasindaki iligkiyi de inceleyecefiz. Teorem

5 in 1spatindan yararlanarak 7§A) (t) ile BgA) (t,s) arasindaki iligkiyi gdstermeye cahsgalim.
Teorem 5 in 1spatinda kullandifnmez temel tic adim agaffida listelenmigtir.

1. By (t, s) nin taniminda s = co alarak By (t, c0) elde edilmigtir.

2. Kismi q- integrasyondan yararlanarak B, (¢, s) fonksiyonunun By (t + 1, s) ve B, (¢, s+ 1)
ile olan iligkisi g8sterilmigtir.

3. By (t, 5) fonksiyonunu katsayilan a = ¢° ve b = ¢* nin rasyonel fonksiyonu olan q nun

bir kuvvet serisi olarak disgiintilmugtiir.

ADIM 1: ﬁ.(,A) (¢, s) fonksiyonunun s — oo i¢in limitini alalm. Sonra z = (1-—q)y
olacak gekilde degisken doniigimii yapahm.

e; = L
T A-0-92)

olduguna gore,
o1
4 A+z)7°
olacaktir. Bunu da gtz Sniine alarak iglemlerimize baglayahm.

oo/A oofA
m1;—1

B (t,00) = / quz= f ' lel Tdy
0 1 0
oo/A(1~g)
= / (1—g) gy eg? (1 q)dgy
0
o0/A(1—q)

= (1-g) / Y levdy
0
= (-9 @)
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olacaktir. Buradan agagidaki sonuca ulagiriz:

1
1-g)

ADIM 2: Bu adimda yine 'ygA) (¢) ile ,93‘4) (t, s) arasindaki bir bagka iligkiyi gosterelim.

B (¢, 00) (25.36)

7§ @t) =

(25.13) de tarumlanan kismi g integrasyondan yararlanarak,

7 ¢+ 1) =g v @) (25.37)
oldugunu gosterelim.
co/A(1—q)
W+ = [ ool
0
co/A(1-g)

— 41
m 6qz q$+ dqil?
[

co/A(1—q)

t+1, t+1 —=x
E+1] ¢rET e T

= E"—t;ﬁvgﬂ (t+2)

elde edilecektir. Yukandaki ifadede ¢ — ¢ — 1 olarak alirsak,

Y +1) =t 4 ()

clde edilecektir.
lim eq_” = lim -—-];- =0
Z—00 L300 Eg
ve
]ima:teq"'” =0
z—0
lim :z;te;"” = 0
T—00

olacektir. Bu ifadeleri de ele alarak (25.37) den yararlanarak agagidaki ifadeleri elde ederiz.
0o/A(1~q)

A (1) = / €g gz =1
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¥P @) = g v ()
@) = 227

= ¢ % 2] [1) 7 (1)
YW@ = Bl e

= ¢ %2 382 1] (1)

7 (n) = g~ 02 [ g
Sonug olarak n € Z* icin,
G2 (n) = [n— 1)1 = T, (m) (25.38)
elde edilecektir.
Onerme 8 o ve B herhangi keyfi salars icin,
z° za-1 o

qu = o] mgﬁ ~ (18] - [o]) m

Ispat. g- Ttrev tanmmim kullanarak,

D= _ ( (gz)*  =° 1
A+z) (1+gz)f (1+2)7)=(@-1)

_ qaxa _ %
s(l+gn)l(g-1) z(l+2)f(g-1)
_ qawa—-l _ xa-—l
(1+gn)i(@~-1) @A+2)f(g-1)
_ "= l(1+43z) (1+dfz)z>?
I+t g-1) @+ (g-1)
_ qa xa—l + qa g 3 xa—l : Pt qﬁ
(I+2)(g-1)  (@+2)f(g-1) @+ (@-1) (@+2)5(g-1)
z% =
(142 (q~1)+ Q+z) (g~ 1)
_ _loja>t P@-1) == (P-1)
A+ (142t (g-1) @+2)8(g-1)
I e S o S Sl
C (+a)ft (1) - leD (1+z)5+
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elde edilecektir. =
(25.13) de tammlanan kismi g~ integrasyondan ve yukaridaki Snermeden yararlanarak

t,s > 0 igin,
co/A

BA (t+1,8) = gt / (@) Dy redgz

q rat | @ P
oofA

_ 1 —t 1 £
Tk / (1+z)+e Doz dgz
5 q

= L e,0)

[t + s
elde edilecektir. Sonug olarak,
(4) = p
B (t+1,6) = = 2aa B (,9) (25.39)
yazabiliriz. t =1 icin,
oofA
1
4 (1,5) = / —
ﬁq ( ’s) (1 +$);+s q%
0
cofA
G / 1+ e
1 1
= lm ——"— lim —
N—*w[SI sﬁ * Neoofs] (14 _1)°
(1+5), =W (14 50w,
- 1
[s]
Sonug olarak,
B (1,8) = = (25.40)

[ ]
elde edilecektir. Burada IV € Z olmak tizere agafidaki tanimdan yararlanilmagtir:

/DF(x)dqz-— hmF(AqN) Nh_r)nwF(-in)
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(25.39) ve (25.40) den yararlanarak s > 0 n € Z* icin agaghdaki ifadeleri elde ederiz.

B @5) = g ()
_ o~ ] 1
A+ G
- g2 2
B B) = gAY 29)

—2_ {2 gt j 1
245" [1+4]]s]

=g

L atee [n— 1)
B (nis) = ¢ T,

Aynica (25.33) ifadesini kullanarak,
n—1[r—2...[1
slls+1]...[s+n—1]
_ (= M(-¢?)...0-9(1~g)
1-¢) (1 —g**)... (1 =gt
A—g)(l-gp (1-g) "

gn(n—l)/2ﬁgA) (n, S) —

(1-gpt
= B,(n,s)
Sonug olarak,
gm=D28A) (n, 5) = B, (n, ) (25.41)

elde edilecektir. (25.13) de tanimlanan kismi g integrasyon tanimindan ve Snerme 8 den

yararlanarak,
oofA
BN (ts+1) = / a +$)t+s+1 dyz
oofA ths
- B+ﬂ¢./(w0 uizww%
g TP e 1
- [+l S (1 +z);+3DqE?d“$
=ﬁ§fwu@
Sonug olarak,
A (s +1) = - EL_pth) 5, o) (25.42)

[ B
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elde edilecektir. Simdi de 4" (£,1) defferini bulmaya cahgalm. A (2, s) nin tammmdan

ve &nerme 8 den yararlanarak,

co/A -1 co/A
B (t,1) = 0/ 1+ z)t"'l dgx T / q +z)* dyz (25.43)
elde edilecektir. Bu ifadenin sag tarafini agsagida gosterilen gekilde dtizenleyelim:
B (1) = [ti]N — 1 _ I%N Cad )tN
= (AgV) (1+ ﬁ)q o (1+9)
o\ —1
- % (Nhinm (Ag) 1+ A;N)q)
Sonug olarak; P
B (1,1) = ( lim (AqN ) (1 + ——~)t> (25.44)
elde edilecektir. Simdi ise yukaridaki limit degerinin K (A;t) fonksiyonuna egit oldugunu
gosterelim:
o (1+-;;—N): e T (+50) . (4 5) 0+ BT

N=oo (1+X‘§N)°° Nooo (14 28 7). ..(1+9§i) (1+§):°
_ g4t s (A+aN).. (A+q71)
4 (14 A) b AT ) (AT e
¢ Y t (1+A‘IN)-~-(1+AQ)Q;N%N:_Q+N2_M
= A1+ hqu T
gV=% (14 AgN=2).. (1 + Agl-t) g™ 5o +¥

_ g (1+l)t i (1+Aqg)...(1+Aq?) (1+ A¢' ). (1+ AdN)
A ) N (1+ Agi—t) ... (1 + AgN-Y)

= At(1+-%)t(1+qA)(1+q2A) 1+ ‘tA)1+A

At 1\* —t+1
= 1+A(1+Z)q(1+A)q

= K(4;1)

elde edilecektir. (25.42) ve (25.44) den yararlanarak t > 0 s € Z* icin agagdaki sonuca
ulagiriz.
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B (12) = 1L g s, 1)

i+g'e
_ -
- [1+t] (K(A t)) l[t]
PP = g f]tgl[lzﬂ] (K (400
P (09) = gy 1[15_ [1]1 o KA
11— —_ N\ 1q N\l
- G0l B ey
q
_ons=lgq _ at—1
K (A1) 8 (t,9) = (1 — ) & (‘j)i q)(tis_f)“ =By (t:9) (25.45)
q

Onerme 9 1. Vz,t € R icin
UmK (z;t) =1
q—1

veVt € (0,1), z € R icin
;13@0}’( (z;t) = «* + 21

olacaktar.
2. K (z;t) fonksiyonunu t nin bir fonksiyonu olarak digiinirsek,
K(z;t+1) = ¢'K (z;t)

olacaktsr. Buradan agek bir sekilde K (z;0) = K (z;1) = 1 olacakter. Ayrica herhangi

bir n pozitif tam sayist igin,
K (z;n) = g 1/2
olacakter.
3. K (z;t) fonksiyonunu z in bir fonksiyonu olarak diginirsek,

DK (z;t) =0 Vz,teR
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olacagundan K (z;t) fonksiyonu bir g— sabiti olacaklyr. Bagka bir degigle, Vn € Z igin
K (q"z;t) = K (z;t)
olacaktor.

ispat. 1-

i

. . z* 1\* 1-t
HK(x’t) 1;21 14z (1+5)q(1+$)q

<1 + %)t (1+2z)?

zt

1+
1

It

olacaktir. Vt € (0,1), z € R icin,

imK (z;t) = ( ) (1+az),
q-—b
- —t
o x4 1
= 1+
14z =z
= gt gl

elde edilecektir.
2- Buradaki 1spat:1 yaparken agafidaki egitlikten yararlanacagiz.

L+t =1+ A +y)7

K (z;t) fonksiyonunun tanimindan yararlanarak,

z.t—i-l 1 +1
K (z;t+1) e (1+;) (1+.'c)q_t
q

o qt 1 t —
= 173 (1-}--;) (l+;>q(1+x)q

t i t —t
_ ¢\ = 1 -1y (L+2q7)
= $<l+z)1—|-:c(1+m)q(1+m)(1+q$)"'(1+wq )(1+mq—t)
¢ : t
_ .q_ 1 x l 1t
B x(1+w)1+mq—t1+z(1+z)q(1+x)q
(1+%f—)
= K (z;t
(1+=zq™%) (=1)
= ¢'K (z;1)
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elde edilecektir. Daha dnce herhangi bir n tam sayis: igin,
K (:U; n) —_ q'n,(n——l)/2
oldugunu gostermigtik. £ = 0 igin K (z;t + 1) = ¢’ K (z;t) esitlifinden yararlanarak,
K(z;0) =K (z;1)=1

olacaktir.
3- Girig boluminde
K (qz;t) = K (z;)

oldugunu gostermistik. Bu egitlikte z = gz icin,
K (fz;t) = K (gz;t) = K (z;)
olacaktir. Benzer gekilde z = gz icin bu iglemi n defs yaparsak,
K(z;t) =K (gz;t) = K (qza:;t) =..=K(¢"z;t)

elde edilecektir.

K (gz3t) = K (;1)

oldugundan dolay: g~ ttirevin tammundan D K (z;t) = 0 olacag agiktir. Buradan K (z;t)
fonksiyonunun bir g sabiti oldufunu sdyleriz. K (z;t) fonksiyonu sabit bir fonksiyon olma-
masina ragmen g tiirevi sifir olan ilging bir fonksiyondur. =
ADIM 3: (25.41) ve(25.45) ifadelerinden A > 0 igin ¢ veya s den biri pozitif tam say1
oldugu zaman,
K (A;1) B (t,5) = B, (t, 5) (25.46)

oldufunu gdrityoruz. Ctnkti ¢ € Z* s > 0 ise,

gte—1/ 2,6((1‘4) (t,s) = By (¢, 8)
olacaktir. Aynca s € Z1 t > 0 ise,

K (4;8) Y (t,5) = By (t,9)

olacaktir. Bu adimda amacimz (25.46) ifadesinin ¢, s > 0 icinde saglandigam gostermektir,
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1

Teorem 10 Her A,t,s > Q igin,
K (A1) 4 (1) =T, (t) (25.47)
K (A;t) B (t,5) = By (¢, 5) (25.48)

Ispat. Once (25.47) nin 1spat: ile baglayalim. A,t > 0 icin agaghdaki egitliklerin saj-
landifini daha dnce gostermistik.

L) = ”‘———_‘%(j’;;:)
(4) (4 oo
¥ @) = %_Lt;—){l

K (A1) B (t,n) = By(tn)
Buradaki son egitlikte n = oo olarak alirsak,
. Bq (ta OO)
K (A;1) B (t, 00)
(1-q)f
K (4;8) (1— 9)' 4™ (1)

(1-gf
= K(&4t)7® (1)

elde edilecektir. Simdi de (25.48) in ispatim yapahm.

A 1 g

t
KU 60 =T (1+5) 0L [ G
0 q

Burada y = Az doniigimil yapalim.
KA )ﬂ(A)( ) At ( 1 t( . tOO/lyt_l 1
it t, s 1+——) 1+ A4),~ / dyy (25.49
14 Pg 1+A Al a / At (1+%)z+s gy ( )
cofl
1 ( 1)t 1-t yt?
= 1+—“ (1+A) ————mdqy
1+4 A 2 2 / (1+%)q

elde edilecektir. A > 0 ve b = g* icin integralin ontindeki ifadeyi agaghdaki gekilde ifade

edebiliriz. :
o0
1 (1+3), +A

AR, (%)
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Dikkat edecek olursak yukaridaki ifadeyi katsayisi b nin rasyonel bir fonksiyonu olan ¢ nun
bir kuvvet serisi olarak distinebiliriz. (25.49) daki integrali agaghdeki gibi iki integralin

toplam geklinde pargalayabiliriz.
/1 gt /1 i1
—————dy + / ———dyy (25.50)
t+s 4 t+s 4
5 (1+%)," J (+%),

Bu ifadedeki ilk integrali katsayilan a = ¢* ve b = ¢* nin rasyonel fonksiyonu olan ¢ nun bir
kuvvet serisi olarak ifade edebiliriz.

j yt—l ( )Z n)t—l
——andy = 1-9) ¢ =T
J )a 1+ %-f)”

+3

gz)t+s+1
A

R ( (+557)
D

= (1-g¢ Z ( = t+s+1
Simdi de (25.50) deki ikinci integrali ele alalim.

oo/1 oo/l

1
t+s dgy %Y — t+s
| & J o

= (1_ ) 'n.(n)t-—l —_— -
DO v

(L-q) Z Pl e ———

n=~1 ( + %)Hs

(1 - q) Zl (q-n)t )H-s

= (1-9) i C i J— —
n=0

1 t+s
(1 + by A)q

]

1-9 3 ¢ @) s
n=0

t+%),

et

fl

vy

(1+

j s-—-l

= d,z
t4-s '1

1+ 5,

Sonug olarak,
Lo / 1 q

/ yit z*?

— s dy = / dyz (25.51)
A s %

1 (1 %)q ’ 0 zhts (1 I A:Bl )q ’
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t

elde edilecektir. Simdi de K (z;t) fonksiyonunu yeniden ele alahm.

K (Ax t4g) = ADT (1 + -l—)m (1+ Az)l~+s
1+ Az) q e
Buradan,
1 — 1—t—8 Ati-s 1
xt+s(1+zlm_)’;+3—1+Ax(l+Ax) A K (Az;t + s)

elde edilecektir. K (Az;t+ s) fonksiyonu z e bagh olmasma rafmen n € Z z,t € R igin
K (¢"z;t) = K (x;t) oldugundan dolay1, Jackson integralinden bir sabit olarak cikacaktr.
Ciink,

g oo
/K(Am;t—i-s)dqa: = (1-9)aS K (A"t + )

(1-q)q (K (Ag;t+s) + gK (Ag%t+s) +...)

1-q)g(K (4;t+s)+gK (A;t+3s)+...)

= (1-q)gK(4Ait+s)) g

n=0

q
K(A;t+s)/dq:c
0

olacaktir. Burdan dolay: (25.51)deki integrali asaghdaki gekilde ifade edebiliriz.

At+.9 1 1
K(At+s)) 1+ Az
0

21+ Az); " dy (25.52)

a = ¢® ve b = ¢’ olarak alirsak (25.52) deki ilk carpan agaghidaki gekilde ifade edilecektir.

At+s _ tra 1 (25 53)
K (4;t+9) L+, a+a '
oo
(1+4)(1+2)7 (1 + %)q
(1+%), A+AP
(25.52) deki integrali ise agafidaki gekilde ifade edebiliriz.

g—1 n+ _
/ 13; Ax(1+A:c)1"t"sdqz = (1- Q)ZW (g™ (1+ Aq "+1)1 T
0

(1-4q) Zanﬂ 1 (1 + Aan)q
~ Aqn+1 +1 (1 + Aqn—s—t+2):°

oo (1 + Aqn+2)°°
= 1— n4-1 %o
4= nz=:0 ’ (1+4%37)

9
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Sonug olarak,

q s~1 (1 +Aqn+2)
Z
J e — (25.54)

(1+Az) " dz = (1—¢q) Z H
14 A2
n=0 ( ab )q
elde edilecektir. (25.53) ve (25.54) ifadelerinin her ikisi de katsayilar1 a ve b nin rasyonel
fonksiyonu olan ¢ nun bir kuvvet serisi olarak ifade edilebilirler. ¢ veya s deperlerinden biri
pozitif tam say1 oldugu zaman (25.48) saflanacaktir. Simdi de (25.48) ifadesinin sag tarafim

ele alahm.

1
Bits) = [o71 1~
0

= (1-q) Zq" (@) (- gy

n( _qn+1)
(1~ q)zb qEr

elde edilecektir. Dikkat edecek olursak By (t, s) fonksiyonunu katsay:lan a ve b nin rasyonel

fonksiyonu olan g nun bir kuvvet serisi olacak gekilde ifade edilebilir. O halde (25.48)
ifadesinin sa§ ve sol tarafini ¢ nun bir kuvvet serisi olacak gekilde ifade edebiliriz. Bu iki
kuvvet serisi £ € N veya s € N icin birbirlerine egit olacaklardir. O halde t,s > 0 igin bu iki

kuvvet serisi birbirlerine egit olacaklardir. m

25.4 q—- Bela Fonksiyonunun Simelrik Olmas:

B (t, 5) fonksiyonu,
() (s) _T(IT (1)
T{t+s) T@E+9)

olacagmdan beta fonksiyonu s ve t igin simetriktir. Benzer gekilde s, > 0 icin,

B(t,s)=

= B (s,1)

1

By(t,0) = [ (1~ g0)y doo

0
q~ beta fonksiyonunda s ve £ nin simetrik oldugunu agik bir gekilde géremeyiz. Fakat (25.32)

den yararlanarak g— beta fonksiyonunda ¢ ve s nin simetrik olduklarimi agaghdaki gibi agik
bir gekilde gdrebiliriz.

LTy () T,y
Bilto) = T3 ~ Ty(ta)

= By (s,1)
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Bu bslimde teorem 10 dan yararlanarak A > 0 icin,

oo/A
B, (t,5) = K (4;1) / o )t+sdq (25.55)

fonksiyonunun t ve s icin simetrik oldufunu gdsterecegiz. m,n € Z igin agafidaki egitlifin
saflandigim daha dnce gdstermigtik.

(& —a)g"" = (z~ )7 (z~ ¢"a)]
ifadesinden yararlanarak,

K(2t) (1+-L t(1+ )’
p #z), (LT oo,

ifadesinin nereye egit olacagini bulalim.

K (=) (14 L t(1+ t2)’ = (L4}t (142 Tl t(1+ g)°
z-’ qtz q q q iy xt (l_l,_x) q € qtg; g q q

q

1\ -t g \!
14—~ 14—
wm (+), (i),

i t+
= E(I-H:)q ’1+$(1+ )

1
;:E (1 -+ :B)z+a

= = (1+:z:)t (l—l—q.'z:)

Sonug olarak,

= S Aot = (i—;t) (1 + q—f;)t (1 +d'a); (25.56)

g
elde edilecektir. Onerme 9 dan dolayy;

(i) =r@ ve=L, nez
z’ - 4 L= A » T
olacaktir. Buna gore (25.56) ifadesi asapadaki gibi olacaktir.

1 t+sa N q ¢ 8
La+ay =K(A,t)(1+%)q(1+q*z)q
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1

Buldugumuz bu sonucu (25.55) deki integralde yerine yazarsak,
oo/A o1
By(t,s) = K(4;1) / qux
0

oo/A
x—l

K (4;t) / - dyz
o K (4;t) (1 + E%)q (1+¢'z);
oo/A

1
= / ;- sdq:z
s x(1+;;¥;)q(1+qtm)q

elde edilir. Burada y = ¢’z donligiimit yaparsak a > 0 igin,

/e
¢
Bq (t’ s) = / T dq:l:
2 ve(1+5) @+
o/
By (t,8) = / L dgy (25.60)

o Y (1+1)t (1+y)g
Vg q
elde edilecektir. Burada (25.22) den yara,rla.naxak;

oo

dozx
B, (t, =/ 7
&= | r e A e,
O ¢
y=qx donligtimii yaparsak,
oo
B, (t s)—/ ! dgy
q\L,8) = 5 q
) y(1+§)q(1+y)§

elde edilecektir. o yerine 1/c, koymak kaydiyla ¢ ve s yer defistirmektedir. Bu gart altinda
By (t, s) fonksiyonu simetrik olacaktir.

25.5 Baz Improper Integrallerin Kaydirma Altindaki Degigme-
zlige
o+

a
[1@a= [ totrad
1] a
Bu ifadenin g- benzerini improper integral igin fonksiyonlarm 6zel bir sinifi igin yazabiliriz.

Bu 6zel fonksiyonu (—1—_7_—:)? olarak alalm.
q
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Onerme 11 a > 0 ve 8 > a+1 igin,

oo/e oo/l s (1 _ -1_)

/ (1+z)? qﬂK(A @) /

Ldyz (25.61)

Ispat. B, (t,s) fonksiyonunun tanimmndan ve (25.21) ifadesinden yararlanarak,

1

B, (t,s) = /:1:""1 1- q:t:)z_'1 d.X

0

oo/ll 1 -1 L
= [ L T
- f:c2 (z) (1 .’B)q A2
g
oo/1

- 09

g
elde edilecektir. Burada y = -‘5 dontigimil yapahm. dgy = %dqw olacaktir. Buna gbre,

oo/1

-1
q 1
Bq (t,~s) / W (1 - g)q dqy (2562)
1

il

elde edilecektir. Bu integrali diizenleyelim. o = t— 1, 8 = t + s olarak segelim ve
K (A;0+1) = ¢®K (4; o) egitliginden yararlanahm.

°°/1 )t-—l
B, (t,8) = q’ / z d,z
oo/l s 1
1 -1
_ /‘ ( 2 (1-32), il ) P
qﬂ’
oo/1
1 z(1-1) i
T gpal P 9%

1
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1

elde edilecektir. Teorem 10 dan,
o | 2
Bq (t, S) =K A;t f ——————H_—.dqx
g 1+ :c)q s

olduguru biliyoruz. Buradan,

oo/A
xa
By(t,s) =K (Aa+1) / 2 4
1 J (1 +:c)q’9 ?
elde edilecektir. O halde sonug olarak,
oA o0/1 o 1\&
z° 1 z (1 - ;)q
K(A;Cl!'l‘ 1) / mdqz = qﬂ"“a“l [ xﬂ dqa:
0
oo/A oo/1 o 1y
z% 1 T (1 - ;)q
q*K (4; ) / mdq“’ = ped 1/ po L
0
oofa co/1 oz(l__l_)a

o x
~0/ a—%:;)?dqz = K ((IA; ) 1/ p z/q dgx
elde edilecek ve 1spat tamamlanmig olacaktir. m
(25.61) ing — 1igin limitini alrsak z — z—1 déniigiimii altinda sol taraftaki integralden,
sag taraftaki integrali elde ederiz.

25.6 Ozdeslikler
a— Improper integralin tammmdan yararlanarak,
K (A;6) 7 (8) =Ty (2)

ifadesinin Jackobi’nin U¢li garpim formiiliine denk oldugunu gdsterelim.

o0/A(1—q)

4t ( 1 )t 3t - (1-gq)g "
—(1+=] (1+4) / e T dyr = — 2
1+A A q g Y g “9 (1- q)t 1
. o o/A(l-9) oo
4 Q14T 1+ Ay tgag (=)
1+ AQ+gt/A)7 (1+g-tA)° J T A-t - )P

1~

0o/A(1—q)
A (1+1/A)F (1+qA)7 (1 - qt)q (1-g)*? of ey "dgz = (1—q)5° (1 + q’t/A)Z° (1+4*
elde edilecektir. Egitligin sol tarafim diizenleyelim.
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t 00 o0 (1 _ =174 g" t-’lez‘a&qu
A Q+1AT 1 +eA)F (1-¢) 7 1-9 7 EZA(l q)( (1~<1)) !

= (L+1/A) (1+qA)7 (1-4) Zq"te" =
neZ

(1+1/4)7 (L+q4)F (1 - ¢) Zq (an/A)m

1+1/A
(1+ /AP (1 +qA)P (1- ") Z ((1—:1—/%))33

1 +qA)P oD g+ 1/A)”

ne€zZ

il

I

fi

Sonug olarak,

(1-a)g (L +d/4)] (1+d704) ] = L+qA)y7 (1-2); ZZQ“‘ (1+1/4); (25.63)
ne
elde edilecektir. Bu ifadede z = :fi olarak segelim. Buna gbre,

n

1-QP (-2 (1 —g/z)P =(1+gA)7 (1+Az)7 Y  (~z)" 4" (1 + %) (25.64)

nez q
elde edilecektir. Ayrica ,

(121N — pmanf(1o L g i
lim A (1+A)q ~ limA (1+A) (1+A)...(1+ o )
_ mA“(A+1) (A+q)..(A+gY)
A0 An

= limgg’...q

. qn(n—-l) /2

olacaktir. (25.64) tin her iki tarafimin A — 0 igin Hmitini ahsak agagidaki sonuca ulagirzz.

1-9rA-2)PA-g/a)P = (~z)" g"n-1)/2

neZ
Bu ifadenin Jackobi tigli ¢arpim formiili oldugunu biliyoruz.
Simdi de,
K (4;1) B (t,5) = By (¢, 5)

ifadesinin nasil bir g— serisine denk olacagim gosterelim.

Vs LT 0)

At) / (1+z)t+.9 qT 1-\ (S—i—t)
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At 1t o1 _ t—l 1
.l_:l-_A( ) (1+4),7" (1 Q)ng (A) (1+%);+3
Q-gi -t @—g?
1-g™ 1-gft@a~-g

(1+%); A+q4)7
(1+ﬂ-) are=ae Q)fgq

-9 -9F (-, Q-
1-g)®(l—g)>(1- q)°°(1 g d-gP

( ) Ay (1+ ﬂ—)”"

9 nez
(- (1— )7 (1+d/A) ] (1+¢*A)7
(1-g¢)y - q3)°°(1+qA)§°

'l;+s
)q

olacaktir. Bu egitliin sol tarafim diizenleyelim.

(R Bt - (o) B e

A (1+g7/A) 1+ Q*“/A) A +g/A)y

9 nez 9 neZ
R 1 0= (=) 1+ /A)] (1+ P A) 7
( A)q g‘zq L+g+/A; 1 +g/A7 —  A-¢)g (-7 (1 +gAT (L+ g+ /AT

Sonug olarak;

T g (1+1/4);  (A-9F (=) 1+4/4)7 (1+47°4)°
A+¢/; —  (1-dF A-e)y A+dd)y A+ /AT

n€Z

(25.65)

Buifadedea= 3,b= :%;—t,:c = ¢* olarak alirsak (25.65) agafida tammlanan Ramanujan
carpim formiilii olacaktir:

Z (1~-a)g . _ (1—g)(1— 2)eo(1— az)(1 - L)&°
1- b)" T (1-D)P(l- D)e - z)Pl - L)

Simdi de agafidaki q— beta fonksiyonunun nasil bir g— serisine denk oldugunu gésterelim.

a > 0 olamak tlizere,

oo/c

B, (t,5) =

TEONE

(-]

olarak tamimlanmaktadir.
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Py (s) T (t) = (1—g) Z 1

Tq(s+1) e (1 + eg): (1+2);
(- (-9 (g™
(1 _ q).s—l (1 _ q)t-—-l (1 _ q);+t—1 (1 Q) n_zoo ( oq ) (1 + g_)
(1-9F 1-qF Q- (1-g*)7 S 1
- Pl-g)r(1-P1—g* 1 -9 -9 ng_:m (1 + %%)t 1+,
(1- q)zo (1 _ qs+t):° _ oo (1 + o t+1—n)q (1 + g;:_‘f_):o
I-¢)P -7 2 (Q+ad )P (1+5)7

o  (1+agttm)® (1 + l”ﬁ)q (1+3)

(1+ g (1+3)7

n=—00

o (1+agtt")F (1+%}):°(1+-};):

n=—0o0

_ Z 1+ (1+ 9—) (1+2)r
e Ut egt) P (1t ag )R L+ £)T (1+2)7

@ (e (1+5)" (1+3); 040"
(L+ag*);™ (14 o) (1+£)7 (L+1)7

n=—00
Sonug olarak;
(1+en) A -o)F A -¢) 7 (1+3)7 i (1+3), A +eg)”
(1-g)F A )P (L +g*1a) 1+ %) Lk (1+ %), @ +gtia)”

n=—00

elde edilecektir. Bu egitlikte o = =L, b = =L ¢ = —g**la olarak alirsak agagidaki esitlifi
elde ederiz.

Z T R A L (1-%)7
o (1 D -0"  (1-pP - -2 (1—%)oo

q
Simdi de agaghidaki g- gamma fonksiyonundan €g q— exponansiyel fonksiyonunun nasil elde
edildigini gosterelim. (25.7) den yararlanarak,
feo]
T, ()= / B %d,z
o
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i

(1—-gh! g\ =
g Za P q)( ) 5

t—-1 7 oo
(1 - Q)q — Z (1 q)l—t ni (1 (1 q) q +1)

(1—gt" .
(1- q):;o _ - 1—t nt n+1y00
(1 _ qt)°° (1 _ q)t-—l - ZO (1 - q) q (1 —q )q
q n=

n+1) oo

1

G- ~ Zq (1 O
1

=7 - ;0 (1_—- ‘q):;

elde edilecektir. Burada z = flj—q dénligitmii yapilirsa,

1 _ " (1—g)"
(1—‘(1—Q)$)Z° B Z (1 9)"

R ENE

_,B'n.

[n]!

[
ahbivgt

olacaktir. Benzer gekilde agsafidaki q— beta fonksiyonunun Heine’nin garpim formiiliine (9.3)

denk oldugunu gbsterelim.

1
By (t,s) = / 11— q:z:);"1 dyz
0

Tg (t)Tq (5)
Ty(t+s)

(1- Q)Zq (@) (

n+1)8—-1
q

-1 AT L | _ \sti-1
(1 Q) (1 Q)q (1 q) (1 _ q) ant (1 _ qn+1):—1

1-gf 7 (1~ @ —gprt
(1-9)F (- 1—g ™" (1—g*+)7
1-@)P(I-g)P (- 21— gy

(1-q)g (1—¢*)° atvem
(e o Eqﬂt (=)
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(L~g*) 7 ® =) 1ye—1
(1—qt)3‘3 ,Zf,q (l—q)i,g° (=g,
(1= (1= gm+)ih
- Z 1-g)7 A —g*1)7
L= (= g (1= )
- ?_:0“ o a- 7oy
(1~¢)g

B th(1 )

i

Sonug olarak; rean00
Z nt 1 qs) — (1 - q +S)q
l-q (A=)

elde edilecektir. Eger a = ¢°,« = ¢* olarak alirsak asagidaki Heine’nin carpim formultinit

elde etmig oluruz.
n
(l—aa:): z n(l——a)n
(1-=); (1—gq)g

Boliim14 deki teoremden yararlanarak ayrica agagidaki sonuca da ulagabiliriz.

1- az)® 1—a)
1% [0; ;2] = ((1 a:))oo Z (1 :;n
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