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OZET

Bu calsmada, optimizasyon problemlerine genel yalktaamaclannstir.

Bu amac dgrultusunda cagmanin birinci bolimunde yapilacak gatia hakkinda 6n

bilgi verilmistir.

ikinci boliminde ise varyasyon hesabinin Lagrangdlemi, tirev kisitlamasi

altindaki Lagrange problemlerine ve klasik Bolzalpemlerine yer verilngtir.

Uclincti bolimde ise Mayer optimal kontrol problend tiirev kisitlamasi olan

optimal Lagrange ve Bolza problemlerine yer vergimi

Dordunct bélimde ise Mayer, Lagrange, Bolza optitkahtrol problemlerinin

birbirlerine indirgenmesi incelenstir.

Bu tezdeki argtirmalar cok sayida somut drneklerle acgiklagwa uygulama nitelikli

problemler ¢ozilmgtur.



SUMMARY

In this study a general view problems of optimiaatis intended.
In line with this goal in the first section prov&laformation about the work.

In the second part Classical Lagrange Problemshef Galculus of Variations,
Classical Lagrange Problems with Constraints on Dieeivatives and Classical

Bolza Problems has been given.

In the third part The Mayer Problems of Optimal @ohand The Lagrange and
Bolza Problems of Control as Problems of the Cakubf Variations with
Constraints on the Derivatives has been given.

In the fourth section Mayer, Lagrange, Bolza Protdeof Optimal Control be

reduced to each other were examined.

In this work the researches are explained by abeurmof concrete examples and
some problems are solved for application.
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BOLUM 1: GiRiS
1.1 Varyasyon Hesabinda On Bilgiler

Klasik varyasyon hesabin temel problegaiadaki gibi ifade edilmektedir.

J) = [ L(xy(),y'())dx > inf (1.1)
y(a) =yo,y(b) = ¥ (1.2)

Varyasyon hesabi ile ilgili ilk ¢caimalarda y = y(x) fonksiyonunujw, b] aralginda
en azindanC![a, b] sinifindan oldgu kabul edilirdi ve fonksiyonun ekstremumu
aranirken bu fonksiyonlarin hem kendileri hem i@eleri yakin olan fonksiyonlar
karsilastirilirdi. Bir baska deysle $(x) € C[a,b] ve £ > 0 olsun.

Egery(a) = y(b) =0 ve

||y(x)||l = max{max |y(x)|, max|y'(x)| < &
xO[a,b]  xO[a,b]

oldugunda

Jyx) + 9(x)) 2] (T ()

oluyorsay(x) fonksiyonu (1.1), (1.2) problemine zayif minimunriyer denir [1, 2].
C'[a, b]sinifindan olany(x) fonksiyonunun (1.1), (1.2) problemine zayif minimum
vermesi icin ilk gerelsart Euler ve Lagrange tarafindan veritimive gagidaki gibi
ifade edilmgtir [2, 6].

=2 Ly (%,9(0,9'(0)) + Ly(x,9(x),9' (@) = 0 (1.3)

Integral altindaki L(t,y,y’) fonksiyonu (aagida onu integrand diye
adlandiracgiz) belli 6zellge sahip olursay(x) fonksiyonu icin ©6nemli olan

Hilbert teoremi gecerlidir.



Teorem 1 (Hilbert): Eger c € (a, b) noktasinin belli bir civarinda

Lyryr(€,y(c),y'(€)) # 0

olursay = y(x) fonksiyonununx = ¢ noktasinin civarinda 2. mertebeden surekli
turevi vardir. Bu teoremin ispati [4]'de verilgtir.

Varyasyon hesabinda
Lylyl 0 (1.4)

esitsizligi Legendresarti olarak bilinmektedir [6, 9].

Varyasyon hesabinda zayif minimumun yanisggli minimum kavrami da
onemli rol oynamaktadir. Varyasyon hesabinda gigiimum problemi ilk defa
Weierstrass tarafindan incelestini [4, 9]. GuUc¢li minimum tanimi sagida
verilmistir.

Esere > 0 olmak lzere,

[y(9], =mafy(x|<e ve y(@) =y(®) =0
Xqa,b]

sartlarini sglayan herhangi biy(x)ePC*[a, b] fonksiyonu igin

Jy(x) + 3(x)) 2] (T )

olursa, bu fonksiyon (1.1), (1.2) problemine guglinimum verir denir.
y = y(x) fonksiyonunun (1.1), (1.2) problemine gic¢li minmwermesi igin

Weierstrassartini sglamasi gerekir.



Teorem 2 (Weierstrass)Eger y(x)ePC[a, b] fonksiyonu (1.1), (1.2) problemine

gucli minimum verirs&x € (a,b) veVp € R igin
E(x,9(x),9'(x),P) = L(x,9(x), P) = L(x, 9(x),9'(x)) — (P,§' (X)L, (%, 9(x),9'(x)) = 0 (1.5)

olmahdir [5].

Weierstrass ve Legendsartlar tabiati ile Euler Lagrange denkleminin sjler
sartlardir. Varyasyon hesabinda bu yergrtlarin yanisira globakartlar da
mevcuttur. Busartlar ilk defa Jacobi tarafindan veriktir. Ve bu sartlar altinda
(1.1), (1.2) probleminin 2. varyasyongegidaki gibi ifade edilmytir [7, 10].

br . -
J(y(x) = é{"y’y’ (X, 90, ¥ () y2 () + (Lyy (9=

gle

EW.(x))y'Z(x)}dx (1.6)

(1.6) kuadratik fonksiyonelinin Euler denklemi olan

A

-y (T 0+ (L 0= L L0y (L.7)
denklemine Jacobi denklemi denir [6, 14].

Her x € [a,b], nyyf(x) # 0 oldugunu kabul ederek (1.7) denkleminin
y(a) =0, y'(a) =1 balangi¢ sartini sglayan c¢coziminuy(x) ile gosterelim.
y(c) = 0,c # anoktasina x = c noktasl ile glenik olan nokta deniry = j(x)
fonksiyonu (1.1), (1.2) problemine zayif minimumrivee (a,b) aralgindax =c
noktasi ile glenik olan nokta yoktur.

Varyasyon hesabinda bir problemsardirken geleneksel olarak,,,/(x) # 0
sartt kabul edilir ve daha sonra da Jacobi denklemincelenmesine gecilir.
Ly (x) #0 sarti (1.7) diferansiyel denkleminin varlik ve tékliteoremine
uygulamasi olarak gtanir. FakatL,,/(x) # 0 sartinin dejenere oldw problemler
de kagimiza sik sik ¢ikmaktadir. Hilbert teoremine gdrg,,/(x) # 0
sartl bozuldgunda 9(x) € C? olmasina gerek yoktur. Boyle problemler kuantum

mekanginde, astronomide, uzay teknolojisinde devamlgikarza ciktgi icin onlarin



da incelenmesi guncel problem olarak ilgi cekmeikteBu problemlere dejenere
olmus problemler denir. Bu problemler ilk defa M. Mo1de3], Leighton [11],
Hestenes [9], M. Tagiyev [16] gibi matematikcilardafindan incelenrsiir.



1.2 Varyasyon Hesabinda Zayif, Gugli ve Mutlak Mitmum

Varyasyon hesabinin temel problemi olan (1(1)2) probleminde yer alan
y = y(x) fonksiyonunun [a, b] aralinda mutlak surekli fonksiyon olgu kabul
edilir. Yani y(x) € AC[a, b] dir. L(x,y,z) fonksiyonu Uzerinde ilaveartlar
konmazsa (1.1), (1.2) probleminin, genelde c¢ozumunearligini soylemek
imkansizdir. Aagidaki 6érnekte yer alan fonksiyon extremal, yanleEwenklemini
saglayan bir fonksiyon olmasina gmen bu fonksiyon problemin gigli minimumu
degildir [4, 9, 13].

Ornek : J(y) = foly’3 dx,y(0) = 0,y(1) = 1 fonksiyonelinin Euler denklemi

—;—x(By’Z) =0 = y' =sabit dir. Sinir sartlarini sglayan extremal ¢6zim

y(x) = x dir. y(x) = x fonksiyonu bu probleme zayif minimum verir. Gestgsn
h(0) = h(1) = 0, h(x) € C*[0, 1] olsun. Bu takdirde fonksiyonel

1 1

1 1
JP@) + h(x)= | (A +h)3dx= | dx+ | 3K (x)dx + | K'2(3 + h'(x))dx
Jemraes fors [

0 0

=J(()) + [, K?(3 + h'(x))dx

dir. Eger |h(x)l; < 3iseh'(x) +3 > 0veJ((x) + h(x)) >JF())

alinir. Fakaty(x) = x fonksiyonu problemin gicli minimumu giedir [11].

Bu problemde gugli minimum olmasi integral altindak(x,y,z) = z3
fonksiyonunun konveks olmasinaghdir. Varyasyon hesabinda mutlak minimumun
varhgl problemi ilk defa L. Tonelli tarafindan ¢ozilgtir ve bu teorem sagida

ifade edilmstir.



Teorem 3 (L. Tonelli) : Yukaridaki (1.1), (1.2) problemindeagidaki sartlarin
sglandgini varsayalim.

1)3a > 0,3p > 1,5 € R olmak Uzerd.(x,y,z) = a|z|P + B,V(x,y) € G

2) V(x,y)€G icin z—- L,(x,y,z) fonksiyonu (—oo,00) aralginda artan

fonksiyondur.

Burada 1 ve Zartlarina bl olarak (1.1), (1.2) problemine mutlak minimum

veren biry(x) = x fonksiyonu vardir [2].



1.3 Weierstrass’in e fonksiyonu
S c R™ kiimesi dgbikey (konveks) bir kiime olsun.

Vx,y € Sicin 0 < 41 < 1 olmak uzere,

Ax+ (11— AyE€ES. f:S >R (1.8)

S’de tanimlannsgi gercel dgerli bir fonksiyon olsun. O zamarsagidaki fonksiyon

0 <A1 <1 aralginda,
o) =1 - Df)+ ()~ f(A-Dx+ 2y), xyeS (1.9)
seklinde olur.

Onerme : f € CY(R™) fonksiyonununS c R™® konveks kiimesinde konveks

fonksiyon olmasi icin gerek ve yetgart
E(x,y) =f(y) = f(x) — Zisa(i — %) i, (%) (1.10)
fonksiyonununvx,y € S i¢in negative olmamasidir, yani
e(x,y) =0 (1.11)

olmasidir. Bu sekilde (1.10) ifadesinde tanimlanare(x, y): R"xR™ - R

fonksiyonuna Weierstrass’in e fonksiyonu denir [16]



BOLUM 2: VARYASYON HESABININ LAGRANGE
PROBLEMI

2.1 Varyasyon Hesabinin Klasik Lagrange Problemler

Bu bolimde (2.1) de ifade edilen varyasyossdbinin klasik Lagrange
probleminin  maksimum ve minimum durumu ile ilgiks@iz. Lagrange problemi

asagidaki gibidir.

JG) = 2 fo (620, (8))dt (2.1)

Burada J(x) problemin fonksiyoneli, n - vektori sdrekli bir riksiyon,
x(t) = (xY...,x"), t; <t <t, araliginda C:x =x(t), t; <t <t, slrekli bir
egri olup R™*1 sinifindandir

Bu problemde yer alan € R gercek ya da gamsiz degiskeni, genelde
“zaman” olarak adlandirilirx = (x%,...,x™), t; € R",n > 1, gercek vektor
desiskeni de genelde “alanVya da “faz” degiskeni olarak adlandirilir. Yoringe

yada ¢ri olarak adlandirilan
x(t) = (x1,..,x"), t;<t<t,

fonksiyonu surekli bir fonksiyon olup, buf (t, x,x") fonksiyonu R'*2" de ya da
R™2" nin herhangi bir parcasinda tanimi veridnolan gercek deerli bir
fonksiyondur. Bu tip fonksiyonlara Lagrange fonkenwu denir [8].

Her bir(t,x) € R'™™ desiskenine sadeck - alani icerisinde verilngiolan bir A
kimesindekiA = [ty, T] X Ay, Ay © R™, degiskenleri alinir ved nin toplam

tx - alani hari¢ tutulmaz. Bu yluzdenagidaki x(t) fonksiyonlarinin

(t,x(0) € 4, ty <t<t, (2.2)



sinir kgullarini sglamasi gerekir.

Asagidaki Ornekte "iki ucu sabit olan” birgayi ele alalim. Bu @rinin

koordinatlari

x(tl) = Xq, X(tz) =Xy (tll tz,xl,xz Sabit), tl < tz

X1 = (xll, ...,xln) S Rn, Xy = (le, ...,xzn) € RTL.

seklinde olup C egri ailesininR**" icindeki sabit noktalarl = (t;,x;) ve
2 = (ty,x,) dir. Bu eri ailelerinin sinir  keullarina bakildginda; C egrisinin

1 = (t4,x,) altinda sabit nokta olargesi asagidaki gibidir.

Bu egri

x(t) =x1 , x(ty) =g(ty), t1 <ty t'<t<th

seklinde ifade edilir. Buna ek olara® nin R™*! de verilmis olan B; ve B, gibi
iki kimenin elemani oldgu gorulir.

Slnlr kO;;U"arI 271 + 2, tl’ x(tl) = (xll, ...,xln), tz, x(tz) = (le, ...,xZn) Olan,

e[x] = (t1, x(t1), t2, x(t2))

fonksiyonu gercek x - yoringesinin Bithoktasidir. Buradat; ve t;’ nin  sabit
olmasi gerekir. Bu sinir kallar ¢ogunlukla yukarida adi gecetn + 2 kimesinde
ifade edilir. Sinir keullari genel olarak ifade etmenin yoRf™*? de alinan birB

kimesinin €;,x,,t,, x,) alt kimesini belirlemek vesagida tanimlanan (2.3)

zorunlu tutmaktir.

e[x] € B yada (t;, x(t1),t,,x(t;)) € B (2.3)



Bu, iki ucun sabit olmasina veyg x4, t,, x, sabit olmak Uzere(t,, x4, t2, X2)
nin R>"*2 de bulunan B alt kiimesinin tek bir noktas! olmaseittir. T egrisi
tzerinde bulunan birinci sabit u¢ nokfa;,x;) ve ikinci sabit u¢ noktgt,, x,)
durumu iseB = (t,, x,) x ' olmasi durumunasgtir.

(2.1) denkleminin (2.2) ve (2.3) kisitlamalar madta olan minimum ve
maksimum problemleri genellikle varyasyon hesaaibhdgrange problemleri olarak

adlandinlir vep <1, C >0 sabitleri icin gagidaki gibi ifade edilir.

[ZI@Pde<c 2.4)

Bu denklem daha genel olarak

f[j H(t,x(t),x' () dt < C
seklinde ifade edilir. Alternatif olarak fonksiyormelherhangi bir N dgeri igin
Jj(x) = fttlz H(t,x(t),x'(t))dt = Cj[veya< |, j=1,..,N.

seklinde olgan problemlere izoperimetri problemledenir [15].

Burada n-vektor fonksiyonu Uzerinde olarimtsureklix(t) = (x1,...,x™)
fonksiyonlari t; <t < t, aralginda ele alinir ve bu ifadenin surekli tirevi olan
x'(t) = (x'%, ..., x™) ile C* sinifinda en iyi sonug bulunabilir.

Basit bir ornekle surekli ve turevli tumx(t) = (x%,...,x"), t; <t < t,,
fonksiyonlarinin en uygun sonucunu Kig sinifinda aramak daha grodur. Boyle
bir durumda ger f,(t, x,u) nun belirli veAxR"™ de surekli oldgunu kabul edersek,
o zaman fo(t,x(t),x'(t)), [ty, t,] aralginda strekli olur ve (2.1) bir Riemann

integrali olur.

10



Ancak, en uygun ¢ozimi@s olmadgini gosteren bgka drneklere bakiimizda
x(t) = (x1,...,x™) nin en uygun c¢Ozimund tum mutlak ve sirekli n-gekt
fonksiyonlarinin sinifindan daha buyuk bir sindtamak daha uygun olacaktir.
Burada sadece mutlak ve surekli fonksiyonlarinfsiale alindgindan surekli

fonksiyon olarak
x(t)= (x4,...,x™), 4, <t <t,

nin en buyik sinifa sahip olgw goruldr. Bu fonksiyonlarin tirevi
[t1,t,] aralgindax’(t) = (x'1, ..., x'™)

seklindedir. Orngin,

x(B) — x(@) = [f x'(0)dt,

integrali her bilgen icin bir Lebesgue integralidir.
Tersine, ger g(t) fonksiyonu bir L-integrali ise, 0 zaman

G(t) = f g(t)dr

1

mutlak ve sureklidir. Buradg,(t,x,u), AxR™icinde slrekli oldgunda ve x(t)
fonksiyonu mutlak stirekli oldiu zamanfy (-, x(-),x'(-)) nin kesinlikle élgilebilir

oldugu kabul edilir. Bu durumdaf,(-,x(-),x'(-)) denklemi L-integrali olma

gerekliligini gosterir ve bu ytizden (2.1) bir L- integralidir

11



Ornek: J(x) = [, (x? + |x'* — 1])dt fonksiyonelininn = 1,x(0) = 0,

x(1) = 0 sartlari altinda Lagrange probleminin bir minimumusahip oldgunu

gOsterelim.

Buradax? + |x'* — 1| = 0'dir. Giinkii x(0) = 0, x(1) = 0 igin biitiin mutlak
ve sureklix(t) fonksiyonlari0 <t <1 aralginda bir minimum belirtir. O halde

kesinlikleJ(x)> 0'dIr.

Simdi

Jo J j+1
xk(t)=t—z, EStZ=E+2k, xk(t)zT—t,
j 1
i<t < = -
k+2k_t < (]-l-].)/k, j=01,.. k-1

ile belirlenms olan x; (t) yoringeleri sirasiyla ele alinsin. Burada

0 < x,(t) <1/2k igin x'(t) = %1 olur .[0,1] aralginda0 < J(x;) < 1/4k?
icin , J(xx) = 0, k- o olarak alindgi zaman] = 0 olur. Acikca0<t<1
aralginda J(x) = 0 i¢in higbir mutlak strekli(t) fonksiyonu yoktur. Cunkdo, 1]
aralginda x’(t) = £1 icin x(t) = 0 olacaktir, bu bir tezattir. Bu da yukaridaki

problemin kesin minimuma sahip olmguohi gosterir.

12



2.2 Turev Kisitlamasi Altinda Klasik Lagrange Probdemleri

Tarev kisitlamasi altinda ki klasik Lagrangelgemi (2.1) denklemi ile ayni
olup sinir kgullari (2.2) ve (2.3) gibidir. Burada x, olasiggelerine kisitlama
getirilerek g6z 6ninde bulundurulur. Her Hir,x) € A icin Q (t,x) alt kiimesi
belirlenir. Turevli, n- vektorlix'(t) = (x'%,...,x™), t; <t <t, mutlak surekli
fonksiyoneli ile ilgili Q(t,x(t)) ye ait olmasi gerekir. Bka bir deysle mutlak

sureklix(t) fonksiyonunun gegidaki sekilde olmasi gerekir.

x'(t) € Q(t,x(D), tE [ty ty] (2.5)

Buna yonlendirici alan adi verilir [1, 8].

Ormein,n=1veQ = Q (t,x) = [zla <z < b]igin sadece’(t) €5imi, a ve
b arasinda kalan mutlak sirekli sayisal fonksiylensinirlanir. Bgka bir 6rnekte
herhangi bim > 1veQ (t,x) = [zeR" |lzl < a]icin x'(t) = (x'%, .., x'™) teget
vektdrundn ekseni, t - eksenine paralel olan vet sagkligl olan bir huniye ait olan
x(t) = (x1,...,x™) mutlak surekli fonksiyonu ile sinirlanir yani
X' (1) <a, te[ty,t,] dir.

Bu durumda,
My = [(t,x,2)|(t,x) €A, zeQ (t,x)]
kiimesi R1*2™ nin bir alt kimesidir. f,(t,x,u) fonksiyonunun, M, icinde

tanimlanmg olan x(t), t; <t <t, mutlak strekli n-vektér fonksiyonunu (2.1),

(2.2), (2.5) i sglayac&ini varsaydiimizda

fo(t,X(t),x,(t)), (tll tZ)
fonksiyonu bir L — integralidir. Ayni zamand@(t, x,z) nin R1*?" nin alt kiimesi

olan M, icinde +o a sit oldugu belirlenebilir ve bu durumdf, 1n gengletilmis bir

fonksiyon oldgu gorilur. Busekilde yapilarak f;(-,x(-),x'(-)) fonksiyonunun
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[t;,t,] aralginda timt € [ty,t,] igin L-integrali olmasi konusundaki gereklilik

asagidaki gibidir.
(t,x(0)eA ve x'(t)eQ(t x(t))
Yine (2.1) integraline ve (2.2), (2.3) sinaskllarina ek olarak

x(t) = (x1,...,x™), t; <t < t, mutlak slrekli yoriingesininsagidaki diferansiyel

denklemler sistemini gtamasi gerekir.

Gi(t,x(6),x'(®) =0, telt;,t;], j=1,..,N<n, (2.6)

BuradaG;(t,x,u), AxR™ de belirlenm§ gercek dgerli fonksiyonlardir.

Herhangi bir(t, x) e A noktasi igin,
Q(t,x) = [zeR"| Gi(t,x,z) =0,j=1,...,N) cR"
kimesi ele alinir. Bu kiimenin mutlak strekf) n - vektér fonksiyonu, (2.6)

sinirlamasi altinda (2.5eklinde gdosterilebilir ya d& (x,t) kimesinin icerisinde

x'(t) € Q(t, x(t)) olarak yazilabilir.
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2.3 Varyasyon Hesabin Klasik Bolza Problemi

Varyasyon hesabinin klasik Bolza problemindel ¢ R™*! ve B c R?"*2
olmak Uzere,AxR™ de verilenf,(t,x,z) gercek dgerli fonksiyonu ile B de
verilen g(t, x4, t2,x,) gercek dgerli fonksiyonu (2.1) ifadesinde yerine konularak
asagidaki (2.7) diferansiyel denklemi elde edilir. Benklem icin maksimum ve

minimum problemleri vardir.

J(x) = g(tlix(tl)' tz;x(tz)) + fttlz fo(t,x(t),x'(t))dt (2.7)
Yukaridakine benzer bicimde (2.2) ve (2.3) sinidam ile
(t,x(0) € At € [ty, L], (t1,x(ty),t,x(t;)) EB

seklinde, vyine mutlak sireklix(t) = (x1,...,x™), t; <t <t, n — vektor
fonksiyonu tarafindan gnan birN <n icin (2.7) diferansiyel denklemi elde

edilir [4]. Bu tip problemlere Bolza problemi denir
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2.4 Varyasyon Hesabinda Klasik Problem Ornekleri

1. Klasik Brachistochrone Probleni

Disey duzlem tzerinde verilen¢l,x}) =1ve ((3x?) =2 {1 <?
x! < x? noktalan arasinda klangic hiziv, > 0 olan ve 2 noktasina minimum

surede varaf: x = x({), {1 < { < {, egrisini bulma problemidir.

v

X1

X>

Sekil-2.1: Brachistochrone gfisi

Bu problem ilk kez 1696 yilinda John Bernoulltarafindan ¢ozulmgidr.
Problemx({), {1 < { < {2, x({1) = x1, x({2) = x, mutlak surekli yéringesinde
ki tim siniflar igin gegerlidir ve sagidaki fonksiyonelin minimumuna kghk

gelmektedir.

&
J) = | G- 2A+xH)V2dg,  ()=d/dS
&

Burada a sabitve a = x;—v,%/2g dir. g, yercekimi ivmesidir. Optimal sonug

mevcut olup ve tektir, yani bir sikloit yayidir.4, [({,x)|{1 < { < {2, x = x4]

16



kiimesidir. B ise({4, x4, {2, x2) biciminde tektir.C egrisi boyunca 1l = ({1,x;)
noktasi ¢ =, dikey dgrusuna minimum surede ylgor ise o zamarn,
sabittir, x, belirsizdir, A yukaridaki gibidir veR* Un alt kimesi olan

B = ((1, X1, ZZ)XRdiI’.

2. Minimum Alanin Donel Yizey Problemi

R2 de verilen tx — dizlemi Uzerindel = (t1, x1), 2 = (ty, x3), t1 < b,
X1 > 0, % > 0 olmak UzereC:x = x(t), t; <t <t, x(t) = 0 egrisini bulma

problemi, t ekseni etrafinda minimum alanlh bir db8 ylizeyi olgturan
J@) =[x +x2(0)de

fonksiyonunun minimumunu bulma problemi ile aynidir

v

Sekil-2.2: Minimum Yizey Alani
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A= [t, t;] x [0, +0) icerisinde iki ucu sabit olan tim x ler, mutlalrekli
yorungelerin sinifindadiiC: x = x(t), x mutlak sureklseklindeki formlarda optimal
¢Ozum her zaman mevcutgleir. Eger mevcut ise bu birgei yayidir .

x =x(t), t1 <t<t,, x(t1)= x1, x(t2) =x, mutlak sdrekli @grisinin
sinifinda minimum dgeri olmayabilir. Ancak bu durumda bgréder ile tanimlanan
donel ylzey ile gri tarafindan tanimlanan donel yizeyi kbstirmak 6nemlidir.
Sonuncusu daha kicuk ve gercek optimal ¢oézum afalbdkat bu eri
x = x(t), t; <t <t,seklinde deildir .

3. Minimum Uzunluk Problemi :

x(t1) = x1, x(t2) = x, sinir kaullar ile sabit iki noktasil = (t;, x41),
2 = (t, xp), t;< t, biciminde verilen veR? de bulunantx-diizleminin

parametrik olmayangisinin minimum uzunlgu,

J(x) = fttlz(l + x'? (t))l/zdt
fonksiyonunu minimize etme problemine &aik gelir. Clnki mutlak strekh icin
C:x = x(t), t; <t <t, egrilerinin Jordan uzunigu klasik integrale gttir . J(x)
in minimumu s =12 ya dam = (x, — x1)/(t, — t;) olmak tzere,

x(t) = X1 +m(t—t1), t1: <t <t

tarafindan verilir. 1 ve 2 ye Bnan ve iste@imiz uzunluktaC: x = x(t),

t; < t < t, poligonal hatlar varsa ayni fonksiyonun maksimuaktur.
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X
3 4 X 43
B,
» 1 2
t | >
\/ :
5 6 J
4
Sekil - 2.3: Parametrik Olmayan Sekil - 2.4: Parametrik Olmayangg

Eri Uzunlugu

Eger Lipschitzian olar(x) fonksiyonunu L nin sabit tim(f) fonksiyonlarinin
sinifi ile sinirlarsak ve bundan dolay! mutlak &lirec’'(t)| < L ise o zaman
L > |m]icin ayniJ(x) fonksiyonu ayni minimuma sahiptir.

Ayricad = [(t,x) € R?* [t + x? = I] bolgesindekil = (—2,0) dan2 = (2,0) a
katiliml tim mutlak surekIC: x = x(t), —2 <t < 2 egrilerinin ayni sinifindg (x)
fonksiyonunun iki optimal ¢ozumu ol@u dikkate alinir. BunlarSekil - 2.3 te
gOsterilmi olan 1342 ve 15625@leridir.

Son olarak da(x)fonksiyonunurns = 13 ves = 14 ile verilen
B, = [(t,x)|t* + x* =1,t = 0] yayininl = (a, 0) katiimh tim mutlak strekli
C:x = x(t), a <t < t?egrilerinin a < 0 durumunda iki minimumu vardir. gr
a = 0 ise (0,0) noktasindan(s,y)e B? noktasinas > 0 olan tim yaricaplar icin
sonsuz ¢Ozum oldw, eer a > 0 (s = 12) ise tam bir optimum ¢dzim oldu

gorular.

4. Minimum Olmayan Probleme Bir Ornek:

J(x) = fol tx'2dt nin tum mutlak strekl: x = x(t), 0 <t < 1 egrilerinin
(0, 1) = 1 ve (1, 0) = 2sartlan altinda mevcut olan sinifinda minimumu tywk

Bunu gérmek igin,
fot,x,x") = tx'?

denkleminin 0 <t <1 durumu icin negatif olmagdina dikkat edelim. Burada

inf x(0) =1, x(1) =0 ttm mutlak sureklx(t), 0 <t < 1 fonksiyonlarinin sinifi
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olarak alinmgtir. Bundan dolayi = inf J(x) = 0 dir. Diger yandan0 <t < k1!
icin x,(t) = 1 biciminde tanimlananve™ <t <1, k = 2,3,... i¢in

x,(t) = _11:_; olacak sekilde mutlak sirekli birx,(t),0<t<1, k= 2,3,..
fonksiyonu ele alinganda ya x(t) = 0 ya da x’%(t) = — (tInk)™1 dir.
Dolayisiylaj[x,] = (Ink)~1 dir. Boylece, k- iken Jf,] — 0 vei = 0 olur.

J(x) fonksiyonu [0, 1] arafinda tx*(t)= 0  kosulunu beraberinde
bulundurmaz isé = 0 ifadesi bulunamaz. [0, 1] argindax'(t) = 0 ya dax(t)
sabit ise burada(0) = 1, x(1) = 0 durumu gerekir. Bu durumji(x) in tim mutlak
strekli C:x =x(t),0 <t <1 egrilerinin1 = (0, 1), 2= (1, 0) sinifi icerisinde

mutlak minimumu olmaghni gosterir.
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BOLUM 3: MAYER, LAGRANGE, BOLZA OPTIMAL
KONTROL PROBLEMLER i

3.1 Mayer Optimal Kontrol Problemleri
Mayer optimal kontrol probleminde e R degiskeni ile birlikte

x= (x%,...,x™)eER, n>1 ve u= wh...,u™)ER™ m=>1 vektor
degiskenleri ele alinir. Burada bagimsiz dgisken (zaman)x durum yada faz
degiskeni veu ise kontrol dgiskenidir.

x(t) = (x,...,x™), u(®) = Wh...,u™), t; <t <t fonksiyonlari ele
alindginda & yorunge,u kontrol, yonlendirici veya strateji olarak adlanblr) bu
fonksiyonlarin % = f(t, x(@®),u(®)), f(t, x,w) = (fy, .., f,) diferansiyel denklem
sistemini sglamasi gerekir. [Fer bir deysle, secili bir u(t) icin
x(t), % = f(t,x,u(t)) diferansiyel denklem sisteminin normal formda ¢dzimu
olarak digunalur. (t,x) degiskenininA c R™*1! alt kiimesinde dgsebilecei kabul
edilir. u uzayinda verilen bitJ kiimesinin dgiskeni olanu nun, U = R™ de veya
U =U(t,x) tet'ye, Xe veya her ikisinin nasil tanimlarigina b&l olarak dgismesi
kabul edilir. Burada U bazen kontrol uzayl bazen deirli bir kiime olarak

adlandirilir.

Problemin ¢6zumi iginXin, boélum (2.4) te yazilar(ty, x(t), t,, x(t;)) € B,
B c R**?™ gsinir kaullarini  s&lamasi gerekir. Son olarakg(ty, xq, ty, ;)
fonksiyonu B'de tanimlanmy reel deerli bir fonksiyon olarak d§iindlerek
J(x,w) = g(ty, x(t1), t5,x(t;))  fonksiyonunun  maksimum ve  minimumu

bulunabilir. Bu tlr fonksiyonlara maliyet fonksiyomlenir.

Ornek olarak(t;,x;) ve x, sabitkeng =t, ise u(t)’ yi ve buna kagi gelen
yoriinge olanx(t)’yi belirleyecek bir stratejiye ihtiyacimiz vardiBu nedenle
hareketli bir nokta ola® = (x4, ..., x,,), &agida diferansiyel sistem (3.2) de gorilen,
x; den, x, ye mumkin olan en kisa zamanindahareket eder. Bu problem,

minimum zaman problemi veya Brachistochrone probldarak adlandirilir.
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Ozet olarak, burada fonksiyonun maksimum vejyaimumunu bulma problemi
vardir.

Fonksiyon,

J(x,u) = g(tp x(ty), tz'x(tz)) (3.1)
diferansiyel sistem,

dx/dt = f(t,x(0),u(t)), t; <t < t, (3.2)
sinir kaul,

e[x] = (tllx(tl)l tZ'x(tZ)) € B' (33)
ve kisitlar,

(t,x(0) € 4, ti<t<t, (3.4)

u(@®) eU(t,x(t)), t1<t<t, (3.5)

seklinde olup bu tip problemlere optimal kontrebtisinde Mayer problemi veya

kanonik Mayer problemi denir [14]. Bu probleminskiari

Flxolde<c,  pzi (3.6)
ya da

[Plu@ldt<p, q=1,

biciminde ifade edilir.

Bolim (2.1) deki gibix bolgesel surekli ve turevly, [t; ,t,] arasinda bolgesel
strekli ve u, x(t) = (x1,...,x™), u(®) = @W?,...,u™), t; <t <t, tim deer
ciftleri sinifinda iken optimal ¢6zim olax in bulunmasi beklenir. Ancak bu tir

optimal ¢ozimler bu sinif icerisinde olmghdan ve var olan problemlerle ilgili
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pek cok guclik oldgundan, optimal ¢6zim olari, x gibi mutlak sdrekli ve
[t, ,t,] aralginda olcllebilir olanu ciftlerinin daha gesi siniflarinda aramak daha
uygun olur. Bu varsayimlax mutlak sirekli veu 6lcilebilir olmak tzerex(t),
u(t), t; <t <t, ciftinin (3.2), (3.4), (3.5) ksullarini sgladigi kabul edilebilir. Ele
aldigimiz problem, kontroller ve stratejiler agik¢ca Héhneksizin cevirici alanlar
yoniinden yazilabilir.

J(x,u) fonksiyonunun maksimum ve minimum gbelerinin u(t) kontrol
fonksiyonu tarafindan U sinirlari icinde elde eididdurumlar vardir. Orngn,
m=1, U=[-1<u<1] veu(t) nin sadecet1 deserlerini aldgini varsayalim.
Bu duruma bang - bang ¢6ztumu denir.

Varyasyon hesabinda Lagrange ve Bolza pmable optimal kontrol
problemlerinde daima 0zel durumlar gibi sdadimektedir. Yiksek dereceden
diferansiyel denklemler iceren Mayer tipi optimabntrol problemleri, birinci
dereceden diferansiyel denklemli Mayer problemieiindirgenir. Mesela,

"0 = F(t,x,x', ..., x" D, u) denklemix = y;,x" = y,, .., x"D =y, alinarak

Yi="Ya2 s Vho1 =Y Yh = F(t,y1, . , yn,u) (3.2) bicimine dongttrdlar.
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3.2 Turev Kisitlamasi Olan Lagrange ve Bolza Opti@l Kontrol
Problemleri

Tarev kisitlamasi olan Lagrange optimal kohnproblemlerinde,

fonksiyon,

JGew) = [2 fo(6x(0), u(®))de
diferansiyel sistem,

') = f(t,x(6),u@®), u®) €U(t,x(t)), tE[ty,t,], (3.7)

kisitlar,

(t,x(®) €A, (ty,x(ty), tzx(t;)) €B,
x(t) = (L., x™), u(®) = @Wi,...,u™),

olmak Uzere, heft,x) € A igin,

Q(t,x) =[z| z=f(t,x,u),u € U(t,x)] € R™,
Q(t,x) =[(2°2)z° = fo(t,x,u),z = f(t,x,u),u € U(t,x)] € R**1

kiimesi belirlenir. BuradaQ(t,x) ile R™*'de Q(t,x) kiimesinin her(t,x) € A
icin, T(t,x,z) ile gengletiimis gercek dgerli fonksiyonu elde edilir. T(t, x, z) ya
asagidaki gibidir

T(t,x,z) = inf[2°|(2° 2) € Q(t,%)]

= inf[z°]z° > fo(t,x,u),z = f(t,x,u),u € U(t,x)], z € R™,
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veya—oo < T(t,x,z) < +oo dur.

Burada,T(t,x,z) = +o ve herz ¢ Q(t,x) dir. Clnkl yukarida verilemf. ,

gercel sayilar sinifindandir. Ote yandan,

z € Q(t,x) ve(t,x) € Aicin —oo < T(t,x,z) < +oo0.

biciminde genletiimis fonksiyon olan T(t,x,z) fonksiyonu optimal kontrol
problemiyle ilgili Lagrange fonksiyonu olarak adtanlir (3.7). O halde (3.7)
problemi, herhangi bir  x(t), u(t), t; <t<t, icin,x'(t) € Q(tx(t))

ve(t, (t,x)) € A, (t1,x(ty), t5,x(t,)) € B olmak uzere,

Jo(x) = f:’ T(t,x(),x'®)dt < J(x,u) (3.8)

olur. Burada T(t, x(t), x'(t)) Olgulebilir ve L - integrali alinabilir ise ger bir
deyisle tlrev Uzerindeki x'(t) € Q(t,x(t)) kisitlamasi ile varyasyonun

hesaplanmasi problemi vardir. Alternatif olarak,

J(x,u) = g(tp x(t1), ta, x(tz)) + ftiz fo(t; x(t), u(t))dt (3.9)

dustinulebilir. Burada, B de tanimlanan reel geli f, ve
g(t1, x(t1), t5,x(t;)) fonksiyonlari, (3.2) deki diferansiyel denklemlgB.3) deki
sinir kasullar, (3.4) ve (3.5) deki kisitlamalarla birlikteaceki gibidir. Buna Bolza

optimal kontrol problemi denir [4, 7].
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BOLUM 4: MAYER, LAGRANGE vE BOLZA OPTIMAL
KONTROL PROBLEMLER INiN BIRBIRLERINE
INDIRGENMESI

Lagrange problemleri, bu probleme ilavet@rdurum dgiskeni,
%= (x%x) = (x%x% %%, ...,x™) yeni durum vektoridx®/def, (t, x(t), u(t))
diferansiyel denklemi ve®(t;) = 0 baslangicisarti g6z 6nline alinarak kolayca
Mayer problemlerine indirgenir. Boylecé(x,u)= x°(t,) durumuna gelerek
g = x°(t,), (n+ 1) vektorinink vektoriine yerlgirildi gi Mayer Problemi elde
edilir [14].

Benzersekilde Bolza problemi de® durum dgiskeni, x°(t;) = 0 balangic
sartl, dx°/dt = f, diferansiyel denklemi g6z Ontine alinarak Mayerbpgmine

indirgenir. Boylece (3.9) fonksiyonu

JOo,w) = g(ty, x(t1), t2, x(t2)) + x°(t2)

halini alir ve yeniden Mayer problemi elde edilir.

Burada acikgca gorulmektedir ki Bolza probleml Mayer ve Lagrange
problemlerini icermektedir. Cunki, (3.9) fonksiyomger f, = 0 ise (3.1)'e yani
Mayer problemine, @r g = 0 ise (3.7)’'ye yani Lagrange problemine indirgeniebil
[7, 10].

Simdi de Mayer ve Bolza problemlerinin Lagrange peoflerine
indirgenebilecgini gosterelim. x° ilave durum dgiskeni ve ek diferansiyel

denklemin bglangicsarti,
dx°/dt = 0, x0(ty) = (t; — t1) 7 1g(ty, x(t1), t2, x(t2)),
olmak uzere, (3.1) fonksiyonu
J@w) =[x dt

olur.
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(3.9) fonksiyonu da
JGw) = [21fo (6 x(0,u®)] + x° (D,

olur. Boylece Mayer, Lagrange ve Bolza problemieriteorik olarak birbirlerine
denk olduklari sdéylenebilir [5].

Burada ilging bir konu daf, > 0 olan herhangi bir Lagrange probleminin
minimum zaman problemine indirgenebilmesidirgeE r,%=f0(t,x(t),u(t)),
iliskisi t ile ilgili yeni bir zaman dgiskeni olursa,t = t(t) iliskisi T = (t) iliskisi

zaman dgiskenleri olant; = 1(t;),t, = t(t,) halini alir ve diferansiyel sistem

dx/dt = fo(t, x(8),u(®)),
dx/dt < ffy™*

olur. Bu durumda (3.7) fonksiyonu da,
t
IxUE [ fodt = [Fdt =1, — 14,

sekline dongar.

Mayer, Lagrange ve Bolza problemlerinifi, ve f, fonksiyonlari zamandan
bagimsiz olmaksartiyla, otonom oldgu soylenebilir.

Yukaridaki herhangi bir probleme™*! ilave deiskeni, dx"*1/dt =1
diferansiyel denklemi,x™*1(t;) = t; sinir kaullari tanimlandiinda, x™** =t
haline gelerek otonom probleme indirgenebilir.

Ayni problemler sabit bir aralikta 6ge [0, 1] aralginda otonom problemlere
indirgenenilir. Bu  g§lem,  x"tl x"t2 yeni iki desisken,
dx™t1l = x"*2 dx"*2/dr =0  (yani d?x"*1/dt?=0) diferansiyel
denklemleri vex™*1(0) = t;, x™*1(1) = t, sinirlar tanimlanarak yapilabilir. Bu

durumda,
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t=x"l=t,+(t,—t)T, x"?=¢t,—t;, 0<7<1

halini alir ve t durum dgéskeni yenidenc™*?1 olur.

Lagrange optimal kontrol problemi klasik Lagge varyasyon hesabi
problemlerini de kapsar.grm =n, f(t,x,u) =u, f;(t,x,u) =ul,i=1,..,n
veU = R" isex'(t) = u(t) olur ve problem (3.7) diferansiyel denklemi olmizks

sadece (3.3) ve (3.4) kisitlanyla
(t1, x(t,), t5, x(t)) € B, (t,x(t)) € 4, J[x] = ft";z folt, x(), x'())dt

fonksiyonuna indirgenir. @er bir deysle, bolim (2.1) de bahsedilen Lagrange
varyasyonlar hesabi problemleri daima Lagrangar@btkontrol problemleri gibi
(m=n, f =u,U = R™ ve Mayer problemleri gibi diinalebilir.

Benzesgekilde, bolim (2.3) te bahsedigdigibi klasik Bolza varyasyonlar hesabi
problemleri, Lagrange problemleri icin kullagdniz denklemler ve (2.2), (2.3) 6zel
kisitlamalari sayesinde daima Bolza optimal korproblemleri
(m=n,f =u,U=R" ve Mayer problemleri gibi diintlebilir.

Asagida (3.7) probleminin (3.8)’e indirgenmesinin biné&zi verilmektedir.

Ormek 1:n =1, m =2 olmak lzere,

Jlx,u,v] = fol(Zu.2 + 2v3)dt, dx/dt = u + v,
x(0) = x,x(1) = x,,ve (w,v) €U =[u =0, v=0] cR?

2° = fo(t, %, u,v) = 2u? + 2v% = (u + v)? + (u — v)?

z=f(t,x,u,v) =u+v

vardir. Dolayisiyla, z° > T(t,x,z) = z? ve ayricaQ(t,x) = [z |z = 0] Uzerinde

degisir. Optimal kontroliin verilen problemgsagidaki probleme indirgenrsir.

Jolxl = [J(x¥®)’dt, x(0)=x;, x(1)=x,
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Sinirlama ise,
x'(t) € Q(t,x(t)) =[z|z=0]cR, yanix' =0,

bicimindedir. f, ve f fonksiyonlari daima acilgekilde yazilamaz. Ancak teorik

olarak, bu fonksiyon vardir ve kullanilabilir.

Ornek 2:  J(x,u) = foluzdt, x' = x + u, fonksiyonunun x(0) = x; = 1,

x(1) = x, = 0 kosullari altinda minimumu oldgunu goésterelim.

Burada n=m =1, U =R iken problem bir Lagrange problemidirBu
problemx’'=x +u, vy =u?3, n=2 m—-1, x(0)=1, x(1) =0,

y(0) =y; = 0 iken Mayer problemine vyani/[x,y,u]'ya indirgenir. Mayer
problemindey(1) = y, € R oldugu icin B =(0,1,0;1,0, y,), R® da duz bir
cizgidir.

Omek 3: x(0)=x,=1 iken x'—x+u, Jlxu] = fol u?dt + (x(1))? nin
minimumudurn =m =1 alindgindaU =R ikeng = xZ = (x,(1))? dir ve bu

bir Bolza problemidir.

Bu problemdex’ — x + u, y' =u? n =2, m=1 alindginda

x(0) = x; = 1,y(0) =y, = 0 keng =y, +x% = y(1) + (x(1))" olur ve

JIx,y,ul =y(1) + (x(1)?

olacaksekilde problem Mayer problemine indirgenir.
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SONUC

Bu calgmada klasik varyasyon hesabinin Lagrange, BolzElayer problemleri
ele alinmg ve bu problemlere gh uygulama alanlari gosterilgtir. Daha sonra adi
gecen problemlerin birbirlerine dogturtlebilecgi ispatlanmgtir. Ayrica, tezde
turev kisitlamalari olan Lagrange problemleri deelenms ve onun optimal kontrol
problemi ile ilintisi ortaya koyulmgtur. Teorik materyali aciklayan érneklere de yer
verilmistir. Bdylece, klasik varyasyon hesabi problemlerjnioptimal kontrol
problemi olarak yorumlanarak ¢6zimlenebilgagdsterilmitir.
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