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Bu calismada, L ile L, (R) uzayinda schrodinger denklemi yardimi ile
¥ +qx)y-2A2y=0, 0<x<»
operatorii tanitacagiz. Burada ¢, R iizerinde siirekli diferensiyellenebilen ve

¥'(0) -ay(0) =0 sartim gercekleyen kompleks degerli bir fonksiyondur.

Birinci boliimde, bu calismamn kapsamindan bahsedildi.

Ikinci boliimde, spektral analizin temel tammlan ve 6nemli teoremlerine yer
verilmistir. Ayrica daha onceden elde edilmis sonuclarda ifade edilmistir.

Ugiincii boliimde, L operatériiniin 6zel ve jost coziimleri hakkinda bilgi verilmis
ve bu coziimlerin 6zelliklerinden bahsedilmistir.

Dordiincii boliimde, L , diskre spektrumundan bahsedilerek L, reel oz
degerlerinin olmadig1 gosterildi.

Besinci boéliimde, spektrum, resolvent, resolvent kiimesi, siirekli spektrum
tammlandi. L; operatoriiniin resolventi, 6z degerleri ve spektral tekillikleri
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In this study, we denote the operator genareted in this space L,(R) by
the schrodinger equation V' +gx)y-22y=0, 0<x<»
by L, where q is complex valued function, continuously differantiable on R
satisfying the condition Y'(0)-a(0) =0

In the first Chapter, this study’s concept is mentioned.

In the second Chapter, some basic definitions and main theorems on spectral
analysis have been given. Also some earlier results are mentioned.

In the third Chapter, the special and Jost solutions of the operator L are defined
and its properties are examined.

In the fourth Chapter, the discrete spectrum of the operator Ly are given and
its properties are examined.

In the fifth Chapter, spectrum, resolvent, resolvent set, continuos spectrum are
defined. And the resolvent, the eingenvalues and spectral singularities of the

operator Li are investigated.

2006, pages 30
Key Words: Spectral analysis, Jost solution, eigenvalue, spectral singularities
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ONSOZ

Matematik, fizik ve fonksiyond analizin bircok problemi icin, diferansiyel
operatorlerin spektrumunun ve 6z fonksiyonlarinin bulunmasi gerekir. Diferansiyel
operaérin tamm bolgesine ait olan keyfi fonksiyonlarin, bu operatérin 06z
fonksiyonlarina gore seri ya da integral agilimi bigiminde ifade edilmesi onemlidir.
Ornegin kismi turevli denklemlerin belirli baslangic ve simir kosullarim gergekleyen
¢cozumleri Fourier yontemi ile bulunurken bu tip problemlerle karsilagilir. Bu durum
diferansiyel operatorler bircok matematikcinin dikkatini ¢ekmis ve bu konuda ¢ok
sayida calisma yapilmistir.

Bu calismalarin hepsi, diferansiyel operatorlerin spektrumlarinin arastirilmasina,
0z fonksiyonlara gore spektral acilimimn bulunmasing, yani spektral andizin
incelenmesine aittir. Diferansiyel operatorlerin spektral analizine iliskin calismalar,
Kuantum Mekanigi icin buylk onem tasimaktadir. Kuantum mekaniginin birgok
problemlerinin ¢ozimlerinde spektral analiz temel olusturmustur. Bu nedenle,
Schrddinger denkleminin spektral 6zelliklerinin incelenmesi gerekmektedir.

Y Uksek lisans egitimi boyunca degerli bilgi ve deneyimlerinden yararlandigim
calismalarimin yonlendirilmesinde bana yardimci olan, yakin ilgisini esirgemeyen
degerli damsman hocam Sayin Yrd. Doc. Dr. Ozkan KARAMAN'a sikranlarimi
sunmayi bir borg bilir, saygilar sunarim. Ayrica yardimlarindan dolay:r ¢ok kiymetli
hocam Sayin Yrd. Dog. Dr. Yasar ASLAN’a en icgten sayg: ve tesekkurlerimi  arz
ederim. Calismalarim boyunca manevi desteklerini esirgemeyen aleme ve bana
yardimci olan herkese sonsuz tesekkurler ederim.

KAHRAMANMARAS Demet CANGA
EYLUL - 2006



SIMGELER DiZiNi DEMET CANGA
SIMGELER DIZINI
R : Reel Sayilar Ciimlesi
C : Kompleks Sayilar Ciimlesi
R’ : R/ {0}
R, : [0,0)
D(A) : A operatoriiniin tanim ciimlesi
R(A) : A operatoriiniin deger ciimlesi
W[ 1., /5] : fi vef, coziimlerinin Wronskiani
o(1) : Sonsuz kiiciik degerler
R, (L) : L operatoriiniin resolventi
o(L) : L operatoriiniin spektrumu
o,(L) : L operatoriiniin diiskret spektrumu
o.(L) : L operatoriiniin diskret spektrumu
o, (L) : L operatoriiniin spektral tekillikleri
L : L operatoriiniin adjointi
L,(0,0) :{ f :T f ()P dx < oo}
0
lim : L5’ nin normu anlaminda yakinsakhk
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1.GIRIS
1.1. Calismamn kapsam:

L2(0,00) uzayindatanimli
L ==y"+q(x)y, xeR, =(0,)

diferansiyel ifadesi ve »'(0)—aAy(0) =0 sinir kosulu yarchim ile Uretilen operatorii L ile
gosterelim. Burada q kompleks degerli bir fonksiyon veae C dir. L operatorinin spektral
anaizinin incelenmesine ilk olarak 1954 yilinda Naimark tarafindan baslanmistir. Naimark
L operatOrinin spektrumunun sirekli spektrum, 6z deger ve spektral tekilliklerden
olustugu gostermistir. Spektral tekillikler, 6z deger olmayan sirekli spektrum Uzerinde
yer alan resolventin ¢ekideginin kutuplaridir.

Naimark’in sonucu Kemp (1958) tarafindan tUm reel eksen Uzerinde tanimili
diferansiyel operattrlere, Gasymov (1968) tarafindan U¢ boyutlu schrédinger operatorlere
genisletilmistir.

Spektral analizde ¢cok onemli bir adimda da Pavlov (1967) tarafindan atilmistir. L
operatériniin spektral tekilliklerinin yapisinin potansiyel fonksiyonunun — sonsuzluktaki
davranisina bagli oldugu gosterilmis ve L operatoriiniin  bas fonksiyonlar:  kullamilarak
spektral  agihmi  elde edilmistir. Pavlov’'un calismast spektral tekilliklerinin  dikkate
alinarak spektral acilimin verildigi ilk calismadir.

Hruscev (1984) tarafindan da L operatérintin spektral tekilliklerinin yapisimn potansiyel
fonksiyon sonsuzluktaki azalma hizina bagimlilig: problemi incelenmistir.

L operatorinin spektal analizinde spektral tekilliklerinin énemli rol oynachg:
Lyance (1967 (a-b)) tarafindan gosterilmistir. Lyance, ayn1 zamanda spektral agiliminda
spektral tekilliklerin etkisini de incelemistir.

Rolativistik Kuantum mekaniginde

~ V' +q(x)y =2y , x € (00, 0)

denklemi, kitlesi sifir olan parcacigin schrédinger denklemidir.
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2. ONCEKI CALISMALAR
2.1 On bilgiler
Bu bdlimde daha sonra kullanilacak tammmlar ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1.1. D; ve D, ortak noktalar1 olan herhangi iki bolge ve f;, D; boélgesinde
analitik olan bir fonksiyon olsun. Bu durumdaD; n D, arakesitinde bulunan her z noktasi

icin f,(z)=f,(z) olacak bicimde D, bdlgesinde analitik bir f, fonksiyonu bulunuyorsa
f, fonksiyonunaf,; fonksiyonunun D, bdlgesinden D, bolgesine analitik devam denir.

Tamm 2.1.2. f fonksiyonu bir D bolgesinde tanumlanmus olsun. Eger Vz,,z, e D igin
|f(zl)—f(zz)|£M|zl—Zz|a , O<a <1

esitsizligi gercekleniyorsa bu esitsizligi saglayan f fonksiyonu D bolgesinde «.
basamaktan Holder kosulunu sagliyor denir.

Tamm 2.1.3. (Hilbert uzayi) Herhangi bir kiime H olsun ve asagidaki kosullar saglansin.

1) H kompleks bir lineer uzaydr.

2) () HxH >C fonksiyonu verildiginde X, Y € H eleman ciftine karsilik gelen
kompleks sayr (X, ) olmak lizere her x, y,z eHigin

a. (x,y)=(y,x)

b. (x +y,2) ={x,2) +(y,2)

c. {(Ax,y) =A{x,») (her A kompleks sayisiigin)

d. (x,x) >0 (x,x)=0& x=0; (”x” = w/(x,x>)

3) d(x,y)=|x—y| metrigine gore H tamchr.

4) Her ne N igin H kimesinde n sayida lineer bagimsiz eleman vardir. Yani, H sonsuz
boyutludur.

Bu takdirde ;) :H x H —C fonksiyonuna i¢ carpim fonksiyonu, 1- 4 sartlarin
saglamasi durumunda H lineer uzayina Soyut Hilbert uzayr, 1 -3 sartlarin saglanmasi
halinde de uzaya Uniter Hilbert Uzay: denir.
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Tamm 2.1.4. ( [*[a,b] uzay) Asagidaki sekilde tammlanan uzaya 12[a,b] Uzayi
denir.

b
L?[a,b] = {x(t) : j [x())Pdr < oo}

Bu uzay redl ise i¢ carpim fonksiyonu

b
0,80 = [ £ (g (e
seklindetammlanlr.aBuradaf(x) ve g(x) red fonksiyonlardir.

Tamm 2.1.5. (Oz deger, Oz fonksiyon) L sinirli lineer bir operator olsun. Bu takdirde L
operatérinin tarm kimesinde,

L,=2%
olacak sekilde bir y = 0 fonksiyonu varsa A sayisina L operatorinin 6z degeri, y
fonksiyonunaise A 0z degerine karsilik gelen 6z fonksiyon denir.

Tamm 2.1.6. (O ve o sembolleri)
1) i. z>a icin f(z)=0@) inmanasi, o« noktasindacivarinda |f(z)| snrlchr

demektir.

ii. Eger z > a %: 0(@) isebu takdirde 7(z) = 0(|g(z)|) yazilir.
2) i z—>a i¢in f(z) >0 isebutakdirde 1(z)=o(2)
f(2)

0 isebu takdirde 7(z) = ollg(2)|)

ii.h Eger z > a
g(z)

Tamm 2.1.7. (Analitik fonksiyon) Bir f(z) kompleks fonksiyonu kompleks  dizlemin
keyfi bir z, noktasmn s komsulugunun tim noktalarinda tlrevienebilirse  f(z)
fonksiyonuna z, noktasinda analitikdir denir. Ayrica f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin

tiim noktalarinda analitik ise f(z) ' ye tam fonksiyon denir.

Teorem 2.1.8.Eger f e L,(—o0,0) ise,

Q(2)=] f()e* d

fonksiyonuna f fonksiyonunun Fourier dontstimi denir. f e L,(—o0, ) oldugunda ise
N>0 olmak lzere;
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gv(A) = [ f(x)e ™ ax
yazilir.

Teorem 2.1.9. (Green fonksiyonu)

_4
dx

L (p(x) 5—x) +¢(x) olmak Uzere bir [4,5] araliginda

Lyl=-1(x) (2.1)

homojen olmayan lineer diferansiyel denklem ve
apy(a) + apy'(a) =0 (2.2)

biy(b)+b,y'(b) =0 (2.3)

Homojen sinir kosullari ile verilen lineer iki nokta sinir deger problemini goz 6niine
adaim. Burada a®+a,"#0, b’+b,°20 [a,b] aaiginda f ve g sirekli ve p® nin
turevlienebilir ve araligin her noktasinda sifirdan farkli  oldugunda kabul edilecektir. Bir
G(x,&) fonksiyonu bulunabilir. Oyle ki (2.1), (2.2), (2.3) ile verilen homojen olmayan
sistemin ¢ozumui

b
() = [Gx8) €)de

ileverilir. G(x,&) fonksiyonuna Green fonksiyonu denir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. L Operatoriiniin Ozel Coziimleri:

3.1.1. ly=—y"+¢q(x)y Denkleminin Céziimleri Hakkinda:

Tanm kimesi;
ly==y"+¢q(x)y , 0<x<w (3.1

diferansiyel ifadesi goz onune alinsin. Burada q(x) fonksiyonu kompleks degerli bir
fonksiyondur. (3.1) ifadesi ve

V'(0)-aiy(0)=0 (3.2)

Sinir kosullarinin kullaniimast ile (a e C, a=+i, a#0) L,(0,0) uzayinda L operatérinin
tamm kiimesi D ile gosterilsin. VyeD igin;

i) y" var ve mutlak strekli
i) fyeL,(0,0)
i) y'(0)-aly(0)=0
olsun. Asikardir ki; B=L2 (0, 00) olur.
Lile L:Ly(0,0) = L,(0,0)

olanve VyeDigcin;

Ly=1(y)
gibi tammlanan operattri gosterelim. L ileilgili olarak
L(y) =A%y (33)
y'(0)-ay(0)=0 (34

Sinir deger problemini g6z ontine aalim. (3.1) denklemine kitlesi 0 olan statik (durgun) g
potansiyeline sahip schrodinger denklemi denir. Simdi, kabul edelim ki;

[oxlgtolax < o (35)

kosulunu gerceklesin. Burada q(x) fonksiyonu ve a sayist reel oldugu zaman L
operatoriiniin spektral 6zellikleri [5]’ te incelenmistir.
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Teorem 3.2.

[5] kosulunun gerceklenmesi durumunda (3.1) denkleminin srasiyla ImA >0,
ImA <0 diizleminde

tim € (x, )" =1 (3.6)

X—>00

kosulunu gercekleyen
(e ) = 5 4 j ) wq(z)e*(z,x)w 3.7)

seklinde bir ¢cozime sahiptir. Bu ¢ozim sirastyla ImA >0 ve ImA< 0 da A’nin andlitik
fonksiyonudur vereel eksene dek stireklidir.

Ispat:
(3.1) denklemi

et +A%" =g(x)et

biciminde yazilsin.

e” +2%¢" =0 homojen denkleminin genel coziimii
et =cie'™ + e
biciminde yazlabilir.

Y'+2%y =q(x)y denkleminin genel ¢bzimiiise

e = cl(x)em + ¢ (x)e_m

biciminde arayalim. Buradan;

!

et :c&(x)eibc +c'2(x)e’m + liﬂ,(,’l(x)eiﬂx —i/”tcz(x)e_ﬁ“
elde edilir.
c(x)e™ + ch(x)e ™ =0 (3.8)

oldugunu kabul edelim.

”

et (x) :iﬂ,(cl, (x)e™™ — c2' (x)e ™) —2,2(01 (x)e™ + cy (x)e™™)

et (x)
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O halde;

et + 2% = ixl{ﬁlr (x)e™ +c2’(x)efi’u}

q(x).f

olur. Bu ssitlik (3.1) denkleminde yerine yazilirsa

ircl(x)e™ —iAcy(x)e™ =q(x)f (3.9
olur. (3.8) ve (3.9) ssitliklerinden
) =5 ! 4O f O di+ ay (3.10)
15 A
¢, =2—[ a0 f(e™di+a, edeedilr. (3.11)
2i 5
Bu degerlerin e” =¢;(x)e™ + ¢, (x)e™  denkleminde yerine yazilmast ile
e =a,(x)e™ +a,(x)e”™ - Jm wq(t) e(t)dt
bulunur.
ltim e (x,A)e™ =1
X—>0

kosulunun saglanmasi ile igin ¢, =1 ve a,=0 eldeedilir. O halde e(x,t) ¢ozim

~ ©SNA(x—1)
+ 1) = +z/1x_J‘ sn
e (xt)=e e E—

qg(e(t,A)dt

bigimindedir. Gergekten
¢t (x.1) =ife™ — j " cosA(x—1)q(e* (6 A)dt (3.12)
et (x,1) = =2%e™ + g(x)e™ (x,2) - A j “SnA (- 0g(d)e” (x,2) (3.13)

ifadeleri (3.1) dekleminde yerlerine yazil irsa

!

—e" ’(x, ) +q(x)e’ (x,4) =A%  (x,1) edeedilir. (3.14)

Benzer olarak (3.1) denkleminin bir ¢ozimd;
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"

—e (x,A)+q(x)e (x,A)= lze_(x,l) oldugunu da gosterehiliriz. (3.15)
Jost Coziimler
Teorem 3.3. Eger JAWI(’C)VKOO kosulu var ise bu durumda f*(x,A) ¢ozUmU asagidaki
0
gibi gosterilir.

) = e 4 jKi(x,t)eint x>0, imA=0 (3.16)

Burada K(x,t) bir volterra tipi integral denkleminin bir ¢c6zimudur. x ve t’ye gore surekli
diferansiyellenebilirdir. Bundan dolay x *(x,r) asagidaki esitsizlikleri gercekler.

1 x+t¢ oy (%)

K(x,t|<—o(——)e* ]

KCeil< Zo () (3.17)

|Kx(x,t)|,\1< t(x,r)\ < %‘q("—;) +ce0<%(%Jos K<t<o (3.18)
Burada

o) =[lahi | o1()= [alok (319)
olarak tammlanir.
Ispat:

+ +Jx OOSirm(x—f) + :

& (1) =™ - [ZEEE=2 g (06 (6 AN (im a2 0) (3.20)

integral denklemi ile

+ _ didx + +il
fT(xA)=e +IK (,0e™dt itadesini g6z 6niine alalim. Buradan

IKi (x,0)et*dr = J. Sin;tg;x)q(s){eim +J.Ki (s,u)eim“”du}ds (3.22)

X X A
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- qu(s)e%ds + Tq(s)dsojwemw (s )l (3.22)
elde edilir.

;[Sin/lgy X) (s) +i 4 - J,

Tq(s)ds]o S"Mi;x)ei’“K F(s,u)du = J , diyelim, (3.23)

SInﬂ'(s x)e-’-lls 12 jxei”“dt

A 2
_ ) u+(v—x) .
S nﬂ,(S X) eilﬂm _= 1 ,[ +l/1tdt (324)
A 2 u—(s—x)

ifadeleri srasiylaJ, veJ, esitliklerinde yerlerine konup integral sirasi degistirilirse

0

:—Iq(s)dsj etMdr = ;I ik Iq(s)ds dt

X x _tx

2

u+(s—x)

= %]gq(s)dsTKi (s, u)du J. %e_m dt =

u—(s—x)

x+t
—(x—s) t—(x=s)

:;T Hidt Iq(s)ds IK (s,u)du + .[q(s)ds J.K (s,u)du rdt
X t+x—s x;t

elde edilir. Fourier integralinin gosteriminin tekli ginden;

X+t

t—(x=s) t—(x=s)

K*(x,1) = J.q(s)ds+— jq(s)ds IK (s, u)du+— J q(s)ds jK (s,u)du (3.25)
) th
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elde edilir.
+ 17
Ko' (n1)=3 j q(t)dt (3.26)
%l
lLH t—(x—ys) t—(x—s)
Kmi (x,t):E iq(s)ds jK m-1(s, u)du+— j q(s)ds JK m-1(s,u)du . (3.27)
x t+x—s X;t
K* (x,t)=il(im(x,t) olarak tammlayalim. (3.28)

m=0
Teorem 3.2." nin ispatina benzer olarak;
X+t
|Ko(x,0)| <= ﬂq(s)\dF—G[ 5 } (3.29)

x+t
2

elde ederiz. Yine ayn sekilde;

1K, (x, z)|<— I|q(s)|ds ( ]du+ = _flq(s)|ds J' [S;ujdu <

x+t t+x—s
2 2

1 +1
EG(XZ ]J.S|‘I(S)|ds = Eo{x; tjal(x)

X

yani;
K, 0] <= c{ ; ’}ol(x) (3.30)

elde ederiz. TUmevarim metodundan dolay1

x_ﬂ} o1 (x)

1
K, (x,1)| < 50{ > | (M=0,1.,2,...) (3.31)

elde edilir. Son esitsizlikten ve (3.28) tanimindan

1 [ x+1| o4«
|K(x,t)|350[7}e gl de edilir. (3.32)

10
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[ X+t j
172
X

1 oq(x T 25+t — 1 +1 1 oy (x +1
e [y 2= s S e 2o b

esitsizligi de kolaya gosterilebilir. Burada Wronskian x’den bagimsiz oldugundan

X+t

2
+ %eal(x)a(x—;j .“CI(S)VS +

1
K, (x,0)L K, (x,8)| < 2

H(nA)=e"1+o()] A eC,,xe[0,0),x — o
I (6 A) = i2e™ L+ 0(D)] | LeC. xe[0,00), x>
f(x2)=e™1+0Q)] , AeC_,xe[0,0),x > o

1 (62) = —ide 1+ o(®)] , A eC_xe[0,00),x — oo

Bu ¢oztmlerin Wronskiani asagidaki gibidir.
WL ) f (AN = 7 (a2 (6A) = (6 2) (6, 2)
W (x,A), £~ (x,A)] =[1+ o(D)](irx — idx) =—2iA

yada
£+ =e"* 1+ o()]

£~ =e ™1+ o)
WL (o) S~ )] = £ @A) S (nA) = (@A) (xA)
= (i [ (A (A= f 7 (02 (6 )

= ™ (Cide ) — jfe e ™

= —il—iA
= —2iA
ImA =0, W[f (x,A), f (x,A)] =—2A olur. (3.39)

11
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 Lemma 4.2. L, operatoriiniin Diskre spektrumu:
g(x)’in bir kompleks fonksiyon ve (3.2) sartim sagladigim farz eddim.
—y' +qx)y =2y 3.1)

Diferansiyel denkleminin ImA=0'da ¢(0,A) =1 ve ¢'(0,A) =aA kosulunu
gercekleyen @(x,4) cozimii vardir vetektir. Bu ¢ozim A nin tam fonksiyonu olup

ox,2)= 1 (1) + 5L (x2)

dekleminde yerine yazildiginda asagidaki gibi oldugu gorulur.

= 2idp(x,A)=d(A) f~ (x,A)—=d (1) f " (x,4) (4.1)
Burada d(1) = /* (0,1) - af™ (0, 1)

dy(A)= £ (0.4)—arf~(0,) 4.2)
Ispat:

f(x,A) ve f(x,A) c¢Ozimleri srasiyla (3.1) denkleminin A 'nin analitik
fonksiyonu ve reel eksene dek sireklidir.

fT(xA), £ (x,2) cozimleri ImA =0 (reel eksen) lizerinde her bir ¢ozimii olup
lineer bagimsiz iki ¢ozimu oldugundan, reel eksen Uzerinde her bir ¢dzim lineer
kombinasyon olarak yazilabileceginden

p(x,A)=c f" (X, A) +cpf " (x,4) (4.3)
Baslangi¢ degerlerini yerlerine yazarak, x =0 igin

®0,1)= ¢, f"(0,1) +¢,f (0,4) =1

P(04)=crf, (O +eofy (0.2) = a (44)
1 SO
A £ (02 (O — anf , dy(A
LR, QD O1) o= g

12
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Benzer sekilde;

f7o2) 1
en) el arren-r 09
2T om0 T ~ 20l

_ 70,0 -adfT(0,4)  d(A)
- 2i), T2

d)d) s

Ohdde ¢ = =
2R 2iL

Bu degerleri aip (4.3) denkleminde yerine yazarsak,
dy(A) .+ d(A) ,_
o) =9 0,20+ 90 1y @6
2iA(x, 1) =d(A) [~ (x,A) = dy(A) [T (x,2)  olur ki burada

d(A) = f+,(0, A)—aif(0,1)

4 (2) =~ (0.2)-af~(0,7) (4.7)

im [T A)e ™ =1 ec
4.8)

tim (o A)e ™ =1 sec.
X—>0

snir kosullarini gergekleyen cozimleri srasiyla f~ (X, 4), f (%, 4) ile gosterilsin.

Burad_a
C,={A:1eC,ImA >0}
C. ={A:2eCImi<0 4.9)

seklinde olup, bu ¢ozimler asagidaki sekildedir.

Ay =e ™ 4 IK+ (e ™ dr;,  ImA =0 (4.10)

13
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F(xA)=e ™ 4 j K (x0)e™d;,  1m A <0 (4.12)

burada 1, f~ cozimleri srasiyla (3.1) denklemi, A’'mn analitik fonksiyonu ve reel
eksene dek slreklidir. Bu ¢cozimler asagidaki asimptotik 6zellikleri gergeklesin.

fE(xA) = e l+o@)] 2eC,, x > o
(4.12)
[ () =e P [tidx +oD)] ey, x >

Yine benzer olarak (3.1) diferansiyel denklemi (3.2) simir kosulu gergeklemesi
halinde;

; + +idx _ ~

f_ll’(})’lo gh(x, Vet =1 AeC, (4.13)
: - —ilx _ —~

f_ll’(})’lo g (x,0)e™ =1 AeC_ (4.19)

Sinir kosulunu gergekleyen cozumleri g (x,4), g (x,A) ilegosterilsin.
g (x,2) =e$i’1[i1+o(l)], AeC, X—» (4.15)
g ()= [ii/lx+0(l)], reC, x >0 (4.16)

Simdi (3.2) denkleminin kapal1 list ¢ozimleri goz 6niine alalim. ¥ (x, A),g " (x,A)' mn
Wronskianine bakalim.

W g )= £ A)g” () —f* (6 A)g " (x2)

Wronksian X’ den bagimsiz oldugundan sag taraftan limite gegilirse

W] a)g ()] = Lim {ﬁ(x,x)g*'(x,z) —f+'(x,z)g+<x,z)}

X—>0

=-2il eldeedilir.
Lemma 4.2.

g(x)’in bir kompleks fonksiyon (3.2) sartinm sagladigim farz edelim.

— "+ q(x)y = 2%y G.1)

14
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Diferansiyel denkleminin ¢(0,4) =1 ve ¢'(0,1)=ak kosulunu gercekleyen
@(x,A) ¢bzimi varchr ve tektir.

A#0 icin  f7(x,A),g" (x,A) ImA>Obdlgesinde (3.1) denkleminin temel
¢ozumlerini olustururlar. Simdi bundan yararlanarak, (3.1) denkleminin kapali Ust
dizlemde (3.2) simir kosulunu gercekleyen ¢cozimi bulalim. Bu ¢6zim

v (x,A) = f T(x,A)+cog T (x,A) , ImA >0 seklinde aransin.

W (0,2) = crf*(0,4)+ crg” (0,2) =1
l//Jr’(O,/'t) =clf+’(0,/”t)+czg+ (0,A) =al

1 g+
Cld gt g0 -wigt(04) ()
Wil 2k "o (4.17)
o
U @ @rron-rton dtm)
Cz_WlJ’+,g+J_ "ol = o (4.18)
ORI

—2ir " 2T o

seklinde secilmelidir. Dolayisiyla (3.1) diferansiyel denklemini gergekleyen ¢ozima

+ dy" (2) d*(A) .
A) = 2272 0,4 0,4
Vi) =T O e 08 (4.19)
dt*(Negt(x,A)=-d, " (A) f(x, 4
y(x,A)= Mg ( )ml WS &) seklinde bulunur. (4.20)
Lemma 4.3.
Benzer olarak Im <0 bélgesinde f~ (x,4), g (x,4) (3.1) denklemini
gerceklemes halinde
g (04)-altg (0,2)=d; (A) )
olmak Uzere (4.22)

£ O -k (OA) =d " (2)

15
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Denkleminin genel ¢cozimleri olup, (3.2) snir kosulunu gergekleyen
_ d, (1) .- d (1) _ . .
JA) =1~ A)———% ,A) seklindedir. 4.22
y(x,2) 2i/1f(x) 2i/lg()c)s (4.22)
Yine W[f+ (x,A), [ (x, /1)]=—2M oldugundan =0 icin /" (x, ), (x, 4),
ImA =0 bdlgesindeki ¢ozimleri daha 6nce ispatlamistik.

Lemma 4.4.

g(x)'in bir kompleks fonksiyon (3.2) sartim saglacigim farzedelim.

Y +q(x)y =2y (3.1)

Diferansiyel denkleminin ¢ (0,1)=1 ve ¢" (0,A)=al kosulunu gercekleyen
@(x,A) codziimii vardir ve tektir.

ImA=0 olmas halinde L, operatérinin reel 6z degerleri yoktur.
ispat :

Kabul edelimki; A 6z deger ve ImA =0 olsun. (3.1) denkleminin temel ¢oziimler

sistemi olan " (x,A) .ve f~(x,1) ¢OzUmlerini gbz 6niine alalim. Bu ¢cozimlerin

Wl (o a),f ()= —2i

oldugundan vyineA #0 igin f*(x,A)vesf(x,4), ImA =0 Dbolgesinde (3.1

denkleminin temel ¢ozimler sistemini olustururlar. Bu denklemin keyfi bir y(x,4)
¢OzUmMU reel eksende

y=ci fT(x,A)+cyf (x,4),ImAd =0

seklindedir. /" (x,A) vef (x,2) cozimlerinin daha énce verilen asimptotik esitlikleri
kullamlirsa asagidaki asimptotik esitlikler elde edilir.

iAx

y=c @™ + e

+0(1), x > |
y(x,A) cozumi L, (0,0) uzayindan olabilmesi icin ¢; =c, =0 olmalidir. Buradan
»(x,A)=0 olur. Bu ise 1'nmin 6z deger olmas ile ¢elisir. O halde ImA =0 olmasi

durumundal operatdriniin 6z degeri yoktur.

16
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5.SONUC VE ONERILER
5.1. L Operatoriiniin Resolventi ve Spektrumu
5.1.1. L Operatoriiniin Resolventi ve Spektrumu Hakkinda

A operatérii H hilbert uzayinda tammlannus herhangi bir operator ve A’nin tarmm
kimes. H iginde yogun olsun. R;(4), o(4), p(4), o.(4), o,(4) ile srasiyla A
operatérinin resolventi, resolvent cimlesi, spektrumu, diskret spektrumu, strekli
spektrumuve rezidu ( kalan) spektrumu gosterilsin.

Tamm 5.1.2. Eger R, (A4)= (4-AI)" operatorii var, siirl ve tim H hilbert uzayinda
tanumli ise bu operatére A operatdriniin resolventi denir.

Tamm 5.1.3.
R, (A)var
p(A)=<A:2eC R, (A)sumrh operator
DR, (A)=H
Tamm 5.1.4. o(A4)=Clp(4)
Tamm 5.1.5. o,(A)=1{1: 1 eCveR, (A) yoktur.}
Tamm 5.1.6.
R, (A4)var
o, (A)=<A:1eC ; R, (A)sumrsi  operatdr
D(R; (A4)=H
Tamm 5.1.7.
R (A) ver
0. (A)=41:AeC ; R (A)sumrl operator
D(R, (4)) = H
Ax = Ax denklemi g6z 6niine alinsin. (5.0

Taum 5.1.2°den (5.1) denkleminin yalmzca x=0 ¢6zUmUnin var olmas halinde A
sayilarinin A operatorinin resolvent cimlesine ait oldugu agiktir. (5.1) denkleminin x =0
¢OzUminin var olmasa hainde bunlara karsilik gelen A’lar A operatrinin diskret
spektrumuna aittir.

17
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Teorem 5.1.8.
o,L)={2:2eCTd"(A) =G u{1:2eC",d"(1)=0C (5.2)

C, =:1eCimr >0}

C_ ={L:AeCimi<0}
v (x,A) =c fT(xA)+ 8" (x,4)

{clﬁl(o,z) rog” (o,z}— adderf*(0.4)+ cpg *(0,2) =0

cl{ I OA) —adf (o,z)} ¢, {g+' (0,2) —a/lg+(o,/1)} ~0

d*(a) d;"(2)
20y (v A)=dy" (A) fT (v, A) = d" (A)g" (x,2) (5.3
22y~ (x,A)=dy (1) [ (. A)=d " (A)g (x,1) (5.4)

Ispat :
Diskret spektrumun tanimindan gortulmektedir ki; A € o,(L) i¢in L operatbrinin
resolventi yoktur. Simdi (4.20) ve (4.22) ifadelerini gbz 6nuine alalim.

vt oa) =G Wﬁ( -4 “) g*(x.2)

v o) =" A oy e C B -

)
27 iA

w' (x,A),w (x,A) ¢Ozimleri sirasiyla C, ve C_’de L operatorlerinin L ,(0,00) uzayinda
¢ozimii olmas igin sirsiz goziimleri bas katsayis olan d* (1) =0 olmalidir. Buradan
o, (L) ={ireC, d* @)=0{aeC ,d (1) =0} sonucu dlde edilir. (5.5)

Sonuc 5.1.9.

A sayilarimin L operatOrinun 6z degeri olmast igin gerek ve yeter sart L € C, igin
d"(1)=0 veyaleC_icin d (1) =0 olmasidir.

18
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5.2. L operatoriiniin Resolvent Ciimlesi ve Siirekli Spektrumu:

Resolvent kiimesi ve L , operatdruntin resolventi sirastyla p*(L,), (L , )ile gosterilir.
Teorem 5.2.1.
a) p'(L)=p"(L)up (L;) olsun.

A:ImA>0, d+(,1)¢o}
(5.6)

p(Ll):{l:lm}KO, 4 (2) 0
ise simdi biz
p (L) ={A:1mA >0,d" (A) % Ofc p(L,)

oldugunu gosterelim.

b) VAie p'(L;), R(L;) resolventi bir integral operatorii olup

(RN = [Glxt.2)f (i 57)
0

bicimindedir. Buradalm A >0 icin

Gy (xtai)="L *(x;)(sﬂ; t.2)

(5.8)

0 0<tr<x
} (5.9

G, (x,t,4) = _f+(x,l)g+(l‘,l)+f+(t1l)g+(x’l);x3t<oo
20 2i

Ispat:

Oncelikle imA > Ooldugunu farz edelim. &) sikkimin ispatimn (5.9) dan elde
edilemeyecegi asikardir. Bu ylzden ilk dnce b) sikkini ispatlariz.
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b) Oncdlikle ispat acik Ust diizlem icin yapilsin. Benzer olarak agik alt diizlem iginde
yapilabilir. Simdi (3.1) diferansiyel denkleminin f*(x,1), g (x,2) ¢éztimlerini gdz dniine
alalim. Bu ¢ozimler acik Gst dizlemde (3.1) diferansiyel denkleminin temel ¢ozumlerini
olusturduklarindan teoremin ispatimi yapmak icin parametrelerin degisim yontemini

kullanl .
Kabul edelim ki tamim cimles f(x) olsun, herhangi bir sonlu kissmda O’ larinin

disinda oldugunu farz edelim. L 'nin resolventini bulabilmek f(x) € L,(0,0) olsun.

—y"+q(x)y =A%y = f(x)
(5.10)
' (0)-—ay(0)=0

homojen olmayan denklemi ¢ozelim.

£ (x,A) veg "(x,2), (2.1) homojen denkleminin kapal: tist diizlemdeki temel
¢ozumleri oldugundan

Ve(x,A)=crf " (x,4) +c8" (x,A) (5.11)
esitligi (3.1)denkleminin bir genel ¢dzimi olarak yazilabilir. (5.10)denkleminin genel bir
¢OzUmu iginise

y(x,A) = (x) f7(x, A) + cp(x)g " (x,4) (5.12)

biciminde aransin. (5.12) ifadesinin turevleri amip (5.10) ifadesinde yerine konursa,

V) =er () (60 )4 (D8 (0 A) + cu@)f* (mA)+e()g” () (519

olur. Simdi,

& () (A +ep (Dg*(x,4) =0 (5.14)

oldugunu kabul edelim.
V'(xA)=c () f7 (x,2)+ o (x)g" (x,4)

I !

V(02 =6 (nA) e, g @A)+ Gl (1) +e(Dg” (nA)  (5.15)

20
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olur. Son esitlik (5.10)’da yerine yazilirsa

o () (6) 4 ()g” (n2) = £(x) bulunur. (5.16)

(5.14) ve (5.16) ssitliklerinden asagidaki denklem sistemi elde edilir.
& (0 (6 )4y (g (x,2)=0

e ()" (r2) +es (g (1) = £ (x) (5.17)

W[f ", g+]= —2iA oldugu hatirlanarak, ve (5.17) sisteminin ¢ozUminden;

0 g’ ’
() = fx) g7 g (x,)0-g" (x,4)f (%)
e T — 2iA
' 1 +
a (x)=ﬁf (g (x,2) (5.18)
"
o T ) A S = £ .0
cz(x)— W|_f+,g+J_ _2i
&) (=5 (S (02) (5.19)

a(x) Ve ¢ (v inintegraleri alinarak;

0 , 1 0
Jar =10 @ dt e dizentersek

aqx)=a —i]f(t)g*(t,/l)dt elde edilir (5.20)

0

J-Cz' (x)dx = —ij-f(t)f+ (t,A)dt ve diizenlersek

X

17 .
—ea ()4 = [ S0)S T Ay
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o (x) = ﬁ+—jf(t)f (t,A)dt  elde edilir. (5.21)

Bu ifaddlerin

y=c(x)f (%, A) +ep(x) g (x,4)
denkleminde yerlerine yazilmast il€;
y'(0,4) —a2y(0) = 0 sartinin saslanmast ile

+ + 1 + r +
Y=o (v A)+ B’ (W A) = (D] S0 (0 2+
0
Lo T
g [0 @2 (5.22)
0
—a/l/y(o A)=aof *(0,4)+ Bg* (O, 1)——f © l)jf(t)g (0, 2)di+ 5 g ‘G l)ff(t)f (t, A)dt

Y v(02)=af " O+ o QA= OA)[ g™ 20+ ™ O 7O (2l
0 0

Esitlikleri taraf tarafatoplamrsa

+ﬁ[g ©A)-g" @ i)} —d (z)j SO @A+ d (l)_[f(t)f (1, )t =0

d' ()

{f (0.4)—aif" (0,2)

d* (1)

d"(4) +

sty =P, (r,1)+%ﬁ(r,z> olmek izere: (5.23)

ad* (A) + Bdy* (A) —ﬁj ST (1, A) f(@)di =0
0

ave B 'yi (5 22)" de yerine yazarsak

0
== (/1) , B=0 olur.
¥ = df" A) j g (At (x, l)jf(t)g (02Xt + g (x. A)j O 2
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¥ )= [ G (x,1,2) S (1) (5.24)
0

acik Ust dizlemi igin Green fonksiyonudur. Burada;

+ ST, A" (x,A)
G g A) = .
1 (x.t,2) 7 ) (5.25)
. 0 0<t<x
Gy (6 A) =1 £ (x,A)g" (1, 4) LEEAEA) <o (5.26)
2i2 2iA
G "(x,t,4) =G (6,0, + G, (x,1,1) (5.27)
seklindedir.
Lemma 5.2.2.

Benzer olarak ayn islemler agik alt diizlem icinde yapilabilir. Agik at duzlem igin
Green fonksiyonu;

y(6,2) =[G, 2) (e, imi<0  ddeediir.
0
Burada
_ ()8 (t,4)
G =
1 ) (5.28)
B 0 0<t<x
Oo =1 /Mg @A) g A (A y<r<on (5.29)
2iA 2iL
G ~(x,0,2) =Gy (x,1,4)+ Gy (x,1,2) (5.30)

Bu ylizden ssagidaki esitsizlik saglanir.
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c(x)eXp(—|x — t| ImA)
IR(x,2,2)| < ) (5.31)
Burada ¢ (x) =cexp{xc(0) +51(0)} :c >0
Teorem 5.2.3. Ae(-o,0) IGIN;
R W)= (5.32)

esitsizligini gergekleyen ¢, >0 sabiti bulunur. Bu esitsizlik her bir A icinimA >0

A|> 8 bolgesinde gergeklenir. Ozel olarak A resolvent ciimlesinin eleman: olmak iizere
A — Ay € (—0,0) ise bu durumda

|

Ispat:
Kabul edelim ki; (5.27) ifadesinde G, " (x,z,4) =0 olsun, bu durumda

gp(x) = {S (x,4) EOngb }
0 <

(5.33)
olarak tammmlanirsa;
o0 0 2
J‘|gb(x)|2dx:J. ‘S+(x,/l)‘ dx <
0 0
ve dolayiayla; g, (x) € L,(0,%) olur.
e b
(R,*g,)(x) = j G, (v 1, 0)g, (f)dz=j G, (x,t, 2)S (1, A)dt
0
oldugundan
oo [L6A) (x Alg+ (s 2 S A)
(R, ",)(x) = j o B far=t2 ol (534)

elde edilir. Burada,
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7 (x,2) = e™ + o(1)

1 _
frEn)>Ze ™ > e

Esitsizlikleri yerlerine yazilirsa;
b b b

2, o1 - 1 1
A dZ—I eimig. L 2ximi| _ 2hImA
[l | ae= 2] e 2 mas TR L 535)
0 0 0
elde edilir.
HRi+ng2> ”gb”2 1 o 2Im2
esitsizliginden;
Hgbzue—blma
c,= "1 o
A 22 olmak Uizere;
lr ]2 % — ddeedili. (5.30)
d* (2)\im2

Teorem 5.2.4. A € (—0,0) icin;

el

C—A’

‘d*(l)‘\/lm/l

esitsizligini gercekleyen ¢, >0 sabiti bulunur. Bu esitsizlik her bir 4 icin ImA <0, [2|>6
bolgesinde gerceklenir. Ozel olarak A resolvent ciumlesinin elemam olmak (izere
A — Ay € (-0,) isebu durumda

”R[“ —0 olur.

Ispat: Teorem 5.2.3 ebenzer olarak yapilir

Tamm 5.2.5. L operatorinin tamm kimesinden alinan bir f fonksiyonu ve L
operatorunun dualinden olan bir g fonksiyoneli igin

(Lf,8)=(f.Lg) (5.37)

esitligini saglaniyorsabu durumda £ 'a L operatériiniin adjointi denir.
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Teorem 5.2.6. L operatorinin stirekli spektrumu
o, (L) =(0,%)
seklindedir.

Ispat:
(0,0)c o (L)

oldugu aciktir.

A € (0,%) icin; R, (L) vardir ve sinirsiz olmas: Teorem 5.2.4 ' den agikardhr.
VA  (0,) igin;

D(R; (L)) = L,(0.) (538)
oldugu gosterilirse teorem ispat edilmis olur. (5.38) i ispat etmek igin

R(L—AI) = L,(0,%0) (5.39)
oldugu gosterilmelidir.

L,(0,0)=R(L-A)® d(L" - AI)
seklindedir.

d(L" —2I) ciimlesi L' —AI operatoriiniin gekirdegidir. ' ise operat6riiniin
adjointidir. (5.39) esitligini ispat etmek icin asagidaki simr probleminin ancak y =0

¢OzUMUNUN oldugunu gostermek gerekir.

— "+ qxl = 2%y
¥'(0) —aly(0) =0 (5.40)

(5.40) ile gosterilen operattriin 6z degerleri olmadigindan
d(L - Al)=1{0}

olur. O halde,
o.(L) = (0,x)

oldugunu gosterir.
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Teorem 5.2.7. R =[0,) olmak lizere; L operatOruiniin spektral tekilliklerinin climlesi
o4 (L) = {/1 A eR ,d*(A)= 0}u{/1 1AeR ,d (1) = 0} seklindedir.

Ispat:
L operatorinin d (1), d (1) fonksiyonlarimn reel eksendeki sifirlarinin
resolventinin c¢ekirdeginin kutuplari oldugu asikardir. Bu sifirlan slrekli  spektrum

tizerindedir. Kabul eldim ki; d"(1)=0 ve Imi=0 olsun. Bu durumda (3.1)
denkleminin keyfi bir y(x,A ) ¢O6zimi

Y, A)=c, fT(xA)+c, f(x,A); ImA =0
(e, ) =ce™ +c,e™ o), x > »
seklindedir.

y(x,2) ¢O6zuimii L,(0,0) uzayinda olmas icgin; gerek ve yeter sart ¢; =c, =0
olmalidir. Bu 2 'mn 6z degeri olmamaktadir. Aym zamanda resolventin gekirdeginin
kutbu oldugundan resolvent ciimlesine ait degildir. Bu tip noktalara spektral tekillikler de
denilmektedir. Burada A L operatorinin spektral tekilliklerine aittir.

d (1)=0ve ImA =0 olmas durumunda da benzer ispat yapilabilir.

Sonug:

o.(L) =(0,%)
o, (L)={A:AeC, d" (A)=0luiA:AeC ,d (1)=0]

o (L)=W:aeR d"(A)=0lul:1eR d(1)=0]
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