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Bu çalışmada, L ile L 2 (R) uzayında schrödinger denklemi yardımıile
ny + 0)( 2  yyxq  , x0

operatörü tanıtacağız. Burada Rq, üzerinde sürekli diferensiyellenebilen ve
0)0()0(  ayy şartınıgerçekleyen kompleks değerli bir fonksiyondur.

Birinci bölümde, bu çalışmanın kapsamından bahsedildi.

İkinci bölümde, spektral analizin temel tanımlarıve önemli teoremlerine yer
verilmiştir. Ayrıca daha önceden elde edilmişsonuçlarda ifade edilmiştir.

Üçüncü bölümde, L operatörünün özel ve jost çözümleri hakkında bilgi verilmiş
ve bu çözümlerin özelliklerinden bahsedilmiştir.

Dördüncü bölümde, L  diskre spektrumundan bahsedilerek L  reel öz
değerlerinin olmadığıgösterildi.

Beşinci bölümde, spektrum, resolvent, resolvent kümesi, sürekli spektrum
tanımlandı. L operatörünün resolventi, öz değerleri ve spektral tekillikleri
araştırıldı.
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by L , where q is complex valued function, continuously differantiable on R
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In the first Chapter, this study’s concept is mentioned.
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In the third Chapter, the special and Jost solutıons of the operator L are defined
and its properties are examined.
In the fourth Chapter, the discrete spectrum of the operator L are given and
its properties are examined.

In the fifth Chapter, spectrum, resolvent, resolvent set, continuos spectrum are
defined. And the resolvent, the eingenvalues and spectral singularities of the

operator L are investigated.

2006, pages 30
Key Words: Spectral analysis, Jost solutıon, eigenvalue, spectral singularities

III

THE SPECTRUM OF SCHRÖDINGER DIFFERANTIAL EQUATION



ÖNSÖZ DEMET ÇANGA

ÖNSÖZ
Matematik, fizik ve fonksiyonel analizin birçok problemi için, diferansiyel

operatörlerin spektrumunun ve öz fonksiyonlarının bulunmasıgerekir. Diferansiyel
operatörün tanım bölgesine ait olan keyfi fonksiyonların, bu operatörün öz
fonksiyonlarına göre seri ya da integral açılımıbiçiminde ifade edilmesi önemlidir.
Örneğin kısmi türevli denklemlerin belirli başlangıç ve sınır koşullarınıgerçekleyen
çözümleri Fourier yöntemi ile bulunurken bu tip problemlerle karşılaşılır. Bu durum
diferansiyel operatörler birçok matematikçinin dikkatini çekmişve bu konuda çok
sayıda çalışma yapılmıştır.

Bu çalışmaların hepsi, diferansiyel operatörlerin spektrumlarının araştırılmasına,
öz fonksiyonlara göre spektral açılımının bulunmasına; yani spektral analizin
incelenmesine aittir. Diferansiyel operatörlerin spektral analizine ilişkin çalışmalar,
Kuantum Mekaniği için büyük önem taşımaktadır. Kuantum mekaniğinin birçok
problemlerinin çözümlerinde spektral analiz temel oluşturmuştur. Bu nedenle,
Schrödinger denkleminin spektral özelliklerinin incelenmesi gerekmektedir.

Yüksek lisans eğitimi boyunca değerli bilgi ve deneyimlerinden yararlandığım
çalışmalarımın yönlendirilmesinde bana yardımcıolan, yakın ilgisini esirgemeyen
değerli danışman hocam Sayın Yrd. Doç. Dr. Özkan KARAMAN’a şükranlarımı
sunmayıbir borç bilir, saygılar sunarım. Ayrıca yardımlarından dolayıçok kıymetli
hocam Sayın Yrd. Doç. Dr. Yaşar ASLAN’a en içten saygıve teşekkürlerimi arz
ederim. Çalışmalarım boyunca manevi desteklerini esirgemeyen aileme ve bana
yardımcıolan herkese sonsuz teşekkürler ederim.

KAHRAMANMARAŞ Demet ÇANGA
EYLÜL - 2006
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SİMGELER DİZİNİ

R : Reel Sayılar Cümlesi

C : Kompleks Sayılar Cümlesi

R* : R/ {0}

R :  ),0 

D(A) : A operatörünün tanım cümlesi

R(A) : A operatörünün değer cümlesi

W[ 21 , ff ] : f1 ve f2 çözümlerinin Wronskianı

)1(o : Sonsuz küçük değerler

R (L) : L operatörünün resolventi

)(L : L operatörünün spektrumu

)(Ld : L operatörünün diiskret spektrumu

)(Lc : L operatörünün diskret spektrumu

)(Lss : L operatörünün spektral tekillikleri

*L : L operatörünün adjointi

),0(2 L :











0

2)(: dxxff

im : 2L ’ nin normu anlamında yakınsaklık

V
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1.GİRİŞ

1.1. Çalışmanın kapsamı:

L2 (0,) uzayında tanımlı

yxqyLy )( , ),0(  Rx

diferansiyel ifadesi ve 0)0()0(  yay  sınır koşulu yardımıile üretilen operatörü L ile
gösterelim. Burada q kompleks değerli bir fonksiyon ve aC dir. L operatörünün spektral
analizinin incelenmesine ilk olarak 1954 yılında Naimark tarafından başlanmıştır. Naimark
L operatörünün spektrumunun sürekli spektrum, öz değer ve spektral tekilliklerden
oluştuğu göstermiştir. Spektral tekillikler, öz değer olmayan sürekli spektrum üzerinde
yer alan resolventin çekideğinin kutuplarıdır.

Naimark’ın sonucu Kemp (1958) tarafından tüm reel eksen üzerinde tanımlı
diferansiyel operatörlere, Gasymov (1968) tarafından üç boyutlu schrödinger operatörlere
genişletilmiştir.

Spektral analizde çok önemli bir adımda da Pavlov (1967) tarafından atılmıştır. L
operatörünün spektral tekilliklerinin yapısının potansiyel fonksiyonunun sonsuzluktaki
davranışına bağlıolduğu gösterilmişve L0 operatörünün başfonksiyonları kullanılarak
spektral açılımı elde edilmiştir. Pavlov’un çalışmasıspektral tekilliklerinin dikkate
alınarak spektral açılımın verildiği ilk çalışmadır.
Hruscev (1984) tarafından da L0 operatörünün spektral tekilliklerinin yapısının potansiyel
fonksiyon sonsuzluktaki azalma hızına bağımlılığıproblemi incelenmiştir.

L operatörünün spektal analizinde spektral tekilliklerinin önemli rol oynadığı
Lyance (1967 (a-b)) tarafından gösterilmiştir. Lyance, aynızamanda spektral açılımında
spektral tekilliklerin etkisini de incelemiştir.

Rölativistik Kuantum mekaniğinde

yyxqy 2)(  , ),( x

denklemi, kütlesi sıfır olan parçacığın schrödinger denklemidir.
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2. ÖNCEKİÇALIŞMALAR

2.1 Ön bilgiler

Bu bölümde daha sonra kullanılacak tanımlar ve teoremler verilecektir.

Tanım 2.1.1. D1 ve D2 ortak noktalarıolan herhangi iki bölge ve f1 , D1 bölgesinde
analitik olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda D1 2D arakesitinde bulunan her z noktası
için )()( 21 zfzf  olacak biçimde D2 bölgesinde analitik bir f2 fonksiyonu bulunuyorsa
f2 fonksiyonuna f1 fonksiyonunun D1 bölgesinden D2 bölgesine analitik devamıdenir.

Tanım 2.1.2. f fonksiyonu bir D bölgesinde tanımlanmışolsun. Eğer Dzz  21 , için

   

2121 zzMzfzf  , 10 

eşitsizliği gerçekleniyorsa bu eşitsizliği sağlayan f fonksiyonu D bölgesinde .
basamaktan Hölder koşulunu sağlıyor denir.

Tanım 2.1.3. (Hilbert uzayı) Herhangi bir küme H olsun ve aşağıdaki koşullar sağlansın.

1) H kompleks bir lineer uzaydır.

2) , :H × H C fonksiyonu verildiğinde yx, H eleman çiftine karşılık gelen
kompleks sayı  yx, olmak üzere her zyx ,, H için

a.  yx, =  xy,
b.  zyzxzyx ,,,
c.  yxyx ,,  (herkompleks sayısıiçin)

d. ;0,  xx   xxxxxx ,;00,

3) yxyxd ),( metriğine göre H tamdır.

4) Her Nn için H kümesinde n sayıda lineer bağımsız eleman vardır. Yani, H sonsuz
boyutludur.

Bu takdirde , :H × H C fonksiyonuna iç çarpım fonksiyonu, 1- 4 şartlarını
sağlamasıdurumunda H lineer uzayına Soyut Hilbert uzayı, 1 -3 şartlarınısağlanması
halinde de uzaya Üniter Hilbert Uzayıdenir.



3

ÖNCEKİÇALIŞMALAR DEMET ÇANGA

Tanım 2.1.4. ( ],[2 baL uzayı) Aşağıdaki şekilde tanımlanan uzaya ],[2 baL uzayı
denir.

 












 
b

a

dttxtxbaL 22 )(:)(],[

Bu uzay reel ise iç çarpım fonksiyonu

 )(),( xgxf =
b

a

dxxgxf )()(

şeklinde tanımlanır. Burada f(x) ve g(x) reel fonksiyonlardır.

Tanım 2.1.5. (Öz değer, Öz fonksiyon) L sınırlılineer bir operatör olsun. Bu takdirde L
operatörünün tanım kümesinde,

yLy 

olacak şekilde bir 0y fonksiyonu varsa  sayısına L operatörünün öz değeri, y
fonksiyonuna ise öz değerine karşılık gelen öz fonksiyon denir.

Tanım 2.1.6. (O ve o sembolleri)
1) i. z için )1()( Ozf  in manası,  noktasında civarında )(zf sınırlıdır

demektir.

ii. Eğer z )1(
)(
)(

O
zg
zf

 ise bu takdirde  )()( zgOzf  yazılır.

2) i. z için 0)( zf ise bu takdirde )1()( ozf 

ii. Eğer z 0
)(
)(


zg
zf ise bu takdirde  )()( zgozf 

Tanım 2.1.7. (Analitik fonksiyon) Bir )(zf kompleks fonksiyonu kompleks düzlemin
keyfi bir 0z noktasının  komşuluğunun tüm noktalarında türevlenebilirse )(zf

fonksiyonuna 0z noktasında ranalitikdi denir. Ayrıca )(zf fonksiyonu kompleks düzlemin

tüm noktalarında analitik ise )(zf ’ ye tam fonksiyon denir.

Teorem 2.1.8. Eğer ),(1 Lf ise,

g()= dxexf xi




0

)( 

fonksiyonuna f fonksiyonunun Fourier dönüşümü denir. ),(2 Lf olduğunda ise
N>0 olmak üzere;
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dxexfg
N

N

xi
N 



  )()(

yazılır.

Teorem 2.1.9. (Green fonksiyonu)

)()( xq
dx
dxp

dx
dL 






 olmak üzere bir  ba, aralığında

 )(xfyL  (2.1)

homojen olmayan lineer diferansiyel denklem ve

0)()( 21  ayaaya (2.2)

0)()( 21  bybbyb (2.3)

Homojen sınır koşullarıile verilen lineer iki nokta sınır değer problemini göz önüne
alalım. Burada 02

2
2

1 aa , 02
2

2
1 bb  ba , aralığında f ve g sürekli ve 2p nin

türevlenebilir ve aralığın her noktasında sıfırdan farklıolduğunda kabul edilecektir. Bir
),( xG fonksiyonu bulunabilir. Öyle ki (2.1), (2.2), (2.3) ile verilen homojen olmayan

sistemin çözümü

 dfxGxy
b

a

)(),()( 

ile verilir. ),( xG fonksiyonuna Green fonksiyonu denir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. L Operatörünün Özel Çözümleri:

3.1.1. yxqyy )( Denkleminin Çözümleri Hakkında:
Tanım kümesi;

yxqyy )( , x0 (3.1)

diferansiyel ifadesi göz önüne alınsın. Burada q(x) fonksiyonu kompleks değerli bir
fonksiyondur. (3.1) ifadesi ve

0)0()0(  yay  (3.2)

Sınır koşullarının kullanılmasıile ( Ca , ia  , 0a ) ),0(2 L uzayında L operatörünün
tanım kümesi D ile gösterilsin. yD için;

i ) yvar ve mutlak sürekli

ii ) ),0(2 Ly

iii) 0)0()0(  yay 

olsun. Aşikardır ki; ),0(2 LD olur.

L ile ),0(),0(: 22  LLL

olan ve yD için;

)(yLy 
gibi tanımlanan operatörü gösterelim. L ile ilgili olarak

yyL 2)(  (3.3)

0)0()0(  yay  (3.4)

Sınır değer problemini göz önüne alalım. (3.1) denklemine kütlesi 0 olan statik (durgun) q
potansiyeline sahip schrödinger denklemi denir. Şimdi, kabul edelim ki;





0

)( dxxqx (3.5)

koşulunu gerçeklesin. Burada q(x) fonksiyonu ve a sayısıreel olduğu zaman L
operatörünün spektral özellikleri 5 ’ te incelenmiştir.
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Teorem 3.2.

5 koşulunun gerçeklenmesi durumunda (3.1) denkleminin sırasıyla 0Im  ,
0Im  düzleminde

x
im 1).,(  xiexe  

(3.6)

koşulunu gerçekleyen




 


x

xi dttetq
tx

exe ),()(
)(sin

),( 



  (3.7)

şeklinde bir çözüme sahiptir. Bu çözüm sırasıyla 0Im  ve 0Im  da ’nın analitik
fonksiyonudur ve reel eksene dek süreklidir.

İspat:

(3.1 ) denklemi

 


exqee )(2

biçiminde yazılsın.

02 
  ee  homojen denkleminin genel çözümü

xixi ecece    21

biçiminde yazılabilir.

yxqyy )(2  denkleminin genel çözümü ise

xixi excexce    )()( 21

biçiminde arayalım. Buradan;


 xixi excexce  )()( 21

xixi exciexci    )()( 21

elde edilir.

0)()( 21   xixi excexc  (3.8)

olduğunu kabul edelim.

  
)(

))()(())()(()( 21
2

21

xe

xixixixi excexcexcexcixe



 
  
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O halde;

 xixi excexciee
fxq

  


)()( 21
2

).(


olur. Bu eşitlik (3.1) denkleminde yerine yazılırsa

fxqexciexci xixi )()()( 21    (3.9)

olur. (3.8) ve (3.9) eşitliklerinden

1

0

1 )()(
2
1

)( adtetftq
i

xc ti  





(3.10)

2

0

2 )()(
2
1

)( adtetftq
i

xc ti  





elde edilir. (3.11)

Bu değerlerin xixi excexce    )()( 21 denkleminde yerine yazılmasıile

dttetq
tx

exaexae
x

xixi )()(
)(sin

)()( 21 
 






bulunur.

x
im 1).,(  xiexe 

koşulunun sağlanmasıile için 11 a ve 02 a elde edilir. O halde ),( txe çözümü


 


x

xi dttetq
tx

etxe ),()(
)(sin

),( 




biçimindedir. Gerçekten




 


x

xi dttetqtxeitxe ),()()(cos),(   (3.12)




 


x

xi xetqtxxexqetxe ),()()(sin),()(),( 2   (3.13)

ifadeleri (3.1) dekleminde yerlerine yazılırsa

),(),()(),( 2  xexexqtxe  


 elde edilir. (3.14)

Benzer olarak (3.1) denkleminin bir çözümü;
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),(),()(),( 2  xexexqxe  


 olduğunu da gösterebiliriz. (3.15)

Jost Çözümler

Teorem 3.3. Eğer 


dxxqx
0

)( koşulu var ise bu durumda ),( xf  çözümü aşağıdaki

gibi gösterilir.




 
x

tixi dtetxKexf  ),(),( x ,0 0im (3.16)

Burada K(x,t) bir volterra tipi integral denkleminin bir çözümüdür. x ve t’ye göre sürekli
diferansiyellenebilirdir. Bundan dolayı ),( txK  aşağıdaki eşitsizlikleri gerçekler.

)(1)
2

(
2
1

,( xe
tx

txK 


 (3.17)







  tKtxcetxqtxKtxK x

tx 0
2

)
2

(
4
1),(,),( )(  (3.18)

Burada

dttqx
x



 )()( ,  



x

dttqx1 (3.19)

olarak tanımlanır.

İspat:

dttetq
tx

etxe
x

xi ),()(
)(sin

),( 


 


 
 ;(im )0 (3.20)

integral denklemi ile




 
x

tixi dtetxKexf  ),(),( ifadesini göz önüne alalım. Buradan

(3.21)dsdueusKesq
xs

dtetxK
s

uisi

x x

i
















  



 

 




),()(
)(sin

),(
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duusKe
xs

dssqdsesq
xs ui

x x s

si ),(
)(sin

)()(
)(sin 

  
   




 







(3.22)

elde edilir.

1)(
)(

Jesq
xsSin si

x


 



 




 
 

 


x s

si JduusKe
xs

dssq 2),(
)(sin

)( 




diyelim. (3.23)

dteexs

dteexs

xsu

xsu

xs

s

tiui

tisi















)(

)(

2

2
1)(sin
2
1)(sin











(3.24)

ifadeleri sırasıyla J1 ve J 2 eşitliklerinde yerlerine konup integral sırasıdeğiştirilirse

dtdssqedtedssqJ
xtsx

i
xs

x

ti

x 

















 












2

2

1 )(
2
1)(

2
1 













)(

)(

2 2
1

),()(
2
1

xsu

xsu

ti

sx

dteduusKdssqJ  =

= dtduusKdssqduusKdssqe
sxt

stx

sxt

sxt

tx

xx

ti



















 
















 ),()(),()(
2
1

)(

2

)(2


elde edilir. Fourier integralinin gösteriminin tekliğinden;

 


















 

2

)()(2

2

),()(
2
1

),()(
2
1

)(
2
1

),(
tx

sxt

s

sxt

sxt

tx

xtx

duusKdssqduusKdssqdssqtxK (3.25)
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elde edilir.






 

2

0 )(
2
1

),(
tx

dttqtxK (3.26)

 


















 

2

)(

1

)(

1

2

),()(
2
1),()(

2
1),(

tx

sxt

s

m

sxt

sxt

m

tx

x
m duusKdssqduusKdssqtxK . (3.27)






 
0

),(),(
m

m txKtxK olarak tanımlayalım. (3.28)

Teorem 3.2.’ nin ispatına benzer olarak;







 



22

1
)(

2
1

),(

2

0
tx

dssqtxK
tx

 (3.29)

elde ederiz. Yine aynışekilde;









 









du
us

dssqtxK
xst

sxttx
22

1
)(

2
1

),(

2

1  











duusdssq
xst

stx 22
1)(

2
1

2











 

x

dssqs
tx

)(
22

1
 )(

22
1

1 x
tx
 




 



yani;

)(
22

1
),( 11 x

tx
txK  





 (3.30)

elde ederiz. Tümevarım metodundan dolayı

!
)(

22
1

),( 1

m
xtx

txK
m

m


 





 (m=0, 1 ,2 ,…) (3.31)

elde edilir. Son eşitsizlikten ve (3.28) tanımından

)(1

22
1

),( xe
tx

txK  





 elde edilir. (3.32)
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





 







 

 


dssq
tx

e
tx

qtxKtxK

tx

x

x
tx

2
)( )(

24
1

24
1

),(,),( 1 

)(
22

1
24

1
2

2)(
4
1 )()( 11 xtxetxqdsxtssqe x

x

x   






 






 






  


(3.33)

eşitsizliği de kolaya gösterilebilir. Burada Wronskian x’den bağımsız olduğundan

)]1(1[),( oexf xi   ,   xxC ),,0[,

)]1(1[),( oeixf xi   ,   xxC ),,0[,

)]1(1[),( oexf xi   ,   xxC ),,0[,

)]1(1[),( oeixf xi 
   ,   xxC ),,0[,

Bu çözümlerin Wronskiani aşağıdaki gibidir.

),(),(),(),()],(),,([  xfxfxfxfxfxfW  





 ixixioxfxfW 2))](1(1[)],(),,([ 

ya da
 )1(1 oef xi   

 )1(1 oef xi   

),(),(),(),()],(),,([  xfxfxfxfxfxfW  





=
x

im )],(),(),(),([  xfxfxfxf  




= xixixixi eeieie     )(

=  ii 

= i2

0Im  ,  ixfxfW 2)],(),,([  olur. (3.34)
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

4.1 Lemma 4.2. L operatörünün Diskre spektrumu:

q(x)’in bir kompleks fonksiyon ve (3.2) şartınısağladığınıfarz edelim.

yyxqy 2)(  (3.1)

Diferansiyel denkleminin 0Im  ’da 1),0(  ve  a ),0( koşulunu

gerçekleyen ),( x çözümü vardır ve tektir. Bu çözüm nın tam fonksiyonu olup

),(
2

)(),(
2

)(),( 1 




 xf

i
dxf

i
dx  




dekleminde yerine yazıldığında aşağıdaki gibi olduğu görülür.

),()(),()(),(2 1  xfdxfdxi   (4.1)

Burada ),0(),0()(   


 fafd

),0(),0()(1   


 fafd (4.2)

İspat:
),( xf  ve ),( xf  çözümleri sırasıyla (3.1) denkleminin  ’nın analitik

fonksiyonu ve reel eksene dek süreklidir.

),,( xf  ),( xf  çözümleri 0Im  (reel eksen ) üzerinde her bir çözümü olup
lineer bağımsız iki çözümü olduğundan, reel eksen üzerinde her bir çözüm lineer
kombinasyon olarak yazılabileceğinden

),(),(),( 21  xfcxfcx   (4.3)

Başlangıç değerlerini yerlerine yazarak, 0x için

),0(),0(),0( 21    fcfc =1

 afcfc xx   ),0(),0(),0( 21 (4.4)





i

fa
f

c x

2

),0(
),0(1

1 






=



i

faf x

2
),0(),0(


 

yani;


i

d
c

2
)(1

1 
 olur.
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Benzerşekilde;






i

af
f

c x

2

),0(
1),0(

2 






= 


i
ff x

2
),0(),0(


 

=






i
d

i
ffx

2
)(

2
),0(),0(


 

O halde c


i

d
2

)(1
1 
 , c




i
d
2

)(
2 (4.5)

Bu değerleri alıp (4.3) denkleminde yerine yazarsak,

),(
2

)(),(
2

)(),( 1 




 xf

i
dxf

i
dx  


 (4.6)

),()(),()(),(2 1  xfdxfdxi   olur ki burada

),0(),0()(   


 ffd

),0(),0()(1   


 ffd (4.7)

x
im 1).,(  xiexf  ; C

(4.8)

x
im 1).,(  xiexf  ; C

sınır koşullarınıgerçekleyen çözümleri sırasıyla ),(),,(  xfxf  ile gösterilsin.

Burada
C  0Im,:   C

C = 0Im,:   C (4.9)

şeklinde olup, bu çözümler aşağıdaki şekildedir.




 
x

ixi dtetxKexf ;),(),(  0Im  (4.10)
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;),(),( dtetxKexf
x

tixi 


   0Im  (4.11)

burada ,f f çözümleri sırasıyla (3.1) denklemi, ’nın analitik fonksiyonu ve reel
eksene dek süreklidir. Bu çözümler aşağıdaki asimptotik özellikleri gerçeklesin.

 ,)1(1),( oexf xi    ,C x
(4.12)

 ,)1(),( oxiexf xi
x     ,C x

Yine benzer olarak (3.1) diferansiyel denklemi (3.2) sınır koşulu gerçeklemesi
halinde;

x
im ,1),(  xiexg  C (4.13)

x
im ,1),(  xiexg  C (4.14)

Sınır koşulunu gerçekleyen çözümleri g ),(),,(  xgx  ile gösterilsin.

 ,)1(1),( oexg i   
C x  (4.15)

 ,)1(),( oxiexg i
x   

C x (4.16)

Şimdi (3.2) denkleminin kapalıüst çözümleri göz önüne alalım. )',(),,(  xgxf  nın
Wronskianine bakalım.

  ),(),(),(),(),(),,(  xgxfxgxfxgxfW  





Wronksian x’den bağımsız olduğundan sağtaraftan limite geçilirse

 






 




 



 ),(),(),(),(),(),,(  xgxfxgxfxgxfW
x

im

i2 elde edilir.
Lemma 4.2.

q(x)’in bir kompleks fonksiyon (3.2) şartınısağladığınıfarz edelim.

yyxqy 2)(  (3.1)
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Diferansiyel denkleminin 1),0(  ve  a ),0( koşulunu gerçekleyen
),( x çözümü vardır ve tektir.

0 için ),(),,(  xgxf  Im 0 bölgesinde (3.1) denkleminin temel
çözümlerini oluştururlar. Şimdi bundan yararlanarak, (3.1) denkleminin kapalıüst
düzlemde (3.2) sınır koşulunu gerçekleyen çözümü bulalım. Bu çözüm

),(),(),( 21  xgcxfcx   , 0Im  şeklinde aransın.

1),0(),0(),0( 21    gcfc

 agcfc 






  ),0(),0(),0( 21

],[

1

1 








gfW

ga

g

c


= 





i
d

i
gg

2
)(

2
),0(),0( 1







 

(4.17)

 








gfW

af

f

c
,

1

2








i
d

i
ff

2
)(

2
),0(),0(( 







 (4.18)

,
2

)(1
1 


i

d
c









i
d

c
2

)(
2





şeklinde seçilmelidir. Dolayısıyla (3.1) diferansiyel denklemini gerçekleyen çözümü

),0(
2

)(),0(
2

)(),( 1 




 





 


 g

i
df

i
dx

(4.19)





i

xfdxgd
x

2
),()(),()(

),( 1


 
 şeklinde bulunur. (4.20)

Lemma 4.3.

Benzer olarak Im 0 bölgesinde ),(),,(  xgxf  (3.1) denklemini
gerçeklemesi halinde;

)(),0(),0(

)(),0(),0( 1















dff

dgg
olmak üzere (4.21)
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Denkleminin genel çözümleri olup, (3.2) sınır koşulunu gerçekleyen

),(
2

)(),(
2

)(),( 1 




 xg

i
dxf

i
dx 





  şeklindedir. (4.22)

Yine    ixfxfW 2),(),,(  olduğundan 0 için ),,(),,(  xfxf 

0Im  bölgesindeki çözümleri daha önce ispatlamıştık.

Lemma 4.4.

q(x)’in bir kompleks fonksiyon (3.2) şartınısağladığınıfarzedelim.

yyxqy 2)(  (3.1)

Diferansiyel denkleminin 1),0(   ve  a
 ),0( koşulunu gerçekleyen

),( x çözümü vardır ve tektir.

Im=0 olmasıhalinde L operatörünün reel öz değerleri yoktur.

İspat :

Kabul edelim ki;  öz değer ve 0Im  olsun. (3.1) denkleminin temel çözümler

sistemi olan ),( xf  .ve ),( xf  çözümlerini göz önüne alalım. Bu çözümlerin

   ixfxfW 2),(),,( 

olduğundan yine 0 için ),( xf  ve ),( xf  , 0Im  bölgesinde (3.1)

denkleminin temel çözümler sistemini oluştururlar. Bu denklemin keyfi bir ),( xy
çözümü reel eksende

),(),( 21  xfcxfcy   , 0Im 

şeklindedir. ),( xf  ve ),( xf  çözümlerinin daha önce verilen asimptotik eşitlikleri
kullanılırsa aşağıdaki asimptotik eşitlikler elde edilir.

)1(21 oececy xixi   , x ,

),( xy çözümü ),0(2 L uzayından olabilmesi için 021 cc olmalıdır. Buradan
0),( xy olur. Bu ise ’nın öz değer olmasıile çelişir. O halde 0Im  olması

durumunda L operatörünün öz değeri yoktur.
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5.SONUÇ VE ÖNERİLER

5.1. L Operatörünün Resolventi ve Spektrumu

5.1.1. L Operatörünün Resolventi ve Spektrumu Hakkında

A operatörü H hilbert uzayında tanımlanmışherhangi bir operatör ve A’nın tanım
kümesi H içinde yoğun olsun. R ),( A )(A , )(A , ),( Ac )( Ar ile sırasıyla A
operatörünün resolventi, resolvent cümlesi, spektrumu, diskret spektrumu, sürekli
spektrumu ve rezidü ( kalan) spektrumu gösterilsin.

Tanım 5.1.2. Eğer 1)()(  IAAR  operatörü var, sınırlıve tüm H hilbert uzayında
tanımlıise bu operatöre A operatörünün resolventi denir.

Tanım 5.1.3.








 CA  :)( ;









HARD

operatörsıınırlıAR
AR

))((

)(
var)(







Tanım 5.1.4. )(/)( ACA  

Tanım 5.1.5.  .)(:)( yokturACveRAd  

Tanım 5.1.6.








 CAc  :)( ;









HARD

operatörsıınırsıAR
AR

))((

)(
var)(







Tanım 5.1.7.








 CAr  :)( ;









HARD

operatörsıınırlıAR
AR

))((

)(
var)(







xAx  denklemi göz önüne alınsın. (5.1)

Tanım 5.1.2.’den (5.1) denkleminin yalnızca x=0 çözümünün var olmasıhalinde 
sayılarının A operatörünün resolvent cümlesine ait olduğu açıktır. (5.1) denkleminin x0
çözümünün var olmasıhalinde bunlara karşılık gelen ’lar A operatörünün diskret
spektrumuna aittir.
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Teorem 5.1.8.

}0)(,:{}0)(,:{)(    dCdCLd (5.2)

 0,:   imCC

 0,:   imCC

),(),(),( 21  xgcxfcx  

  0),0(),0(,0(),0( 2121 






 


   gcfcgcfc

 

0

1

),0(),0(),0(),0( 21 








 











 

 

    








d

ggc

d

ffc

),()(),()(),(2 1  xgdxfdxi   (5.3)

),()(),()(),(2 1  xgdxfdxi   (5.4)

İspat :

Diskret spektrumun tanımından görülmektedir ki; )(Ld için L operatörünün
resolventi yoktur. Şimdi (4.20) ve (4.22) ifadelerini göz önüne alalım.

),(
2

)(),(
2

)(),( 1 




 xg

i
dxf

i
dx 





 

),(
2

)(),(
2

)(),( 1 




 xg

i
dxf

i
dx 





 

),(),,(  xx  çözümleri sırasıyla C  ve C’de L operatörlerinin L ),0(2  uzayında

çözümü olmasıiçin sınırsız çözümleri başkatsayısıolan d ( )=0 olmalıdır. Buradan

  0)(,;0)(,;)(  



  dCUdCLd sonucu elde edilir. (5.5)

Sonuç 5.1.9.

 sayılarının L operatörünün öz değeri olmasıiçin gerek ve yeter şart C için
d 0)(  veya C için d 0)(   olmasıdır.
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5.2. L operatörünün Resolvent Cümlesi ve Sürekli Spektrumu:

Resolvent kümesi ve L  operatörünün resolventi sırasıyla )(*
 L , (L)ile gösterilir.

Teorem 5.2.1.

a) )()()(   LLL   olsun.





















0)(,0Im:
0)(,0Im:

)(

 

d
d

L (5.6)

ise şimdi biz

  )(0)(,0Im:)(   LdL  

olduğunu gösterelim.
.

b) ),(  L )( LR resolventi bir integral operatörü olup





0

)(),,())(( dttftxGxfR  (5.7)

biçimindedir. Burada Im 0 için

)(

),(),(
),,(1








 

d

tSxf
txG (5.8)

















 

tx
xt

i
xgtf

i
tgxftxG

;
0;

2
),(),(

2
),(),(

0
),,(2





 (5.9)

İspat:

Öncelikle 0im olduğunu farz edelim. a) şıkkının ispatının (5.9) dan elde
edilemeyeceği aşikardır. Bu yüzden ilk önce b) şıkkınıispatlarız.
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b) Öncelikle ispat açık üst düzlem için yapılsın. Benzer olarak açık alt düzlem içinde
yapılabilir. Şimdi (3.1) diferansiyel denkleminin ),,( xf  ),( xg çözümlerini göz önüne
alalım. Bu çözümler açık üst düzlemde (3.1) diferansiyel denkleminin temel çözümlerini
oluşturduklarından teoremin ispatınıyapmak için parametrelerin değişim yöntemini
kullanıldı.

Kabul edelim ki tanım cümlesi f(x) olsun, herhangi bir sonlu kısımda 0’larının
dışında olduğunu farz edelim. L ’nın resolventini bulabilmek ),0()( 2 Lxf olsun.

0)0()0('

)()(" 2





yy

xfyyxqy





(5.10)

homojen olmayan denklemi çözelim.

),( xf  ve g ),( x , (2.1) homojen denkleminin kapalıüst düzlemdeki temel
çözümleri olduğundan

),(),(),( 21  xgcxfcxyc
  (5.11)

eşitliği (3.1)denkleminin bir genel çözümü olarak yazılabilir. (5.10)denkleminin genel bir
çözümü için ise;

),()(),()(),( 21  xgxcxfxcxy   (5.12)

biçiminde aransın. (5.12) ifadesinin türevleri alınıp (5.10) ifadesinde yerine konursa,

),()(),()(),( 21  xgxcxfxcxy   + c ),()(),()( 21  xgxcxfx



  (5.13)

olur. Şimdi,

0),()(),()( 21    xgxcxfxc (5.14)

olduğunu kabul edelim.

),()(),()(),( 21  xgxcxfxcxy





 





  ),()(),().(),(" 21  xgxcxfxcxy ),()(),()( 21  xgxcxfxc




  (5.15)
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olur. Son eşitlik (5.10)’da yerine yazılırsa

)(),()(),()( 21 xfxgxcxfxc 


   bulunur. (5.16)

(5.14) ve (5.16) eşitliklerinden aşağıdaki denklem sistemi elde edilir.

0),()(),()( 21    xgxcxfxc

)(),().(),()( 21 xfxgxcxfxc 


   (5.17)

  igfW 2,  olduğu hatırlanarak, ve (5.17) sisteminin çözümünden;

 








gfW

gxf

g

xc
,

)(

0

)(1 = 


i
xfxgxg

2
)(),(0),(




 

),()(
2
1

)(1 


xgxf
i

xc  (5.18)

  


i
fxfxf

gfW

xff

f

xc
2

0.)(),(
,

)(

0

)(2 





 









),()(
2
1

)(2 


xfxf
i

xc  (5.19)

)(1 xc  ve )(2 xc  ’ in integralleri alınarak;









xx

dttgtf
i

dxxc ),().(
2
1

)(1 
 ve düzenlersek

dttgtf
i

xc
x

),().(
2
1

)(1 


 


 elde edilir (5.20)

dttftf
i

dxxc
xx






 ),()(
2
1

)(2 
 ve düzenlersek

dttftf
i

xc
x

),().(
2
1

)(2 


 



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dttftf
i

xc
x

),().(
2
1

)(2 


 


 elde edilir. (5.21)

Bu ifadelerin

),()(),()( 21  xgxcxfxcy  

denkleminde yerlerine yazılmasıile;

0)0(),0(  yay  şartının sağlanmasıile




 
0

),()(),(
2
1

),(),()( dttgtfxf
i

xgxfxy 









0

),()(),(
2
1

dttftfxg
i


 (5.22)

a 


 
0

),()(),0(
2
1

),0(),0(),0( dttgtff
i

gfy 


 




0

),()(),0(
2
1

dttftfg
i




1 





 











00

),()(),0(
2
1),()(),0(

2
1),0(),0(),0( dttftfg

i
dttgtff

i
gfy 







Eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa



















  

)(

),0(),0(



d

faf +






















  

)(1

),0(),0(




d

gg 0),()()(
2
1

),()()(
2
1

0

1

0

 





 dttftfd
i

dttgtfd
i







),(
2

)(
),(

2
)(

),( 1 




 tf

i
d

tg
i

d
tS 





 olmak üzere; (5.23)




 
0

1 0)(),(
2
1

)()( dttftS
i

dd 




 ve  ’yı(5.22)’ de yerine yazarsak

dttftS
d

)(),(
)(

1

0




 


 , 0 olur.

dttftfxg
i

dttgtfxf
i

dttfxg
d

xf
xy

xx












 
 ),()(),(

2
1

),()(),(
2
1

)(),(
)(

),(
)(

0











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



0

)(),,(),( dttftxGxy  (5.24)

açık üst düzlemi için Green fonksiyonudur. Burada;

)(

),(),(
),,(1








 

d

xftS
txG (5.25)

 ),,(2 txG

















i
tfxg

i
tgxf

2
),(),(

2
),(),(

0








tx
xt

;
0;

(5.26)

),,(),,(),,( 21  txGtxGtxG   (5.27)

şeklindedir.

Lemma 5.2.2.

Benzer olarak aynıişlemler açık alt düzlem içinde yapılabilir. Açık alt düzlem için
Green fonksiyonu;





0

)(),,(),( dttftxGxy  , 0im elde edilir.

Burada

)(

),(),(
1









d

tSxf
G (5.28)


2G


















i
tfxg

i
tgxf

2
),(),(

2
),(),(

0








tx
xt

;
0;

(5.29)

),,(),,(),,( 21  txGtxGtxG   (5.30)

Bu yüzden aşağıdaki eşitsizlik sağlanır.
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)(

)Imexp()(
),,(






d

txxc
txR


 (5.31)

Burada  )0()0(exp)( 1  xcxc ; 0c

Teorem 5.2.3. ),(  için;





Im)(

)(


 
d

C
LR (5.32)

eşitsizliğini gerçekleyen 0C sabiti bulunur. Bu eşitsizlik her bir  için 0Im  ,
 bölgesinde gerçeklenir. Özel olarak resolvent cümlesinin elemanıolmak üzere

),(0  ise bu durumda

0
R olur.

İspat:

Kabul edelim ki; (5.27) ifadesinde ),,(2 txG  =0 olsun, bu durumda










0
),()( xSxgb








xb
bx

;
0;

(5.33)

olarak tanımlanırsa;

 


 dxxSdxxgb

2

00

2 ),()( 

ve dolayısıyla; ),0()( 2 Lxgb olur.

dttStxGdttgtxGxgR
b

bb ),(),,()(),,())(( 1

0

1

0





  

olduğundan

 



  dttS

d
xfxgR

b

b
2

0

),(
)(

),())(( 




2

)(

),(
bg

d

xf








(5.34)

elde edilir. Burada,
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)1(),( oexf xi  

xexf  Im

2
1

),(   

Eşitsizlikleri yerlerine yazılırsa;




 Im2

0

Im2

0

Im2

0

2

Im8
1

Im8
1

4
1),( b

b
x

b
x

b

e
x

e
x

dxedxxf    (5.35)

elde edilir.


 

Im2
2

2
2

Im8
1

)(

bb
b e

d

g
gR 



 

eşitsizliğinden;

22

Im2 



b
b eg

C



 olmak üzere;





Im)(

)(


 
d

C
LR elde edilir. (5.36)

Teorem 5.2.4. ),(  için;





Im)(

)(


 
d

C
LR

eşitsizliğini gerçekleyen 0C sabiti bulunur. Bu eşitsizlik her bir için 0mI  , 

bölgesinde gerçeklenir. Özel olarak  resolvent cümlesinin elemanıolmak üzere
),(0  ise bu durumda

0
R olur.

İspat: Teorem 5.2.3’e benzer olarak yapılır

Tanım 5.2.5. L operatörünün tanım kümesinden alınan bir f fonksiyonu ve L
operatörünün dualinden olan bir g fonksiyoneli için

),(),( *gLfgLf  (5.37)

eşitliğini sağlanıyorsa bu durumda *L ’a L operatörünün adjointi denir.
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Teorem 5.2.6. L operatörünün sürekli spektrumu

),0()( Lc

şeklindedir.

İspat:
)(),0( Lc

olduğu açıktır.

),0(  için; )(LR vardır ve sınırsız olmasıTeorem 5.2.4 ’den aşikardır.
),0(  için;

),0())(( 2 LLRD  (5.38)

olduğu gösterilirse teorem ispat edilmişolur. (5.38) ’i ispat etmek için

),0()( 2  LILR  (5.39)

olduğu gösterilmelidir.

)()(),0( *
2 ILdILRL  

şeklindedir.

)( * ILd  cümlesi IL * operatörünün çekirdeğidir. *L ise operatörünün
adjointidir. (5.39) eşitliğini ispat etmek için aşağıdaki sınır probleminin ancak 0y
çözümünün olduğunu göstermek gerekir.

 yyxqy 2

0)0()0(  yay  (5.40)

(5.40) ile gösterilen operatörün öz değerleri olmadığından

0)( *  ILd 

olur. O halde ,

),0()( Lc

olduğunu gösterir.
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Teorem 5.2.7. ),0[* R olmak üzere; L operatörünün spektral tekilliklerinin cümlesi

   0)(,:0)(,:)( **    dRdRLss şeklindedir.

İspat:

L operatörünün ),(d )(d fonksiyonlarının reel eksendeki sıfırlarının
resolventinin çekirdeğinin kutuplarıolduğu aşikardır. Bu sıfırlarısürekli spektrum

üzerindedir. Kabul eldim ki; 0)(  d ve 0Im  olsun. Bu durumda (3.1)
denkleminin keyfi bir ),( xy çözümü

),(),(),( 21  xfcxfcxy   ; 0Im 

),1(),( Im
2

Im
1 oececxy xx    x

şeklindedir.

),( xy çözümü ),0(2 L uzayında olmasıiçin; gerek ve yeter şart 021 cc
olmalıdır. Bu  ’nın öz değeri olmamaktadır. Aynızamanda resolventin çekirdeğinin
kutbu olduğundan resolvent cümlesine ait değildir. Bu tip noktalara spektral tekillikler de
denilmektedir. Burada  L operatörünün spektral tekilliklerine aittir.

0)( d ve 0Im  olmasıdurumunda da benzer ispat yapılabilir.

Sonuç:

),0()( Lc

   0)(,:0)(,:)(  



  dCdCLd

   0)(,:0)(,:)( **    dRdRLss
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