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ABSTRACT

GL(n, €)General linear matrix group considers two different deformations. One of them is

a deformation and the other one is h deformation. These quantum groups affect on xy=qyx
relations with q plane and xy-yx=hy? relations with h plane. GL(n, €) Quantum

Deformation of general linear matrix group is shown wi th GL,4 (1, €). Features of quantum
groups have been researched in this study. How the conventional matrix groups are
deformed have been touched on and some of the quantum features T" matrix belonging
to obtained GL,(2,C) group has been illustrated. By scrutinizing T' € GL, (2, L) matrix
commutation relations between the components of the matrix have been found out. New
formulas related to quantum determinant of this quantum have been calculated. Also,

adverse of quantum matrix has been researched. It is seen that the deformation parameter
of (T" )™ matrixis g~ and the structure of GL4(2, €) quantum group has been

researched. It is seen that distinctively selected B g matrix provides RqurTgr = T-;rTerq
equation and conventional communication relations. Acquiring a new h deformation from
the obtained GL{n, €) q deformation is among the aims of the study. It deformation of
GL(2,€) has been obtained by using a singular limit of a transformation from a
deformation of GL(2, ). Also, h deformation plane which provides xy-yx=hyZrelation for
components and consists of X vectors. T' = gT g~ transformation of T’ matrix belonging
to GL(2,€) and commutation relations between the elements of T € GLj (2, €) matrix
have been found and arranged for g—= 1 limit. Also, the determinant of T € GL,(2,C)

matrix and adverse formulas have been calculated. And also considering Rq Matrix, Rh
matrix has been calculated for g— 1 limit.
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OzZET

GL(n, €) genel lineer matris grubu iki farkli deformasyon kabul eder. Bunlardan birisi q

deformasyonu digeri de h deformasyonudur. Bu kuantum gruplari xy=qyx bagintisi ile q
diizlemi ve xy-yx=hy? bagintisi ile de h dizlemi tizerine etki eder. GL(1n, €) Genel lineer

matris grubunun kuantum deformasyonu GL, (1, €) ile gosterilir. Bu galismada GL, (2, C)

kuantum grubunun 6zellikleri incelenmistir. Klasik matris gruplarinin deformasyonlarinin
nasil yapildigina deginilmis ve elde edilen GL,4 (2, €) grubuna ait bir T' matrisinin Bazi

kuantum ézellikleri anlatilmistir. Ayrica T" € GL,(2,€) matrisi incelenerek bu matrisin

elemanlari arasindaki komutasyon bagintilari bulunmustur. Bu matrisin kuantum
determinantina ait yeni formiller hesaplanmistir. Ayrica kuantum matrisinin tersi
incelenmistir.(T" )~ Matrisinin deformasyon parametresinin g~ oldugu gérilmis ve
GL4(2,€) kuantum grubunun bilinen anlamda grup yapist incelenmistir. Ozel olarak
segilmis R matrisinin RT3 ' T>' = T2' Ty Ry Esitligi ile bilinen komutasyon bagintilarini
sagladig gorilmustiir. Elde edilen GL(n, €) nin q deformasyonunda yeni bir h
deformasyonu elde etmek calismanin amaclarindandir. GL{2, €) nin q deformasyonundan
bir transformasyonun singiler limiti kullanilarak GL(2, €) nin h deformasyonu elde
edilmistir. ayrica bilesenlerin xy-yx=hy? bagintilarini saglayan X vektérlerinin olusturdugu h
deforme diizlem tanitilmigtir. GL,(2,€) Grubuna ait T" matrisinin T' = gT g~*
donisimiile T € GL;(2,€) matrisinin elemanlari arasinda saglanan komutasyon
bagintilari bulunmus ve g— 1 limiti icin yeniden diizenlenmistir. AyricaT € GL,(2,C)

matrisinin determinanti ve tersine ait yeni formuller hesaplanmistir. Ayrica R ; matrisinden



yola cikarak Ry matrisi tekrar g— 1 limiti icin yeniden hesaplanmistir. Bu ¢alismada GLQ(E}

nin bir alt grubu olan 5U; (2) Uniter kuantum matris gruplari tanitilmistir.

SEMBOL LIiSTESI

GL(n,C) : Genel Lineer Matris Grubu

GL, (n,C): Genel Lineer Matris Grubunun Kuantum Deformasyonu
GL,(n,C): Genel Lineer Matris Grubunun h Deformasyonu

SL(n, C) : Ozel Lineer Matris Grubu

M,(K) : Elemanlan K cisminden alinan Matris Grubu

Dq (T") :T Kuantum Matrisinin Determinanti

Rq (2,0) : Iki Boyutlu Kuantum Diizlem

5U_(2,0): iki Boyutlu Uniter Matris Grubu



BOLUM 1

GiRIS

Kuantum grubu terimi ilk kez V.Drinfeld[3] tarafindan kullanilmistir. GL(2,C) grubu iki

farkl deformasyon kabul eder. Bunlardan birisi Drinfeld/3]in g deformasyonu digeri de

Jordanian [2,4,5,6] '!n h- deformasyonudur. Kuantum gruplari konformal alan teorisi, lineer

olmayan integre edilebilir modeller ve digim teorisi gibi konularda uygulama alani
bulmustur. Bu yapilar, elemanlari komutatif olmayan ve belirli komutasyon bagintilarini

saglayan matris gruplari olarak diistinilebilir.
Bu ¢alismada asagidaki sira izlenmistir.

Bolim 1’de temel kavramlardan bahsedilmis ve klasik matris gruplari hakkinda bilgiler

verilmistir.
Bolim 2'de GL{(2)’nin q deformasyonundan bahsedilmis ve bir T' € GL,(2,€) matrisinin
bazi kuantum 6zellikleri bulunmustur.

B6lim’3 de ise GL(2)’nin g deformasyonundan bir transformasyonun singiler limiti

kullanilarak GL{2)’nin h deformasyonu elde edilmistir.

Calisma boyunca Usli harfler g deforme objelerini gdsterecektir.



A.

TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde Bolim 2 ve Bolim 3 de sikga kullanilacak genel kavramlar agiklanacaktir.

1.1: Tanim
A bos olmayan bir kiime ve (K, +, -) bir cisim olsun.
Asagidaki 6zellikleri saglayan A kiimesine K cismi (izerinde bir vektor uzayi denir.

Her i, v € Ajcin (1,v7) = u @ v ile gosterilen ve vektor toplami denen,



A x A - Afonksiyonu asagidaki 6zellikleri géstersin;

1. Heru,v EAicinu @ v=v @ u (degisme)

2. Heru,v,wE Aicinu @ (v ®@ w) =(u ® v) ® w (birlesme)

3. Heru€Aicinu @ 0, = 0, ® u =u olacak sekilde bir 0, € A vardir (0,, tektir
ve 0,’ye sifir vektor denir)

4, Heu€Aicinu @ u' = u' @ u = 0, olacak sekilde bir &' € A vardir. (1" elemani

tek olup, (—u) ile gosterilir ve 4’ nun negatifi olarak adlandirilir.)

B. Hera €K ve her v € Aigin (&,v7) = a @ v ile gésterilen, skalarle carpim diye adlandirilan

K x A — A fonksiyonu asagidaki dzellikleri gostersin;

5. Hera €K veheru,? EAicna @ (u @v)=(a @ u) @ (a @ v)
6. Hera,bEKveheru€Aigin(la@b) Qu=a@u)® (b ©u)

7. Hera,bEKveheru€Adigna®@ (b @ u)=(a @ b) Qu

8. 1,,K cisminin birimi olmak tizere, Her & € A i¢in 1, @ 1 = u’dur.

AK cismi Uzerinde bir vektér uzayl ise, A’'nin elemanlarina vektér, K’nin elemanlarina

skaler denir.

R Reel sayilar cismi tizerindeki bir vektér uzayina reel vektér uzayi, C kompleks sayilar cismi

Gzerindeki bir vektor uzayina da kompleks vektor uzayi denir.

1.2: Tanim

C, Kompleks sayilar cismi olmak lizere, A, C (izerinde bir vektor uzayi olsun.

Eger her a,b,c € A ve A € Cigin;



a-(b+c)=ab+ac (a+b)-c=ac+bc
Alab) = (Aa)b = a(db)
olacak sekilde bir (a,b) = ab carpma tasviri mevcut ise A’ya bir C cebiri denir.

Eger her a,b, ¢ € A i¢in (ab)c = a(bc) ise A ya asosyatif cebir ve eger @b = ba oluyorsa

A’ya komutatif cebir denir.

Eger A = @ olmak Uzere, her @ € A cin;
ag = a= ea
olacak sekilde bir tek € € A elemani varsa A’ya bir birim elemanli cebir denir.

M,,(K) ile elemanlari K cisminden alinan nxn tipindeki matrislerin ciimlesini gésterelim.
Asikar olarak M, (K) bir vektér uzayidir. Ustelik her 4 € M,,(K) i¢in tanimlanan cebir
sartlari saglandigindan M,(K) bir cebir ve ¢arpimi asosyatif oldugundan bir asosyatif
cebirdir. Ustelik nxn tipindeki I,, birim matrisi de M, (K) cebirine ait oldugundan M, (K},

bir unital cebirdir.

1.3: Tanim

1.3 K € {R,C} olmak lizere M, (K) cebirindeki invertibil matrislerin genel lineer grubunu
GL(n, K) ile gosterelim. Bu durumda GL{(n, K) genel lineer grubu, M,,(K) uzayinin bir

alt cimlesidir.

GL(2,R), M,(R) vektdr uzayindaki invertibil elemanlarin ciimlesidir. O halde;

GL(2,R) = {[i 2],a,ch,dER;ad—bc:ﬁ ﬂ}

olur. Sonug olarak;
GL(n,R) ={A€ M, (R), DetA = 0]

10



GL(n, C) = {4 € M, (C), DetA # 0}

yazilabilir.

1.4: Tanim

GL(n, K) grubundaki determinanti 1 olan matrislerin grubuna 6zel lineer grup denir ve

SL(n,K)ile gosterilir.

SLin,K)={AeGL(n K) Detd = 1}
A € GL(n,C) olmak tizere;
AT ={A*)TveAd- AT =1= AT-A

sartini saglayan matrislere uniter matris denir ve bu matrislerin grubu U(n) ile

gosterilir. U({n) grubunda determinanti 1 olan matrisler 6zel uniter grup adini alr.

11



BOLUM 2

GL,(2) Kuantum Grubu

Bir duizlemin kuantum deformasyonuna kuantum dizlem denir ve Rg(2,0) ile gosterilir.

X'€ R (2,0) ve X' nuin bilesenleri X' = (x",5")" olmak tizere, bu bilegenler;

x'y' = qy'x’ (2.1)

bagintisini saglar.

Bu kuantum diizlemin, dual kuantum diizlemi de R;(0,2) ile gosterilir. ¥' € R;(0,2) ve ¥"

niin bilesenleri ¥' = (8°,¢")" olmak lizere, bu bilesenler;

3?2 — ﬂ:fﬂi:

Bfl{'ﬂf‘l‘ q—lfpfef — D (2I2

bagintilarini saglar.

b

¥
:i’) £ GL(2, €) matrisinin deformasyonu yapilirken;

Buna gore bir T' = (T" ;) = (‘;:

X=TX'veV =T% (2,3)

olmak tzere T' niin matris elemanlariyla X' ve ¥’ vektérlerinin bilesenlerinin komutatif

oldugu kabul edilir.

(2,3) Un birinci denkleminden;

12
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x"ve ¥y ile matris elemanlarinin komutatif oldugu kabul edildiginden;
F=a'dY?+a'd'x v+ by + b'd'y'?
7 =c'a'¥?+d'a'y'x'+ c'b'x'y' +d'b'y'"?

ifadesinden;

a'c’x?+a'd'x'v' +b'c'y'x + b'd'y'i=

o

q(c’a';x': +d'a'yx'+c'bxy + d’b’}-“:}
olur ki karsilikh esitlemelerden;
bn’dn’ — qdibi

ﬂ.n'cn' — qciai

oldugu gorilir. Benzer hesaplamalarla;

a'd'x'y' +q b c'x'y' = qlqg7ld'a'x"y' + ¢'b'x'y")
a'd"+q lb'c'=d'a’ + qc'h’

a'd=d'a"+(g—g 1)b'c

1

a'd' =d'a +rb'c r=q—q°

elde edilir.

(2.3) Un diger denklemini kullanarak benzer hesaplamalar yapilir. Soyle ki;

13



f=a'8"+b'yp G=c'8 +d'y

olmak lzere;

(@'8"+b'p)-(c'8' +d'e)+ g Hc'@ +d'@)-(a'8' +b'p)=0

a'c'd’? + ad'8'@ +bce'e + b'd‘fp’z + q'l{c’a'ﬂ’z + B8 +da'w'd +
d'b'{pfz} =0

a'd'8'p' + b8+ g b8 +d'a'p'd) =0
a'd'8'p' —qb'c'8'¢ + g ic'b'8 9"+ g lqd'a’8 p'= 0
a'd —gb'c'+q c'h'—d'a =0
a'd'=d'a"+(g—g 1)b'c

olur.

Sonug olarak bir T' € GLq(ZJ C) matrisinin matris elemanlari arasinda saglanan komutasyon

bagintilari;

T[]

olmak lzere;
a'b'=qb'a a'c'=gc'a
b'd =qd'b’ c'd =gqd'd (2,4)

14



b'c' =c'b a'd' —qgd'a"=rb'c

seklindedir.

Simdi elemanlari (2.4) bagintilarini  saglayan T’ kuantum matrisinin  kuantum
determinatlarini bulalim. Eger T' niin @" elemaninin tersi varsa, bu T' matrisinin bir ayrisimi,

Crout redaksiyonu kullanilarak,

r=|% o]
¢ d'—c'(a) ] lp 1

seklinde yazilabilir. Buna gére; ikinci matrisin determinanti 1 oldugundan, T kuantum

matrisinin determinanti (2,4) bagintilari yardimiyla;

Dg(TY=a'(d"—c'(a")"1h")
=a'd —qc'd’ (2,5)
=d'a"+ (g —q )bc—gc'd’
=d'a'—q 1V (2,6)
seklinde bulunur.

Tanim: Sabit g- parametresi ile (2,4) seklinde g- komutasyonu bagintilarini saglayan ve

kuantum determinanti sifirdan farkli olan bitin T" matrislerinin olusturdugu grup

GLq(EJ C) ile gosterilir. Bu gruba, kuantum grubu ve T’ matrisine de q parametreli

(kuantum) matrisi denir.

Not olarak, her i, j =1,2 igin;

15



T Dq(T’)= Dq(T")- T':; (2,7)

dir. Yani Dg(T’'), T'matrisinin tim elemanlari ile komutatiftir. Bu (2,4) bagintilari

kullanilarak bulunabilir.

Séyle ki T';; matrisinde i = j = 1 alarak;

a'-Dg(T') = Dgq(T')- a’ oldugunu gosterelim. (2,5) ve (2,6) esitliginden;
a'-(d'a"—q c'h)=(a'd" —gc'b")-a'
a'd'a"—g la'c’h'=a'd'a"—gc'b'a’
g la'c'h = gc'b'a’
c'a'b’ =qc'b'a’
gc'b'a'=qc'b'a’
olur ki bu esitligi T" matrisinin diger matris elemanlariyla da kolaylikla bulabiliriz

Simdi T' € GL, (2, Clolmak iizere, T' matrisinin kuantum tersini bulalim.

T-(T)r=1=(T)1-T

[a’ b’] . [j y’] _ [1 0
¢ d S 0 1
a'x'+b'z' =1 a'y'+b't'=0
c'x'+d'z'=0 c'yv'+dit'=1

16



olur.
ca'x"+c'b'z' =¢' gc'a'x'+gqc'b'z" = gc'
a'c’'x'+a'd'z' =0 gc'a'x'+a'd'z'=0
chbl'zl' _ aidfzc' — qcf
(qcibf_a.ddf}zn'z qcf

ger

—Dq(TV)

z = —qc[Dg(T")]™*

olur ki ters matrisin diger elemanlari benzer islemlerle bulundugunda ters matris.

_ _ d’ —q‘l]
fy—1_ -1,
(T)*=[Dq(T)H] "+ | o (2,8)

seklinde bulunur. O halde (T") ! ters matrisinin deformasyon parametresi g ~* olup,

(T")™* € GL,-+(2,C)dir. Dolayisiyla GL,(2,€) kuantum grubu bilinen manada grup
degildir, GL,(2,€) kuantum grubu, Dg(T') =1 segmekle SL,(2,€) grubuna indirgenir.

5L, (2,€) kuantum grup yapisina sahiptir.

Not olarak 6zel segilmis;

17



g 0 0 0
0 1 —r 0 _
Ra=10 o0 1 0 r=q—qt (2,9)
0 0 0 g1
olmak lzere;
Rq,'T,' =T;'Ty'Rq (2,10)
seklinde ifade edilebilir. Burada;
r [} -l ﬂ
n=rer=[% "]el;
ad 0 B D
_10 a 0 ¥
- Ci {] di D (21113)
0 ¢ 0 4
-l ﬂ an’ bi
TE:I@T_[:J 1]'8’[5* d’]
a B 0 0
e d 0 0
- ﬂ {] ﬂ,’ bi (2I11b)
0 0 ¢ 4
dir. Buna gore;
a” &b ba b7 a” ba a'b b
e'c a'd b b'd c'a da b 4d'b
Tj-szf = Cn’aﬂ Cﬂbc’ dﬂa.c’ dﬂbi ve T;T{ = ﬂicﬂ bn’cc’ ﬂﬂdc’ bﬂdi
Cf: Cidi dfcd di"z Cf: dici Cidd di"z

18



_1 |.2

L g
a'c —rca
RqT,T; =

c'a

g ic'”

q
q—lcl'ai'
q—laﬂcn’

g tc”

T!T/Rq =

q—la_dbi q—lﬂibi q—lbiﬂ
a'd —rc'd b'c'—rd'a b'd—rdb

Cn’bc’ dn’af dn’bf

g idd’ g~ td'c’ g~ td"”
B'a a'h' —rbh'a' q—lbﬂﬂ
d'a’ c¢'b'—rd'a g~ td'h’
b'c a'd —rb'c’ g ib'd’
d'c cld — rd'c q—ldﬂﬂ

Olup, Bu esitliklerin (2,4) bagintisini sagladigi goraldr.

19



BOLUM 3

GL,(2) nin h-deformasyonu

3.1. R,(2,0) h Deforme Diizlemi

R
'l -

Bu kisimda B6lim 2’de tanitilan kuantum dizlemler kullanilacak, g = [ q—l] singller
0 1

transformasyonu ile ¢ = 1 limitinde h-deforme duzlemler elde edilecektir.
XH=GQERﬂzm

Y' = (ir) € Rq(0,2) olmak tizere q = 1 limitinde singiiler;

R
g= [1 E] (3.1.1)
0 1
matrisiyle,
X =gX, ¥V =g¥ (3.1.2)

esitliklerini tanimlayalim. Bu durumda yeni

=() e r=()

vektorlerinin bilesenleri,

x'=x + _}:- }.‘ = }-‘ (3.1.3)

- o r
=8+ q_lfp o 7 (3.1.4)

olup, asagida yazilan bagintilari saglar.

20



xy = qyx + hy? (3.1.5)

8% = hpf, @?=0, Bp +q Lpf =0 (3.1.6)
Ornegin;
'y =(x+ ﬁ}-‘} -y (3.1.7a)
yix'=y-(x+ ﬁ}-‘} (3.1.7b)
olup,

x'y" = gy'x" oldugundan

(—"f + ﬁ}) y=qy(x+ ﬁ})

h k

xy+——y? =qyx+q )
. .
Xy =qyx+q 5yt -y
= avx + h 2(g —1)
Xy =qgyvx q—l}. q

xy = gyx + hy?
cikar ki bu (3.1.5) bagintisini verir.
'@+ q 1¢'8 = 0 oldugundan
LI -1, . Ry
(E+q—1fp) tﬂ+f¢‘ A (E+q—1w)_
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R 2 -1, at o 2_
Efp+q_1fp + g tpd+ .i’zq_lfp = 0 olup,

B + g~ Ll = 0 gikar ki bu da (3.1.6)’daki bagintilari saglar. Simdi g = 1 limitinde;
xy = yx + hy? (3.1.8)

By + @8 =0, @?=0, 8% = hed (3.1.9)

bagintilarini elde ederiz.

3.1.1 Tanim: Bilesenleri xyv =yx + hv? bagintilarini saglayan X=(§_) vektorlerinin

olusturdugu diizleme h- deforme diizlemi denir ve Ry (2,0) ile gosterilir. Benzer sekilde

bilesenleri

-
&

Bp+98 =0, o*=0, B2 =hpf bagintlarini saglayan Y = (i) vektorlerinin

olusturdugu (dual) diizleme de h- deforme (dual) diizlem denir ve R (0,2} ile gosterilir.
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3.2. h- Deformasyonu

GL,(2) tzerindeki (3.1.2)'ye tekabiil eden transformasyon
T'=gTg™?! (3.2.1)

olsun. T" ntin matris elemanlari

] 5

Py R
MR

isleminden

a1 ‘ (3.2.2)

seklinde bulunur. Bulunan bu ifadeleri (2.4) geregince diizenleyelim.

a'b' =ab +La(d —a) — R ac+——ch + R cld —a) — R c?
- g—1 : (g—1)2 g—1 (g—1)= (g—1)&

Pt O S R S :l
b'a' = ba + q_lfd ala P ca+ q_lbc + |:q_1}z(d alc 5:¢
(3.2.3a)
a'c’ =ac+ ;lcz
) (3.2.3b)
c'a’ = ca +——c?
g—1
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b“c’=bc+ifd—a]c— B _ g2
-1 (g—1)?

c'b = ch+——c(d—a)— i czl
g-1 (g-1)%

hz z

(3.2.3¢)

(3.2.3d)

Pat g BT _ _ __*r
b'd'=bd q_lbc+q_1(d a)d (q_ﬂzfd alc z

_ﬂzﬂi

hE a
T ° ]

F T B PR S S R r o B S oy
d'h' =db q_lcb+q_1d(d a) I:q_ﬂzc(d @)

olur. (2.4) bagintisinda

ﬂ.n'cn' — qciai

oldugundan (3.2.3b)’deki esiti yerine yazilirsa

h

ac +

q gh o
c-=gca + e
g-1 g-1

k

ac = gea +—c(g—1)

g—1

ac = gea + he?

elde edilir.

c'd" = gd'c’ile (3.2.3f) deki esiti yerine yazilirsa

h q gh o
cd — c° = gdc— c-
g—1 g—1
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cd = gqdec + :cz(i —q)

q
cd = gdec — he? (3.2.4b)
sonucu gikar.

b'c" =c'b'ile (3.2.3d) esiti yerine yazildiginda

z

be + ﬁ(d —alc— E;;zcz = ch+ ﬁc(d —a) — Eq'?illl‘ 2
olur. Buradan
bec=ch+ i(ca’.— ca —dc + ac)
(3.2.4a) ve (3.2.4b) esitlikleri yerine yazildiginda
bc =chb+ hidc + ca)
veya
bc = cb+ g Yh{cd + ac) (3.2.4¢)

Sonucu gikar.

a'd'—d'a"=rb'c"ile (3.2.3c) ve (3.2.3d) ifadeleri yerine yazildiginda

z I
3

ra

2 h h b
——— ¢ —da+ —ca——dc+ - c
g-1 g-1 (g-11 g-1 g-1 (g—1p

olup;
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—dat+ 2 (ca— _de) = ¥t P (d—a)e——T 2
ad da+q_1(ca ac + cd —dc) = . (bc+q_1(d alc ,:q_ﬂz'fj

veya

ad = da +rbc+§dc— hgca — hc? (3.2.4d)

sonucu gikar.

a'b’ = gb'a’ile (3.2.3a) yerine yazilirsa

ab+—"ald —a) - ——ac+ 2—cb +—— c(d — a) ——— c2

T g1 (g-1)2 g-1 (g—1)2 -1)2

= gba +q—h(d—a}a— cli ca+-be + ar’ (d—a)c— i c?
© o g-1 " (g-1)*® g—1 (g—1)2 (g—1)%

olur ki, ortak paranteze alindiginda;

ab = gba — ha’+ had — hqbc — h%cd (3.2.4¢e)

sonucu gikar.

b'd' = gd'bile (3.2.3e) yerine yazildiginda

R R RT R RE -
bd — ;bc + ;(d —a)d — (q-ﬂﬂfd —alc— .:q._l;.z'ﬂi + s
—gdb— "L b+ L d(d —a) — R cld—a) — L B P B
9 g-1 g-1" (g-1)2 (g-1) (g-1)%
olur ki ortak parantez alindiginda
bd = qdb + hd? — had + hqch + h%cd (3.2.4f)
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sonucu gikar.

(3.2.4a-f) bagintilari ¢ = 1 limiti icin sirayla yazildiginda

ac = ca + hc? (3.2.5a)
cd = dec — hc? (3.2.5b)
bc = cb+ hicd + ac) (3.2.5¢)
ad = da + hdc — hca — h?c? (3.2.5d)
ab = ba— ha® + had — hcb — h*cd (3.2.5¢€)
bd = db+ hd?— had + hcb + h%cd (3.2.5f)

bagintilari bulunur.

Simdi ise matrisin determinantini (2,5) deki

D'=a'd — qcaba

formiiliine gore hesaplayalim.

(3.2.3c) ve (3.2.3d) formiillerine gore;

c? —qcb——c(d— }+ 1}1 c?

g-1 g-1 -1

D' —ad—qcb+—(cd ch+qca—ac}+ ﬂzch*—c]

D’ —ad—qcb+—(cd ch+qm—ac}+ c(q 1)

ifadesinde gerekli diizenlemeler yapilirsa;
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D' = ad — qcb — hed (3.2.6a)
Bagintisi ¢ikar. Bulunan bu determinant da g — 1 limiti icin yeniden yazilirsa
D, =ad — ch— hed (3.2.6b)

Sonucu gikar.

Matrisin determinanti bu kez de (2,6) daki D'=d'a’'—g 1b'c’ formiliine goére
hesaplandiginda

i) hZ
ca + de

D'= da — — —c
g—1 g—1 (g—1)°

. h
2 q‘l(bc+m(d —a)c

-

h* i
R

olur ki, gerekli dizenlemeler yapildiginda;

D' =da— q hc+ hg~tdc (3.2.6¢)
bagintisi ¢ikar. @ = 1 limiti i¢in yeniden yazilirsa;

D, =da—bc — hdc (3.2.6d)
sonucu gikar.

T € GL,(2) ise T matrisinin tersini bulalim.

a b] x ¥y _[1 0

[c d]' L :] ~lo 1]

ax +bz=1 ay +bt =10
cx+dz=10 cevy+di=1

ifadelerinden islemler yapildiginda
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d+ch —b+hd+hZ®c—ha

T-1— Dp Dy
o a—hc
Dp ]

veya

1 _pn-1[d+ch —b+hd+ h?c—ha
I =D [—c a— hc ]

olarak bulunur.
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3.3. Uniter Kuantum Gruplar:

SU,(2) , GL,(2) nin alt grubu olmak iizere bu grubun matris eslenigini
inceleyelim. SU_(2) uniter kuantum grubu olmak tizere; 4 € SU (2) ve A", A matrisinin

matris eslenigi ise,
* T _ _
A4 =1ve D (4)=1

bagintilarini saglasin.

olur. Bu durumda;

a =d
b'=—q'c
¢ =—qgb
d" =a

¢ikar. Boylece

alabiliriz. (2,5) ve (2,6) dan
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D, (A)=ad —qcb ve D, (A)=da- g'ch oldugundan
aa* +q¢’bb" =1=a’a+b’b
Bagintilarini yazariz.Bu bagintilar yardimiyla,
aa* —q’a’a=1-q" olurki
b'b=1-a"a
=g (1-aa’)

olarak bulunur.
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3.4. R;, Matrisinin Elde Edilmesi

Bolim (2.9) da tanimlanan R" matrisi

0
—r
1
0 g1

Rl’

olmak lzere;

==
oo RO
oo o

Rl’TlfT":f — T:lele'

idi. Bu denklemde T' = gTg~* oldugu kullanilirsa;

R-(gTg'®1)- (1 @gTg ) =01 ®gTg 1) -(gTg 1 @1)-R'

R'-(gTg™* @ gTg ) =(gTg ' @gTg )-R

R-(g@g)-TA®T)-(g7'@g ) =(g®g)-(TOT)- (g7 ®g1)-R

(g®g) 1R -(g®g)-TOT=(TAT)-(g®g) R -(g®g)

olup;

Rrg=(9®g) R -(g®g)veR, =limgy Ry g

ifadesinden

R,-(T@®&D-(I®T)={@T)-(TAI)-R,
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R,IiT; =T;T1 Ry,

bulunur. Burada;

-1 _k o,
1 q
_ -1 ' _ 1 '
Rrg=(g®g)™ ' R -(g®g) = 0 1
0 0 0
olup;
1 —h h h®
. 0 1 0 —h
Rh = llmq_;,l Rth = 0 0 1 h
0o 0 0o 1
elde edilir.
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BOLUM 4

SONUGCLAR

Bu calismada Genel Lineer Matris Grubunun diizlemler iizerine olan etkisi incelenmistir. Bir
T € GL, (2, C) secilerek bu matrisin kuantum Ozellikleri ispat edilmistir. Ayrica bu Matrisin

elemanlar1 arasinda komiitasyon bagintilar1 bulunmustur.Matrisin determinantina ve tersine
ait yeni formiiller hesaplanmustir. Ayrica matrisin tersinin grup yapisi incelenmistir. Daha
onceki ¢aligmalarda 6zel olarak secilmis R o matrisinin bulunan bir esitlik ile komutasyon
bagntilarini sagladigs ispat edilmistir .Ayica T € GLy (2, C) matrisi se¢ilmis ve bu matrisin
elemanlar1 arasinda komutasyon bagintilar1 bulunmustur. Bulunan sonuglar q— 1 limiti igin
yeniden diizenlenmistir. Bu matrisinde determinantina ve tersine ait yeni formtiller
bulunmustur.
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