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OZET

Bu tezin ilk boéliimiinde Finans Matematigine giristen, Bono ve Hisse senetlerinden ve bun-
larin degisimlerini inceleyen tek periyotlu modellerden, ¢ok periyotlu modellerden ve finans
tiirevlerinden bahsedecegiz. Ikinci béliimde ise Siirekli modellerden, Brown hareketinden ve
ozelliklerinden, Stokastik integral ve ozelliklerinden, Ito kuralindan, Black-Scholes modelinden

ve Siirekli zamanl faiz oranlarindan bahsedecegiz.

Diger boltimlerde ise genel olarak Avrupai ve Amerikan opsiyonlarimin fiyatlandirmasi igin CRR
modelinden ve bu modelle Black-Scholes modeli arasindaki iligkiden, siirekli zamanli tam market
modellerindeki opsiyonlardan, Arbitraj yontemiyle alim ve satim opsiyonlarindan bahsedilecek
ve faiz oram modelleri ve 6zellikleri anlatilacak, ilgili teoremler iizerinde durulacak ve bu teo-
remlerin ispatlar1 yapilacaktir. Ozellikle Avrupai opsiyonlarin fiyatlandirmas: icin Martingale

Metodu ve Monte Carlo simiilasyon yonteminin Matematiksel Finansa uygulanigi anlatilacaktir.

Son boliimde ise tam olmayan marketlerdeki rassal faiz oranli Avrupai opsiyon fiyatlandirma
problemi ele alinip bu opsiyonun fiyatlandirmasi Monte Carlo simiilasyonu kullanilarak elde
edilecektir. Ayrica hisse senedi igin kullanilan Black-Scholes modelinin ve faiz orani igin kul-
lanilan CIR faiz oram modelinin baz parametreleri i¢in duyarlilik analizleri yapilacaktir. Ve

ilgili duyarlilik analizleri grafikler ve tablolar yardimiyla yorumlanacaktir.
Anahtar Kelimeler : Matematiksel Finans, Martingale Metodu, Monte Carlo Simiilasyon

Yontemi, Black-Scholes Modeli, CRR (Cox-Ross-Rubinstein) Modeli, Arbitraj, Avrupai ve

Amerikan Opsiyonlar.
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APPLICATIONS OF MONTE CARLO SIMULATIONS AND
MARTINGALE METHODS TO MATHEMATICAL FINANCE

SUMMARY

In the first chapter, we consider Bond, Stocks, Single-Period models, Multiperiod models and
Derivatives. In the second chapter, we also consider Continuous-Time Models, Brownian Mo-
tion and its properties, Stochastic Integral and its properties, [t6’s Rule, Black-Scholes Model

and Continuous-Time Interest Rates.

In other chapters, we generally consider CRR model for pricing of European and American op-
tions, and we consider relations between this model and Black-Scholes model, continuous time
model for options at the complete markets. We also consider arbitrage relationships for call
and put options; Put-Call parity, and interest rate models and their properties. Furthermore,
we present some related theorems and prove them. In particular, we explain how Martingale
method and Monte Carlo simulations method are used pricing of the European options in

Mathematical Finance.

In the last chapter, we present the problem which is pricing of the European options in incom-
plete markets with random interest rate. We solve this problem by Monte Carlo simulations.
In addition, we also provide sensitivity analysis of some of Black-Scholes and CIR models pa-

rameters. Finally, we interpret results of those analysis by using figures and tables.
Keywords : Mathematical Finance, Martingale Method, Monte Carlo Simulation Method,

Black-Scholes Model, CRR (Cox-Ross-Rubinstein) Model, European Options, American Op-

tions.
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BOLUM 1

GIRIS

Bu tezde amag finans piyasasinda karsimiza gikabilecek olan standart veya daha kompleks
opsiyonlarin her iki tarafin {izerinde anlagtigi market fiyatini bulmak olacaktir. Bu fiyat1 be-
lirleyebilmek i¢in martingale teknikleriyle, ele aldigimiz opsiyon i¢in bir matematiksel ifade
elde etmek gerekmektedir. Bu elde edecegimiz ifadenin eger varsa analitik ¢ozlimiinden, yoksa

niimerik ¢oézlimiinden ve bu ¢6ziimiin 6zelliklerinden bahsedilecektir.

Finans piyasalarinda marketler, tam olan marketler ve tam olmayan marketler olmak iizere
ikiye ayrilmaktadir. Eger {izerinde caligtigimiz market tam ise yukarida bahsettigimiz mate-
matiksel ifadeyi elde etme garantisi s6z konusudur. Bunun nedeni ise tam marketin olusum
esaslarindandir. Daha acik bir ifadeyle tam marketin baglica 6zelliklerinden biridir. Bunun
anlami tam marketlerde alici da satici da yani kisaca iki tarafta aymi fiyatta bulusabiliyorlar
ve anlagabiliyorlar demektir. Ayrica tam marketlerde; arbitraj denilen eg zamanh alim satim
durumu, herhangi bir bankaya para transfer iglemi v.s i¢in bir 6deme, kisa vadeli satig veya
bor¢lanma durumu s6z konusu degildir. Bu saydigimiz 6zelliklerden arbitraj durumunun olusa-

bilmesi i¢in markette agagida belirttigimiz kosullarin saglanmasi gerekmektedir.
X%0)=0, X%T)>0, PX’(T)>01>0, T>0

( 6: alig veristeki stratejiyi, X°(¢): t zamanindaki sermayeyi ve P : olasiligi gostermek iizere )

Finans piyasasinda ele alabilecegimiz opsiyonlar Avrupai opsiyonlar ve Amerikan opsiyonlar
olmak iizere ikiye ayrilir. Bu iki opsiyon cesidinin baglica 6zeliklerinden kisaca bahsedecek
olursak; Avrupai opsiyonlar aliciya sadece kontratta yani {izerinde anlagilan tarihte opsiyonu
alma veya satma hakki tanir. Fakat Amerikan opsiyonunda ise boyle bir kisitlama sézkonusu
degildir. Iste bu 6zellikler dahilinde Avrupai opsiyonlar olarak bilinen bazi opsiyonlar icin
tiim terimlerin sabit oldugu veya rassal olmayan parameterler altinda bu kontratin fiyati i¢in
matematiksel ifade olan ve finans marketlerinde herkes tarafindan bilinen Black-Scholes formiilii
denilen agik ifade vardir.

Ayrica hisse senetleri icin kullanacagimiz Black-Scholes modeli agagidaki gibidir :

dS(t) = S(t)udt + S(t)odW(t), S(0)=s



Bu model Samuelson’un 6grencisi olan Robert C. Merton tarafindan 1960 'in sonlarinda ve 1970’
in baglarinda geligtirilmistir. Bu model ayni zamanda Fischer Black ve Myron Scholes’un 1973
yilinda yayinlanan makalelerinde de kullanilmigtir. Bu ¢alisma sayesinde Robert C. Merton ve
Mgyron Scholes 1997 yilinda ekonomi dalinda nobel 6diiliinii almiglardir. Fakat bu dénemden
once 1995’te Fischer Black hastalanip 6ldiigii igin 6diiliini alamamigtir. Ayrica bu model op-
siyon fiyatlarinin bulunmasinda kolaylik saglasa da gercek marketlerde pek kullamilmaz. Cilinkii
bu model az parametreli ifadeler i¢in giizel sonuglar verse de parametre sayisim artirdigimizda
benzer gekilde giizel sonuglar1 elde etmek oldukga giictiir. Bu yiizden gergek marketlerde bu
model sadece fikir vermesi agisindan kullanilabilinir. Bu modeli tezimizin sonraki béliimlerinde
ayrintili olarak ele alacagiz. Ayrica bu model bazi kaynaklarda Merton-Black-Scholes modeli

olarak ge¢mektedir (bakimz [1]).

Daha 6nceden de ifade ettigimiz gibi tam marketlerde karsimiza cikacak problemlerin ¢oziim
garantilerinin olmasinin en énemli nedeni her kontrat i¢in mutlaka o kontrati kargilayabilecek
bir portféy olugturabilmenin miimkiin olmasidir. Ayrica tezimizde tam marketlerde standart
opsiyonlarin yanisira daha karmagik olan egzotik opsiyonlardan da bahsedecegiz. Fakat egzotik
opsiyon olarak bilinen opsiyonlu kontratlarda ¢éziim bulmak oldukga zordur. Gergek marketler
tam market olmadigindan bu ¢éziimler ¢ok daha karmagik olabilir. Marketin tam olmamasini
saglayan bircok neden olabilir. Bu durumda iki taraf i¢in de mutabik kalmman fiyat olmaya-
bilir. Bunun nedeni ise iki tarafin da farkl gartlar altinda durumlarini degerlendiriyor olmasin-
dandir. Sartlar ayni olsa bile mutabik kalinacak fiyat: bulmak oldukga zor ve zahmetli iglemler
gerektirir. Yani bu yilizden tam olmayan marketlerde iki tarafin da mutabik kalacag: fiyati
verecek matematiksel ifadeyi analitik olarak ¢ézmek genelde miimkiin degildir. Bu matematik-
sel ifadenin bazen niimerik olarak Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler(KTDD) yardimiyla
¢Ozlimii olabilir. Fakat KTDD’lerin yiiksek boyutlu problemlerde ¢oziimiine ulagmak oldukca

zor oldugundan simiilasyon temelli olan Monte Carlo yontemini kullanacagiz.

Monte Carlo simiilasyon yontemi, Avrupai opsiyonlarmin fiyatlarim hesaplamak igin kolay ve
¢ok kullanilan esnek yontemlerden biridir. Benzer sekilde Monte Carlo simiilasyon y6ntemi
Amerikan opsiyonlarimin fiyatlandirilmasinda da kullanilabilinir. Fakat bu durum Avrupai
opsiyonlardaki durum kadar kolay degildir. Tezimizde bu ydntemi Avrupai opsiyonlarimin
fiyatlandirilmasinda kullanacagiz, diger durumlara deginmeyecegiz. Ayrica bu yontem bazi
ozel fiyatlandirma problemlerinde degisken sayisinin arttigi durumlarda daha verimli olmak-
tadir. Bunun nedeni ise degigken sayis1 arttiginda bilgisayar destekli hesaplamalar yapilirken
diger bir¢ok metodlarda hesaplamalar degisken sayisina bagli olarak iistel olarak artarken Monte
Carlo simiilasyon yonteminde lineer olarak artmakta ve béylece zaman kaybi en aza indirilmek-

tedir (bakiniz[13]).



Bu tezde Avrupai opsiyonlarin tam olmayan marketlerdeki fiyatlarinini bulmak i¢in Monte Carlo
simiilasyon yontemini kullanirken opsiyonlarin fiyatlandirmasi i¢in Black-Scholes modelinin P*

martingale 6lciisti altindaki
dS(t) = S()r(t)dt + S(t)osdWi(t), S(0)=s

dinamigini kullanacagiz. Ayrica marketimiz tam olmadigindan opsiyon fiyatini bulurken faiz
oranini temsil eden r(t) rassal olarak degigecektir. Rassal faiz oram igin Cox-Ingersol-Ross
tarafindan yaklagik olarak 6 yillik bir calisma sonunda bulunan ve geligtirilen ve birgok kaynakta
CIR faiz oran1 modeli olarak adlandirilan modeli kullanacagiz (bakimz [2]).

CIR faiz orani modeli agagidaki gibidir :

dr(t) = a[b — r(t)]dt + op/r(t)dW (t)

Bu tezde opsiyon fiyatlarint Monte Carlo simiilasyon yéntemiyle bulurken, CIR faiz orani mo-
delindeki a ve b’nin pozitif oldugu durumlar altinda iglemler yapacagiz. Ayrica bu modelde r(0)
yani baglangictaki faiz orani eger 0 ’dan biiyiikse rassal olan faiz orani hicbir zaman negatif
degerler alamayacaktir. Ayrica 2ab > o2 sart1 saglaniyorsa faiz orani olan r(t), her t igin pozitif
olacaktir. Bu modeli tezimizin sonraki boliimlerinde ayrintili olarak ele alacagiz.

Ayrica tizerinde galigtigimiz market tam market olmadigi i¢in CIR faiz oran1 modelindeki W(t)
ve Black-Scholes modelinin P* dlgiisii altinda elde ettigimiz yeni modelde belirttigimiz W7 (¢)

arasinda korelasyon vardir. Bu korelasyonu ifade eden stokastik diferansiyel denklem :

AW = pdW7 (t) + /1 — p2dWs(t), (p# £1)

Monte Carlo Simiilasyon yontemini kullanirken bu stokastik diferansiyel denklemi de g6z 6niinde
bulundurmamiz gerekmektedir. Biitiin bu kosgullar altinda ele alacagimiz problemin Monte
Carlo simiilasyonu i¢in gerekli matlab kodlarni yazip, sonuglari grafiksel ve niimerik olarak
elde edecegiz. Bu sonuglarin yam sira bazi model parametreleri icin de duyarlilik analizi yapip

analiz sonuglarini da tezimizin son boliimiinde ayrintilariyla ifade edecegiz.



BOLUM 2

FINANS MATEMATIGINE GIRIS

Finans marketlerinde yatirmmer elindeki paray: en iyi sekilde degerlendirmek ister. Iste bu yiiz-
den mevcut sermayeyi hangi oranda, nereye ve ne kadar yatirmasi gerektigini bilmek ister.
Bu durumda konuyla ilgili uzmanlardan gerekli yardim alinmasi gerekliligi kaginilmaz olur.
Bu konularda uzmanlarin izleyecegi yontemler matematiksel finansin asil konularmindandir.
Matematiksel finansta; elimizdeki yatirim araglarinin ekonomik ve finansal acidan en verimli
olarak kullanilabilmesi temel amaglar arasindadir. Bu yiizden mevcut sermayeyle yatirim yap-
mak istedigimizde kargimiza bir¢ok segenek cikmaktadir. Genel olarak bunlari Finans Yatirim
Araclar1 ve Kontratlar baghg: altinda toplmak miimkiindiir. Bunlar da kendi aralarinda sabit

gelir getirenler, bonolar, tahviller, hisse senetleri, kontratlar, opsiyonlar ve finans tiirevleri

FINANS YATIRIM ARACLARI VE
KONTRATLAR
SABIT GETIRISI OLANLAR OPSIYONLAR

BONO BANKA HESABI Standartopsiyonlar Egzonk
(alim, satim ) opsiyonlar

olarak ayrilabilmektedir.

Sekil 2.1: Finansal Yatirim Araglar1 ve Kontratlarin Simiflandirilmas:

Ayrica yatirimer sermayesinin bir kismini hisse senedine bir kismini da sabit getirisi olan ve
risksiz olan bonoya yatirabilir. Bu durumda hisse senedine yatirdigi miktarin riskini mini-
mize etmek icin o riske kargi kendini giivenceye almak yani kendi portfdyiinii kendi yapacagi
farkli yatirimlarla sigortalamak ister. Iste bu béliimde bono, hisse senedi ve bunlarm modelleri
iizerinde ozelllikle de ayrik zamanli modeller iizerinde duracagiz. Siirekli zamanli modelleri 3.

béliimde ele alacagiz.



2.1 Bono ve Hisse Senetleri

Bono, alicisina 6nceden hesaplanmig belirli bir faiz oram iizerinden, belirli bir vadeden sonra
elde edecegi nominal degeri belirlenmis bir finansal yatirim aracidir. Bu yiizden bono getiri

garantisi oldugundan risksiz yatirim araci olarak da isimlendirilir.

Bono kontratlarinda iki taraf sz konusudur. Bir taraf belirtilen faiz orani tizerinden ve belirtilen
vadede 6demeyi yapacak olan taraftir, bir bagka ifadeyle bor¢lu taraftir, diger taraf ise 6demeyi
alacak taraf olup alacakli taraftir. Bonolar faiz orami ve vadesiyle birlikte bir biitiin olarak
karakterize edilirler. Ayrica bonolar vade siirelerine gore de ikiye ayrilirlar. Bir yildan kisa
vadeli olan bonolar kisa vadeli bono olarak isimlendirilirken, vadesi bir yi1ldan fazla olan bonolar
ise uzun vadeli bonolar olarak isimlendirilirler. Bononun su andaki degeri ve bononun belirtilen
vadedeki degeri bilindigi durumlarda faiz orani, agagidaki formiil yardimiyla elde edilebilinir.
P(0), P(T) ve r sirasiyla bononun guandaki degerini, bononun belirtilen vadedeki degerini ve

faiz oraimnimi temsil etmek tizere,

P(T) — P(0)
P(0)

T =
Ornegin bir y1l vadeli bir bononun bugiinkii degeri 8000 TL ve bir yil sonraki degeri 10000 TL

olsun. Bu durumda bononun yillik faiz oran;

10000 — 8000

=0.25 = %2
8000 025 = %25

olarak bulunur.

Hisse senedi ise aliciya belirli bir getiri garantisi vermeyen ve risk tagiyan bir finansal yatirim
aracidir. Hisse senedini satan firmanin, durumuna gore hissedarlara 6dedigi miktar kar pay:
olarak isimlendirilir. Kar payi, firmanin kazancina bagh olarak rassal olup 6nceden bilinemez.
Iste kar paymn rassal olmas: ve nominal deger garantisi olmayis1 hisse senedini bonodan ayiran
en 6nemli 6zelliklerdendir.

Hisse senedi sahibi hisse senedini vadesinden 6nce tipki bonodaki gibi bir bagkasina satabilir.
Fakat bonoda vadesinden 6nceki satiglarda satici bononun nominal degerini bildigi icin fiyat-
landirma iglemi ve satig islemi gayet kolay olacaktir. Hisse senedinde ise nominal deger énceden
bilinemediginden ve kar payinin miktar: da bilinemediginden bu durum daha zorlu olup, risk
tegkil etmektedir. Iste bu yiizden bono risksiz yatirim araci olarak isimlendirilirken, hisse
senedi ise riskli yatirim araci olarak isimlendirilir. Ayrica bonoda alacakli ve borglu taraf igin
herhangi bir mali iglem veya fiziksel iglem s6z konusu degilken, hisse senedinde durum bundan
farklidir. Ciinkii hisse senedini veren firmanin durumuna gore hisse senedi deger kazanacak
veya kaybedecektir. Bu ylizden riski en aza indirmek icin hisse senedini alan kisinin bu fir-
manin piyasadaki durumunu her gecen giin aktif olarak takip etmesi gerekmektedir. Ayrica

yatirimeilar hisse senedinin riskini aym zamanda bono satin alarak azaltmaya calsirlar. Iste



bu durumda yatirimcinin, sermayenin hangi oranda ve ne kadarini neye yatirmasi gerektigini
bilmesi gerekir. Bunun icin tek periyotlu ve ¢ok periyotlu modellerin yanisira siirekli zamanli

modeller de geligtirilmigtir.

2.2 Tek Periyotlu Modeller

Bu béliimde hem hisse senedi hem de bononun degigimini tek periyotlu modelde ele alacagiz.
Finans marketlerinde biitiin teoriler finans yatirim araglarini modelleme tizerinedir. Tek peri-
yotlu model en kolay modelleme olup, ¢ok periyotlu modeller i¢in temel tegkil ettiginden hala

ilgi odag1 olmay: siirdiirmektedir.

Tek periyotlu modelde baglangic zamani ve son zaman yani vade giliniindeki zaman olarak
sadece iki zaman s6z konusudur. Bu yilizden finansal yatirim araclarinin bu modelde deger-
leri sadece bir kez degigir. Daha ayrintili olarak ifade edecek olursak t zamani ve S genel
olarak finansal yatirim aracini veya hisse senedini gostermek iizere S(0), ¢ = 0 daki yani
bugiinkii degeri gosterirken S(1) ise T = 1 deki degeri gosterir. Buradan da anlagilacag: gibi tek

periyotlu modellerde yatirim araglarinin degerleri de zamana bagli olarak bir kere degigir.
Varsayalim ki tek periyotlu modellerde rassal olan S(1), K tane sy, so, ....., sk gibi farkh degerler

alabilsin. Her bir degeri alma olasiligi p; = P[S(1) = s;] olup, birbirine egittir (bakimz gekil
2.2).

S(K—1)

SE

Sekil 2.2:  Tek Periyotlu model : Hisse senedinin ¢ = 1 ’de K tane farkli olasi degeri vardir.

Diyelim ki ¢ = 1 de diinya genelinde 6rnek uzayimiz Q = {ws,....., wx} olan K tane farkh

muhtemel durum s6z konusu olsun. Eger w; durumu olugacaksa S(1) = s; degerini alacaktr.



Buna karsin B bonoyu veya banka hesabini gostermek tizere, finans piyasalarinda bononun
baglangi¢ degeri (B(0)) 1 olarak kabul edilir. Bono risksiz bir yatirim araci oldugundan dolay:
B(1) > B(0) olacag: agiktir. B(1) bononun ¢t = 1 zamanindaki degerini gosterdigine gore faiz
oran; 7 = B(1) — 1 (7‘ = % i fadesinden) genel bir formiil olarak elde edilecektir.

Yatirimer bu gartlar altinda elindeki sermaye igin bir portféy belirlemesi gerekir. Yatirimcinin
baglangigtaki sermayesi X(0) = z olmak iizere, markette N tane farkli hisse senedi bunun
yani sira bir de banka hesabi1 veya bono olsun. Tek periyotlu model {izerinde caligtigimizdan
yatirimel sadece bir kere yatirim yapacaktir. 5 = {60, .....0N } portféyii, dy ile bonoya yatirilan
miktar1 ve d; (i = 1,2.....N) ile de hisse senedi sayisimi gosterelim. O halde t = 1 deki yani

periyot sonundaki sermaye

olur. Bu durumda periyot sonunda kar veya zarar G = X(1) — X(0) formiili yardimiyla

bulunur.

2.3 Cok Periyotlu Modeller

Bu boliimde hem hisse senedi hem de bononun degisimini ¢ok periyotlu modelde ele alacagiz.
Cok periyotlu modeller ise tek periyotlu modellerin bir geniglemesidir. Yani zaman araliginin
daha kiiclik pargalara boliinmesi ve her bir zaman aralg1 i¢in tek periyotlu modellerin olustu-

rulmasiyla elde edilen modele ¢ok periyotlu model denir.

Sekil 2.3: Sonlu durumlar i¢in iki periyotlu model

Cok periyotlu modellerde periyodun baglangi¢ ve bitis zamanin sirasiyla ¢t = 0 ve ¢t = T ile
gosterelim. Zamana bagh olarak S;(0), ...... S;(T') seklinde rassal olarak degismekte olan finans

N
yatirim araglarinin fiyatlarini da S; dizisiyle gosterelim. Benzer olarak portfdy stratejisi d de



zamana bagl olarak rassal olarak degigmektedir. Ayrica §(t) de portféyiin [t — 1,t) araligin-
daki degerini gostermektedir. Bunun anlami ise ¢ zamaninda sadece ¢t — 1 zamanindaki bilgilere
sahipken olusturulan portfoydiir. Bu durumda g)(t) portfdyii sadece S;(t—1) degerleri bilinerek
olusturuldugundan, yani t zamanindaki portfdy bir 6nceki zamanin bilgileri kullanilarak olustu-
ruldugundan tahmini bir portfSy siireci olarak isimlendirilir. Bu kosgullar altinda ¢ok periyotlu
modellerde t — 1 ile ¢ periyodu arasindaki;

Faiz Oran1: r(t) = %

Sermaye Siireci: X (t) = do(¢)B(t) + 01(¢)S1(t) + -..... +on(t)Sn(t), t=1,..... ,T

Sermayenin Kendini Finanse Etme Durumu :
X(@t) =06t +1)B(t) +01(t +1)S1(t) + ...... +on(t+1)SN(), t=1,.... , T —1

formiilleri yaridimiyla bulunabilinir.

Ayrica Cox-Ross-Rubinstein binom modeli diye adlandirilan model de vardir. Bu modelde de
genellikle bir hisse senedi S, ve her periyotta faiz oram r sabit olmak koguluyla bono veya
banka hesabi1 gbz oniine alinarak modelleme yapilir. Cok basit olmasina kargin, olasiliksal ve
¢ok periyotlu olmasindan dolay1 bazen zorluklar tegkil edebilir. Olasiliksal olmasindan dolay:
her bir periyot sonunda riskli yatirim araci (hisse senedi gibi) ziplamal olarak ifade edilen agag:
ve yukar1 olmak tizere iki farkli deger almasi s6z konusudur. Yukar: hareket durumunu u ile,
agagl hareket durumunu da d ile gésterecek olursak, d< 1+r < u kosulu altinda yukar: ve agagi

dogru hareketler olasiliksal olarak sirasiyla agsagidaki gibi olacaktir:

pi=P[S(t+1)=uS({t)] q:=1-p=P[S(t+1)=dS(t)]

CRR modelinde; t = 0 zamanindaki S hisse senedinin yukar1 ve agag1 dogru sirasiyla p ve q

olasiliklari ile hareketleri igin 3 periyot sonundaki durumu sekil 2.4 ’teki gibidir.

St

Sekil 2.4: 3-Periyotlu Binom Modeli



Buradan da anlagilacagi gibi her bir dénem sonunda hisse senedinin fiyat1 u‘nun etkisiyle arta-
bilecegi gibi d‘nin etkisiyle de azabilir. Ayrica bu modelde farkli zamanlardaki fiyat degigiminin
bagimsiz oldugu kabul edilir. Bu yiizden ¢ogu kaynakta CRR model veya Binom model olarak
gegen bu model ¢ok kullanigh ve basit bir modelleme yontemi olmasina ragmen sadece yaklagik

sonuglar vermektedir.

2.4 Finans Tirevleri

Finans tiirevleri bir finansal aractir. Oyle ki vade zamanindaki 6demenin érnegin hisse sene-
dinin, bononun veya déviz kuru gibi bagka degiskenlerin degerlerine baglh olarak neyin iizerine
insa edildigini soyler. Tezimizde bu degiskenler hisse senedi ve bono olacaktir. Ornegin X ve Y
gibi iki firma kendi aralarinda g6yle bir anlagma yapmig olsunlar: X firmasi anlagmanin yapildig:
tarihten itibaren {i¢ ay igerisinde eger Turkcell 'in hisse senedi fiyatlar:1 60 TL nin iistiine ¢ikarsa
Y firmasina 100 TL &deyecek, fakat bu anlagma igin Y firmas1 X firmasia anlagmanin yapildigi
giin 20 TL 6deyecek. Bu &rnekten de goriildiigii gibi firmalarin finans tiirevleri hisse senedi
iken X firmasimmin digerine 6deme yapip yapmayacag: hisse senedinin fiyatina gore degigmekte-
dir. Yani bir firmanin zarar1 digerinin kar hanesine eklenmektedir. Ayrica finas tiirevi olarak
bonoyu tercih etmis olsalardi durum bdyle olmayacakt: ¢iinkii bonoda hisse senedinde oldugu
gibi firmalarin aktif bir iglem icerisinde olmasi gerekmemektedir. Bunun da nedeni bononun
genellikle hangi sirketten alindiysa o girket iflas etmedigi siirece artma yani kar egilimi igerisinde

olmasidandir.

Vadeli iglemler olarak bilinen ve ¢ogu yabanci kaynaklarda "Futures and Forward" olarak gegen
islemler 6nceden belirlenmis ilerideki bir tarih igin belirli bir fiyattan alma hakki, satma hakk:
veya sart1 veriyor (bakimz [1], [3]). Burada iki taraf igin de bir mecburiyet s6z konusudur. Bu
durumda bir taraf kisa pozisyon veya agik pozisyon olarak satma egilimi igerisinde iken diger

taraf uzun pozisyon veya pozisyon fazlasi altinda alma egilimi igerisinde olacaktir.

Bunlarin yam sira opsiyonlar da en kolay tanimiyla sahibine 6nceden belirlenen fiyat ve tarihte
veya belirlenen fiyat ve tarihten 6nce de bir bagkasindan satin alma veya bir bagkasina satma
hakk: taniyan bir finans yatirim aracidir. Opsiyonlar: vadeli iglemlerden ayiran en énemli 6zel-
lik opsiyon sahibi i¢in burada herhangi bir mecburiyet s6z konusu degildir. Bu finans yatirim
aracinin opsiyon olarak isimlendirilmesinin nedeni de budur. Cogu yabanci kaynaklarda "Call
option" olarak gegen ve opsiyon sahibine alma hakki taniyan opsiyonlara alim opsiyonu denir
(bakimz [1],[4]). Benzer sekilde gogu yabanci kaynaklarda "Put option" olarak gegen ve op-
siyon sahbine satma hakki taniyan opsiyonlara satim opsiyonu denir. Bu iki opsiyon tiiriiniin
de tamiminda en fazla dikkat edilmesi gereken kisim bir hak tamima kismidir. Yani belirlenen
stire sonunda o hakki kullanip kullanmama opsiyon sahibine kalmig bir durum olup herhangi

bir zorunluluk s6z konusu degildir. Opsiyon sahiplerinin satin alma iglemi veya satma iglemi



sadece belirlenen tarihte yapilabiliniyorsa bu tiir opsiyonlara Avrupai opsiyonlar denir. Eger
opsiyon sahibi bu satin alma veya satma iglemini 6nceden belirlenen tarihten énce herhangi bir
tarihte yapabiliyorsa bu tiir opsiyonlara da Amerikan opsiyonlar denir. Bu tezde Amerikan
opsiyonlar lizerinde pek durmayacagiz. Ama Amerikan opsiyonlarina 6rnek olarak, opsiyon
sahibi 1 y1l sonra 450 TL den alma hakkina sahip oldugu herhangi bir hisse senedini 1 yildan
onceki herhangi bir tarhite de alabilir. Eger opsiyon tiirii Amerikan degil de Avrupai opsiyon
olmus olsaydi sadece 1 yil sonunda 450 TL ye alma sansi olacakti. Iste bu sekilde opsiyon
sahibinin opsiyonu almaya veya satmaya karar vermesi durumuna opsiyon sahibinin opsiyonu
kullanmas: veya hayata gecirmesi denir. Cogu yabanci kaynaklarda ise bu durum "Exercise"
olarak isimlendirilir (bakiniz [1], [4]). Buna ek olarak 6zellikle Amerikan opsiyonlar igin opsiyon
sahibinin opsiyonu kullanma hakkini belirleyen tarihe de vade denir. Ayrica ¢cogu yabanci kay-
naklarda ise "Strike price" veya "Exercise price" olarak gecen ve 6nceden belirlenen fiyatta

opsiyonu kullanma hakki taniyan fiyata da kullanma fiyat1 denir.

Avrupai alim opsiyonlar igin T vade siiresini, S(t) hisse senedinin t zamanindaki degerini, K
da kullanma fiyatin1 gdstermek tlizere alma hakk: taniyan alim opsiyonu icin eger T vade siiresi
sonunda hisse senedinin marketteki fiyati S(T), kullanma fiyat1 olan K dan fazla ise opsiyon
sahibi hisse senedini K fiyatindan kullanma hakkiyla saticidan alarak alim opsiyonunu kullanir.
Eger bunun tersi durum s6z konusu ise yani hisse senedinin marketteki fiyat1 S(T), kullanma
fiyat1 olan K dan daha az ise opsiyoun sahibi alim opsiyonunu kullanmayip almak istedigi hisse
senedini gidip market degeriyle marketten satin alir. Bu durumda opsiyon sahibinin zarar1 ayni
zamanda opsiyon saticisinin kari sadece alim opsiyonu i¢in kontrat yapilirken 6denen miktar
kadardir.

Opsiyon sahibinin hisse senedi aliminda izleyecegi strateji:

Eger S(T) < K ise hisse senedini S(T) market fiyatindan alacak,

Eger S(T) > K ise hisse senedini K kontrattaki kullanma fiyatindan alacak.

Her iki durumda da saticinin aliciya 6deyecegi miktar: belirleyen formiil ise gsu sekildedir;
maz(0,S(T) — K| = [S(T) — K|*

Bu formiilden de anlagilacag: gibi eger S(T) < K ise alic1 opsiyonu kullanmayacag i¢in saticinin
aliciya 6deyecegi miktar 0 TL dir. Diger durumda ise saticinin aliciya 6deyecegi miktar veya
kontrattan dolay:r alicl i¢in 6deyecegi miktar sadece S(T') — K kadar olacaktir. Eger opsiyon

olarak alim opsiyonu degil de satim opsiyonu olsaydi 6deme;
maz[0, K — S(T)] = [K — S(T)|*

formiilii yardimiyla bulunacakti.

Ornegin farzedelim ki Istanbul Menkul Kiymetler Borsasinda bir hisse senedinin su anki degeri

150 T'L olsun. Bir ay sonra aym hisse senedi i¢in 156 T'L, 151 T'L ve 147 T'L geklinde 3 farkh
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olasi fiyat s6z konusu olsun. Avrupai alim opsiyonu bir aylik vadeyle ve K = 150 T'L kul-
lanma fiyat1 ile 6 T'L olsun. Yatirimei elindeki 150 T'L ’yi fiyatinin artacagim diigtindiigii hisse
senedine yatirmaya karar vermis olsun. Bu durumda bir ay sonra yatirimcinin bu iig segenek

altindaki kar veya zarar durumu goyle olacaktir :

1.durum
(156 — 150)/150 = 0.04 = %4
2.durum
(151 — 150)/150 = 0.006 = %0.6
3.durum

(147 — 150)/150 = —0.02 = % — 2 .

Bunun yani sira eger dogrudan hisse senedi almak yerine alim opsiyonu durumunu denemig
olsaydi 150/6 = 25 tane kupon alabilecekti. Her bir kupon i¢in hisse senedinin fiyatimin 156
TL oldugu durumda saticinin édeyecegi miktarin 6 TL, 151 TL oldugu durumda 1 TL ve 147
TL oldugu durumda opsiyon kullanilmayacagindan saticinin 0 TL 6deyecegini varsayarsak bu

durumda ise kar veya zarar durumu soyle olacaktir:

1.durum
(6.25—150)/150 = 0 = %0
2.durum
(1.25-150)/150 = —0.83 =% — 83
3.durum

(0 —150)/150 = —1 = % — 100 .

Bu sonuglardan da anlagilacag: gibi yatirimci eger alim opsiyonunu kullanilmig olsayd: hisse
senedinin fiyat1 en st degeri alip artsa dahi bu 6rnek i¢in herhangi bir kar veya zarar durumu
s6z konusu olmazken, hisse senedinin fiyat1 151 TL veya 147 TL oldugu durumlarda ise gok

biiyiik oranda zarara ugrayacakt1 (benzer érnekler i¢in bakimz [4]).
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BOLUM 3

SUREKLI MODELLER

Stirekli zamanh modeller finans marketlerinde ayrik zamanl modellemeye gore ¢ok daha fazla
tercih edilen ve kullanilan bir yontemdir. Daha 6nceden de bahsettigimiz gibi ayrik zamanh
modelleme, siirekli zamanh modelleme kadar gercek hayattaki degerlere yaklagim yapamamakta
ama sadece fikir vermesi anlaminda kullanilmaktadir. Gergek finans marketlerinde degerler
rassal olarak degistiginden en gilizel ve gercekgi yaklagimlarda bulunabilmek siirekli zamanl
modelleme yontemiyle miimkiindiir. Gergek piyasalarda fiyatlardaki degisimler ¢ok kisa za-
man dilimlerinde gerceklesebileceginden siirekli zamanli modellemede zaman araliklar: da is-
tenildigi kadar kiiclik alinarak yani hassasiyet arttirilarak gercek piyasa degerlerine yaklagim

gliclendirilebilinir.

Bunlarmm yan sira siirekli zamanl modellemeyi kullanmak matematiksel anlamda da ciddi iglem
kolayliklar1 saglayacagi gibi ¢ok kompleks fiyatlandirma siireglerinde dahi az sayida
parametreler yardimiyla modellemeyi yapip kompleks olan fiyatlandirma siirecini kolay bir
sekilde yorumlamamiza yardimci olacaktir. Bu yiizden finans piyasalarinda ayrik zamanl
modellemedeki At = ¢y — t; zaman araligl 0 - a giderken ki modelleme olan siirekli za-

manli modeller kullanilir.

Ayrica bu béliimde ayrintili olarak ele alacagimiz Merton-Black-Scholes modeline girig olmasi
agisindan bazi 6n bilgilere burada deginmekte fayda var. Merton-Black-Scholes modelinde

asagidaki ozelligi saglayan ve risksiz olan bono B veya banka hesabi vardir.
B(t) = " B(0)
Bononun baglangig degeri 1 TL olarak kabul edildiginden yani B(0) = 1 oldugundan
B(t) ="

olur. Buradaki r > 0 siirekli zamanh bilegik faiz oranini géstermekte olup sabittir. Risksiz olan
bono diginda riskli yatirim araci olan hisse senedi de bu modelde kargimiza ¢ikmaktadir. Hisse

senedi S agagidaki 6zelligi saglamaktadir :

S(t) = S(0)exp{(p — 302)15 +oVitz(t)} .



Buradaki p ve o sifirdan biiyiik olup (¢ > 0 ve o > 0), sabittirler. z(t) ise standart normal
rassal degiskeni gostermektedir. Eger buradaki o, 0 ’a ¢ok yakin bir deger alir veya 0 ’a gok

yaklagirsa riskli olan hisse senedi risksiz olan ve faiz orani p olan bono gibi davranacaktir.

Bu gibi baz1 denklemlerin ¢6ziimiiniin olup olmadigini bazi kogullar ve teoremler yardimiyla bul-
mak miimkiindiir fakat biz genel olarak bu tezde ele alacagimiz biitiin denklemlerin ¢6ziimiiniin
oldugunu ve ¢ozlimiin tek oldugunu kabul edecegiz ve diger durumlari incelemeyecegiz. Bu
béliimde ise ayrintili olarak; Brown hareketinden ve Brown hareketinin ¢zelliklerinden, stokastik
integral ve stokastik integralin 6zelliklerinden, It6 kuralindan, Black-Scholes modelinden ve son

olarak da siirekli zamanh faiz oranlarindan bahsedecegiz.

3.1 Brown Hareketi ve Ozellikleri

Stirekli zamanli modellere temel teskil eden ve rassal siiregli olan Brown hareketi veya
Wiener siireci olarak isimlendirilen ve de W (t) de ¢ zamanindaki degerini géstermek tizere

ilk olarak kargimiza sezgisel olarak ayrik versiyonun limiti olarak su sekilde;
W(ti+1) = Wity) + 2(te) VAL, W(0)=0

gikmigtir. z(¢y) ise ortalamasi yani E[z(t)] = 0 ve varyansi yani Var[z(t;)] = 1 olan birbirinden
bagimsiz standart normal rassal degiskeni gostermektedir. Bu durumda W (tg41) — W (i) da

ortalamasi 0 ve varyansi1 At olarak normal rassal dagilim gosterir. Bunu gosterecek olursak;
W(tk_t,_l) - W(tk) = Z(tk)\/ At
idi. O halde beklenen degeri;
Elz(tr) VAL = VAtE[2(t;)] = 0
olur. Ve varyansi;
Var[z(ty) VAL = E[(2(ty) VAt — Elz(ty)VAL)?]
= E[Z2(ty)At]
= AtE[22(ty)]

= At

olur. Daha da genelleyecek olursak, k < | i¢in

-1
W(t) — W(ty) = 2(t:))VAt olur.

i

Il
e

Bunun anlami W(t;) — W (tx); ortalamasi 0, varyansi ¢; — ¢, olan normal dagilim gosterir de-
mektir. Buradaki siire¢ ¢ogu yabanci kaynakta "random walk" olarak gecer (bakimiz [1], [5]).
Eger bu ifadenin At 'nin 0 a giderkenki limitini alacak olursak random walk olan siire¢ Brown

hareketine yakinsar (bakinz[6]).
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Tanim 3.1: (Brown Hareketi)

Tek boyutlu olarak Brown hareketi veya Wiener siireci; F sigma cebiri olmak tizere ve
W = {W.,F;0 < t < oo} olarak (Q, F, P) olasilik uzay1 iizerinde tamimlanan ve Wy = 0,
0 < s <t ozelliklerini saglamak iizere Wy — Wy , F den bagimsiz olarak artar, ortalamasi ve

varyansi sirasiyla 0 ve ¢ — s tir.

Brown Hareketinin Ozellikleri

o W(t) — W(s) ortalamasi1 0 ve varyansi; s < t igin ¢t — s olmak {izere normal dagilhim

gosterir (bakimz [8]).

e W siireci herhangi bir zaman diliminde 0 < t; < t3 < f3..ee..... < t, birbirinden
bagimisiz ve rassal olarak artig gosterir. Yani rasssal olan
W (ta) — W(t1), W(ts) — W(ta), W(ts) — W(t3), coveereen. W (tn) — W(tn—1) degigkenler
bagimisizdirlar (bakimz [6],[7]).

o W(0)=0

e Ornek yol olarak {W(t);t > 0}, ¢ 'nin siirekli bir fonksiyonudur.

o E[W} = 3t% ve E[|W; — W,|] = 3|t — s|?>. Daha genel olarak,
(2k)!

BW;*] = 2k k! A

ve

EWH =0 ke z,
(bakiz [9]).

Ornek Brown hareketi sekil 3.1 *deki gibidir.

0.4
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1] 100 200 300 400 500 60O 700 8OO 900 1000

Sekil 3.1: Brown Hareketinin Simiilasyonu
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Brown hareketinin yolu ¢ zamana gore siirekli olmasina ragmen hicbir yerde tiirevlenemez.
Bunun nedeni Brown hareketinin artisi normal dagihm gostermesinden dolay: kisa zaman ara-

liklarinda herhangi bir yere sigrama yapabilir olmasimndandir. Bu durumu belirtecek olursak;

E (W(ti : L/V(S))Q ot js)2 E[(W(t) = W(s))]
1
= (t—s)z'(t_s)
B 1
 t—s

seklindedir.

Buradan da anlagilacag: gibi s, t-ye giderken limit alinacak olursa ifadenin sonsuzluga gidecegi
aciktir.

Tek boyutlu olarak Brown hareketinin Markov siireci oldugu da gosterilebilinir. Markov siireci
gelecek zamandaki degerlerin dagiliminin, gegmisg ve simdiki zaman degerlerinin kogulu altinda
sadece simdiki degerler yardimiyla tahmin edilebilinecegi ve ge¢gmisteki bilgilere gerek olmadigini
soyler. Bunun i¢in bugiinkii bilgiler 15181 altinda kogullu olasilik yardimiyla W(t) — W (s) nin
gercekten de W(s) den bagimsiz oldugu gosterilebilinir.

EW (@) | W(s)]

E[W(t) = W(s) | W(s)| + E[W(s) | W(s)]
= E[W({t) - W(s)]+ E[W(s)]
= W(s)

Buradan da anlagilcagi gibi gelecekteki beklenen deger icin Brown Hareketinin, gimdiki ve
gecmigteki bilgiler kogulu altinda hesaplandiginda tam olarak bugiinkii degere esit oldugu acik-
tir. Iste bu Martingale 6zelligidir. Yani, E[W (t)|W (s)] = W (s) tir. Bu Martingale 6zelligi ayn
zamanda Brown harketinin gelecekteki en iyi tahmini degerinin bugiinkii deger oldugu seklinde

de yorumlanabilinir. Ayrica n-boyutlu Brown hareketi de Markov Siirecidir (bakiniz [6]).

3.2 Stokastik Integral ve Ozellikleri

Brown hareketi bazi varliklarin fiyatlandirma siireglerinin modellemesi i¢in tek bagina yeterince
esnek degildir. Bu yiizden Brown hareketinde bahsettiklerimizi de genelleyerek su siireci goz

Oniine alalim.
X (trr1) = X (tg) + plt, X (te) At + o (t, X (t))VAt2(t), X(0) ==z

Buradaki z(¢) standart normal rassal degisken iken p ve o zaman degigkeni olan t ve yer
degigkeni olan x’e baglh olan rassal olmayan fonksiyonlardir. Bu ifadenin At sifira giderken

(L?(P) uzaymda) limitini alacak olursak ;

X(t) :x—|—/ ,u(u,X(u))du—F/ o(u, X (u))dW (u)

0 0
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esitligini elde ederiz. Bu bagint1 ¢cogu kaynakta genel olarak,
dX(t) = p(t, X(t)dt + o(t, X(t)dW(t), X(0)==z

seklinde ifade edilir. Iste bu ifadeye X difiizyon siireci icin, Stokastik Diferansiyel Denklem
veya kisaca SDD denir. SDD ’deki p amag fonksiyonunu, o ise X siireci i¢in diflizyon fonksi-
yonunu gosterir. Denklemden de anlagilacag: gibi eger Brown hareketli olan kisim yani dW ol-
masaydi veya sifir olsaydi stokastik diferansiyel denklem, adi diferansiyel denkleme doniigiirdii.
Herhangi X siirecinin verilen SDD’yi saglayip saglamayacagi énceden bilinemez. Bu yiiz-
den ¢Ozlimiin varhigindan bazi teknik kogullar altinda bahsedebiliriz. Finans literatiirlerinde
fot Y (u)dW (u) seklinde olan integral; Y siireci igin Stokastik integral olarak veya It integrali
olarak geger (bakimiz [7]). Stokastik integralin baz teknik ozellikleri altinda ¢oziimiin var-
ligindan bahsedecegiz ve Ito integralinin Y’nin bazi sartlar altindaki durumu i¢in martingale

oldugundan bahsedecegiz.

Stokastik integralin Teknik Ozellikleri

Daha 6nceden de bahsettigimiz gibi Brown hareketi integrallenemediginden dolay: Ito integrali,
normal Lebesgue veya Riemann integrali gibi inga edilemez. Eger Brown hareketinin gegmigteki
ve su anki degerleri W(u), u < t biliniyorsa, Y siireci i¢in fg Y (u)dW (u) integrailinin tanimi
anlamli ve miimkiin olacaktir. Buradaki Y siireci Brown hareketinden olugturulan ve ge¢migteki
bilgilere baglh oldugundan adaptasyonlu siire¢ olarak veya bazi1 yabanci kaynaklarda "adapted"

olarak isimlendirilir.

Teorem 3.1 (It6 Integral Ozellikleri)

Farzedelim ki Y, Brown hareketinden elde edilen bilgilere gére adaptasyonlu bir siire¢ ve T' > 0
verilen zaman dilimi olsun. Ayrica farzedelim ki F| fot Y2(u)du] < oo olsun. O halde,

M(t) := fg Y (u)dW (u) iyi tanimhdir yani sonlu bir degeri vardir ve stokastik integral oldugun-
dan dolay1 martingale’dir, ortalamasi 0 ve de varyans siireci ise F| fot Y (u)?du] dir. Bagka bir

sekilde ifade edecek olursak her s <t igin,
. E[fot Y(u)dW(u)} =0
. E[ JEY ()W (w) | W(s),0< s < t] = [2¥ (u)dW (u) — {Martingale ozelligi}
. E[( I Y(u)dW(u))ﬂ - E[ sy Y2(u)du] — {It6 izometri}

Ispat: (Bakimz [7]). O
Brown hareketi goz 6niine alindiginda stokastik integralin ortalamasinin 0 oldugu aciktir. Yukari-
daki martingale ve It6 izometri 6zelliklerini kullanarak bir stokastik integralin varyansimi ko-

laylikla bulabiliriz :
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2

Var[/OtY(u)dW(u)} E[(/Oty(u)dvv(u))ﬂ E[/Oty(u)dvv(u)

bl /0 ty<u)dW(u))2} 0

E[/Ot Y2(u)du} .

It6 integralinin martingale 6zelligini sagladigim gostermek igin, F(t) = fg Y (u)dW(u) ves < t
olmak iizere F(s) = [, Y (u)dW (u) olsun. O halde,

F(t) = F(s) + / Y (w)dW (u)

olur. Simdi de W(s) kosullu olasiligh altinda beklenen degere bakacak olursak,

EIF® W) = EIFE) W)+ E] [ Y@@ | we)

— E[F(s) | W(s)] +E[/:Y(u)dW(u)]
= F(s)+0

= F(s) olur.

Bu da martingale 6zelligini sagladigim gosterir. Simdi de Teorem 3.1’in Y kazang siirecini
gostermek lizere ayrik zamanh Y siireci i¢in saglandigim gosterelim. O halde

-1

M(t) = Y (t;)[W(tjp1) - W(t;)], M(0)=0
=0

olsun. Her k < 1i¢in beklenen degeri hesaplayalim :

l l

B[S Y)W (t) = W(t)| = D EEY )W (1) = W) | W(0), e, W (L))
j=k j=k
l

= S BN EIW (1) = W(tg) [ W(0), e Wt}
j=k

l
- E[Y (t;) E{[W (tj+1) — W(t;)}]

j=k
= 0 olur. (3.1)

Yani her 1 i¢in E[M (¢;)] = 0 dir. Simdi de k& < [ igin martingale ozelligini sagladigim gosterelim:
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E[M(#) | W(0), ......, Wty = E[ Y (£)[W (tj1) — W(t;)] | W(0), oo...., W(tk)}
+ B SV (L) Wty 41) = W] | W(0), oo Wi(ty)]
k—1 -1
= Y Y)W (1) = W) + B[ DY )W (ti41) = W(E)}]
Jj=0 Jj=k

Not: K igin W(t;) kogullu olasilig: altinda beklenen degeri hesaplanacak olursa K = 0 olacag:
agiktir. Sonug olarak E[M (¢;) | W(0), ......., W (tr}] = M(tx) olup martingale 6zelligi saglanmig

olur.

Simdi de M (¢;)’nin ilk iki terimi i¢in varyans1 hesaplayacak olursak,

VarM(t)] = E[M?(t)] - E[M(t)]
= E[M*(t)]
= E{Y (to){W(t) = W(to)} + Y (t){W (t2) — W(t1)}}’]
= EY?(to){W(t1) — W(to)}*] + E[Y*(t1){W (t2) — W (t:)}]

+ 2. E[Y(to)Y (t){W(t1) — W(to) {W (t2) — W(t1)}] olur.

Kareli olan ifadelerden birini hesaplayacak olursak,

E[Y?(t){W(ta) = W(t1)}?] = E[E{Y?(t){W(t2) — W(t1)}* | W(to), W (t1)}]
= E[Y?(t))E{{W (t2) — W(t1)}* | W (to), W (t1)}]
= EY?(t1)E{[W(t2) — W(t1)]*}]

) - At]

= At.E[Y3(t))] olur.

= E[Y(t

Simdi de diger terimi hesaplayacak olursak,

E[Y (to)Y (t){W (t1) — W(to) {W (t2) — W(t1)}] = E[E{YoY{W1 - Wol{Ws — Wi} | Wo, Wi}]
= EYoYi{Wi — WoE{[W2 — Wi] | Wo, Wi}
= E[YoVi{W, — Wo}E{W; — W1 }]

— BV {W, — Wo} . 0]

= 0
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O halde sonug olarak bu elde ettigimiz sonucu ikiden fazla periyotlar i¢in genelleyecek olursak,
-1
E[M(#)?] = E[ZYQ(tj)At}
j=0
ifadesini elde ederiz.

3.3 Ito Kuralh

It6 kurali; difiizyon siireglerinin hesaplanmasi veya bir bagka ifadeyle difiizyon siireclerinde
islemler yapmak ic¢in kullanilan vezgecilmez bir aractir. It6 kural standart hesaplamalardaki
diferansiyelleme igleminin bir genisletilmesi veya bir genellemesidir. Standart hesaplamalardaki

diferansiyel,
d f(t z(t))
dt

dx(t)
dt

= ft(tvl‘(t)) + fw<t7x(t)>

seklinde idi. Burdaki f;, f, sirasiyla t'ye ve x’ye gore kismi tiirevleri géstermek iizere bu ifade

benzer olarak su sekilde de,

d f(t,z(t)) = fe(t, x(t))dt + fo(t, x(t))dx(t)

yazilabilinir. It6 hesaplamalarinda bu esitligin sag kisminda ekstra terim vardir. Bunun nedeni,
standart hesaplamalarda bagimisiz olan degiskendeki degisimin bu degiskene bagimli olan diger
degigken tizerindeki etkisini analiz ederken birinci tiireve bakmak yani local etkiyi aragtirmak
yeterli idi. Fakat bagimsiz olan degigken eger Brwon hareketine bagiml ise bir bagka ifadeyele
bagimsiz olan degigken Brown hareketine gore degisim gosteriyorsa iste bu durumda sadece
birinci tiireve bakarak analiz yapmak c¢ok dogru bir yaklagim degildir. Bunun nedeni daha
onceden de bahsettigimiz gibi Brown hareketinin bir sonraki aralikta herhangi bir yere sigrama
yapabilir olmasindandir. Sonug olarak analiz yaparken ikinci tiirevi de dikkate almamiz gerek-
mektedir. Bu durum sezgisel olarak, yeterince kiigiik At > 0 igin ikinci dereceden terimlerin

(W (t+ At) — W(t))?, |0,T] araligindaki toplami T gibi hareket ettiginden gozard: edilemezler.

Teorem 3.2 (Ito Kural)
Farzedelim ki f(t,x), t’ye gore birinci ve x’e gore birinci ve ikinci dereceden tiirevi olan siirekli

bir fonksiyon olsun. Verilen diifiizyon siireci,
dX (t) = p(t, X (t))dt + o(t, X (t))dW (¢) (3.2)
olsun. Bu durumda f{(t, X(t)) difiizyon siireci,
41X 0) = [+ 507 L] (6 X @)+ Fult, X (2)dX (1) (33)

esitligini saglar.
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ispat :

It6 kuralimin en kolay durumunu,

V) =10 = [ w5 [ F s (3.4)
veya
AW ()] = £ (WO)IW () + 37 (W ()it (35)

gbz Oniine alarak ispatlayalim. f” ‘niin var oldugu ve siirekli oldugunu kabul edelim. Aym
zamanda iglemlerde kolaylik olsun diye f 'nin kompakt oldugunu kabul edelim. Bunun anlami f,
f " ve f " niin smirh olmasi demektir. Ispatta genel olarak herhangi bir verilen g fonksiyonunun
SIITT i¢in | g |mae gOsterimi kullamlacaktir.

Ik olarak [0,t] araligini n-esit parcaya bolecek olursak 0 < i < n icin t; = it/n olur. Ve de (3.4)

esitligindeki ifadenin sol tarafini,
fW (@) — f(W(0)) = Z[f(W(ti)) = f(W(ti-1))] (3.6)

olarak gosterelim. Simdi de toplamin i¢indeki fark fonksiyonlar i¢in Taylor formiiliinii su formda

kullanacak olursak,

F) = @) = (v~ 2)f @) + 5y~ 2)°F (@) + R(z.y) (37)
R(z,y) kalan kisim ise
R(e.y) = [ (=) ()~ £ @)du

olur. f” siirekli oldugundan, siireklilik tamm geregi Ve > 0, 35(¢) > 0 &yle ki,

[u—yl<d iken | f ()= f () |<e
olmalidir. Eger § =| y — « | olarak ve de h diizgiin siirekli ve siirli bir fonksiyon olmak {izere
€ = h(z,y) olarak segersek,

Ria) < [ 1y=o | ba)du = (o= 0Ph(e.y) (3.8)

olur. Eger z = y ise Vz igin h(x,z) = 0 olacag agiktir. Ayrica W(t;) = W; olmak {izere (3.6)

esitliginin sag tarafl i¢in Taylor formiiliinii uygulayacak olursak,

fW(@) = f(W(0)) = An + By +C - = Zf/(Wz’—l)(Wi —Wi_1)
+;if”(Wi—l)(Wi_Wi—l)2+Cn (3.9)

olur. Oyle ki

| Co | < Y (Wi = Wi1)*h(Wiiy, W5) (3.10)
=1

oldugunda.
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Simdi n sonsuza giderken yani n — oo iken A,, olasiliksal olarak (3.4) egitligindeki birinci

terime yani fot F (W (s))dW (s) ifadesine yakinsar.

Simdi de B,, denklemini su sekilde

1 n n

Bn = 5 Z FWis)(t —tioa) + %Zf”(Wz‘—ﬂ[(Wi —Wis1)? = (ti — ti_1)]

i=1 i=1

ifade edecek olursak bu esitligin ilk kisminin n — oo iken Rieman anlaminda (3.4) esitligindeki
ikinci terime yani % fg f”(W(s))ds ifadesine yakinsadig1 agiktir. Bundan sonra (3.4) esitligini
saglamak i¢in yapmamiz gereken B, esitliginin ikinci kismimin ve €, ’nin 0-a yakinsadigin

gostermek olacaktir. Simdi B,, 'nin ikinci kismini

Zf (Wi = Wis1)? = (ti — tim1)]

olarak gosterelim. B,, 'nin her bir teriminin ¢arpimsal olarak beklenen degeri daha onceden

(3.1) esitliginde yapilanlara benzer olarak,

1"

E{f (W Wz 1) (ti — tifl)] . f (ijl)[(Wj — Wj,1)2 — (tj — tjfl)]} = 0 olur.

Ciinkii,
E(W; = Wi_1)) =t —tiq

idi. Simdi bu ifadeyi B, icin kullanacak olursak,

E[B}] = fZE{f" D2[(Wy = Wii1)? = (8 — ti-1)] )

IN

mMZE{ (Wi = Wi1)? = (b — 1, 1)] )
= *|f” maxZE{[W Wii1)? — B{(W; — Wi_1)*}] "}

B | f” max ZV(IT’[(WZ - Wi—l)z] 5 X =W; —W;_1 olsun.

=1

= % L Poas ZVar[XQ] (3.11)

X Brown hareketi olup ortalamasi 0 ve varyanst At = t; — t;_1 = % dir. Brown hareketinin

ozelliklerini de gbz 6niinde bulundurarak,

Var[X?] = E[(X?)?] - E[X?]?
= EIXY - [Var(X)]?

I

= 3T

esitligini elde ederiz. Bu ifadeyi (3.11) esitliginde yerine yazacak olursak,
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L, Nt
i=1
" t2
= ‘ f %zaz E
Ayrica Markov esitsizliginden yani
E[B,]

0<P[B2, >\ <

A

yardimiyla n sonsuzluga giderken yani n — oo iken B,,, olasiliksal olarak 0-a yakinsadig1 agiktir.
Son olarak C),’'nin olasiliksal olarak 0-a yakinsadigi gosterelim. Bunu gostermek i¢in Cauchy-
Schwarz esitsizliginden faydalanacagiz. Yani (3.10) esitsizligine Cauchy-Schwarz esitsizligini

uygulayacak olursak,

E[| C, ] gz (Wi = Wi_1)3] . VE[R2(W;, Wi_1)]

ifadesini elde ederiz. X = W; — W,_1 i¢in E[(W; — W;_1)%] = E[X*] = 37% idi. Ayrica h(x,y)
diizgiin siirekli oldugundan Ve > 0 igin 3§ > 0 6yle ki | © — y |< 0 iken | h(z,y) |< € ¢linki
h(x,z) = 0idi. O halde h?(x,y) 'yi, 1 karakteristik fonksiyon olmak iizere ifade edecek olursak,

REWi, Wi1) = h2(Wi, Wiiy) . 1(| Wi = Wiy |< 8) + B2 (Wi, Wi_y) . 1(| Wi — Wiy |>0)
REWi, Wi1) < 24+ h2(Wi, Wi_y) . 1(| Wy — Wiy |> 0)
RPWi, Wiy) < e+ h2,, - 1(W; =W,y [>96)

E[R*(Wi,Wie1)] < B[+ | h[hge - 1 Wi = Wisa [> 6)]

ERP(W;,Wi_1)] < &+ | h |2 - E[1|Wi=Wi_i |>9)]

4 | h [Fe - PLIW: = Wiy [>6)]

olur. Burdaki P[ | W; — W;_1 |> 0)] ifadesi i¢in Chebyshev esitsizligini kullanacak olursak,

E[|W; =W |?]

E[h2(Wi7W¢71)} < 4 h e -

52
1t
_ 2 2
- €+‘h|mazé~7a
Herhangi bir € > 0 i¢in oldugundan n — oo igin,
4 t
E[X* = B.E —0
ve
E[hg(Wi,Wifl)} <€2+‘h|2 . i . £—>0
— max 52 'n

O halde sonug olarak,

B[l Call < Z\/E (Wi = Wi1) \/E (Wi, Wi—1)] — 0 dir. O
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Buispat f, f’ ve f” kapali ve sinirh oldugu durumlar icin yapilmistir. Smirli olmadigi durumlar
i¢in "stopping time" (localization ve mollification) yontemleri kullanilarak yapilabilinir (Bakiniz
17, [10]).

Daha 6nceden de bahsettigimiz gibi It6 kuralinda, yani (3.3) esitliginde de goriildiigii gibi ikinci
tiirev olan f,, ekstra terim mevcuttur. Eger dX(t) yi yerine yazacak olursak It6 Kuralininin
en kullanigh halini elde ederiz. Ayrica Ito kuralim uygularken kolaylik saglamasi acisindan
dt . dt =0,dt . dW = 0 ve dW . dW = dt kisaltma formiillerini kullanirz. Boylece (3.2)
esitligindeki ifadeyi (3.3) esitliginde yerine yazacak olursak,

AFEXW) = [t 5o Foe) (6 X0+ Fot, X0 (e, X(0)dt + (0, X (2T (1)

d f(t, X(t))

1
£ X(0) + 1fa(t, X (8)) + 507 fowlt, X ()] dt + o fu (8, X (£)dW
formiiliinii elde ederiz. Sonug olarak Ité kuralim en basit olarak su sekilde
1
df = fedt + fzdX + EfdedX

ifade edebiliriz.

Ornek 3.1

Y (t) :== W?2(t) olmak iizere Y (t) siirecinin dinamigini bulmak istersek bir baska ifadeyle ¢
zaman olmak iizere, zamanin degisiminin Y {iizerindeki etkisine bakacak olursak W Brown
hareketi oldugundan dolay: Ité kuralimin kullamlmas: kagimilmazdir. O halde, Y (¢) = f(W(¢))
olarak diigiinecek olursak; f(z) = 22, f.(z) = 2z ve fi(x) = 2 olur. Bu ifadeleri Ité kuralinda

yerine yazacak olursak Y (¢) siirecinin SDD’si,
d(W?2(t)) = 2W (t)dW (t) + dt
elde ederiz. Bu ifadeyle
t
2 / W (w)dW (u) = W2(t) — ¢

Stokastik integrali aynidir. Daha onceden belirttigimiz gibi ve bu 6rnekte de agikga goriilecegi
gibi Stokastik integral (baz1 teknik kogullar altinda) martingaledir.

Ornek 3.2

Y (t) := e®W O+ olmak fizere Y (t) siirecinin dinamigini bulahm. Buradaki siireg igin

Y(t) = f(t,W(t)) fonksiyonu olarak diisiinecek olursak f(t,z) = e®™@** f,(t,x) = bf(t,z),
fo(t,z) = af(t,x) ve fuu(t,x) = a®f(t,2) olur. Bu ifadeleri Ito6 kuralin1 uygulayarak,

ay = [b+ %aﬂ Ydt + aY dW

ifadesini elde ederiz. Eger b = —%az olsa amag fonksiyonu olan [b + %aﬂY kismi sifir olur ve

Stokastik diferansiyel denklem, Stokastik integral olarak,
t
Y(t) =Y(0) +/ aY (u)dW (u)
0
ifadesi elde edilir.
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Boylelikle Y (t) siireci martingale olur. Bir bagka gekilde ifade edecek olursak, Y (t) = eaW(H)—3a’t

siireci martingaledir. Gergekten de

veya

olur.

Her zaman kargimiza tek boyutlu Brown hareketleri gikmayabilir. Bu yiizden iki veya daha
fazla boyutlu Brown hareketleri i¢in de It6 kuralinin bilinmesi gerekir. Farzedelim ki W =
(W1(t), Wa(t)) iki boyutlu bir Brown hareketi olsun. Bunun anlami Wi (t) ve Wa(t) birbirinden

bagimsiz tek boyutlu Brown hareketleridir. Ayrica
dX = pxdt + ox 1dWi + ox 2dWs

ve

dY = pydt + oy 1dWh + oy 2dWs

stirecleri icin ve sirasiyla x ve y’ye gore en az ikinci basamaktan tiirevleri ve x ve y’ ye gore

kismi tiirevleri var olan f(X(¢),Y (¢)) fonksiyonu igin iki boyutlu Ité kurali :
1
df(X,Y) = fudX + f,dY + 3 [foedXdX + f,,dYdY ] + fr,dXdY

dir. Simdi dX ve dY ifadelerini yerlerine yazacak olursak (dW; . dWs = 0 olmak iizere),

U(XY) = fodX + f,dY

1
B [foo(uxdt + ox1dW; + ox,0dWa)? + fu (uy dt + oy 1dW; + UY,2dW2)2]

+ o+

facy [(,uxdt + O'X71dW1 + 0'X72dW2) . (uydt + O'y71dW1 + 0'Y72dW2)j|

1 1
FodX + fydY + 5 faa 0%y + 0% o) dt + 5 fyy[0%0 + 0% 0] dt

+ fzy [O'XJO'y’l + 0X720y_’2] dt olur.

Baz1 uygulamalarda Wi (t) ve Wa(t) birbirine bagimh olarak karsimiza gikabilir. Bu durumda
her ¢ i¢in dW; . dWs = pdt olmak {izere Ito kurali,

1 1
df()(7 Y) = fde + fde + {5 [0'%(71 + ZPUX,lo'X,Q + 0-%{72] fa:;v + § [0')2/71 + 2p0'y710'y72 + 0')2/72} fyy

4+ fay(ox10va +0x20v2 + pox,10y,2 + pox 20y,1) bdt olur.
Son olarak iki siirecin ¢arpimi i¢in It6 kuralinin en genel hali:
d(XY)=XdY +YdX +dXdY

dir.
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Ornek 3.3

Y (t) := W2(t).e®W® olmak fizere Y(t) siirecinin dinamigini bulahm. Ité kuralini uygulayacak

olursak,
Yy = e WO qw?) + W2d(eWV) + d(W?).d(e"V)
1
= e WORWAW + dt] + W2 [a.e®VdW + §a2.eawdt]
1
+  [2WdW +dt] . [a.e®™V dW + §a2.eawdt]
1

= e"{[1+ S0 W+ 2Waldt + [2W + alV?]dW}

olur.

Teorem 3.3 (Martingale Temsil Teoremi)
Eger M siireci Brown hareketi W tarafindan olugturulan bilgilerle martingale ise, o halde M
slirecinin;

M(©) = B[MT)] = BRI + [ o)

formunda baz1 ¢ (adapted) siireci i¢in gosterimi vardir. Ozellikle,
T
M(T)=E[M(T)] + / o(u)dW (u) dur.
0

Ispat: (Bakiz [7], [10]). O

3.4 Black Scholes Modeli

Bir kontratin fiyat1 icin matematiksel ifade olan ve finans marketlerinde herkes tarafindan bili-

nen Black-Scholes modeli denilen agik ifade vardir. Black-Scholes modeli agagidaki gibidir:
ds(t) = St)pdt + S(t)odW(t), S(0)=s

Bu model Samuelson’un 6grencisi olan Robert C. Merton tarafindan 1960’ i sonlarinda ve
1970’ in baslarinda geligtirilmistir. Bu model ayn1 zamanda Fischer Black ve Myron Scholes’un
1973 yilinda yayinlanan makalelerinde de kullanilmigtir. Bu ¢aligma sayesinde Robert C. Mer-
ton ve Myron Scholes 1997 yilinda ekonomi dalinda nobel 6diiliinii almiglardir. Fakat bu
donemden 6nce 1995'te Fischer Black hastalamip 6ldiigi igin odiliini alamamistir. Ayrica
bu model opsiyon fiyatlarinin bulunmasinda kolaylik saglasa da ger¢ek marketlerde pek kul-
lanilmaz. Ciinkii bu model sabit parametreli ifadeler igin giizel sonuclar verse de parametre
sayisin arttirdigimizda veya sartlar: genellestirdigimizde benzer sekilde giizel sonuglar: elde et-
mek oldukga giictiir. Bu yiizden gercek marketlerde bu model sadece fikir vermesi acisindan
kullanilabilinir.

Ekonomik olarak, Brown hareketinin Black-Scholes modelinde kullanilmasinin asil nedeni "ran-

dom walk hipotezi" dir. Bu hipotez fiyattaki degisimin tamamen rassal oldugunu séyler. Buna
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gore CRR modelinin 6zel olarak ayrik halinde At—0 iken Merton-Black-Scholes
modeline doniisecegi gosterilebilinir.
Ik olarak, banka hesab1 veya bono olarak risksiz olan yatirim araclar1 B icin bilesik faiz oran

r > 0 sabit iken agagidaki siireci ele alalim :
dB(t) =rB(t)dt, B(0)=1.
Bu esitligin anlami ¢ = 0 zamaninda bankadaki 1 TL’nin,
B(t) ="t

esitligi yardimiyla herhangi bir ¢ zamanindaki degeri bulunabilinir, demektir. Bu finansal
yatirim aracinin risksiz olarak nitelendirilmesinin nedeni dinamiginde stokastik bilesenin ol-
mamasindandir. Yani yukaridaki egitlikte Brown hareketi olmamasindan dolay1 bononun gele-
cekteki degeri bilinmektedir. Risksiz olan yatirim araclarinin yani sira riskli olarak nitelendirilen

hisse senetleri de vardir. Hisse senedi S agagidaki Merton-Black-Scholes modelini saglar.
dS(t) = S(t)udt + S(t)odW (t), S(0)=s (3.12)

Eger o > 0 sabiti 0-a gok yakin bir deger alirsa, hisse senedi; faiz orani p olan risksiz bono gibi

davranir. Ashinda, hisse senedi igin (3.12) esitligini ;

S(t) = S(0)exp{ocW (t) + (1 — 302)15} (3.13)

seklinde de ifade edebiliriz. (3.13) esitliginin (3.12) egitligindeki ifadeye egit oldugunu gdstermek
i¢in (3.13) teki ifadeye It6 kuralim uygulayacak olursak;
1
Flw) = exploW () +(u— 307))

1
df fedt & fudW + 3 fuwdWdW

1 1
= (u— 5(;Q)fdt + o fdW + 5a2dedW

1 1
= (u— 502 + 502)fdt +ofdW

ufdt +ofdW olur.

(3.13) esitliginin diferansiyeli alinacak olursa,
ds(t) = S(0)df
olur. Yukarida buldugumuz df ifadesini yerine yazacak olursak,

ds(t) = S){ufdt+ofdW}
S(t)pdt + S(t)odW

olur ki bu da (3.12) deki ifadeyi yani Black-Scholes modelini verir. Black-Scholes modelindeki
sabit olan y hisse senedi i¢in anlik beklenen fiyat artig oranini géstermektedir. Bunun ne anlama

geldigini anlamak igin hisse senedi i¢in p = 0 olmak {izere

M(t) = exp(cW (t) — %O’Qt)
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ifadesini g6z oniine alalim. Bu ifadeye Ito kuralini uygulayacak olursak;
dM =oMdW M(0)=1
ifadesini elde ederiz. Bu esitligin anlami ise M’nin stokastik integral siireci oldugudur. Oyle ki,
M@)=1+ /Ot oM (u)dW (u) 'dur.
Bu ayni zamanda martingaledir. Bu yiizden
E[M(t)] =1, t>0 elde edilir.
Bu egitlik yaridimiyla hisse senedi igin,
E[S(t)] = E[sM(t)e"'] = 5(0)e", s=S5(0)

esitligi kolaylikla elde edilir. Ayrica énceki boliimlerde Brown hareketinin normal dagilim gos-
terdiginden bahsetmistik. O halde f(t,w(t)) = exp{oW (t) + (1 — 20?)t} ifadesindeki
exp{oW (t) + (n— 20?)t} ifadesi log-normal dagilim gdsterir. Yani hisse senedi S(t) log-normal
dagilim gosterir bunun nedeni ise S(¢)’nin logaritmasinin normal dagihm gostermesindendir.

Simdi de hisse senedi S(¢)’nin ortalamasini ve varyansini bulalm. S(t)’nin ortalamasi,
/ch((f)) - /OtudtJr/OtcrdW
E{/Otcf((tt))] = E[/Otudt]—kE[/OtadW]
L[ 50] -
= ut olur.
L[58 - o e [ 5

= E[(/O udt—i—/o odW (t) — ut)?]

S(t)’nin varyans,

= E[(ut%—/ ocdW (t) — ut)?]
0
t
= E[(/ cdW (t))?]
0
t
= E[/ o?du]  (Itoizometriden)
0
= E[UQt]
= ot
olarak elde edilir. Burdaki volatilite parametresi o, hisse senedinin riskini 6lger. Cok boyutlu
Merton-Black-Scholes modelinde N tane hisse senedi ve d tane Brown hareketi olsun (gok

boyutlu modellerde en kolay itizerinde galigilacak model N = d iken dir.) Eger N tane hisse

senedini modelleyecek olursak,
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olur. Burdaki o;; volatilite matrisinin i.satir ve j.stitunundaki hiicreyi géstermektedir (Bakiniz

[, [7)-

3.4.1 Sermaye Siireci ve Portfoy Siireci

Farzedelim ki piyasadaki yatirim araglar1 Black-Scholes dinamigini saghiyor olsun. m(t) ile t za-
maninda hisse senedine yatirilan toplam para miktarini gésterelim. Bunun yan sira 7 yi kisaca
portfdy siireci olarak isimlendirecegiz. Ayrica genel olarak negatif degerlerin anlami yatirimeinin
hisse senedini vadesinden 6nce satmasi yani kisa vadeli satis yapmasi anlamindadir. Bu kogullar
altinda farzedelim ki yatirimc: gelecek hakkinda herhangi bir tahminde bulunamamakta olsun.
O halde 7 (t); t zamanina kadarki eski bilgiler 15181 altinda hesaplanmalidir. Ayrica x > 0 ile
baglangig yatirim miktarii ve 7w de portfdy stratejisi gostermek tizere X = X (m, ) ile de ser-
maye siirecini gosterelim. Beklenen portfdy stratejisi 7 nin kendi kendini finanse etmesidir. O
halde ¢ zamaninda bankaya yatirilacak miktar ise X(t)-m(t) olur. Bu durumda sermaye siireci

olan X;

dX =T gg 4 X

B 14
5 7 ¢ (3.14)

denklemini saglar. Bu denklem sermayedeki X degisimin, hisse senedine yatirilan miktar kadar
hisse senedindeki degisimin ve bonoya yatirilan miktar kadar bonodaki degisimin toplami kadar

oldugu, anlamindadir. (3.14) denkleminin integral formu olarak;
" m(u) " X (u) —7(u)
X(t)=X(0 +/—d5u +/7dBu
()= X(0)+ [ G5 s+ [ ST an
seklinde ifade edebiliriz. Ayrica hisse senedi i¢in Black-Scholes modelini
dS(t) = S(t)pdt + S(t)odW(t)

ve bono igin

dB(t) = rB(t)dt
denklemlerini (3.14) esitliginde yerine yazacak olursak sermaye siireci igin,

dX = 7 (udt+odW(t))+ (X —m) (rd(t))

= [rX +7(p—r)]dt +TodW (3.15)
denklemini elde ederiz. Sermaye siirecini bugiinkii degerine geri déndiirmek igin,

X :=e"X(t), w:=e "t
seklinde tanimlansin ve Ito ¢arpim kuralini uygulacak olursak,

dX = (=r)e "t X()dt + e "X () + dtdW,  dtdW = 0 iken
= (—r)e " Xt)dt+ e " [(rX + m(p—7))dt + rodW|
= e "n(p—r)dt + wodW]

= T (p—r)dt+7T0odV (3.16)

sermaye siirecinin bugiinkii degerini veren denklemi elde etmis oluruz.
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3.5 Siirekli Zamanli Faiz Oranlar:

Faiz orani temel 6zelligi itibariyle genel olarak taahhiit tarihinden énce bilinir. Bunun yan sira
faiz oram bir sonraki periyotta degisebileceginden dolay1 vaktinden 6nce bilinemez. Ornegin
herhangi bir banka yatirimacisiyla aylik faiz oram lizerinden bir anlagma yapabilir fakat bir
sonraki ay faiz oranlar1 degigebilir. Benzer olarak bonoya yatirilan bir paranin faiz orani ve
vadesi bilindiginden dolay1 vadesi geldiginde ne kadar bir getirisi olacagi énceden bilinebilir.
Ama yatirimcr elindeki bonoyu vadesinden Once satmaya kalkarsa ne kadardan satilacagini
tahmin edemeyecegi gibi ek olarak geri doniistimii de belirsizdir. Bu belirsizligin nedeni bononun
vadesindeki degeri bilinmesine ragmen, bu siire¢ icerisinde bononun degeri artig veya azalig
egilimi gosterebilir. Sonug olarak pratikte bunun nedeni faiz oraninin arz ve talebe bagh olarak
stokastik olmasindandir.

Bankadaki herhangi bir paranin r faiz oraniyla istenilen bir ¢ zamanindaki degerinin B(t) = e"*
esitligi yardimiyla bulunabileceginden daha énce de bahsetmistik. Bu ifadenin diferansiyelini
alarak dB(t) = B(t)rdt dinamigini elde etmigtik. Bu dinamikten de goriilecegi gibi faiz oram
sabit olup zamana bagh degildir. Eger faiz oram sabit degil de zamana baglh olarak stokastik
olarak degigecek olursa yukarida bahsettigimiz dinamik dB(t) = B(t)r(t)dt sekline doniigiir ve

t zamaninda bankada bulunan para
B(t) = B(0)eo r()ds

esitligi yardimiyla bulunabilinir. Tarihsel olarak, ilk sabit gelir getiren marketlerde faiz oraninin
dinamigi siirekli zamanl modellemede ele alinmigtir. Daha dogrusu faiz orani r difiizyon siireci
olarak

dr(t) = p(t,r(t))dt + o(t,r(t))dW (t)

seklinde modellenmigtir. Ayrik zamanh modellemede oldugu gibi bu modellemede de faiz orani
risk-nétr 6lgiisii altinda modellenmigtir. Buradaki W Brown hareketi, risk-notr ol¢iisii altindaki
Brown hareketini géstermektedir. Eger W’nun boyutu bir ise tek-faktorlii model olarak isim-
lendirilir. Tek-faktorlii model ilk olarak iizerinde ¢aligilan model olmasina ragmen hala 6nemini
ve popiilerligini korumaktadir. Ayrica faiz oram i¢in daha gergekgi bir modelleme yapmak i¢in
iki veya ti¢ faktorlii modelleme yapmak gereklidir. Faiz oraninin dinamigi igin siirekli zamanl
birgok tek-faktorlii modeller vardir. Bu béliimde encgok bilinen iki model tizerinde duracagiz. W
standart Brown hareketi olmak {izere, agagidaki siirekli zamanli stokastik faiz orani r Vasicek
modeli;

dr(t) = alb—r(t)]dt + cdW (t)

Oldrich Vasicek tarafindan 1997 yilinda ortaya konulmustur. Bu modeldeki a, b ve o pozitif
sabitler olmak {izere bu model yabanci kaynaklarda "mean reversion" olarak bilinen ortalamaya

doniig 6zelligini saglamaktadir.
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Yani eger faiz orani 7(t), b den blylk deger alirsa siiriikklenme katsayisi olan kisim negatif
olacagindan faiz orani r(¢), b degerine ulagincaya kadar azalacaktir. Eger faiz oram b’den daha
az bir deger alirsa bu durumun tersi s6z konusu olacaktir. Yani kisaca faiz orani b’nin civarinda
bir dagilim gosterecektir. Bu modeldeki a sabiti ise (¢)'nin b civarindaki dagihminda dengeye

geligteki hiz faktorii diye isimlendirilir. Bir diger en ¢ok bilinen model,

dr(t) = alb—r(t)]dt + o/r(t)dW (t)

olup, bu model Cox-Ingersoll-Ross tarafindan 1985 yilinda ortaya konulmustur. Bu model
kisaca CIR faiz orani modeli olarak isimlendirilir. Vasicek ve CIR model arasindaki fark
CIR modelinin difiizyon kismindaki m kismidir. Bu durumun iki sonucu vardir. Birincisi
difiizyon kismin kendisi yani faiz oram volatilitesi stokastik olmustur. Ikincisi ise faiz oram
hi¢bir zaman negatif olamayacaktir. Eger faiz orani 0 olursa difizyon kismi da 0 olacaktir ama
siirliklenme katsayisi olan kisim ise pozitif olacagindan faiz oram tekrardan pozitif olacaktir.

Vasicek modelindeki sakincali kisim ise faiz oraninin negatif olabilmesidir.
Ayrica bu iki model diginda kullanilan Ho-Lee modeli, Hull-White modeli, Black-Derman-Toy

modeli ve Dogrusal model gibi siirekli zamanh faiz oran1 modelleri de vardir. Bu modelleri ise

5. boliimde ayrintili olarak ele alacagiz.
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BOLUM 4

SUREKLI ZAMANLI TAM MARKET MODELLERINDE
OPSIYONLAR

Stirekli zamanli modeller iizerinde ¢aligmak basit ayrik zamanlh modeller iizerinde ¢aligmaktan
daha zordur, ¢iinkii siirekli zamanl modellerde sonsuz durum uzayi vardir. Siirekli zamanl
Brown hareketli modellerde kontratin vade siiresi sonundaki degeri C(T'), T zamanima kadar
olan siiredeki Brown hareketinin degerine baghdir. Bu genellikle C(7)’nin yatirim yapilan
varliklarin T zamanina kadar olan siiredeki fiyatlarinin bilinmesi gerekliligiyle egdegerdir. Bu
duruma Ornek olarak; difiizyon siireci Brown hareketi tarafindan modellenen ve degeri rassal
olan S(T) i¢in ve baz g fonksiyonlar i¢in 6demenin ¢(S(T)) oldugu yola-bagimsiz (path in-
dependent) olan Avrupai opsiyonlar gosterilebilinir. Ayrica market modelinin tam olmasi igin
ayrik zamanli modellerde de oldugu gibi her kontratin 6demesinin kendini finanse eden (repli-
cate) bir portfoyiiniin olmas: gerekir. Yani kisaca eger tam marketlerde ¢aligiyorsak her kontrati

finanse eden mutlaka bir portféyiin varligindan s6z edebiliriz.

4.1 Arbitraj Yontemiyle Alim (Call) ve Satim (Put) Opsiyonlar:

Arbitraj risksiz para kazanmak anlamidadir. Oyle ki érnegin dolar icin X ve Y bankalar:
icin eg zamanl olarak iki ayr1 TL paritesi s6z konusu olsun. Iste bu durumda dolar sézkonusu
bankalardan ucuz fiyata verenden alip yiiksek fiyat verene satabiliriz. Bu alig-verigte elde edilen
kara arbitraj denir. Arbitraj durumunun s6z konusu olabilecegi markette bu olay ¢ok kisa bir
zaman diliminde gergeklegebilir, bu yiizden ani fiyat degisimlerinden etkilenme olacagindan
arbitraj durumu hemen ortadan kalkabilir. Arbitraj durumunun finans uygulamar: ise Black-
Scholes (1973), Merton (1973, 1976, 1977), Cox and Ross (1976), Harrison ve Kreps (1979) ve
Harrison ve Pliska (1981) gibi bilim adamlar1 tarafindan yapilmigtir. Arbitraj teorilerine gore
arbitrajin olmamasi i¢in her tek fiyata sahip kontratin, markette finanse (replicate) edilebilmesi
gerekir. Iste bu kontratin degeri, kontratin 6demesinin beklenen "discounted" degerine esittir.
Beklenen deger ise "risk-neutral olasiligi" altinda veya "equivalent martingale Olciisii" altinda
hesaplanir. Simdi de arbitraj durumunun s6z konusu olmamas: i¢in alim ve satim opsiyon-
lar1 arasindaki iligkiyi inceleyelim. C(t), c(t), P(t) ve p(t) sirasiyla ¢ zamanindaki Amerikan
alim opsiyonunu, Avrupai alim opsiyonunu, Amerikan satim opsiyonunu ve Avrupai satim opsi-

yonlarim gostersinler. Ayrica S ile hisse senedinin fiyatini, K ile verilen opsiyonun kullanma



fiyatini, T ile de vade siiresini gosterelim. Simdi bu degerler i¢in bazi karsilagtirmalar yapip
hangi durumlarda arbitrajin olabilecegini, hangi durumlarda arbitrajin olamayacagini aralarin-
daki iligkileri de inceleyecerek gosterelim. Inceleyecegimiz 6rnek icin statik durumun oldugunu
yvani sadece bir kere alig-verigin yapilacagini ve faiz oraninin pozitif oldugunu kabul edelim.

Simdi ilk olarak Amerikan ve Avrupai alim opsiyonlarinda aym hisse senedi ve vade siiresi i¢in,
c(t) < C(t) < S(t)

esitsizligini yazmak miimkiindiir. Bu esgitsizligin ilk kismu Avrupai alim opsiyonunun hicbir za-
man Amerikan alim opsiyonundan biiylik olamayacagini séyler. Bu durum dogrudur c¢ilinkii
Amerikan alim opsiyonlar1 vade siiresinde Avrupai alim opsiyonuyla ayni degere sahip ol-
masina ragmen ek olarak Amerikan alim opsiyonlar1 vade siiresinden 6nce de kullanilabilir
(exercised). Farzedelim ki ¢(t) > C(t) olsun. Bu durumda Avrupai opsiyonu satip Amerikan
opsiyonunu alabiliriz ve aradaki fiyat farkini ise bankaya yatirabiliriz. Vade siiresi doldugunda
elimizdeki Avrupai opsiyon, satmis oldugumuz Amerikan opsiyonuyla ayni degeri alacagindan
dolay1 portféyiimiizde bu durumdan dolay: herhangi bir degisim olmayacaktir. Aksine bankaya
yatirdigimiz farktan dolay: bir kazang s6z konusu olacaktir ki iste bu durum da arbitraj duru-
mudur. Ayrica esitsizligin ikinci kismu da dogrudur, ¢ilinkii alim opsiyonlar: aliciya opsiyonun
kullanma fiyat1 6denmesi takdirde hisse senedini alma hakk: tanir. Satim opsiyonlar: igin ise
benzer sekilde,
p(t) < P(t) < K

egitsizligini yazmak miimkiindiir. Esitsizligin ilk kismi Avrupai satim opsiyonunun higbir za-
man Amerikan satim opsiyonundan biiyiik olamayacagimi soyler, Amerikan ve Avrupai alim
opsi- yonlarida belirttigimiz nedenden dolay1 dogrudur. Ikinci kisim ise satim opsiyonlarim
higbir zaman opsiyonun kullanma fiyatindan biiyiik olamayacagini sdyler ve dogrudur, ¢linkii
opsiyonun sahibi eger opsiyon kullanilirsa K TL elde edecek. Aslinda Avrupai satim opsiyonun-
dan vadesi doldugunda en fazla K TL elde edilir. O halde herhangi bir ¢ zamanindaki Avrupai
opsiyonun degeri, t siiresinde bankaya yatirilan T vaktinde K TL olan paradan daha biiyiik
olamaz &yle ki,

p(t) < Ke= (=Y

esitsizligi gerceklenir. Aksi takdirde satim ve aradaki fark: p(t) > K e~ (Tt bankaya yatirirdik.
Boylece vade siiresinde K TL den daha fazla para bankada elde etmis olurduk. Bu para, satim
opsiyonunun sahibinin opsiyonu kullanmak istedigi takdirde yapmasi gereken 6deme icin yeterli
olacaktir. Ayrica bu degisimde elde edecegimiz hisse senedi degeri ez az sifir bile olsa aradaki
farktan dolay: kazang saglamig oluruz ki bu da arbitraj durumudur.

Bir diger durum ise kar orami (dividend) 6demeyen hisse senedi igin;
c(t) > 8(t) — Ke= (T

esitsizligi yazilabilinir. Bu egitsizligin anlami, kar oranm1 6édemeyen Avrupai alim opsiyonunun,

hisse senedi fiyat1 ve K TL nin bugiinkii degeri arasindaki farktan biiyiik oldugudur. Farzedelim
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ki bu durum dogru olmasin 6yle ki
c(t) + Ke=T=9 < S(t)

olsun. Bunun anlami alim opsiyonunun ve nakit paranin toplami, hisse senedinin fiyatindan
daha diigiik oldugu anlamimdadir. Bu durumda aradaki fark: géz 6niinde bulundurarak arbitraj
durumunun oldugu bir portféy olusturmak miimkiindiir. Daha dogrusu ¢ zamaninda su iki

durumu iceren agagidaki stratejiyi goz oniine alalim :

1. Hisse senedini kisa vadeli olarak satalim.

2. Alim opsiyonu alip aradaki farki Ke~ (T~ da bankaya yatiralim.

Bu durumda T vade siiresinde; 1. durumdan dolay1 portfoytimiizde —S(T') olacak ve 2. du-
rumdan dolay1 eger S(T') > K olsa, yapilacak 6deme S(T) — K + K = S(T') olur boylece
portféy dengelenecektir. Eger S(T) < K olsa kazang saglanacagl agiktir. Yani her iki du-
rumda da T vaktinde herhangi bir kayip olmayacag gibi (belkide de S(T) < K durumunda
kazang ) ve bankaya t zamaninda yatirdigimiz paradan dolay1 kazang sézkonusu olacaktir ki
bu durum arbitraj durumudur. Sunu vurgulamakta fayda var ki, eger hisse senedi vadesinden
once kar orani 6diiyorsa bu strateji umdugumuz gibi ¢aligmayabilir. Bunun nedeni kisa vadeli
satigin hisse senedinin kar orani 6demesini zorunlu kilacak olmasindandir. Bu durumda zararin
olmayacagini garanti edemeyiz.

Kar oram 6demeyen hisse senetlerinde Avrupai satim opsiyonlar icin,
p(t) > Kem ™9 — 5(1)

esitsizligini yazmak miimkiindiir. Bu egitsizlik kar orani1 6demeyen satim opsiyonunun; hicbir
zaman K TL’nin bugiinkii degeri ile hisse senedi arasindaki farktan kiigiik olamayacagini soyler.

Farzedelim ki bu durum dogru olmasin, dyle ki,
p(t) < Ke=T=9 — 5(t)
olsun. Bu durumda ¢ zamaninda su iki durumu igeren,

1.Ke~(T=Y TL borg alalm.

2. Satim opsiyonu ve hisse senedi alalim.

stratejiyi goz Oniine alalim. Bu strateji ¢ vaktinde kazang saglar veya en kotii ihtimalle T' za-
maninda yani vade siiresinde 0 kazang saglar. Sonug olarak bu esitsizlikler yardimiyla opsiyon
fiyatlar: i¢in bir simir bulmus olduk. Bunlarin sonucu olarak ise Avrupai ve Amerikan alim op-
siyonlariin fiyatlar: arasindaki iligkiyi su sekilde ifade edebiliriz : Vade siiresine kadar kar orani
0demeyen Amerikan alim opsiyonunun degeri, ayni hisse senedi ve vade siiresi i¢in Avrupai alim
opsiyonun degerine egittir. Simdi farzedelim ki egit olmasim. C(t) > ¢(t) olmas: gerektigini daha
onceden anlattigimiz igin sadece C(t) > ¢(t) oldugu durumu kabul edip inceleyelim. [C(t) < ¢(t)

oldugu durumda arbitrajin olacagi durumu daha nceden gostermigtik.] Eger C(t) > c(t) ise,
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bu durumda Amerikan alim opsiyonunu satip, Avrupai alim opsiyonu alabilir ve aradaki fark:
bankaya yatirabiliriz. Eger herhangi bir + < T vaktinde Amerikan opsiyonu kullanilirsa, bu
durumda S(¢) — K kadar bir 6deme yapmamiz gerekir. Bu farki Avrupai alim opsiyonunu
satarak karsilayabiliriz ciinkii daha 6nceden ifade ettigimiz su c(t) > S(t) — Ke~ (T~ esitsi-
zlik yardimiyla c(¢t) > S(1) — Ke=(T=9 > S(1) — K esitsizligi yazlabilinir. Eger Amerikan
opsiyonu kullanilmaz ise bdyle bir farki kapatma yoluna gitme zorunlulugumuz ortadan kalkar
ki bu durum da arbitraj durumudur, o halde C(t) > ¢(t) olamaz. Buradan ¢ikarilacak sonug
ise vadesine kadar kar oram 6demeyen Amerikan alim opsiyonlarinin vadesinden énce kullanil-
mamasi gerektigidir (Bakimz [1]). Son olarak kar oram 6demeyen hisse senetlerini géz éniinde
bulunduralim ve bu hisse senetleri i¢in Avrupai alim ve Avrupai satim opsiyonlar: arasindaki

alim - satim paritesi (put-call parity):
c(t) + Ke "D = p(t) + S(t)

diye adlandirilan iligkiyi incleyelim. Bu esitlik; alim opsiyonunun degerinin ve K TL’nin
bugiinkii degerinin toplaminin, satim opsiyonunun ve hisse senedinin degerleri toplamina egit
oldugunu sdyler. Bu sonucun dogrulugunu vade vaktindeki édemelere bakmak tizere su iki
stratejiyi goz oniine alarak anlayabiliriz : Alm opsiyonunu elimizde tutup, Ke "(T—% TL’yi
bankaya yatiralim. Bir de vade vaktinde ayni 6demeye sahip olan satim opsiyonunu ve hisse
senedini elimizde tutalm. Sonugta Avrupai opsiyonlar1 vadesinden 6nce kullanma hakkimiz
olmadigindan, bu iki durumdaki degerler birbirine egit olmak zorundadir. Amerikan opsiyon-
larinda ise alim-satim paritesi gegerli degildir. Bu konu hakkinda en fazla sdyleyebilecegimiz

kar oran1 6demeyen opsiyonlar icin;
C(t) + Ke "I~ < P(t) 4+ S(t)

esitsizliginin saglandigidir. Bu esitsizlik, Avrupai opsiyonlarin alim - satun paritesinden ve
P(t) > p(t) ve C(t) = ¢(t) olmasindandir. Simdi alim - satim paritesini saglamayan bir 6rnek

iizerinde arbitraj durumunun nasil olusacagini gosterelim.
Ornek 4.1

Farzedelim ki hisse senedi S’in bugiinki degeri S(0) = 48 TL olsun. Avrupai alim ve satim
opsiyonunun S hisse senedi i¢in 7' = 3 ay vade siiresindeki kullanma hakki K = 45 TL ve de
alim opsiyonu ve satim opsiyonun degeri sirasiyla 4.95 TL ve 0.70 TL olsun. Ayrica 100 TL
nominal degerli 3 aylik T-tahvilini 98.50 TL satin almig olalim. Bu durumda arbitrajm olup
olmadigini eger varsa herhangi bir avatajinin olup olmadigini inceleyelim.

Ik olarak K = 45 TL nin bugiinkii degerini bulabilmek i¢in T-tahvilinden yola ¢ikacak olursak,
98.5 = 100d denkleminden d (discount factor) yani bugiinkii degeri bulmak i¢in gerekli katsayiy1
bulunursa d = 0.985 oldugu goriiliir. Simdi de alim-satim paritesindeki esitligin sol tarafim
bulacak olursak;

c(t) + Kd = 49.275 olur.
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Benzer sekilde alim-satim paritesinin sag tarafindaki degeri hesaplayacak olursak;
P(t) + S(t) = 48.7 olur.

Burdan da goriilecegi gibi paritenin sag tarafi ile sol tarafi birbirine egit degil, ayrica arbitraj

durumu s6z konusu oldugu agikca goriiliir.

4.2 Risk-N6tr Fiyatlandirma ve Martingale Olciisii

Daha 6nceden de bahsettigimiz gibi elimizdeki kontrat icin arbitrajin olmamasi, risk-notr
olasilik 6lgiisii altinda beklenen deger kullanarak kendini finanse (replicate) edebilecek bir
stratejinin var olmasini gerektirir. Simdi de bu durumu martingale 6l¢iisii yardimiyla Cox-

Ross-Rubinstein (CRR) model igin gosterelim.

4.2.1 CRR Model

Finansal kontratlar: fiyatlandirmadaki bilinen en giizel ¢6ziim yontemi portfdy optimizasyon
probleminin ¢éziimiidiir, 6yle ki bu da martingale olasilik 6l¢iisii kavramiyla ilgilidir. Bilindigi
gibi fiyatlandirma bir beklenen deger altinda hesaplanir. Fakat buradaki beklenen deger gergek
ol¢ii (real-word) veya tam (true) 6lgii altinda degil, yapay olarak nitelendirilecebilecek risk-notr
olasilik 6lciisii veya denk (equivalent) martingale lciisii (DMO) altinda hesaplanir. E, verilen

bilgiler altinda kogullu beklenen degeri géstermek iizere, eger X siireci
EJX(t)] =X(s), s<t (4.1)

esitligini sagliyorsa X’ e martingale denir. Bu esitlik X(t)'nin gelecekteki degeri igin yapilabi-
linecek en iyi tahminin, X siireci igin bugiinkii degeri X(s) oldugu, seklinde de yorumlanabilinir.
Veya kar/zarar terminolojisine gore, martingale siireci ortalama olarak ne kar ne de zarar saglar,
seklinde de yorumlanabilinir. Ozellikle (4.1) esitliginde her iki tarafin beklenen degeri alinacak

olursa;

E{E[X(1)]}
E[X(1)]

E{X(s)}
E[X(s)]

esitligi elde edilir. Bu esitlik ise martingale siirecinin beklenen degeri zamana gore degisim
gbstermez, seklinde yorumlanabilinir. Simdi eger hisse senetlerinin bugiinkii degerleri S; mar-
tingale ise, olasilik &lgiisiiniin de finansal market modeli i¢in martingale 6lgiisii oldugunu
sOyleyecegiz. Bu tanim ve kosullar altinda bir tane hisse senedi i¢in CRR modelinde neler ola-
cagii inceleyelim. Daha 6nceden de bahsettigimiz gibi CRR modelde ¢ + 1 zamaninda hisse
senedi; u ve d sabitler ve w > 1+ r > d olmak tizere S(t)u veya S(t)d degerlerinden sadece
birini alabilirdi ve genellikle d < 1 oldugu kabul edilirdi. Bu durumda herhangi bir ¢ zamaninda
hisse senedinin degerinin S(¢)u olma olasiigima p dersek, hisse senedinin S(¢)d degerini alma

olasilign da ¢ := 1 — p olur. Martingale Ol¢iisii altindaki bu olasiliklar, yukar: ve agsagi dogru
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hareketlerde sirasiyla p* ve ¢* := 1 — p* olsun. Bu durumda hisse senedinin bugilinkii degeri

martingale olur. Oyle ki :

5(0) = 50) = B [S1)] =p 3% 4 (1 - )

S(0)d
1+7r

Buradaki E* = Ej, t = 0 daki p* ve 1 — p* olasiliklar altinda kosulsuz beklenen degeri

gostermektedir. Bu denklemden p* ¢oziilecek olursa,

. (Q+r)—d . u—(1+7r)
S Sl 4.2
P u—d 1 u—d (42)

kolaylikla elde edilir. Buradan da goriilecegi gibi CRR modeldeki u > 1+ r > d varsaymm p*
ve ¢* olasilik degerlerinin pozitif olmasini garantiler. Ek olarak bu denklemler sadece pozitif
olasiliklarla martingale Ol¢iisiinii tanimlar. Ayrica p* ve ¢* kesinlikle pozitif olduklarindan
dolay1, "real-world" olasihigi altinda 0 olasiliga sahip olan bir olay martingale 6lgiisii altinda
da 0 olasiliga sahiptir ve bu durumun tersi de dogrudur. Iste bu iki olasilik Slgiileri birbirine
denktir ve p*, ¢* denk martingale Slciisii (DMO) formundadirlar. Gercek olasiliklarla yani
p, 1 — p ile risk-nétr olasiliklarini kargilagtirmak igin hisse senedinin ortalama getiri oranini p

olarak tamimlarsak,

S(0)(1+ p) = E[S(1)]

denklemini saglar. Yukaridaki gibi gerekli islemler yapildiginda (4.2) denklemlerinin analogu

olan,

(14+p)—d _u—(1+p)
u—d 1= w4

denklemler elde edilir. Sonug olarak risk-nétr uzay: riskli varliklar: icin telafisi olmayan bir
uzaydir 6yle ki riskli varliklar igin ortalama getiri orani risksiz olan faiz oranina r’ye egittir.

Aslinda yapmak istedigimiz herhangi bir kontratin degeri ile bagka yatirim araclar1 yardimiyla
kontrat1 finanse (replicate) etme ihtimali arasinda iligki kurmaktir. Simdi § ile portfdydeki
hisse senedi sayisim1 ve X (0) = z ile de baglangigtaki sermaye miktarii gésterelim. PortfGydeki
kalan 2 — 65(0) miktarim ise risksiz faiz orani r olmak {izere bankaya yatiralim. O halde biitce

denklik sartindan, ¢t = 1 zamanindaki biit¢enin bugilinkii degeri,
X(1)=465(1) +x —65(0)
denklemini saglar. Hisse senedinin p* ve 1 —p* risk-nétr olasiliklar: altinda martingale olmasin-

dan dolayr E*[S(1)] = 5(0) olur ve sonug olarak
E*[X(1)] =68(0) + 2 — 65(0) == (4.3)

elde edilir. Bunun anlami sermaye siirecinin bugiinkii degeri DMO altinda martingaledir. Veya
bagka bir ifadeyle gelecekteki sermayenin bugiinkii degerinin risk-notr 6lgiisii altindaki beklenen
degeri baglangictaki degerine egittir, seklinde de yorumlanabilinir.

Bunlara gore kendi kendini finanse edecek kontrat i¢in su sonucu elde etmek miimkiindiir;

yatirim aracininin C baglangic degeri x olmak iizere ve C* ile kontratin yukar: ¢ikma durumunda
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aldig1 degeri (hisse senedinin S(0)u degerini aldigi durum) ve C¢ ile kontratin alt deger aldig
durumu gosterelim.

Teorem 4.1

C kontrati baglangi¢ degeri C'(0) olmak fizere finanse (replicate) edilebilir ancak ve ancak

E*[C] = C(0) ise.
ispat :

Yukaridaki anlatilan kisimlarda X (1) = C oldugu durumu zaten gosterdik, dyleki E*[X(1)]
ifadesi baglangigtaki sermaye miktarina, x = C(0) esittir. Simdi bunun tersi olan durumu

gosterelim. Farzedelim ki E* [C’] = (C(0) olsun &yle ki,
E*[C] =p*C" + ¢ C* = C(0) (4.4)
olsun. Bu durumda C' kontrat: eger,
C* =05(0)u+ [D(O) — 55(0)] (1+7), C4=4650)d+ [D(O) — 55’(0)] (1+47)ise

D(0) baglangic degerli 6 stratejisi ile finanse (replicate) edilir. Iste bu iki esitlik yardimiyla
D(0) baglangig degeriyle C kontratini finanse eden ve tekil olan § stratejisi bulunur. Simdi (4.2)
denklemleri yardimiyla (4.4) ’teki egitligi hesaplayacak olursak;

P’ {(sff)ru +[D(0) - 55(0)]} +(1-p) {(lsfld +[D(0) - 55(0)]} — ()
p*ii(or) [“‘d]HD(O)—fSS(O)Haf fld = C(0)
(P2t 50— oo o510 + 52 =

D(0) = C(0) olur.O

Boylece D(0) = C(0) oldugu gosterilmis olunur ki bu da gergekten C(0)'in baglangig degeri
olan D(0) tarafindan finanse (replicate) edilebilecegini gosterir.
Simdi de risk-n6tr olasiigini kullanmadan finanse etmek i¢in risk-nétr yogunlugu olarak ifade

edilen rassal degiskeni su sekilde tanimlayalim :

p*/p, p olasihf ile

Z(1) =
q*/q, q olasihg ile
Bu durumda;
BElz)X@] = » %*(5511(3): +a - 55(0))} g {f(af(i)f +2—68(0))

Bu esitlik (4.3)’ teki ifadeyi bagka bir sekilde sermaye siireci i¢in biitge sinir1 olarak,
B [X(1)] = E[z()X(1)] = =
seklinde ifade edebilecegimiz, anlamindadir.

37



4.2.2 Arbitraj Olmamas:1 I¢in Saglanmasi Gereken Ozellikler

Bu béliimde finanstaki klasik sonuglardan ve Varliklarin fiyatlandirmasindaki temel teo-
rem olarak isimlendirilen teoremden bahsedecegiz. Ve bu teorem martingale Sl¢iisiiniin neden
bu denli 6nemli oldugunu gésterecektir.

Teorem, "Arbitraj yoktur = En azindan bir tane denk martingale Olgiisii (DMC))
var" ifadelerinin egdeger oldugunu soyler. Bu durum su teoremde daha agik bir sekilde ifade
edilir.

Teorem 4.2

Finans marketlerindeki sonlu rassal sonuglu ayrik zamanli modelleri g6zoniine alalim. Bu du-
rumda eger pozitif olasilikli martingale 6l¢ilisii varsa, bu durumda markette arbitraj yoktur.

Tersine, eger markette arbitraj yoksa, pozitif olasilikli martingale 6lgiisii vardir.
Ispat : (Bakinz[1]). O

Bir diger arbitrajin olmadigi marketler teorisinin sonucu ise su gekildedir: Teorem ise, "Market
tamdir = Tek denk martingale Ol¢iisii vardir" ifadelerinin esdeger oldugunu soyler. Bu
durum su teoremde daha acik bir gekilde ifade edilir.

Teorem 4.3

Finans marketlerindeki sonlu rassal sonuclu ayrik zamanli modelleri gézoniine alalim. Eger
pozitif olasilikli tek martingale 6lglisii varsa, market tamdir ve bu markette arbitraj yoktur.
Tersine, eger markette arbitraj yoksa ve market tam ise, o halde pozitif olasilikl tek martingale

Olciisii vardir.
Ispat : (Bakimz[1]). O

Bu iki teoremin bazi versiyonlar1 daha kompleks marketlerde de dogrudur. Simdi de teorem
(4.2)’yi tek periyotlu model igin yeniden ifade edelim.

Teorem 4.4

Finans marketlerinde daha 6nceden ifade ettigimiz tek periyotlu modeli géz 6niine alalim. Eger
kesinlikle pozitif olan risk-nétr olasihigl p; varsa, o halde markette arbitraj yoktur. Tersine,

eger markette arbitraj yoksa, o halde kesinlikle pozitif olan p} risk-nétr olasiligi vardur.
ispat :

(=) Risk-n6tr olasihiginin olmasi arbitrajin olmamasim gerektirir. Bunu géstermek igin sermaye

siirecinin ¢ = 1 zamanindaki degerinin bugiinkii degerini veren ifadeyi,
X(1)=do+ Y _8:Si(1)
hatirlayalim. Buradaki dg risksiz olan yatirim aracinin adetini gostermektedir. O halde

N
E*[X(1)] =do+ »_6;5(0) = X(0)
=1
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olur ki bu da 2. boéliimde anlattigimiz kendi kendini finanse etme durumudur. Bu esitlik,
sermaye siirecinin (buglinkii degerinin), risk-nétr olasilik dlgiisii altinda martingale oldugunu
soyler. Ozellikle farzedelim ki ¢t = 1 iken kesinlikle kayip (zarar) s6z konusu olmasin o halde
X (1) her zaman pozitiftir. Ayn1 zamanda farzedelim ki diinyanin herhangi bir yerinde bu
durum saglanmig olsun yani pozitif olsun. O halde E[X(1)] = X (0) ifadesi kesinlikle pozitif
olmalidir. Bu zaten basglangictaki sermaye miktarinin yani yatirim yapilan miktarin pozitif
olmasi demektir. Iste bu arbitrajin olma olasiigimm olmadig: anlamimdadir. Eger 0 sermaye
siireci ile ige baglarsak yani yatirim yaparsak, bu durumda negatif olmayan veya kesinlikle
pozitif olan bir sermaye ile bitirmek s6z konusu olmaz.

(<) Arbitrajin olmamasi durumu, risk-nétr olasilik dlgiisiiniin olmasim gerektirir. Simdi A
kiimesi baglangi¢ yatirim miktar1 X (0) = 0 olan ve rassal degisken olan X (1) elemanlarmdan
olugan kiime olsun. B kiimesi de tiim negatif olmayan Y rassal elemanlardan olugsun, dyle ki
E[Y] > a. Islemlerde kolaylik olmasi agisindan a sabitini 6zel olarak 1 segelim yani E[Y] > 1
olsun. Bu en azindan diinyada bir yerde Y nin (Y’ler farkli durumlardaki sonuglar1 gostermek
tizere) pozitif olmasini gerektirir. Arbitrajin olmamasi A ve B kiimelerinin ortak elemanlarinin
olmamasim yani kesisim kiimelerinin bog olmasii gerektirir. A kiimesini, K (X(1)'m alabile-
cegi deger sayisimi gostermek {izere) boyutlu vektor uzayimin bir alt uzay: olarak diisiinebiliriz.
Benzer gekilde B kiimesini de K boyutlu vektér uzayimin bir alt uzay: olarak diigiinebiliriz ve
bu alt kiime kapali ve konvekstir. Fonksiyonel analizde Hahn-Banach teoremi veya ayrik
hiperdiizlem teoremi (separating hyperplane teorem) olarak bilinen teorem yardimiyla bu

kogullar altinda A ve B kiimelerini birbirinden ayiran bir diizlem vardir (bakimz [11]). O halde,

d=(dy,....... dr) vektori vardir 6yleki A kiimesindeki her a = (aq, ........ ar) ve B kiimesindeki

K K
Zdiai =0, Z d;b; >0 (45)
i=1 i=1

saglanir. O halde B kiimesinden b; > 0 olmak iizere, verilen herhangi bir j < K igin b;
digindaki koordinatlarimin tiimii sifir olan bir vektori her zaman segebiliriz. (4.5) esitligindeki
ikinci bagint1 d; > 0 olmasim gerektirir, ve bu durum her j = 1,...... , K i¢in dogrudur. Artik
pozitif olasiligl su sekilde tanimlayabiliriz,

d;
ZiKzl di

Simdi bu olasihigin risk-nétr olasihigi oldugunu gostermemiz gerekmektedir. (4.5) ifadesindeki

p; =

ilk egitlik her @ € A igin,

K
> piai=0 (4.6)
1=1

olmasini gerektirir. Simdi su stratejiyi goz oniinde bulunduralim, bankadan S(0) TL kadarhk
bir bor¢ aldigimizi ve bu parayla bir tane S kuponu aldigimizi diigiinelim. Bu stratejiden

de goriilecegi gibi baglangictaki yatirim miktar: sifirdir. O halde bu stratejiye gore borgla
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aldigimiz S kuponunun ¢ = 1 zamammindaki degerini bugiinkii degeriyle birlikte diigiinecek
olursak, elimizdeki miktar —S(0) + S(1) olur ki bu da A kiimesinin elemamidir. (4.6) esitligi

yardimiyla,

K

> pilsi—SO)] =0

i=1
olur veya farkl bir gekilde ifade edecek olursak,

E*[S(1)] = 5(0)

Bu da gosteriyor ki, gercekten, pj, i =1, ...... , K i¢in risk-nétr olasiligidir. O
Ornek 4.2

Tek periyotlu bir modelde, r = 0.005, S(0) = 100 TL, s; = 101 TL ve sy = 99 TL olsun 6yle
ki s1 ve s hisse senedinin ¢t = 1 zamanindaki alabilecegi degerleri gostermek iizere u = 1.01 ve

d = 0.99 olur. O halde Avrupai opsiyon i¢in 6deme,
glS()] = [S(1) — K]* = maz[S(1) - K, 0]

olur. Opsiyonun kullanma fiyat1 K = S(0) = 100 T'L igin, hisse senedinin degeri yukar1 dogru
bir hareket gosterip artarsa 6deme 1 TL olacaktir, eger agsagi dogru bir hareket gosterip azalacak
olursa 6deme 0 TL olacaktir. Bu durumlar altinda ve §p bono veya bankaya yatirilacak miktar:
gostermek tizere, d; de hisse senedi sayisim gostermek {izere kendini finanse eden portfoyii
bulacak olursak,

80(140.005) + 6,101 = 1
8o(1 4 0.005) 4 6,99 = 0

olur. Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden dg = —49.2537, ; = 0.5 elde edilir. Bunun anlam
49.2537 T'L bankadan alinan bor¢ miktarini, 0.5 de yarim adet hisse senedi aldigimiz ifade eder.

O halde kendini finanse eden stratejinin maliyeti,

C(0) = dp + 01.5(0) =0.746 TL
olur ki bu da alim opsiyonunun degerine esittir.
Ornek 4.3

Ornek 4.2'deki degerleri goz éniine alalim, » = 0.005, S(0) = 100 TL, s; = 101 TL ve s = 99

TL ve alim opsiyonunun degeri C'(0) = 0.746 idi. Simdi de risk-n6tr olasiligini bu 6rnek igin

hesaplayalim. Hisse senedinin bugilinkii degerinin martingale olabilmesi igin, E*[S(1)] = S(0)

olmali veya
101
* o 1— *y_ 77
P 1005 TP ) 1005

olmali. Bu denklemden p* = 0.75 olarak elde edilir. O halde risk-nétr olasiligi altinda alim

100

opsiyonunun bugiinkii degerinin beklenen degerini hesaplayacak olursak,

L 101 — 100
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olur ki bu da zaten Ornek 4.2’deki C(0) kendini finanse eden stratejinin maliyeti olarak veya

alim opsiyonunu degeri olarak buldugumuz degere esit ¢ikt1 (Bakiniz teorem 4.1).

4.3 Black Scholes Modeli I¢in Martingale Y6ntemi

Bu boliimde banka hesabi veya bono igin faiz oram r sabit olmak {izere, S hisse senedi igin
Black-Scholes modelini,

dS = S[udt + odW)

gbz éniine alalim. Simdi de sermaye siirecinin bugiinkii degerini X martingale yapmak icin bazi

iglemleri yapmak gereklidir. Bunun igin riskin market degerini () su sekilde
0:=0 t(p—r)

tamimlayalim. Bu ifade riskli ve risksiz olan varliklarin beklenen faiz oranlarim, riskli olan
varliklarin volatilitesi ile normalize eder. Simdi de risk-nétr yogunluk siireci veya siirekli zamanl

Arrow-Debreu fiyat siireci olarak ifade edilen siireci,
2(t) = eap{—OW (1) — %e%}
gbz Ontine alalim. Ito kuralini uygulayacak olusak;
dZ = —-0Zdw, Z(0)=1

olarak elde edilir. Buradan da anlagilacag1 gibi Z martingale’dir ve beklenen degeri 1’dir. X ve

7’ nin ¢arpimi i¢in It6’ nun carpim kuralini uygulayacak olursak,
d(ZX) = Zro — 0X]dW
olarak (bu ifadenin elde ediligi tezin son kismindaki ekler boliimiinde vardir) veya
ZHX(t) =x+ /Ot Z(u)[r(u)o — 60X (u)]dW (u)

olarak da elde edilir. Bu denklem stokastik integralin teknik kosullari sagladigi durumlar

varsaylldiginda ZX’ nin martingale oldugunu sdyler. Martingale 6zelliginin sonucu olarak
B [2(D)X(T)] = ()X (¢)
elde edilir. O halde bu denklem yardimiyla biitge sinir1 olarak da,
E[Z(T)X(T)] = Z(0)X(0) =z

elde edilir. Bu denklem ise baglangictaki sermaye miktarmin, normal "true" olasihik &lgiisii
altinda sermayenin bugiinkii degeri ve risk-nétr yogunlugunun ¢arpiminin beklenen degeri olarak
da bulunabilecegini séyler. Ayrica Cox-Ross-Rubinstein modelindeki duruma benzer olarak
O0demesi rassal olarak C' olan kontrat ve = baglangic sermayesi i¢in agagidaki teorem gegerlidir.
Teorem 4.5

Baglangictaki sermaye miktar1 C(0) olmak tizere ve T vade siiresindeki rassal 6demesi C' olan

kontrat finanse edilebilinir ancak ve ancak E[Z(T)C] = C(0) ise.
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ispat :

Onceki boliimde, eger X(T) = C ise E[Z(T)X(T)]’ nin baslangictaki sermaye z = C(0)
miktaria egit oldugunu gostermistik. Simdi bunu tersi oldugu durumu inceleyelim yani C
kontratinin baglangig degeri C'(0) = E[Z (T)C'] i¢gin finanse eden strateji var olsun. Bu du-
rumda 3. béliimde ifade edilen martingale temsil teoreminden dolayr E[Z(T)X (T)] = C(0)
elde edilir.O0

Yukaridaki teoremden de goriilecegi gibi rassal olarak verilen tutar: finanse etmek igin gerekli
miktar: beklenen deger yardimiyla hesaplamak miimkiindiir. Benzer gekilde difiizyon siirecinin
beklenen degeri Feynman-Kac kismi tiirevli diferansiyel denkleminin ¢oziimiiyle de
bulunabilir.

Teorem 4.6 (Feynman-Kac Teoremi)

Farzedelim ki X difiizyon siireci,
dX(t) = p(t, X(t)dt + o(t, X (t))dW (t)

olsun. E; , ise X (t) = x olay1 tizerindeki kogullu beklenen degeri gdstermek tizere ve verilen g,
r, f fonksiyonlar i¢in V fonksiyonu,
T
V(t,a) i= By eI X 0dug(x (7)) +/ o7 J e XN (0, X (u) ) du]
t

seklinde tamimlansim. O halde V fonksiyonu,
Vt+%a2vm+uvm—rv+f:0
Feyman-Kac kismi tiirevli diferansiyel denkleminin
V(T ) = g(x)
sir kogulu altinda bir ¢éziimidiir.

Tanimlanan V fonksiyonunda Ité kuralini uygulayalim. O halde,

1
dV(LX(1) = Vidt+VedX + 5 ViedXdX
1
dV(t, X)) = Vidt+ Vpudt + VeodW + 5vma%lt
1
dVv(t, X)) = [Vi+Vep+ §Vm02]dt + VyodW
T T 1 T
/ AV (u, X (1)) = / [V + Vet + 5V Jdu + / VoodW (u)
t t t
T 1 T
V(T,X(T)) = V(¢ X(1)) —|—/ Vi + Vop + §V1102]du+/ VeodW (u) olur.
t t

Simdi de r(z) = r(z, X(2)) olsun ve benzer sekilde exp{— [, r(z)dz}V (u) ifadesi i¢in Ito arpim

kuralin1 uygulayacak olursak,

T T

" 1

e [ rduy (P x(T)) = V(t,x)—i—/ e Ji r<z)d2[vu+vzﬂ+§vmov?—rV]du+/ VeodW (u)
t t
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elde edilir. Ayrica V(t,x) fonksiyonu Feynman-Kac kismi tiirevli diferansiyel denklemini sagladigin-
dan V,, + Vyp + 3Veeo? — 7V = — f olur ve smir kogulu V (¢, ) = g(«)’tir. Bunlar1 yukaridaki
ifadede yerine yazacak olursak,
T T u T
e~ Jo rWdug(xX(T)) = V(t,2) — / e @ py X (0))du + / VeodW (u)
t t
Teknik kosullar altinda bu ifadenin F} , kogullu beklenen degeri,
T T u T
Bia[V(t.0)] = Evale 100X (D)4 [ e 7O 0, X ()] -] [ VaodW ()]
t t
teknik kogullar altinda stokastik integralin beklenen degeri sifir oldugundan,
T T u
Vit,0) = Buale I r00g(X(1) + [ e T fu, X ()]
t

olur ki bu da zaten teoremde istenilen durumdur. O

4.3.1 Siirekli Zamanli Risk-No6tr Fiyatlandirmasi

Ekler boliimiinde ifade edilen (A3) denkleminden Black-Scholes modelinin bazi Brown hareket-

leri W* igin P* Olgiisii altindaki hisse senedi fiyat siirecinin,
dS = S[rdt + odW?|

oldugunu biliyoruz. Bunu saglayan P* 06lgiisii tektir ve bu modelin gegerli oldugu market
tamdir. Bu yiizden her kontratin finanse edilecebilecegini (E*[C] var oldugunu kabul ediyoruz
ki bu yiizden "her kontratin" ifadesini kullanabiliyoruz) tam market 6zelliklerinden biliyoruz.

Sonug olarak, rassal C 6demeli kontratin degerinin Teorem 4.1’den

oldugunu biliyoruz. Ornegin baz1 g fonksiyonlari i¢in C' = ¢(S(T)) formunda 6demesi olan
kontrat: ele alalim. O halde bu opsiyonun Merton-Black-Scholes modelindeki fiyat1 risk-notr
olasilig1 altinda E*[e~"Tg(S(T))] 'dir. Ayrica yukarida belirttigimiz siire¢ dikkatli incelenecek
olursa dinamikteki siiriiklenme katsayisi olan p yerine faiz orani r 'nin geldigi hemen goriiliir.
Sonug olarak opsiyon fiyat1 igin, P* olgiisii altinda Merton-Black-Scholes modeli, hisse sene-

dininin siiriiklenme katsayisi olan p ’ye bagimli degildir.

4.3.2 CRR Model ve Black-Scholes Modeli Arasindaki ili§ki

2. boliimde anlattigimiz S degerli bir tane hisse senedi ve sabit faiz r oranli banka hesabi igin
Binom CRR modelini hatirlayalim. Bu modeli genellegtirmek i¢in, faiz oraninin siirekli bilegik
zamanh faiz orani oldugunu varsayalim ve At ile de iki zaman dilimi arasindaki fark: gésterelim.
Model parametreleri ise u > €™ ve d < €™ olmak {izere her bir zaman diliminde hisse
senedi S(t) yukar1 hareket ederek S(t)u, agagi hareket ederek ise S(¢)d degerlerini sirasiyla p ve

1 — p olasiliklariyla alabilir. Opsiyon fiyatlandirmasi i¢in p olasihigini bilmemiz gerekmektedir.
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Bunun yerine, (4.2) egitliginde elde ettigimiz risk-notr olasiligini p* bilmemiz gerekir (market

tam oldugu durumda bu olasilik tektir). (4.2) denklemi bilesik faiz oram igin,

rAt d u— erAt

u—d

E3 € * *
pr=——7, ¢=1-p =

— (4.7)

sekline doniigiir. [(1+7) = lim, oo ((1 + £&)™)A = €7@ 2% olur]. Martingale zelligini kontrol

edecek olursak,

E*[S(0)] = e M pruS(t) + ¢*dS()] = S(0)

olur ki bu da martingale ézelliginin saglandigini gosterir. Onceki boliimde 7' zamaninda rassal
olan C TL 6demenin degerinin C(0) = E*[e~"TC] oldugunu géstermistik. Ozellikle, farzede-
lim ki T zamanindaki hisse senedinin negatif olmayan baz1 g fonksiyonu altindaki degeri i¢in
odemesi, C' = ¢g(S(T)) seklinde verilmis olsun ve de 0 ile T" arasinda sadece bir periyot olsun.

Bu durumda opsiyonun degeri,
C(0) = e " [p"g(S(0)u) + (1 —p*)g(S(0)d)]

olur. Daha genel olarak farzedelim ki ¢ = 0 ve t = T zamanlar1 arasinda n tane periyot
olsun. Bu durumda vade siiresi T de, k yukar: dogru hareket sayisini ve n — k da agagi dogru
hareket sayisimi gostermek iizere, hisse senedinin degeri; S(0)u*d"~* formunda olabilir. Risk-

notr olasihigl; k£ tane yukar: dogru hareketin oldugu durumda ve binom olasiligi yardmiyla,
* n * *\1—
P= (D)ot
olarak bulunur. O halde opsiyonun fiyati,
- —r n * *\n— n—
=3 e () 6 - ol Ot (48)
k=0

olur. Bu ifadeyi daha kolay olarak binom agacinda, ters tiimevarim diye adlandirilan yon-
temle hesaplamak miimkiindiir. Bu metodu; opsiyon fiyatlandirmasi i¢in giizel formiilii olmayan
daha kompleks yapilar i¢in de genelleyerek, opsiyon fiyatini bilgisayar programlar1 yardimiyla
hesaplamak miimkiindiir. Simdi opsiyonun ¢ + At zamaninda yukar1 dogru hareket ettigi du-
rumdaki degerini C%(t + At) ile, asag1 dogru hareket ettigi durumdaki degerini ise C4(t + At)
ile gosterelim. O halde t zamanindaki opsiyonun degeri, opsiyonun ¢ + At zamanindaki degeri

ve beklenen deger formiilii yardimiyla:
C(t) = Ef[e ™C(t + At)] = e ™A p*CU(t + At) + (1 — p*) Ot + At)] (4.9)

olarak bulunur. Bu ifadenin dogrulugunu Teorem 4.2 yardimiyla anlamak miimkiindiir. Bir
bagka sekilde ifade edecek olursak, t zamanindaki opsiyonun fiyat1 C(t); sermaye siirecini finanse
edecek degere esittir ve sermaye siirecinin bugiinkii degeri risk-nétr uzayinda martingaledir. O

halde martingale 6zelliginden ve (4.9) esitliginin yardimiyla,
Ef[e"ANC(t 4+ AL)] = e THE e MO (t + At)] = e PO (1)
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olarak bulunur. Avrupai opsiyonlar i¢gin, (4.8) ’deki ifadeyi biraz daha geligtirebiliriz. Ik olarak
Avrupai alim opsiyonlar: igin (4.8) ’deki ifade,

c)=> {e" (Z) (p)*(1 - p*)" *maz[S(0)u"d" T — K,0]} (4.10)

k=0

olur. Avrupai opsiyonlarda yukar: dogru hareket gosterip, degeri arttig1 takdirde K kullanma
fiyatindan biiyiik deger alir aksi takdirde K’den daha az deger alacagindan édeme 0 olur.
Kisaca Avrupai opsiyonun n periyot sonunda vadesinin dolacagimi diigiinelim ve yukar1 dogru
hareketlerinin sayisin1 k ile gosterelim, bu durumda u*d"~*¥S(0) > K olur. Yukar: dogru
hareketlerinin sayisinin minimumunu « ile gdsterelim, bu durumda (4.10) ’daki ifadeyi 6demenin

0 oldugu kismi gozard: edecek olursak yani &k = a’dan baglatacak olursak,
Cc)=> {e" (Z) (p*)*(1 —p* )" *[S(0)uFd"F — K]} (4.11)
k=a
olur. Bu ifadeyi acarak ifade edecek olursak,

co = Yo pysote

k=a
_efrTK - n ( *)k(l_ *)nflc (412)
2 [<k) P =2

olur. Bu toplamlarin i¢lerindeki ifadeler binom olasiligima benzemektedirler. O halde X, n tane
bagimsiz denemenin bagarili olanlarin sayisin1 sayan binom rassal degigkeni olsun, p ile de her

bir denemenin bagarili olma olasiligini gosterelim. Bu durumda binom olasiligini

NGnpa) =PI, 2 o = Y1) 01—

k=a

seklinde gosterelim. Ayrica At = T'/n olsun ve bagka bir olasilig1 ise
ﬁ — e—rAtup* ve 1-— ﬁ _ e—rAtd(l _p*)

sekilde tammlayalim. Bu olasilik yardimiyla (4.12) ’deki esitligi yeniden ifade edecek olursak,

co = Yl () () () s

k=a

i3 (()) e - (4.13)
k=a

olur ki bu ifade de en kisa haliyle,
C(0) = S(0)N(n,p,a) — e ""KN(n,p*,a) (4.14)
seklinde ifade edilir. Ozel olarak
1
u=e , 0>0 ve d=-—
u

seklinde tanimlar ve binom fomiiliiniin n — oo iken limitine bakacak olursak (4.14) *teki ifadeden
Avrupai opsiyonlar i¢in Black-Scholes formiilii elde edilir. Buna sonraki boliimlerde tekrar

deginecegiz.
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4.3.3 Black Scholes KTDD’nin Cikisi ve Ispati

Merton-Black-Scholes modeli ile kontratin fiyatini hesaplamak i¢in simiilasyon yontemi (6.boliimde
deginecegiz) ve (4.3.2) boliimiinde bahsettigimiz Black-Scholes modeline ayrik zamanli binom
modeliyle yaklagim yontemi gibi metodlar vardir. Bu boéliimde ise Black ve Scholes tarafindan
1973 yilinda bulunan kismi tiirevli diferansiyel denklemler yaklagimi ile kontrat fiyatinin nasil

bulunacagini anlatacagiz.

Teorem 4.7 (Black-Scholes Denklemi)
Odemesi g(S(T)) olan ve t zamanindaki degeri C(t,S(t)) olan opsiyonu géz Gniine alalim.
C(t, s) fonksiyonu Black-Scholes Kismi tiirevli diferansiyel denkleminin ¢6ziimii olmak ve sinir

kogulunu saglamak tizere,
1
Ce + 50252053 +r(sCs—C)=0, C(T,s)=g(s)

olur (tekil ¢oziimiiniin oldugu durumda).

Teoremin ispatina gegmeden 6nce yukaridaki denklem dikkatli olarak incelenecek olursa, sadece
siir kogulunun opsiyonun 6demesi olan g(S(T")) 'ye bagiml oldugu, Black-Scholes KTDD nin
buna bagimli olmadigi hemen goriiliir. Ayrica ¢6ziimii opsiyon fiyatini veren bu KTDD hisse
senedinin siiriiklenme katsayisi olan p’ye bagimlh degildir. Bunun nedeni ise Black-Scholes

modelinin risk-nétr 6lgiisii altindaki formunda g yerine r’nin gelmesidir.
ispat :

Black-Scholes modelininin risk-nétr 6lgiisii altindaki formunu géz 6niine alarak, C(t, S(t)) ifade-

sine It6 kuralini uygulayalim. O halde,
1
dC(t,S(t)) = Cidt+ CydS+ §CSSdeS, dS(t) = S(t)(rdt + odW™) iken
1
= Cydt + C,S(t)rdt + C,S(t)odW™* + 505352(75)02dzf

1
— [C’t + CS(t)r + iCSSSQ(t)U2]dt + CS(t)odW™  olur.

Biz C(t,S(t))’'nin opsiyonu finanse eden portfdy degeri olmasin istiyoruz Gyle ki baglangigtaki
opsiyonun degeri X(0) = C(0,S5(0)) olmali. Bu durumda yatirimecinin kargilagacagi problem;
elindeki bu sermayeyi (portféyii) hangi oranda hisse senedine hangi oranda bankaya yatirmasi

gerektigi olacaktir. Daha 6nceden elde ettigimiz (3.15) denkleminden sermaye siirecinin,
dX = [rX + n(p —r)|dt + m7odW

denklemini sagladigini biliyoruz. Sermaye siirecini W* = (£-=)t+ W bagmtisim (6l¢ii degisimi)

gbz oniinde bulundurarak risk-nétr 6lgiisii altinda yeniden yazacak olursak;

dX = rXdt + rodW*
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olur. Yatirnmcinin bu portfdy ile gercekten opsiyonu finanse ettigini anlamak igin,
X(T) =g(5(T)) = C(T, 5(T))

sartlarinin saglandigini aragtirmaliyiz. Yatirime: bu portfdy ile yatirim yaptiktan sonra baglangig
sermaye siireci X (0) = C(0,.5(0)) olmak {izere herhangi bir zamandaki hisse senedine yatirdigi

miktar: 79 bulmak ister, yani
C(t,S(t) = X(t) (4.15)

iken dC ve dX ifadelerindeki dW* kisimlarimi kargilagtiracak olursak,

olmasi gerekmektedir. Bu sonuglar: kullanarak dC' ve d X ifadelerindeki dt kisimlarin karsilagtira-

cak olursak,

1
Ct+CsSr+§CSSS%2 = rX

Ct+CSST+%CSSS2O'2 = rC

Cot 500" +7(C.S —C) = 0, C(T,)=g(s) olur.

Sonug olarak eger C, Black-Scholes denkleminin bir ¢oziimii ise dC' = dX olur ve (4.15)
denklemi de saglanmig olur. Ayrica C, sermaye siirecini arbitraj olmadan finanse ettiginden

C(T,S(T)) nin degeri opsiyonun g(S(T")) édemesine esit olmak zorundadir. O

4.3.4 Black Scholes Formiiliiniin ispatl

Herhangi bir yaklagim yapmak i¢in elimizde yaklagim yapmak istedigimiz ifadeye iligkin bir for-
miiliin olmasi, yani kisaca, elimizdeki problemi modelleyebilmek her zaman iglemleri dahada ko-
laylastiracagi gibi olayin daha rahat bir sekilde anlagilmasina yardimei olacaktir. Iste bu yiizden
Black ve Scholes tarafindan 1973 yilinda ortaya atilan Black-Scholes formiiliin akademisyenler
tarafindan kabul gérmesinin en 6nemli nedeni, Avrupai alim ve satim opsiyonlarinin degerlerine
yaklagim yapmak i¢in acik bir formiil olarak kullanilabilmesidir. Bu béliimde bu formiiliiniin
nasil elde edildiginden bahsedecegiz.

Ayrica Z standart normal rassal degigsken olmak iizere toplam dagilim fonksiyonunu;

1 T2 x—
N(:L')Z:P[ng]zﬁ e~ 7dy, y=

geklinde tanmimlayalim (bakiniz[12]). Simdiki zamana t ve hisse senedininin gimdiki degerine s

iken

bagl olan rassal olmayan fonksiyonu da c¢(¢, s) ile gosterelim. Bu durumda Avrupai opsiyonlar

i¢in Black-Scholes formiilii su sekildedir:
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Teorem 4.8 (Black-Scholes Formiilii)
Merton-Black-Scholes modelinde, kullanim fiyat1 K > 0 ve édemesi g(S(T)) = [S(T) — K|*

olan Avrupai alim opsiyonunun t zamanindaki degeri,

di = e ; = [log(s/K)] + (r + 0% /2)(T — t)] (4.16)
dy = 1 [log(s/K)| + (r —o?/2)(T —t)] = dy —oVT — t (4.17)

ovT —t
olmak tlizere

c(t,s) = sN(dy) — Ke TN (dy)
formiilii ile bulunur.
ispat :

Bu ispat1 t = 0 oldugu durum igin ve dolayisiyla W*(T) — W*(0) = W*(T') oldugu durum igin
yapaca@z (genel olarak t i¢in ispat ise benzer gekildedir, sadece W*(T') yerine W*(T') — W*(t)
almak gerekmektedir). Bu durumda Avrupai alim opsiyonun ¢ = 0 yani bugiinkii degerini
beklenen deger formiilii yardimiyla (teorem 4.1'den E*[e™"T{S(T) — K}T] = c(t,s)) ve 1

karakteristik fonksiyon olmak iizere hesaplayalim. Bu durumda,

E*[e™™T{S(T) - K}T] = E*[eiTTS(T)ls(TbK] — KefTTE*[ls(TbK] olur. (4.18)
Ayrica I ve I ’yi su sekilde;

I = E* e " S(M1s(r)>k), Io=Ke ""E*[lgr)> K]
tanimlayacak olursak (4.18) esitligi;
E*[e™™{S(T) — K} = I, — I, olur. (4.19)
Diger taraftan hisse senedinin risk-nétr 6lgiisii altindaki degerinin (ekler A.1 de)
S(T) = S(0)exp{(r — %(72)T +oW*(T)}

oldugunu biliyoruz. Farzedelim ki S(T') > K olsun. Bu varsayimin W*(T') tiirtinden nasil bir

anlam ifade ettigini anlamak icin bu egitsizlikte her iki tarafin logaritmasini alacak olursak,
1
oW*(T) > logK — logs + 502T —rT (4.20)

olur. Risk-notr olasiligi altinda rassal degisken olan W*, z standart normal rassal degisken
olmak fizere zy/T ile ayn1 normal dagilima sahiptir. Bu durumda (4.20) esitsizligini z tiiriinden

yeniden yazacak olursak,

1
oNT > logK — logs + 502T —rT

1 1
z > ——(logK —logs + =T —rT) = —ds olur. 4.21
S o9k ~logs 5 ) =2 (4.21)
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Simdi de Io’yi, (4.21) esitsizligini ve standart normal dagilimin 6zelliklerini de goz oniinde

bulundurarak hesaplaycak olursak,

E*[]-S(T)>K] = P*[S(T) > K} = P*[Z > —dg] = P*[Z < dg] = N(dg)

I, = Ke ""'N(dy) olur. (4.22)

I1’i hesaplamak icin siirekli rassal degiskenler i¢in beklenen degerin tanimini kullanmamiz gerek-
mektedir. O halde n(z) = ﬁe‘é standart normal yogunluk fonksiyonu olmak iizere,
L= Bl s eap{oW(T) + (r — Lo*) T sk
= sE*[lexp{cW*(T) — %UzT}ls(T)>K]
= s/(;o ea:p{a\/fz — 102T}n(z)al,z
2

= \/ﬁ » ez:p{—f (z — oVT)?}dz.

esitligi elde edilir. Ayrica u = z — ov/T degisken doniisiimiinii ve di = dy + ov/T esitligini goz

oniinde bulunduracak olursak,

s 1
L = — exp{—-u?}du
= /_dl =g
I = sP*lz> —di| = sP*[z < di] = sN(dy) olur. (4.23)

O halde sonug olarak (4.22) ve (4.23) denklemlerinden (4.19) denklemi saglanmir ve bdylece

Black-Scholes formiilii de saglanmig olur. O

Ek olarak daha 6nceden alim-satim paritesinin
c(t,s)+ Ke " T=Y = p(t,s) + s
oldugunu biliyoruz. Bu formiil yardimiyla satim opsiyonu i¢in Black-Scholes formiiliinii bulalim.
p(t,s) = c(t,s)+ Ke " TV 5
= sN(dy) — Ke " T"ON(dy) + Ke 7Tt — 5
= s(N(d)— 1)+ Ke"T™D(1 - N(dp))

Ayrica ¢(x) toplam dagilim fonksiyonu olmak iizere standart normal dagilimin ¢(z) = 1—¢(—x)

ozelligini kullanacak olursak satim opsiyonu i¢in,
p(t,s) = Ke " T=UN(—=dy) — sN(—d,)

olan Black-Scholes formiiliinii elde etmis oluruz. Ayrica Black-Scholes formiiliinii dikkatli bir
sekilde analiz edecek olursak en 6nemli parametrenin hisse senedi volatilitesi o oldugu goriiliir.
Bu volatilitenin sadece hisse senedinin fiyat1 bilindigi takdirde bulunmasi zordur, tersi ise
oldukga kolay bir durumdur. O halde verilen hisse senedi i¢in gerekli o degerini baz1 yaklagik
degerleri deneyerek veya eski veriler yardimiyla opsiyonun piyasa degerini veren o’y1 bulabiliriz.

Iste bu opsiyonun fiyatin belirleyen Oimp y8; uygulanacak volatilite (implied volatility) denir.
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4.3.5 Merton Black Scholes Modeli ve Genellestirmeleri

Bu béliimde elimizdeki hisse senedinin kar pay1 6dedigini kabul ederek Black-Scholes modelinin
genellegtirme iglemlerini de bu dogrultuda yapacagiz. Bu durumda hisse senedi degerinin belirli
bir oran1 kadar kar payinin siirekli olarak ¢dendigini farzedelim. Bu sabit olan kar paymni ¢ ile
gosterelim. O halde ¢ = 0 ’dan t zamanina kadar édenen toplam kar pay1 fot ¢S (u)du olarak
verilsin. Bu durumda elimizde bulundurdugumuz hisse senedinin ¢ = 0 ’dan t ye kadarki

degerini;
G(t) == S(¢) +/0 qS(u)du (4.24)

olacak gekilde tanimlayalim. O halde daha dnceki boliimde de ifade ettigimiz gibi m(t) ile hisse
senedine yatirdigimiz miktari, X — 7(t) ile de bankaya yatirilan miktar gosterecek olursak

sermaye stireci,

B
dX = (X — 77)% + w% (4.25)

dinamigini saglar. (4.24) denklemini g6z 6niinde bulundurak (4.25) denklemini diizenleyelim.

O halde sabit u, o degerleri ve sabit faiz oram r altindaki sermaye siireci igin,

dS +¢S(t)dt
S(t)
wS(t)dt + o S(t)dW] + ¢S(t)dt
S(t)
= (X —7(t))rdt + n(t)[pdt + odW + ¢dt]

dX(t) = (X —n(t))rdt +n(t)

= (X —7(t)rdt+n(t) [

= [rX(t)+7(t)(n+q—r)|dt+ n(t)odW (4.26)

dinamigini elde ederiz. Eger bu siireci risk-notr 6l¢iisii altinda, W*(t) = W({t) +t(u+q—1)/0

bagintisini g6z oniinde bulundurarak ifade edecek olursak,
dX(t) = rX(t)dt + 7(t)odW™(t) (4.27)

siirecini elde ederiz. Ayrica bu bagnt1 sermaye siirecinin biigiinkii degerini risk-nétr 6lgiisi

altinda martingale yapar dyle ki X = e~ "X icin,
dX(t) = 7(t)odW*(t)) — martingale

stokastik diferansiyel denklemini elde ederiz. Simdi de Merton-Black-Scholes modelini bu bagin-

tiyla birlikte risk-nétr 6l¢iisii altinda diizenleyecek olursak,
dS(t) = St)[(r — q)dt + ocdW™(t)] (4.28)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeden de gorildiigii gibi kar pay: 6deyen hisse senedinin normal
Olcii altindaki Black-Scholes modeli i¢in siiriiklenme katsayisi olan p’niin yerine risk-noétr élgiisi

altinda r — ¢ gelir.
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Simdi de C(T, s) = g(S(T)) kontratimin degerini bulmak i¢in, (4.28) denklemini de gdz dniinde

bulundurarak C(t, s) fonksiyonunun diferansiyelini alalim. O halde,

dC(t,s) = Cydt+ CydS + %C’sstdS

Cydt + Cy[s](r — q)dt + odW*(t)] + %CSSSQJth

= [Cy+ 20558202 + Css(r — q)|dt + CsadW™(t)

ifadesi elde edilir. Simdi bu ifade ile (4.27) denkleminin dt kisumlarii kargilagtiracak olursak,

1

Cy + 50353202 +Css(r—q) = rX, X(t)=C(ts)
1

Cy + 50555202 +Cs(r—q) = rC

1
Ci + 50585202 + Cys(r—q) —rC 0, C(T,s)=g(s) (4.29)

olan Black-Scholes kismi tiirevli diferansiyel denklemini elde etmis oluruz.

Son olarak Black-Scholes formiiliinii elde ederken yaptigimiz iglemleri kar payr édeyen hisse

senedi icin tekrar uygulayacak olursak,

R \/z%[log(s/K) +(r—q+02/2)(T —1)] (4.30)
by = —[log(s/K) + (r—q—0*/2)(T — )] =dy —oVT—1  (431)

ovT —1t
icin
c(t,s) = sr 1T VN(dy) — Ke " TYN(dy)

olan Black-Scoles formiilii elde edilir.

Ayrica benzer gekilde Merton-Black-Scholes’un diger uygulamalar1 olarak; Sigramali (Jump)
diftizyon, doviz kuru opsiyonlarimin (currency options) uygulamalari, futures opsiyonlarmin
uygulamalar1, degisim opsiyonlar1 ve rassal faiz oranl opsiyon fiyatlandirmasi érnek olarak
gosterilebilinir (bakinz [1]). Biz ileriki boliimlerde degigim opsiyonlarim ve rassal faiz oranh

opsiyon fiyatlandirmasin inceleyecegiz.

4.3.6 iki Tahvil Uzerindeki Opsiyonlar

Bu boéliimde; 6nceki boliimlerde anlattigimiz tek hisse senedi i¢in olan Black-Scholes modelininin
iki hisse senedi i¢in geniglemesini yapacagiz ve ayni zamanda iki hisse senedi i¢in Black-Scholes
denkleminin de geniglemesini elde edecegiz.

ilk olarak S; ve S hisse senetleri igin py, po, o1 ve oo sabitler olmak {izere,

ds:

Sl [/,let + 0'1dW1]

dSQ = SQ [/Jgdt + UgdWQ] (432)
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Black-Scholes modellerini géz 6niine alalim. By ve By birbirinden bagimsiz Brown hareketleri

olmak iizere, W7 ve W5 Brown hareklerini sirasiyla,

W1 = Bl, W2 = pBl + 1-— p232

seklinde tanimlarsak aralarindaki korelasyon p, 0 < p < 1 olur. Bunu korelasyon tanimini,
varyansin ve beklenen degerin 6zelliklerini de kullanarak gosterebiliriz. O halde,
E[(Wy — E(Wh))(W2 — E(W2))]
VVar(Wi)Var(Ws)
E[(By — 0)(pB1 + /1 — p2By — 0)]
\/Var(Bl)Var(pBl ++/1—p?Bs)
E[pB} + \/1— p? BBy
VVar(B1).[p2Var(B1) + (1 — p?)Var(B2)]
pE[B?] 4+ /1 — p?E[B; Bs)
VP2Var2(By) + (1 — p?)Var(B;)Var(Bz)
pE[B}] + /1 — p*E[B]E[B;)]
Vp2Var2(By) + (1 — p2)Var(B1)Var(Bs)
pt + M.O

VeRtE 4+ (1= p2)tt
p

kor =

olur. Yani korelasyonun p oldugunu gostermig olduk. Bu durumda,

E[(Wy — E[W1])(Wa — E[W5])]

\/Var(Wl)Var(Wg)
_ B[ - 0)(Wa —0)]
Vit
= E[W W]/t

olur. O halde her t icin E[W;(t)Wa(t)] = pt 'dir. Yukanidaki korelasyonu da goéz oniinde
bulunduracak olursak (4.32) denklemi,

dSi(t)

S1(t)[padt 4 o1d B (t)]

dSs(t) = Sa(t)[uadt + o2pdB1(t) + 02y/1 — p?dBa(t)] (4.33)

olur. Bu durumda portfdy siireci w(t) = (m1(t), m2(t)) olmak iizere iki boyutludur. O halde

gerekli iglemler yapildiginda sermaye siireci;

dX (t) ;8 Sy (t) + gzg; dSs(t) + wcua(t)
dX(t) = [rX@)+m@t) (1 —r) 4+ m2(t)(ue — r)]dt + m1(t)o1dW1 + wa(t)o2dWa(t)

olarak elde edilir. Sermaye siireci; W = W, + (£=L)¢, (i = 1,2) bagmtisim gbz oniinde

K3 g3

bulunduracak olursak, P* risk-nétr olasilik 6l¢iisii altinda,
dX = ’)"th+7T10’1dW1* +7T20'2dW2* (434)

olarak elde edilir. Bu bagint1 dahilinde gerekli iglemler yapildiginda sermaye siirecinin bugiinkii

degerinin X martingale oldugu kolaylikla goriiliir.
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Risk-nétr olasilik 6lgiisii altinda .S; hisse senetlerinin siiriiklenme katsayilari olan u; ’ler yerine
r gelir. Ayrica (4.32) denklemlerinden de anlagilacag: gibi iki hisse senedine kargin iki Brown
hareketi oldugundan bu modeller tam market modelleridir. O halde T vade vaktindeki 6demesi
C olan kontratin tek degeri vardir ve daha énceden de belirttigimiz gibi bu deger E*[C] = C(0)
formiilii ile bulunur. Simdi farzedelim ki 7" vade vaktinde kontratin édemesi hisse senetleri
fiyatlariin bir foksiyonu olarak C' = g(S1(T"), S2(T")) seklinde tanimlansim. Ayrica hisse senet-

lerinin degerleri s; ve so iken herhangi bir t zamanindaki opsiyonun degerini ise C(t, s1, s2) ile

gosterelim. Ayrica
dSl = Sl[Tdt+O'1dW1*L dSQ = SQ[Tdt‘}’UQdWQ*}

AWFdWy = pdt, dWidt=0 ve dWidt=0

ifadelerini goz 6niinde bulundurarak C(t, s, s2) icin iki boyutlu Ité kuralini uygulayalim. Bu

durumda,
1
dC(t, S1, 82) = Ciudt+ Csldsl + 052d82 + i[Cslsldsldsl + CSQSZdSQdSQ] + 05152d51d82
= Ctdt + Csl (Sl[Tdt + Ulde]) + ng (SQ[Tdt + O—QdW;])
1
+ 5[031315%0%15 + Cl,s,5505dt] + Oy, 5, 51500102pdt

1 1
= [C’t +rs1Cs, + 15205, + 56’81315%0% + 5032325303 + 0313251520102,0] dt
+ C’Slslalde +CS2820'2dW2* (435)
olur. Teorem 4.7 ’dekine benzer olarak X(T') = C(T,S1(T),S2(t)) olmak tizere (4.34) ve
(4.35) denklemlerindeki dt kisimlarini kargilagtiralim. Bdylece iki hisse senedi igin siir kogulu
C(T, s1,52) = g(s1, s2) olan;
Cy+rs:C C 1C’ 252 1C 2024 C =rX
t rSs1 S1 + rSs2 Sa + ) 5181810—1 + 2 8232820—2 + 818231820—102p =T
1 1
Cy + 56'51515%0% + 5052523305 + 51820109pC%, s, + 1(51C5, + 52C5, —C) =0 (4.36)
Black-Scholes kismi tiirevli diferansiyel denklemini elde etmis oluruz. Opsiyonun degeri bu
kismi tiirevli diferansiyel denklemin niimerik olarak ¢oziimiiyle elde edilebilinir. Ayrica (4.34)

ve (4.35) denklemlerindeki dW} (i = 1,2) kisumlarim kargilagtirahm. Bu durumda opsiyonu

finanse edecek olan iki boyutlu portfdy m = (w1, m2);
7T"i] = Slel s TI'S = SQOS2

olarak bulunur. Yani opsiyonu finanse edebilmek igin sermayenin 7 = S1Cs,, 75 = S2Cs,
TL’lik kismini sirasiyla S; ve Sy hisse senetlerine geri kalan kismimi yani X — 7 TL’yi ise

bonoya (veya banka hesabina) yatirmak gerekmektedir.
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BOLUM 5

SABIT GELIR GETIREN YATIRIM ARACLARI

Sabit gelir getiren yatirim araglari olarak banka hesaplari, devlet (hazine) bonolari, mortgage’a
dayali sabit getiri araclar1 6rnek olarak gosterilebilinir. Faiz orani, hisse senedi piyasasi igin
onemli bir faktor olmasina ragmen, sabit gelir getiren yatirim araglar i¢in daha fazla 6nem
tegkil etmektedir. Ciinkii faiz oram degisiminde bono fiyati, hisse senedine gore daha hassastir.
Iste bu yiizden faiz oranin Merton-Black-Scholes modelindeki gibi sabit almak yerine faiz oram
i¢in modelleme yapmak kacinilmaz olur.

Genel bir prensip olarak; Teorem 4.1’de de ifade ettigimiz gibi risk-nétr olasiligi altinda ve ¢
zamanina kadar olan bilgiler kogulu altinda; hisse senedi, bono veya kontratin v.s ¢t zamanindaki
degeri, o zamanki (t) beklenen degerine esittir. Yani farzedelim ki r siirekli zamanl bilegik faiz
oranm olsun, o halde T zamanindaki rassal 6demesi C olan kontratin ¢t zamanindaki degeri

yukaridaki prensipten dolayi,
C(t) = B [e” I rwiec] (5.1)

formiilii yardimiyla hesaplanir. Ozellikle T zamaninda 1 TL deyen bononun ¢ zamanindaki

degeri ise,
P(t,T) = Ef [ /i r(wau] (5.2)

formiilii yardimiyla hesaplanir. Ayrica genel olarak bu boliimde baz faiz oran1 modellerinin ve

uygulamalarimin tizerinde duracagiz (bu béliim kaynak [1]’den alint1 yapilarak hazirlanmigtir).

5.1 Siirekli Zamanli Modellerde Faiz Oranlar:

Bu béliimde siirekli zamanlh faiz orani modelleri tizerinde durup, bu modellerin bazi 6zellik-

lerinden bahsedecegiz.

Vasicek Modeli

Vasicek modelinin stokastik diferansiyel denklemi;
dr = a(b—r(t))dt + odW (t)

dir. Buradaki a, b, o pozitif sabitler olmak iizere bu model ortalamaya doéniis (mean reversion)

olarak bilinen ozelligi saglamaktadir (bu model 3. béliimde ayrintili olarak anlatildi).



Cox-Ingersoll-Ross Modeli

CIR modelinin stokastik diferansiyel denklemi ise;

dr = a(b—r(t))dt + o/r(t)dW(¢)

dir. Buradaki a, b, o pozitif sabitlerdir. Ayrica bu modeli Vasicek modelinden ayiran en énemli
ozellikten dolayi, yani difiizyon kisminda +/7(t) oldugundan faiz orani higbir zaman negatif

olamaz (bu model 3. béliimde ayrintili olarak anlatilds).

Ho-Lee Modeli

Ho-Lee modelinin stokastik differansiyel denklemi ise,
dr(t) = b(t)dt + odW (t)

dir. Buradaki b(¢) market verileri gozlemlenerek elde edilen rassal olmayan fonksiyonu temsil

etmektedir.

Hull-White Modeli

Hull-White modelinin stokastik differansiyel denklemi ise,
dr(t) = [b(t) — ar(t)]|dt + odW (t)

dir. Hull-White modeli, Vasicek modeline benzemektedir ama siiriiklenme katsayisi olan kisim-
daki b(t) Vasicek modelindekinin aksine rassal olmayan ¢ zamanina bagh bir fonksiyondur.

Ho-Lee modeline benzer olarak bu model de gercek market verileri 15181 altinda daha esnektir.

Black-Derman-Toy Modeli

Black-Derman-Toy modelinin stokastik differansiyel denklemi ise,
dr(t) = r(t)[a(t)dt + ocdW (t)]

dir. Black-Derman-Toy modeli, hisse senedi i¢in 6nceden ifade edilen Black-Scholes modeline
benzemektedir ama bu modeldeki siiriiklenme katsayis1 sabit olmayip ¢ zamanina bagh rassal
olmayan bir fonksiyondur. Bu modelin ayrik zamanli modeli ve onun genellestirmeleri olduk¢a

popiilerdir. Siirekli zamanl modeli ise baz teorik zorluklar icermektedir (bakiniz [1]).

5.2 Dogrusal Modellerde Bono Fiyatlandirmasi

Daha 6nceden bir ¢ok modelde de bahsettigimiz gibi bono fiyatlandirmasi igin acgik bir formiil
bulabiliriz. Bunun nedeni Vasicek, Hoo-Lee, CIR ve Hull-White modellerinin hepsinin Dogrusal
(Affine) yapili modeller olarak isimlendirilen yapiya ait olmalarindandir. Bono fiyatlandirmas:

icin dogrusal model; A ve B, t zamana bagh rassal olmayan fonksiyonlar olmak {iizere,

P(t,T) = eACT)=BED))
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seklinde tanimlanir. Formiilden de goriilecegi gibi dogrusal yapili modelde bono fiyatini veren
ifade faiz orani r nin bir lineer fonksiyonu olur. Buradaki amacimiz bu ifadeyi saglayan A
ve B fonksiyonlarimi bulmaktir, dyle ki P(T,7T) = 1 iken A(T,T) = 0 ve B(T,T) = 0 olmasi
gerekmektedir. Burada ele alacagimiz model; daha 6nceden de faiz oram r siireci icin ifade
ettigimiz

dr(t) = p(t,r(t))dt + o(t,r(t))dW (t)
denkleminin siiriiklenme katsayisi ve difizyon katsayisimin karesi r ’nin bir lineer fonksiyonu

olarak,

u(t,r) = a()r+B(t) (5.3)
a?(t,r) = y(t)r+5(t) (5.4)

zamana bagli olmak tizere yukaridaki sekilde tamimlan model olacaktir. Simdi P bono fiyat:
i¢cin Feynman-Kac kismi tiirevli diferansiyel denklemini, ¢(r) kar oram1 ve C(r) kontrat olmak
iizere,

1
P+ 50213” +uP,—rP4+q=0, P(T,r)=C(r) iken

seklinde ifade edebiliriz (bakiniz[1]). Simdi de (5.3), (5.4), kar oran1 ¢ = 0 ve P, = (A; — Byr) P,
P. = —BP, P,, = B?P ifadelerini gbz ¢niine alarak Feyman-Kac denkleminde ifadeleri

yerlerine yazalim :

(A, — Byr)P + %BQUQP + (a(t)r + B(t))(=BP) —rP+0 = 0, P#0
A, — Byr + %Bz(fy(t)r +6(t) —at)rB—-pt)B—r = 0
A, — B(t)B + %Bzé(t) —r[14+ B+ at)B - %Bz'y(t)] =0

Parantez digindaki terimler r’ye bagimli olmadigindan parantezin i¢indeki kisim her ¢ igin 0

olmalhidir. Boylece bu kismi tiirevli diferansiyel denklem A ve B fonksiyonlar igin;
Lo
Bi + a(t)B — §B y(t) = -1

Ay = B(t)B — %BQ(S(t)

iki ayr1 adi tiirevli diferansiyel denkleme doniigmiis olur. B i¢in verilen adi tiirevli diferansiyel
denklem Ricatti tipinde oldugundan B(T,T) = 0 sartim saglayan tek ¢ozlim elde edilir. Ayrica

A igin verilen diferansiyel denklem ise A(T,T) = 0 olmak {izere,
T 1 (T
A(t,T) = 7/ B(u)B(u, T)du + 5/ B?(u, T)6(u)du
t t

seklinde ¢oziilerek istenilen ¢6ziim bulunur.
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Ornek 5.1

Vasicek modelinin dr(t) = [b — ar(t)]dt + odW (t) formunda a, b, o sabitler olmak iizere, (5.3)
ve (5.4) denklemlerinden o = —a, v = 0, 3 = b, 0> = § bulunur. O halde Ricatti denklemi
B(T,T) = 0 olmak tizere

By —aB=-1

seklinde bulunur. Bu Ricatti denkleminin ¢6zlimii i¢in gerekli islemler yapildiginda ¢oziimiin
B(t,T) = +(1 - e~ Tt oldugu kolayhkla bulunur. Simdi de A fonksiyonu i¢in ¢Oziimii

yukarida verdigimiz formiil yardimiyla bulacak olursak ¢oziimiin,
T o2 [T
A(t,T) = —b/ B(u, T)du + 7/ B?(u, T)du
t t

oldugu goriiliir. B fonksiyonunu bu denklemde yerine yazip gerekli iglemler yapildiginda

1

A= = [(B — T +t)(ab— "2)] e

2 4a
sonucuna ulagilir. Ayrica buradaki a, b, o sabitleri market degerleri g6z 6niinde bulundurularak

segilir.

Simdi de siirekli zamanli modelde risksiz olan bono veya banka hesabinin dB(t) = B(t)r(t)dt
dinamigini sagladigini kabul edelim. Buradaki B siireci lokal tahmin edilebilir siire¢ olarak
isimlendirilir. Bu anlamda dinamikte Brown hareketli bilegsen olmadigindan dolay1 herhangi
t zamani i¢in r(¢) biliniyor, demektir. Ayrica AB(t) ’deki artigin kii¢iik zaman periyotlar
i¢in yaklagik bir degerini bulabiliriz. Buradaki faiz orani r nominal faiz orani oldugundan
bu modelleme yardimiyla gercek faiz oranini ortaya koymak i¢in ilk olarak fiyat dinamigini

modellememiz gerekmektedir. Farzedelim ki ekonomideki genel fiyat seviyesi p,

dp(t) = p(t) [p(t)dt + o (£)aTV (1) (5.5)

dinamigini sagliyor olsun. Eger u ve o sabit ise bu siire¢ geometrik Brown hareketi olur. Genel

olarak normal sartlar altindaki p ve o icin p siireci,

p(t) = p(0)els [e)= 30> )] dst [ o()aw (s) (5.6)

seklinde ifade edilir. (5.6) denkleminin (5.5) denklemine esit oldugu Ito kural yardimiyla

gosterilebilir.
Fo= els [po-3et@]ast S oW ) 1o O halde

dp(t) = p(0)df olur. (5.7)
df = [u(t)f%UQ(t)} fdt + o(t) de(t)+%02(t) fAW (t)dW (t), dW (t)dW (t) = dt iken

w(t)fdt 4+ o(t) fdW (t) olur.

bu ifadeyi (5.7)’de yerine yazarsak;

dp(t) p(0)fu(t)dt + p(0) fo (t)dW (t)

p(t)u(t)dt + p(t)o(t)dW (t)
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olur ve boylelikle (5.5) denklemi elde edilmis olunur. Ayrik zamandaki duruma benzer olarak,
as1l oran; fiyattaki net degisimin faiz oranidir. Her bir zaman dilimindeki nominal oran %’dir.

Benzer olarak risksiz varliklardaki degisimin fiyat seviyesi tarafindan normallestirilmesi ise

—5m - = [r(t) — u(t) + o*(t)]dt — o(t)dW (t) (5.8)

dir. Bu denklemden de goriilecegi iizere tahmin edilebilir dt bilegenleri olmasina kargin ayni
zamanda tahmin edilemeyecek olan bilegenleri de vardir. Bunun nedeni ise tahmin edilmesi

zor olan enfilasyon bilegenleridir. §imdi de (5.8) denkleminin saglandigini Ito kural yardimiyla

gosterelim.

B B(t
—=Bplt—d (((t))> = p YdB+ Bdp ' +dBdp~!, dBdp~!'=0iken (5.9)
p p

1 -1 1

dp = p—2dp + Edpdp
-1 1, 1
= p—2p[,u(t)dt +o(t)dW(t)] + 50’ dt, V= » olsun.
AV = =V]u(t)dt+o(t)dW(t)] + Vodt

= V[(0>(t) - ult)dt — o(t)dW (1)

bu denklemi (5.9)’da yerine yazarsak;

dBV = V[r(t)Bdt+ B(c*(t) — u(t))dt — Bo(t)dW (t)]
= BV|[(r(t) +o*(t) — u(t))dt — o(t)dW(t)], BV = f((tt)) idi
d (20
(B’i(:)) ) = [r(t) + o3(t) — pt)]dt — o (t)dW (1)
p(t
olur ve boylelikle (5.8) denklemi saglanmig olur.
5.3 Rassal Faiz Orani Altinda Opsiyon Fiyatlandirmasi

Rassal faiz oranl opsiyonlarin fiyatlandirmasinda kullanilan yéntemlerden biri de birim degistirme
(change of numeriare) yontemidir. Burada yapilan 6lgii biriminin degistirilmesidir. Ornegin
elimizdeki varligin (asset) degeri TL cinsinden ise o halde bizim 6l¢li birimimiz TL ’dir. Veya
diyelim ki elimizdeki varligin degerini banka hesapi cinsinden yazacak olursak, bu durumda
banka hesabi siireci 6l¢ii birimimiz olmus olur. Bono piyasalarinda ise genllikle bono degerleri
cinsinden bugiinkii degerlere ¢evirme yéntemi daha uygundur.

Daha dogrusu, farzedelim ki S(¢) mevcut varliklar i¢in fiyatlandirma siireci olsun. Vade siiresini
T ile sabitleyelim ve vade siiresi T ’de P(T,T) = 1 olan bonoyu da 6lgii birimi olarak kullanalim.
Bu durumda varliklarin ileri bir zamandaki degerini F(t) ile gosterelim. Ileri bir zamandaki

degeri dememizin nedeni ise risksiz olan ve T vadesindeki degeri 1 TL olan bononu bugunkii
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degerinin P(t,T) = e~ """~ olmasindandir. Bu bilgiler yardmiyla F(t) ’yi tamimlayalim :
S(t)
F(t) := 5.10
®) P(t,T) ( )

= S(t)er T,

Daha genel olarak ifade edecek olursak, Merton-Black-Scholes fiyatlandirma teorisinde banka
hesabini 6l¢ii birimi olarak kullandigimiz durumlarda, risk-notr olasiligi altinda her varlik mar-
tingaledir. Simdi de S ’'nin 6lgli birimi oldugu durumlarda her varligin martingale oldugu
olasihign P¥ ile gosterelim. Burada ki P°, S birimi icin risk-nétr olasihigr olarak isimlendirilir. T
vadeli bononun 6l¢ii birimi olarak kullanildigi durumlarda ise benzer olarak risk-notr olasilig,
T ileri dlciisii olarak isimlendirilir ve P7 ile gosterilir. Ayrica gosterimde kolaylik olsun diye
bu boéliimde risk-notr olasiligini P ile ve risk-notr olasilig altindaki beklenen degeri ise E ile
gosterecegiz.

Bu bilgiler 1181 altinda beklenen deger E ve beklenen deger E° arasindaki iliskiyi gosterelim :

Farzedelim ki risk-nétr olasiigs altinda C(t) varliklar igin fiyat siireci olsun. Bu durumda,
C(t) =F; [e_ j-tT r(u)duC(T)]

olur. Bununla birlikte C(t)/S(t), P° olasilig1 altimda martingale oldugundan,

e _c@
R R 5.11
15 - 10
esitligi elde edilir. Bu son iki egitligi kargilagtiracak olursak;
T c(T)
B, [e= JE rwduoimy] = sy ES |2\ 12
e o) =swrs | S| (5.12)

esitligini elde ederiz. S Olgii birimi diizgiin secildigi takdirde, bazen bu ifadenin sag tarafini
hesaplamak sol tarafini hesaplamaya gore daha kolay olabilir. Artik rassal faiz oram altinda
opsiyon fiyatlandirmas: i¢in gerekli ve yeterli bilgiler mevcut olduguna goére opsiyon fiyatlandir-
masina gegebiliriz.

F siireci i¢in (5.10) ’daki denklemi ve S valigim goz oniine alahm. Yukarida da agikladigimiz
gibi F siireci PT olasihig1 altinda martingale olmahdir. Bu analizi; PT olasihigi {izerinde, W7
Brown hareketi olmak iizere ve fOT 0% (u)du integrali sonlu olmak iizere zamana bagh olarak

hesaplanmig baz1 o (t) fonkisyonlar: igin,
dF(t) = op(t)F(t)dWT(t) (5.13)

modeli iizerinde yapacagiz. Modelden de goriilecegi gibi siiriiklenme katsayisi olan kisim
olmadigimdan (veya 0 oldugundan) F gercekten de PT olasihigi altinda martingaledir. Bu

durumda yukaridaki siire¢ i¢in Avrupai alim opsiyonunu
C=[S(T) - K]*

hesaplayalim. O halde (4.18) ’deki gosterimi kullanarak ¢ = 0 zamanindaki degerini 1 karak-

teristik fonksiyon ve

T T
Il =F e_jO T(u)duS(T)1{5(T)>K}:| ) IQ =KF |:€_JU r(u)dul{S(T)>K}] (514)
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olmak iizere,
E [e_ Jo" r(wdu g gy — K}ﬂ LI (5.15)
formiilii yardmiyla hesaplayabiliriz. 11k olarak (5.12) denklemini kullanarak I ’i hesaplayalim:

L = S0)E° [1{s(1)>xk}]

= S(0)PY[F(T) > K] (5.16)

— §(0)PS {F(lT) < H

Ayrica 1/F = P/S, P? olasihig1 altinda martingaledir. O halde uygun bir ~(t) siireci igin,

1 1
d (F(t)) = V(t)mdws(t)

formundaki stokastik diferansiyel denklemi ele alalim. Diger taraftan 1/F ifadesine (5.13)
denklemini de g6z 6niinde bulundurarak Ité6 kuralimi uygulayip ve siiriiklenme katsayisina da

wu(t) dersek,
1 1
d| =) =pt)dt )= [—dWT(t
(157 ) = (0t + op) s -aw T o)
olur. Bu durum Girsanov teoreminin bir sonucudur. Oyleki, stokastik hesaplamalarda, bir
olasilik dlgiisiinden bagka bir denk (equivalent) olasilik dlgiisiine gegis yapildiginda (W1 =

%t — W), difiizyon kisminin isareti haricinde herhangi bir degisiklik olmaz. Bu durumda son

iki egitligi kargilagtiracak olursak, sonug olarak v = o olmasi gerektigini goriiriiz. O halde,

1 1
d <F(t)) = ap(t)WdWS

olur. Ayrica (5.10) esitliginden F(0) = S(0)/P(0,T) oldugunu hatirlayalim ve (5.16) esitliginde
1/F(T) < 1/K oldugu durumu incelemek istedigimizden dolayi, yukaridaki stokastik diferan-

siyel denklemin sonucu,

1 P(0,T) r e 1
FT) ~ 500) eacp{/o or(u)dWS (u) — 5/0 az(u)du} <% (5.17)

olarak kolay bir sekilde hesaplanir. Simdi de gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra (5.17)

esitliginin her iki tarafinin logaritmasini alacak olursak,

log (KP;,(((())’)T)) + {/OT op(u)dWS (u) — ;/OT 02(u)du} <0

olur. Sonug olarak 1/F(T) < 1/K esitsizligine denk olan

T ; 1T, _ KP(0,T)
| ormavio) < 5 [ etwdu—to =55

T 5(0) 1"
/Oap(u)dWS(u) < 109<W>+2/0 o?(u)du (5.18)

esitsizligini elde etmis olduk. Bu kisimda ise stokastik integralin su 6zelliginden faydalanacagiz:
Eger o(t) rassal olmayan bir fonksiyon ise |, tT o(u)dW (u); beklenen degeri 0 olan normal ras-

sal degigken olup, varyansi ise ftT o%(u)du (bu integralin sonlu oldugu durumda) dur. O halde
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artik stokastik diferansiyel denklemi sonlu toplamlarin limiti olarak ve It6 integral (izometri) ku-

ralini da goz oniinde bulundurarak, Y . (T) := 4/ fOT 0% (u)du seklinde tanimlayabiliriz. Onceki

sonugtan, P° olasihigi altindaki normal rassal degisken fOT or(u)dW5(u) ile (z standart nor-
mal rassal degisken olmak iizere) ) . (7)z aynm dagilima sahiptir. Eger (5.18) ’deki ifadeyi z

tiriinden yazacak olursak,

DNy <lOgKP(0,T) 52 (D) ) = di (5.19)

ifadesini elde ederiz. Bu durumda (5.16) esitliginin sag tarafi S(0)P°[z < d;] olur. O halde

(5.16) esitligini standart normal toplam dagilim fonksiyonu N yardimiyla
I, = S(0)N(dy) (5.20)

seklinde ifade edebiliriz.
Simdi de (5.12) ’deki denklemi ve (5.10) ’daki tanimi géz 6ntinde bulundurarak (5.14) ’te

tanimladigimiz I 'yi T vadeli bonoyu 6l¢ii birimi olarak kullanarak hesaplayalim:

I

1
KP(0,T)E" |:P(TT)1{S(T)>K}:|

KP(0,T)PT[F(T) > K] (5.21)

Sonug olarak (5.13) ’teki stokastik diferansiyel denklemin ¢oziimii yardimiyla,

T T
F(T) = Pf(g?;“) exp{/o or(u)dWT (u) — %/0 U%(u)du}

esitligi elde edilir. I; ’dekine benzer iglemler yaparak F(T) > K ifadesine denk olan,

T T
FT)> K — Kg(((()),)T) emp{/o op(u)dWT (u) — %/0 a%(u)du} >1

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin logaritmasim alip gerekli diizenlemeleri

yapacak olursak,

log (KIEE(()),)ﬂ) + /OT or(u)dWT (u) — ;/OT o%(u)du > 0

-/ D or(WdW (W) < log (Kf,((g)T)> -5 YRS (5.22)

esitsizligini elde ederiz. Benzer sekilde, PT olasiligi altindaki normal rassal degisken fOT or(uw)dWT (u)
ile (z standart normal rassal degisken olmak iizere) )" -(T")z ayn1 dagilima sahiptir. Son olarak

(5.22)’deki ifadeyi z tiiriinden yazacak olursak,

1 5(0) 1 2\
I () (logKP(o,T) -5(22 #(1) ) = dy (5.23)

ifadesini elde ederiz. Fakat z standart normal rassal degisken oldugundan, standart normal

dagilimm 6zelliginden PT[z > —ds] = PT[z < d] oldugunu biliyoruz. O halde (5.21) esitligini

standart normal toplam dagilim fonksiyonu N yardimiyla
I, = KP(0,T)N(ds) (5.24)
seklinde ifade edebiliriz. Bu hesaplamalar yardimiyla Merton’ un Opsiyon Fiyatlandirmasi

icin Genellestirilmis Formiilii olarak bilinen agagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 5.1

Bono marketlerinde P(t,T) bononun ¢ zamanindaki degerini ve S varliklarin fiyat siirecini
gostermek tizere, F'(t) = S(t)/P(t,T) olarak tamimlanan F'(¢) fonksiyonu, rassal olmayan o ()
fonksiyonu i¢in (5.13) egitligini saglasin. O halde sirasiyla (5.19) ve (5.23) deklemlerinde tanim-
lanan d; ve ds i¢in C'(0) Avrupai alm opsiyonun degeri, C' = [S(T) — K]t olmak iizere,

C(0) = S(0)N(dy) — KP(0,T)N(d2) (5.25)
dir.
Ornek 5.2 (Dogrusal Modelle Alim Opsiyonu Fiyatlandirmast)

Alim opsiyonu igin T} vadeli P(¢,T7) bono ile Ty vadeli S(t) varligini gbz oniine alalim. Ayrica
T, < Ty igin, S(t) = P(t,T»), T = T olarak gosterecek olursak Avrupai alim opsiyonunun

6demesi,

olacaktir. F(t) siireci ise

P,
P(t,Ty)

P(t,Ty)

s

dogrusal modelde rassal olmayan A ve B fonksiyonlar: i¢in,

AWT2)—B(L,T2)r(t)

F(t) = eA(t,T1)=B(t,T1)r(t)

At T2)—A(t,T1) = [B(t,T2)—B(t,T1)]r (t)
formunda olacaktir. Ornek olarak faiz oram icin CIR
dr = a(b—r)dt + o/rdW
faiz oram modelini kullanalim. Bu durumda F(t) ifadesine Ité6 kuralin1 uygulayacak olursak,

dF(t)

F()[..]dt + F(t)[-B(t, Ty) + B(t, T1)]dr

dF(t) F(t)[..)dt + o/rF(t)[—B(t, Ty) + B(t, T1)|dW

olur. Buradan da goriilecegi gibi ((5.13) esitliginden)
O'F(t) = —U\/’F[B(t,TQ) — B(t,Tl)]

olup rassal oldugundan, yukaridaki teorem yardimiyla Avrupai alim opsiyonunun fiyati

bulunamaz. Fakat CIR faiz orani modeli yerine Vasicek faiz orani modelini kullanmig olsaydik;
op(t) = —o[B(t, T2) — B(t,T1)]

olup, rassal olmayacakti. Bu durumda yukaridaki teorem yardimiyla Avrupai alim opsiyonunun

fiyat1 bulunabilirdi (benzer 6rnekler i¢in bakimz[1], [3]).
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5.4 Tam Olmayan Marketlerde Opsiyon Fiyatlandirmasi

Onceki béliimlerde de bahsettigimiz gibi marketler tam olan ve tam olmayan marketler olmak
iizere iki kisima ayrilirlar. Tam marketlerle ilgili 6zelliklere ve opsiyon fiyatlandirmasina énceki
boliimlerde degindik. Bu boliimde tam olmayan marketlerde opsiyon fiyatlandirmas: iizerinde

duracagiz.

Gergek market bir¢gok durumdan dolayi tam degildir. Buna sebep olan etkenlerden bazilari:
Brown hareketinin sayisimin hisse senedi sayisindan fazla olmasi durumdur. Bu duruma 6rnek
olarak stokastik volatilite modelleri gosterilebilinir. Stokastik volatilite modellerinde, volatilite
bagka bir Brown haretketine bagh olarak rassaldir. Bir diger 6rnek olarak rassal faiz orani
modelleri gosterilebilinir. Bu durum bagka bir ifadeyle, rassal faiz oraninin hisse senedi fiy-
atina kismi olarak korelasyonlu olmasi durumudur (Bu modeli tezimizin 6. boliimiinde tam
olmayan marketlerde opsiyon fiyatinin bulunmasi 6rneginde ele alacagiz). Ayrica marketin tam
olmamasi i¢in bir diger durum olarak da hisse senedi alim-satimu ile ilgili kisitlama olmasi duru-
mudur. Ayrica para transfer islemlerinde iicret 6denmesi, kisa vadeli satis veya bor¢lanmalarda
kisitlama olmasi, arbitrajin olmasi, kar payi 6denmesi gibi durumlarda tam olmayan marketin
ozelliklerindendir. Tam olmayan marketi, tam olan marketten ayiran en 6nemli 6zellik ise her
kontrat: finanse edebilecek bir portféyun varhgindan séz edilememesidir. Iste bu yiizden tam

olmayan marketlerde iglemler yapmak, tam olan marketlere gére daha zahmetli olup, zordur.

Bu boliimde tam olmayan marketteki hisse senedi i¢in bir, P* martinalge (risk-notr) olgiisi
altindaki
dS(t) = S(t)(r(t)dt + o, dW7(t))

dinamigini ve sermaye siireci i¢in de
dX = Xr(t)dt + mo,dW;(t)

dinamigini kullanacagiz. Ayrica faiz orani modeli olarak da,

dr(t) = a(b — r(t))dt + op/r(t)dW

CIR faiz oram modelini ele alacagiz (Bu modellerdeki a, b, r, o5, 0, sifirdan biiyiik sabittirler).
Ayrica hisse senedi dinamigindeki W, Brown hareketi ile faiz orani modelindeki W Brown

hareketi arasinda bir korelasyon vardir. Bu korelasyonu belirten stokastik diferansiyel denklem:

AW = pdW; + /1 — p2dWa,  (p # +1).

Buradaki p # £1 sartinin olmasinin nedeni, p eger 1 veya —1 degerini alacak olursa W Brown
harketi, Wi Brown hareketine esit olur ve bu durumda inceledigimiz durum bir hisse senedi ve

bir Brown hareketinin oldugu duruma indirgenmis olur ve bdylelikle market tam olur.
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Simdi 6nceki boliimlerde de yaptigimiz gibi farzedelim ki T vaktinde kontratin 6demesinin hisse
senedi ve faiz oranin bir g fonksiyonu olarak C(7T,S(T),r(T)) = g(S(T),r(T)) seklinde tanim-
lansin. Ayrica portfoy hisse senedinin degerini finanse edebiliyor ise X(T') = C(T, S(T),r(T)) =
g(S(T),r(T)) olmalidir. Bu durumda yukaridaki denklemleri de goz 6niine alarak C(t, s, r) igin
iki boyutlu Ité kuralini uygulayalm:

1 1
dC(t,s,r) = Cidt + CyedS + §CSSdeS 4+ Crdr + §Crrdrdr + C,.dSdr

1
Cidt + Cs[S(rdt + o5dW7)] + §CSS[S(7“dt + o dWT))?

Crla(b = r)dt + op/rdW] + %Crr[a(b — 7)dt + op/rdW]?

+ o+

Crs[S(r(t)dt + oo dWi)][a(b — r)dt + oy /rdW]

1 .
= Cydt + C[S(rdt + o, dW;)] + §Csss%fdt + Crla(b — r)dt + op\/rdW]
+ % Mafrdt + CrsSorospdt

= [Cy+ CsSr+ %08552:7? +Cra(b—r1)+ %Crrafr + CrsSorospldt

+  Cu80,dW; + Crop/rdW

Simdi de dC ile dX ifadelerindeki dt kisimlarim kargilagtiralim. Boylece S hisse senedi ve r faiz
oranina bagimli C kontrat1 i¢in sir kogulu C(7T, S(T),(T)) = g(S(T),r(T)) olan,

1 1
Cy + CsSr + 56’555203 +Cra(b—r71)+ gCMafr + CrsSorosp=1X

1 1
C; + abC, + 55205055 + Sop05pCrs + (SCs + §U$Cm~ —aC, —C)r=0 (5.26)

Black-Scholes kismi tiirevli diferansiyel denklemini elde etmis oluruz. Simdi de dC ve dX
ifadelerindeki dW kisimlarim dW = pdWi ++/1 — p2dW5 korelasyonunu da goz niinde bulun-

durarak kargilagtiralim:

T dW; = CoSogdW; + Crop/rdW

o dWy = [CsSos+ Crop/rpldWs + Cropr/r(1 — p2)dWo (5.27)

O halde (5.27) denkleminden de goriildiigi gibi dW; terimlerinin katsayilarim esitleyebilmek
icin dW5 ’li olan kisim yani C,o.4/7(1 — p?) 'nin 0 olmasi gerekmektedir. Fakat Cr.o. > 0
ve dWy = 2/At # 0 (z standart normal dagilimh rassal degigken olmak iizere) oldugundan
p = £1 olmali ki bu da bizim varsayimmimizla yani tam olmayan market olma sartiyla geligir.
Yani sonug olarak marketimiz tam olmadigindan kontrat: finanse eden bir portféy 7 ifadesini
elde edemeyiz. Bu durum da zaten tam market olmama sartini destekler. Gerek bu durumdan
gerekse (5.26) ’da elde ettigimiz Black-Scholes kismi tiirevli diferansiyel denklemi 2 boyutlu
oldugundan bu denklemi analitik olarak da niimerik olarak da ¢dzmek oldukga zor. Bu yiizden

problemi bilgisayar tabanli Monte Carlo Simiilasyon yontemiyle niimerik olarak ¢6zecegiz.
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BOLUM 6

MONTE CARLO SIMULASYON YONTEMLERI

Rassal sayilar yardimiyla istatistiksel simiilasyonlar Monte Carlo metoduyla yapilir. Monte
Carlo, Nicholas Constantine Metropolis (1915-1999) tarafindan bulunmusgtur ve Stanislaw Ulam
tarafindan yayginlagtirilmigtir. Genel olarak Monte Carlo, rassal sayilar1 yardimiyla tahmini
sistemleri modeller. Hiicre Simiilasyonu, Borsa Modelleri, Opsiyon Fiyatlandirmasi, Dagihm
Fonksiyonlari, Sayisal Analiz, Atom ve Molekiiler Fizigi, Niikleer Fizik ve Yiiksek Enerji Fizigi
modellerini test eden simiilasyonlar baglica uygulama alanlarina 6rnek olarak gosterilebilinir
(bakimiz [17]). Bu saydigimiz modellerde tahminler yapabilmek igin rassal sayilar gerekli
oldugundan bunun i¢in rassal say:1 {ireten programi kendimiz yazabilecegimiz gibi bazi paket
programlarin iirettigi rassal sayilar yardimiyla da Monte Carlo simiilasyonunu yapabiliriz.

Bu tezde Monte Carlo simiilasyon yontemini Avrupai opsiyonlarin fiyatlandirmasinda kul-
lanacagiz. Amerikan opsiyonlarinin fiyatlandirilmasindaki kullanimi da benzer olup tezimizde
buna deginmeyecegiz. Monte Carlo simiilasyon yéntemi Avrupai opsiyonlarin hesaplanmasinda
¢ok kullanmigh ve kolay bir yontemdir. Bu yontem o&zellikle baz fiyatlandirma problemlerinde
degigken sayis1 arttigi durumda daha verimli olmaktadir. Bunun nedeni ise diger metodlarda
degigken sayisinin arttigi durumda hesaplamalar {istel olarak artarken, Monte Carlo metodunda
ise lineer olarak artmaktadir (bakimz [13]).

Monte Carlo simiilasyon yonteminin kullanimi hakkinda bazi bilgiler vermek icin Y rassal
degiskeninin beklenen degerini E[Y] goz oniine alahm. Farzedelim ki beklenen degeri agik bir
sekilde hesaplayamiyoruz. Bunun yerine Y rassal degigkeni icin beklenen degeri bazi
programlarla niimerik metod yardimiyla hesaplayalim. M := Y rassal degiskenin sayis1 ol-
mak lizere bagimsiz olan simiilasyonlar yardimiyla elde edilmis olsun. Y; := Y rassal degigkeni

i¢in simiilasyondan elde edilen degeri gostersin. Bu degerlerin (6rneklem) ortalamasi,
1M
by = i ZlYi olsun.
=

Olasilik teorisindeki Biiyiik Sayilar Yasasini yeterince biiyiik M sayis1 i¢in kullanacak olursak

[y, Y rassal degigkeninin beklenen degeri py = E[Y] i¢in giizel bir yaklagimdir:

1 M
=1



O halde eger varlik siirecinin ve faiz oraninin risk-nétr olasihigi altinda simiilasyonunu yapa-
bilirsek, opsiyonun degerini yaklagik olarak Monte Carlo metoduyla hesaplayabiliriz. Simdi /iy

ifadesinin varyansini bulalim:

1 & 1 < 1 1,
WTM;m:jﬁ;wwwjﬂmm:M@
Bu durumda oy, Y’nin standart sapmasi olmak {izere standart hata,
1
— oy

VM

olur (standart hata yaklagim yapildiginda standart sapma olur). Bu ifadenin anlami 6rnegin
standart hatay:1 10 kat azaltmak icin, simiilasyon sayis1 M’nin 100 katini almak gerekir. Pratikte
oy ’nin degeri bilinmez. Ama 6rneklem (sample) standart sapmasi ile yaklagik olarak su sekilde
hesaplanabilir. Farzedelim ki Monte Carlo metodundaki yaklagik hatayi hesaplamak isitiyoruz.
O halde simiilasyon sayis1 M = 100 iken, herbiri i¢in 100 simiilasyon yapilan yeterince biiyiik
L (L deneme sayisi olmak iizere) sayisi i¢in, i = E[Y], deneme sonuglarimin yaklagik degerleri
ElY;)=j; (¢ =1,2,....,L) olsun. O halde fi, fi;’lerin ortalamasi olmak iizere standart hatanin

karesi,
L

1
2 _ A2
S“_L—lgfm )
formiilii yardimiyla yaklagik olarak hesaplanir. Ayrica Monte Carlo simiilasyon yontemi diginda

iki boyutlu rassal sayilarin iiretildigi ve simiilasyonun yapildigi durumlar i¢in Quasi Monte
Carlo yontemi kullamlir. Ornegin kare iizerinde diizgiin dagihm gosteren (U;, V;) noktalari
yardimiyla simiilasyon yapacak olursak, gergekte diizgiin dagilim gdsteren bu rassal sayilarin
kare iizerinde tam karsilikli olarak diizgiin dagilmadigi goriiliir. Bu durum o&zellikle rassal
sayilarin adetinin az oldugu durumda daha fazla géze carpmaktadir. Bu durumda Monte Carlo
simiilasyonundaki hatada bir artis meydana gelir. Iste bu sikintiy1 ortadan kaldirmak icin
matematikgilerin buldugu quasi-rassal sayilari kullanililir. Bu sayilar verilen alandaki (aralik-
taki, karedeki, kiipteki...) bogluklari, mevcut sayilari da goz 6ntine alarak, diizgiin olarak doldu-
ran sayilardir. Ayrica bu sayilar rassal olmamakla beraber matematiksel metodlar yardimiyla
bulunur (bakimz [1], [13]). Bu tezde tek boyutlu rassal sayilar1 kullanarak simiilasyonlar

yapacagimizdan tezimizde bunu kullanmayacagiz.

6.1 Siirekli Zamanli Modellerin Ayrik Simiilasyonu-Euler Metodu

Bu boliimde Monte Carlo simiilasyonunu daha somut olarak nasil kullanacagimizdan bahsede-
cegiz. Simiilasyon i¢in herhangi bir paket program (Excel, Matlab, Fortran gibi) kullanmaliyiz.
Bu tezdeki simiilasyonlar icin Matlab programindan faydalanacagiz. Ilk olarak sirasiyla risk-
notr Olglsi altindaki Merton-Black-Scholes dinamigini ve volatilitenin (veya faiz oram i¢in de

benzer sekilde olabilir) difiizyon siirecini goz 6niine alalim:

dS(t) = S)[rdt + o(t)dW*(t)]
do(t) = alt,o(t), S(t)dt + B(t,o(t), S(t))dW™(t).

66



Monte Carlo simiilasyon yontemi bu gibi modeller i¢in ¢ok uygundur. Ciinkii bu yontemde
stokastik volatilitenin analitik ¢6ziimiinii bilmemiz gerekmemektedir. Ayrica ikinci rassal degigsken
olan o, binom modeli (agaci) ve KTDD yakinsamasiin verimliligini azaltmaktadir. Simdi
farzedelim ki a ve 8 fonksiyonlariin ¢6ziimii tek, S ve o pozitif siiregler olmak iizere yukari-
daki denklemlerin ¢oziimii (S,0) olsun. Bu bilgiler yardimiyla gimdi nasil simiilasyon ya-
pacagimizi anlatalim. Tezimizde Monte Carlo simiilasyon yontemini opsiyon fiyatlandirmasi
icin kullanacagimizdan, vadesi T olan opsiyonu goz Oniine alalim. Bu zaman araligim yani

[0,T] ’yi {tx | to =0,txy =T, k=0,1,2,..., N} olmak iizere N esit periyoda bolelim :

At =—.
N

Ayrica Brown hareketinin tanimini da géz éniinde bulundurarak standart normal rassal degiskeni
zk, k= 1,..., N olarak gosterelim. Brown hareketindeki artigin, ortalamasi 0 ve varyansi At olan
W* standart normal rassal degisken igin, AW™*(t;,) = W*(tg41) — W*(¢1) oldugunu daha 6nce-
den belirtmigtik. Sonug olarak W*(¢;) degerlerinden olugan dizi ile V/Atz, degerlerinden olugan

dizi aym1 dagilhima sahiptir. Bu durumda Merton-Black-Scholes dinamiginin simiilasyonu,
S(tr+1) = S(te) + S(tk)[TAt + o (tg)V Atzk]

olarak yapilir ve benzer gekilde bu degerler yardimiyla da stokastik volatilitenin simiilasyonu
da
U(tk+1) = U(tk) + Oé(tk7 J(tk), S(tk))At + ﬂ(tlﬁ O’(tk), S(tk)) vV Atz

olarak yapilir. Iste bu yonteme siirekli zamanli modellerde Euler Metodu denir. Bu iglem
sonucunda grafiksel olarak O6rnek yol veya degisim egrisi olarak ifade edilen sadece bir egriyi
elde etmis olacagiz. Yani bir simiilasyonun [0, 7] arahgindaki degisimini gérmiig olacagiz. Hata
paymi minimuma indirmek i¢in simiilasyon sayisiin ¢ok olmasi gerekmektedir. Iste bu yiiz-
den yukaridaki simiilasyonu M kere tekrarlayacak olursak, bu durumda T vaktinde M tane
S{T), i = 1,..., M opsiyon degeri bulunacaktir. Herbir yol i¢in i=1,...,.N ve de k=1,...,M ol-
mak iizere yeni bir standart normal rassal degisken z}f elde etmemiz gerekmektedir. Simdi
de opsiyonun T vaktindeki 6demesi g(S(T)) olan fonksiyonu géz oniine alahm. Biiyiik sayilar

yasasindan dolay1 opsiyonun degerini yaklagik olarak,
C(0) = E*[e™"" g(S(T))]

formiilii yardimiyla bulabiliriz. Ortalama olarak da

A 1 - —rT i
C(0) = L3 e Ty(5(D))
=1

formiili ile bulunabilinir. Eger opsiyon fiyatinin yaklagik degerini Monte Carlo simiilasyonu ile
bulmak yerine Black-Scholes kismi tiirevli diferansiyel denklemini ¢ézerek bulmak istersek, tek

¢oziimi C(t, s, o) fonksiyonu olan

Ct—l—%U2S2CSS+%ﬁQCUJ+sgﬁCSU+aCJ+r(sCS—C’) =0, C(T,s(T),0(T)) =g(s(T),c(T))
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kismi tiirevli diferansiyel denklemi yardimiyla opsiyon fiyatinin bulunmas: gerekir.

Monte Carlo simiilasyonunda verimlilik agisindan énemli ve dikkat edilmesi gereken noktalar-
dan biri de simiilasyon sayis1 M ile zaman araliginin sayisi yani periyot sayisit N arasindaki
iliskidir. Daha 6nceden standart hatay1 anlatirken belirttigimiz gibi standart hata /M ile ters
orantilidir. Herbir periyot i¢in bu hata minimuma indirilmek istendiginden, birinci mertebeden
Euler metodunda; simiilasyon sayis1 M, periyot sayist N 'nin karesi kadar olmasi gerekmektedir

(bakiz [1], [13]).

6.2 Milstein Metodu

Euler metodunu Taylor acilimi yardimiyla inceleyecek olursak, bu Euler yaklagmmimin siiriik-
lenme katsayis1 olan kismi O(h) = At olarak geniglerken, difiizyon kismi ise sadece O(v/h) olarak
genigleme yapacag goriiliir. Bu durumda difiizyon kismindaki yaklagimda O(h) ' katkisinin
gbz ardi edildigi sdylenebilir. Bu yiizden siiriiklenme katsayisindaki h mertebeli kisim etkisini
kaybetmig olur. Euler metodunu daha sade ve tutarh hale getirebilmek i¢in difiizyon katsayisin-
daki kisma odaklanmak gerekir.

Asgagidaki stokastik diferansiyel denklemi saglayan X siirecini géz 6niine alalim.
dX(t) = a(X(t))dt + b(X (t))dW (t) (6.1)

Bu stokastik diferensiyel denkleme, 71, Zs, ..., Z,, birbirinden bagimsiz m-boyutlu standart nor-

mal rassal vektor olmak iizere, ayrica X ;0 =19 < t1 < .... < ty, zaman araliklarinda X’e olan

yaklagimi gostermek tizere (X (0) = X(0)) ¢ =0,1,...,m — 1 i¢in Euler metodunu uygulayacak

olursak

X(tiyr) = X(t:) + a(X () [t — ti] + b(X () tiyr — tiZia (6.2)

ifadesini elde ederiz.

Yukarida bahsettigimiz analizi m = 1 durumu igin ve (6.1) stokastik diferansiyel denkleminin
t t
X(t) = X(0) + / a( X (u))du + / b(X ())dW () (6.3)
0 0
formunu goz Oniine alarak yapacagiz. Euler yaklagimindan siiriitklenme katsayisi olan kisim
t+h
/ o(X (u))du ~ a(X (t))h (6.4)
¢
ve difiizyon kismi ise
t+h
/ b(X (w))dW (u) ~ b(X () [W(t + h) — W(t)] (6.5)
t

olur. Iki durumda da [t,t + h] degisim arahgindaki integraller, yaklagik olarak t noktasinda
aldiklar1 degerlere esittirler. Yukarida belirttigimiz nedenden dolay1 difiizyon kisminin yakin-
samasini geligtirmek igin, b(X (u)) ifadesine [t, ¢ + h] degigim araliginda daha iyi bir yaklagimda

bulunmamiz gerekir. Boylece b(X (u)) ifadesinin agilimimin tutarhligini da sinamig oluruz. Simdi
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ilk olarak b(X (¢)) ifadesine Ito kuralini uygulayalim :

’

W) = ¥ X)X + 55 (X)X (B (1)

= W (X0)alX(0) + 58" (X XO)de + b (X ()X (D) (1)

pp(X (2))dt + 03 (X (t))dW (1)

Simdi de elde edilen bu stokastik diferansiyel denkleme yani b(X (t)) siirecine Euler yaklagimini

uygulayarak t < u <t + h igin b(X (u)) yaklagimim elde edelim :

b(X (u))

Q

(X (1)) + pp(X (1)) [u — 1] + oo (X (1)) [W (w) — W (1))
= H(X(1) + (b (X(£)a(X (1) + %b" (X (0)b* (X (1)) [u — 1]
+ b (X ()X ()W (u) — W(t)]
Bu durumda W (u)— W (£) olasihiksal olarak 1/2 mertebeli O(v/u — f) ile orantih olarak degismekte

iken siiriikklenme katsayisi olan kisim ise 1 mertebeli O(u — t) ile orantih olarak degismektedir.

Yiiksek mertebeli olan kismi goz ardi edecek olursak,
b(X(u) = b(X(t) + b (X)X )W (u) —W(t)], wé€ltt+h] (6.6)

boylelikle b(X (u)) i¢in daha sade bir ifade elde etmis oluruz. Bu sadelegtirmedeki amag
(6.5)’teki ifadeyi daha sade halde yazmaktir. O halde (6.5) ifadesinde ki b(X (u)) yerine (6.6)’da

elde ettigimiz yaklagimi kullanalim.

t+h
/t B(X ()W ()

Q

t+h
/ (B(X (1)) + b (X ()D(X (D)W () — W(0)])dW (u)

t

= (X)W (t+h) - W()]
t+h
+b' (X (1)b(X (1)) (/t (W(u) - W(t)]dW(U)> (6.7)

Bu ifadeyi (6.2)’deki gibi daha kullamigh ve sade hale getirmek igin (6.7)’deki integralli kismi

da sadelestirmemiz gerekmektedir. Bu integrali su sekilde yazabiliriz :

t+h

t+h t+h
/t (W (u) — W(t)|dW (u) = W (u)dW (u) — W(t)/t dW (u) (6.8)

t

Daha kolay bir yazim elde etmek i¢in Y(t) fonksiyonunu
t
- / W(w)dW (), Y(0)=0
0

stokastik integral olarak tammlayalim. Bu durumda dY (¢t) = W (t)dW (¢) stokastik diferansiyel
denklemi elde edilir. Bu stokastik diferansiyel denklemin ¢éziimii ise Y (t) = W (¢)? — 3¢ dir.

Bu bilgiler 15181 altinda (6.8)’deki ifadeyi gerekli diizenlemeleri yaparak yeniden ifade edelim :
t+h t+h
/ W (u) — W(O]dW (u) = / W)W (u) — W (1) / AW (u)
t
= Y(t+h) - ()—W()[W(t+h) W)
= —[W(t+h)—W()* - 5h (6.9)



Bu esitligi (6.7)’de yerine yazacak olursak,
t+h
| a0~ @) - w
+%b, (X)X (1) ((W(t+h) —W(t)]* = h) (6.10)

ifadesi elde edilir. Sonug olarak bu yaklagimi X (¢+h)’a yaklagimda kullanacagiz. Boylece Euler
yaklagimini bir adim daha geligtirmig olduk. X (¢ 4+ h) i¢in Euler yaklagim,

X(t+h) ~ X(t) +a(X(0)h + bX )Wt +h) — W ()
Milstein ’'in 1974 te (Bakiniz [13], [14]) buldugu ve gelistirdigi Milstein yaklagim metodu,

X(t+h)~X(t)+a(X(t)h+b(X(t)[W(t+h)—W(t)]
+%b'(X(t))b(X(t)) (W(t+h)—W(®)]* —h). (6.11)

Simiilasyonda bu algoritma, sirasiyla h, 2h, 3h... zaman araliklari i¢in tekrarlanirken, W Brown

hareketinin artig1 yerine \/HZH_l alinir. Yani sonug olarak simiilasyon igin yazilacak algoritma,

A A~

X(i4+1) = X))+ a(X@)h + b(X(i))VhZis

+2b (X)X (D)h(ZE — 1) dir. (6.12)

Sonug olarak Milstein metodunda, FEuler yaklagim metoduna bir terim eklenerek siiriiklenme
katsayisi olan kisim ile diftizyon kismi O(h) ile orantili olarak degismektedirler. Ayrica bu
eklenen yeni terimin %b/ ()A((z))b()A((z))h(ZZQJr1 —1) ortalamasi 0 olup Euler metodundaki kisim ile
aralarmda korelasyon yoktur. Ciinkii Z? ‘1 — lile Z;;1 arasinda korelasyon yoktur. Bu durumu

kovaryans tanimini ve Brown hareketinin 6zelliklerini géz ontinde bulunudurarak gosterelim :
Bl{(Z%1 —1) = 0H{Zir1- — 0}] = E[Z}y — Zina] = E[Z}4] — E[Zi11] = 0

Korelasyon tanimindan Z? 1 —Lile Z;; arasinda korelasyonun olmadigr agiktir. Ayrica Milstein
metodunun R¢ gibi ¢ok boyutlu durumlar: da mevcuttur, fakat tezimizde bunlara deginmeye-

cegiz (bakimz [13], [14]).

6.3 Yakinsama Hiz1

Bir 6nceki kisimda ifade ettigimiz (6.12) esitliginden de goriildiigi gibi Euler metodunun geligti-
rilmesinde diftizyon kismindaki O(\/E) yerine O(h) olarak bir genigleme olmugtur. Bu genigle-
menin faydasmi ve hangi agidan algoritmay1 gelistirdigini anlamak i¢in ayriklagtima yéntem-
lerini kargilagtirip aradaki énemi anlamaliy1z. Ayrik metodlarda yaklagimdaki hata paylarimin
kargilagtirmasi genel olarak iki kategoride incelenmektedir. Biri dagilima bagh olarak yakin-
samay1 incelerken digeri stirekli siireglere yol (pathwise) bazinda ayrik siiregler yardimiyla yakin-
samay1 inceler. Bunlar sirasiyla giiclii ve zayif yakinsama kriterleridirler.

Farzedelim ki X siirekli zamanh siirecine herhangi bir {X(0), X (h), X(2h)...} ayrik zamanh
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stireciyle yaklagimda bulunalim. Ayrica zamam T olarak sabitleyelim ve de n = [T'/h] olsun.

Bu durumdaki gii¢lii hata kriterleri ise bir ||.|| vektér normu igin
E[|X(nh) = X(D)|],  E[IX(nh) — X(T)|]

ve
E | sup [IX([t/hJh) = X(#)|
0<t<T
seklindedirler. Bu ifadelerin hepsi asil X degerleri ve bu degerlere yapilan yaklagim sonucunda
elde edilen X degerleri arasindaki standart hatay1 6lgmektedirler.
Bu durumun zitt1 olarak R%’den R’ye tanimlanan ve genel olarak bazi kosullar1 (smoothness)

saglayan f fonksiyonu ile zayif hata kriteri ise
E[f(X (nh))] = E[f(X(T))] (6.13)

formundadir. Burada gerekli olan X (nh) ve X(T) arasmdaki bagmtida herhangi bir kisitlama
olmaksizin, h azalarak sifira giderken (6.13)’teki ifadenin de sifira yakinsamasidir. Buradaki
bir diger husus ise X (nh) ve X(T') ’'nin aym olasilik uzayinda olmasi diye bir sart séz konusu
degildir. (6.13)’teki hata paym minimize etmek i¢in X (nh) ve X (T')’nin dagilhmlarinm birbirine
yakin olmasi gerekmektedir. Opsiyon fiyatlandirma uygulamalarinda genellikle zayif hata kri-
teri amaca uygun olup, en fazla kullanilandir. Genel olarak yapilan yaklagimda X yardimmyla
hesapladigimiz opsiyon degerinin X yardimiyla hesaplanan opsiyon degerine yakin bir deger
olmasini isteriz.

Belli bir problem hakkinda yeterince kii¢iik h degeri igin yontemlerin asimptotik performanslarini
kargilagtirmak yerine, hangi hata kriterini kullanacagimizi belirledikten sonra kullandigimiz
ayrik metottaki hata pay1 ile bagka herhangi bir ayrik metod ile elde edilecek hata paylarini
kargilagtirma gansimiz olacaktir. Bazi genel sartlar altinda, Euler metodu gerek zayif gerekse
giiclii hata kriteri baz alinsin her iki durumda da h azalarak sifira giderken, hata pay1 da benzer
sekilde sifira gitmektedir. Ayrica ayrik metodlarin yakinsamalari, yakinsama hizlarina bakarak
da kiyaslanir. Simdi farzedelim ki X’m ayriklagtirmasi, giiclii yakinsama hizina sahip olsun ve

bu deger 8 > 0 ile gosterilsin. Bu durumda bir ¢ sabiti ve yeterince kiigiik A igin
E [||X(nh) - X(T)H < ch? (6.14)

olur (bakimz [13], [15]). Zayif yakinsama hizina § sahip olan ayriklagtirma metodu igin ise baz
¢ (f ye bagimh olabilir) sabitleri, yeterince kiigiik h ve C2°*2 kiimesindeki tiim f fonksiyonlar
igin

E[f(X(nh))] - E[f(X(T))]] < ch” (6.15)
olur (bakimz [13], [15]). Buradaki C2?*2: R%’den R’ye tammlanan ve 0,1, ...,2 + 2 mertebe-

den tiireve sahip olan polinomsal siirli (polynomially bounded) fonksiyonlardan olugmaktadir.

Yani eger g : R — R fonksiyonu polinomsal sinirl ise, bazi k ve q sabitleri ve her z € R¢ icin
lg(@)| < k(1 + [lz]|)
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sartin saglamahdir. Gerek (6.14)’teki ifadede gerekse (6.15)’teki ifadede daha biiyiik 8 degeri
ayriklagtima metodundaki hatanin daha hizli olarak sifira yakinsamasi anlamina gelmektedir.

Ayn1 metodlarda genel olarak giiclii yakinsama hizlari, zayif yakinsama hizlarina gore daha
kiiciik olur. Ornegin, Euler metodunda genellikle giiclii yakinsama hizinm mertebesi 1/2 iken,

zayif yakinsama hizinin mertebesi ise 1 dir (bakimz [15]).

Gerek Kloeden ve Platen’in gerekse Talay’in teoremlerinden de anlagilacag gibi (6.12) egitliginde

ifade ettigimiz Milstein metodunun sadelegtirmesinin ve bu metodun yiiksek boyutlu genellegtirmesinin

giiclii yakinsama hizi 1 dir (bakimz [15], [16]).

Yukarida belirttigimiz gibi Euler metodunun ve Milstein metodunun giiglii yakinsama hizlar:
sirasiyla 1/2 ve 1 dir. Yani Milstein metodundaki hata Euler metodundaki hataya gore daha
hizli bir gekilde sifira yakinsadigindan gergek sonuca daha kisa siirede yaklagim yapmak igin; bir
sonraki boliimde Monte Carlo Simiilasyon Yontemini érnek probleme uygularken yapacagimiz

simiilasyonlarda Euler metodu yerine Milstein metodunu kullanacagiz.

6.4 Ornek Probleme Uygulanisi ve Simiilasyon Sonuclari

Gergek marketler tam market 6zelliklerini tagimazlar aksine tam olmayan market 6zelliklerini
tagirlar. Iste bu yiizden bu béliimde simdiye kadar elde ettigimiz bilgiler yardimiyla hisse senedi
i¢in 3. boliimde anlattigimiz Black-Scholes modelini (P* 6lglsii altinda) ve faiz oran igin ise 5.
boliimde anlatigimiz CIR faiz orani modelini kullanacagiz. Ve bu modeller yardimiyla tam ol-
mayan marketlerde rassal faiz orani altinda Monte Carlo Simiilasyon yonteminde Milstein ayrik-
lagtirma metodunu da kullanarak Avrupai opsiyonlar i¢in alim opsiyonunun degerini bulacagiz.
Ayrica buldugumuz bu alim opsiyonunun degerinin kullandigimiz modellerin baz1 parametreleri
icin duyarlilik analizlerini yapip, yorumlayacagiz. Ornegin hisse senedi volatilitesinin o, veya
faiz oranin volatilitesinin o, degigiminin alim opsiyonu iizerindeki etkisi, CIR faiz orani mod-
elindeki b degerinin degisiminin alim opsiyonu iizerindeki etkisini, hisse senedi ile faiz oram
arasindaki korelasyon katsayisi p'nun degisiminin alim opsiyonu iizerindeki etkisini arastirip,

elde edilen verileri grafik ve tablolar yardimiyla yorumlayacagiz.

Diger taraftan Avrupai opsiyonlardaki satim opsiyonu veya Amerikan opsiyonlardaki alim veya
satim opsiyonlar: i¢in de benzer analizler yapilabilinir fakat tezimizde bunlara deginmeyecegiz.
Ayrica bu tezde yapacagimiz tiim simiilasyonlar ve analizler i¢in Matlab programindan fay-
dalanacagiz.

Bu béliimde ele alacagimiz 6rnek problemde hisse senedi igin;
dS(t) = S(0)[rdt + osdW7 (t)]
faiz orani i¢in CIR model;
dr(t) = a(b — r(t))dt + op/r(t)dW
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hisse senedi ve faiz oram arasindaki korelasyon i¢in ise

AW = pdW; + /1 — p2dW,,  p#=+1

stokastik diferansiyel denklemlerini kullanacagiz. Simiilasyonda ise bu modellere Milstein ayrik-

lagtirma metodu uygulayarak elde edilecek olan ayrik formlarini kullanacagiz.

PROBLEM: X firmasiyla 0.04 baslangi¢ faiz orami iizerinden buglinkii degeri 10 TL ve
kullanma fiyati 12 TL olan hisse senedi i¢in 1 yil vadeyle Avrupai alim opsiyonu kontrati
yapalim. Bu durumda X firmas: ile vadesi 1 yil olan Avrupai alim opsiyonu icin yapilacak

olan kontratin degerini (fair price) bulalim.

Simiilasyonda kullanilacak veriler : Bu parametreler simiilasyon 6zellikleri (verimliligi v.s)

ve finans piyasasindaki degerler géz 6niinde bulundurularak secilmigtir.

S(0) =10 TL  (hisse senedinin bugiinkii degeri)
K=12TL (kullanma fiyat1)
r(0) = 0.04 (baglangig faiz orani)

os =04 (hisse senedinin volatilitesi)

o, =0.04 (faiz oraniin volatilitesi)

a=0.2 (CIR modelde ortalamaya doniig hiz1)
b=0.08 (CIR modeldeki uzun vadedeki faiz orani)
p=0.2 (korelasyon katsayisi)

T=1yl (vade)

N = 10000 (simiilasyon sayisi)

n = 100 (periyot sayisi)

At = 15 (her bir periyot arasindaki zaman fark)

Bu problem icin yukaridaki verilerden de anlagilacag: gibi 1 yili 100 periyoda bolerek belir-
tilen degerler yardimiyla 10000 simiilasyon ile 1 yil vadeli Avrupai alim opsiyonunun degerini

bulacagiz. Gerekli Matlab kodlar1 yazildiginda rassal faiz orani i¢in simiilasyon sonucu :

FAIZ ORANI

Sekil 6.1: Faiz Oram Simiilasyonu
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Bu grafikten de goriilecegi gibi faiz oram1 "= 1 ’de 0.04 degerinin iizerinde yigilma daha fazla
oldugundan faiz orani artig egilimi gostermektedir.

Benzer gekilde hisse senedi igin ise simiilasyon sonucu :

[=in]

[}
[}
T

'
()
T

HISSE SEMEDIMNIN DEGERI (TL)
[} w
=1 =]

0 0.1 02 03 04 05 0B 07 0B 089 1
ZAMAN

Sekil 6.2: Hisse Senedi Simiilasyonu

Simiilasyon sonucundan da goriilecegi gibi 7' = 1 ’deki olas1 hisse senedi fiyat1 10 TL degerinin
iizerinde daha fazla yigilma oldugundan hisse senedinin degeri genel olarak artig egilimi goster-
mektedir bu da yukarida bahsettigimiz faiz oraninin artig egilimi icerisinde olmasini destekleyen
bir sonuctur. O halde 6nceki béliimlerde bahsettigimiz yontemler yardimiyla yani T' = 1 ’deki
hisse senedi degerleri i¢in K = 12 TL kullanim fiyatim1 da goz 6niinde bulundurarak [S(T)— K]
ifadesinin bugiinkii degerlerinin ortalamasi bulunarak alim opsiyonunun degeri bulunur. Gerekli
islemler yapildiginda (Matlab yardimiyla) alim opsiyonunun degeri 1.0963 TL olarak bulunur.
Bunun anlami 1 y1l vadeli hisse senedinin 12 TL kullanim hakkina sahip olmak icin yapila-
cak kontratin degeri 1.0963 TL’dir. Market tam olmadig1 i¢in anlagsma olmayabilir. Eger bir
anlagma yapilacak ise simiilasyon sonucunda bulunan bu deger, her iki tarafin da lizerinde an-

lagacagl veya anlagmasi miimkiin olan fiyattir.

Sonug olarak bu kontrat aliciya bir fayda saglayabilecegi gibi satici i¢in de bir fayda saglayabilir.
Oyle ki eger T = 1 de hisse senedinin degeri finans marketlerinde 12 TL ’den fazla ise alim
opsiyonunun sahibi; kullanim fiyatindan kontrati yaptig: firmadan hisse senedini satin alabile-
cegi (alic1 igin fayda durumu) gibi 7' = 1’de hisse senedinin degeri finans marketlerinde 12 TL
’den daha az ise kontratta herhangi bir zorunluluk olmadigi i¢in piyasadan daha ucuz degerden
hisse senedini alabilir (satic1 igin fayda durumu). Satici igin risk durumu daha fazla oldugundan
kendini finanse edecek bagka yatirimlar: da goz éniinde bulundurmas: gerekir. Iste bu yiizden
simiilasyon sonucunda bulunan bu deger (fair price) saticiya giizel bir fikir verir.

Simdi de sirasiyla korelasyon katsayisi p, hisse senedinin volatilitesi o, faiz oran volatilitesi o,

ve uzun vadeli faiz orani b gibi model parametreleri i¢in duyarlhilik analizlerini yapalim.
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DUYARLILIK ANALIZi

1-) Hisse senedi ve faiz orani arasindaki korelasyon katsayisi p 'nun Avrupai alim
opsiyonunun fiyatina olan etkisi nedir ?
Bu analizi yapabilmek i¢in simiilasyonda kullanacagimiz su parametreleri géz 6niinde bulun-

duralim:

S(0) | K | r(0) | o5 | of a b | T N n | At

10 | 12| 0.04 | 0.4 | 0.12 | 0.2 | 0.08 | 1 | 10000 | 100 Wlo

Bu parametreler yardimiyla ve sirasiyla p = {—0.5, -0.4,-0.3,—0.2,—-0.1,0,0.1,0.2,0.3,0.4, 0.5}

degerleri igin simiilasyon yapildiginda asagidaki sonuglar elde edilir.

P C,
-0.5 1.0588
-0.4 1.0633
-0.3 1.0678
-0.2 1.0723
-0.1 1.0769

o 1.0815

o.1 1.0862
0.2 1.0909
0.3 1.0956
0.4 1.1003
o.5 1.1051

Sekil 6.3: Korelasyon Katsayisi - Alim Opsiyonu

Yukaridaki tablodan da goriildiigii gibi Avrupai alim opsiyonunun degeri, hisse senedi ve ras-
sal faiz orami arasindaki korelasyona bagimlh olarak artmaktadir. Simiilasyon sonucunda alim

opsiyonu ve korelasyon katsayis1 grafigini inceleyelim :

ALIM OPSiYONUNUN DEGERI

0.5 0.4 03 -0z -0 a a1 0z 03 0.4 o5
KORELASYON KATSAYISI

Sekil 6.4: Korelasyon Katsayisi - Alim Opsiyonu

Duyarlilik analizinin ilk sonucu; yukaridaki grafikten de goriildiigi gibi alim opsiyonunun degeri
korelasyon katsayisima bagimli ve egrisel olarak artmaktadir. Yukaridaki grafikten bu artig
her ne kadar lineer bir artig gibi goriinsede, p ’lar arasindaki fark 0.1 degil de 0.2 v.s olarak

secildiginde artigin egrisel olarak oldugu daha net bir sekilde goriilecektir.
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2-) Hisse senedi volatilitesi s 'nin Avrupai alim opsiyonunun fiyatina olan etkisi
nedir ?
Bu analizi yapabilmek i¢in simiilasyonda kullanacagimiz su parametreleri géz 6niinde bulun-

duralim:

S(0) | K |r(0) | p | o a b | T N n | At
10 | 12| 0.04 | 0.2 | 0.12 | 0.2 | 0.08 | 1 | 10000 | 100 ﬁ

Bu parametreler yardimiyla ve sirasiyla oy = {0.4, 0.45,0.5,0.55,0.6,0.65,0.7,0.75,0.8,0.85, 0.9}

degerleri i¢in simiilasyon yapildiginda asagidaki sonuglar elde edilir.

o, C,
0.4 1.0963
0.45 1.3009
0.5 1.5069
0.55 1.7136
0.6 1.9207
0.65 2.1277
0.7 2.3343
0.75 2,5405
0.8 2.7460
0.85 2.9509
0.9 3.1548

Sekil 6.5: Hisse Senedi Volatilitesi - Alim Opsiyonu

Yukaridaki tablodan da goriildiigii gibi Avrupai alim opsiyonunun degeri, hisse senedinin volatilite-
sine bagimli olarak artmaktadir. Simiilasyon sonucunda alim opsiyonu ve hisse senedi volatilitesi

grafigini inceleyelim :

358

251 -

ALIM OPSiYONUNUN DEGERi

1 L L L L L L L L L
0.4 045 05 0.55 06 065 o7 0.7s (1) 085 09

HIiSSE SEMEDI WOLATILITESI

Sekil 6.6: Hisse Senedi Volatilitesi - Alim Opsiyonu

Duyarlilik analizinin ikinci sonucu; yukaridaki grafikten de goriildiigi gibi alim opsiyonunun
degeri hisse senedi volatilitesine bagimli ve egrisel olarak artmaktadir (Benzer sekilde o, ’ler
arasindaki fark 0.05 degil de 0.3 v.s olarak secildiginde artigin egrisel olarak oldugu daha net
bir gekilde goriilecektir).
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3-) Faiz orani volatilitesi o, 'nin Avrupai alim opsiyonunun fiyatina olan etkisi
nedir ?
Bu analizi yapabilmek i¢in simiilasyonda kullanacagimiz su parametreleri géz 6niinde bulun-

duralim:

SO) | K |r(0)| p | os| a b |T N n | At
10 | 121004 |02|04]02|0.08] 1 | 10000 | 100 ﬁ

Bu parametreler yardimiyla ve sirasiyla o, = {0.12, 0.22,0.32,0.42,0.52,0.62,0.72,0.82,0.92,1.02, 1.12}

degerleri i¢in simiilasyon yapildiginda asagidaki sonuglar elde edilir.

o, C,
0.12 1.0707
0.22 1.0787

0.32 1.0868
©0-42 1.0959

0.52 1.1068
0.62 1.1189

0.72 1.1342
0.82 1.1503

0.92 1.1683
1.02 11878
112 1.2105

Sekil 6.7: Faiz Oram Volatilitesi - Alim Opsiyonu

Yukaridaki tablodan da goriildiigii gibi Avrupai alim opsiyonunun degeri, faiz oraninin volatilite-
sine bagimli olarak artmaktadir. Simiilasyon sonucunda alim opsiyonu ve faiz oran volatilitesi

grafigini inceleyelim :

ALIM OPSIVONUNUN DEGERi
=
|

02 0.4 06 o8 1 1.2 1.4

FAIZ ORANI WOLATILITES]

Sekil 6.8: Faiz Oran1 Volatilitesi - Alim Opsiyonu
Duyarlilik analizinin ii¢iincii sonucu; yukaridaki grafikten de gorildiigi gibi alim opsiyonunun

degeri faiz orani volatilitesine bagimh ve o,. "ler arasidaki fark 0.05 degil de 0.1 olarak secildigin-

den artigin egrisel oldugu rahatlikla goriillmektedir.
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4-) CIR modelindeki uzun vadeli faiz orani b 'nin Avrupai alim opsiyonunun fiyatina
olan etkisi nedir ?
Bu analizi yapabilmek i¢in simiilasyonda kullanacagimiz su parametreleri géz 6niinde bulun-

duralim:

SO) | K |r(0)| p | on | 05| a | T N n | At

10 [ 12004 | 0.2]0.12 |04 | 0.2 | 1 | 10000 | 100 ﬁ

Bu parametreler yardimiyla ve sirasiyla b = {0.08, 0.09,0.1,0.11,0.12,0.13,0.14,0.15,0.16, 0.17, 0.18}

degerleri i¢in simiilasyon yapildiginda asagidaki sonuglar elde edilir.

b C,
0.08 1.0868
0.09 1.0901
0.1 1.0934
o.11 1.0967
0.12 1.1000
0.13 1.1034
o.14 1.1067
0.15 1.1100
©0.16 1.1133
0.17 1.1167
018 1.1200

Sekil 6.9: Uzun Vadeli Faiz Orani - Alim Opsiyonu

Yukaridaki tablodan da goriildiigi gibi Avrupai alim opsiyonunun degeri, CIR modelindeki
uzun vadeli faiz orani b 'ye bagimli olarak artmaktadir. Simiilasyon sonucunda alim opsiyonu

ve uzun vadeli faiz oram grafigini inceleyelim :

ALIM OPSIYONUNUN DEGERi

0.0s oo 0.1 011 012 013 0414 015 016 047 018

UZUMN VADEL FAIZ ORAN|

Sekil 6.10: Uzun Vadeli Faiz Orani - Alim Opsiyonu

Duyarlilik analizinin dérdiincii sonucu; yukaridaki grafikten de goriildiigii gibi alim opsiyonunun
degeri uzun vadeli faiz oranmina bagimh ve egrisel olarak artmaktadir (Benzer gekilde b ’ler
arasindaki fark 0.01 degil de 0.4 v.s olarak secildiginde artigin egrisel olarak oldugu daha net
bir gekilde goriinecektir).
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BOLUM 7

SONUCLAR

6. boliimde ele aldigimiz problemden de anlagilacag: gibi finans piyasasinda kargimiza gikabile-
cek olan standart veya kompleks opsiyonlar igin her iki tarafinda iizerinde anlagabilecegi fiyati
(fair price) bulmak kolay bir is degildir. Iste bu yiizden hisse senedi igin ele aldigimiz Black-
Scholes modeli, faiz orani igin ele aldigimiz CIR faiz orani modelinin yanisira hisse senedi ve
faiz orami arasindaki korelasyonu da g6z oniinde bulundurarak elde ettigimiz bu matematiksel
ifadeleri analitik olarak ¢bzmenin miimkiin olmadigini ve bu problemin Monte Carlo simiilasyon
yontemi ile ¢oziilebilecegini ilgili teoremler 15181 altinda gostermis olduk.

Simiilasyon sonuglarindan da anlagilacagi gibi alim opsiyonunun degeri hisse senedinin volatilitesi
0, faiz oraninin volatilitesi ¢,., CIR modelindeki uzun vadeli faiz orani b ’ye ve korelasyon kat-
say1s1 p 'ya bagiml olarak egrisel bir artig géstermektedir. Ornegin korelasyon katsayisi p'nun
artigi genel olarak faiz oraninda bir artiga neden olur. Dolayisiyla hisse senedinin fiyatinda da
bir artig meydana getirir. Bu durumda alim opsiyonunun degeri de artig gosterir. Bir diger
durum olarak faiz orammin volatilitesindeki artis ise, faiz oraninda bir artiga sebebiyet vere-
ceginden hisse senedinin ve dolayisiyla da alim opsiyonunun degerinin artigina neden olur.

O halde tam olmayan marketlerde alig-verig yaparaken bu saydigimiz parametrelerin énemi
yadsmamayacak kadar coktur. Iste bu yiizden Matematiksel Finansmn uygulamalarindan biri
olarak ele aldigimiz tam olmayan marketlerde rassal faiz orani altinda Avrupai alim opsiyonunun
fiyatlandirilmas: problemine benzer olarak Avrupai satim opsiyonu, Amerikan alim veya satim
opsiyonlarinin da degerleri benzer mantikla Monte Carlo simiilasyon yontemi ile bulunabilinir.
Fakat daha onceden de belirttigimiz gibi 6zellikle de Amerikan opsiyonlar i¢gin alim veya satim
opsiyonlarinin degerlerini bulmak zordur. Ayrica marketin tam olmadigi durumlarda ise bu du-
rum daha da zorlagsmaktadir. Bunun en 6nemli nedenlerinden biri ise Amerikan opsiyonu igin
islem yaparken bir yandan da ayni opsiyon i¢in optimizasyonda yapmak gerekmektedir. Ciinkii
Amerikan opsiyonu Avrupai opsyion gibi sadece vade siiresinde kullanilmayip, vade siiresinden
once de kullanilabilinir. Iste bu yiizden Amerikan opsiyonun hangi tarihte en karli veya bir
bagka sekilde ifade edecek olursak alim veya satim durumunda kazancin maksimum olacag:
tarihi belirlemek ayri bir problemdir. Bu nedenlerden dolayr Amerikan alim veya satim op-

"

siyonlarimin fiyatlarim1 bulmak igin yabanci kaynaklarda " stopping time " diye adlandirilan

yontemden de faydalanmak gerekmektedir (bakimz [1], [13]).
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EKLER A

Risk-No6tr Yogunlugunun Z ve X Carpimimin Martingale’ligi

Sermayedeki degigimin X i¢in, bono B ve hisse senedi S olmak iizere dX = dB + dS oldugunu
biliyoruz. 7 kadarlik yatirimi hisse senedine geriye kalan X — 7w kadarlik kismida bonoya

yatirdigimiz diisinecek olursak,

olur. dB = Brdt ve dS = S[udt + cdW|] denklemleri yardimiyla
dX = (X —m)rdt + wpdt + odW)

elde edilir. Bu durumda X = e~ "X olduguna gére It6 kuralim uygulayacak olursak,

dX = —re "' Xdt+e "dX

= —re "Xdt+ e " {(X — m)rdt + w[udt + cdW]}

= —rXdt+e " Xrdt + e "r(p —r)dt + e rodW

= —rXdt+ Xrdt +e "'n(p—r)dt + e "rodW

= e "'x[(u—r)dt +adW] olur. (A1)
Ayrica Z(t) = exp{—0W (t) — 162t} ve § = L= oldugundan dZ = —6ZdW olur. Simdi de ZX
i¢in It6’nun ¢arpim kuralimi uygulayalim.

d(ZX) = ZdX + XdZ +dZdX

= Ze "rl(p—r)dt + odW]+ X(—0ZdW) + e "'wo(—0Z)dt
w—r

= Zr|(p—r)dt +odW] - X0ZdW — Zno
o

dt

= ZondW —e "t X0ZdW

= Z[om — X0)dW olur.

Veya SDD olarak degilde stokastik integral olarak ifade etmek istersek,

/0 AZWX (W) = /0 Zlow — XO1dW (u)

Z(HX(t) — Z(0)X(0) = /O t Zlom — X01dW (u), Z(0) =1 ve X(0) =«

ZHX () = x—l—/tZ[aﬂ'—XQ]dW(u) olur.

Bu denklemden de analsilacag gibi ZX martingale’dir.



Al S ve X ’nin, P* Olgiisii Altinda Martingale’ligi

Hisse senedi i¢in Black-Scholes formiiliinii dS = S[udt + cdW] ve W*(t) = W(t) + o (u—r)t
bagintis1 yardimiyla 6lgii degigtirerek (change of measure) ve bu ifadeleri géz éniinde bulun-

durarak sirasiyla S ve X ifadelerine esit olan ifadeleri bulalim.

Sit) = S(O)e{(“_’” oWy P altinda
Sit) = S(O)e{(uffa Yo (W — {200y
S(t) = S8(0)el=2o0HoW S P gltinda, ve S(t) =e "'S(t)
St = S(O)e{ 30° t+UW*} K =el=37 W) oloun,
dS(t) = S(O){ % Kdt + o KdW* + ;UQKdW dW*}
= 5(0) [—;UQKdt + o KdW* + ;JQKdt]
= S(0)oKdW*
= SodW* olur. (A.2)

Bu denklemden de anlagilcagi gibi S, P* dlciisii altinda martingale’dir. Ayrica S(t) = e*S(t)
oldugundan bu ifadenin diferansiyelini alacak olursak,
dS(t) = re"S(t)dt +e"dS, (A.2)'den
= rS(t)dt+ e S(t)odW*

rS(t)dt + S(t)odW™

S(t)[rdt + odW™] (A.3)

Black-Scholes modelinin P 6l¢iisti altindaki dS(t) = S(t)[udt + odW] formu ile Black-Scholes
modelinin P* dlgiisii altindaki (A.3) formunu karsilagtiracak olursak, u yerine faiz orani olan r
nin geldigi hemen goriiliir. O halde sonug olarak Black-Scholes modelinin risk-nétr olasilig
altinda islemleri icin g yerine r kullamlacaktir. Simdi de X’in P* &lciisii altinda martin-
gale oldugunu gosterelim. (A.1) denklemini ve yukaridaki bagintiy1 géz 6niinde bulunduracak
olursak,
dX = #(p—r)dt+7odW,  dW*=dW +o *(u—r)dt

= 7(p—r)dt +7o[dW* — o (u—r)dt]

= 7TodW™ olur.
Veya SDD olarak degilde stokastik integral olarak yazacak olursak,

- t

X(t) = X(0) +/O TodW™* (u)

t
X)) = x—i—/ TodW* (u) olur.
0

Bu denklemden de anlasilacag: gibi X, P* ¢lciisii altinda martingale’dir.
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