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Oktanyonlar ve Lie Gruplari matematigin bircok dalinda oldugu gibi diger bilim
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konunun Onemini artiran bu gruplarin hem cebirsel hem de topolojik yapiya sahip
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ABSTRACT

As well as in the other sciences especially in Physics, the Octonions and Lie Groups
possess a significant position in many disciplines of mathematics. Among the Lie Groups,
the exceptional Lie Groups are the least known and the least studied ones particularly in
our country. What increases the importance of this subject is that these Groups have both
algebraic and topological structure. Our aim is to provide assistance for the people who are
going to do research in this field by compiling and organizing the algebraic, topological

and geometrical status of these groups.
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OKTANYONLAR VE Eg GRUBU

OZET

Oktanyonlar, matematik diinyamizda lisansiistii diizeyine kadar hemen hemen hig
karsilagmadigimiz, adin1 bile duymadigimiz bir say1 sistemidir. Lisansiistii diizeyde bile,
matematigin ¢ogu dallarinda karsimiza ¢ikmaz. Bu durum, oktanyonlarin 6nemsiz veya
matematikte pek yeri olmadigi anlamina gelmez. Aksine birgok konuda énemli yer isgal
eder. Cebir, Cebirsel Topoloji, Geometri gibi dallardaki pek ¢ok arastirmada karsimiza

cikar. Ozellikle yakin zamanlardaki Lie gruplari ile ilgili ¢alismalarda 6nemli yer tutar.

Bu Lie gruplar igerisinde istisnai(exceptional) Lie gruplari olarak adlandirilan Go,
F4, E¢, E7 ve Eg son yillarda yogun ilgi ¢ceken gruplardir. Bilindigi lizere Lie gruplarinin

onemli 6zelligi olan hem cebirsel hem de topolojik yapiya sahip olmalaridir.

Esg grubu ise Lie grubu olup, istisnai Lie gruplarindan en biiytik olarak kabul edilen,
en ¢ok ilgi ¢ekendir.Bu konuyu internette arastirma yaparak rahatlikla bulabilecegimiz bir

yaziyla anlatalim.

Amerikal1 ve Fransiz matematikg¢iler, 100 yi1ldan uzun zaman 6nce bulunan Eg adli
matematiksel yapinin sirrini ¢ozdiiler.
Amerikan  Matematik  Enstitisti'nlin =~ aciklamasinda, = Amerikali ve  Fransiz
matematikc¢ilerden olusan grubun, Norvegli matematik¢i Sophus Lie tarafindan 1887'de
bulunan ve Lie grubu adi verilen matematiksel yapinin Eg adli béliimiiniin sirrin1 ¢6zdiigi

belirtildi.

Amerikan Matematik Enstitiisii  Bilim Komisyonu Baskani ve Princeton
Universitesi Matematik Profesorii Peter Sarnak, Lie'nin simetriyi incelerken buldugu bu
matematiksel yapinin sirrinin anlasilmasimin ¢ok onemli bir gelisme oldugunu belirtti.
Sarnak, bu sayede, bilgisayarla karmasik problemlerin ¢6ziilmesi i¢in yapilan

hesaplamalarin kolaylasacagini ifade etti.

Eg'in surinin anlagilmasiyla, cebir, geometri, sayr kuramlar, fizik ve kimya
alaninda ilerleme kaydedilecegini belirten Sarnak, Eg'in "sifresinin ¢dziilmesinin" gelecek
nesillerin matematik ve fizikgileri i¢in ¢ok biiyiik imkanlar saglayacagini soyledi. 4 yil

boyunca siiren arastirmalar1 yiiriiten ekibin basinda bulunan, Mariland Universitesi
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Matematik Profesorii Jeffrey Adams da "100 yildan uzun zaman 6nce bulunan Eg'i, bugiine

kadar kimsenin anlayamayacagini santyorduk” dedi.

Bilim adamlari, Eg'in gizeminin ¢oziilmesini saglamak i¢in yapilan tiim
hesaplamalarin kagida yazilmasi halinde, bu kagitlarin Manhattan biiyiikliiglinde bir
bdlgenin yiizolgiimiine denk gelecegini sdylediler. Bilim adamlari, sirr1 ¢6zmek i¢in yeni
matematik tekniklerinden ve bilgisayarlarin sadece birkac yil once gelistirilen hesaplama
kapasitesinden faydalandiklarini belirttiler.Eg'in  sifresinin ¢oziilmesi ig¢in bilgisayarda

yapilan hesaplamalarin 60 gigabyte yer kapladig1 kaydedildi.
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OCTANIONS and Egs GROUP

SUMMARY

Octonion is a number system which we hear about and never encounter in the
mathematical world until postgraduate education. We do not encounter it even in
postgraduate education in many mathematical disciplines. However, this does not mean
that octonions are less important or do not play any role in mathematics. On the contrary, it
plays an important role in many subjects. We encounter it in many researches within the
disciplines such as algebra, algebraic topology and geometry. It particularly occupies an

important place within recent studies on Lie groups.

G, Fu, Eg, E7 and Eg, which were referred as exceptional Lie groups among these
Lie groups, are groups which have drawn great attention in recent years. As known, the
important feature of Lie groups is that they possess both algebraic and topological

structures.

Eg is a Lie group which is regarded as the largest among Lie groups and draws most
attention. We will discuss this issue with an explanation which you can easily access on the

Internet.

American and French mathematicians resolved the mystery of the mathematical

structure Eg which was discovered more than 100 years ago.

American Institute of Mathematics stated that a group comprising of American and
French mathematicians resolved the mystery of Eg, which was a part of the mathematical
structure referred to as Lie group discovered by Norwegian mathematician Sophus Lie in

1887.

Peter Sarnak, Head of Science Committee in American Institute of Mathematics
and Professor of Mathematics at University of Princeton, states that it is a really important
development to understand the mystery of this mathematical structure discovered by Lie
while he was examining symmetry. Sarnak added that now it would be easier to do

calculations on computer to solve complex problems.



Stating that progress will be made in algebra, geometry, number theories, physics
and chemistry after resolving the mystery of Eg, Sarnak said that ‘resolving the code’ of Eg
would provide great opportunities for mathematicians and physicists of future generations.
“We thought nobody could understand Eg which was discovered more than 100 years ago,”
said Jeffrey Adams, Professor of Mathematics at University of Maryland and who

supervised the team that conducted research for 4 years.

Scientists stated that if all calculations to resolve the mystery of Eg were written on
a paper, these would correspond to surface area of a region as large as Manhattan.
Scientists stated that they benefited from new mathematical techniques and calculation
capacities of computers which were developed only a few years ago. It is noted that 60 GB

space was needed for calculations on computer to solve the code of Eg.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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1.GIRiS

Tam olarak dort tane bolme(division) cebiri vardir. Reel sayilar (R) , Kompleks
sayilar (C), Kuaterniyonlar (H) ve Oktanyonlar(O). Reel sayilar, ailenin ge¢imini saglayan,
hepimizin bel baglayarak giivendigimiz, tamamiyla diizenli olan alandir. Kompleks sayilar
biraz daha yanar donerdir ancak yinede ailenin saygi duyulmasi gereken kiicilik kardesidir:
diizenli degillerdir, fakat cebirsel olarak tamdirlar. Komiitatif olmayan Kuaterniyonlar,
Oonemli aile toplantilarindan dislanmis olan dis merkezli kuzenlerdir. Ancak Oktanyonlar

hi¢ kimsenin gitmesine izin vermedigi ailenin yash ve ¢ilgin amcasidir.

Matematikgilerin ¢ogunlugu Hamilton’un Kuaterniyonlar1 nasil icat ettiine dair
hikayeyi duymustur. 1835 yilinda 30 yasindayken kompleks sayilarin dogal sayilarin
ciftleri olarak  nasil ele alinmasi gerektigini kesfetmistir. C ve 2- boyutlu geometri
arasindaki iligkiden oldukg¢a etkilenmis olarak 3-boyutlu geometride benzer bir rol
oynayacak olan daha biiyilik bir cebir bulmak i¢in yillarca ugragsmistir. Modern dilde 3-
boyutlu normlu bdlme cebiri(division) aramaktaymis gibi goriinmektedir. Arayis1 1843
yilinda zirveye ulagsmistir. Daha sonra ogluna sunu yazmistir “ Yukarida bahsi gecen ayin
baslarinda sabah erken saatlerde her giin kahvaltiya gelirken kiigiik kardesin William
Edwin ve sen bana sunu sorardimiz: “Sdyle baba, iiciizleri carpabiliyor musun? Iste o
zaman ben ise hep sadece kafami {izglince sallayarak cevap vermek zorunda kalirdim:
“Hay1r sadece toplayabiliyorum ve ¢ikartabiliyorum”. Tabii ki sorun 3-boyutlu bir bélme

cebirinin(division) olmayisiydi. Gergekten 4 boyutlu cebire ihtiyaci vardi.

En sonunda 16 Ekim 1843’te Dublin’de irlanda Kraliyet Akademisi toplantisina
gitmek i¢in Royal kanal boyunca esiyle beraber yiiriitken anlik kesfini yapti. “Yani o
zaman ve orada o olaganiistii giiclii diigiinceyi terk ettim ve bundan ortaya cikan
kivilcimlar i, j, k, arasindaki temel denklemlerdi, bunlar ise tam da benim her zaman

kullandigim gibiydiler.” Bu denklemleri Brougham Kopriisiiniin taglarina oydu:

.3 . :
2 A,_z

=y =ijk = —1.

Bu hikayenin ¢ok iyi bilinmesinin bir sebebi Hamilton’in hayatinin geri kalan
kismin1 Kuaterniyonlar ve bunlarin geometrideki uygulanigina tutkun olarak gegirmis
olmasidir . Ve bir siire Kuaterniyonlar moda olmustur. Dublin’de zorunlu bir sinav konusu

olmustur ve bazi Amerikan Universitelerinde dgretilen tek ileri diizey matematik konusu
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olmuslardir. Bizim su anda R’ teki sayillar ve vektdrler ile yapmakta oldugumuz seylerin
bliyiilk bir ¢ogunlugu o zaman ger¢ek ve hayali Kuaterniyonlar1 kullanilmasi ile
yapilmaktaydi. Bir Kuaterniyonlar Okulu gelistirildi, bu ise Hamilton’in 6liimiinden sonra
Endhinburglu Peter Taight ve Harvard’li Benjamin Peirce tarafindan yonetildi. Taight
Kuaterniyonlar hakkinda sekiz tane kitap yazdi ve bunlarin fizige uygulanisina vurgu yapti.
Gibbs nokta ¢arpimlar1 ve ¢apraz carpimlara iliskin modern bir ifade icat ettigi zaman
Taight bunu bir “hermafrodit canavarligi” olarak kinadi. Vektorlerin diger tarafina agirlik
veren Kelvin ve Heaviside gibi aydinlar arasinda bir dizi polemik savasi oldu. Nihayetinde

Kuaterniyonlar asla iistesinden gelemedigi bir itibar kaybina ugradi ve kaybetti.

Daha az bilineni Hamilton’in kolejden arkadasi olan John T. Graves tarafindan
Oktanyonlarin kesfidir. Baglarda Hamilton’in kompleks sayilar1 ve tgliileri diisiinmesine
sebep olan Graves’in cebire duydugu ilgidir. Bu kader yiiriiylisliniin hemen ertesi giinii
Hamilton Graves’e Kuaterniyonlar1 anlatan sekiz sayfalik bir mektup gonderdi. Graves 26
Ekim tarihinde yanit verdi, Hamilton’a cesur fikrinden dolay1 iltifatlarda bulundu ancak
sunu da ekledi “Bu sistemde halen beni endiselendiren bir sey var. Ben halen hayali
tiretimlere iligkin ne kadar 6zgiir oldugumuz konusunda agik ve net bir goriisiim yok ve
bunlara dogaiistii 6zellikler yiiklemek konusunda da dyle” Ve sunu sordu: Alasimin ile ii¢

poundluk altin yapabilirsen o noktada neden durasin ki?”

Graves altin pargasi niteligindeki kendi ¢alismalarina basladi. 26 Aralik tarihinde
Hamilton’a yeni 8 boyutlu cebiri agiklayan bir mektup yazdi, kendisi buna “oktavlar”
demistir. Bunlarin normlu bélme cebiri(division) oldugunu gdsterdi ve sekiz miikemmel
karenin iki toplaminin ¢arpimini, diger sekiz miikemmel karenin toplami olarak ifade

etmek i¢in bunlar1 kullandi, yani: sekiz kare teoremi.

1844 Ocak ayinda Graves Hamilton’a kendi caligmasii genisletmis oldugu {i¢
mektup gonderdi. “2™ —ion” Genel teorisini dikkate aldi ve 16 boyutlu normlu bélme
cebirini (division) yapilandirmaya calisti ancak “beklenmedik bir aksaklik” ile karsilasti ve
bunun miimkiin olup olmayacagi konusunda siipheye diistii. =~ Hamilton, Graves’in
calismasimi yaymlamay1 teklif etti ancak kendi Kuaterniyonlar g¢alismasi ile mesgul
oldugundan bunu bir kenara koymaya devam etti. Temmuz ayinda Graves’e Oktanyonlar
cagrisimsal olmadigma isaret eden bir yazi yazdi: “Eger 4, B, C Kuaterniyonlar ise

A- BC = AB- C’dir ama senin oktavlarinda genellikle boyle degil”. Aslinda Hamilton



“cagrisimsal” terimini ilk olarak o siralarda icat etti bdylece de muhtemelen Oktanyonlar

bu konseptin 6nemini agikliga kavusturmak konusunda 6nemli bir rol oynadi.

Bu arada Cambridge’den yeni mezun olan geng Arthur Cayley, Hamilton bunlarin
varhigimi ilan ettiginden beri Kuaterniyonlar1 diisiinmekteydi. Kuaterniyonlar ve
hipereliptik fonksiyonlar arsinda bir iligki arar gibiydi. 1845 yilinin martinda felsefe
dergisinde: Rev. B. Bronwin’e cevaben Jacobi’nin Eliptik Fonksiyonlar1 ve
Kuaterniyonlar Hakkinda™ baglikli bir ¢calisma yayinladi. Bu ¢alismanin biiyiik bir kismi1
Cayley’in eliptik fonksiyonlar hakkindaki ¢alismasindaki hatalar1 isaret eden bir tekzip
girisimiydi. Goriindiigi kadariyla sonradan gelen bir fikir olarak, Oktanyonlarin kisa
tanimina takili kalmisti. Aslinda, bu ¢alisma dylesine ¢ok hatayla doluydu ki, Oktanyonlar

kismi disinda toplu ¢aligmalarinda gézardi edilmisti.

Yayimcilara yenilmis birisi olarak, Graves kendi g¢alismalarindan ayni derginin
sonraki sayisinda yayinlanacak olan bir tanesine Oktanyonlar1 1843 Noelinden bu yana
bildigini sdyledigi bir not eklemistir. 14 Temmuz 1847°de Hamilton, irlanda Kraliyet
Akademisinin yaymlarina Graves’in Onceligini dogrulayan kiiciik bir notla katkida
bulundu. Ancak c¢ok gec¢ kalmisti. Oktanyonlar “Cayley sayilar1’” olarak bilinir hale
gelmisti. Bundan da daha kotiisii Graves daha sonra sekiz kare teorisinin C.F. Degen

tarafindan 1818 yilinda zaten kesfedilmis oldugunu 6grendi.

Oktanyonlar, Kuaterniyonlar ile kiyaslandigindan neden bu kadar fazla karanlikta
birakilarak zayiflatilmisti? Ancak bunun sebebi de geometri ve fizikte belirli ve net bir
uygulamalarinin olmamasiydi. Birim Kuaterniyonlar SU(2) grubunu olusturur bu ise SO
(3) rotasyon grubunu iki defa kapsar. Bu durum bunlar1 rotasyonlar ve agisal momentum
konusuna, 6zellikle kuantum mekanigi baglaminda uygun hale getirmektedir. Bu giinlerde
bu Clifford cebirlerinin 6zel durumlar olarak ele alinmaktadir. Pek ¢ogumuz Hamilton’in
her ikisine de yapmis oldugu kozmik atfi yapmiyoruz ancak bunlar biiyiik resmi gormek

i¢cin uygundur.

Diger taraftan Oktanyonlar buna uygun degildir. Geometri ile olan iliskileri 1925
yilinda Elie Cartan “trialite (Ggliiliigli)” yani vektorler ve spindrler arasinda 8 boyutlu
Oklid uzayindaki simetriyi tarif edene kadar oldukga belirsiz olmustur . Bunlarm fizik ile
olan potansiyel iliskisi 1934 yilinda Jordan, von Neuman ve Wigner’in kuantum
mekaniginin temelleri hakkindaki ¢aligmasinda fark edilmistir . Ancak, Jordan ve digerleri

tarafindan, oktonionik (Oktanyon) kuantum mekaniginin niikleer ve partikiil fizigine
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uygulanmasi konusundaki ¢aligmalar1 ¢ok az basariya ulagmigtir. Bu yonlerdeki ¢aligmalar,
1980lerde Oktanyonlarin string teorisinin bazi merak edilen 6zelliklerini agikladig:
kesfedilinceye kadar oldukca yavas ilerlemistir. Klasik siiperstring i¢in olan Lagrange
denklemi Minkowski’nin sadece 3, 4, 6 ve 10 boyutlu olan uzay zamanindaki vektorler ve
spindrler arasindaki bir iliskiyi kapsar. Bu sayilarin r, ¢, h, ve 0 nun boyutlarindan 2 fazla

olduguna dikkat ediniz. Gorecegimiz gibi, bu tesadiif degildir. Ozet olarak,

sl(2,R) = s0(2,1)
s[(2,C) = s0(3,1)
si(2,H) = so5,1)
sl(2,0) = s0(9,1)

izomorfizmleri bize bu boyutlarin birindeki bir spindrii ilgili bolme cebirinin
(division) bir ¢ift eleman1 olarak ele alma imkani verir. Bu siiperstring Lagrange
denklemlerinden en {imit verici olan sey, bu 10 boyutlu Oktanyonsal olaninin temel fizigin
gercekei bir teorisi i¢in aday olmasidir. Ancak Oktanyonlar halen gercek diinyay1
anlamakta faydali olup olmadigina iliskin bir kanit yoktur. Sadece sonug olarak bu sorunun

bir sekilde ¢oziilmesini {imit edebiliyoruz.

Fizikteki olasi rolii yaninda Oktanyonlar, aksi halde izole ve agiklanamaz gibi
goriinen cebirsel yapilart Dbirlestirdigi i¢in  6nemlidir. Aciklayacagimiz sekilde,
Oktanyonsal projeksiyon uzayda O cagrisimsal olmadig1 i¢in, op" sadece n < 2 igin anlam
ifade eder. Bunun anlam, reel, karmagsik ve kuaterniyonik projektif uzay ile iliskili olan

cesitli yapilarin sadece n <2 i¢in oktonionik analoglarinin olmasidir.

Basit Lie cebiri bu fenomenle ilgili olarak giizel bir ornektir. Klasik basit Lie
cebirlerinin 3 adet sonsuz ailesi vardir, bunlar projektif uzay rp" ,cp” ve hp" izometri
gruplarindan gelirler. Yine 5 istisnai basit Lie cebiri vardir. Bunlar Killing ve Cartan
tarafindan 1800 lerin sonunda kesfedilmiglerdir. O zaman bu istisnalarin 6nemi gizemini
saklamistir: bunlar yap1 olarak bilinen simetri gruplar1 olarak ortaya c¢ikmamiglardir.
Sadece daha sonra Oktanyonlar ile olan baglantilar1 acgiga kavusmustur. Bunlarin 4
tanesinin 0,0 C,h o0 ve 0 o0 projektif diizlemler iistiindeki izometri gruplarindan geldigi

ortaya ¢ikmistir. Kalan ise Oktanyonlarin otomorfizm grubudur.

Basit formal olarak reel Jordan cebirlerinin smiflandirilmasit da diger bir iyi

ornektir. Bunun birlikte bunlarin gesitli sonsuz aileleri yaninda, istisnai bir Jordan cebiri de
4



vardir, bu ise 3x3 Hermetian Oktanyonsal Matristen olusmaktadir. Bu Jordan cebirindeki
minimal projeksiyonlar Op2 noktalarina karsilik gelmektedir ve bu cebirin otomorfizm

grubu op" nin izometri grubu ile aymdir.

Oktanyonlar ayn1 zamanda topoloji ile sasirtict bir iliskisi vardir. 1957 yilinda,
Raoul Bott, O (n) i¢in n — o endiikleyici limiti olan O (), topolojik grubunun homotopi

gruplarini hesaplamistir. Bott, bunlarin 8 periyodu ile tekrarlandigini ispatlamistir:
Ti+s(0(00)) = m;(O(00)).

Bu ise Bott periyodikligi olarak bilinir. Ayrica ilk 8 i de hesaplamistir:

m(0()) = Za
m1(0(0)) = Zo
m2(O(o0)) = 0
m3(O(o0)) = Z
ma(O(co)) = 0
15(0(o0)) = 0
me(O(c0)) = 0
7(0O(e0)) = Z

Buradaki kaybolmayan homotopi gruplarmin R, C, H ve O boyutlarindan bir boyut
az olan boyutlarda gercgeklestirdigine dikkat ediniz. Bu tesadiif degildir. Normlu bdlme
cebirinde normun bir elementi ile sol carpim cebirinin ortogonal doniistimiini
tanimlamaktadir ve bu sebeple O () elemanidir. Bu ise bize S°, S', S ve S7 icin O ()
kiirelerinden haritalar vermektedir ve bu haritalar o boyutlardaki homotopi gruplarini

olusturmaktadir.

Elimizde bu varken, O () homotopi gruplarinda 8 periyottaki tekrarin bir bakima
Oktanyonlar sebebiyle oldugunu diisiinebilir. Bunun aksine, Bott periyodikligi, n-kiiresinin
tistinde dogrusal olarak kac¢ tane nokta seklinde bagimsiz diizgiin vektoér alaninin
bulunabilecegi sorusuyla yakindan iligkilidir. Sadece n+1=1, 2, 4, veya 8 oldugunda bu n
vektor alanlart var olmaktadir ve bu reeller iistiindeki bolme cebirlerinin sadece bu

boyutlarda olusabilecegini gostermektedir.

Bu boélimdeki bilgiler i¢in kaynak olarak Baez’den ve Wen-Log Lin’den

yararlanilmstir.



2.0KTANYONLAR

2.1 Temel Kavramlar

Konuya baslamadan once bazi tanimlar1 yerine oturtalim. Bizim igin bir vektor
uzay1 her zaman reel sayilar cismi {istiinde sonlu-boyutlu bir modiil olacaktir. Bir A cebiri,

Ax A—

A haritasinin ¢arpim denilen iki dogrusalliligina sahip olacaktir ve birim denen sifir
olmayan 1€ 4 elemani yani m(1, a) =m (a, 1) = a olacaktir. Her zaman oldugu gibi, m(a,b)
yi ab olarak kisaltmaktayiz. Cebirlerimizin ¢agrisimsal oldugunu varsaymiyoruz! Bu
sekilde rahatlikla verilen cebirdeki reel sayilarin bu cebirin o — al haritasinin elemanlari

olarak sayacagiz.

Bir 4 cebiri ab=0 ile a.b olmasi halinde bir bélme cebiridir(division), o zaman ya
a=0 ya da b=0’d1r. Esit olarak, soldaki ve sagdaki ¢carpim islemleri sifir olmayan her hangi
bir eleman ile ters g¢evirilebilir degil ise A bdlme cebiridir(division). Bir normlu bdlme
cebiri(division), ayn1 zamanda ||ab|| = |a]| . ||b|| seklindeki normlu vektdr alani olan bir 4

cebiridir. Bu ise A’nin bélme cebiri(division) ve ||1|| = 1 oldugunu gosterir.

Bazi incelikleri 6zellikle vurgulamak gerekir. Sifir olmayan herhangi bir a € 4 i¢in
aa "=a 'a=1ilea ' e A4 eleman varsa, bir 4 cebrinin carpimsal ters oldugunu
sOyleyebiliriz. Eger bolme cebiri(division) varsa, bir birlesmeli cebir ¢arpimsal terse
sahiptir. Ancak, bu birlesik olmayan cebirler i¢in gegersizdir!. Ote yandan, Kuaterniyonlar
alarak ve sonucu biraz degistirerek, carpim tablosunun kalanini degistirmeden birakirken,
bazi kiigiik sifirdan farkli reel sayilar € i¢in i l=_1+¢ j ayarlayarak carpimsal ters olmadan

da bir bolme cebir(division) olusturabilir. i eleman1 daha sonra hem sag ve sol terse sahip

olur ama bunlar esit degildir.

Iliskilendirmenin {i¢ seviyesi vardir. Eger herhangi bir eleman tarafindan iiretilen alt
cebir birlesmeli ise bu cebir gii¢ iliskiseldir. Herhangi iki eleman tarafindan firetilen alt
cebir birlesmeli ise bu alternatiftir. Nihai olarak, herhangi bir ii¢ eleman tarafindan tiretilen

alt cebir birlesmeli ise, cebir birlesmelidir.



Gorecegimiz gibi, Oktanyonlar birlesmeli degil, alternatiftir. Boyle bir sey nasil

kontrol edilebilir? Emil Artin’in bir teoremine gore, tiim a, b € 4 i¢in elimizde
(1) (aa)b=a(ab), (ab)a = a(ba), (ba)a = b(aa)
var ise, bir 4 cebiri alternatiftir

Aslinda, bu denklemlerin herhangi ikisi kalan birini isaret ediyorsa, genellikle ilk ve
sonuncu “alternatif” tanimi olarak aliir. Herhangi hususu gérmek icin, herhangi bir

cebirin
[a,b,c] = (ab)c — a(bc)
verilmis olmasi kaydiyla, cagrisimci olarak adlandirilan bir
[,.]:4° >4
Ucg hatli haritas1 vardir

[a,b] = ab — ba komiitatorii, komutatiflikteki basarisizlig1 Slgerken, cagrisimci
cagrisimciliktaki basarisizligi 6lgmektedir. Simdi, komiitatdr, bu iki argiiman ne zaman
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degisse isareti degistigi anlamina gelen, degisken bir bilineer haritadir:
[a, b] =-[b,a]
veya, bunlar esit oldugu zaman sifirlanan esdegeri:
[a,a] =0

Bu, ¢agrisimcinin da degisip degismedigi sorusunu giindeme getiriyor. Aslinda, bu
A’nin alternatif oldugu durumda kesin olarak tutar! (1)’deki her denklemin ¢agrisimcinin
belli bir argiimanlar ¢ifti sifira esit oldugu zaman c¢agrisimcinin sifirlandigini veya aym
sekilde, bu argiimanlar ¢ifti agildiginda isaretini degistirdigini sdylemesinin sebebi budur.
Ancak, bizim i. ve j. argiimanlar1 degistirdigimiz zaman cagrisimcinin isaretini degistirip
degistirmedigine ve j.ve k. argiimanlari degistirdigimiz zaman isaretini degistirdigine

dikkat etmemiz gerekir. Boylece herhangi iki denklem bir ii¢linciiyii gosterir.



Simdi R, C, H ve O’da bu kadar biiyiik olan seyin oldugunu soyleyebiliriz.
Teorem 2. 1.1 Sadece R, C, H ve O normlu bdlme cebirleridir.
Teorem 2. 1.2 Sadece R, C, H ve O degisimli bolme cebirleridir.

[lk teorem Hurwitz’in 1898 tarihli bir ¢alismasma kadar geri gider. Bu ¢alisma
daha sonra pek ¢ok ydnde, drnegin, cebirin diger alanlar iizerinde genellestirildi. Tkinci
teoreminin bir versiyonu lemmali Adam Zorn tarafindan yapilan 1930 tarihli bir calismada
goriinlir. Bu iki teoremin modern ispatlar1 i¢in Schafer’in ¢agrisimsal olmayan cebirler

hakkindaki miikemmel kitabina bakiniz.

R, C, H ve O’nun tek bdlme cebirleri(division) oldugunu belirtmemize ragmen
bunun dogru olmadigimi da unutmamak gerekir: Ornegin, biz zaten ¢arpimsal tersi olmayan

4 boyutlu bolme cebirlerini (division) almak i¢in bir yol tarif ettik. Ancak, elimizde olan:
Teorem 2.1.3 Tiim bolme cebirleri(division) 1; 2; 4 veya 8 boyutuna sahiptir.

Bu 1958 yilinda Kervaire ve Bott Milnor tarafindan bagimsiz olarak kanitlandu.
Ancak, bizim ana odak noktamizi takip eden sey bdlme cebirleri(division) hakkindaki
genel sonuglar olmayacaktir. Bunun yerine, oktanyonlarin o6zel ozelliklerine dikkat

cekecegiz.

2.2. Oktanyonlarin Teskili

Oktanyonlari kurmanin en temel yolu, bunlarin g¢arpim tablosunu vermektir.
Oktanyonlar, 1 bazinda 8 boyutlu olup, ©1:£2: £3: 2488, &&: %F:ve bunlarin garpma
elemanlari, i. satirdaki elemanin j. siitunundaki elemanla ¢arpimi sonucunu tanimlayan bu

tabloda verilmistir:



=31 L3 =] == =41 =13 =]
e [ =1 | e e | —ea | e | —ew | —ez
gz | —ea | —1 & e | —es | e | —es
&3 — &k —&E —1 =13 &a —&d [
g4 | g2 | —ey | —ee | =1 | e ez | —ex
e | —es | &3 | —e2 | —er | —1 &1 &4
g5 | g5 | —er | s | —&s | —& | —1 | s
a | &3 g | —21 | & | —eq | —ex | —1

Tablo 1. Oktanyonlar Carpim Tablosu

Maalesef, bu tablo neredeyse tamamen yanlis yonlendiricidir! Bundan kolayca

Ogrenilebilecek tek ilging husus:
e;,..., e7-1’in kare kokleridir,
ejvee;  i#j oldugunda, degismeli degildir:
e;=- e
e endeks doniisiim 6zdesligi:
e = e =re 1€+ = €+
ki, burada gostergeleri canli Z; olarak diisiiniiyoruz ve

e endeks eslestirme 6zdesligi:

eie; = ex —+ eyey=ey gibi tek sagma sonug ile birlikte, bu gergekler biitiin ¢arpim
tablosunu kurtarmak i¢in yeterlidir. Ancak, biz ger¢ekten oktanyonun sonucunu hatirlamak
icin daha iyi bir yol istiyoruz. Oktanyonlarin ¢arpiminda da matrislerin ¢arpiminda
oldugumuz kadar rahat olmamiz gerekir! Ve sonu¢ olarak, oktanyonlar icin onlarin
kendilerine 6zgii 6zelliklerini ve diger matematiksel fikirler ile nasil uyum sagladiklar
konusunda daha kavramsal bir yaklagim istiyoruz. Asagida, giizel bir animsatict ile
baslayarak ve biraz daha derine, daha kavramsal olanlara inerek, kadar ¢alisma, Oktanyon

carpiminin biraz daha fazla agiklamasini yapacagiz.



2.2.1 Fano Diizlemi

H kuaterniyonlart, 1; i, j; k bazinda 4-boyutlu bir cebirdir. Sonucu tanimlamak

i¢in bir ¢arpim tablosu verebilirdik, ama sunu hatirlamak daha kolay:

e 1 carpimsal 6zdesliktir.
e i, j; vek-1’in kare kokleridir,
e climizde ij = k, ji = -k vardir ve tiim 6zdeslikler bu devirsel (i; j; k)

permiitasyonlarindan elde edilir.

Son kural1 bir resimle 6zetleyebiliriz:

J'f?\L
NS

|

II

,a'*'j:\ N
Ny )___/‘

" =~

Dairenin etrafinda saat yoniinde giderek iki elemani ¢arptigimizda, bir sonrakini

buluruz: 6rnegin, ij = k. Ama saat yoniiniin tersinden giderek ¢arpma yaparsak, bir

sonrakini eksi buluruz: 6rnegin, ji = - k.

Oktanyonlarin nasil ¢arpilacagini hatirlamak i¢in ayni tiirde bir resmi kullanabiliriz
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Bu Fano plani, 7 nokta ve 7 ¢izgili kii¢iik bir diizenektir. Cizgiler liggenin kenarlari,

ylukseklikleri ve tim kenarlarin orta noktalarini iceren dairedir. Farkli noktalarin her bir

cifti essiz bir hat iizerinde bulunur. Her ¢izgi {i¢ nokta icerir ve bu li¢liilerin her birisi

oklarla gosterilen dairevi bir siralamaya sahiptir. Eger &+ %+ 289 &  dairevi olarak bu

sekilde siralanirsa; o zaman

E'?.;-E_j;:E.EE} Ej&a:_:—&h.

Bu kurallar ile birlikte:

e | carpim Ozdesligi,

; e7 -1’1n karekokudir,

Fano diizlemi tamamen Oktanyonlarin cebir yapisini tanimlar. Endeks katlama

resme {i¢ilincii bir tura yaptirarak ¢evirmeye karsilik gelir.

Bu, kesinlikle diizglin bir hatirlaticidir ama bunun arkasinda gdézlemlenen daha

derin bir sey var m1? Evet! Fano diizlemi 2 elemanlh & {izerindeki projektif diizlemdir.

Baska bir deyisle, o Z3 vektor uzaymdaki kokenden gecen c¢izgilerden olusur. Bu

cizgilerin her birisi sifir olmayan tek bir eleman icerdiginden, Fano diizleminin yedi Z3

elemanindan olustugunu da diislinebiliriz. Z3 deki kokenin 1€ @ karsilik geldigini

diisiiniirsek, asagidaki Oktanyon resmini elde ederiz:
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Bu 3 boyutlu vektor uzayinin kokeni lizerinden gecen diizlemlerin, & izomorfikten
kuaterniyonlara giden alt cebirleri; kokenden gecen ¢izgiler izomorfikten karmagik sayilara

giden alt cebiri ve kdkenin kendisi izomorfikten reel sayilara giden alt cebiri verir.

Burada gergekten elimizde olan sey, Oktanyonlarin saptirilmis bir cebir grubu
olduguna dair bir tanimlamadir. Herhangi bir G grubu verildiginde, RG] cebir grubu
gercek katsayili G elemanlariin tiim sonlu formal lineer kombinasyonlarindan olusur. Bu

G’den gelen sonucla ¢agrisimli bir cebirdir. Yeni bir
*: B[&] x B[] = R[F]
Sonucu tanimlayarak bu sonucu saptirmak i¢in herhangi bir
o G0 I41)
fonksiyonunu kullanabiliriz;
burada:
grh=olg h) gh,

olup ;e & C RIG] dir. Bu yeni sonucun ¢agrisimsal olmasini garanti edecek a igeren
bir denklemi tespit edilebilir. Bu durumda biz o’ya bir "2-cocycle'diyoruz. Eger a belli bir
ekstra denklemi karsiliyorsa, * sonucu da komiitatif olacaktir ve biz a’ya bir “istikrarli 2-
cocycle 'diyoruz. Ornegin, R[Z,] grup cebiri, F’nin 2 kopyasmin bir sonucuna

izomorfiktir, ama biz onu karmasik sayilar elde etmek icin stabil bir 2-cocyle tarafindan
12



saptirabiliriz. R[Z3] gurup cebiri, IR nin 4 kopyasimim bir sonucuna izomorfiktir, ama biz
onu kuaterniyonlar elde etmek i¢in stabil bir 2-cocycle tarafindan saptirabiliriz. Benzer
sekilde, R[Z]] gurup cebiri, IE’nin 8 kopyasinin bir sonucudur ve aslinda bu béliimde
yapmis oldugumuz sey bize bu cebir grubunu Oktanyonlar elde etmek i¢in saptirmamizi
saglayan bir o fonksiyonu tanimlamaktir. Oktanyonlar ¢agrisimsal olmadigi icin, bu

fonksiyon bir 2-cocycle degildir. Ancak, onun sinirdasi, yeni bir birlestirici tanimlamay1

ve onu bir simetrik monoidal kategori haline getirerek Z3 kademeli vektor uzay1 kategorisi
ormeyi saglayan bir “stabil 3-cocycle”dir [4]. Bu simetrik monoidal kategorideOktanyonlar
bir komiitatif monoid nesnedir. Daha az teknik terimlerle: Bu kategori Oktanyonlarin
komiitatif ve iligskisel oldugu bir baglam saglar! Su ana kadar bu fikir yeni kullanilmaya

basladi.
2.2.2 Cayley-Dickson Yapisi

Her birisinin neden bir sonrakinin i¢ine sigdigini izah eden normlu BT, H, &
bolme cebirlerinin(division) bir yapisina sahip olmak giizel olurdu. Bu yapmin neden
H’nin komutatif ve ©@’nun birlesimsel olmadigini agiklasa iyi olurdu. Hatta bu yap ilk
dordiinde oldugu gibi, her defasinda boyut olarak ikiye katlanmak suretiyle normlu bélme
cebirleri(division) ile sonsuz bir cebir dizisi verseydi daha iyi olurdu. Aslinda, bdyle bir

yap1 vardir: Buna Cayley-Dickson yapisi denir.

Hamilton’un da belirttigi gibi, karmasik say1 a + bi, (a, b) reel sayilariin bir ¢ifti

olarak diisiliniilebilir. Ayrica bilesen-seklinde yapilir ve carpma sdyle olur:
(a; b)(c; d)=(ac - db; ad + cb):
Ayrica karmasgik bir sayinin esitlemesini
(a; b)*=(a,;-b):
ile tanimlayabiliriz.

Simdi karmagik sayilara elimizde oldugundan, kuaterniyonlar1 da benzer bir sekilde
tanimlayabiliriz. Bir kuaterniyon bir karmagik sayilar ¢ifti olarak diisiiniilebilir. Toplama

bilesen seklinde yapilir ve ¢carpma soyle olur:

13



(2) (a, b)(c, d) = (ac —db* a*d + cb):

Bu ayn1 karmagik sayilarin ¢arpimi i¢in kullandigimiz formiilimiiz gibidir ama
igerigine bir ¢ift conjugate konulmustur. Bunlar1 6nceki formiile dahil ettigimizde higbir
sey degismez ¢iinkii bir reel sayinin conjugate sadece kendisidir. Bir kuaterniyonun esini

de
(3) (a; b)*= (a*, -b):
[le tanimlayabiliriz.

Simdi bir Oktanyonu bir ¢ift kuaterniyon olarak tanimlayabiliriz. Daha 6nce oldugu
gibi, formiil (2) ve (3)i kullanarak bunlar1 toplayip carpabiliriz. Eski cebirlerden yenisini
¢ikarmak i¢in kullanilan bu hileye Cayley-Dickson yapisi denir.

Neden reel sayilar, karmasik sayilarin, kuaterniyonlarin ve Oktanyonlarin ¢arpimsal

tersi vardir? Ben bunu reel sayilar i¢in asikar kabul ediyorum. Karmasik sayilar i¢in,
(a; b)(a,; b)*=(a; b)*(a,; b) =k(1, 0)
kontrol edilebilir;

Burada £ bir reel say1, yani (a, ) normunun karesidir. Bunun anlami, her ne zaman
(a; b) sifir olmayan bir say1 ise, ¢carpimsal tersi (a; b) */k’tir. Ayn1 seyin kuaterniyonlar ve

sekizeyler icin de gecerli olup olmadigi kontrol edilebilir..

Ama bu da tabii ki su soruyu ortaya cikarir: Cayley-Dickson yapisi ile neden her
biri bir 6ncekinden elde edilen sonsuz bir bélme cebirleri dizisi yoktur? Cevap, yapiy1 her
uyguladigimizda, cebirimizin biraz daha kétiilesmesidir. Oncelikle her elemanin kendi esi
oldugunu kaybederiz, sonra komutatifligi kaybederiz, sonra birlesmeyi kaybederiz ve son

olarak da biz bolme cebir 6zelligini kaybederiz.

Bunu agikg¢a anlamak i¢in, biraz daha formal olmak yardimci olur. Bir *-cebiri,

konjugasyon ile donatilmig bir 4 cebiri olarak tanimlayalim; yani
Tim a; b € Aigin A 2 A ile bir
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a**=aq, (ab)*=b*a*

reel-lineer harita. Eger a cebirinin her bir elemant i¢in a = a* ise bir *-cebirinin reel
oldugunu sdyleyebiliriz. Eger b € 4 i¢in + 6" € B ve sifir olmayan tim aa* = a*a>0 bir
*-cebirinin giizel bir sekilde normlandigini sdyleyebiliriz. Eger 4 giizel bir sekilde

normlanmis ise,
Rela) = (a+ a™) /2 € R, Imi{a) = (a— a*)/2,

eder ve

lall? = aa*

ile 4 lizerinde bir norm tanimlariz.

Eger A giizel bir sekilde normlanmus ise,
o=t =a"f||al|?
ile verilen bir ¢arpimsal tersi vardir.

Eger A giizel bir sekilde normlanmis ve alternatif ise, A normlanmig bir bélme
cebiridir (division). Bunu gérmek icin, liitfen herhangi bir % & € 4 icin 4 a, b, a* b*
elemaninin, Im(a) ve Im(b) ile ¢ikarilan birlesik cebirin i¢cinde yer aldigina dikkat ediniz,

boylece
labl* = (ab)(ab)* = ab(b*a*) = a(bb*)a™ = [|la]*[|6]*

Herhangi *-cebir 4 ‘dan baglayarak, Cayley-Dickson yapis1 yeni bir *-cebir 4’
verir. 4’ elemanlari L& ) € A° ciftleridir ve carpim ve konjugasyon, (2) ve (3)
denklemleri kullanilarak tanimlanir. Asagidaki 6nermeler Cayley-Dickson yapisinin

tekrarlanarak uygulanmasinin etkisini gosterir:
Onerme2. 2.1. A asla reel degildir.

Onerme2.2. 2. 4 reel (ve bundan dolay1 komiitatif) <> 4’ komiitatif
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Onerme2. 2.3. A4 komiitatif ve birlesmeli <> 4’ birlesmeli

Onerme2.2. 4. A birlesmeli ve iyi normlanmis <> A’ alternatif ve giizel bir sekilde

normlanmis
Onerme 2.2.5. A4 iyi normlanmis <> 4’ giizel bir sekilde normlanmis
Bu 6nermelerden:
R bir reel komiitatif birlesmeli iyi normlanmis *-cebiridir
<> C bir komiitatif birlesmeli iyi normlanmis *-cebiridir
< H birlesmeli iyi normlanmig *-cebiridir
< O iy1 normlanmis *-cebiridir

ve bu nedenle R, C, H ve O normlanmis bélme cebirleridir (division). Ayni zamanda

Oktanyonlarin, ne reel, ne komditatif, ne de ¢agrisimsal oldugunu gosterir.

Biz Oktanyonlar i¢in Cayley-Dickson islemini uygulamaya devam edersek, 16, 32,
64, ve devamindaki boyutlarda *-cebirlerinin bir dizisini elde ederiz. Bunlarin ilkine,
muhtemelen 16-boyutlu oldugu gercegine atifta bulunan, sedenyonlar denir. Yukaridaki
sonuglardan bu dizideki tiim *-cebirlerinin giizel bir sekilde normlanmis oldugunu, ama
reel, ne komiitatif, ne de alternatif oldugunu gdosterir. Bunlarin hepsi gilizel bir sekilde
normlanmis oldugundan, hepsinin ¢arpimsal tersleri vardir. Ama bunlar bélme cebirleri
(division) degildir ¢linkii acik bir hesaplama sedenyonlar ve bundan dolay1 da tiim geri
kalanlarin sifir bolenlere sahip oldugunu gostermektedir. Aslinda, sedenyonlardaki normun

sifir bolenleri istisnai Lie grubu G;’ye homeomorf olan bir altuzay olustururlar.

Cayley-Dickson yapisi R, H, C, O dizini ve bu cebirlerinin temel 6zellikleri elde
etmek i¢in giizel bir yol saglar. Ama bu yapinin anlami nedir? Bunu cevaplamak amaciyla,
tim a, b € 4 i¢in A’ y1, asagidaki iliskileri ile birlikte i* = -1 denklemini karsilayan bir i

elemaninin 4 ya bir eklenti olusturdugu cebir olarak tanimlamak daha 1yi olur:

a(ib)=i(a*b), (ai)b=(ab*)i, (ia)(bi ')=(ab)*
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A elemanlar1 lizerindeki orijinal konjugasyonu ve i*=-i esitligini kullanarak 4" y1

*_cebirine doniistiiriiriiz. Her bir 4’ elemaninin baz1 @, b € A igin 0zel olarak i *=-i
seklinde yazilip yazilmayacagi ve (a,b)=a+ib esitligini kurdugumuzda Cayley-Dickson
yapisinin taniminin bizim 6nceki tanimimiza esit olup olmadigini kolayca kontrol

edebiliriz.

(4)’teki iliskilerin 6nemi nedir? Basitce sOyle: Bunlar konjugasyon bakimindan
diistiniildiigiinde bunlarda konjugasyon kapsamina girerler! Bu "konjugasyon ' kelimesinin
cifte anlamini ifade eden bir cinastir. Ger¢ekte demek istedigim sey, bunlarin 4 daki *

isleminin i deki konjugasyonu ifade ettikleridir. Ozellikle, elimizde tiim a € A4 i¢in
o*=(ia)i"'=i(ai")

bulunmaktadir. 4’ birlesmeli oldugu zaman, (4)’teki iliskilerin herhangi birisinin diger
ikisini ima ettigine dikkat ediniz. Yani 4’ birlesmeli olmadig1 zaman, biz gercekten her ii¢

iliskiye de ihtiya¢ duyariz.

Cayley-Dickson yapisinin bu yorumu R ile baslayan yapiy1 tekrarlayarak
uyguladigimizda ne oldugunu gérmeyi daha kolay bir hale getirir. R de * islemi hicbir sey
yapmaz, bu durumda Cayley-Dickson yapisini i konjugasyonunun R elemanlar: {izerinde
higbir etkisinin olmamasi1 gerekir. R komiitatif oldugundan, C = R’ komiitatif demektir.

Ama C artik reel degildir ¢iinkii i* =- i dir.

Sonra, Cayley-Dickson yapisint C ye uygulayalim. C bir komiitatif oldugundan C
deki islem bir otomorfizmdir. Ne zaman elimizde bir o otomorfizmi ile donatilmis bir

cagrisimsal A4 cebiri olsa, tiim a € 4 igin
a(a)=caa’

ile o zaman A yi1, ters gevrilebilir bir x elemanin1i daha biiyiik bir birlesmeli cebire
genisletebilirsiniz. C birlesmeli oldugundan, bunun anlami, C'=H birlesmelidir. Ama C reel
olmadigindan, H komiitatif olamaz ¢iinkii yeni eklenen i elemanindaki konjligasyonun

Oonemsiz sayilmayacak bir etkisi olmalidir.
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Son olarak, Cayley-Dickson yapisimm H ye uygulayalim. H bir komiitatif
olmadigindan, H deki * iglemi bir otomorfizm degil, ancak bir kars1 otomorfizmdir. Bu,
bizim onu daha biiyiik bir ¢agrisimsal cebirin baz1 elemanlar1 konjugasyon olarak ifade

edemeyecegimiz anlamina gelir. Boylece H' = O birlesmeli olmamalidir.

Bu boliimdeki bilgiler i¢in kaynak olarak Baez, Yayli, Hacisalihoglu, Whitehead, Karacan,
Walery ve Loday’dan yararlanilmistir.
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3. LIE GRUPLARI VE Eg

3.1. LiE Gruplan

Tamm 3.1.1 Bir G ciimlesi asagidaki sartlari1 saglarsa G ye Lie grubu denir:
1.)G bir analitik manifolddur,
2.)G bir gruptur,
3)w:GxG — G ,u(x, y)=xy" olarak tanimli tasvir analitiktir.

Sayet G hem bir grup hem de bir topolojik uzay olmak iizere yukaridaki 3.) deki

tasvirler siirekli ise G ye topolojik grup denir.

Bu tanimlara gore her Lie grubu bir topolojik gruptur. Literatiirde bazan Lie

gruplari, analitik gruplar diye de adlandirilir.

Ornek 3.1.1 G=R" bir Lie grubudur. Gergekten de;
1.)G nin 6zdeslik tasviri yardimiyla analitik manifold oldugu kolayca gosterilir..
2.)(G,*) bir gruptur.
3.)w:GxG—G ,u(x,y)= xy'=x-y tasviri analitiktir.

Ornek 3.1.2 G=GL(n,R)= { A : detA#0} matris ¢arpimi islemine gore bir grup olup
tistelik bir Lie grubudur.

Coziim. GL(n,R) nin bir manifold yapis1 vardir. Gergekten (a;)e GL(n,R) ise
Xitn(-D)™djj
olarak tanimlanirsa,

GLmR)— > R
(aj) o (w)

bir injeksiyondur.
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Boylece GL(n,R), R™ nin bir altciimlesi ile 0zdeslenir. Tersi olan veya olmayan

tiim matrislerin ciimlesini R" ile Ozdeslersek, bu takdirde det : R" > R fonksiyonu

analitik olup, lineer cebirden de GL(n,R)=det’(R") dir. Burada  R'={xeR: x# 0}dir.

Boylece GL(n,R) R" nin bir acik altciimlesidir. Dolayistyla bir analitik manifolddur.

Simdi w:GxG—G, A:G—G sirasiyla pu(x,y)=xy" ve ,\(x)=x" olmak iizere bunlarin

analitik oldugunu kontrol edelim.

u((aij)(bij))=u(2aikbkf) oldugundan p bir polinom fonksiyon olup dolayisiyla
k=1

analitiktir.

Cramer kuralindan A da bir rasyonel fonksiyon olarak alinip determinanti alinirsa A

nin analitik oldugu goriliir.
GL(n,R) nin matris ¢arpimi islemine gdre bir grup oldugu agiktir.

Ornek 3.1.3 S'=R/Z olmak iizere S' birim ¢emberi bir Lie grubudur. Daha énce S'

in analitik manifold oldugunu gostermistik. Simdi farkli bir yol ile kisaca tekrar gosterelim.

2
S'={xeR? | fo =1} olmak iizere S'=R/Z dir. Gergekten (R,+) bir Abel grubu ve

i=1

. 1
Z, R nin normal altgrubudur. R f S
R/Z

At)y=(cos2nt,sin2 ) olarak tanmimlanirsa f bir epimorfizma ve Cek/~=Z dir.
Dolayistyla 1. izomorfizm teoreminden R/Z= S' dir. A¢ik olarak R bir Lie grubu ve Z bir
diskret normal altgruptur. Z diskret oldugundan R/Z, R iizerinde bir manifold yapisina
sahiptir. Z, R/Z grubunda normal olup, analitiklik lokal bir 6zelik oldugundan R/Z
analitikligi elde edilir. Dolayisiyla S' analitik manifolddur.
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u=(x;, 1), v=(x2, y2)e S', uv=(xpx2-y;v2, x;yrtxzy;) olarak tammli islemle (S', .) bir

gruptur. u'=(x,,-y;)dir. Dolayisiyla p(u,v)=u.v ve Mu)=u" tasvirleri analitiktir. O halde S'

bir Lie grubudur.

Ornek 3.1.4 T"=S'x S'x... xS'=R"/Z" n-boyutlu tor grubu bir Lie grubudur.

Lie gruplar teorisi ¢alisirken uygun bir nokta bulmak c¢ok dnemlidir. Bu nokta

0zdes eleman noktasidir.

Simdi bir tabloda cebirsel ve topolojik 6zellikleriyle Lie grubu 6rnekleri verelim:

carpim grubu

LiE GRUP ACIKLAMASI OZELIKLERI
R" Toplamsal Oklid Uzay1 Abelyen, basit irtibatli, kompakt degil
S'=R/Z | z| =1, zeC olan sayilarin Abelyen, irtibatli, kompakt, basit irtibath degil
carpimsal grubu
GL(n,R) Tersinir nxn reel matrisler grubu Irtibatli degil, kompakt degil
O(n,R) Reel ortogonal matrisler grubu [rtibatli degil, kompakt
SO(n,R) Determinanti 1 olan reel ortogonal | n 2> 2 igin irtibath, kompakt n=3 ve n > 5 igin
matrisler grubu basit irtibatli degil. Simple ve semisimple
U(n) Kompleks nxn {initer matrisler n=1 icin S' e izomorf. n>1 i¢in basit irtibatli ve
grubu kompakt.
SU(n) Determinant: 1 olan kompleks nxn | n > 2 i¢in basit irtibatli, kompakt. Simple ve
iiniter matrisler grubu semisimple.
s? Modiilii 1 olan kuaterniyonlarin Basit irtibatli, kompakt

Klasik gruplarin yaygin olanlar1 sunlardir:

a) U(n) iter grup, Un)={A: A'=A"}

b) SU(n) dzel initer grup, SUM)={A: A'=A"" ve detA=1}
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¢) O(n) ortogonal grup, O(n)={A: A'=A""}
d) SO(n) ézel ortogonal grup, SO(n)={A: A'=A™" ve detA=1}
e) Sp(n) simpletik grup, Sp(n)={A: A'=A™"}

Tanmim 3.1.2 H<G olsun. G nin 6zdes elemanin1 igeren her bir UcG agik altctimlesi i¢in
HcU ise, H ya G nin en dar altgrubu denir.

Sonug 3.1.1 Bir G Lie grubu hicbir dar altgruba sahip degildir.

Lemma 3.1.1 G komutatif ise ¢cek(exp), G nin diskret bir altgrubudur.

Lie grubunun temelindeki manifold kompakt ise Lie grubuna kompakt Lie grubu ve benzer
sekilde temeldeki manifold irtibatli ise Lie grubuna irtibatli Lie grubu denir.

E, (n=6,7,8), F,veya G, kompakt irtibatli Lie guplar1 olup bunlar exceptional Lie gruplar:
olarak adlandirilir.

Bu boliimdeki bilgiler i¢in kaynak olarak Citil ve Loday,J.L.,’den yararlanilmistir.
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3.2 Es Grubu

E;s boyutla, Eg istisnai Lie gruplariin en biiyiigii ve baz1 agilardan en gizemlisidir.
Bir grubu anlamak icin en kolay yol, onu zaten anlasilan bir yapinin simetrileri olarak
gerceklestirmektir. Tiim basit Lie gruplar ig¢inde, Eg, 6nemsiz olmayan en kii¢lik temsili
bilesik temsil olan sadece bir tanesidir. Bu, lineer cebir kapsaminda, Eg’in, en basit sekilde,
kendi Lie cebirinin simetrilerinin grubu olarak tanimlanmasi demektir! Bu kisir dongiiden
¢ikisin bir yolu Eg’1 Riemann manifoldunun izometrileri olarak tanimlamak olacaktir. Daha

once de bahsedildigi gibi, Eg (@ @@IP? olarak adlandirlan 128 boyutlu bir manifoldun

izometri grubudur. Ama ne yazik ki, kimse Eg’i tanimlamadan (@ @T)P?nin nasil
tanimlanacagini biliyor goériinmemektedir. Bu nedenle bu grup biraz gizemli kalmaktadir.
Halen, Eg’1 ele alabilmemiz i¢in, onun Lie cebiri ile baslamamiz gerekmektedir.
Bunu ii¢ esdegerde sihirli kare yapinin herhangi birini kullanarak tanimlayabiliriz. Vinberg
yapist asagidakini vermektedir:
eg = Der{{l) Puet(@) oeas(D @),
Tits yapis1 asagidakini vermektedir:

es = Ver(@) dver(hs(T)) & (Im (D) @eh; (D)),

Barton-Sudbery yapisi agagidakini vermektedir:

(@) @ () @ (Q o O
wo(0) @ oo (T) B0 @ T)°.

]

s
]

(1)

£z boyutunu saymak i¢in bunlardan herhangi birini kullanabiliriz, 6rnegin sonuncusu sunu
verir
dimes = 284+ 284 3.8% = 248,

Ugliiliigiin dnemini vurgulamak icin, (24) denklemini su sekilde yeniden yazabiliriz:
) e & wo(8) B2o(8) B (Vs @ Va) (S @ 5H) @ (57 @ 57).

Burada Lie ¢arpimi 0{8) ve bunun ii¢ tane 8-boyutlu indirgenemez temsili ile ilgili
dogal haritalardan olusturulur. Ozellikle, #(2) @ #2(3) bir Lie alt cebiridir ve #24%)in ilk
kopyasi Vs ® 15, 55 @ 55, ve 75 @55 deki ilk faktore etki ederken ikinci kopya

bunlarin her birisindeki ikinci faktor tizerinde etki eder. Bunun fa tanimlamasi ile
karsilagtirilmasi gerekir.

Simdi, denklem gostermektedir ki;
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so{18) =2 5o() Geo(8) @ (Ve @ 15).
1 denklemi ile birlikte, bu, 2 nin bir Lie alt cebiri olarak so{18} icerdigini gdstermektedir.
Aslinda bu dogrudur da! Daha da iyisi, soldan saga doniis temsili #0{18] y1 so{8} & eo (%)
ile sinirlandirirsak, su sekilde ¢oziliir
5 = (5 05 & (5 0 5),
Boylece sunu elde ederiz

3) es = so(16) @ ST

veya daha Oktanyon bir ifadeyle,
iz = po(Q @ T @ (0 O)°
Burada, reel i¢ ¢arpim uzay1 V' nin ¢arpik eslenik reel-lineer doniisiimiiniin Lie
cebirini ifade etmek i¢in so{ 1" kullaniriz.
(3) denklemi hakkinda gergekten kayda deger bir sey de deki #& Lie carpiminin tamamen

wo{16) ve 57, igeren dogal haritalardan olusturulmus olmasidir:

so(18) @eo(l8) — so(l16), so(168) @ 5, — 5. St @5t — (1)

Bunlardan birincisi, #%(18) igindeki Lie ¢arpimu, ikincisi °{18)nm soldan saga

temsilinin etkisi, ve ligiinclisii de bu uzaylan ikilileriyle tanimlamak i¢in ikinciden elde

edilen, #0(18) ve & fonin dogal i¢ carpimi kullanarak elde edilir. Aslinda bu ®3i
tanimlamak i¢in ¢ok etkili bir yoldur. Bu yaklasimi alirsak, Jacobi 6zdesligini
dogrulamamiz gerekir:

[[a. b], c]] = [a. [b, c]] - [b. [a. c]].
a,; b; ¢ nin {i¢li de Fo(16) igerisinde bulundugu zaman, bu Fo(16) icin Jacobi 6zdesligidir.
Bunlardan ikisi #°{16) icerisinde bulundugu zaman, bu, spinorlerin aslinda 50{16) nin bir

temsilini olusturduklar1 gercegine déner. Ikilik sayesinde aynis1 sadece birisinin 70(16)

55

icerisinde bulundugu zaman da dogrudur. Boylece a, b, ¢ nin tamaminin icerisinde
bulundugu durumu dikkat i¢in de yeterlidir. Bu 16 sayisiyla ilgili her 6zel seyi kullanan tek
durumdur. Ne yazik ki, bu noktada bir kaba kuvvet hesaplama gerekli gibi goriiniiyor.
Sikintiy1 en aza indirgeyen iki yaklagimi gérmek i¢in Adams ile Green, Schwarz ve Witten

tarafindan yazilan kitaplara bakiniz. Daha kavramsal bir yaklasim bulmak iyi olurdu.
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ezden baglayarak, Eg 1 bu Lie cebiri ile basitce Lie grubuna bagli olarak tanimlayabiliriz.
Adams tarafindan da gosterildigi gibi, s0(16) C es Lie alt cebiri ile cikarilan Eg in alt
grubu Spin(16)= Z; dir. Bu bizim oktonyonik projektif diizlemi

@ @O)P* = Es / (Spin(16)/Z,)
ile tanimlamamizi saglar.

(3) denkleminde, bu manifoldun herhangi bir noktasindaki teget uzay1

5 IIE = {@@' 'ﬁ'ﬁé e izomorfiktir. Bu kismen ona neden ‘octooctonionic projektif diizlem’
denildigini agiklamaktadir ¢ilinkii bir projektif diizlem i¢in olagan aksiyomlar1 karsiliyor
gibi goriinmemektedir.
Octooctonionic projektif diizlem {iizerine, grup etkisi ortalama teknigi ile bir Eg
degismezi Riemann metrigi koyabiliriz. O zaman ortaya ¢ikan
Es & Isom{({@ @ QP
Ve bundan dolay1
ez = ieom (@ @ OIP?)
Ozetle, elimizde asagidaki Eg Oktanyon tanimlar:
Teorem 3.2.1 *2 in sikistirilmis reel formu asagidaki sekilde verilir
ieora( (O @ OV

ver(@) @ ver(hs () @ (Im{OQ) @eh5 ()]
Det{@) @ ver( D) P oo (Do)

so(Q @0 @ (O g d)?
so(T) @ eo(T) @ (O QY

[12

=]

1= | = | |

Burada her bir durumda &= tizerindeki Lie ¢arpimi toplananlar iizerindeki dogal

bilineer islemlerden kurulur.

Bu boliimdeki bilgiler i¢in kaynak olarak Baez, Walery ve Whitehead’den yararlanilmistir.
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3.3 E5 in Kok Sisteminin Resmi
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Artik, kendi baglamlari i¢inde biiyiileyici bir matematiksel konu olmasinin yan
sira, Oktanyonlarin, aksi takdirde baglantilar1 tamamen gizemli kalacak olan bir¢ok dnemli
fenomen arasinda baglanti kurdugu asikardir. Nitekim bu baglantilarin tam hikayesi burada
aciklayabildigimizden ¢ok daha derin ve daha ayrintilidir. Ayrica sunlar da igerir:
¢ Analitik fonksiyonlar teorisinin oktanyonsal bir analogunu kurmaya ¢alisir
e Jordan ¢ifti, Jordan tglii sistemleri ve Freudenthal U¢lii sistemlerinin istisnai Lie
gruplariin tesisindeki rolii

e Integral Oktanyonlar kullanarak Eg sebekesi ile Leech sebekesinin kurulmasi

e G ile iliskili kuantum grubundan gelen cergeveli trivalan grafiklerin invariant1 ile
normlandirilmis bélme cebirleri i¢in Tensor-kategorik yaklagimlari

e Tepe noktasi operator cebirlerinin oktanyonsal yapilari

e Istisnai basit Lie alt cebirlerinin oktanyonsal yapilar1

e Simetrik uzaylarin oktanyonsal yapilari

e Oktanyonlar ve ‘ezilmis 7-kiire'geometrisi, yani homojen alanlarda Spin (7)/G, Spin
(6)/SU(3) ve Spin(5) = SU(2), bunlarin tamam diiz yapist ile S’ ye diffeomorfiktir

¢ ‘Joyce manifoldlari teorisi’, yani ‘G, holonomi grubu ile 7-boyutlu Riemann manifoldu’

e Oktanyonsal Hopf Haritas1 ve Yang-Mills 8 boyut denklemlerinin instanton ¢éziimleri

e 10 boyutlu Superstring teorisi ile 10 boyutlu siiper Yang-Mills teorisinin oktanyonsal
yonleri

e 11 boyutlu Siipergravite ve siipermembran teorileri ve 4 boyutta fizik teorileri elde
etmek amaciyla 11 boyutlu Siipergraviteyi sikistirmak icin Joyce manifoldlarinin
roliiniin oktanyonsal yonleri

e C®H®O cebirine dayali olarak Standart Model’in Geoffrey Dixon uzantisi

e Oktanyonlar1 fizikte kullanmak i¢in diger girisimleri

Bu konularla ilgili Baez de ilgili kaynaklar belirtilmistir.
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