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OZET

Galaksi donme egrileri, galaksilerin dig bolgesinde, merkeze olan uzakliktan bagimsiz
olarak yildizlarin ve gazlarin galaksi merkezi ¢cevresinde ayni hizla dondiigiinii goster-
mektedir. Bu, galaksilerin dig bolgelerinde yer¢ekiminin 6lgek simetrisine sahip oldu-
guna dair gii¢lii bir delil olabilir. Bu bakis agisini takip ederek Weyl yercekimi alan
denklemlerinin bazi ¢oziimlerini bulduk. Coziimlerden biri, par¢aciklarin tizerlerinde
ayn1 hizla dondiikleri kararli cembersel jeodeziklere sahip bir geometriye karsilik ge-
lir. Bu, tezimizin ilk ana sonucudur. Karanlik madde paradigmasi iki siitun iizerine
oturur. Biri galaksi Olceklerinde galaksi donme egrileri ve digeri de galaksi ya da ga-
laksi kiimeleri tarafindan meydana getirilen merceklenme etkisidir. Karanlik madde
olgusunu, en azindan galaksi ya da galaksi kiimesi Ol¢eklerinde, acikladig1 iddiasinda
olan herhangi bir yercekimi kurami ya da modeli beklenen merceklenme etkisini iirete-
bilmelidir. Dolayisiyla bu, biiyiik 6l¢eklerde yercekimi kuramlar i¢in bir giivenilirlik
testidir. Bu sebeple, hem bizim buldugumuz hem de Mannheim-Kazanas(MK) uzay-
zamaninda, standart yontemle, biiyiik kiitleli bir cisim tarafindan meydana getirilen
151810 biikiilme ag¢isim1 hesapladik. Aym1 zamanda Kottler uzay-zamani i¢in de mercek-
lenme formiilii elde ettik. Bu sonu¢ MK icin bulunan sonugta + parametresini sifirla-
yarak bulunanla aymdir. Iki uzay-zamanda hesaplanmus biikiilme agilarinin, koordinat
doniistimleri yapildiktan sonra ayni olduklarin1 gosterdik. Daha sonra kozmolojik sabit
ve v MK parametresinin sapma agisi iizerindeki etkilerini tartistik. Bu sonug¢lar biitiin
olarak bu tezin ikinci ana sonucudur. Burada bulunan tiim sonuclarin Weyl yerceki-
minde gii¢lii merceklenme literatiiriine katkis1 olmustur.

Anahtar Kelimeler: Yercekimi Mercek etkisi, Weyl yercekimi, Galaksi donme egri-
leri.
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Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Cemsinan DELIDUMAN

vi



ASTROPHYSICAL APPLICATIONS OF ALTERNATIVE
GRAVITY THEORIES
(Phd Thesis)
Oguzhan KASIKCI

MIMAR SINAN FINE ARTS UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
June 2019

SUMMARY

Galaxy rotation curves show that in the outer region of galaxies stars and gases revolve
around the galactic center at the same speed irrespective of their radial distance from
the galactic center. This might be strong evidence that the gravity has a scale symmetry
in the outer region of galaxies. Following this point of view, we find some solutions
of field equations of Weyl gravity. One of the solutions corresponds to a geometry
that has stable circular geodesics on which particles rotate at the same speed. This is
the first main result of this thesis. Dark matter paradigm sits on two pillars. One is
the galaxy rotation curves at the galactic scales and the other one is the gravitational
lensing effect that is produced by a galaxy or galaxy cluster. Any gravity theory or
model, which claims to explain dark matter phenomenon at least at galaxy or galaxy
cluster scales, have to produce expected lensing effect. Thus this is a reliability test for
gravity theories at very large scales. For this reason, we calculate the bending angle
of light deflected by a massive object using a standard method in both the spacetime
we found and the Mannheim-Kazanas (MK) spacetime. We also obtained the lensing
formula for the Kottler spacetime. It is the same result by setting v parameter of MK
spacetime to zero . We showed that the bending angle calculated in two spacetimes are
the same after performing the coordinate transformation between MK spacetime and
the spacetime we found. We then discussed the effects of the cosmological constant
and v parameter of MK solution on the deflection angle. These results are the second
main result of this thesis as a whole. All results found here made a contribution to the
literature of strong lensing in Weyl gravity.

Key Words: Weyl gravity, Gravitational Lensing, Galaxy rotation curves.
Page Number: 139 Pages.
Supervisor: Prof. Dr. Cemsinan DELIDUMAN
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1 GIRIS

Gectigimiz ylizyilda teorik fizikte ¢ok biiyiik basarilar elde edilmesine karsin, her bir
basar1 ardinda ¢6ziilmeyi bekleyen ¢cokca problem ortaya cikartmistir. Kiiciik 6lcek-
lerde parcaciklarin davraniglarinin kuantize alanlarla anlagilabileceginin goriilmesiyle,
kuvvetlerin tek bir kuramsal cati altinda birlestirilmesi ¢abasi fizigin en biiyiik ug-
rag1 haline gelmis ve Standart Model’i ortaya ¢ikartmistir. Bir yandan ii¢c temel etki-
lesim bu kuram i¢inde birlesirken 6te yandan yercekim alaninin anlasilmasinda klasik
anlamda Genel Gorelilik’in (GG) ortaya koydugu basarilar azimsanmayacak ol¢iide
dogaya bakigimiz1 degistirmistir. Fizigin geometriklestirilmesi deneyle uyumlu somut
bir ¢aba haline gelmistir. Giines sistemi icerisindeki testlerden basariyla ¢cikmasina rag-
men gozlem tekniklerinin gelismesiyle GG’in agiklamakta zorlandig1 olaylar aciga ¢ik-
maya baslamistir. Galaksi kiimelerinde galaksilerin hiz dagilimi, galaksilerde yildizla-
rin donme hizlarinda merkezden uzaklastikca beklenen davranistan sapma, kozmolojik
Olceklerde gerceklestirilen gozlemlerin mevcut bilinen madde ve enerji igceridiyle anla-
silir hale getirilememesi, evrenin ivmeli genisleme davranigi gostermesi, gibi sorunlar
hala gizemini korumaktadir.

GG’in ortaya c¢ikist ve hemen ardindan Schwarzschild ¢oziimiiniin yapilmasiyla
birlikte, bircok gdzlemi agiklama basarist gdstermesi kuramin her durumda ve 6lgekte
gecerli oldugu beklentisi yaratmistir. Bu beklentinin arkasinda sadece kuramin ortaya
ciktif1 zamandaki gozlemleri agiklama basarisi degil ayn1 zamanda ancak giiniimiizde
ve yakin zamanda varliklar1 gosterilebilmis olan yercekim dalgalari, karadelikler, cer-
ceve siirikklenme etkisi (frame dragging effect) [1] gibi 6ngoriilere sahip olmas1 da
yatar. Buna karsin kuramsal olarak Schwarzschild ¢oziimiinii verecek tek kuramin GG
olmadig1, kuramin ortaya cikisindan hemen sonraki yillarda fark edilmistir [2]]. Ote
yandan bizzat Einstein’in kendisinin Elektromanyetik kurami yercekimiyle birlestirme
cabasina girismesi, benzer gozlemsel basarilara sahip farkli kuramlarin varliginin aras-

tirtlmasina yol agmistir. Bunlarin en bilinenleri arasinda Weyl’in ortaya attig1 kuram



gelir [3,4]. Fiziksel acidan kabul edilmesi zor sonuclar dogurmasi yiiziinden pek talep
gormemistir. Gozlemsel anlamda basarili olmasa da bu ¢abalar akademik bir ¢alisma
olarak GG’in eyleminde R Ricci skaleri yerine tamamen keyfi f(R) ya da egrilik de-
gismezlerinin R*, R* R,,,, R"* R,,,, gibi yiiksek kuvvetlerini dikkate alip incele-
mek gibi caligmalarin dogmasina yol agmistir [5].

1962°de Utiyama ve De Witt [6] GG’in renormalize edilebilmesi i¢in eylemdeki
Ricci skalerine yiiksek dereceli degismezlerin eklenmesi gerektigini gostermislerdir.
Daha sonra 1977°de Kellogg Stelle eylemde Einstein terimine quadratik terimler ek-
lemenin kuramin iiniter olmasa da renormalize olmasina yol actifin1 géstermistir [7]].
Sonraki donemde yapilan ¢caligmalar ile yiiksek dereceli egrilik degismezlerini iceren
yercekimi eylemlerinin, daha yiiksek bir enerjide var olan kuramin diisiik enerjideki
efektif bir kuramina karsilik geldikleri gosterilmistir [8,9].

Evrenin ivmelenmesini aciklamak i¢in ortaya atilmig olan karanlik enerjiye bir al-
ternatif olarak f(R) yercekimi modelleri 6nerilmis [10] ve literatiirde bu tarz model-
ler tizerine ¢okga caligilmistir. Modelin detaylar1 ve iizerine yapilmig olan ¢alismalar
icin [11] kaynagina ve icerisindeki referanslara bakilabilir. Ote yandan bu yercekimi
modeli kapsaminda karanlik madde varsayimi yapilmadan galaksi dinamiginin anla-
stlmasi icin bir¢ok ¢alisma yapilmistir [[12H15].

Galaksi donme egrilerinin aciklamasi olarak one siiriilmiis olan degisik bir yerce-
kim kurami yaklagimi da modifiye newton dinamigidir (MOND) [16]. Galaksinin i¢
bolgelerinde gecerli olan Newton yercekimi ivmesi galaksi donme egrileriyle uyumlu
sonuclar vermektedir. Fakat dig bolgelere gidildikce beklendigi gibi hizin azalmasi ye-
rine sabit kalma egilimi goriilmektedir. MOND kuraminda hizin sabit oldugu bu bol-
gelerde yercekimi kuvvetinin ivmenin karesiyle orantili olmasi onerilmistir. Bu 6neri
donme egrilerini agiklamanin yaninda ayni zamanda, kiitle-hiz iligkisi olarak bilinen
M « v* orantisini [[17]] da iiretebilmektedir.

Galaksi ol¢eklerinde gozlem verilerini agikladigi iddiasinda olan bagka bir yakla-
sim 1se Weyl yercekimi kuramudir [18]. Bu kuram orjinal haliyle H. Weyl tarafindan
1918 yilinda uzunluklarin yerdegistirdik¢e ol¢ceklenmesini iceren Riemannyen olma-
yan farkli bir geometriye dayali olarak elektromanyetik kuram ile yer¢ekimini birles-
tirme gayesiyle ortaya atilmig bir kuramdir [3,4]. Fakat uzunluklarin ve zaman aralikla-

rinin yola bagimli bir sekilde degismeleri fiziksel agidan deneylerle uyumsuz sonuglar



dogurmaktadir. Bu sebeple cok uzun siireler iizerinde ¢alisiimamigtir. Daha sonralari
kuramda bulunan ve bir ayar alani ile iligkili olan 6l¢ek degisimi kavrami kuramdan ci1-
karilmistir yani Riemann geometrisini temel alan bir kuram haline getirilmis ve lizerine
bircok calisma yapilmistir. Weyl kuraminda konformal doniisiimler altinda de8ismez
kalan eylem Weyl tensoriiniin karesi ile olusturulur. Kuramin geometrik arka plan,
tizerinde konformal bir yap1 tanimli olan bir Lorentz manifoldudur.

Bu tez calismasinda Weyl yercekimi kapsaminda, galaksiler ve galaksi kiimeleri 61-
ceklerinde yapilmig galaksi donme egrileri gdzlem sonuclariyla uyumlu olan bir uzay-
zaman ¢Oziimii bulunmus ve ardindan bu uzay-zamanda yercekim merceklenme etkisi
incelenmigtir. Galaksi merkezinden uzaklastikca merkez etrafinda donme hizlarinin
sabitlesme egilimi gostermesi, Genel Gorelilik’in bu dlgeklerde ortaya koydugu on-
goriiyle uyusmamasindan otiirii, gozlemlenen kiitleden daha fazla bir kiitlenin var ol-
mas1 gerektigi yolunda fazlasiyla kabul géren bir yaklagim ortaya ¢ikarmistir. Standart
yercekimi kuraminin biitiin 6l¢eklerde gecerli oldugu kabuliine dayanan bu yaklagim
geregince galaksilerde, gdozlemlenemeyen fakat yalnizca yer¢ekimi yoluyla etkilesen
bir madde formunun galaksinin etrafinda bir kiiresel hale seklinde var olmas1 gozlem-
leri agiklamak i¢in kullanilmaktadir. Buna gore birka¢ parametre icerecek sekilde bu
maddenin yogunluk profili i¢in analitik bir ifade belirlenmekte ve gézlemlerle uyumlu
olacak sekilde bu parametre degerleri her bir galaksi i¢in farkli olmak ilizere gézlem
verileri kullanilarak belirlenmektedir. Bu, karanlik madde yaklagimi olarak bilinir. Bu
sekilde sadece galaksilerdeki donme egrileri degil, daha biiyiik 6l¢eklerdeki galaksi kii-
meleri icerisinde galaksilerin uzaklagsma hizlarin1 da agiklama calismalar1 yapilmistir.
Karanlik madde problemi sadece galaksiler dl¢ceginde degil ayn1 zamanda kozmolo-
jik olgeklerde kozmik mikrodalga arka plan 1simasindaki anizotropi ol¢timlerinde de
kendini gostermektedir [[19]].

Boylece evrende galaksiler, galaksi kiimeleri ve kozmolojik dl¢ceklerde Genel Go-
relilik’in Ongoriileriyle uyusmayan bir madde davranisi mevcuttur. Bu gdzlemleri agik-
lama iddiasinda olan, karanlik madde yaklasimi disinda, alternatif ve modifiye bir cok
yercekimi kurami ortaya atilmistir [3,|11,20-26]. Yukarida bir kismindan bahsettigi-
miz bu kuramlarin icerisinde Weyl kurami ¢cokca calisilan alternatif kuramlardan biri-
dir [[18,27-29]. Standart Model’in, temel parcaciklarin kiitlesiz olmasi1 halinde konfor-

mal simetriye sahip olmasi, konformal simetrinin sadece yercekimi icin degil ayni za-



manda diger alanlar i¢in de temel bir simetri olabilecegi diisiincesini dogurmustur [30].
Bu kapsamda, klasik yercekimi problemlerinden biri olan karanlik madde problemine
bir ¢oziim getirebilecek kuram olarak goriiliip yaklasik son otuz yildir tizerinde ¢okca
calisilmasgtir.

Bizim de bu tez kapsaminda ortaya koydugumuz iddia Weyl yercekimi kurami-
nin en azindan galaksi ve galaksi kiimeleri 6l¢eginde karanlik madde problemi icin
potansiyel bir ¢oziimiiniin parcasi olabilecegi seklindedir. Galaksi donme egrilerinin
galaksilerin dis bolgelerine gidildik¢e diizlesme egilimi gostermesi [[31-33]], o bolge-
lerde gecerli olan bir 6l¢ek simetrisinin varligr i¢in bir isaret olarak goriilebilir. Bu
diisiinceyi destekleyecek sekilde Weyl yercekimi kuraminin kiiresel simetrik ve statik
bir uzay-zaman ¢oziimiinii bulduk. Bu ¢oziimii ve onemini daha anlagilir hale getir-
mek icin ikinci boliimde Weyl yercekimi kuramini detayli bir sekilde anlattik. Kuramin
konformal simetrisini ve bu simetrinin ortaya ¢ikardigi bir takim o6zellikleri agiklaya-
rak gosterdik. Schwarzschild formunda bir uzay-zaman ¢oziimiiniin nasil yapildigin
anlattik. Tarihsel ac¢idan bu ¢oziim 1984 yilinda R.J. Reigert tarafindan ilk kez ya-
pilmasina karsin pek dikkat ¢ekmemis ve bes yil sonra P. Mannheim ve D. Kazanas
tarafindan bagimsiz bir sekilde yeniden bulunmustur. C6ztimiin sahip oldugu dogrusal
ve kuadratik terim sayesinde galaksi donme egrileri gbzlemlerini aciklama potansiyeli
tizerine Mannheim ve Kazanas tarafindan giiniimiize kadar gelen ¢ok sayida caligma
yapilmustir [18]]. Coziimiin sahip oldugu bu potansiyelin yaninda, zayif alan limiti ola-
rak Scwarzschild ¢oziimiinii igerip icermemesi, kiitleli parcaciklarin davraniglarinin
konformal simetriyle bagdastirilmasi, birbirleriyle ortiisen dis ve i¢ ¢dziimlerin var-
1181 gibi bir ¢cok problemli taraflar1 vardir. Bu sorunlu taraflara vurgu yapan cok sa-
yida calisma son zamanlara kadar yapilmistir [34-36]]. Biz de bu ¢alismalarin dnemli
gordiigiimiiz bazilari detayl bir sekilde ikinci boliimde tartistik. Kiitleli parcacik-
lar1 kurama dahil edebilmek i¢cin Mannheim tarafindan ortaya atilmig olan Dinamik
Kiitle Uretim mekanizmasini anlattik. Ardindan galaksi donme egrilerinin bu kiiresel
simetrik ve statik metrik ¢oziimii ile nasil agiklanabildigini, Mannheim’in ¢aligmalarini
takip ederek detaylariyla aktarip boliimii sonlandirdik. Vermis oldugumuz bu bilgiler
sayesinde Mannheim-Kazanas ¢oziimiiniin igerdigi {i¢ tane parametrenin sahip olduk-
lar1 evrensel, karanlik madde yaklasiminin aksine galaksiden galaksiye degismeyen,

sayisal degerleri kullanilarak kuramin gegerlik dlcekleri anlasilmis olmaktadir.



Uciincii boliimde, yapmis oldugumuz ilk makale ¢alismasmin [37] detaylarini ak-
tartyoruz. Yukarida da vurguladigimiz gibi galaksi donme egrilerinin uzak mesafe-
lerde sabitlesme egilimi, ideal halde sabit fakat birtakim yerel dinamiklerin etkisiyle
sabitten az da olsa sapacak sekilde belirli bir karakteristik davranisin varligin1 goster-
mektedir [31-33]]. Sabit hizla hereket eden Kkiitleli parcaciklarin iizerinde bulunduk-
lar1 cembersel jedoeziklerin varliginda 6nce metrigin formunu belirleyip daha sonra
alan denklemlerinin de sahip oldugu simetri dolayisiyla ¢oziimii kolaylastiran 6zelli-
gini kullanip Weyl kuraminin kiiresel simetrik ve statik durumda sabit hizli cember
jeodezikleri iceren ii¢ farkli metrik ¢6ziimiinii bulduk. Coziimleri birbirinden farklilas-
tiran etken, sabit zaman ve radyal koordinatta herbirinin iki boyutlu ya kiire, hiperbol
ya da torus geometrisine sahip olmalaridir. Bulmug oldugumuz cember jeodezikle-
rin kararlili§inmi agiklayarak gosterdik. Ardindan calismaya baslama motivasyonumuzu
destekleyecek olan niimerik sonuglar1 anlattik. Bu amagla K.Y. Eksi ve arkadaslari
tarafindan yapilan [38]] calismasinda c¢ikarilmis olan, Ricci skalerinin ve Weyl kare te-
riminin enerji yogunlugu ve kiitleye bagli ifadelerini kullandik. Bu iligkiler referans
makalesinde Genel Gorelilik baglaminda iiretilmislerdir. Galaksi ve Galaksi kiimeleri
Olceginde asil yercekimi kuraminin, tek basina Genel Gorelilik ya da Weyl kurami

degil, fakat ikisinin birlesimi olan

1
S = /d4x\/—_g {ﬂ}u @ Clype CHP7 | (1.1)

Einstein-Weyl kurami oldugunu iddia etmekteyiz. Bu iligkiler bu eylemdeki iki teri-
min birbirilerine olan baskinligini konuma bagli olarak hesaplama imkan1 vermektedir.
Hesaplamalarin sonucunda galaksinin dis bolgelerinde Weyl teriminin, i¢ bolgelerinde
ise Einstein-Hilbert teriminin baskin oldugunu goérmekteyiz. Bu sonuglar iiciincii bo-
liimiin son kisminda detayl bir sekilde anlattik.

Tezin son iki boliimii yapmis oldugumuz ikinci makale ¢alismasinin [39,40] de-
taylarini icermektedir. Ugiincii boliimde buldugumuz c¢oziimlerden, iki boyutlu kiire
geometrisine sahip olan uzay-zamanda 15181n biiyiik bir kiitle dagilimi civarindan ge-
cerken maruz kaldig biikiilme sonucu ortaya ¢ikan sapma agisinin hesaplanmasini de-
taylt bir sekilde besinci boliimde anlattik. Elde ettigimiz sonuglarin literatiirdeki diger
caligmalarla karsilagtirmasini yapabilmek amaciyla dordiincii boliimde de Weyl ku-
ram1 kapsaminda 15181n merceklenmesi olayini ele alan caligmalarin sonuglarini 6zet-

leyerek aktardik. Dordiincii boliim okundugunda goriilecektir ki Weyl yercekiminde
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merceklenme olayma kozmolojik sabitin ve ¥ MK parametresi’nin katkisi lizerine bir
uzlagma heniiz yoktur. Dordiincii boliimde literatiirde belirgin olan ii¢ farkli hesap-
lama yaklagimini ana hatlarin1 vererek anlattik. Mannheim-Kazanas uzay-zamani ii¢
parametre icermektedir: m kiitle, ¥ MK parametresi ve A kozmolojik sabit. Isigin bii-
kiiliip merceklenmesine sebep olan asil etkinin kiitle oldugunu biliyoruz. Fakat diger
parametrelerin etkileri konusunda literatiirde bir uzlagsma yoktur.

Merceklenme hesabinda yaklagimlardan biri, standart Schwarzschild uzay zama-
nindaki gibi gozlemci ve 151k kaynagini sonsuzda almak ve sapma acisimi asimptotik
olarak aym sekilde tanimlamaktir. Diger bir yaklasim ise Rindler-Ishak ac1 tanimim
kullanmaktir. Anlatacagimiz {iciincii yaklasim digerlerinden tamamen farkli ve bakis
acisini zenginlestiren bir yaklagimdir. Bu yaklasimda Diferansiyel geometriden bilinen
Gauss-Bonnet teoremi, 151g1n null jeodeziginin iizerinde yasadig1 optik yiizeye uygu-
lanmakta ve parametrelerin seri acilimlariyla sapma acis1 bulunmaktadir. Bu yontemi
dordiincii boliimiin son kisminda ana hatlartyla anlatiyoruz. Bu bolim, A kozmolojik
sabitinin 151g1n null jeodezik denklemine bir katki yapmamasina ragmen sapma agisina
olan katkisinin kullanilan hesaplama yontemine gore degistigini gostermektedir. Koz-
molojik sabitin varliginda uzay-zaman artik asimptotik diiz degildir ve fiziksel acidan
onemli bir 6zelligi karadelik olay ufkunun yaninda bir de kozmolojik ufuk icermesidir.
Boylece fiziksel agidan anlamli olan bolge iki ufkun arasinda kalan bolge olmakta-
dir. Ciinkii bu bolgenin disinda metrigin imzas1 degismektedir. Bu 6zellikleri dikkate
almadan bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. Bunlarin bazilarini burada aktardik. Ote yandan
Weyl kuramiin gegerlilik testleri acisindan 6nemli olan, MK parametresi ’nin isa-
retine bagli olarak merceklenmeyi azaltict yada arttirict bir etki yapip yapmadigidir.
Bunun sonucu olarak merceklenmenin artmasi biikiilmeye yol agan kiitlenin, karanlik
madde katkisin1 dikkate almadan, yalnizca geometrik olarak yarattig1 etki olarak gorii-
lecek ve gozlem sonuglart aciklanmig olacaktir. v parametresinin degerini ve isaretini,
galaksi donme egrileri disinda bir yolla belirlemek amaciyla, bu boliimde aktardigimiz
baz1 caligmalar Giines civarindaki biikiilmeyi 6l¢cen VLBI radyo interferometre dene-
yinin sonuclarim veya galaksi kiimeleri dl¢eginde coklu goriintii olusumuna yol acan
merceklenmeye ait lens hesabiyla parametrenin hem degeri hem de isareti hakkinda
bir ¢ikarimda bulunabilmislerdir.

Besinci bolimde hesaplama i¢in gerekli olan genel formalizm verildikten sonra



once Schwarzschild-de Sitter sonra da Mannheim-Kazanas uzay-zamanlarinda hesap-
lama detayli bir sekilde gosterilmistir. Hesaplama detaylarina gegmeden once Weyl
alan denklemlerini ¢ozerek buldugumuz ¢oziimlerin bir konformal doniisiimle MK
metrigine doniistiiriilebildigini gosterdik. Isik null jeodezik {izerinde konformal donii-
stimlerden etkilenmeden hareket eder, yani birbirlerine konformal denk olan iki metrik
kullanilarak yapilmig null jeodezik hesaplar1 ayni sonucu verecektir. Boylece bulmusg
oldugumuz sonuglarin v ve A parametrelerinin katkilarini incelemede giivenilir olaca-
gin1 sdyleyebiliriz. Ayrica konformal doniistimde radyal koordinat doniisiimii MK uza-
yindaki ufuk noktalarini sonsuza gonderdiginden otiirii buldugumuz ¢6ziim uzayinda
ufuk Otesine yani fiziksel bolgenin disina ¢ikmak gibi bir durum yoktur. Ayrica her iki
uzay-zamanda yapilan hesaplarin ayn1 olduklarini da sonuglar1 koordinat doniisiimiiyle
doniistiiriip karsilastirarak gosterdik. Sonuncu boéliimde elde ettigimiz sonuglarin tar-

tismasini yapip tezi sonuglandirdik.



2 KONFORMAL YERCEKIMIi

2.1 Weyl Yerc¢ekimi

H. Weyl’'in 1918 de ortaya koydugu, Riemannyen olmayan bir geometriye dayanan
kuramini yaymlamasindan sonra Rudolf Forster, 1921’de Rudolf Bach E] takma adiyla
bu geometrik temel iizerine Weyl’1n yaptigindan farkl: olarak Ricci skaleri yerine Weyl

tensoriiniin kuadratik skaler degismezini kullanarak

I=a / d*z\/=g Cuypo CHF° (2.1

eylemi {izerinden bir kuram ortaya koydu [3,/42]]. Calismasinda kiiresel simetrik ve sta-
tik bir geometriye karsilik gelecek ¢oziimler bulmasina ragmen, bunlar bir yildizin et-
rafindaki dis ¢oziime karsilik gelmiyorlardi. Kuramin ardindaki geometrinin herhangi
bir standart kiitle ve mesafe dl¢egi icermemesi ve uzunluklarin Stelemeyle degismesi
fiziksel acidan makul karsilanmayan 6zellikler olmasit dolayisiyla Weyl’1in gelistirdigi
bu kuram zamanla terkedildi. Fakat bu olcek de8ismezliginin kendiliginden ortaya
cikardigr ayar doniisiimleri ve de8ismezligi kavramlan fizigin temel yapitaslarindan
oldu.

Weyl geometrisinden farkli olarak bu boliimde geometriyi Lorentzyen alacagiz.
Yani manifold iizerinde taniml1 yap1 olarak sadece konformal doniisiimlerle birbirle-
rine denk olan metrik ve ondan tiiretecegimiz baglant1 katsayilar1 olacak. Weyl ge-
ometrisinde paralel 6telemede uzunluklarin degisimine yol acan ilave x, 1-formunu
yok sayacagiz. Bunun sonucu olarak kovaryant tiirevi metrik uyumlu olacak sekilde

Levi-Civita baglantist kullanarak tanimlayacagiz:

F gpa(gau,u + g,ua,l/ - guu,o) (22)

1
2

P
nv

11908 de D. Hilbert’in damsmanliginda yaptig1 doktora sonrasinda, Einstein’a mektubunda belirt-
tigi tizere, mithendis olarak ¢alistig1 sirketle yaptig1 sozlesme geregi herhangi bir yazili yayin yapmasi
yasaklandi8i i¢in ¢aligsmalarini farkli bir isimle yayinlama geregi duymus [41].



V.ugvp = 0. (2.3)

Weyl yercekimi kuraminin temel aldig1 eylem yukarida Bach’in ¢calismasindan bahse-

derken ifade ettigimiz (2.1) eylemidir. En genel halde madde alanlarini da dahil edersek

9y = () Gp, (2.4)

konformal doniisiimii altinda deismeden kalacak sekilde bir cok eylem yazmak miim-
kiindiir. Fakat kuramdaki dinamik alanlar1 yalnizca metrik tensorle sinirlandirirsak bu
durumda yazilabilecek en basit konformal simetrik bir tek eylemin, ek{B| deki kon-
formal dontistimleri de dikkate alarak, (2.1)) oldugunu goriiriiz. Weyl tensorii metrigin
ikinci tiirevini igerdiginden tiirii C),,,,, C***° teriminin kiitle boyutu 4’tiir. Integralin
Olciisiiniin kiitle boyutu da -4 oldugundan 6tiirii eylemdeki « ¢iftlenim sabitinin kiitle
boyutunun 0 oldugu goriiliir. En genel haliyle n boyutlu bir (M, g,,) manifoldunda
taniml1 Riemann egrilik tensoriiniin izli kistmlarini basit lineer cebir operasyonlariyla

tamamen ¢ikartip izsiz simetrik bir tensor tanimlamak miimkiindiir [3]]:

1
Cuvpo = Ruvpo — m(gupr + Rupgvo — Gupltue — RupGuo)
1 (2.5

+ (TL N ].)(TL _ 2) R(gupgua - gl/pg,ua)-

Riemann, Ricci tensorii ve Ricci skalerinin konformal doniisiimleri kullanilarak Weyl
tensoriiniin konformal doniisiim altinda degismez kaldig1 hemen goriiliir. Tanimdan da
kolayca goriilecegi iizere Weyl tensoriiniin biitiin simetri 6zellikleri Riemann egrilik

tensoriiyle tamamen aynidir:

C,uupo— = _Cl/,up0'7 Cp,l/po - Opm/,ua C”, =0. (26)

oV

Boylelikle tamamen izsiz ve antisimetrik olmasi1 dolayisiyla Maxwell tensorii tizerin-
den elektrik ve manyetik alan tanimlamaya benzer sekilde Weyl tensoriinden bir elekt-

rik ve manyetik kisim tanimlamak miimkiindiir [43]:

nupJCpalléu(s' (27)

DO | —

— o
E/,Ll/ — upl/aupu ) Hw/

Burada u* zamansal bir gozlemciyi tamimlayan vektordiir. 77,,,, ise Levi-Civita 4- formu

Nupov lizerinden

Nppe = 'r],upol/uya Nupov = _\/E 6,LLp0'l/7 (28)
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seklinde tanimlanir. Tanimdaki 0,,,,,,, indislerine gore tamamen antisimetrik olan bir
tensor yogunlugudur ve dg123 = 1 ile tanimlanir. Riemann egrilik tensoriiniin 4-boyutlu
uzay-zamanda 20 bagimsiz bileseni vardir. Bunlarin 10 tanesi izli kisminda yer alir.
Dolayisiyla Weyl tensorii uzay-zamanin 10 serbestlik derecesini icerir. Yercekimini
tanimlayan alan denklemleri kullanilarak Weyl tensorii icerisindeki bu 10 serbestlik
derecesinin uzaysal ve zamansal degisimlerini ifade eden denklemleri yazmak miim-
kiindiir. Bu denklemler yap1 olarak, elektromanyetik alanin kaynagi olan akim ve yiik
yogunlugu varliginda yazilan Maxwell denklemlerinin ikinci mertebe benzerleri olarak
ortaya ¢ikarlar. Boylece bu denklem takimi yergekiminin kaynak disindaki yayilimim
verir. Ustelik yercekim dalga denklemini bu elektrik ve manyetik kisimlar cinsinden
de yazmak miimkiindiir [43]]. Bu yoniiyle Weyl tensorii yergekim davraniginin anla-
silmas1 acgisindan son derece kritik bir konumdadir. Bu konular tezin kapsami diginda
oldugundan detaylar icin yukarida verdigimiz referansi onerip Weyl yercekim kurami-
nin 6zelliklerini aciklamaya devam ediyoruz.

Eylem icindeki Weyl kare terimi, Weyl tensoriiniin tanimi kullanilarak agikca yazilirsa

1
CrvpoC*P7 = Ry R*P° — 2R, R + §R2 (2.9)

ifadesi bulunur. ifade icindeki R, - R*?? Riemann kare terimi alan denklemlerine

katki yapmayacak sekilde
G = Ruypo R"" — AR, R" + R?, (2.10)

Gauss-Bonnet terimi kullanilarak elimine edilebilir. Egrilik tensorlerinin bu 6zel kom-
binasyonunun 4 boyutlu uzayda metrikten bagimsiz topolojik Chern-Simons 3-formun
dis diferansiyeli olarak yazilabildigi, A.Yale ve T.Padmanabhan’in [44]] calismasini ta-
kip ederek, ek{Cde gosterilmistir. Stokes teoremi sayesinde eylem i¢indeki bu terimler
3 boyutlu yiizey integraline doniisiir ve alan denklemlerine hi¢bir katki yapmazlar. Ek-
[CTde kullandigimiz yontemden farkl: bir sekilde bu kuadratik terimlerin alan denklem-
lerine katki yapmadig1 1938’de C. Lanczos tarafindan gosterilmistir [45[]. Boylelikle
Weyl kare teriminden Gauss-Bonnet terimi c¢ikarilirsa maddenin varliinda Weyl yer-

cekiminin alan denklemlerini verecek olan eylem

1
I = 2a/d4w\/—g (B Ry = 5B )+ Ln[gpw, Ay @, 0. 2.11)

10



haline gelir. /,,, madde alanlarina karsilik gelen genel bir eylemi ifade ediyor. Eylemin
varyasyonunu alarak yercekimini tanimlayan alan denklemlerini asagidaki gibi bulu-
ruz:

1

40(Ky = 5Huw) = T (2.12)

Alan denklemlerinin detayl gikarimi ek{Djde gosterilmigtir. Burada K, tensorii ey-

lemdeki R*” R, teriminden H,, tensorii ise R? teriminden gelen katkiy1 gosteriyor:

1 1
Ky = OBy + 590 1) = VaVuR) =V \V, Ry +2R\R)) — §gu,,Ra/3R°‘ﬁ , (2.13)

1
H,, =2R(R,, — Z‘qWR) +2(9,,0—-V,V,)R. (2.14)

Esitligin sag tarafindaki Enerji-Momentum tensorii

2 61,
i, — A O 2.15
: V=g g &1

seklinde tanimlanir. Yergekim hareket denkleminin (2.12) geometrik kismi1 Bach ten-
sOriine esittir [42]:

1 1
= KNV - gHw, - (vao - ERUp)Cupua- (216)

B

n

Esitlikten hemen goriilecegi gibi Bach tensoril izsiz bir tensordiir. Uzayin boyutu 4
oldugunda da tensoriin formu konformal doniisiimler altinda degismeden kalir. Genel

olarak n boyutlu uzayda

1 1
VPV —
n—3 n—2

B, = ( R Cupvo (2.17)

olarak tanimlanir. Bach tensoriiniin izsiz olusu, diverjansinin sifir olusu ve konformal
doniisiimler altinda (w = —2 agirlikl) kovaryant bir sekilde doniisme 6zelliklerinin
hepsini saglayacak sekilde yiiksek boyutlu uzaylara genellestirilmis tanimlarini yap-
mak miimkiindiir [46]. Weyl konformal simetrisinin ortaya ¢ikardig izsiz olma ve ni-
celiklerin belli 6l¢ek faktorleriyle doniismesi ve bunlarin yaninda alan denklemlerinin
dordiincii mertebe tiirevli terimler icermesi Weyl yercekim kuraminin genel gorelilik
kuramindan farklilagsmasina yol agar. Kuramin fiziksel 6zelliklerini tartismadan once

bahsettigimiz bu 0zelliklerin Weyl simetrisi ile olan iligkisini belirginlestirelim. Weyl
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yercekim alan denklemlerinin izsiz olusu dogrudan Weyl simetrisinin bir sonucu ola-

rak ortaya ¢ikar. Bunu yalnizca metrik ve onun tiirevlerine bagli olan genel bir

I= /d4x\/—_g L(g,8g,..) (2.18)

Weyl simetrik eylemi iizerinden gosterebiliriz. Konformal doniisiimii sonsuz kiiciik

olacak sekilde yazarsak metrikteki degisim

5guy = )\(ZL') Guv (219)

olacaktir. Burada A\(z) keyfi bir sonsuz kiigiik 6lgek faktoriidiir. Bu son esitligi Weyl

simetrik olan yukaridaki eyleme yerlestirirsek varyasyon sonucu bulacagimiz P* =

oL

55, tensorinin izinin sifir olmasi gerektigini buluruz:
nv

ol = /d4x\/—_g P“V(Sg/w

= /d4x\/—_g P* g, A= 0, (2.20)
P, =0.
Boylece Weyl simetrik bir kuramin hem geometri hem de madde kisminin saglamasi
gereken genel 6zelligi cikarmis oluyoruz. Ote yandan bu sonucu ilging bir sekilde kon-
formal doniistimler iizerinden iliretmek miimkiindiir. Bunu gostermeden hemen &nce
eylem {lizerinden cikarilacak ve korunum yasalarini veren bagka bir 6nemli 6zelligi
kisaca gosterelim.

Yukarida kullandigimiz genel eylem en genel diizgiin, tiirevlenebilir ve ters donii-
stimleri olan koordinat doniisiimleri altinda de§ismeden kalan ve metrik fonksiyonla-
rin1 reel sayilara gonderen bir fonksiyoneldir. Dolayisiyla manifold iizerinde tanimli bu
diffeomorfizmler altinda eylemin degismez kalmas1 6nemli bir sonuca yol agar: Kovar-
yant korunum yasalari. Koordinatlarin sonsuz kiigiik z/# = x4 ¢#(x) degisimi altinda

metrik fonksiyonlarimin

, ozt ox’
guu(x )% Ox° = guu(m)a (221)

doniisiimiinii dikkate alirsak metrigin fonksiyonel formundaki degisimi

5g,u1/ = g;“,(:v) - guu($) = Vugu + Vllf,ua (222)
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olarak buluruz. Koordinatlarin degisiminden kaynaklanan bu varyasyonu eylem igeri-

sine yerlestirelim:
ol = /d4$\/—g P" 69,
—2 [ dey =g PV,

(2.23)
B 2/d4x\/__g [v#(owl/) - (V#P/“’)gy]

= yuzey terimi — 2 / d*z\/—g (V,.P"™)E,).

Eylemin simetrik olabilmesi i¢in ikinci terimin sifir olmas1 gerektigi agiktir. £# de-
gisimi keyfi oldugundan V,P* = 0 sonucuna ulaginz [2]. Bu sonug¢ bize eylemde
kullandi1gimiz herhangi bir degigsmez skalerden tiireyen P*” tensoriiniin, dogrudan bu
sonuca gore, kovaryant diverjansinin sifir olmasi gerektigini soyliiyor. Boylelikle yer-
cekim kuraminin madde kismina kargsilik gelen enerji-momentum tensoriiniin de kovar-
yant diverjansinin sifir olmasi sonucuna ulagilir. Bu, korunum yasalarinin egri uzaydaki
karsiligidir. Dolayisiyla bu 6zellik bize genel gorelilikte R Ricci skalerini secmenin
biricik bir se¢im olamayacagini gosteriyor. Buna karsilik 4-boyutta Weyl konformal
doniistimleri altinda degismeden kalan tek skalerin Weyl kare olmas1 Weyl yercekim
kuramu agisindan 6nemli bir 6zelliktir. Simdi de Weyl konformal doniisiimleri altinda
enerji-momentum tensoriiniin izinin sifir olmasini gosterelim. Bu amagla madde eyle-

minin Weyl altinda degismezligini gosteren
I= / dPax/—g L), = / dPx\/=q Ly, (2.24)
esitliginden madde lagranjyeninin
L =0PL,, (2.25)

degisimini buluruz. Bunun sonucu olarak Enerji-Momentum tensoriiniin konformal

cerceveler arasindaki doniisiimiinii tanimdan ¢ikarabiliriz:

T, = - 2 0(v—4¢'L'w) 2 09”7 6(\/—9gLm) (2.26)

V=g og V=g g 09”7

T, =Q"7?1T,, (2.27)

Diger doniisiimler de
T = QPR T = QP T, T = Q7P T (2.28)
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seklinde olacaktir. Kovaryant tiirevin ek{B| deki doniistimlerini kullanarak enerji mo-

mentum tensoriiniin kovaryant diverjansi i¢in

v vo Qﬂ —D-2 v
VLT + g7 g T = Q0 T (2.29)

yazmak miimkiindiir. Yukarida eylemin simetrisinden ¢ikardigimiz izin sifir olmasiyla
tutarli bir sekilde diverjansin bir konformal cercevede sifir oldugunda digerlerinde de
sifir olacagi hemen goriiliir. Ote yandan eylemin Weyl simetrisinin bir sonucu olarak
yukaridaki denklemin her iki tarafi da zaten sifir olacaktir. Enerji-momentum tenso-
riinlin sagladig1 6zellikleri yer¢cekim kuraminin geometrik kismini olusturan tensoriin
de benzer sekilde saglamasi gerekir. Gergekten de Bach tensoriiniin 4 boyuttaki (2.16)
taninimimi dikkate alirsak Weyl tensoriiniin egrilik tensorleri cinsinden olan ifadesini

tanima yerlestirip basit cebirsel islemlerin yaninda, torsiyonsuz uzayda yazacagimiz

(VuV, — V, V) X50en = R, S1XY% 4 — R JXo10n (2.30)

— Ty B . Bn
Ricci 6zdesligini de kullanip

V,.B" =0, (2.31)
sonucunu bulabiliriz. Bu sonucun yalnizca 4 boyutta gecerli oldugu ve yiiksek boyut-
larda sifirdan farkli bir sonu¢ bulunacagi gosterilebilir [46]. Benzer sekilde yine dort

boyutta gecerli olan Bach tensoriiniin konformal doniisiim 6zelliginin ek{B[deki kon-

formal doniistimleri kullanarak

B,=Q"B (2.32)

na

seklinde, Enerji-momentum tensoriiyle uyumlu oldugu bulunur. Ote yandan eylem ice-

risine metrikten bagimsiz bir sabit say1 eklendiginde
/ d*zy/—gA — / d*z/—g A Q4 (2.33)

seklinde doniistiigiinden konformal simetri kirilir. Boylece Weyl yercekimi kurami
kozmolojik sabitin varligini kisitlar. Fakat eylem seviyesinde degil, bir sonraki kisimda

gorecegimiz gibi, kiiresel simetrik bir ¢6ziim igerisinde ortaya ¢cikmasin saglar.
2.2 Weyl Yercekimi Coziimleri ve Galaksi Donme Egrileri

Weyl yercekim kuraminin eylem ve alan denklemleri, genel koordinat doniistimleri al-

tinda degismezliginin yaninda konformal simetrisiye sahip olmasiyla Genel Gorelilik
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(GG) kuramindan tamamen farklilagir. Genel Gorelilik’in bir genellestirmesi degil-
dir. Dolayisiyla hi¢ bir limit durum olarak GG’yi kapsamaz. Bosluk ¢oziimii olarak
R, = 0 esitligini saglayan her ¢6ziim ayn: zamanda (2.12)’in de bir ¢oziimii oldu-
gundan dolay1 GG’in giines sistemi testlerinde [1] basaril1 olan Schwarzschild bosluk
cOziimili aym1 zamanda Weyl yerkcekimi kuraminin da bir ¢oziimiidiir. Boylece Weyl
kuraminin da bu testleri saglayacagi goriiliir. Fakat Schwarzschild’den farkli ¢oziimler
de mevcuttur. Yiikli bir karadeligin silindirik simetrik iki farkli ¢6ziimii oldugu bu-
lunmustur [47]]. Bir diger bosluk ¢6ziimii de 2-boyutlu iki uzayin kartezyen ¢arpimiyla
konformal olarak iligkili olan 4-boyutlu bir uzay-zaman ¢éziimiidiir [29]. Yapilmis di-
ger ¢oziimler icin [48] kaynagina bakilabilir.

Bu kisimda kiiresel simetrik ve statik bir yercekim alanina karsilik gelen ¢oziimii
kisaca agiklayacagiz ve sonrasinda kendi yaptigimiz ¢alismaya gecececgiz. Bu ¢6ziim
ilk olarak 1984 yilinda R.J. Reigert tarafindan yiiklii bir karadelik ¢coziimii olarak bu-
lunmustur [49,50]. Daha sonra 1989 yilinda P.D.Mannheim ve D. Kazanas tarafindan
yeniden bu sefer yiiksiiz bir bosluk ¢oziimii olarak ortaya konmustur [S1]]. Simdi bu
yiiklii karadelik coziimiinii detayl bir sekilde cikaralim ve sonrasinda da ¢oziimiin
yiiksiiz hali icin Mannheim ve Kazanas tarafindan yapilmis incelemesini gozden geci-
relim [51]].

Elektromanyetik alanin varliginda Weyl yercekim eylemi

1
I= / d'07/=9( Corpo O = S FuF™) (2.34)

olur. Burada F},, = 0,A,—0,A,, A, vektor potansiyelinden tiiretilmis Maxwell Elekt-

romanyetik alan tensoriidiir. Kuramin yercekim alan denklemleri (2.12))
1 1
10(VV" = SR)Cppa = FuoF = 19 FpaF*°. (2.35)

olacaktir. Coziime gecmeden Once konformal doniisiimlerin metrikteki serbestlik de-
recesine olan etkisini acgik¢a gosterip ¢oziimde kullanacagimiz metrik formunu ¢ikara-
lim. Kuramin en basit halde, kiiresel simetrik ve statik bir fiziksel duruma karsilik gelen
bosluk ¢oziimiinii bulmak istiyoruz. Geometrik olarak her zaman kiiresel simetrik ve

statik bir metrik iki bilinmeyen fonksiyon cinsinden
ds? = —A(p)dt* + B(p) dp* + p*(d6? + sin® 0d¢?) (2.36)

formunda yazilabilir [[52,53]]. Kuramin konformal simetrisi ¢6ziim olan metrikleri kon-

formal denklik siniflarina ayristirir. Bu siniflar icerisinde kordinat doniisiimleriyle bu-
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lacagimiz bir konformal ¢arpan yoluyla yukaridaki metrigin serbestlik derecesini bire
indirmek miimkiin olur. Yalnizca radyal kordinat degisimiyle beraber bir konformal

doniisiim gerceklestirdigimizi diigtinelim:
ds® = Q*(r)[—f(r)dt® + h(r)dr* + r*(df* + sin® 0d¢?)]. (2.37)

Onceki koordinatlarla iliskilendirdigimizde doniisiimler asagidaki gibi olur:
dp

B(p) dp A(p)

O =p?/r*, h(r) = 0 (dr){ f(r) = o (2.38)

Metrigi 6zel olarak h=1(r) = f(r) Schwarzschild formunda segersek keyfi €2 ¢arpanini
belirleyebiliriz. Son esitligi doniisiimlerle birlikte kullanirsak

Q' = A(p)B(p) (%)2 : (2.39)

yazariz. Yukarida {2 carpanini veren ilk esitligi kullanarak

1 VA(p)B
i _ / vARBP),, (2.40)
r p
koordinat doniisiimiinii buluruz. Sonug olarak

O =p*/r? = p (/WW%)Q, (2.41)

secimi genel kiiresel simetrik ve statik metrikten her zaman bir konformal doniisiim ve
koordinat doniisiimiiyle Schwarzschild formunda bir metrige gecmeye imkan verecek-

tir [S1):
1
f(r)

Boylelikle konformal doniisiimler altinda kiiresel simetrik ve statik metrige denk olan

ds® = —f(r)dt* + dr? + r*(df? + sin® 0d¢?). (2.42)

tiim metriklerin ait oldugu konformal denklik sinifi i¢in yazilabilecek en basit metrik
formunu bulmus oluyoruz. Konformal doniisiim altinda alan denklemlerinin her iki
tarafi da

s

B, =Q"B,, T, =97, (2.43)

aym sekilde doniisecegi i¢in (2.42)) yeni metrigi de alan denklemlerinin bir ¢oziimii
olacaktir. Alan denklemlerini ¢dzerek bu metrigi ve elektromanyetik alanin vektor po-
tansiyelini bulmak yerine H.Weyl’1n yaptig1 gibi [54,55] metrigi dogrudan eylem ice-
risine yerlestirerek eylemin bilinmeyen fonksiyonlara gére varyasyonuyla her bilinme-

yen i¢in bir denklem elde ederek sirasiyla bu denklemleri ¢ozecegiz. Boylelikle ilk kez
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1984 yilinda Reigert tarafindan bulunmus olan ¢oziimlere ulasmis olacagiz [49,50].

Bu amagla metrige, sonradan yok edecegimiz yeni bir degisken, b(r), ekliyoruz:

1
f(r)

Ayar potansiyelini statik durumda elektrik alana karsilik gelecek en basit halde aliyo-

ds? = —f(r)b(r)2dt* + dr® + r*(d6® + sin® 0dp*). (2.44)

ruz: A, = ®(r)dt. Bunlar1 eylem icerisine yerlestirelim:

b 3rd

2 o1 CD
I= /d%r sin0 {&(3r2f’b’ 12"+ 20 f = 20 f'b = 200 [ 4 2fb— 20)° + —

(2.45)

Eylemin (f,b, ®) fonksiyonlarina gore varyasyonunu alip sonrasinda gegici fonksi-

yonu b = 1 alirsak, alan denklemlerini asagidaki gibi buluruz:

g—; =0— r2f"(r)+4rf"(r) =0 (2.46)
of " /

N 0— rd"(r)+2d'(r) =0 (2.47)
I

% =0 = 12r3f///f + 27"4fmf/ + 47"4f””f o 4’/“2f/2 _ 47“2]0”](

3 4
LA AfR APy S f f = 2i<1>'2 (2.48)
(0%

Skaler potansiyel i¢in, sabit degeri sifir alirsak, ikinci denklem
q
O(r) = -, (2.49)
r
cOziimiinii verir. Burada ¢ elektrik yiikiidiir. Birinci denklem de ¢oziim olarak
d 2
f(r)=c+-+er+ar, (2.50)
r

fonksiyonunu verir. Son denklem buldugumuz ¢éziimlerdeki (o, a, e, ¢, d, ¢) paramet-

relerini iligkilendiren bag denklemidir ve
3ed—02—3—q2+1:0, (2.51)
S«
bagintisini verir [49,50]. Yukaridaki kisitlayict kosul ¢6ziim metriginin ii¢ parametreli
olmasini gerektirir. Bu ¢6ziim bizi konformal yercekimi kurami acisindan 6nemli bir
sonuca gotiiriir: Bach-Maxwell denklemlerinin ii¢ parametreli kiiresel simetrik
coziim ailesinin tek ve statik oldugu gosterilebilir [49]. Buradaki teklikten kasit ko-

ordinat doniistimleriyle ve konformal doniisiimlerle kiiresel simetrik her ¢oziimiin bu
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cOziime doniisebilmesi ve boylece olusan konformal sinifin tekligidir. Sonug olarak bu
coziim konformal sinifin temsilcisi olarak goriilebilir.

Reigert’in bulmus oldugu ve yukarida agikladigimiz ¢oziimiin 6tesinde bagka ¢o-
ziimler de vardir. Hem elektrik yiikii hem de manyetik yiikiin varliginda ayn1 metrik
formunda bir uzay zaman ¢oziimii de P.D. Mannheim ve D. Kazanas tarafindan bu-
lunmustur [56]. Manyetik yiik varliginda vektor potansiyeli A, = (¢/r,0,0, —p cos )
alinirsa ¢oziim parametrelerinin yukarida yazdigimiz iligkisi bu sefer

2 2
3M—cﬂ—%%;ﬁl+1:0, (2.52)
(8]

olacaktir. Yiiklerin varhginda ¢ = 1 alirsak bu durumda metrikte hem 1/r hem de r
lineer terim var olabilir, fakat yiiksiiz durumda iki terimden biri mevcut olmak zorun-
dadir. Boylece yiikler Schwarzschild ¢oziimiine lineer bir diizeltmeye izin verirken,
yiiksiiz durumda sadece Schwarzschild ya da lineer ¢6ziim izinli olabiliyor. Astrofi-
ziksel acidan onemli olan diger bir ¢oziim ise hem yiiksiiz (Kerr) hem de yiiklii (Kerr-
Newman) donen bir yildiz ¢oziimiidiir. Bunlarin Weyl yercekimi kuraminda da var

oldugu ayni kisiler tarafindan gosterilmistir [56].

2.2.1 Mannheim-Kazanas Coziimii

P.D. Mannheim ve D. Kazanas 1989 yilinda bulduklar yiiksiiz ¢6ziimii, galaksilerde
gozlemlenen yildizlarin donme hizlarinin galaksinin merkezi digina cikildikca diiz-
lesme egilimi gostermesini agiklamak amaciyla kullanmiglardir [18,51,)57]. Simdi bu
caligmay1 aciklayip bu kismi sonlandiracagiz. Onceki kistmda detayl bir sekilde acik-
ladigimiz konformal yercekiminin 6zelliklerinden olan alan denklemlerinin izinin ve
diverjansiin sifir olusu denklemlerin bagimsiz bilesen sayisini, statik metrik duru-
munda, bire indirir [51]. Metrigi kullanilip Bach tensoriiniin diverjansi ve

izi hesaplanirsa, sirasiyla

d r2 '
(95 +7) B o= (259
1
?B”—fBW+2ﬂB%=0, (2.54)

bulunur. Buradan da goriildiigii gibi tek bir bilesenin ¢oziilmesi yeterli olacaktir. Bu

amacla metrigi B"" radyal bilesen icine yerlestirirsek, bosluk durumu icin,
2T4f/f”/ o 7,4f/2 _ 4T3<ff,// . f/f//) o 47,2(ff// 4 f/2) 4 8Tff/ o 4f2 +4 — 07 (255)
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denklemi bulunur. f(r) fonksiyonu iizerinde f(r) = ru(r) ve v/(r) = r—*v*(r) do-
niigtimleri yapilir ve v(r)’ye ait diferansiyel denklem ¢oziiliirse kuramin bogluk duru-
muna ait

B(2—38y)
T

f(r)y=1-=3pvy— + yr — kr?, (2.56)

coziimii bulunur. Coziimde goriinen parametreler integrasyon sabitlerine karsilik gelir-
ler. Dikkat edilecek olursa (2.51)) bagintisinin saglandigi goriiliir. Bunun sonucu olarak
da 3, v ve k parametreleri birbirlerinden tamamen bagimsiz degerler alirlar. Dogru-
sal yr teriminin bir yaklasim sonucu degil aksine bir tam ¢6ziim olarak orataya ¢ik-
t1g1 goriiliir. Asagida da gosterecegimiz gibi sadece dis bosluk ¢coziimiinde degil aym
zamanda da i¢ ¢oziim igerisinde de tam ¢Oziimiin bir pargasi olarak dogrusal bir te-
rim ortaya ¢ikacaktir. Coziimde ~’nin sifir olmast Schwarzschild-de Sitter ¢oziimiinii
verir. Bu sonu¢ Weyl yercekiminde bir bogsluk ¢6ziimii olarak ¢ikmasina karsin Eins-
tein kuraminda eylem icerisinde bir kozmolojik sabitin varligin1 gerektirir. Gozlem-
lerle uyumlu olabilmesi i¢in kiigiik mesafelerde 1/ teriminin baskin olmasi gerektigi
aciktir. Bu yilizden ~y’nin yeterince kiiciik olmasi durumunda ¢6ziim giines sistemi test-
leriyle uyumlu olacaktir. Buna karsin biiyiik mesafelerde bu sefer «y terimi etkisini gos-
termelidir. Boylece bu terim galaksilerin merkezlerinden disariya gittikce yildizlarin
donme hizlarinda standart kuramdan beklenenin aksine ortaya c¢ikan diizlesme egili-
minin agiklanmasinda etkili olabilir. Newton potansiyeline ilave olarak ortaya ¢ikan
dogrusal bir terimin, galaksinin disk bolgesindeki i¢ dinamikle beraber, donme egrile-
rindeki diizlesmeyi aciklama potansiyelini Mannheim ve Kazanas’in yaptiklari ¢calisma
tizerinden inceleyecegiz [[18L57]. Ancak galaksi donme egrilerinin analizine gegmeden
once Weyl kuraminin bir i¢ ¢dzlimiiniin nasil yapilacagi, i¢ ve dig ¢oziimlerin ortiis-
mesi problemini ve en 6nemlisi de ¢oziimlerin bir limit durum olarak Schwarzschild
cOziimiinii igerip icermedigini analiz edecegiz. Glines sisteminde gecerli bir kuram ola-
bilmesi i¢in Schwarzschild ¢oziimiinii kapsamal1 ve ayrica kiitleli ve kiitlesiz parcacik-
larin yercekim alanindaki davranigini agiklayabilmelidir. Konformal simetri, ek{B[de
gosterdigimiz gibi, kiitleli parcaciklarin jeodeziklerini degistirdiginden otiirii jeodezik
denkleminin konformal degismez kalacak sekilde yeniden ifade edilmesi gerekmek-
tedir. Konformal yergekimi kuraminda kiitleli parcacik ve hareketi problemini ¢oze-
bilmek amaciyla Mannheim dinamik kiitle tiretim mekanizmasin1 dnermistir [57,58].

Simdi bu bahsettigimiz ozellikleri sirasiyla inceleyelim.
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Kiiresel simetrik ve statik madde dagiliminda hidrostatik dengeye ulagmus bir y1ildi-
zin i¢ yapisini (2.12)) alan denklemlerinin bir ¢oziimiiyle belirleyebiliriz. Bach tensorii-
niin bilesenlerinin faydali bir 6zelligi, denklem sistemini son derece basit bir denkleme

doniistiiriir. Alan denkleminin radyal ve zamansal bilesenleri

f/f/// f”2 1 /// ! rll ]‘ 1 12 ]' 1
B’ = Sy~ o . = __T7r
(2.57)

ff//l/ f//2 f/f//l ff/// f/f// ff// f/2 ffl f2 1
B(]:___ _ _J JIeo 4 _:_TO
0 3 12 + 6 + r + 3r 3r2 32 + 3r3  3rd + 3rt 4o ©
(2.58)

formundadir. Tki denklemin farkini alirsak
4f/// 1 3
4 " i TO i 25

V f( ) f + r 4@ f(r)( 0 r) ( 9)

seklinde oldukga basit bir denkleme ulagilir. Sol tarafta gosterildigi gibi V4, 2. mer-
tebe laplasyenin radyal bilesenine karsilik gelir. Eger sag taraftaki f(r) fonksiyonu
gormezden gelinirse, Mannheim esitligin sag tarafin1 bir kaynak terimi gibi ele alip
bir i¢ ¢6ziim buluyor [57]]. Ilging bir sekilde bu i¢ ¢oziim, yukarida gosterdigimiz dis
¢oziimle son derece uyumlu olmaktadir. EK{E[de detayli olarak ¢ikarilmis olan 7. mer-
tebe laplasyenin kiiresel simetrik bir fonksiyon icin olan ¢éziimiinde n = 2 alirsak 4.
mertebe Poisson denklemi i¢in asagidaki ¢6ziimii buluruz:

f(r) = —1—; OOO dr'r’h(r") (Ir + 7' = [r = ') (2.60)

Burada h(r) = (TY — T kaynak terimine kargilik geliyor. Bu ¢oziime homojen

4a f( )
kisimdan gelecek olan ¢oziimleri de eklersek, R yarigapl bir kiiresel dagilimda,
r

1 R R
f(r>R)= ——/ dr'r"*h(r") — 5/ dr'r?h(r') 4+ w — kr?

0

f(r<R)= ——/ dr'r"*h(r ;/ dr'r"h(r") (2.61)
0

— —/ dr'r'h(r") — 5/ dr'r®h(r') +w — kr?
i¢c ve dis ¢cozlimleri yazilir. Burada dis ¢oziimle uyumu saglamak amaciyla Poisson
denkleminin homojen ¢6ziimlerinden yalnizca sabit ve r? terimi alinmgtir. R yarigaph
kiire iizerinde dis ve i¢ ¢oziimler karsilagtirilirsa
1 [ I
w=1-30y, B(2-30y)= 6/0 dr'r"*h(r’), v = —5/0 dr'r?h(r’). (2.62)
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esitlikleri bulunur. Buradan hareketle madde dagiliminin sonlu bolgeye kisitlanmadigi
durumlara karsilik gelecek olan en genel ¢6ziim
1 " /14 / r " /12 /
f(?“):—6— dr'r h(r)—i dr'r"“h(r")
r
2 e (2.63)
r ~
— E/ dr'r’h(r') — 5/ dr'rh(r’) + f(r)

seklinde yazilir. Coziimdeki son terim V(1) = 0 homojen denklemini saglayan ¢o-
ziimlere karsilik gelir. Boylece madde dagiliminin momentleriyle disg ¢oziim paramet-
relerini birbirine baglayan bu iligkilerle iki ¢oziimii ortiistiirmek miimkiin olur [57].
h(r) kaynak terimi f(r) metrik fonksiyonunu i¢erdiginden otiirti yukaridaki ¢oziimler
aslinda dogrusal bir denklemin ¢oziimii olmaktan ¢ok nonlineer bir integral denkleme
karsilik gelir. f(r) ~ 1 oldugu durumlarda ¢oziimler dogru bir i¢ ¢oziim olarak go-
riilebilir. Fakat diger durumlarda bu ¢oziimler gercek anlamda bir i¢ ¢oziim olmaktan
uzaktirlar. Denklemleri analitik olarak ¢6zmenin miimkiin olmadig1 bu durumda nu-
merik yontemlerle ¢oziim iiretip dis ¢oziim ile karsilastirma yapilmahdir. i¢ ve dis ¢o-
ziimlerin Ortiigmesi tartigmasina gecmeden once Mannheim’in 6nerdigi dinamik kiitle

mekanizmasini agiklayalim.

2.2.2 Dinamik Kiitle Uretimi

Konformal simetrik bir kuramin giines sistemi 6l¢ceginde basarili olabilmesi icin sahip
olmas1 gereken Oonemli 6zelliklerden biri kiitleli parcaciklarin hareketini agiklayabil-
mesidir. Konformal déniisiimler kiitleli parcacigin uzay zamandaki jeodezik yoriinge-
sini degistirir. Dolayisiyla jeodezik denkleminin konformal doniisiimler altinda degis-
meden kalacak sekilde modifiye edilmesi gerekmektedir. Bu amacla P. Mannheim, te-
mel parcaciklarin Standart Model’indeki gibi parcaciklarin bir skaler alan mekanizma-
styla kiitleli hale gegmesini 6nermistir [S8]]. S(x) ile gosterecegimiz bir skaler alanin,
parcaciklara karsilik gelen kiitleli alanlarla olan etkilesimi, 4 boyutsuz bir ¢iftlenim
sabiti olmak tizere, m = h S(z) kiitlesini tiretecektir. Skaler alanin S(z) = Sy vakum
degerini almasiyla eylemin konformal simetrisi kirilacak ve parcaciklar sahip olduklari
kiitle degerini kazanacaklardir.

Parcacigin hareketi
I = —h/S(I)dT (2.64)

eylemiyle belirlenir. Burada 7 parcacigin durgun cercevesindeki 6z zamani temsil eder:
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—dr? = g, da*dx” . Skaler alanin S'(z) = Q7 '(x) S(x) konformal doniisiimii
9i = Q*(x) gy ile birlikte eylemi degismez birakirlar. Yergekim alaninda serbestce
hareket eden tanecikler / eyleminin degerini ekstremum yapacak sekilde bir uzay-
zaman yoriingesini takip ederler. Yoriingenin z#(7) koordinatlar: iizerinden bir var-

yasyon alinirsa

dr? v dr dr S dr dr

jeodezik denklemi bulunur. Christoffel sembolii I') "nin konformal doniistimiinden ge-

2 1L v P “w v
d*x e dz” dz? 9,8 (gW+dx dx) (2.65)

lecek olan ilave terim skaler alanin ortaya ¢ikardig: terim tarafindan yok edilir ve boy-
lece konformal doniisiimler altinda degismez kalan bir kiitleli parcacik jeodezik denk-
lemi yazilmis olur. Genel olarak kiitleli parcaciklarin yukaridaki denklemin belirle-
digi konformal yoriingeler iizerinde hareket edecegi anlasilir. Fakat parcaciklar skaler
alanin S = S, vakum degerinden kiitle kazansa bile ayn1 denklem uyarinca hareket
edecegi ve iistelik denklemin normal jeodezik denklemine doniisecegi goriiliir.

Kiitleli pargaciklari bir W(x) fermiyon alanmiyla temsil ettigimizi diisiinelim. Bu
durumda S(z) skaler alaninin fermiyon alanina kiitle kazandirmasina kargilik gelecek

bir eylem

Iy = — / d*r\/—g [%v#svus + A8t — f—;R + iUy (2)[0, + T ()] — hS U]

(2.66)
seklinde verilir [58]]. Eylemin ilk terimi egri uzayda skaler alanin kinetik terimidir. Yer-
cekimiyle etkilesen boylesi bir skaler alan eyleminin konformal simetrik olabilmesi
icin Ricci skaleriyle ¢iftlenen iigiincii bir terimin varlig1 gereklidir. Eylemde dordiincii
mertebe 0z etkilesim teriminin katsayisi A boyutsuzdur. I', (), fermiyonik kismin ye-
rel doniistimler altinda doniisiim 6zelliklerini korumasi i¢in ortaya ¢ikan spin baglanti
katsayisidir ve

j— 1/\

Tu(2) = <D @) (), (2)] (2.67)

ile verilir [59]. Burada I o> ek de tanimladigimiz donme baglanti katsayilarindan

bagka birsey degildir. Egri uzayda Dirac matrisleri yerel olarak bir tetrat baz iizerinde
(x) = e (x)7” (2.68)

seklinde tanimlanir. ¥ Minkowski uzayindaki Dirac matrisleridir. Konformal donii-

stimler altinda, tanim ifadeleri kullanilip hesap yapilirsa, spin katsayilarinin
1

I, =T,+ RO (2.69)
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seklinde dontistigli bulunur [60]. Burada ®* = V¥ In () dir. Bununla birlikte fermi-
yon alaninin ¥/ = Q~3/2(z)¥ doniisiimleri eylem igerisindeki Dirac lagranjiyeninin
konformal degismez kalmasini saglar. Eylemdeki son terim fermiyonun skaler alan et-
kilesmesiyle kazandig: kiitle terimidir. Her bir alana gére varyasyon alinirsa madde

alanlarinin dinamigini tanimlayan
iv"(x)[0, + Tp(z)]¥ — hS ¥ =0, (2.70)
S —
VIS + SR - ANS? + hUU] = 0, (2.71)

denklemleri bulunur. Ote yandan eylemin metrige gore varyasyonu aliarak bu alanla-

rin yercekimine yapacaklari katkiy1 veren (2.15)) konformal enerji-momentum tensort,

B 2 1 S
T, =iV, (2)[0, + T, (2)]¥ + gvysvys — éngpsvps — gV,NVS
(2.72)
1 52 1
+ ggw,svpvps — F(RW — Egm,R) — guASY,

olarak bulunur. Konformal simetrinin gerektirdigi korunumlu olma ve izin sifir olugu,
alan denklemleri kullanilarak gosterilebilir. Skaler alan yukarida verilen alan denk-
lemlerinde goriindiigii gibi yercekimi ve fermiyon alaniyla, uzay-zamanda etkilesen
bir dinamige sahiptir. Fakat S(z) = Q7 '(x)Sy konformal déniigiimiiyle, skaler ala-
nin degerini her zaman sifirdan farkli bir vakum degerine doniistiirmek miimkiin olur.
Boylece skaler alan vakum degerine indiginde fermiyon alanina m = h.S kiitlesini ka-
zandirir. Bunun sonucu olarak da denklemlerin ve eylemin konformal simetrisi kirilir.

Bu durumda

_ hS _
T = 109,(2)[0, + T (@)]¥ — =200 TV —

S2 1
FO(R;W - Zg,uuR)7 (273)

enerji-momentum tensoriiniin izsiz oldugu acikca goziikecek sekilde yazilir. Boylece
sifirdan farkli bir kiitleye sahip fermiyon alaniyla birlikte izin sifir olmasi saglanmig
olur. Enerji-momentum tensoriiniin ilk terimi e8ri uzayda kinetik enerjiye karsilik gelir.

Bu kisim bir mitkemmel akigkan gibi
T = 197(®)[0y + Lo (@)% = (po + po)UplUs + Poy (2.74)

yazilabilir. Enerji-momentum tensoriin fermiyonik kisminin izinin sifir olmasini sag-
layan kiitle terimi de

hSo U = 3py — po (2.75)
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olarak yazilacaktir. O zaman (2.72) ifadesi, py enerji yogunlugu ve py basincina karsilik
gelen bir mitkemmel akigkana karsilik gelecek sekilde
s2 1

E(R;w - ng/R)7 (276)

T = (90 + 10) (Ul + J00) —
halinde yazilir. Yukarida yazdigimiz klasik fermiyonik alana karsilik gelen enerji-
momentum tensoril, izsiz olma ozelligini diiz uzay-zamanda alanlar kuantize oldu-
gunda da korumaya devam eder. Kuantize Dirac alaninin, k momentumlu ve Ej =
V2 +m? enerjili serbest dalga ¢oziimleri iizerinden, enerji-momentum tensor bile-
senlerinin |k > kuantum durumlar iizerinden hesaplanacak bir ortalama degeri

m?

< k;|/d3xT00]k> :Ek—E
(2.77)

<l<:|/d3zz;7}i[k>:kj—QJrﬁ

E,  AFE

seklinde bulunur. < [ d*x Ty > enerji yogunlugunun kiitle teriminden gelen vakum
katkistyla azaldig1 goriiliir. Benzer sekilde son satirda hesaplanan kinematik basincin
skaler alanin fermiyonik alanla olan etkilesimi sonucu arttig1 goriiliir. Bununla bera-
ber enerji-momentum tensoriiniin izi yukaridaki iki terimin toplamina karsilik gelir ve
sifir oldugu goriiliir. Boylece, bu 6nemli 6zellik kuantizasyon sonrasinda da korunur.
ifadesiyle verilen enerji-momentum tensoriiniin kovaryant korunum 6zelligi kiit-
lenin kazanildig1 S(x) = Sy ayarinda da saglanir. Bu ayarda sifirdan farkli olan son
iki terim, Einstein tensorii ve metrik oldugu i¢in Tlfy tensorii de kovaryant olarak ko-
runur: VMT'“‘; = 0. Bunun sonucu olarak normal miikemmel akigkanin sahip oldugu

korunum bagintisi
(po + po)U*V L UY + Oupo(g™” + UMU”) =0 (2.78)

hala gecerlidir. Kiitle iiretim mekanizmasi akigkanin termodinamik 6zelliklerini degis-
tirmemis olur. Madde alan denklemlerinden de gordiigiimiiz fermiyonik alanin skaler
alanla olan etkilesimi, alana kiitle kazandiran ayar se¢ildiginde ortadan kalkar. Kon-
formal jeodezik denklemi (2.65)’den de goriilecegi iizere, bu ayarda kiitleli parcaciklar
skaler alandan etkilenmeden davranmaya devam eder. Boylelikle dinamik kiitle iire-
tim mekanizmasi kiitleli par¢acik fenomolojisini, konformal simetrik bir kuram i¢inde
aciklama imkani sunacaktir. $imdi de bu kismu sonlandirmadan 6nce ideal akigka-
nin uzay-zamandaki hareketinin ve kiitleli parcaciklarin yer¢ekimi alaninda izleyecek-

leri konformal jeodeziklerin enerji-momentum korunumu iizerinden nasil ¢ikarildigim
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gosterelim. (2.72)) ifadesinin skaler kisminin diverjansini alir ve Ricei 6zdesligini kul-

lanirsak kolaylikla
2 1 S 1
VV[§V“SV”S — agWV”SVpS — §V"V”S + gg“”SVprS
g2 1 g (2.79)
— F(le _ 5g,ul/R) _ gMV)\S4] — Su(vavaS + ER _ 4:/\‘5«3)7

yazilir. Esitligin sag tarafi skaler alanin (2.71) denklemi kullanilarak —(V*S)h¥W¥
haline gelir. Boylece, (2.72)) ifadesinden, V, T*” = 0 korunum denklemi

Vo l(p + p)UFUY + pgh’] = V*S R0, (2.80)

olarak yazilir. Fermiyon alan denklemi miikemmel akigkanin izine karsilik geldigin-
den, sag taraf ideal akiskanin izi olarak yazilabilir:

rS

\Y
Villp +p)URU” +pg"™| = =3~ p). (2.81)

Bu ifade U, ile ¢arpilip, U,U* = —1 normalizasyonuyla birlikte

VHS
S

Vullp+p)U*] = Uu[——Bp — p) — V] (2.82)

ifadesine ulagilir. Bunu bir 6nceki esitlige yerlestirir ve diizenlersek, akigkan parcacik-
lariin hareketini tanimlayacak olan

V.S
S

(p+p)U'V U = [—~3p—p) — Vupl(g" + U*U"), (2.83)

denklemi elde edilir. Ozel bir durum olarak basmcin sifir oldugu toz halini dikkate
alirsak, bu son denklemin (2.63) konformal jeodezik denklemine doniistiigti goriiliir.
Buradan da boyle bir madde dagiliminda taneciklerin konformal jeodezikler boyunca
hareket ettigi anlasilir. Sonug olarak enerji-momentum korunumunun, akigkan dinami-
gini yani yogunluk ve basincin degisimini vermenin yaninda, bu akigkana ait kiitleli
parcaciklarin jeodezik hareketini de tanimladig1 goriiliir. Konformal simetri kirilip Sy

ayarina gecildiginde de standart kiitleli parcacik jeodezigi elde edilir.

2.2.3 Weyl Yercekiminin Schwarzschild Limiti

Onceki kisimlarda agikladigimiz Mannheim’mn ¢dziimleriyle birlikte Weyl kuraminin
basarili olabilmesi i¢in zayif yercekim alaninda Newton potansiyeliyle ve Schwarzsc-

hild ¢oziimleriyle ortiismesi gerekir. Bu noktada bir¢ok kisinin ortaya koymus oldugu
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itirazlar1 kisaca Ozetleyecegiz. Yercekimi kaynagindan yeterince uzakta zayif bir alan
icinde yavasca hareket eden bir test parcaciginin maruz kalacagi kuvvetin newtonyen
olmasini bekleriz. Ote yandan Weyl kuraminin (2.61) ¢oziimleri, f(r) ~ 1+ 24(r) ve

¢ << 1 zayif alan gartlarinda, r << 1/~ mesafeleri igin,

do(r > R) 11 [
F(T > R) = —T = _m_aﬁ ; dT/ TI4 p(?”l) (2.84)

3

kuvvetini verir. Burada, basincin p = 0 oldugu durum igin, h(r) ~ ;-p(r) alinmistir.

Bu tartismada kozmolojik katkilar1 £ = 0 alarak yok sayiyoruz. Bu sonucu newtonyen

kuvvetle karsilastirirsak,

M R
_Me ¢ dr'dr r?p(r'), (2.85)
0

r2 r2c2

ifadesinden goriildiigii gibi yercekimi kuvveti kaynagin yalnizca kiitle degerine bag-

liyken konformal yergekimi kuramu kiitle rolii oynayacak  parametresini,

1

R

/14 /
—_— d 2.86
16 ; rr /7(7‘), ( 8 )

o

madde dagiliminin dérdiincii momentiyle iliskilendirmektedir. Bu ise kuvvet lizerinde
yalnizca kiitlenin degil ayn1 zamanda dagilimin da etkili oldugunu gosterir. Boylece
bu sonug¢ ayni kiitle miktarina sahip iki kaynagin, farkli dagilim degerine sahip olma-
lar1 halinde, iki farkli kuvvet iiretecegi sonucuna yol agar. Boyle bir farkliligin bu-
rulma deneyleriyle (Cavendish deneyleri) tespit edilebilmesi gerekir [34]. Ote yan-
dan eger yogunluk sabit ise dis potansiyel ¢coziimde dogrusal terimin katsayis1 7 =
-1/2 fOR dr'r"p(r'") negatif ¢ikacaktir. Bu ise Mannheim ve O’Brien’in 141 galaksi
tizerinde yaptiklar1 [61-64]] galaksi donme egrisi ¢calismalar1 sonucu bulduklar1 evren-
sel v parametresinin pozitifligiyle celismektedir [34]. Mannheim bu itirazlara karsi
[65] makalesinde, ikinci mertebe Poisson denkleminde miimkiin oldugu gibi yogunluk
dagiliminin sabit ya da Dirac delta fonksiyonu gibi alinamayacagini 6ne siiriiyor. Eger
sabit alinirsa kiitle gibi davranan [ ile -y arasinda R yarigapli bir makroskopik bir da-
g1lim icin v = —% B iligkisi bulunur. Bu biiyiik bir negatif dogrusal potansiyele yol
acacaktir. Dirac delta alinmasi durumunda da § = 0 olacaktir. Mannheim her ikisinin
de de konformal yercekiminde gecersiz oldugunu one siirmektedir. Cavendish deneyi

ile uyumlu olabilmesi i¢in, deney limitlerinin ¢ok ¢ok altinda protonun potansiyelini

By r
V,=—— — 2.87
p r + sz ( )
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alip, dagilimdaki toplam [V parcacik iizerinden net potansiyelin NV, = — Nf 2+ Nps
olarak verilecegini ifade etmektedir. Bu potansiyel, i¢ ¢coziime karsilik gelir. Galaksiye
ait 3* = N, ve v* = N, data fit degerlerinden , ve /3, bulunabilir. Ustelik bu

potansiyel ile birlikte V* poisson denklemi,
Vi (r) = =87 70 () + 8t BV26° (7) (2.88)

seklinde bir yogunluk profili verecegi ortaya cikar. Buradan kaynagin ya tekil ya da
yaygin olmasi gerektigi sonucuna varilir. Boylece bir madde dagiliminda, her bir mik-
roskobik kaynagin potansiyelleri toplam1 newtonyen potansiyele eklenen dogrusal bir
potansiyel olusturacak. Kisa mesafeler, r << %, icerisinde dogrusal terim ihmal edi-
leceginden Newton potansiyeli elde edilmis olacaktir. Sonug olarak dogrusal terimin
yaratacagi sapmay1 madde dagilimi i¢cinde degil, ancak galaktik mesafelerde gozlem-
lemek miimkiin olacaktir [65]]. Fakat Perlick ve Xu yaptiklar1 [35] calismalarinda bu
durumla ¢elisen bir sonuca varmislardir. Calismada kiiresel simetrik bir dagilimda, ¢6-
ziimiin yildizin merkezinde diizgiin, yani » — 0, f(r) — 1 olmasi ve zayif enerji
kosulunu saglamasi durumunu dikkate almiglardir. Zayif enerji kosulu kiitleli parga-
ciklarin durgun oldugu ¢ergevede enerji yogunlugunun pozitif olmasi, yani U,U* < 0
olursa ancak ve ancak T*"U,U, > 0 olmasidir [66]. Bu sartlar alinda Mannheim’in
verdigi i¢ ve dis ¢oziimlerin ortiismesi halinde yi1ldizin disinda dogrusal terim newton-

yen terimden her zaman biiyiik olacaktir:
B
vl = 17(2 = 367)1. (2.89)

Yani disg ¢6ziim, bir yildiz ¢oziimii olarak, yukaridaki sartlar ihlal edilmedikce, higbir
zaman Schwarzschild ¢oziimiinii kapsamayacaktir. Ancak yildizin i¢inde enerji yogun-
lugunun negatif olmasi ya da merkezinde bir tekilligin var olmasi halinde ¢oziimlerin
mevcut gézlemlerle uyumlu olacagi sonucuna varilir. Fakat bunlar fiziksel olarak ka-
bul edilebilir durumlar degildir [35]. Ote yandan bu ¢alismadan kisa bir siire sonra
J. Wood ve W. Moreau tarafindan yapilan ¢alismada Schwarzschild ¢oziimiiyle ortii-
sen bir yildiz i¢ ¢cOziimiinii sayisal olarak bulmuslardir [67,68]. Yaptiklar1 calismada
madde alanlarina kargilik gelen fermiyon alani giinesin i¢ kismina hapsolmus ve enerji

yogunlugu p(r), basinct p(r) olan bir ideal akigkan olarak betimlenmisgtir:

Uy, ()0, + T, ()% = (p+p)UU, + pgu. (2.90)

27



Buna karsilik S(z) skaler alant y1ldizin hem i¢inde hem de diginda sifirdan farkli olup

dinamik bir sekilde pargaciklara kiitle verir. Boylece enerji-momentum tensorii

2 1 S
T.UV = (p +p)UuUV +pgul/ + gvusvys - EQWVPSV,;S - gvuvys
1 g2 ] (2.91)
+ gg,wSVpV”S — F(RW — 5gWR) — guASY,

olur. Konformal Simetri kiritlip parcaciklar kiitle kazandiginda bile yildizin digi ta-
mamen bos bir vakum ortami olmamakta ve yukaridaki ifadede son iki terim enerji-

momentum tensoriine katki yapmaktadir:

S8 1 s
—— (R — §gw,R) — guwASg. (2.92)

T = 5

Dolayisiyla bu katkiy1 dikkate almamak i¢ ve dis ¢oziim iizerinde eksik bir degerlen-

dirme yapmak olacaktir. Joshua Wood ¢alismasinda simetri kirilmadan 6nceki konfor-

mal simetrik haldeki

1 1 3
B = _T 4 il 0 T" 2.
HY Aoy Hy - V f(r) dov (T)( 0 7’)7 ( 93)
3y —
VIV,.S + %R s P < P_o, (2.94)
alan denklemlerini ve enerji-momentum korunumundan gelen
VV
Villo+p) UL +pg] = ——(3p — p), (2.95)

S

denklemini dikkate almiglardir. Verilecek olan belirli sinir kosullarinda yukaridaki ii¢
denklemi ¢6zmek, madde alanlarinin p(r) ve p(r) ile verilen i¢ dinamigini, S(r) skaler
alan ile olan etkilesmesini ve bunlarin ortaya ¢ikardig: yercekim alanini belirlemek

anlamina gelecektir. Kiiresel simetrik ve statik haldeki y1ldizin i¢ yapisindaki maddeyi

p(r) = Kp(r)"H/n (2.96)

hal denklemine sahip politrop bir akigkan olarak alip denklem sistemini ¢ézmek i¢in
gerekli sinir kosullarini da agagidaki gibi almiglardir: R yaricaph yildizin yiizeyi iize-
rinde skaler alanin deZeri S(R) = 1 m ™!, metrik fonksiyonlari da yildizin merkezinde,

i¢ ¢coziimiin diizgiinliigiinii saglamak amacuiyla,

f0) =1, f(0) = f"(0) = f"(0) =0, (2.97)
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Sekil 2.1: Sol grafik: Konformal yer¢ekim kuraminda, R yar1 ¢apl bir yildizin yiizeyi
tizerinde i¢ ve dig coziimlerin Ortiismesi gosteriliyor . Merkezde metrik fonksiyonun
degeri b(0) = 1 alinmigtir. Sag grafik: Yildizin yiizeyi iizerinde degeri S(R) = 1 olan
skaler alanin i¢ ve dis bolgedeki degerleri gosteriliyor [67,/68]]

degerlerine sahip olmali ve yildizin yiizeyinde dis ¢6ziimle de ortiisiiyor olmalidir. Ote
yandan skaler alanin tiirevi, giines sisteminde Pioneer uzay aracinin yaklasik 40 AB

mesafede gozlenmis fazlalik ivmesine karsilik gelecek sekilde

il ~ 107 m2, (2.98)

dr|,_sap
olarak alimmustir. Ayrica skaler alan denkleminde goriinen ciftlenim sabitini, skaler
alanin degeri asimptotik olarak sabit kalacak sekilde A\ < 10~%* aldiklarinda, n = 3
tipinde bir politrop akigkan i¢in, v ~ 10'® degerinde Sekilde gosterdigimiz sayisal
coziimleri bulmusglardir.

Goriildiigii gibi y1ldizin yiizeyi izerinde i¢ ve dig ¢oziimler uyumlu olurken y1ldizin
disinda skaler alanin degeri neredeyse sabit kalmaktadir. Bu ¢alismada ayrica bir test
parcaciginin radyal dogrultuda newtonyen yercekimine ilave fazlalik bir ivme hissede-
cegi ortaya ¢ikarilmistir. Konformal jeodezik denklemin analiziyle elde edilen, skaler
alanin varlig1 sonucu ortaya ¢ikan bu fazlalik ivme degerinin Pioneer anomalisini acik-
layacag1 da One siiriilmiistiir. Detayli inceleme i¢in [67,/68]] kaynaklarina bakilabilir.

E. Flanagan, Weyl yercekimi kuraminin zayif alan limitiyle ilgili yapmis oldugu
[36] calismasinda giines sistemi testlerini gececek sekilde newton potansiyelini iirete-
medigi sonucuna ulagsmistir. Calismada, dinamik kiitle tiretim mekanizmasiyla birlikte

Weyl yercekimi kurami, zayif alan limitine karsilik gelen,
ds® = —(1 4 2®(F))dt* + (1 — 2U(F))d;;dx"da?, (2.99)
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metri8i dikkate alindiginda, alan denklemlerinin

4 1 2 1
P=-P+ -0y, V=-0—-0 2.1
32+ 3%, 32— 3% (2.100)

¢oziimlerini verdigi goriiliir. Burada (®, V) << 1 ¢ok kiigiik olan potansiyel fonksi-
yonlaridir. @, newton potansiyeline karsilik gelir ve verilmis bir p kiitle yogunlugu

i¢cin V2®y = 47 Gp poisson denklemini saglar. Efektif yercekim sabiti, skaler alanin

vakum degeri cinsinden G = -, m?2 = %3 ifadesiyle verilir. ® potansiyelinin
p
8aVi® — 2m2V*® = p (2.101)

denklemini sagladig1 goriiliir. Kiitlesi ve boyutlari sirayla yaklagik olarak M ve L olan
bir yercekim kaynagi dikkate alindiginda, kiitleden ortaya ¢ikan boyutsuz 6l¢egin, bo-
yutsuz mesafe dlcegine yakin ya da biiytik olmasi durumunda @, ¥ << 1 dogrusal-
lagtirma yaklagimi ¢oker. Bu durumda dogrusal olmayan alan denklemlerinin new-
tonyen fenomenolojiyi iiretemeyecegi sonucuna varilmistir. Ote yandan kiitle 6lcegi,
mesafe Olceginden ¢ok kiiciik oldugunda kaynagin yakininda yukaridaki denklemde
ikinci mertebe terim baskin olacak fakat sonucta ters isaretli bir Poisson denklemi elde
edilecektir. Bu ise yercekiminin ¢ekici degil itici davranmasina yol agar. Kaynagin
uzaginda ise yukaridaki denklemin tam ¢oziimii tizerinde yapilacak mesafe analiziyle
¢Ozimiin
1 1

d=-0 Y=—-0 2.102
3 N> 3 N> ( )

olacag1 bulunmustur. Halbuki bu ¢6ziim Newton potansiyelini dogru vermekle birlikte
bu sefer metrigin

2 o
ds? = (1 + §(I)N)[—dt2 + 5ijdflfzd33]], (2.103)

konformal diiz olmasina yol agar. Konformal diiz uzay-zamanda higbir sekilde yer-
cekim mercek etkisi ortaya ¢ikmayacagi i¢in bu ¢oziim giines sistemi testlerini gece-
mez. Dolayisiyla dikkate alinan bu iic durumda da fiziksel olarak gecerli olabilecek
bir ¢oziim iiretilemedigi sonucuna varilir [36]. Ote taraftan bu ¢alismada dikkate ali-
nan metrigin, standart kiiresel simetrik bir metrik formunda olmak yerine, izotropik
koordinatlarda secilmis olduguna dikkat edilmesi gerekmektedir.

Yukarida ulagilan sonucun aksine Mannheim’in [69] calismasina gore metrik for-

mundaki tercih degisikliginin ulagilacak sonucu degistirdigi goriiliiyor. Galaksi donme
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egrilerinin analizinden [61-64] elde edilen parametrelerle uyumlu olacak sekilde, be-
lirli mesafe rejimlerinde newtonyen potansiyel ¢oziimiine sahip oldugu goriilmektedir.
Bu calismay1 anahatlariyla anlatip bu kism1 sonlandiracagiz.

Yercekim potansiyelinin zayif oldugu kiiresel simetrik ve statik uzay-zaman met-

rigi, a(r), b(r) << 1 olmak iizere,
ds* = —[1 +b(r)]dt* + [1 + a(r)]dr® + r*(d6? + sin® § dp?) (2.104)

ile ifade edilir. Pargaciklarin yavas hareket etmesi ( p ~ 0 ) sart1 altinda ve kiitle
kazandi81 Sy ayarinda, (2.72)) ifadesindeki son terimle kendini gosteren kozmik etkileri
ihmal edersek, buna kargilik gelecek enerji-momentum tensorii

Sz 1
T, = 2U,U, — 2°(R,, — =guR) (2.105)
c 6 2
olur. 4aB,,, = T, yercekim alan denklemlerini dogrusallagtirdiktan sonra bu metrik
formu igin, 3M2SZ << 327 par sart1 altinda,

3Mc  3Mc 3Mc  3Mc
B 4 2.1
() = 30"t Zomar (2.106)

a(r) = —

32ma’ 32mar’
¢Oziimii elde edilir. Burada yogunlugun ikinci ve dordiincii momentleri sirastyla M c? =
4 fo dr'r?p(r'") ve Myc? = 4x fo dr'r" p(r') olarak tanimlanir ve aralarinda M, S? =
—48a M iligkisi vardir. Ustelik o parametresi yeterince biiyiik oldugunda giines sis-
temi Olceginde, dogrusal ¢oziimden newtonyen potansiyel ¢coziimii elde edilecek se-
kilde 3M So.or terimi ithmal edilebilir. Yukaridaki sartla birlikte bu sart Weyl yergekimi
kuraminin giines sistemi 0l¢eginde newtonyen bir potansiyel ¢oziimiinii vermesini sag-
lar. Bu sartlar1 saglayacak sekilde bir yogunluk dagilimi bulmak miimiindiir:

M_&ﬁ sve ﬁvﬂ@

_ 2
pr)=———3+5 V'~ 3 (2.107)

r2
Bu dagilim i¢in yukarida tanimlanan, yogunlugun ikinci ve dordiincii momentleri

M > r
/ dr' "2 ( ): ¢ ’ / dr'r' ( )_ —6re (2.108)
0 4 0

sonuglarini verir. Yogunluk momentleri arasindaki iligki

3Mc  3v
— = — 2.109
21S¢ 4o ( )
haline gelir. Bu durumda potansiyel ¢6ziimleri, son iligkiyle beraber,
3M 3M 3M 3M
ar) = o= C o) = o= c (2.110)

321’ 2183 327’ 2182
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seklinde yazilir. Coziimiin newtonyen potansiyel kismi i¢in yerel efektif yercekim sa-

biti G = 4105,2 seklinde tanimlansin. Boylece yukarida da belirtildigi gibi « sabitinin
0

yeterince bilyiikk olmas1 durumunda giines sistemi Olceginde, (2.110) esitliklerindeki

ilk terim ihmal edilebilir ve newtonyen potansiyel elde edilmis olur:

2G . M 2G . M
a(r > R) = G : b(r>R):—GL : 2.111)

c2r c2r

Galaksi donme egrileri fit edilerek f(r) = 1 — 23 /r + ~r bulunan parametreler cin-
sinden yukarida bulunan ¢oztimiin igcerdigi «, Sy, v parametreleri bulunabilir. Metrik

fonksiyonu f(r) ile ¢6ziimlerin kargilastirilmasi sonucu,

~ 3Mec _ 3Mc  GLM
- R2ra’ T 2rSE 2

~ (2.112)

iligkileri bulunur. Yukaridaki ilk esitlik ve yogunluk momentleri arasindaki iligkiyi

kullanarak, yogunluk parametresi v = ]Xﬁf olarak bulunur. Bir giines kiitlesi M, =

1,98 x 103 kg ve G, newton yergekim sabiti alindiginda 3 = 1,48 x 103 m bulunur.
v =5,42 x 1073 m™! data fit degeri alindiginda, potansiyel ¢oziimiindeki parametre-

ler,

S2=9,66 x 103 kg/s, v =1,29x 10" kgm®/s, a = 3,29 x 10" kgm?/s,
(2.113)

degerlerine sahip olur. Newton potansiyel ¢oziimiiniin ortaya ¢ikma sartlarinin

3Mer - 3Mc  3Mc*S? e Mc?
32ra 2782 32mar P T RS

(2.114)

oldugunu hatirlarsak, bu sayisal veriler isiginda ¢oziimiin gecerli oldugu mesafe ara-

[16
r << S—j‘ ~ 5 x 101AB, (2.115)
0

ve ikinci sarttan da, giinesin yaricapt R = 6.95 x 10'°m degeriyle birlikte

1181, birinci sarttan,

353 R?
27

ro>> ~ 3 x 107" m, (2.116)

olmaktadir. Giines sistemine en yakin yildiz olan a-Centauri {i¢lii y1ldiz takiminin yak-
lagik &~ 10° AB uzaklikta [70] oldugu hatirlanirsa bulunan potansiyel ¢6ziimiin giines
sisteminde gecerli oldugu goriiliir. Mannheim ulastigi bu sonucun koordinat doniisiim-
leri yoluyla, yukarida bahsettigimiz izotropik koordinatlarda bulunmug sonuglara do-

niistiiriilebilecegini de gostermistir [[69].
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2.2.4 Galaksi Donme Egrileri ve Karanhk Madde

Jan H. Oort, Samanyolunda galaksi diizleminde bulunan yildizlardan gelen 15181n Dopp-
ler kaymastyla yildizlarin donme hizlarini hesapladi. 1932 yilinda yayinladigi makale-
sinde, donme hizlarina karsilik gelen kiitle miktarinin, galaksinin parlakligin1 6lcerek
kiitle-1s1k oranindan buldugu kiitleye gore cok daha biiyiik miktarda olmas1 gerektigi
sonucuna vardi [71]. Ertesi y1l F. Zwicky, sayilar1 binden fazla galaksiyi iceren Coma
galaksi kiimesi iizerinde elde ettigi sonuglar1 yayinladi. Calismada, galaksilerin 11k
tayfindaki Doppler kaymasiyla, kiime icerisinde galaksilerin hiz dagilimlarini ortaya
cikardi. Newtonyen yercekimiyle birlikte hiz dagilimlarini viriyel teoreminde kulla-
ninca, bu hizlara sahip galaksileri kararl bir sekilde bir arada tutan toplam kiitlenin
M = 7 x 10*M,, giines kiitlesi olmas1 gerektigi sonucuna vardir. Oysa kiime igerisin-
deki nebulalar tizerinden parlaklik 6l¢iimleriyle hesapladigi goriinen miktar bu kiitle-
nin yaklagsik ylizde 2’si idi [72]. Boylece kayip kiitle problemi hem galaksi hem de ¢cok
daha biiyiik olceklerde ortaya ¢cikmis oldu.

1970’1lerde Vera Rubin ve arkadaglar1 60 tane spiral galaksi iizerinde madde dagi-
Iimlarin1 aragtirmak icin yaptiklar1 ¢calismada, galaksideki yildizlarin etrafinda ve ga-
laksinin uzak bolgelerinde bulunan hidrojen gazi bulutlarinin spektrumlarin1 Doppler
kaymasiyla analiz ettiklerinde galaksi icerisinde dénme hizlarim dlgebilmislerdir. Ol-
ctimler sonucu elde ettikleri hiz profilleri sekil{2.2] deki gibi, merkezden uzaklastik¢a
newtonyen davranistan beklendigi iizere hizin v = \/GT/?“ seklinde azalmasi yerine
sabit kalma ya da artma egilimi gostermesi seklindeydi [73]]. Boylece bu ¢alismayla
birlikte spiral galaksilerde, donme hizlarina karsilik gelen, gériinmeyen ve maddeyle
esas olarak yercekimi yoluyla etkilesen bir maddenin varlig1 ve goriinen kiitleden daha
fazla miktarda oldugu kesinlesmis oldu.

Bu kayip kiitlenin, parlaklifim yitirmis kahverengi ciice, notron yildizi veya ka-
radelikler gibi yogun kompakt objelerden (Massive Compact Halo Object, MACHO.)
olugabilecegi ihtimali tizerine, MACHO ve EROS-2 calisma gruplari, 15181in mikro-
mercek etkisini inceleyerek bu tarz objeleri tespit etmislerdirr MACHO grubunun ca-
lismasina gore yaklasik 12 milyon yildizdan yalnizca 13-17 tane aday obje bulunabil-
mis [[74]]. Buna kargin EROS-2"nin, 7 milyon yildiz incelemesinde ancak bir tane boyle
bir aday bulmasi [75], bu objelerin karanlik madde i¢in ciddi bir aday olmas1 ihtimalini

ortadan kaldirmustir.
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Karanlik madde probleminin yalnizca galaksi ya da galaksi kiimeleri 6l¢eginde de-
gil kozmolojik olcekte de var oldugu kozmik mikrodalga arka plan 1s1masi iizerinde
olan, mikro kelvin mertebesindeki anizotropilerin varlifiyla gosterilmistir. 2018 yili
Planck sonuglarina gore, gézlemler sonucunda evrendeki madde yogunlugu, €2,,h? =
0.1430 £ 0.0011 iken baryonik kokenli madde yogunlugu ise, Q,h? = 0.02237 +
0.00015 ve karanlik madde yogunlugu ise Q2.h% = 0.1200 = 0.0012 olarak 6l¢iilmiis-
tiir. Bu sonuglar evrende baryonik kokenli olmayan karanlik maddenin yaklagik %84
oraninda oldugunu gosteriyor [[19]]. Sonug olarak varligini esas olarak yercekimi iize-
rinden gosteren bir maddenin varlig1 galaksilerden evren 6l¢egine kadar ortaya ¢ikmis
goriiniiyor. Ancak bu sonuglar standart yercekimi kuraminin bu dlceklerde gecerli ol-
dugu kabuliine dayanir. Bu bahsettigimiz dlgeklerde yercekimi kuramini degistirerek
gozlem sonuglarini agiklama ¢abasinda olan ¢alismalar da mevcuttur. Asagida spiral
galaksilerde donme egrilerini, bu yaklasimla agiklama ¢abasini ¢ok detaya girmeden
anlatmak istiyoruz. Karanlik maddeyle ilgili daha detayl bilgiler i¢in [[76L77]] kaynak-
larina bakilabilir.

Spiral galaksilerin merkezlerinde kiiresel ve etraflarinda ince disk halinde bir madde
dagiliminin oldugu ve bu dagiliminin X(r) = ¥, e~"/f0 seklinde eksponansiyel ola-
rak diistiigii kabul edilir [78]. Burada Yy merkezdeki yildiz say1 yogunluguna ve R,
galaksi 0l¢ek uzunluguna karsilik gelir. Galaksi diskinin parlaklig1 yildiz sayis1 gibi
eksponansiyel bir ifadeyle verilir I = I, e~"/%°. Galaksi merkez parlaklig1 Io’in 1/e
kat1 parlakliga karsilik gelen 1%y mesafesi galaksi 6lgegi olarak tanimlanir. Disk iize-

rinde bulunan toplam yildiz sayisi, disk iizerinde alinacak bir yiizey integraliyle
o0 2m
N* = / / drdd r(r) = 2750 R} (2.117)
o Jo

olarak verilir. Onceki kisimlarda konformal yergekimi ¢oziimii olarak verilen V (r) =
—*c%/r + v*c* r potansiyeli iizerinden, galaksi diskinin toplam potansiyelini, her bir
terimin katkilarini [[18]] calismasini takip ederek ayri ayri hesaplayalim. Giines kiit-
lesi cinsinden galaksinin toplam yildiz sayisini, luminosite L ve kiitle-1s1k oran1 M /L
cinsinden yazmak miimkiindiir:

N*M,, = %L. (2.118)

Burada L galaksinin toplam luminositesi ve M goriinen toplam kiitlesini ifade ediyor.

Boylece galaksi diski tizerindeki herhangi bir yerde donme hizi, galaksiyi karakterize
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edecek olan kiitle-1s1k oran1 ve luminosite cinsinden ifade edilebilecektir. Simdi ne-
wton potansiyelinin donme hizina olan etkisini agik¢a gosterelim. Birim kiitle olarak

giines, 3* = G M,/c? olmak iizere,

(2.119)

newton potansiyeline sahiptir. Disk iizerinde herhangi bir noktadaki say1 yogunlugu
p(r, z) alinirsa, buna kargilik gelecek toplam yercekim potansiyeli, silindirik kordinat-

larda ¥ = Re, + ze, olmak iizere,

* 2
///drd&d’ﬁc|:(_rr/7)r7 (2.120)

olacaktir. Silindirik kordinatlarda hesap yaptigimiz i¢in 1 /7 potansiyelinin Bessel fonk-

siyonlar1 cinsinden

Z/ Ak T (k") J (K R) /™0 =00 =klz="] (2.121)

seri acilimint kullanmak uygundur. Bu acilimi potansiyel igerisine yerlestirip ¢ integ-

ralini alirsak

Vs(R,z) = —2nf*c / dk/ dr/ d2' v p(r', 2) Jo(kR) Jo(kr')e F==='1,

(2.122)
bulunur. Disk z = 0 diizleminde alinirsa, say1 yogunlugu p(r, z) = %(r)d(z) ile bir-
likte potansiyel

Vs(R) = —271'56220/ dk/ dr'r' e o Jo(kR) Jo(kr'), (2.123)
0 0

olur. Bu asamada Bessel fonksiyonlarinin

00 RQ
—r/R, _ 0
/0 e k) = T

o Jo(kR) R R R R R
/0dk(1+k2R2)3/2_QR(Z)[]O(QRO)KI(QRO) II(2RO)KO<QRO>]’

integral formulleri kullanilirsa, disk tizerinde bir R mesafesinde toplam potansiyel

N8R R R R R
=28 () 1 () - () ()] oo

olarak bulunur. Burada kullanilan 7, (z) ve K, (x) modifiye Bessel fonksiyonlarinin,

Re) = h@), L) = () = 35 ()
Kiw) = ~Ka(a), Ki(w) = ~Kola) — > Fa(e),
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tirev iligkilerini kullanirsak toplam potansiyelin tiirevini agagidaki gibi buluruz:

o N*B*ER R R R R
V(R) = o [Ty <2Ro> Ko (Q—RO) — I (2_Ro> K (2—]%0)]. (2.125)

Viriyel teoreminin [[79] bir sonucu olarak parcaciklarin galaksi etrafinda donme hiz1

v =R V;(R) ifadesiyle verilir. Boylece galaksiyi sonsuz yarigapli, yogunlugu eks-
ponansiyel olarak azalan bir disk olarak modellersek, newton potansiyeli varlifinda

goriinen maddenin, merkez etrafinda R yarigapinda donme hizi

N*B*2R? R R R R
2 = I Ky|— ) -1 — | K| — 2.12
v 2R} fo (230) 0 <2R0> ! (230) ! (2Ro>]’ (2.126)

olarak bulunur. Bulunan bu hiz profili, Sekil 2.2]de kesikli ¢izgilerle gosterildigi gibi,

galaksi merkezinden itibaren yiikselmeye baglar ve R = 2.2 R, yarigapinda en yiiksek
degerine ulasip mesafe arttiginda diizgiin bir sekilde azalir. Bu davranis, R >> R,
limitinde newton potansiyelinden beklendigi gibi, donme hizinin

N*ﬁ*CQ
2

N

v °R

(2.127)

haline doniismesinden goriiliir. Galaksinin gergekci bir modellemesi, diskin bir kalinli-
ginin oldugunu, galaksiyi ¢cevreleyen hidrojen gazinin toplam goriinen kiitle miktarinin
yaklagik ylizde 15’1 oldugunu ve galaksinin merkezi etrafinda kiiresel bir kiitle dagi-
Iimia sahip oldugunu dikkate almay1 gerektirir. Bu sayilan etkilerin dikkate alinma-
styla daha gercek¢i newtonyen katkiy1r hesaplamak miimkiindiir. Mannheim ve arka-
daglar [[18/61-64,80] calismalarinda bu katkiy1 da ortaya ¢cikarmislardir. Sonug olarak
sekil [2.2]de gosterilen, radyal mesafe arttikga donme hizindaki sabit kalma egilimi ya
da artigin1 newton potansiyelinin agiklamakta yetersiz kaldig1 goriiliir.

Bu asamada yercekimi kuramini degistirmeden sadece galaksiye madde eklemeyle
bu galaksi donme hiz verilerinin nasil agiklanacagina ¢ok kisa bir sekilde deginelim.
Goriinen kiitle miktartyla disk seklindeki bir galaksinin kararli bir yap1 haline gelme-
mesinden oOtiirii, goriinmeyen fakat diger maddeyle yerecekim yoluyla etkilesen bir
kiiresel madde dagiliminin varli§ini dikkate almanin hem dénme hiz egrisi gézlem-
lerini hem de galaksinin kararliligini aciklayacagi gosterilmistir [81]. Teorik modelin
donme hiz 6ngoriisiinii galaktik donme egrileri verilerine fit edebilmek i¢in, galaksiyi

cevreleyen hidrostatik dengedeki essicaklikli bir kiiresel dagilim ve

g0
a(r) = —7"2 mn r%’ (2.128)
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Sekil 2.2: Ustteki iki grafik diisiik yiizey parlakligina, alttakilerse yiiksek yiizey parlak-
ligina sahip olan galaksilerden ikiser ornektir. Grafikler galaktik donme hizinin (km/sn)
R/ Ry’1n fonksiyonu olarak ¢izilmiglerdir. Kesikli ¢izgiler newton potansiyelinin etki-
sini, noktal1 kesikli cizgiler ise dogrusal potansiyelin etkisi gostermektedir. Diizgiin
siyah ¢izgiyse her iki potansiyelin toplamina karsilik gelen hiz grafigidir [18]].

ifadesine sahip bir karanlik madde yogunlugu dikkate alinir [82]. Burada r, yogunluk
profilinin patlamasim 6nlemek icin gerekli i¢ ¢ekirdek yarigapidir. Onceki kisimda
acikladigimiz donme hiz hesabi bu sefer bu kiiresel karanlik madde yogunluk profili

icin tekrarlanirsa,

v = 413 oy {1 - %arctan <E>} : (2.129)

T'o
hiz ifadesi elde edilir. Yarigap R >> r( limitinde oldugunda hiz profili sabit bir degere

yaklagir:
v — 4w B*Poy. (2.130)

Bu yogunluk profilinden farkli olarak, galaksinin i¢ kisimlarinda da donme hizina katki

yapan, Navarro, Frenk ve White tarafindan simiilasyonlarla test edilmis

U(T) - T(T + 7’0)27 (2131)

yogunluk profilleri de mevcuttur [83,84]. Boyle bir yogunluk profili, galaksinin i¢ ki-
simlarinda da donme hizina katki yaptigindan, newton potansiyelinin gdzlemle uyus-
tugu bolgelerde madde ve karanlik madde arasinda bir etkilesimin ortaya ¢ikmasina

yol agmaktadir. Bu tarz problemlerden kurtulmak amaciyla eksponansiyel formda yo-

gunluk dagilimi da onerilmistir [85]]:

o(r) = ogexp [—% (ﬁ — 1>] (2.132)



Bu tarz yogunluk dagilimlarimin gézlemle uyumlu sonuglar verebilmesi icin icerdigi
parametrelerin her bir galaksi i¢in ayr1 ayr1 donme egrileri fit edilerek ince-ayar yapil-
mas1 gerekmektedir. Boylece galaksilerin kararlilig1 ve merkezden uzaklastikca, galak-
silerin parlakliklarina bagh olarak degisen donme hizlarindaki sabitlesme veya artma
egilimi, evrensel bir davranigs olmaktan daha ¢ok, fiziksel anlamlar1 heniiz bilinme-
yen ve herhangi bir ilk prensipten de iiretilmeyen parametrelerin, herbir galaksiye 6zel
belirlenmis yiizlerce degerinin varligiyla aciklanmig goriinmektedir.

Simdi de newton potansiyelinin aciklamakta yetersiz kaldigi galaksilerin donme
hiz gozlem verilerinin, karanlik madde varsayimi olmaksizin, konformal yercekim po-
tansiyelinin dogrusal teriminden gelecek katkiyla nasil aciklandigini gosterip bu kismi
sonlandiracagiz. Newton potansiyeli i¢in yapilan hesaba benzer sekilde, dogrusal te-
rimi |7 — /| = (7 — /)2 /|F — | olarak yazip kullanirsak, potansiyel ifadesi

,Y*CQ

o) 21 [e'e)
Vo(R,2) = = /0 dr'/o d9’/ dz' v’ p(r', 2V (F — )2 /|7 =], (2.133)

olarak bulunur. Sonsuz ince galaksi diskini z = 0 diizleminde secersek ve Bessel fonk-

siyonunun
3kR}

—_—, (2.134)
(1+ k2R3)%/2

/ dr'r Jy (kr")e /o =
0

integral formuluyle birlikte potansiyel

R R R R
v =i (g ) & (5 ) = (o) % (55, )

1 e R R R R
L rR (25 Y ko (2 o () i, (2
+ 5™ ol ol lo <2RO> 0 (QRO) th (ZRO) ! (21%0)]’

(2.135)

olur. Buradan da modifiye Bessel fonksiyonlarinin yukarida vemis oldugumuz tiirev

iligkileri kullanilarak dogrusal terimin dénme hizina olan katkisi

N*y*c? R? R R
2 = 1 K| — 2.1
Y 2R, <2R0) L (2RO> ’ 2.136)

seklinde bulunur. Boylece potansiyelin newtonyen ve dogrusal terimlerinden gelen kat-

kilar sonucu toplam dénme hizi
N*3*c? R? R R R R
7= I K|l—|-5L|—=)K |—
Ur ="y b (QRO) ’ <2R0> ! <2R0> ! <2RO>]

N*y*c*R? R R
I K| —
TR, (230) ! <2RO>’
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olmaktadir. Galaksinin merkezinden uzaklastikca, R >> R, olan mesafelerde donme

hiz1
N*B*C2 N*’Y*CQR
2 2.138
Ve — R + 5 , ( )

asimptotik ifadeye doniisiir. Newtonyen terimin mesafeyle diisiisiine karsin ikinci te-

rim dogrusal bir artig gosterdigi icin toplam hiz ifadesi gozlemle uyumlu bir davranis
sergiler.

Konformal yer¢ekimi ¢oziimiinde gozlemcinin bulundugu noktadan gecgen kiirenin
i¢ kismindaki maddenin potansiyele katkisiyla birlikte dis kisimlardaki maddenin de
potansiyele sabitten farkli bir katki yaptig1 (2.63)) ¢6ziimiinde goriiliir. Dolayisiyla bu
etki galaksi icerisinde maddenin donme hizina galaksi disindan kozmik bir katkinin
olmas1 sonucunu dogurur. Bu etkilerin galaksinin i¢inde bulundugu biiyiik olcekli yap1
olarak evrenin homojen ve inhomojen yapisindan geldigi diisiiniiliir [64]. Evren ¢ok
biiyiik 6l¢ekte homojen ve izotrop oldugu icin buna karsilik gelen geometri Robertson-

Walker metrigiyle verilir [43,[86L87]]:

ds?o, = —dr? (1) 2o 2a02 2.139
Spw = —dT" + 5 (dp” + p~dS%). (2.139)

1+ Kp/3)
Burada a(7) 6l¢ek carpani ve K ii¢ boyutlu uzayin egriligini ifade eder. Evrenin koor-

dinatlarindan, galaksinin tizerinde seg¢ilecek bir koordinat sistemine,

4r dr
_ = 2.140
P 2(1 4 or)Y2 + 2 + yor / a(T) ( )
1 1+y0p/4

koordinat doniisiimiiyle ve Q(7, p) = T T0p/d konformal carpaniyla gecilirse

2

— 4 r2d0? 2.141
(1 + ~or) +ridtl, ( )

ds® = Q2(1, p)dsty = —(1 + yor)dt? +

metrigi elde edilir. Bu sonuca K = —775 alinarak ulagilmistir. Boylece galaksinin yerel
etkileri gormezden gelindiginde tamamen kozmik etki olarak bir dogrusal potansiyelin
varlig1 aci1ga ¢ikmakta ve bu potansiyel donme hizina katki yapmaktadir. O zaman bu

katkiyla beraber donme hiz1 asimptotik olarak, R >> R, mesafelerinde

N*ﬁ*cz N*’y*CQR ,YOC2R
2 2.142
Vo Tor t et (2.142)

olur. Galaksi diskinin u¢ noktalarindan alinan gézlem datasiyla bu hiz ifadesini karsi-

lagtirmak suretiyle, bir birim giines kiitlesine sahip N* = 5, 65 x 10'° tane y1ldiz igeren
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bir galakside, §* = Gi\fQ = 1.48 x 10° cm olmak iizere, 11 galakside yapilan data fit

calismasi diger parametreler i¢in
v =542x 107 m™t, 4y =3.06x 10 *m™, (2.143)

degerlerini vermistir [80]. Bu parametre degerleri dikkate alinan tiim galaksiler ic¢in
aymidir. Her galaksiye 0zgii ince ayarla belirlenmis parametre degerleri yoktur. Bu an-
lamda galaksilerin donme egrileri iizerinde kendini gosteren bu davranisin, yergeki-
mine 0zgii evrensel bir karaktere sahip oldugu sdylenebilir. Son gosterdigimiz kozmik
homojen katkinin yaninda inhomojen katkilar da galaksiden biiyiik olan galaksi kiime-
leri ve daha bityiik l¢ekli yapilardan gelecektir. Bu etki (2.63) potansiyel ¢oziimiinde
r? terimiyle gosterilir. Galaksi kiimelerinin mesafesini 7, ile gosterdigimizde, kuadra-

tik terimin katsayisi

1 (o]
k= 6/ dr'r'h(r'), (2.144)

Tk

ile ifade edilirse, potansiyeldeki —k7? teriminin galaksi dénme egrilerine olan etkisi,

yukarida agiklanmig yontemle hesaplandiginda asimptotik olarak

2 N;ic2 + N*CCQR + %022}?“ — k®R?, (2.145)
olacaktir. i1k iki terim galaksiye ait yerel etkilere son iki terimse kozmik etkilere kars1-
lik gelir. Galaksi gozlemlerinin gelismesiyle disk iizerinde goriinen bolgenin dtesinde
daha biiyiik yaricaplarda donme hizlarin tepit etmek miimkiin hale gelmistir. Yuka-
rida degerlerini verdigimiz v* ve v, parametrelerine ilaveten, inhomojen katkiy1 temsil

eden k parametresi

k=95410""m 2 (2.146)

degerinde alindiginda, teorik olarak bulunan donme hiz ifadesi, 141 galaksinin donme
hiz verilerine fit edilebilmistir [61-64]]. Bu galaksiler yiizey parlaklig1 yiiksek olanlar,
diisiik olanlar ve ayrica ciice galaksilerden olugsmaktadir. Yukarida degerleri verilen
v*, 7o ve k evrensel parametrelerin yaninda tek serbest parametre galaksilere ait M/ /L
kiitle-1s1k oranidir ve L luminositedir. Bu kisimda bahsettigimiz galaksi donme eg-
rileri calismalarinin detaylar1 ve toplu bir degerlendirmesi i¢in, yukarida verdigimiz

referanslarin yaninda [27,28./64] makalelerine bakilabilir.
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3 GEOMETRIK ETKI OLARAK KARANLIK MADDE

Onceki kisimlarda kisaca degindigimiz gibi Genel Gorelilik’in ongoriileri, deneyler
[88-90] ve giines sistemi dlgegindeki gozlemlerle [91] yeterince iyl uyusmasina kar-
silik galaksi ve daha biiyiik Ol¢eklerde galaksi donme egrilerini [92-95], yer¢cekim
mercek etkisini [86,96] ve diger bir¢ok astrofizik ve kozmolojik gozlemi [97,98] agik-
lamakta yetersiz kalmaktadir. Bu durum bir¢ok fizik¢i ve astronomu standart yercekimi
kuramina uygun davranan, 1sikla etkilesmeyen ilave bir maddenin varlifini ve bunun
yaninda evrenin hizlanmasma [99-102] yol actig1 kabul edilen karanlik bir enerjinin
varligini dikkate almaya yoneltmistir.

Yukaridaki yaklasim son derece makul goriinmekle beraber Genel Gorelilik’in bah-
sedilen Olceklerde de gecerli oldugunu gosterir ikna edici herhangi bir gozlemsel de-
lil de bulunmamaktadir. Bu durum dolayisiyla literatiirdeki sayisiz ¢alisma, yukarida
bahsettigimiz dl¢eklerde yercekim kuraminin farklilagsmasi yoluyla, herhangi bir ilave
madde ya da enerji dikkate almadan bu gozlemsel anomalileri acgiklayabileceklerini
iddia etmektedirler. Bunlarin bir ¢ogu Genel Gorelilik’i f(R) gibi, skaler egrilik de-
gismezi R’nin keyfi bir lagranj fonksiyonu tarzinda modifiye ederek [11,20-23]] prob-
leme yaklagsmigslardir. Yer¢ekimini modifiye etmek yerine tamamen farkli bir kuram
Onerisinde bulunan ¢aligmalar da mevcuttur [3,[24-206].

Bu kisimda, Weyl yercekimi kuraminda galaksilerdeki karanlik madde problemine
geometrik bir koken bulma iizerine yaptigimiz ¢alismay1 aktaracagiz [37]. Onceki ki-
simlarda kuramin detaylarin1 anlatirken de gosterdigimiz gibi Weyl yercekimi, Elekt-
rodinamigi yercekimi kuramiyla birlestirme ¢abasinin sonucunda Genel Gorelilik’e
bir alternatif olarak ortaya konulmustur [3./4]. Weyl Yercekiminin Scwarzschild limiti
kisminda da agikladigimiz gibi, kuramin dogru bir Newton potansiyel limiti mevcut
degildir [34,36,/103]]. Yoon’un elestirisinde [34] agikca belirttigi gibi, (2.86)) ifadesiyle
verilen [ kiitle parametresi yogunlugun dordiincii momentiyle iligkili olmaktadir. Boy-

lece iligki sadece kiitle miktarinin degil, ancak dagilimin da kuvveti degistirmesine yol
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Sekil 3.1: Galaksilerin sigkinlik bolgeleri i¢in CO molekiiler spektrum cizgilerinden,
disk bolgesi i¢in optik ve dig bolgeler icin HI ¢izgilerinden elde edilmis donme hiz
egrileri topluca gosterilmektedir. Y. Sofue’nin [31] ¢alismasindan alinmistir.

acmaktadir. Bu sorun ancak yogunluk fonksiyonunun (2.107) ifadesindeki gibi belirli
bir sekilde se¢ilmesiyle ortadan kalkmaktadir [65]]. Mannheim ¢6ziimiinde bagka bir
kusur ise, yogunluk fonksiyonu (2.107) seklinde alinmadig: takdirde, v parametresi
galaksi donme egrilerinin fit edlimesiyle calismasindan elde edildigi gibi pozitif ol-
mak yerine negatif olabilmektedir [34]. Ote yandan kisim de bahsettigimiz gibi
zay1f enerji kosulu ihlal edilmedik¢ce Mannheim ¢6ziimiiniin i¢ ¢6ziimle Ortiisen bir Sc-
hwarzschild limiti var olamaz [35]]. Bahsettigimiz bu sorunlar yaptigimiz ¢alismanin
temel motivasyonlaridir.

Onceki kisimda spiral galaksilerdeki maddenin X(r) = Yoe"/fo seklinde ekpo-
nansiyel bir dagilima sahip oldugunu kabul edip buna karsilik gelen, (2.126)) esitli-
giyle verilen newtonyen donme hiz ifadesini ¢ikartmistik. Bu hizin en yiiksek dege-
rine ulastif1 » = 2.2 R, yaricapindan sonra galaksi donme egrileri newtonyen karakter
gostermekten uzaklasir ve Sekil{3.Ifte gosterilen gozlemsel verilerden de goriildiigii
gibi sabit olma egilimi sergilerler [18,[31H33}/61-64]. Donme egrilerinin sabit olma
egilimi gosterdigi bu bolgeyi dis bolge ve artig gosterdigi bolgeyi de i¢ bolge olarak
adlandiracagiz. Bu iki bolgedeki donme hizina yansiyan davranig farkliligi dis dolgede
beklenenden farkli bir etkinin ortaya ciktigin1 gosteriyor. Genel yaklagim bu bolgede
1simayan bir maddenin varligini kabul etmektir. Calismamizda bundan farkli olarak,
dis bolgede ve belki de daha 6tesinde yercekiminin temelde bir farklilik gosterdigi

diisiincesini takip edecegiz.
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Galaksilerin dig bolgelerinde donme hizlarinin mesafe 6lgeginden bagimsiz olus-
lar1 bu bolgelerde bir yerel dlgek degismezliginin gostergesi olabilir. Bdylece dig bol-
gelerdeki yercekimsel etkiler yerel olarak dlcek simetrik metrik bir kuram yoluyla ta-
nimlanabilir. Boyle bir metrik kuramin yalmizca Weyl yercekimi oldugunu biliyoruz. O
zaman, galaksi merkezinden uzakta donen biitiin objelerin ayn1 hizda olacag: 6zel bir
metrik geometriyi belirlemek zorundayiz. Bu amacla, Weyl yercekimi alan denklem-
lerini ¢oziip, asikar olmayan tam ¢oziimleri bularak, galaksilerin dis bolgelerine kar-
silik gelen 6zel geometrileri belirleyecegiz. Bu ¢oziimler metrikteki kati acinin cesitli
durumlarina kargsilik gelirler. Bu noktada Newton potansiyel limitine kargsilik gelen bir
¢Oziim aramadigimiz1 vurgulamak istiyoruz. Burada temel iddiamiz sudur: galaksilerin
dis bolgelerindeki donme egrilerinin dlcek defismezligi, o bolgelerde Weyl yercekimi
alan denklemlerinin tam ¢6ziimii olan 6zel forma sahip bir metri§in sonucu olabilir.
Boylelikle galaksilerin dig bolgelerine gidildik¢e yercekimin temel kuraminin Weyl
yercekimi olacagini 6nermis oluyoruz. Bu boliimiin sonunda, ortaya koydugumuz bu
iddiay1, galaksilerin i¢ bolgelerinde ve giines sisteminde son derece iyi ¢alisan Genel
Gorelilik ile birlestirmeyi deneyecegiz.

Yukarida ifade ettigimiz amaclarimiz kapsaminda bu ¢alismanin [51},104,/105]] ma-
kalelerine benzer nitelikte bir ig oldugunu belirtelim. Calismanin teknik detaylarina
gecmeden Once, bulacagimiz ¢oziimler yoluyla galaksilerin donme egrisi verilerine
herhangi bir fit yapmak gibi bir amacimizin olmayacagini ifade edelim. Buradaki te-
mel kaygimiz galaksinin dig bolgelerinde donme egrilerinin karmasik i¢ dinamikten
dogmus olabilecek olan tam profilini ¢éziimler tizerinden 6ngérmek degil, fakat yuka-
rida da belirttigimiz gibi dig bolgelere gidildik¢e ortaya ¢ikan diizlesme egilimini Weyl

yercekimi kuraminin ¢éziimlerinden geometrik olarak ortaya koyabilmektir.

3.1 Yercekimi Alan Denklemleri ve Galaksilerin Dis Bolgesi

Weyl yercekimi kuraminin temel eyleminin Weyl tensoriiniin karesiyle elde edilen bir

skaler cinsinden
=« / d*z\/=g Cluppoe CH7, (3.1)

seklinde verildigini onceden ifade etmistik. Galaksilerin, dikkate aldigimiz donme eg-
rilerinin diizlestigi dig bolgelerini, madde yogunlugunun eksponansiyel azaldigini da

dikkate alarak, tamamen bos bir vakum ortami gibi diisiinebiliriz. Bundan 6tiirii madde-
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enerjiye karsilik herhangi bir eylem dikkate almiyoruz. Eylemin konformal doniisiim
dolayisiyla sahip oldugu 6zellikleri detayli bir sekilde kisim [2.1]de tartigmistik. Do-
layisiyla dogrudan metrige gore varyasyon alarak bulacagimiz hareket denklemlerini
yazalim:

1

Bu = Ku — 5Hu =0. (3.2)

Burada B, Bach tensoriinii olusturan K, ve H,, terimleri sirasiyla asagidaki gibi

verilir:
1
K, :D(RW + §gu,,R) — VAV”Rﬁ — V,\V,,Rﬁ
1
+2R\R) — §gﬂ,,RaﬁRaﬁ :

1
H, =2R(Ryy — 79 R) +2(9,00 ~ V,V,)R.

Galaksilerin dis bolgelerinde donme hizlarinin sabitligine karsilik gelecek olan uzay-
zaman metrik formunu belirlemek temel amacimiz oldugu icin, galaksi disk yapisina
da uygun olacak sekilde en basit yaklasimla kiiresel simetrik ve statik formda bir met-

rik dikkate alalim:

dr?
ds? = —A(r)dt* + B + r2d€2;. (3.3)
Burada dQ} = ——da® + (1 — ka?)dy? kati agis1, k parametresinin alacagi {—1,0, 1}

degerlerine gore sirastyla iki boyutlu hiperbol, torus ve kiire yiizey geometrisine kar-
silik gelir. Kiire geometrisinde x = cosf ve y = ¢ alinirsa (6, ¢) koordinatlarinda
kat1 a1 dQ22 = df? + sin® 0 d¢? olur. Spiral galaksiler disk geometrisine sahip oldugu
i¢in, yildizlar disk diizlemindeki jeodezikler iizerinde hareket ederler. Kiiresel koordi-
natlarda boyle bir hareketi ifade edebilmek i¢in # = 7/2 alinabilir. Disk diizlemindeki

cembersel yoriingenin teget hizinin,
dl
ds’

sabit olmasi sart1 kinematik olarak metrigi belirlemeye yardimci olur. Burada ¢em-

(3.4)

Ve =

ber jeodezik iizerindeki sonsuz kiiciik mesafe di = rd¢ ve yildizin 6z zaman ds =

/= goodt olur. Kiitleli bir cismin hareketini dikkate aldigimiz i¢in, ds?> < 0 kosulu
22

B(r)

yazmamiza yol acar. Buradaki nokta tiirevler s afin parametresine gore alinmigtir. Cem-

1= Ai? — — 22 (3.5)

ber lizerindeki hareketi inceledigimiz i¢in 7 = 0 olur ve buradan
1= Af? — 124> (3.6)
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yazilir. Metrigin izometrilerinden zaman 6teleme vektorii §; = % ve azimutal donme
vektorii & = a% icin sirasiyla asagidaki hareket sabitleri yazilabilir [52,|106]:
dxt dxt
— =-F — = L. 3.7
élu ds ) 52;1 ds ( )

Boylece hareket sabitleri metrik fonksiyonlari cinsinden E = A(r)f, L = 26 sek-

linde ifade edilebilir. Ote yandan esitligi hareket sabitleri cinsiden yeniden yazi-

lirsa
E? L2
bulunur. Bu esitligin r’ye gore tiirevi alinisa
L2 A
B oA G2

orani bulunur. Bunun sonucu olarak yoriingenin teget hizin1 hareket sabitleri cinsinden

asagidaki gibi yazariz: '
r ¢ y VAL

= 4y ¥ 3.10
VSVAL T E G-10
Buradan da ¢cembersel jeodezik boyunca hareket eden parcacigin teget hizi icin
, TA
= — 3.11

ifadesine ulagilir. Burada A’ = dA/dr. Bu iligki [13}/104] caligmalarinda da elde edil-
mistir. Metrik fonksiyonu A’nin birinci mertebe diferansiyel denklemi olan son esitlik
kolaylikla integre edilebilir ve ddnme hizi1 v sabit oldugu durumda kullanacagimiz met-

rik formu
r

2
w d 2
ds? — — (F) di? + % + r2dQs (3.12)

haline gelir. Burada . integrasyon sabitidir. Galaksi disklerinde yildizlarin donme hiz-
lari, ¢ = 1 dogal birimlerinde, karakteristik olarak w = v?> ~ 10~° mertebesinde

olur [31].
3.2 Alan Denklemlerinin Coziimleri

Kinematik olarak donme hizini sabit almak yukarida gosterdigimiz metrik igerisindeki
bilinmeyen fonksiyon sayisini bire diistirmiistiir. Bilinmeyen B(r) fonksiyonu igin yu-

karida (3.2) esitligiyle verilen alan denklemlerinin biitiin bilegenleri saglanacak sekilde
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diferansiyel denklemlerin ¢oziilmesi gerekir. Bu metrik ifadesi icin Bach tensoriiniin

bilesenleri agsagidaki gibi verilir:

1 i
ro__ 2 2.2 2 2 _
B] = BB"Y +wBB'r — 1B"” — B*(w — 1)’ + TE (3.13)

1
By = B[B"r® + 3wB"r* + (3w — 2)B'r] + 5B”B’r?’

3.14)
w 2Kk2 (
_B/2 2_2 —1382 =0
+5 8% (w—1)°B* + — ,
1
Bj = BIB"r + 2w+ 1)B"r* — (w* — dw + 2) B'r| + 5 B"B'r*
3.15)
3w — 1 % (
+ wTBW —(w=1"B*+ ——=0.
Burada B’ = di—ff) anlamina gelmektedir. Mannheim-Kazanas ¢oziimiinii anlatirken

de ifade ettigimiz gibi, kuramin sahip oldugu konformal simetriden dolayr vakum
durumunda alan denklemlerinin bagimsiz bilesen sayisi, Bach tensoriiniin sagladigi
V,B" = 0 diverjans ve B/, = 0 iz denklemleri sayesinde bire iner. Bu denklemleri
sirastyla (2.53) ve (2.54)’te agik¢a yazmustik. Sonug olarak Bach tensoriiniin B! radyal
bilesenini se¢ip ¢cozmek yeterli olacaktr.

Bu denklemleri saglayan en basit ¢dziim sabit ¢oziimdiir: B(r) = ﬁ Simdi
sabitten farkli ¢oziimlerin de var oldugunu gosterece8iz. Bu ¢oziimler iki bakimdan
onemlidirler. Birincisi, Weyl yercekimi kuraminin fiziksel bir duruma karsilik gelen
yeni tam ¢oziimleridirler. Ikincisi, & = 1 kiire geometrisi ¢oziimii galaksi donme eg-
rilerinin geometrik olarak agiklanmasi diisiincesine bir katki olusturur. Yalnizca kiire
geometrisi ¢oziimiiniin fiziksel anlam1 olmasina ragmen, burada buldugumuz diger ¢6-

ziimleri de aktariyoruz.

3.2.1 T? Torus Geometri Coziimii

Bu kistmda k = 0 degerine karsilik gelen 2-torus ¢oziimiinii bulmak istiyoruz. Once-
likle (3.13]) denkleminde, n bir reel parametre olmak iizere, B(r) = b™(r) doniisimiinii

yaptiktan sonra elde ettigimiz

1
b bty — (1=l + (D@ =0, (316
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denklemini ¢dzecegiz. Denklemin dogrusal olmayan karmagik yapisini, n = 4/3 pa-
rametre degerini secip ortadan kaldirarak ikinci mertebe dogrusal bir denklem elde
ederiz:

V'r? + wh'r — %(1 —w)?* = 0. (3.17)

Denklemin ¢dziimii olarak b(r) = r* Onerirsek, burada « reel bir parametre olmak
izere,

az—(l—w)a—Z(l—w)2:0, (3.18)

karakteristik denklemini buluruz. Denklemin diskriminanti pozitif oldugundan o =
3(1 — w) ve ap = —3(1 — w) reel ¢dziimlerini buluruz. Sonug olarak b(r) igin dife-
ransiyel denklemin

b(r) = Cyir®* + Cyr®?, (3.19)

genel ¢oziimiinii elde ederiz. Burada (' 5 integrasyon sabitleridir. Boylece B(r) mert-

rik fonksiyonu, buldugumuz reel kokleri de yerine yazarak
B(r) = r21=9)(C; + Cyr~20-2))3, (3.20)

seklinde bulunur. Bunlarin sonucunda Bach denklemlerinin, 2-torus geometrisine kar-
silik gelen ¢oziimii

r2w=1) g2

2w
g5 — — (i) a? + 2P dP), (2D
(Cr 3 oty BT

Te

metrigi olarak bulunmus olur.

3.2.2 H? Hiperbolik Diizlem Geometri ve S? Kiire Geometri Co-
zumleri

Onceki duruma benzer sekilde (3.13)) denklemini daha basit hale getirebilmek igin

2k
B(r) = ) w)2r2<1—w>F(r), (3.22)

doniistimlerini yapacagiz. Doniigiim sonrasi

F(r) [P F"(r) + (3 = 2w)rF'(r)] — —F'(r)

(41 e (3.23)
qrdd—w) 0,

denklemini buluruz. Bu denklem iizerinde r = 2'/(1=%) bagimsiz degisken doniisiimii

yapilirsa,

2
F(z) [2°F"(2) + 32F'(2)] — ZZF’(,Z)2 + ﬁ =0, (3.24)
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seklinde daha sade bir denklem buluruz. Simdi de esitligi 22*F'F~3/? ile carparsak,

QZGF/F//Ffl/Q + 6Z5F/2F71/2 _ EZGF/3F73/2
2

1 (3.25)
+-F'F3?=0
2 )
denklemine ulagilir. Son bulunan ifade bir toplam tiirev olarak
d _ _
e (SFPFY2 — P2y =, (3.26)
gibi yazilabilir. Buradan F'(z)’nin birinci mertebe tiirevi
/2 1
F'(z) = (1 + \/1601/3\/F(z)) = (3.27)

seklinde ¢oziiliir. Ifade icerisindeki integrasyon sabitini, son asamada ¢oziimii daha
basit bir gekilde yazabilmek i¢in /16C, /3 olarak segiyoruz. Son denklemi integre
edip F'(r) fonksiyonunu bulabilmek igin

v(z) = 1+ +/16C1/3/ F(2), (3.28)
tanimlamasi yapalim. Yeni degisken iizerinden denklemi yazar ve integre edersek /v(z)
degiskeni i¢in
(Vo)” = 3v/v = 2q(2), (3.29)
kiibik cebirsel bir denklem bulunur. Burada g(z) = —%} + C, ifadesine sahiptir. Ce-

birsel denklemin ii¢ kokii asagidaki gibidir:

vi(z) = (h+h™)?, (3.30)
vy(2) = (43R 4 2/3p71)?, (3.31)
vg(2) = (/3R 4 M3 p1)2, (3.32)

1/3 .

Coziimler igerisinde h = [q(z) +1/q(2)? — 1} diir. Iki tip v(2) ¢dziimii mevcuttur.
Eger h reel ise, o zaman bir tane reel ve iki tane kompleks ¢oziim vardir. Diger du-
rumda biitiin ¢oziimler reeldirler. C6ziim bulurken tanimladigimiz degiskenleri (3.22)

ve (5.51) iligkileri iizerinden yerine yazarsak. Tiim metrik ¢6ztimleri
3]{‘,,,42(1711;)
8(1 — w)201

halinde yazilir. Ifade igindeki u;(r) fonksiyonlari

Bi(r) = (1+uw(r)?* (i=1,2,3) (3.33)

uy (r) = h(r)? + h(r)~2, (3.34)
us(r) = S[(=1+ VB — (14 ivE)R() 7, (3.35)
us(r) = %[(—1 +iV3)h(r)™2 — (1 +iV3)h(r)?], (3.36)

48



tanimlamasina sahiptirler. Burada

W=

Ch 4 :
h(r):<—m+02+\/(—m+02)2—1 ) )

Bu ¢oziimler, & = —1 i¢in iki boyutlu hiperbol ve £ = 1 i¢in de iki boyutlu kiire
yilizeyine sahip uzay-zamanlar1 tanimlar. £ = 1 ¢oziimii olarak belirledigimiz genel
geometri, yildizlarin bu geometri igerisinde galaksi merkezine olan mesafelerinden ba-
gimsiz bir sekilde ayni hizla hareket etmelerine izin verir. Gézlemlere gore boyle bir
bolge, merkezi siskinlik’in (central bulge) yaklasik » ~ 2.2 R’daki bitiminden galak-
sinin u¢ noktasina kadar olan bolgeyi kapsar [18,[31-33]. Boylece k£ = 1 ¢oziimii yal-
nizca galaksinin dig bolgesini tanimlar. Kisim [2.2.4]te gosterdigimiz gibi, Newton po-
tansiyeline karsilik gelen galaksi donme hiz1 gozlemsel verilerle sadece i¢ bolgelerde
uyumlu olmaktadir. Bunun sonucu olarak galaksinin i¢ bolgeleri, newton potansiyelini
zay1f limit olarak igeren Genel Gorelilik tarafindan 1yi bir sekilde tanimlanir. Her biri,
bu iki bolgenin bir tarafindaki davranigla uyumlu olan iki kuramin nasil birlestirilecegi

tizerine bir tartigmay1, yoriinge kararlilig1 kismindan hemen sonra yapacagiz.

3.3 Cember Jeodeziklerin Kararhhgi

Alan denklemlerinin ¢oziimleriyle ortaya koydugumuz geometride kritik bir 6zellik
cember jeodeziklerin kararhilifidir. Coziimlerin gozlemlerle uyumlu olabilmesi icin
cember jeodeziklerin kararli olmasi gerekir. Simdiki amacimiz bu kararliligi goster-
mektir. Analizi, [[107, 108]] kaynaklarim takip ederek, genel olarak kiiresel simetrik ve
statik bir metrik iizerinde yapip elde ettigimiz kararlilik sartlarini, buldugumuz metrik
cOziimiine uygulayacagiz. Boyle genel bir metrik asagidaki gibi verilir:

1
B(r)

ds* = —A(r)dt® + dr® + r*d0® + r? sin® 0d¢>. (3.37)

Burada metrik fonksiyonlar1 A(r), B(r) yalmzca r radyal koordinatina baghdir. Metrik

formunu belirlerken kisim de bahsettigimiz, zaman Oteleme vektorii & = % ve

donme vektorii &, = % bu koordinatlarda
K, = (—A(r),0,0,0) ve L,=(0,0,0, r*sin*0), (3.38)
bilesenlerine sahiptirler. Bunlara karsilik gelen hareket sabitleri
A(r)i = E ve r?sin®¢ = L, (3.39)
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olur. Ekvator diizleminde (# = 7/2) jeodezik yoriingede radyal koordinatin degisimi,

hareket sabitleri cinsinden, metrik kullanilarak

E? L?
2 =R — = 3.40
ifadesiyle verilir. Burada 7 = dr/ds dir; e = —1 zamansal, ¢ = 1 uzaysal ve € = ( ise

null jeodezige karsilik gelen parametre degerleridir. Ote yandan jeodezik denkleminin

radyal bileseni § = 7/2 diizleminde

B, r AR
I Y 341
Y- 1 (r3 2A2)’ 4D

denklemini verir. Eger V,; efektif potansiyelini

Vet = 72, (3.42)
olarak tanimlarsak o zaman (3.41)) esitligi

=2 (3.43)

olarak yazilir. Cember jeodezikler i¢in 77 = 0 ve ©* = 0 olur. Boylece belirli bir r = R
yaricapinda efektif potansiyel tizerinde Vir = 0 ve V; = 0 sartlarini elde etmis oluyo-
ruz. Bu iki denklem efektif potansiyelin i¢erdigi iki hareket sabitini, metrik fonksiyonu

A ve cember yarigap1 R cinsinden

—2eA?

‘= 2A — RA’’ (:44)
—eA'R3

By ey (3.45)

seklinde bulmamizi saglar. Eger cember yaricapinda r = R + ¢ gibi kiigiik bir pertiir-
basyon gercgeklestirirsek
"
5 = 76f5’ (3.46)

esitligini elde ederiz. Boylece ¢cember jeodezikler igin kararlilik sarti1 Vi < 0 olur.

Cember icin V[ hesaplanirsa

—2B
e,f/ - 14(214—_;14/)(214/2 - AA” — 3A/A/R), (347)

bulunur. Dikkate aldigimiz metrik ¢oziim fonksiyonu A = r*/r% (r.,w > 0) i¢in

! = 2Bew/R? ifadesini buluruz. Kiitleli bir pargacik i¢in V} = —2Bw/R? haline
gelir. Burada B(r) > 0 dir. Boylelikle metrigiyle tanimlanan geometride cember
jeodeziklerin kararlilig1 gosterilmis olur. Aynm1 sonuca Rayleigh kriterleri [108] ya da

Lyapunov exponentleri [107] ile de ulasilabilir.
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3.4 Einstein-Weyl Kuram

Galaksilerin i¢ bolgelerinde kiiresel siskinlik’in (bulge) oldugu yerlerde, kisim[2.2.4/te
detayl bir sekilde gosterdigimiz gibi Genel Gorelilik’in donme egrilerini son derece
1yi acikliyor olmasi, Weyl kuramiyla birlikte bu iki kuramin galaksi icerisinde nasil or-
tiistiiriilecegi sorununu ortaya ¢ikarmaktadir. Galaksiler dlceginde yercekimini dogru

bir sekilde tanimlayan kuramin, Genel Gorelilik ile Weyl kuraminin

1
S = / d'ry/—g {%R + aClypeCHP7 | | (3.48)

seklindeki bir birlesimi ile verildigini ileri siiriiyoruz. Burada x = 87G/c* Einstein
sabitidir. Dogal birimlerde Weyl karenin oniindeki « ¢iftlenim sabiti boyutsuzdur. Yer-
cekim olaylarinda objelerin davraniglarini belirleyen kuramin hangisi olduguna eylem
icerisindeki 2—1HR ve a C,,,,0CHP? skaler degismezlerinin goreli degerlerine bakarak
karar verilebilir [109,110]. Galaksilerdeki madde dagilimini, merkez etrafindaki kii-
resel siskinlik ve daha uzak mesafelerde de disk seklinde modelliyoruz. Hem kiiresel
siskinlik hem de disk dagiliminda yogunlugun exponansiyel degistigi, basingsiz bir
akigkan modeli dikkate aliyoruz. Bu model ve literatiirde kullanilan diger modeller
icin [[111}112]] kaynaklarina bakilabilir.

Galaksilerdeki dagilimin varhifinda eylemdeki skaler degismezleri, maddi akiskan

kiitlesi ve enerji yogunlugu cinsinden, Genel Gorelilik ¢ercevesinde hesaplandiginda

871G
R(r) = =5 p(r),
48G> 4 2
ClvpeCHP7 (r) = A (mr(;) B ?ﬁp(”) ’ (549

ifadeleri bulunur [38]. Burada p(7) enerji yogunlugu ve m(r) merkezden r yaricapina
kadar olan mesafedeki kiitledir.

Oncelikle, galaksi donme egrilerinin diizlesmeye basladig1 yerden galaksinin ug
kismina kadar olan dis bolgesi tizerinde Weyl teriminin Einstein-Hilbert terimine bas-
kin oldugunu gostermek icin yukarida formiillerini verdigimiz skalerleri hesaplamak
istiyoruz. Tipik bir galaksi i¢in dis bolge {izerinde yapilan bu hesap aym1 zamanda «
parametresinin degerini de belirleyecektir. Ustelik bu degerle birlikte galaksinin i¢ bol-
gelerinde Einstein-Hilbert teriminin Weyl terimine baskin oldugunu da gosterecegiz.
Eger i¢ bolgelerdeki deger dis bolgelere gore daha kiiciik olsaydi Einstein-Hilbert teri-

minin baskinlig1 daha belirgin olacakti. Giines sistemi icerisinde o’nin degeri 6nceden

51



hesaplanmisti [69] ve yercekiminin Giines sistemi testlerinin Weyl teriminden etkilen-
meyecegi gosterilmisti.

Tipik bir galaksinin ortalama gercek¢i degerlerini [[113]]’te verildigi gibi kullana-
cagiz. Siskinlik bolgesi i¢in p(r) = pop exp(—7/74) ile verilen eksponansiyel modeli
kullanacagiz. Buna gore siskinlik icindeki kiitle M;, = 873, p,, olacak. Onceden de
ifade ettigimiz gibi dig bolgenin baslangicini r, = 2.2r,, mesafesinde alacagiz [18].
Tipik bir galaksinin sigkinlik kiitlesi ve yarigapi igin sirasiyla M;, = 2.340.4x 10 M,
ve o, = 1.5 & 0.2 kpc aliyoruz [[113]]. Bu verilere gore formiillerinden , r = 7},

yarigapinda
GM, .,
R(Tb):gr—[g),be ofren,
2
G2 M2 Tob 3 1
Ciry) = 48— =L [ [ 2] — zem/re 3.50
() =485 5 (() Lo ) (350

sonuglarini buluruz. Béylece, r = 2.2r,, mesafesinde aC?'nin R/2x’ya orani, o =
4.74 x 10% kg - m? /s degeri i¢in yaklagik olarak 50 olur. Bu o degeri, Weyl terimi-
nin baskinligin1 gésterme amaciyla secilmistir. Fakat ayn1 mertebede bir degeri [[110]
makalesindeki sayisal sonuglar1 kullanarak da hesaplamak miimkiindiir. Simdi de aym
hesab1, r, = 16r,, mesafesindeki galaksi u¢ kisminda [18] yapacagiz. Burada r,q ga-
laksi 6l¢ek yarigapidir. Disk bolgesi i¢in, yogunlugu silindirik koordinatlarda p(r, z) =
Pod €Xp(—7/Toa — |2|/20a) ile verilen eksponansiyel disk modelini kullanacagiz. Disk
kalinhigim yaklsik olarak z,; ~ 0.1r,; aliyoruz. Bunlara gore disk kiitlesi My =
AT Zoqr 24 poa Olur. Disk Kiitlesinin ortalama degeri My = 5.7 + 1.1 x 10'° M, top-
lam baryonik kiitle M, = M, + M, = 7.9 £ 1.2 x 10'° M, ve tipik disk yaricapi
Toa = 3.3 & 0.3kpc olarak verildiginde, r = r, yarigapinda R ve C,,,,,C*"*7 = C?

hesaplanirsa
GMg _, .
R(Tg) QOC—QT—SdG a/ d,
G2 M?
2 ~ g

bulunur. Boylece, ayni a degeri i¢in, r = r,’"de «C?'nin R/2x’ya orani yaklagik olarak
11.3 olur.
Galaksinin i¢ bolgelerinde ise Einstein-Hilbert teriminin Weyl terimine baskin ol-

dugunu ve boylece bu bolgedeki geometrinin Genel Gorelilik tarafindan belirlendigini
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gostermemiz gerekmektedir. I¢ bolgede o’nin degerini dis bolgedeki gibi alacagiz.

Benzer sekilde r; = 0.2ry, yarigapinda R ve C,,,,C**° = C? degerlerini hesapla-

nirsa
GM, .,
R(TZ) = gr—gbe 4 b ,
48G2 M? 1r
2 )~ b —rifrop [ = 't 3.52
(i) ct rgbe 6! 7o (322

bulunur. Bu durumda r = r; yarigapinda R/2x’nin «C?’ye orani yaklagik 33.2 olmak-
tadir. o parametresinin, enerji 6lceginde kogsma davranigindan tahmin edildigi gibi,
daha kiiciik bir degeri i¢in Einstein-Hilbert teriminin baskinlig1 daha da belirginlese-
cektir.

Ikinci béliimde, konformal yergekiminin Schwarzschild limitini anlattigimiz
kisminda detaylarimi aktardigimiz P.Mannheim’a ait [[69]] ¢calismasinda Weyl kurami-
nin ¢oziimlerinin Giines sistemi testleriyle uyumlu oldugu gosterilmis ve o = 3.29 x
10 kg - m? /sec degeri hesaplanmigtir. Bu deger galaksi igerisinde gerekli olan feno-
molojik degerden daha kiigiiktiir. Boylece [114]’de onerildigi gibi, enerjinin yaninda
sistemin bazi fiziksel Ozelliklerine baglh olabilen uygunsuz kosma davranist burada
acikca goriiliir. Bunun sonucunda ciftlenim sabiti o’nin gercek dogasinin anlagilmasi
icin daha derin ve titiz ¢aligmalarin yapilmasi gerektigi anlagilir. Sonu¢ bdliimiinde

o’nin Olcege bagh degeri hakkinda yorum yapilacaktir.
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4 WEYL YERCEKIMINDE MERCEK ETKISI

Bu boliimde, onceki boliimde ortaya ¢ikardigimiz ve galaksi donme egrilerinin sabit-
ligine karsilik gelen metrik ¢oziimde yercekim mercekleme etkisine gecmeden once
Weyl kuraminda mercek etkisini incelemis olan ¢esitli calismalarin sonuglarini tartisa-
cagiz.

S. Pireaux [115] ¢alismasinda, f(r) = 1 — 38y — B3(2 — 387)/r + yr — kr? ile
verilen Mannheim-Kazanas ¢oziimiinde 15181n merceklenme etkisi incelenmistir. Ince-
leme kozmolojik sabite kargilik gelen parametreyi, (k = 0), ihmal ederek yapilmistir.
Coziimdeki dogrusal terimin baskin olmadig1 ve newtonyen potansiyelin etkin oldugu
r{*¢~1/~ mesafelerine kargilik gelen zayif alan limiti ve dogrusal terimin newton te-
rimine baskin oldugu ng\/m mesafelerindeki giiclii alan limitlerinde 15181n sapma
acilar1 ayr1 ayr1 hesaplanmigtir. Coziimde v teriminden dolay1 uzay-zaman, mesafe
sonsuza gittiginde, diizlesmeyecektir. Asimptotik diiz olan Schwarzschild gibi uzay-

zamanlarda gecerli olan
ANa(rg) = 2| A p(ro)| — , 4.1)

formulii kullanilarak 15181n sapma acis1 hesaplanmistir. Bir sonraki boliimde genel for-
malizm kisminda bu hesaplamanin detaylarin1 verdik. Burada jeodezik iizerinde her-

hangi iki noktanin koordinat a¢1 farki

"2 dr
o) =t = [ e @2)

ile verilir. Sonsuzdaki koordinat agisint ¢(oo0) = 0 segip, sapma agis1 formiiliine yer-

lestirdikten sonra (3 ve ~’ya gore bir seri agilim1 sonucu, zayif alan limitinde

2 3T
Aa(rg) ~ T—B(Q —3pB7y) + 7&7 =70, (4.3)

0
ifadesini elde etmiglerdir. Giiglii alan limitinde ise, r >> /23 /v, MK ¢oziimiinde
terimi baskin oldugundan otiirti # = 0 alinmigtir. Bu durumda (4.2)) integrali hi¢ bir
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yaklagim yapmadan basit fonksiyonlar cinsinden yazilabilmektedir. Boylece

Aa(rg) = —2arcsin (2 1T§TO) ; 4.4)

sonucu bulunmustur. Her iki limit durumda bulunan sapma ifadelerinden goriildiigii
izere, v pozitif olursa belirli bir 7y mesafesinde zayif limitte 151k 1s1nlar gézlemciye
ulagmayi1p 1raksayacaktir. Dogrusal terimin yarattigi bu etki Weyl kuramina ait yeni
bir ozelliktir. v negatif olursa zayif limitte her zaman bir merceklenme meydana ge-
lecektir. Bu calismanin devaminda [116]’de sapma acisindaki ’ya gore birinci merte-
beden terimi giines sistemi deneyleriyle karsilastirip parametre iizerinde bir iist limit
belirlemiglerdir. Radyo kaynaklarindan diinyaya dogru gelen sinyalin Giinesin yaki-
nindan gegmesi sonucu olusan biikiilmeyi 6lcen VLBI (Very Long Baseline Interfero-
metry) deneyi [[117]] Genel Goreliligin 6ngordiigii biikiilme sonuglarini test etmektedir.
Bu 06l¢iim sonucundaki farklilik Weyl kuramindan gelen v katkisi olarak degerlen-
dirildiginde, ¢aligmada v < 3.8 x 107'® m™! iist limiti bulunmaktadir. Ote yandan
bagka bir Giines sistemi testi olan Cassini deneyi [[118]] kulanildiginda ise bu limit
v < 2.7 x 107 m~! olmaktadir. Buna kargilik 15181n giines sisteminden daha biiyiik
Olceklerde merceklenmesi sonucu ¢oklu goriintii olusumu meydana geldiginde, biikiil-
meye yol acan biiyiik 6lcekli kiitle dagiliminin kizila kaymasinin bir fonksiyonu olarak
bulunan ~ parametresi negatif olmakta ve ~ 1073'm~! mertebesinde bulunmaktadir.
Bu sonuglar, ikinci boliimde detayli anlattigimiz donme egrileri gézlemlerinden gelen
fit degeri 75 ~ 10726 m~! ile karsilastirildiginda, Giines sistemi deneylerinden iire-
tilen sinirlandirmalar Weyl kuraminin etkilerini gosterdigi mesafe i¢in daha zayif bir
kisit ortaya ¢cikmaktadir. Buna kargilik kozmik 6lcekteki merceklenme dikkate alindi-
ginda vy negatif olmakta ve mertebesi 7y, dan daha kiiciik olmaktadir.

Weyl kuraminin yercekim mercek etkisine uygulamasi konusunda ilk ¢aligmalar-
dan birinde [119], M. Walker yukarida bahsettigimiz hesaplamaya benzer sekilde stan-
dart bir yolla 15181n biikiilmesini hesapladiginda, yalnizca ~ etkisini dikkate alarak,
sapma agisinin Aa(rg) = —vry oldugunu bulmustur. Sonrasinda y parametresine
bir deger bulabilmek amaciyla, bu sekilde 1raksak bir mercek gibi davranan yaklasik
N ~ 10" tane kaynaktan meydana gelen sapma sonucu olugan goriintiideki kiigiilmeyi
hesaplamistir (Lens formiilii ve goriintii deformasyonu hesap detaylari icin [96]] kayna-
gina bakabilirsiniz). Evrendeki rastgele herhangi bir uzak kaynagin goriintiisiinde bir

degisimin olmamasi kosulunu kullanarak v < 10737 m~! olmasi gerektigi sonucuna
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varmistir. Mannheim ve Kazanas’in elde etti8i 5,5 sonucuna gore oldukga giiclii bir
kisit elde etmistir.

Bu calismanin ardindan A. Edery ve M.B. Paranjape yaptiklar1 [[120] calismala-
rinda, 15181n merceklenme ve iki nokta arasindaki gecikme siiresi (time delay) deney-
lerinin sonuglarini kullanarak Weyl yercekimi kuraminin  parametresine bir iist limit
belirlemiglerdir. Is1gin sapmasini, Mannheim-Kazanas ¢6ziimiinii f(r) = 1 — 23/r +
~yr — kr? seklinde alip ve formullerini kullanarak hesaplamiglardir. MK
¢coziimii » — oo limitinde minkowski uzay-zamanina doniismediginden, asimptotik
diiz bir uzayda gecerli olan bu formiillerin kullanilabilmesi i¢in gerekg¢e olarak, uzay-
zamanin sonsuzda, yani kozmolojik Olceklerde gdzlemlerle uyumlu olan Robertson-
Walker metrigi ile ifade edilmesi ve bu metrigin konformal diiz olmasini 6ne siir-
miiglerdir. Isigin jeodezikleri ek{B[de gosterdigimiz gibi konformal déniisiimlerden
etkilenmezler. Boylece 151k sonsuzda sanki diiz dogrular boyunca hareket ediyormus
gibi davranacagindan otiirli 15181n sapmasini hesaplamak icin bu formiillerin gecerli
olacagim savunmuslardir. Ote yandan MK uzay-zamaninda formiil, v = 7o/,
Bo = B/ro ve y9 = 7ro, boyutsuz parametre ve degiskenler cinsinden

1 dv
Ao =2 — T, 4.5
“ /0 V1—=02+2Bp(v® — 1) + (1 — v) : *3)

haline gelir. Goriildiigii gibi integral icerisinde &£ kozmolojik sabit yer almaz. Bura-

dan hareketle yazarlar 15181n sapmasinin kozmolojik dlceklerde var olan Hubble aki-
sindan etkilenmeyecegini iddia ederler. Fakat MK uzay zamaninin k£ kozmolojik sa-
bitten kaynaklanan bir kozmik ufku vardir. Ufkun 6tesi 151g¢1n hareketi i¢in fiziksel
acidan anlamli degildir. Bu ¢alismada yazarlar tarafindan bu durum dikkate alinma-
dan inceleme yapilmistir. Yukaridaki sapma ifadesi 5 ve v parametrelerine gore bi-
rinci mertebe seriye agilirsa Ao = 43/rg — ~ro bulunur. Giines civarindan gecen
sinyallerin sapma agis1 radyo interferometrik yontemlerle ol¢iildiigiinde [[121] Genel
Gorelilik’in 6ngoriisiinden % 1’lik bir farkla 1.76 4+ 0.016 arc sn olarak Ol¢iilmiigtiir.
Bu 6l¢iim sonuglarint Weyl kuraminda  kaynakli ortaya ¢ikan bu katkiya uyguladik-
larinda parametre icin 3.45 x 107" m~! < v < —1.87 x 107 %m~! deger araligim
bulmuglardir. Giines sistemi yerine Weyl yercekiminin baskin olacag1 daha biiyiik ga-
laksi veya galaksi kiimeleri 6l¢eginde, kiiresel simetrik bir lens modeli dikkate alip
lens hesab1 yaptiklarinda parametrenin Ly, = ¢/ H, Hubble mesafesinin tersiyle oran-

til ve negatif oldugu —vy ~ Hy/100 x 10726 m~! sonucuna varmislardir. Ilging bir
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Sekil 4.1: (r,¢) koordinat diizleminde (4.6 denkleminin iki pertiirbatif ¢oziimiiniin gos-
terimi. Detayl aciklama metin icerisinde yapilmistir. Temsili figiir [123]] kaynagindan
alinmisgtir.

sekilde bu sonu¢ Mannheim ve Kazanas’in galaksi donme egrileri gézleminden bul-
mus olduklari ;5 ~ 10726 m~! degeriyle ayn1 mertebede fakat isareti farklidir. Ote
yandan 1979°da yapilmis olan Viking deneyi [122] giines sistemi 6l¢eginde 15181n za-
man gecikmesi etkisinde Genel Gorelilik sonuglarint % 0.1°lik hatayla dogrulamistir.
Deney verilerini kullanip hata payin1 parametreye kisit koymak icin kullandiklarinda
|v] < 1.02 x 1072 m~* iist limitini bulmuglardir. Bu sonug giines civarinda 1g1g1n sap-
masindan bulunan degerden kiiciik olmakla beraber galaksi kiimeleri 6l¢eginden elde
edilen sonuglara gore biiyiik bir sonu¢ olmaktadir.

Son zamanlarda yapilan bir ¢calismada [124]] J. Sultana MK ¢6ziimiinde 15181n sapma
acisini Rindler-Ishak a¢1 tanimini kullanarak ikinci mertebeye kadar hesaplamistir. Ca-
lismada Weyl kuraminin MK ¢oziim metrigi f(r) = 1 — M (2 — 3M~)/r — 3M~ +
vr — kr? seklinde alinmustir. Bu metrik igin 15181n jeodezik denklemi, M~y << 1 alin-
diginda,

;%f fu=3Mu? - % (4.6)
olmaktadir. Denklemden de goriildiigii gibi £ kozmolojik sabitinin jeodezik denkle-

mine herhangi bir etkisi yoktur. Denklemin ikinci mertebe pertiirbatif ¢oziimii

1 1 . M 3M?>
o= Esmgb—l—Q—RQ(?)—l—congb) + 65

(107 cos ¢ — 20¢ cos ¢ — sin 3¢) — /2
4.7)

u =

seklinde bulunmustur. Burada R, (¢ = 0) noktasinda jeodezigin koordinat merkezine
en yakin oldugu yaricap degeridir ve etki parametresi olarak adlandirilir. Sekil @.1fde

alttaki diiz ¢izgi radyal koordinat eksenine ve iist taraftaki diiz dogru ise (4.6)) denkle-
R

minin > = sin ¢ ile verilen sifirinc1 mertebe ¢oziimiine kargilik gelir. Sekilde gosteri-

len ¢, radyal koordinat vektorii e, = (0, 0) ile jeodezigin teget vektorii t = (dr, do)
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arasindaki ag1 olarak tanimlanir ve (2.42) MK metriginde

|dr/do)|
V(drjde)? +r2f(r)

ile verilir. Isi§in sapma acisin1 Rindler ve Ishak Ao« = 2(¢) — ¢) ifadesiyle tanimlamig-

cos 1 = 4.8)

lardir [[123]. J. Sultana, bu sapma acis1 tanimini kullanarak, » — oo sonsuza giderken
¢ = 0 olusunu da kullanarak 15181n sapma acist i¢in

AM  157M?  3TMP  6M2%y  kR?
No =~ — 4.9
Nt iR Yum TR o 4.9)

seklinde kiitle parametresi M ’ye gore iiclincii mertebe, v ve k’ya gore de birinci mer-
tebe bir ac¢ilim bulmustur. Bundan 6nceki ¢alismasinda [[125] J.Sultana, D. Kazanas ile
birlikte, M~y << 1 yaklasimin1 yapmadiklarinda ortaya ¢ikan

d*u 3 s
dT&+u-3M7u+§(2—3M7)Mu — 5 (4.10)

jedoezik denklemini kullanarak, yukarida gosterilen Rindler-Ishak yontemiyle
_AM SM?® 2kR® 24M*y 2M3%y

N ~ _ 411
R R R VN ¥ R @11

sonucunu bulmuglardir.

Yukarida anlattigimiz bazi calismalarda ortaya ¢ikan sonuglara gore v parametresi
15181 sapmasini azaltici sekilde bir katki yapmaktadir. Galaksi donme egrilerinden
gelen pozitif deger dikkate alindiginda bu durum karanlik madde problemini, en azin-
dan galaksi Olceginde aciklama iddiasinda olan Weyl kurami i¢in istenmeyen bir so-
nu¢ olmaktadir. Bu sonucun kullanilan yonteme bagli oldugunu ve eger Rindler-Ishak
formiiliinii kullanirsak +’nin 151810 sapmasim arttirici bir katki yaptigini ortaya atan
bir ¢aligma Cattani ve arkadaslar tarafindan yapilmistir [126]]. Caligmada MK metrigi
f(r) = T=06My — 2% + yr — kr? halinde alinmustir. Bu metrik formuna kargilik
gelen 15181n jeodezik denklemi

d*u

.
e

1 —6M~yu =3Mu? — 2 4.12)

olur. Denklem M kiitle parametresine gore pertiirbatif olarak c¢oziiliip, Rindler-Ishak

acist v i¢in verilen
ry/ f(r)
t = 4.13
ifadesi ve Aa = 2(¢) — ¢) formuliiyle beraber, ¢ = 0 durumunda

AM  2MbA  15M?
na 20 2AOR | IOMT (4.1
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sonucuna ulagilmistir. Varilan asil sonug pozitif katki yapan bir v terimidir. Rindler-
Ishak yaklasimini segmek pozitif v terimi ortaya cikariyor goziikse de yukarida bah-
settigimiz bir dnceki ¢alismada yapilan bir kabiil seri a¢iliminin sonucunu belirgin bir
sekilde degistirip negatif katki ortaya ¢ikardigi goriilmiistiir.

Bhattacharya ve arkadaslar1 yaptiklar1 ¢calismada [[127] MK uzay-zamaninda Rindler-
Ishak yaklagimini kullanarak, 1s18in sapmasi olayina k& kozmolojik sabitin ve 7 pa-
rametresinin etkisini gosteren bir sonug elde etmiglerdir. MK metrigini f(r) = 1 —

2M /1 + yr — kr? seklinde almis ve 151310

d*u 2 _
jeodezik denklemini M ’ye gore ikinci mertebeye kadar pertiirbatif olarak ¢ozmiisler-

dir. Bu ¢6ziimii, ¢ = 0, M # 0 ve k # 0 durumunda kullanip seri agilim1 yaptiklarinda

4M 157M  kR* R 3nM  455M?  4M?
Aa =~ ™ 4 }—27[—+ . + , (4.16)

b 16R 8M? 2 4 32R kR3

sonucuna ulagsmiglardir. Bu sonucun yaninda agagidaki ¢esitli durumlar i¢in de

. #0,M =0ve k #0 Aa ~ —vR,

2. 6=7/4 M#Ovek#0 Ao 22M_ S0 PR PR pp2

3. o=m/4, M=0vek#0 Aa~—LE _ME_pp2

sonuglarini elde etmiglerdir. Sonuglarimi aktardigimiz bu ¢aligmalardan sonra, 15181n
merceklenmesi problemine tamamen farkl: bir yaklasim sergileyen [128,/129] calisma-

larin1 kisaca 6zetleyip sonrasinda kendi hesaplarimizi ve sonuclarimizi verecegiz.

4.1 Gauss-Bonnet Teoremi ve Mercek Etkisi

Weyl kurami kapsaminda yukarida sonuglarimi aktardigimiz belli bagli ¢alismalarin
ulastiklart sonuglar birbirleriyle uyusmamaktadir. Bu sonuglarda dikkati ¢ceken nokta
MK parametresi v ve A kozmolojik sabitin katkilarinin farkli farkli bulunmug olma-
sidir. Onceki kisimda sonuglar aktarirken de kisaca bahsetti§imiz gibi kozmolojik

sabitin jeodezik denklemine herhangi bir katkist ortaya ¢cikmamasindan oOtiirii 15181n
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sapmas! olayina da herhangi bir katki yapmayacag1 iddia edilmistir [130]. Kozmo-
lojik sabitin katkisi iizerine yapilan tartigmalar icin [[131-139] calismalarina bakila-
bilir. Bu baglamda sonuglarin uyusmazlig1 meselesine yeni bir bakis acis1 kazandir-
mak ve hesaplama yontemini gelistirmek amaciyla diferansiyel geometride yiizeyler
izerinde tanimli olan Gauss-Bonnet teoremini Gibbons ve Werner bu probleme uy-
gulamistir [[128|129]. Bu teorem yiizeylerin global 6zellikleri ile yerel 6zelliklerini
iligkilendirdiginden otiirii, 151¢1n merceklenmesi probleminin de 15181n takip ettigi je-
odezigin iizerinde bulundugu yiizeyin topolojik 6zelligiyle baglantili oldugunu aciga
cikarmigtir. Simdi bu kisimda bu teoremin uygulamasini ana hatlartyla kisaca aktara-
cak ve ardindan sonuclari tartisacagiz. Gauss-Bonnet teoremi ve iligkili temel kavram-
larin detaylar igin ek{A]ya bakilabilir. Teoremin Weyl kuramina uygulanmasi ile ilgili
daha detayl bilgi i¢in [[139-141] kaynaklarina bakilmalidir. Teoremi uygulayacagimiz

yiizeyin metriginden kisaca bahsedelim.

4.1.1 Optik Metrik

Dikkate aldigimiz kiiresel simetrik ve statik MK uzay-zamanin
1
f(r)

metrigi, inceleyecegimiz problem baglaminda § = 7/2 diizleminde, 1s1g1n null jeode-

05 = — () + —r? 4 (06 + s 006" @1)

zikleri i¢in
L
f(r) f(r)

seklinde yazilir. Bu sekilde noktalarinin koordinatlarini (r, ¢) ile gosterdigimiz iki

dt? = dr® + r2d¢?)] = yrsda’ dz’ (4.18)

boyutlu bir Riemann uzayinin metrigini elde etmis oluruz. Bu metrik 15181n uzay-
zamanda takip ettigi null jeodezigin, § = m/2 ekvator diizleminde, iizerinde bulun-
dugu yiizeyin geometrisini tanimlar ve optik metrik olarak adlandirilir [142]. Ek{B[de
detayl1 bir sekilde gosterdigimiz gibi, uzay-zamanda bir null jeodezik, metrigi yukarida
verilen iki boyutlu bir Riemannsal yiizey iizerinde yine bir jeodezige karsilik gelmekte
ve bu jeodezigin gectigi yol iizerindeki herhangi iki nokta arasindaki 6¢ zaman farki
minimum olmaktadir. Bu Fermat ilkesinin egri uzaylardaki karsiligidir. Simdi de ile-
ride sapma acisin1 tanimlarken kullanacagimiz teget vektorleri tanimlayalim. Bu iki
boyutlu yiizey iizerindeki jeodezigin teget vektorii K = da! /dt ifadesiyle tanimlanr.
Teget vektor Riemannsal bir yiizey iizerinde yasadigi i¢in normu pozitif olan uzay-

sal bir vektordiir ve boyu v;; metrigi ile belirlenir. Ayrica ylizeyin radyal ve azimutal
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Sekil 4.2: Optik yiizey tizerinde S kaynak noktasi, gézlemcinin R noktasi ve merkez-
deki L Lens noktalarinin olusturdugu iicgensel bolge ve sonsuzdan gecen C). cemeber
jeodezigin olusturdugu (oo, S, R, 0o) dortgen bolgesi. [141] kaynagindan alinmigtir.

koordinat birim teget vektorlerini tanimlayalim:

er = (1/v/Fm0), €= (0,1//739)- (4.19)
4.1.2 Isigin Biikiilme Acisi

Bu kisimda 15181n sapma acisinin Gauss-Bonnet teoreminin uygulanmasiyla nasil he-
saplanacagini 6zet olarak aktarip [139,/140] kaynaklarinda elde edilen sonuglari, son-
raki boliimde tezin asil sonucu olan sapma acisi ifadeleriyle karsilagtirma yapabilmek
icin ayr1 ayri tartisacagiz.

Once Ishiara ve arkadaslar tarafindan yapilan [[140] ¢calismasini inceleyecegiz. Op-
tik metrikle tanimlanan yiizey iizerinde, 15181n kaynagi olan S noktasi, biikiilmeye yol
acan lens L ve 15181n ulastig1 gdzlemcinin R noktasi bir iicgensel bolge olusturacak-
tr. Sekil 4.2/de gosterilen (0o, S, R, 00) bolgesi S — R arasindaki null jeodezik, her
iki taraftaki radyal jeodezikler ve sonsuzdaki C, ¢cember jeodezigi ile ¢evrelenmis-
tir. Cember jeodezik i¢in ek{Alda anlattigimiz jeodezik egrilik formiilii optik metrikte
kullanildiginda, » — oo sonsuza giderken x, — 1/r. ve dl — r.d¢ olur. Bu ikisi
birlikte kullanildiginda jeodezik egriligin jeodezik boyunca integrali alindiginda son-
suzda f c, Kgdl — ¢rs bulunur. ¢rg, R ve S noktalarinin koordinat agilari farkidir. Bu
durumda Gauss-Bonnet teoremi bu dortgen bolgeye uygulandiginda

vn = s+ ons =~ [ Kas (4.20)
RO
sonucunun ¢iktig1 kolaylikla goriiliir. Calismada 151g1n sapma agis1 bu ifade iizerin-

den Aa = Y — s + ¢rs olarak tanimlanir. Bu ag¢1 taniminin Schwarzschild metri-
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ginde beklenen sapma agisini verdigi makalede gosterilmistir. Sekilde gosterildigi gibi

1 agis1 cos Y = yryel K7 ile tanimlanir. Isigin teget vektorii

o= ey LR ()

r2 \do’
bilesenlerine sahiptir. Burada b etki parametresidir. Isigin
N
<%) =T f(r), (4.21)

jeodezik denklemini kullanarak 1) agisim1 metrik fonksiyonlari cinsinden hesaplamak
miimkiindiir. Yine jeodezik denklem kullanilarak koordinat a¢1 farki ¢ zg hesaplanir.
Boylece 15181n sapma acisi, biikiilmeye yol acan lense sonlu uzaklikta olan kaynak
ve gozlemci noktalari i¢in bu formiil yoluyla hesaplanir. Gauss-Bonnet teoremi ile
elde edilmis (4.20) esitliginde sag taraftaki yiizey integrali ek{Alda anlattigimiz gauss
egriligi formiilii kullanilarak hesaplanabilir ve sol tarafta agilar tizerinden hesaplanan
sonucla ayni ¢iktig1 gosterilebilir [128]. Burada dikkate alinan Weyl yercekimi ¢oziimii
f(r) = /T=06my— 22 +~r — 2 i¢in sonlu uzakliklarda bulunan gozlemci ve kaynak

durumunda sapma agisi, biitiin parametrelere gore birinci mertebe seriye agilirsa,

2
A« :Tm (\/l—b%ﬁ%—i- \/1—b2u%)
_M< Lt \/1—b2u§>
us

6 UR

4.22
n mAb 1 N 1 ( )
6 \/1—b2u%2 \/1—bzu§

—m buR i bus
i V1=0b2uh /1= bl

olarak bulunmusgtur. Burada v = 1/r. Bu uzay-zaman asimptotik diiz olmadig1 gibi

ayn1 zamanda karadelik ufkuna ilave olarak bir de kozmolojik ufuk i¢cermektedir. Do-
layisiyla yapilan bu hesabin fiziksel olarak anlamli olmasi i¢in ufkun dikkate alinmasi
gerekir. Referans aldigimiz [140]] ¢calismasinda bulunmus olan bu sonucu bir sonraki
boliimde kendi buldugumuz sonuclarla kargilastirmak istiyoruz. Bu amacla gozlemci
ve kaynag1 kozmik ufkun iistiinde alacagiz. Sonraki boliimde gosterdigimiz gibi bu

metrikte kozmolojik ufkun yaricapi

|E T—0 7y
re =2 XCOS 5 +K (4.23)
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Sekil 4.3: Optik yiizeyde biikiilme ag¢isinin tanimlandig: > dortgeni. Arakida’nin [[139]
makalesinden alinmistir.

2 3 /1—
olarak bulunur. Burada cos?6 = 9m*AL; , F =1 — 25 — ﬁ# ve £ =

V1—6my+ l/f Gozlemci ve kaynagin ri ve rg konumlarini kozmolojik ufkun ko-
numu olarak alip yukarida bulunan sapma acis1 ifadesine yerlestirirsek ve ardindan

seriye acarsak

dm /A B 5 . 11 \/X252

sonucunu buluruz.

Simdi de Gauss-Bonnet teoreminin uygulamasiyla ilgili olarak anlatacagimiz ikinci
calisma olan H. Arakida tarafindan yakin zamanda yapilmistir [[139]. Biz de bu ca-
lismada elde edilmis sonucu ayni yontemi takip ederek Mannheim-Kazanas uzay-
zamanma genislettik. Sekil [4.3[te optik yiizey iizerinde 15181n biikiilmesine yol acan
lens, koordinat merkezi O noktasinda bulunur. Isigin kaynak noktast S’den ¢ikan je-
odezik R noktasindaki gézlemciye ulagir. Ishiara ve arkadaglarinin ¢alismalarinda ol-
dugu gibi Gauss-Bonnet teoremi sekilde gosterilen > dortgenine uygulanacaktir. Bu
bolge v null jeodezigi, radyal koordinat jeodezikleri ve kiitlenin yoklugunda uzay-
zamanin null jeodezigi olan Cr tarafindan ¢evrelenmistir. v jeodezigi kiitlenin yoklu-
gunda Cr egrisine doniisiir. Fakat kiitle varken artik kiitleli uzayda bir jeodezik olma-

yacaktir. Bu durumda Gauss-Bonnet teoremini > bolgesine uygulandiginda

| (ER - ER) - (ES - ES) |:| // Kdo + Kgdt | (425)
% Cr

elde edilir. Arakida 15181n sapma acgis1 olarak sekilde gosterilen acilarin farklarini al-
maktadir: Aa =| (eg — Er) — (s — Es) |. Burada K optik yiizeyin Gauss egriligi,
kg jeodezik egrilik, o, (4.18)) optik metrigi ile verilen yiizeyin alani ve ¢ , Cr egrisinin
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parametresidir. Radyal koordinat teget vektorlerinin 1s1k egrilerinin teget vektorleriyle
kesisimi olan € ve E agilan (4.18) optik metrigi kullanilarak cose = v;e/ K ve

cos B = el K ér seklinde tanimlanir. Bu tanimlar kullanilarak asagidaki esitlikler

yazilabilir:
tane = \/f(r)r/;l—; , (4.26)
gl
tan F = \/f(r)r/g—; : (4.27)
Cr

Ishiara ve arkadaglarinin ¢alismasinda da ortaya c¢iktig1 gibi Gauss-Bonnet teoremi
sayesinde A« sapma agis1 bir taraftan sadece teget vektorlerin kesisimiyle olusmusg
acilar cinsinden yazilirken diger yandan yiizey iizerinde alinacak integrallerle iligkili
olmaktadir. Dikkat edilirse bu integraller 1s1g1n biikiilmesine yol acan lens etrafindaki
bolgede alinmak yerine lensi icermeyen bir dig bolge {izerinde alinmaktadir. Eger + je-
odezik egrisinin ve Cr egrisinin analitik ifadesine sahipsek € ve £ acilarini yukaridaki
ifadelerden koordinat a¢ilari cinsinden hesaplamak miimkiin olacaktir. Bu amagla

d*u 2 _ 7

yre + ur/1 — 6my = 3mu® — > (4.28)
jeodezik denklemi pertiirbatif olarak ¢oziiliir. Baglangig sartlarini u(5) = Land v/(§) =
0 olarak aldigimizda

sin m . 1
u(qﬁ) = T(b -+ @(3 -+ COS2§Z§) +’Y(Sln§b — 5)
2
B
+ %sinqb—ir %(3+0052¢+sinq§)
2,2

+ f”;;B (384 + 654(T — 26) cos ¢ + 128 cos 2¢ + 2053 sin ¢ — 51 sin 3¢
+ 1722;2 [48 4+ 90(m — 2¢) cos ¢ + 16 cos 2¢ + 151 sin ¢ — 9 sin 3¢

m2
+ 1633 [30(7‘- - 2¢) COS (b — 37 Sil’l¢ — 3sin 3(b] ,

(4.29)

~ egrisini bulmus oluruz. Burada B efektif etki parametresidir ve % = biz +A /3 olarak
tanimlanir. Cr egrisini bulmak icin kiitlesiz limite gitmemiz yeterli olur (m — 0 ):
2

u(p) = —% + <% +v+ %) sin ¢. (4.30)

Bu egri denklemlerini (4.26]) ve esitlikleri kullanilarak sapma agis1 igerisine yer-

lestirip v ve A parametrelerine gore birinci mertebe ve m kiitle parametresine gore de
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ikinci mertebede seriye acarsak, biikiilme agisini, gbzlemci ve 151k kaynaginin koordi-

nat agilari cinsinden
o = mlcos ¢r(2 + sin® ¢r) — cos gg5(2 + sin’ ¢g)
+ k (cos pr(1 + csc® pp — %cos 20r) — cos ps(1 + csc? pg — %cos 205))
+ 7 (cos pr(3sec? pr + cos 20 sec’ pp + sec pp tan gp

1 3
+ étan2 Or + 5 cos 20 tan® ¢r)

— cos dg(3sec? gg + cos 2p5 sec? gg + sec g tan dg (4.31)

1 3
+ 5 tan® g5 + o cos 205 tan” ps))]

m2

+ ?[(30(% — Or)) = sin2¢p +sin 205

+ 8(sin® ¢ cos pr — sin® gg cos Pg)

— 4 (cos2¢r sin® ¢r cos dr — cos2¢g sin® gg cos gg)],
olarak elde ederiz. Simdi de (4.23)) esitligini gauss ve jeodezik egrilik tanimlarini kulla-
narak gosterelim. Ek [Afda detayli tanimlarini verdigimiz Gauss ve jeodezik egriliginin

optik metrik cinsinden ifadeleri asagidaki gibidir:

1 0 1 a\/’}/qﬁ ) ( 1 a\/ ’Yrr)}
K=-— _— 4.32
v Vrr Voo |: ( \ Vrr or T a¢ v Voo a¢ ’ ( )

L Dwedd Oy dr,  d¥

Y e or At 06 ) T dt
burada W = 7 — F dir. Optik metrigi dikkate alarak bu ifadeleri integrallere yerlesti-

(4.33)

rirsek :
OR [Tec 1 0
/ Kdo = / K\ /rasdrde = — / / di ( Vaw’ )drdgb
¢s Jro A AV O (4.34)
- [T g [T LT
o5 I Or ° 65 I Or 7
ve
1 v
kgdt = / .. dé + Es — Eg. (4.35)
/ ! s V' d

sonuglarini elde ederiz. Radyal Jeodezﬂ( 7“7 icin

PR 1
/ bogllt = / V 8, o = en— en, (4.36)
¢s

yazilir. Buldugumuz bu sonuclari kullanlrsak ac1 formiiliindeki esitligi elde ederiz:

|/Kd0+//€gdt|: |(er — ER) — (es — Eg)|. (4.37)

Boylece ac1 hesabi icin sadece agisal kismin hesaplanmasinin yeterli oldugu goriiliir.

65



5 KARANLIK MADDE COZUMUNDE MERCEK ET-
KiSI

Uciincii boliimde detaylariyla aktardigimiz onceki calismamizda, galaksinin dis bol-
gelerinde bulunan yildizlarin galaksi merkezine olan mesafelerinden bagimsiz olarak
ayni donme hizina sahip olmalarina imkan verecek olan geometriyi Weyl yercekimi
kuraminin ¢éziimleri olarak ortaya koyduk [37]]. Calismamiza temel olan motivasyon,
donme egrilerindeki sabitlesmenin kaynaginin 6lgek simetrisi olabilecegiydi. Calig-
mada, galaksilerin dig bolgeleri i¢in bulunmus ¢oziimlerin ayn1 zamanda galaksi kii-
meleri Olcegine kadar olan diisiik yogunluk bolgelerinde de gecerli olmasi gerektigini
iddia etmistik. Bu diistinceyi kontrol etmek amaciyla Weyl yercekiminde yercekim
mercek etkisini, uzak bir kaynaktan gelen 15181n bir galaksi kiimesinden kaynaklanan
sapma agisini hesaplayarak inceledik.

Onceki boliimde, Weyl yergekimi kuraminin Mannheim-Kazanas (MK) ¢oziimiinii
kullanarak, giiclii yercekim mercek etkisini inceleyen ¢alismalarin bir derlemesini sun-
mustuk. Bu literatiirde belirginlesen, A kozmolojik sabitinin ve ¥ MK parametresinin
mercekleme olayina katkisi iizerine olan tartismalara, burada detaylarini aktaracagimiz
calismamizla katkida bulunmus olacagiz [39].

Bulmus oldugumuz Weyl yercekimi ¢oziimleri Mannheim-Kazanas ¢oziimiinden
tamamen farklidir. Fakat Weyl kuraminin ¢oziimlerini anlattigimiz kisminda gos-
terdigimiz gibi buldugumuz ¢oziimler bir konformal doniisiimle, diger tiim kiiresel si-
metrik ve statik metrikler i¢in oldugu gibi, MK ¢oziimiine denk olurlar. Iki ¢6ziim ara-
sindaki farklilik, kiitleli parcaciklarin davraniglari incelenirken agiga ¢ikmasina karsi-
lik, ek{Bfde de gosterdigimiz gibi 15181n uzay-zaman icerisindeki hareketini etkilemez.
Dolayisiyla buldugumuz sonuglar, yukarida bahsetmis oldugumuz v ve A parametre-
leri iizerindeki tartismalar acisindan gecerli bir katki olusturacaklardir. Kottler uzay-
zamaninda hesapladigimiz sapma agist sonuglari A kozmolojik sabitinden gelen katki-

lar1 icermektedir. Fakat bu katkilar 6nceki boliimde bahsettigimiz calismalardan farkli-
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dir. Hem MK uzay-zamaninda hem de donme egrileri i¢in buldugumuz uzay-zamanda
yaptigimiz benzer sapma acis1 hesaplariyla v parametresinin katkisini da gosterdik.

Bu parametrelerin sapma acisina olan katkis1 pertiirbatif acilimin hangi noktada ve
hangi parametre sirasiyla yapildigina baghdir. Bu parametreler m yercekimsel mer-
cek’in kiitlesi, A kozmolojik sabiti ve ¥ MK parametresi’dir. Elde ettigimiz sapma
acis1 iizerinde bu parametrelere gore yapilan pertiirbatif a¢ilimin siras1t onemlidir. A¢i-
limin, 6nce m sonra y ardindan da A sirasiyla yapilmasi gerektigi sonucuna vartyoruz;
ciinkii kiitle parametresinden sonraki siralama degistiginde yiiksek mertebeli terimle-
rin degerleri diisiik mertebeli olanlardan daha biiyiik olmakta ve fiziksel a¢idan yanlig
bir sonu¢ ortaya ¢ikmaktadir. Kottler uzay-zamaninda, MK parametresi yokken, elde
ettifimiz sapma agisi [143]] calismasinda ulasilan sonucla uyusmaktadir. Buna kar-
sin [129,|132-134,/137,|144-146] calismalarinin sonuclarindan fakli olmaktadir. MK
parametresi varken elde ettigimiz sonuglar kismen [[147] ile uyussa da literatiirdeki
diger sonuglardan farklidir.

Bundan sonraki kistmda oncelikle, birbirleriyle konformal olarak iligkili olan iki
koordinat sisteminde kullandigimiz genel formalizmi anlatacagiz. Ardindan bu for-
malizmi 6nce Schwarzschild—de Sitter (Kottler) uzay-zamanina daha sonra da Weyl
yercekiminin ¢oziimii olarak buldugumuz uzay-zamana uygulayip yercekim mercek

etkisine ait buldugumuz sonuglar1 aktaracagiz.

5.1 Genel Formalizm

Bu kisimda, dnce kiiresel simetrik ve statik bir uzay-zamanda Schwarzschild tipi kii-
resel koordinatlarda [148] genel formalizmi tanimlayacagiz ve daha sonra da bolim
boyunca "Weyl yercekimi bosluk koordinatlar1" olarak adlandiracagimiz konformal
denk koordinatlarda bu tanimlamay1 yineleyecegiz. Konformal doniistimler altinda null
jeodeziklerin degismeden kalacagini ek{B[de gostermistik. Bunun sonucu olarak da
sapma acist degismeden kalir. Belirli bir koordinat sistemi secerek yapilan bu tarz he-
saplamalarin koordinat etkisinden bagimsiz olmasi gerekmektedir. Bu amacla buldu-
gumuz sonuclarin giivenilirligini, birbirleriyle konformal olarak iligkili olan koordinat

sistemlerinde sapma agisin1 hesaplayarak kontrol ettik [[149].
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5.1.1 Kiiresel Koordinatlar

Genel bir Schwarzschild tipi kiiresel simetrik metrik kiiresel koordinatlarda
1
f(r)

ile verilir. Burada f(r), r radyal koordinatina bagh genel bir fonksiyondur. Kiiresel

ds® = —f(r)dt* + ——dr® + r*d6? + r* sin 0d¢?, (5.1

simetrik ve statik bir arkaplanda bir null parcacik i¢in jeodezik denklemi, Killing si-
metrileri kullanilarak bulunabilir. Metrik fonksiyonlar1 yalnizca r ve 6 koordinatlarina
bagl oldugu i¢in sectifimiz koordinatlarda bu metrigin, K = 0, ve L = 0, ile
verilen Killing vektorleri vardir. Bu vektorler izerinden tanimli, sirasiyla enerji ve aci-
sal momentum ile iligkili iki tane hareket sabiti £ = f(r)f ve L = r2¢ yazilir. Bu

tanimlardan hareketle kolayca

2d9 _L
r E = f(?“)b, ve b= E. (5-2)

yazabiliriz. Simdi (5.1) metrigi iizerinde ds* = 0 null jeodezik sartim kulamrsak bir
null jeodezik i¢in (6 = 7/2) ekvator diizleminde

Z—Z: b%—zﬂf(u), (5.3)
denklemini elde ederiz. Burada yeni degisken u = 1/r olarak tanimlanmir. Bu denklem
null jeodeziklerin yalnmizca, diiz uzay-zamanlar icin etki parametresi olarak adlandirilan
b’ye bagh oldugunu gosteriyor. Bu, ekvator diizleminde tanimli ve u(¢) fonksiyonu-
nun birinci mertebe tiirevini iceren bir null jeodezik denklemidir. E§er bu denklem
belirli sinir sartlarinda verilmis f(r) fonksiyonu i¢in ¢6ziiliip u(¢) belirlenirse fonksi-
yonun tersini alarak sapma agis1 bulunabilir. Null jeodezik, 15181n biikiilmesine yol acan
lense en fazla yaklasti1 uy noktasina gore simetriktir. Eger uzay-zamanin bir kozmo-
lojik ufku varsa o zaman 15181n ufka temas ettigi nokta uy ile lense en yakin oldugu
up arasinda kalan bolgede, yukaridaki jeodezik denklem dikkate alinarak koordinat
a¢1 farki A¢ bulunur. Herhangi bir kozmolojik ufuk noktasinin olmadigi Schwarzsc-
hild tipi koordinatlarda 1s1k, biikiilmeye yol acan biiyiik bir kiitlenin (lens) etrafindan
dolanip sonsuza gider. Fakat ufkun varlig1 uzay-zamani geometrik olarak birbirinden
farkli olan iki bolgeye ayirir. Ufkun 6tesindeki olaylarla ufkun ic¢indeki olaylarin ne-
densel bir iligkisi yoktur. Dolayistyla kozmolojik ufuk fiziksel bir sinir olusturur. Null

jeodezigin ufkun 6tesine gectigi durumlarin boylece fiziksel bir anlami olmayacaktir.
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Bundan 6tiirii 15181n sagilmasindan sonra kozmik ufka dokundugu noktay1 uzak goz-
lemcinin oldugu nokta olarak alacagiz. Sapma agis1 hesabini bu noktay1 dikkate alarak

yapacagiz.

Isigin lense en yakin oldugu doniim noktasini 2%

dep u=ug

tanimlama, ¢ember jeodeziklerin kararliligimi belirlerken ortaya koydugumuz efektif

= 0 ile tanimliyoruz. Bu

potansiyelin sifir olusu sartina karsilik gelir:
E? L?
Vet = f(r) (m—r—z)zo- (5.4)

Bu sarta ilave olarak bu noktanin bir ¢ember iizerinde olmasini istersek o zaman
Vee =0, (5.5)

sart1 15181n izleyecegi cember yoriingeleri verir. Bu yoriingelerin olusturdugu geomet-
rik yere Foton Kiiresi ad1 verilir. Verdigimiz bu son sart kiirenin yarigapin belirlemek
icin yeterlidir. Kozmolojik ufuk ise f(1/u.) = 0 esitliginin en biiyiik radyal kokii
olarak tanimlanir. Bunlarin sonucu olarak koordinat a¢1 farki, yukaridaki diferansiyel

denklemin yardimiyla yazilarak

Dg = ¢(r. (5.6)

o du
R R
ue /g — wf(u)
integrali ile veririlir. Kaynaktan ¢ikip gozlemciye gelen 15181n, kaynak ve gozlemci

arasindaki lensin ortaya ¢ikardigi sapma acist
Na=2N¢—m, (5.7)

formiiliiyle verilir. Null jeodezik u, noktasina gore simetrik oldugundan kaynak ve
gozlemci arasindaki koordinat ac1 farki, merkezi kiitleye en yakin 1 noktasindan koz-
molojik ufka kadar alinmig integralin iki kati olur. Dikkate aldigimiz durumda hem
151k kaynagi hem de gozlemci kozmik ufuk noktasinda bulunmaktadir.

Schwarzschild uzay-zamani i¢in f(u) = 1 — 2mu ve sapma agist

Ao =2

— T, (5.8)

/ o du
0 \/ & — u® + 2mu?
olur. Integralin alinmis tam ifadesi birinci cins eliptik integraller cinsinden ilk kez [[151]

tarafindan verilmistir. Gozlemcinin kaynaga yakin (gii¢lii) ve uzak (zayif) oldugu limit

durumlar dikkate alinip eliptik integralin seriye acilmasiyla bir takim yaklagik ifadeler
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Sekil 5.1: Kaynaktan gelen 1s1g1n lens tarafindan biikiilmesi sonucu olusan sapma acist,
figiir [150] kaynagindan alinmugtir.

elde edilmistir. Zayif ve giiclii limitte [[143[]’de bulunan ifadeler eliptik integrallerin
uygun sekilde seriye acilmasiyla bulunmustur. Bu sonuglar son zamanlarda yapilan

[151-155]] calismalarinda bulunan ifadelerle uyumludur.

5.1.2 Weyl Yercekimi Bosluk Koordinatlar:

Simdi de ayn1 sapma agisi i¢in, kiiresel koordinatlara konformal olarak denk olan ko-
ordinatlarda bir ifade bulalim. Bir radyal koordinat doniisiimii ve bir konformal carpan

yardimiyla

’ w 2
p:m(ﬁ) , 92:% (5.9)
(5.1) metriginden ds3, = Q? ds* konformal doniisiimiiyle yeni bir koordinat sistemi
elde ederiz:
1
f(r)

Boylece weyl yergekimi bosluk koordinatlarinda

2
ds%/v = £—2 (—f(r)dt2 + dr® 4+ r2d6? + r’sin 0d¢2) ) (5.10)

2w
1
ds?, = — (ﬂ) dt* + ——dp* + p*do* + p? sin 0dp? (5.11)
v pe B(p)
metrigini yazariz. Bu iki koordinat sistemindeki f(r) ve B(p) fonksiyonlar1 arasinda
dp? dr?
F__ (5.12)

p*B(p) 2 f(r)
diferansiyel iligkisinin var oldugu kolayca gosterilebilir. Bu metrik Mannheim-Kazanas
uzay-zamani olursa, iiclincii boliimde ¢cember jeodezikler i¢in kinematik yolla ve alan
denklemlerinin ¢6ziimii olarak buldufumuz metrikten baskas1 degildir. Tleriki kisim-
larda verilmig bir MK uzay-zaman fonksiyonu f(r) igin, B(p)’yu yukaridaki dife-
ransiyel iliskiden hesaplayacagiz. Burada \/w, galaksi iginde cembersel yoriingelerde
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donen yildizlarin donme hizina karsilik gelir. Yildizlarin tipik donme hizlart dikkate
alindiginda, ¢ = 1 dogal birimlerde w, 10~% mertebesinde bir biiyiikliige karsilik gelir.
Bu deger, 151k hizinin yaninda son derece kiiciik oldugundan yercekim mercek etkisi
durumunda bu hiz parametresini ihmal ediyoruz: w ~ 0. Boylece bundan sonraki he-
saplamalarimizda bu parametreyi sifir alacagiz. Bu durumda yeni metrik

1
B(p)

haline gelir. Metrigin izometrilerini kullanarak, 6nceki kisimda yaptigimiz analize ben-

ds* = —dt* + dp® + p*dh* + p? sin 0d¢?, (5.13)

zer sekilde
do L
2 _
T _p p= =
dt E’

etki parametresi yazilir. Metrik iizerine null jeodezik sartin1 uygularsak, 6 = 7 /2 diiz-

(5.14)

leminde, v = b/p olmak iizere, birinci mertebe null jeodezik denklemi elde ederiz:

dv _
dop

V)

ordinatlardaki biitiin tekil nokta olan ufuklar bu koordinatlarda sonsuza giderler. Kii-

(1 —0v2)B(v). (5.15)

Koordinatlar arasindaki p =

doniistimiinden hemen goriilecegi gibi, kiiresel ko-

resel koordinatlarda 151k, merkezi kiitlenin foton kiiresi r ile kozmik ufuk arasindaki
bolgede fiziksel hareketini yaparken, bosluk koordinatlarinda (7, /+/ f(r,), 00) radyal
mesafe aralifinda hareket edecektir. py = r¢/+/ f(ro) noktast bu koordinatlarda 1s1g1n

donme noktas1 olur. Bdylece 15181n sapma agisi, bosluk koordinatlarinda

T, (5.16)

1
d
Aa =2 / Y —
o V(1 =v?)B(v)
ile verilir. Burada integralin iist sinir1 olan 1 15181n bosluk koordinatlarinda merkezi

kiitleye en fazla yaklastig1 po = b noktasina karsilik gelir ve O noktas1 da 15181 p — o0

sonsuza gidisine karsilik gelir.

5.2 Schwarzschild-de Sitter (Kottler) Uzay-Zamam
5.2.1 Kiiresel Koordinatlar

Kozmolojik sabitin varliginda bir kiitlenin etrafindaki uzay-zamanin (5.1I)) metrigi

fry=1—- — — —r*, (5.17)
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ile verilir. Bu durumda null jeodezik, birinci mertebe differansiyel denklem olarak
du\> 1 A, 3
(d—¢> :b—2—|—§—u + 2mu®, (5.18)
seklinde yazilir. Burada u = %’dir. Denklemi kullanmaya baglamadan hemen once
1s18a ait donme noktalarini, olay ufkunu ve kozmolojik ufku analiz edelim [[150].
Is1Zin merkezi kiitleye en fazla yaklagtig1 yerin, yani donme noktasinin Z—Z =0
ifadesi ile tanimlandigini ifade etmistik. Bu noktalarin kiitleye en yakin olabildigi ko-
numdaki ¢embersel yoriingeler foton kiiresi olarak adlandirilir. Cembersel yoriingele-
rin kararliligini anlattigimiz [3.3] kisminda yapilana benzer sekilde bir analizle bu nok-
talarin 151k i¢in kararsiz oldugu ve kii¢iik bir sapmayla 15181n ya merkeze diisme ya da

merkezi kiitleden tamamen uzaklagsma davranigi sergileyecegi gosterilebilir [52,|150].

Donme noktasi tanimindan hareketle hemen
az® —z24+1=0, (5.19)

yazilir. Burada z = r/2m ve a = 4m? (1/b* + A/3) olarak tammlanirlar. Cebirsel
denklemin dikkate alinacak miimkiin ii¢ durumu vardir. Asagida sadece doniim nok-
talarin1 belirtecegiz. Denklemin fiziksel olarak anlamli olmayan negatif ve kompleks

koklerini dikkate almayacagiz.

1. 0 < a < 4/27: Asagidaki gibi verilen sadece iki doniim noktasi vardir.

2 -
Zo = cos (7T 3 ) , (5.20)

V3a
2 T+ W

ve z. = ———COS , 5.21
v 3a ( 3 ) ( )

burada cos? ¥ = 27a/4 ve 0 < z_ < z.

2. a = 4/27: Sadece bir doniim noktas1 vardir:
3
20 =2 =2y = 3 (5.22)

Bu 6zel degerde onceki durumda var olan iki doniim noktas1 birbirlerine yakla-

sirlar ve z., foton kiiresi lizerinde birlesirler.

3. a > 4/27: Hig bir déniim noktas1 yoktur.
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Metrigin koordinat tekillikleri f(r) = 0 denkleminin koklerine kargilik gelir. Pozi-
tif koklerine uzay-zamanin ufuk noktalar1 denir. Kozmolojik sabitin varliginda iki tane

ufuk noktasi olusur. Ufuk noktalart mevcut durumda
yz3 —z4+1=0, (5.23)

denklemiyle belirlenir. Burada y = 4m?A /3 olur. Etki parametresi b’nin varligi, (5.19)
ve (5.23) denklemlerindeki a ve y parametreleri arasinda @ > y iliskisine yol agar.
Denklemlerin diger katsayilari ayni oldugundan dolay1 parametrelerin alacaklari deger

araliklar1 ayni olur. Fiziksel olarak anlamli durumlari siralayalim :

1. 0 < y < 4/27: Iki tane ufuk noktas: ortaya cikar. z. kozmolojik ufuktur. z,

cismin etrafindaki olay ufkuna karsilik gelir ve

o= \/ig_ycos (#) (5.24)
2
ve o= —mcos (#) (5.25)

ile verilirler. Burada cos? 3 = 27y /4 ve z. > z;, olur.

2. y = 4/27: Parametrenin fiziksel acidan anlamli en u¢ degeri. y parametresi bu
degere yaklastikca iki ufuk noktasi birbirine yaklagir ve foton kiiresi iizerinde
birlesirler. Bu iki ufuk noktasina karsilik gelen kiire kabuklar1 arasindaki bolge
fiziksel olarak anlamli olan bolgedir. Boylece fiziksel bolge bu limit durumda

stfirlanir ve yapilan fiziksel hesaplar anlamini kaybeder.

Etki parametresinin varlifindan dolayi, yukarida ¢oziimlerini verdigimiz cebirsel
denklemlerin katsayilari i¢cin @ > y yazilir. Bu iligki dolayisiyla ufuk noktalar1 ve

doniim noktalar biiyiikliiklerine gore
0<zo <z < 29 < 2

seklinde siralanirlar. IsiZin kaynaktan ¢ikmasi, merkezi kiitleden sacilmasi ve gozlem-
ciye ulagsmasi [zg, z.] radyal mesafesi aralifinda gerceklesmektedir. Isigin etki para-
metresi,

b BV, (5.26)

V1—9m2A —

kritik b, degerinden daha biiyiik oldugu siirece 151k 29, z.] araliginda hareket edecek-

tir. b = b, oldugunda 1s1k foton kiiresi iizerinde olacak ve kararsiz bir sekilde ya olay
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ufkuna dogru merkeze diisecek ya da disartya dogru sagilacaktir. Etki parametresi bii-
yliylip b — oo sonsuza gittiginde ¢ — y olur ve 15181n doniim noktast merkezindeki
kiitleden uzaklasir ve 2y — z. kozmolojik ufka dogru yaklasir. Boylelikle yercekim
mercek etkisinin meydana gelebilmesi i¢in, 15181n hareketini belirleyen tek parametre

olan b etki parametresinin deger aralig1
b <b<

olmak zorundadir. Jeodezik denklemdeki tiim parametreleri ve degiskenleri 7o doniim
noktasina gore boyutsuzlagtirarak v = ro/r, Ag = Ar% ve my = m/rg, seklinde

kullancagiz. O zaman 15181n sapma agist, boyutsuz nicelikler cinsinden

1
d
Aa =2 Y _ (5.27)
ve /1 — 02+ 2mg(v3 — 1)
integral ifadeyle verilir. Burada kozmik ufuk noktas1 v, = @ / cos (%) integralin

alt sinir1 olur. Goriildiigu gibi integralde mg ve Ay parametreleri vardir. Formalizmi
aktarirken de bahsettigimiz gibi bu integral birinci cins eliptik integrale karsilik gelir.
Eliptik fonksiyonlarla mercek etkisini analiz etmek cok pratik olmadigindan otiirii ¢co-
gunlukla bu tarz integral ifadeler icerdigi parametreler lizerinden seriye agilarak ince-
lenir. Biz de benzer sekilde 6nce m parametresine gore ikinci mertebeye kadar seriye
acip daha sonra Ay parametresine gore de birinci mertebeye kadar seriye acarsak, elde

edilen serinin her bir terimini integre ettikten sonra

IA [A A 15
[A A
2 0 0
_ _ 2 —
m0<3 3+ 3>—|—

ifadesini buluruz. Bu sonug¢ 6nceden [ 143]] calismasinda farkl bir sekilde bulunmustur.

(5.28)

5.3 Mannheim-Kazanas Uzay-Zamam
5.3.1 Kiiresel Koordinatlar

Weyl yercekiminde Mannheim-Kazanas ¢6ziimiiniin kiiresel koordinatlarda

1

ds® = —f(r)dt +f(7“)

dr® 4+ r*(d6” + sin® 0d¢?), (5.29)
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ile verildigini detayh bir sekilde2.2kisminda gostermistik. Burada f(r) = /T — 6my—
277” +~r — kr? alacagiz. Inceledigimiz yercekim mercek etkisi sonuclarii, Schwarzsc-
hild uzay-zamaninda bulunan sonucla kiyaslamanin kolay olmasi i¢in, newton potan-
siyel terimindeki katsayiy1 m kiitle parametresi gibi yazdik. MK ¢oziimiindeki [ pa-
rametresini m’ye donistiirdiigiimiizde, ¢oziimdeki sabit terim karekoklii hale gelmek-
tedir. Diger iki parametre v ve k, MK ¢oziimiindeki gibi sirasiyla dogrusal potansiyel
katsayist ve kozmik katkiy1 ifade eden kuadratik terim katsayisidir. Bundan sonra A
kozmolojik sabitini, & ile iligkilendirip k£ = % alacagiz.
Bu uzay-zamanda, dogrudan metrik iizerinden yazilan null jeodezik denklemi
(3—2)2:704&—12 %_—”;fm+i_?_% , (5.30)
olacaktir. Denklem goriildiigii gibi, arkaplan geometrisini belirleyen m, v, A paramet-
releri ve 1s18a ait b etki parametresini igerir. Sapma hesabina gegmeden once, Kottler
uzay-zamaninda yaptigimiz gibi, doniim noktalar1 ve ufuk yaricaplarini ortaya ¢ikara-

Iim. DOoniim noktalar1 tanimdan elde edilen

A1
(§+b—2> 3 —r? — /1 —6myr +2m =0, (5.31)

cebirsel denkleminin pozitif reel koklerine karsilik gelirler. Yalmzca fiziksel olarak

anlamli olan durumlar1 aktaracagiz:

1. 0 <m? (A + b%) ;—i < 1/9: 1ki dénme noktasi ve bir de negatif kok vardir.

=2 /L n—¥ ol 32
7o A+b%(:os 3 +A+b%, (5.32)
_ v ol
r, =2 1 cos TEY 4+ 5.33
+ A+b% 3 A+b% ) ( )
_ N4 Y
ve r_ = —2 1 cos % + L+ .34
2 3 VI=6m
burada parametreler cos? W = 9m2 (A + 2) S, e =1— ul - ol
P H )i e =1y pigy mwd

ven =+/1—6my+ % seklinde tanimlanir.

2. U =0,yanim? (A + 32) ;—25 = 1/9 oldugunda dénme noktalari, ., yarigapindaki
foton kiiresi lizerinde birlesirler. Donme noktalarim1 degistiren serbest parametre
b etki parametresidir. Bu 6zel sart tizerinden, 15181n foton kiiresi iizerine carpma-

sina karsilik gelen b, kritik degeri diger parametreler cinsinden ¢oziiliirse

b2 = 54m” (5.35)
© (14 3my)y/1—6my+1—18m2A
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bulunur. Foton kiiresi yaricapi, (5.5)) sartindan
1

ro=ry =1y=—(1—1/1—06my), (5.36)

v

olarak bulunur.

MK uzay-zamanina 6zgii v parametresi, v — 0 limitine giderken foton kiiresi ya-
rigap1, Schwarzschild uzay-zamanindaki r, — 3m degerine yakinsar. Dikkat edilirse
foton kiiresi yaricap1 yalnizca kiitle ve v parametresi tarafindan belirlenir. Kottler uzay-
zamanindaki gibi burada da A kozmolojik sabit katkist géziikmez. Bu da foton kiiresi
kavraminin tamamen sonlu bir yerel kiitle dagilimi tarafindan belirlenecegini gosterir.
Kiitle, icinde oldugu uzay-zamandan etkilenmiyor gibi goriiniir. Bu sonuclar cembersel
null jeodezik sartlarini kullanarak kolaylikla bulunabilir [107]].

Simdi de kozmik ve olay ufkunu bulmak i¢in f(r) = 0 denklemini ¢ozelim:

A
51”3 —yr? — /1 — 6myr +2m = 0. (5.37)

Fiziksel olarak anlamli ¢oziimler 0 < mQAg—z < 1/9 sart1 gecerliyken bulunabilir. Bu

durumda iki tane doniim noktas: vardir:
)
7“0:2\/%COS7T3 +%, (5.38)
X
A

/ 0
ve 71, =2 %COSW;_ +

€2 _1_ 1 v J/I-bmy
&3 e =1 3mAZ2 4m A ve

& =+1—-6my+ % seklindedir. Simdi de sapma agis1 hesabini, ddnme noktalarini

) (5.39)

burada parametrelerin tanimlari cos®>d = 9m2A

kullanarak ifade edelim.

Jeodezik denklem donme noktalari cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

2
(Z—;) = /T —=6mp7 (1 —v?) +7 (1 —v) +2mg (v* — 1) (5.40)
=2my(l —v)(vy —v)(v —v_), (5.41)

burada v = 7"70 ve

1
vy = 4_modl — 6moy — 2mo + \/1 + 2moo + 4mo/1 — 6mgyo — 12md.

Jeodezik denklem iizerinden sapma acisi

! dv
Aa = 2 — 542
“ /vc V2mo(1 — v) (v — v)(v —v_) " 6:42)
4

2mo(vy —v_)
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seklinde verilir. Burada v, = :—(c) ve F(p, q) birinci cins eliptik integraldir. Eliptik in-

tegralin parametreleri sinp = , /Gt yo o — /ﬁ seklinde tanimlanir. ¢

(=) (o1 —ve)

parametresinin, y/m tizerinden olan agilimi

3 (V2 2) m3/?
g~ /27 + 4y/m — (f7+7_£)m I (5.44)

ve F'(p, q)’nin ¢ cinsinden olan asimptotik acilimi da

1 . 3 ) )
F(p,q) ~ p—{—q2 (g ~3 sm(2p)> + ﬁq4(12p—8sm(2p) +sin(4p))+---, (5.45)

ile verilir [156]. Bu acilimlar1 yerlerine yazarsak bunlarin sonucunda sapma acisini

Ao =mo (4-2\/4 =28 ) =2/ 8 4 gy /A
oo (2+4) +md (12 - 4-3,/% —2%)

o (52 —4— 8, /80 4. (5.46)

seri acilimi seklinde buluruz. Acilimi, 6nce my kiitle parametresine gore ikinci mer-
tebeye kadar daha sonra da v, ve ardindan Ay parametresine gore birinci mertebeye

kadar yapiyoruz.

5.3.2 Weyl Yercekimi Koordinatlari

Kisim de radyal koordinat doniigiimii ve Q* = p?/r? konformal ¢arpan yardi-

miyla, MK uzay-zaman metrigini Weyl yercekimi koordinatlarinda

ds* = — <£> " dt* + Ld;ﬂ + p*(df* + sin® 0dp?), (5.47)
Pe B(p)
metrigine doniistiirebilecegimizi belirtmistik. Doniisiimden elde etti§imiz
P P\
= (r) = (E) , (5.48)
21 [dr\® 1
7o ()~ 50 549
fonksiyonel ve diferansiyel iligkileri kullanarak, B(p) i¢in
2w—4 1
B(p) = ppgw /) (5.50)
ve radyal koordinat doniisiimlerini verecek olan
A 2w—2
2mu3—mu2—w+§+ppgw —0, (5.51)
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esitliklerini yazmak miimkiindiir. Bu kiibik cebirsel denklemin kokleri radyal koor-
dinat doniigiimlerinin terslerini bulmamiz1 saglayacaktir. Bu kokler sayesinde B(p)

metrik fonksiyonu hesaplanabilecektir. (5.51)) Kiibik denklemin ¢oziimleri

1
u, = —(h+ht+/1—6my), (5.52)

6m
1 . .
Uy = 6—(el‘“f/?’h + e BR~l 4 /1 —6my), (5.53)
m
1 . )
U3 = 6—(6’2”/3h + B 4 1T — 6my), (5.54)
m
ile verilir. Burada
5 1/3 Ay
Mo =@+ V@17 Q) =l v A 559)
tanimlamalar1 yapilmistir. Koklerin i¢indeki parametreler ise
54m? A
A = ;Z ve Ay = (1+43my)y/1—6my— 54m2§ , (5.56)

c

seklinde tanimlanir. Simdi (5.50) denklemini kullanarak B(p) metrik fonksiyonunu

bulabiliriz. Biraz cebirsel hesaptan sonra

3p2—w) 2 —2\2
3p2—w) 2 /372 | idm/37—2\2
3p2—w) dn/312 | i2n/37—2\2

cOziimlerini buluruz. Bunlari, ticiincii boliimde kiiresel simetrik ve statik uzay-zamanda
sabit hizla cembersel jeodezik iizerinde hareket eden yildizlar icin Weyl alan denklem-
lerinin ¢oziimleri olarak bulmustuk (denklem (3.33)). Boylece bu ¢oziimlere alternatif
bir yoldan ulagmis olduk. Yukaridaki metrik fonksiyonunda mevcut olan A, , para-
metrelerinin, Weyl alan denklemlerinin ¢oziimleri olarak ortaya cikardigimiz kiiresel
geometriye (k = 1) karsilik gelen (3.33)) metrigi icerisindeki (' 5 integrasyon sabitle-
rine sirasiyla karsilik geldigi hemen goriiliir. Bundan sonraki hesaplamalarda w para-

metresini, (5.1.2) kismindaki gibi sifirliyoruz. Bu durumda dikkate alacagimiz metrik

1

ds® = —di* +
B(p)

dp® + p*(do* + sin” Od¢?), (5.60)
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olacaktir. Bundan sonraki analizlerde ifadeleri daha kolay irdeleyebilmek i¢in, cos ( =
Q) (v) seklinde yeni bir tanimlama yapip, biraz cebirsel hesaptan sonra, B(v) fonksiyo-

nunu trigonometrik bir formda yazacagiz:

1+ 2cos(% + (n — 1)2—”)]2 : (5.61)

Ba(v) = ————
(V) = T 3 3

Fonksiyonun n etiketi, (1,2, 3) degerlerine karsilik gelmektedir ve my = pﬂo boyut-
suz kiitle parametresidir. Sapma agisin1 hesaplarken icerisinde, Schwarzschild
limitinde dogru sonuca gétiirdiigii i¢in B(v) = By (v) fonksiyonunu kullanacagiz. On-
ceden de bahsettifimiz gibi w = 0 durumunu dikkate aliyoruz, o zaman doniisiim

ifadeleri

(5.62)

Blp) = (% 2 (5.63)

olur. (5.60) metrigi ile verilen bir uzay-zamanda 15181n null jeodezik denklemi igin,

0 = /2 diizleminde, hareket sabitleri enerji ve agisal momentum cinsinden,

L2

p* = B(p)(E’ el (5.64)
. L
0= (5.65)

denklemleri yazilir. Efektif potansiyeli Vs = B(p)(E? — L?/p?) olarak tammlarsak
o zaman donme noktalar1 Vs = 0 ve foton kiiresinin yeri de donme noktasi sartiyla

birlikte V; = 0 sartiyla belirlenir. Donme noktalart :
1. P1 = b,
2. B(p2) = 0, radyal koordinatlarina kargilik gelir.

Metrik fonksiyonu

2
p 2¢  2m
R — )| LA I
144mgb2[ + 2 cos(= +

3 T3 )7, (5.66)

Bs(p)

oldugundan ikinci sartin (;, = (0, 7) degerlerine karsilik geldigi hemen goriilebilir.

Yaptigimiz cos ¢ trigonometrik tanimlamasini parametreler cinsinden yeniden yazalim:

cos ¢ = (14 3mgyo)y/1 — 6moye — 54mi(Ag/3 + v?),
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burada kiitlenin digindaki diger boyutsuz parametreler Ag = ApZ, 7o = vpo seklinde

tanimlanir. Boylece (, = 7 degeri icin ikinci sarta karsilik gelen

) 54m?
2= — (5.67)
(14+3my)y/1—6my+1—18m?2A

doniim noktas1 belirlenir. (; = 0 degeri negatif oldugundan fiziksel olarak anlaml

p

degildir. Doniim noktalarini veren sartla beraber V., = 0 tiirev sart1 p, degerini foton
kiiresinin radyal koordinati olarak verir. Ozel olarak p, = b olmas1 miimkiindiir. (5.64)
denkleminden de goriildiigii gibi her zaman p > b olmak zorundadir. Null jeodezik
izerinde p’nun alabilecegi en kiiciik deger p = b dir. Etki parametresi bu kritik degeri
aldiginda 151k foton kiiresi iizerine ¢arpar ve kararsiz bir sekilde cember yoriingede

doner. Bu durumda kritik deger

b2 = P : (5.68)
© (14 3my)y/1—6my+1—18m2A

olur. Diger durumlarda b > b. degerine sahip 151k p; = b doniim noktasinda merkeze

r

VI

ile p koordinat deger araliklarini belirleyelim. En kii¢iik degeri p/ = 0 ve p” > 0 ile

en yakin noktaya gelir ve ardindan uzaklasir. Simdi de p =

koordinat doniistimii

belirleyebiliriz. Bu sartlar1 hesaplarsak

F=0 — 2f(r)=rf'(r), (5.69)

" 1 dm  2A
= —— (4f+ — + — 0 5.70
P 2 f3/2 U r * 3" ~ (5.70)

buluruz. {1k denklem MK koordinatlarinda foton kiiresinin radyal koordinatin1 verir:
r, = (1 — /T=6m7y)/y. f(r,) pozitif oldugundan &tiirii bu p, = r,/+/f(r,) nok-
tas1 p koordinatinin en kiiciik degeridir. Ustelik esitliginden otiirii p’ = 0 —
B(p) = 0 oldugundan dolay1 bu nokta weyl koordinatlarinda da foton kiiresinin radyal
koordinatina karsilik gelir. Ote yandan f(r) = 0 olan ufuk noktalar1 bu koordinatlarda

p — oo sonsuza gider. Sonug olarak radyal koordinat deger araliklari

pelp, 00)

olur. B(p) her zaman pozitif oldugundan ve o noktada koordinat teget vektorleri ka-
rakter degistirmediginden otiirii B(p) = 0 noktas1 sadece foton kiiresine kargilik gelir.

Simdi de sapma agisin1 verecek olan

(5.71)

! dv
S v
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integralini ele alalim. Integralin degiskeni olan v = %0 = %, esitlikten de goriildiigi
gibi, merkezi kiitleye en yakin olan p, noktasina gére boyutsuzlastirilmistir. Onceki
kistmda sapma acisini irdelerken yaptigimiz gibi Once integrali alip sonucu analitik
bir fonksiyon ile ifade ettikten sonra parametrelere gore seriye agmak yerine, bu sefer
once integral i¢indeki ifadeyi parametrelere gore seriye acip daha sonra da integrali
alacagiz.

O zaman Bs(v) metrik fonksiyonunu integral igerisindeki haliyle 6nce mq’a gore

ikinci mertebeye kadar, diger parametreleri sabit tutarak seriye acalim:

1 B 12 mg v
B(v) 1+2cos(20/3 + 27/3)

1 mo < ve/8 )
=12v +— (1~
e heai 6\ @ k37

omy 5 3%
T k 2/4
+ 3 (\/v + ko +v5/4 + 16(v2 + ko + ~2/4)3/2

(5.72)

8 \90(v2 + ko +13/4)>/? '

Bu agilimi icerisine yerlestirip integrali alirsak, sapma agisi icin

3 45 2.4
Ao = —7 + 4mg + 15mg Iy + 2I; — (mWO _ mo’Yo) Iy

2 16 (5.73)

3mi

+16

Is+--- ,
elde ederiz. Burada [,, = fol M%, 02 = No/3 + 12/4, integrali tanimlanir.
Gerekli integrallerin acik ifadeleri asagida verilmistir:

1 " o 7 . 1 1
—_— 4 -, =sin" T —,
Vitor 207 VIto?

1 1 (14 30%)
Ii=———— [ =777 —.
(1+0%)0 3(14+02)%203
Bu ifadelerin hepsi (5.73) sapma agis1 agilimina yerlestirilirse

1 45m2ya _ moye mayg 1+ 302

(14 0?)o 16 2 16 o3(1+ 0?)?
1 1 2 1
+ 2sin™! ———= + 15m; (z + o sin~* )

It 22 Vito?

sonucu elde edilir. Bu acilimin sadece my kiitle parametresine gore yapildigim dikkate

1
I,= 5(1 + 0?)sin~?

Ao =4mg — 7 +

(5.74)

T

alarak, diger parametreler tizerindeki incelemeye gegmeden dnce Ay — 0 ve 79 — 0

limitlerini kontrol edelim. Bu limitte

(5.75)



beklendigi gibi Schwarzschild metriginden bulunan fiziksel (koordinattan bagimsiz)
acilimin ¢iktig1 goriiliir. Etki parametresi b’ye gore boyutsuzlastirilmis my kiitle para-
metresine baglidir.

Buldugumuz sapma acis1, Weyl koordinatlarinda p, = b oldugundan, dogru-
dan fiziksel dl¢iilebilir  mo = m/b, Ay = Ab?, 7y = v b parametrelerine bagl olur.
Simdi diger parametrelere gore bu ac1y1 seriye acalim. Once ~y, daha sonra Ay’a gore

birinci mertebeye kadar acilimi yaparsak

15 Ao 157 ,A
Aa:4mo+Tﬂmg—2\/?o+Tﬂm§?0—l—--- (5.76)

buluruz. Bulmus oldugumuz bu fiziksel sapma acis1 ifadelerini, karsilastirma yapabil-

mek amaciyla

) (5.77)

koordinat doniisiimiinii kullanarak MK kiiresel koordinatlarina ¢evirelim. Koordinat
doniisiimiinii merkezi kiitleye en yakin olan nokta iizerinde yapiyoruz. Bu nokta MK
koordinatlarinda ry ve weyl koordinatlarinda p, ile gosterilir. Boylece MK uzay-zamaninda

sapma agisini

A A A A
A‘“:”’LO(”“?\/?O—Q?O)—?\/?O”O\/?O
Ao\, (157 Ao Ao
157 3 /A
2 N )
+m0’)/0< 4 9 3>+ )

olarak buluruz. Bu sonug dnceki kisimda buldugumuz (5.46) ana sonugla birebir ayni-
dir. Simdi bundan sonraki kisimda iki 6zel alt durumu inceleyecegiz: 1) Kottler uzay-
zamaninda bulunmus olan [[143]] kaynagindaki sonucla kargilastiracagimiz v = 0 du-
rumuna ve 2) Weyl yercekiminin Schwarzschild geometrisine olan etkisini incelemek

icin A = 0 durumuna bakacagiz.
v = 0 durumu

Weyl yercekiminde Kottler uzay-zaman metrigini bulabilmek icin v = 0 almamiz ye-
terlidir. O zaman metrik fonksiyonu

1 20 2r
B(’U) = W[l + 2COS(— + —

5 3 (5.79)
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ve bu durumda cos ¢ = 1 —54m2(Ay/3 + v?) olur. Bagh oldugu parametreler yalnizca
mo = m/po ve Ng = p2A dir. Incelemeyi Weyl koordinatlarinda yaptigimiz igin,
po = b oldugundan, sonuglar koordinat etkilerinden bagimsizdir. Sapma agis1 (5.74)
tizerinde Ay’a gore birinci mertebe bir a¢ilim yaparsak

A 15 157 LA
Ao = —2\/§+4m0+%m8+7ﬂm3?0+--- (5.80)

bulunacaktir. koordinat doniistimiinii kullanarak Kottler uzay-zamaninda cikart-
tigimiz ifadesini buluruz. Bu sonug [[143]’in (55) nolu denklemiyle uyusur. Bul-
dugumuz ifadedeki parametrelerin sifirlanmasi durumunda, zayif alan yaklagimiyla
elde edilen Schwarzschild sonuglarina erigebiliyor olmay1 kontrol etmek, sonuglarin
dogrulugu i¢in 6nemli bir gosterge olur. Kottler uzay-zamaninda kozmolojik sabiti si-
firlamak, yalmzca kozmolojik sabit ile belirlenen kozmik ufkun konumunun sonsuza
gitmesi anlamina gelir. Boylece Schwarzschild metrigi i¢in yapilan hesaplama sart-
larini, yani gozlemcinin sonsuzda olusu gibi sartlar1 elde etmis oluruz. Sonug olarak
benzer sapma agisin1 bulmak 6nemli bir kriter olur. Weyl koordinatlarinda elde edilmisg

olan (5.79) limiti ile MK kiiresel koordinatlarindaki (5.78)’den bulunacak olan

1
Aa:4m0+mg<%—4)+...7 (5.81)

limitin farkl olugunun sebebi, MK koordinatlarinda boyutsuzlastirma i¢in (mg = m/rg)
merkezi kiitleye en yakin ry noktasinin kullanilmig olmasidir. Oysa Weyl koordinatla-
rinda bu nokta py = b, yani etki parametresine esit oldugundan (my = m/b) iki limit
ifadesi goriiniirde farklh ¢ikar. Eger MK koordinatlarinda en yakin doniim noktasini
veren denkleminden (A — 0 durumunda ) etki parametresi r cinsinden ¢oziiliir
ve limitine yerlestirilirse, /m nin ikinci mertebe ac¢iliminda ayni1 sonug¢ bulunur.
Bu durumu dikkate alarak baktigimizda, [143]] calismas1 Schwarzschild limitini dogru
elde ederken, Ishak ve Rindler’in [134] calismasinda bulunan sonu¢ ne koordinat pa-
rametresi o cinsinden olan yukaridaki sonugla ne de b cinsinden olan ifadesiyle

uyusur. Buna kargin [[152]] ve [[157] calismalar1 uyumlu bir limit sonucu elde eder.
A = 0 durumu

A = 0 durumunda, sapma agis1 i¢in bulmus oldugumuz sonucu

15
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olur. Bu sonug, v MK parametresinin sapma agisina poztif katki yaptigini gosteriyor.
Buldugumuz sonucu literatiirde olan diger sonuclarla karsilastirdigimizda, bu merte-
beye kadar [147] calismasinda elde edilen sonuclarla (makalede denklem (35)) uyumlu
oldugumuzu goriiyoruz.

Sapma acisinda v i¢eren terimlere baktigimizda, birinci mertebe olan 2my~, terimi
etki parametresinden bagimsizdir. Oysa son terim ’:—22(1 + 7 b) ¢arpanindan 6tiirii etki
parametresinin tersiyle iligkilidir. Boylece galaksilerin disg kisimlarina gidildikge ya da

galaksi kiimeleri 6l¢eginde yercekim mercek etkisi bu terim dolayisiyla artacaktir.

Diger Cahsmalarla Karsilastirma

Literatiirde, Genel Gorelilik sonuglarina getirilen ii¢ farkl tipte birinci mertebe v dii-
zeltmesi mevcuttur [[147,[158]].

1) o parametresi [[119,120,|127,/146] kaynaklarinda negatif bir sekilde buna kar-
sin [159] kaynaginda pozitif bir katki olarak ortaya ¢ikmistir. Negatif katki acikca
yanlis bir sonuctur c¢iinkii, [125] kaynaginda da belirtildigi gibi etki parametresi bii-
yiidiikce mercekleme etkisi kaybolur. Bu yanlis sonucu, bu tezde ortaya koydugumuz
yaklagimla elde ettigimiz sapma acisinda yanlig sirada yapilmig bir seri acilimi ola-
rak elde edebiliriz. ifadesini once A daha sonra da ~’ya gore agarsak, koordinat
dontigiimii sonrast MK koordinatlarina gegildiginde ve A = 0 yapildiginda

157 15 11
Aa = 4mg — 5o + Mmoo + mi (T — 4) + Mo (T — 7) , (5.83)

elde ederiz.

Bircok kaynak [124-127,146,|147,/158,/159] Rindler ve Ishak’in [[123] calisma-
sindaki (16) denklemiyle verilen biikiilme formiiliinii 151€1n sapmasin1 belirlemek i¢in
kullanir. Bu formiil, metrik fonksiyonu f(r) iizerinden katki yapan A’y1 igerir. Null
jeodezik denklemi A’dan bagimsizdir ve boylece 151g1n sapmasina standart hesaplama
yoluyla herhangi bir sekilde katki yapmaz. A, Rindler-Ishak biikiilme formiiliinde dog-
rusal olarak ortaya ¢iktigindan, seri agiliminda parametrelerin sirasini se¢mek gibi bir
durum sz konusu degildir. Sapma agisinda parametrelere gore seri aciliminin yanlis
sirada yapilmasi, v, nin yanlis isarette gelmesinin [127,/146] sebebi gibi goriinmekte-
dir. [[119,/120] kaynaklarinda hesaplama icinde A ¢ok 6nceden yok oldugu i¢in, A’ya
gore seriye agmak sz konusu degildir. [[124-126,/158,/159]] kaynaklarinda, [|127,146]
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caligmalarina nazaran 7 katkisini farkli olarak ortaya ¢cikmasinin sebebi, hesaplama
boyunca ~y terimlerini ya tutmalar1 ya da tamamen yok saymalaridir.

2) [124,(126,|158[]’nin m%yo terimleri ifadesinde son terim olarak ortaya cik-
maktadir.

3) [147]’in myyo terimi (5.82)) formiiliinde ikinci terim olarak goruniir. [147]deki
sapma agis1 formiilii, bizim calismada kullandigimiz formiilden farkli olmasina rag-
men benzer terim ortaya ¢cikmasi ilgingtir. Bu bakimdan secilen farkli a¢1 tanimlart
terimlerinde kendini gostermemektedir. [147]’in sonucu, Rindler-Ishak biikiilme agis1
formiiliinii kullanmasina ragmen [116} 124127, 146,158l 159] ’nin sonuclarindan fark-
lidir. Bu sonucun ortaya ¢ikmasinda, kozmolojik ufkun yaricapinin A ile belirleniyor
olmasi etkilidir. Bu faktor, seri agiliminda A ile 4’nin etkilesimi sonucu A’nin ¢ok

karmagik terimlerinin ortaya ¢ikmasina yol agmustir.
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6 SONUC

Bu calismamizda galaksi donme egrilerinde gozlemlenen diizlesme egilimini, karanlik
madde varsayimi yapmaksizin geometrik bir yolla agiklamaya calistik. Galaksilerin
dis bolgelerinde donme hizlarinin mesafe dl¢eginden bagimsiz bir sekilde diizlesme
davranigt gostermesi [31]] ve bunun sonucu olarak boyle bolgelerde yercekiminde bir
yerel Olcek degismezliginin var olabilecegi dikkatimizi ¢ceken bir noktadir. Boylece
eger yercekimi kuramint Genel Gorelilik gibi bir metrik kuram olarak alirsak, bu bol-
gelerde gecerli olmasi1 gereken kuramin da yerel 6l¢ek simetrisine sahip bir metrik
kuram olmasi gerekir. Bu 6zellige sahip bir metrik kuram yalnizca Weyl yercekimidir.
Boylece Weyl yercekimi kurami galaksinin dis bolgelerinde gegerli olan yercekimi
olaylarini aciklayabilmelidir. Bu durumda galaksi merkezinden uzakta olan objelerin
ayn1 donme hizina sahip olabildikleri bir 6zel geometriyi Weyl kuraminin bir ¢éziimii
olarak belirleyebilmemiz gerekir. Weyl alan denklemlerini, galaksilerin dis bolgele-
rinde gecerli olacak bu 6zel geometriyi belirlemek amaciyla ¢ozdiik ve ti¢c farkli kati
ac1 geometrisine sahip ¢oziimleri ortaya koyduk.

Eksponansiyel dagilima sahip disk ve merkezi kiiresel siskinlik bolgesinin birle-
siminden olusan galaksi modellerinin kabulleri altinda, Einstein-Weyl aksiyonundaki
skaler degismezlerini (3.49) formiillerini kullanarak hesapladik. Boylece aksiyondaki
Weyl teriminin galaksinin dis bolgelerinde Einstein-Hilbert terimine baskin oldugunu
gosterdik. Ulastigimiz bu sonug, Weyl yercekiminin galaksinin dig bolgelerinde gecerli
olabilecegi iddiasin1 desteklemektedir. Burada Einstein-Weyl kuraminin alan denk-
lemlerinin tam ¢oziimiiniin yapilmasina gerek olmadiginm belirtelim. Farkli bolgelerde
farkli terimler baskin oldugu icin baskin olan terimin ¢oziimlerini kullanmak uygun
olacaktir. Yogunlugun yiiksek oldugu yerlerde Einstein kurami gegerlidir ve uygulana-
bilirlik sinirlar1 (3.49) esitlikleri tarafindan belirlenir. Yogunlugun diisiik oldugu yer-
lerde ise Weyl kurami baskin hale geger ve pargaciklarin yoriingeleri Weyl kuraminin

cOziimleri tarafindan belirlenir. Bu bakis agis1 [[160] ¢alismasinda takip edilen yakla-
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sima benzerdir.

Einstein-Weyl aksiyonu icerisinde Weyl terimi, galaksinin dig bolgelerine gidil-
dikce baskin olmakla beraber, morotesi (UV) limitte Genel Gorelilik’in renormalize
olabilmesi icin eklenmesi gereken diizeltme terimleri (counterterm) olarak islev go-
riir [[7,/]161,/162]. Bu limitte ¢iftlenim sabiti « ise negatif olan beta fonksiyonuna gore
enerjiye bagh olan bir parametredir [162,163]]. Weyl teriminden gelecek olan muh-
temel mordtesi etkiler galaksinin merkezindeki karadeligin olay ufku igerisinde kala-
cagindan otiirii dis bolgelerdeki dinamige bir etkisi yoktur. Kizilalti (IR) bolgedeyse,
Einstein-Hilbert terimine diizeltme olarak gelen Weyl terimi gibi yiiksek tiirevli terim-
lerin asil kuramin ters propagatoriiniin tiirev acilimindan gelecegi diistiniiliir [[162] .
Boylece ciftlenim sabitleri pertiirbatif a¢ilim sonucu ortaya c¢ikarlar. Kizilaltt bolge-
deki asil kuramin efektif hali olarak goriinen [[114,162,/163]] bu kuramda pertiirbatif
diizeltmeler ciftlenim sabitlerinin enerji 6l¢eginde kosmasina yol acar.

Calismada dikkate aldigimiz olgekler galaksi ve galaksi kiimeleri 6lgekleridir. Bu
olgekler kizilaltn dlgeklere karsilik gelir. Onceki paragrafta ifade etti§imiz gibi kiigiik
mesafe (UV) ol¢eklerinde Einstein-Weyl yer¢ekimi temel bir kuram olarak alindiginda
bulunacak o parametresi ile biiyiik Olcekte bir efektif teori olarak alindiginda buluna-
cak « degerleri farkli olacaktir. Bundan dolay1 o parametresi dikkate alinan sistemin
Olcegine bagl bir degere sahip olacaktir. Giines sisteminde, galaksinin i¢ bolgesi ve dis
bolgelerinde farkli degerler alir. Bu calismadaki amacimiz, o parametresinin degerini
hesaplamaktan daha cok Einstein-Weyl kuramindaki terimlerden dikkate alinan yerce-
kim olaylarinin dl¢eklerine bagli olarak birinin digerine baskin olacagini gostermektir.

Uciincii boliimde detayli bir sekilde ¢ikarimini gosterdigimiz Weyl yercekimi ku-
rami i¢in buldufumuz ¢6ziimii, uzak bir kaynaktan gelen 15181 bir galaksi kiimesi
tarafindan biikiilmesi sonucu olusan sapma acisini hesaplamak i¢in kullandik. Bulmus
oldugumuz metrik ¢éziimii izerine olan ilk gézlemimiz, ¢6ziimiin MK ¢6ziimiine kon-
formal denk oldugudur. Weyl kuraminin kiiresel simetrik ve statik herhangi bir metrik
¢cOziimil i¢in de bu 6zelligin gecerli oldugunu iigiincii boliimde gostermistik. Dolayi-
styla buldugumuz ¢6ziim MK ¢6ztimiine gore farkli bir konformal faktore sahip olmak-
tadir. Bu faktor 151k 1s1nlarini etkilememekle birlikte kiitleli par¢aciklarin hareketlerini
belirleyen jeodezikleri degistirmektedir. Boylece 15181n hareketi farkli fakat konformal

denk olan metrikler icin degismediginden dolay1 v MK parametresinin igareti ve degeri
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acisindan vardigimiz sonuclar gecerli olmaktadir.

Schwarzschild-de Sitter (Kottler) uzay-zamaninda yaptigimiz sapma agis1 hesabi
A katkisini igerir. Bu katki literatiirdeki onceki ¢alismalardan daha farkli bir sekilde
ortaya ¢ikar. Bu farkliligin sebebi, pertiirbatif acilimin hangi parametrelerle nerede ve
nasil gerceklestirildigine ¢ok kuvvetli bir sekilde bagh olmasindan gelir. Bu paramet-
reler yercekim merceklerinin kiitlesi m, kozmolojik sabit A ve v MK parametresidir.
Pertiirbatif acilimin hangi sirayla gerceklestirildigi son derece onemlidir. Pertiirbatif
acilimlarin 6nce m daha sonra  ve sonunda A siralamasiyla yapilmasinin matema-
tiksel olarak dogru oldugunu bulduk, ciinkii diger tiirlii 6nce A sonra ~ olmasi duru-
munda yliksek dereceli terimlerin degeri diisiik dereceli olanlardan daha biiyiik olmak-
tadir. Bu pertiirbatif acilim diisiincesine tamamen terstir. ¥ MK parametresi olmadig1
zaman ortaya ¢ikardigimiz sonug [[143] calismasinda elde edilmis olan sonugla ortii-
siir. MK parametresini igeren sapma agisi ifadesi literatiirdeki bir¢ok sonuctan fark-
Iidir; [[147] referansinda ulagilmis sonugla da kismen Ortiisiir. Bulmus oldugumuz so-
nuglar [[128] referansinda kullanilan yontemle karsilastirmak amaciyla Gauss-Bonnet
teoreminin [139]] kaynagindaki uygulanma seklini takip ederek 1s18in sapma agisin
MK parametresini i¢erecek sekilde hesapladik.

Einstein-Weyl kuraminin, galaksiye ait maddenin varliginda en azindan sayisal ola-
rak yapilacak ¢oziimlerini kullanarak, galaksinin merkezine belirli uzakliktaki kiitleli
parcacik i¢in kinematik yolla ¢cikarilmig olan donme hiz ifadesini konuma bagl olarak

hesaplamak bu tez kapsaminda gelecekte yapmay1 diisiindiigiimiiz bir calismadir.
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A Gauss-Bonnet Teoremi

Yiizeylerin Egrilikleri

Yiizeyleri, geometrik dzellikleri bakimindan incelemenin en basit yolu 3-Boyutlu Oklit
uzay1 R3 icerisine gomiilii olduklarini diisiinmek ve boylece temel geometrik yapilari
yiizeylerin iizerinde tanimlamaktir. Yercekim mercek etkisini Gauss-Bonnet teoremi
ile hesaplayabilmek icin gerekli olan yiizeylerin ve egrilerin egriligi kavramlarindan
kisaca bahsedecegiz. Bu kisim hesap detaylarindan daha ¢ok yontemin kavramsal ola-
rak daha iyi anlagilmasina yonelik olacak. Daha detayli inceleme icin [164-166] kay-
naklarina bakilabilir.

Simdi bir yiizey iizerindeki noktalar1 R? icerisinde, tamamen keyfi bir sekilde, bir
7(ul, u?) yer vektorii ile gosterelim. Burada (u', u?) sirah ikilisi noktanin yiizey iize-
rindeki yerel koordinatlarini ifade eder. Konum vektoriiniin yiizey koordinatlarina olan

fonksiyonel bagliligi C",r > 2 smifindan, yani en az iki kez tiirevlenebilir olsun. Yii-

zey iizerinde belirli bir P noktasindan gegen keyfi bir ¢ egrisi diisiinelim :
ut = u'(s), u® = u?(s) (A.1)

Burada fonksiyonlar C",r > 2 sinifindan olsun ve s egri uzunlugunu ifade etsin. Eg-

rinin birim teget vektoriinii £ = < = 7 ve birim normal vektoriinii de = %/ | & |
ds ds ds

oF

ou™

ile gosterelim. Yiizeyin teget vektorlerini €, = (o = 1,2) ile ve birim normal
vektoriinii de

ﬁEﬁ1X€2/|é‘1Xé}2|,

ile gosterirsek bu durumda yiizeyin iizerinde kurulmus olan {é, €5, 77} bazi 3-boyutlu
R? uzaym gerer.

Boylece hem yiizey iizerindeki hem de R igindeki keyfi bir vektorii bu bazda ifade
edebiliriz. Yiizey lizerindeki c egrisinin birim normal vektorii ile yiizeyin birim normal
vektoril arasindaki a¢1 y olsun:

cosy = p.n

89



Sekil A.1: 3-Boyutlu Oklid Uzayinda bir yiizey ve iizerindeki teget vektorler ve birim
normal vektorii. Yiizey iizerindeki c egrisinin t teget vektorii ve p birim normal vektorii

Egrinin egriligini k =| 7?(3) | gosterirsek
K COS7Y = 7. 1, (A.2)

ifadesini yazabiliriz. Konum vektoriiniin tiirevi yiizey iizerinde egri boyunca alindigin-

dan o6tiirii zincir kuraliyla yiizey koordinatlari cinsinden yeniden yazilabilir:

F = Copti®U® + E,1i%,

burada €,5 = %. Boylece Onceki esitligin sag tarafi

Fit = Ko 0P, (A.3)
burada K,5 = €,5.7 , R® uzayma gomiilii yiizeyin sekli hakkinda bilgi verecek bir

tensordiir ve yiizeyin ikinci temel formu yada dis egrilik olarak adlandirilir. Yiizeyin

teget ve normal vektorii arasindaki €, . 77 = 0 iligkisinden hareketle
Ko = —€, . 1ig,
yazilabilir. Yiizeyin birinci temel formu olan metrigi
I = ds® = gapdu®du’ = dr.dF
seklinde bir skaler ¢carpim olarak yazilabilir. Ikinci temel form ise
11 = Kqpdu®du® = —drF.dii

seklinde yazilir. ifadelerden de goriildiigii gibi bu nicelikler yiizeyin kordinat secimin-
den bagimsizdir. (A.3) ve birinci temel form (A.2)) esitligine yerlestirilirse

K, pdu®du®

A4
Japdu®duP (A.4)

K COS7y =
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seklinde yeniden yazilabilir. Son ifadeyi geometrik olarak yorumlayabiliriz. Yiizeyin
normal vektorii ve P noktasindan gecen c egrisinin tegetinin belirledigi diizlemin (nor-
mal diizlem) yiizey ile olan kesisimini diisiinelim. &, ¢ egrisinin P noktasindaki eg-
riligi oldugundan acik¢a normal diizleminin dogrultusuna baglidir.  agist egrinin p
birim normal vektoriiniin yiizey normaliyle olan a¢is1 oldugundan normal diizleminin
dogrultusuna acgikca baghdir. Boylece esitlii yiizeyin lizerinde P noktasinda

dogrultuya bagl bir egrilik tanimlar:

_ Kogdu®du®

= A.5
Gapdu®duP’ (A-5)

Kn

bu normal egrilik olarak adlandirilir. (A.4)’iin sag tarafindan agikca goriilecegi gibi

bir maksimum ve bir de mininmum degere sahiptir —+x < k,, < k. Bu son esitlikten
(Kop — Fngap) 1°1° =0, (A.6)

burada [* = du® normal diizlemin yiizeyle kesistigi dogrultuyu gosteren vektordiir. Bu
ifadeyi kullanarak normal egriligin ekstremum oldugu dogrultuyu ve degerini bulabi-
liriz. Normal egriligin ekstremum olma sarti dk,,/ds = 0 dir. Bu sart1 dikkate alarak

(A.6)’nin dogrultu vectoriine gore tiirevini alirsak

0

% [(Kﬂéﬂ - "ingaﬂ) lalﬂ] =2 (Kaﬁ - /{ngaﬂ) lﬂ’ (A7)

ve buradan

(Kupg — Kngas) 1 =0 (A.8)

seklinde bir genellestirilmis 6zdeger problemine ulagiriz. Boylece 6zdegerler ~,, nor-
mal egriliklerinin ekstremum degerlerini ve 6zvektorler de aradigimiz [* dogrultularini

verir. Ozdeger problemine karsilik gelen karakteristik denklem
K2 — K ki + det(Kop)/det(gag) =0 (A9)

olur. Denklemin koklerine 1, ko dersek buradan yiizeyin Gauss egriligini ve Orta-

lama egriligini sirasiyla
K = K1ka H = (k1 + K2)/2 (A.10)

olarak tanimlariz. Denklemin kokleri asal egrilik ve bu koklere karsilik gelen dogrul-
tular ise asal dogrultular olarak adlandirilirlar. Normal egriligin tantmindan da goriile-

cegi iizere bu egrilikler yiizeyin koordinat doniisiimleri altinda degismez kalirlar. Bu
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asamada vurgulanmasi gereken 6nemli nokta sudur. Gauss egriligi, tanimdan hareketle
yiizeyin ikinci temel formuna bagl goriiniiyor. Bu ise Gauss egriliginin yiizeyin dis
uzay igerisine nasil gomiildiigiine bagli oldugu gibi bir izlenim yaratir. Birazdan yapa-
cagimiz analiz bize bu egriligin, dis uzay1 ve dolayisiyla igerisine nasil gomiildiigiinii
(yiizeyin seklini) dikkate almaya gerek kalmadan sadece ¢,4 ylizeyin birinci temel for-

muna (ylizeyin i¢ 6zelligi) bagh oldugunu gosterecek.
Gauss Denklemi ve Integre Edilebilirlik

Yiizey teget vektoriiniin yiizey iizerindeki tiirevinden buldugumuz €, 5 vektorii {€}, €, 7}
bazi lizerinde ifade edilebilir:

0e, . .
€op = W =15 & + aapfl. (A.11)
Dis egriligin tanimindan a,p = K,z olur. Teget bileseni icin ise FZYB Gvs = €aB.€s

yazilir. Ote yandan g, = €,.¢5 esitliginden

99a
;Uf = Gng.€5 + Pa-Cas (A.12)

yazariz. Bu ifadeden indisleri degistirerek elde ettigimiz

W = 655.6a + 65.€a5 aua = Gga.eg + Gg.e(ga

esitliklerden ilk ikisini toplar sonuncudan ¢ikarirsak

1 (8905 Ogsa O
éa.e};(;:g( Jop 4 Cba _ gﬁ‘;) (A.13)

oud ouP  Ou~

ifadesinin buluruz. Burdan hareketle teget bilegeni icin

1 696[3 5ga6 69&5
. = =g _
af 2g ( ou®  OuP ou? (A.14)

buluruz. Bu katsay1 Christoffel Sembolii olarak adlandirilir. Teget vektore ait (A.TT])

esitligine Gauss Denklemi denir. Bu diferansiyel denklemin integre edilebilirlik sarti

0?é,, 0%e,
QU  QuSOuP” (A-15)
olur. Esitligin her iki tarafin1 hesaplarsak
826_:1 aFgﬂ R .1 - 8Ka5 .
OuBOu® - oud + Faﬂrné — KoK } €s + {Fgngé + W} n (A.16)
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(925@ argé K . o . o aKa(S .
5 0u? | Dub + sl — KasKj 1 €s + |:Fa6Kpg + 508 | (A.17)

buluruz. Boylece Gauss denkleminin integre edilebilir olmasi i¢in

0Kns  0Kas
FZBKP(;—FZ(;KP5+W— B =0 (A.18)
ve
asp = KopK§ — Kos K (A.19)
esitliklerinin saglanmasi gerekir. Burada
orgs oreg
o af ad K TO K To

yiizeyin Riemann Egrilik Tensoriidiir. Yiizey i¢in sadece tek bir bilesene sahiptir:

R1212 = K22K11 F— (K12)2 = det(Kag). (A21)
Boylece Gauss egriligi
R1212
= — (A.22)
det(gaﬁ)

tamamen yiizeyin metrigi cinsinden ifade edilmis olur ve metrik bilesenleri cinsinden

ortogonal bir baz lizerinde

[ [a ( 1 8\/922>+ d < 1 a\/gj)}
V1igzz [Out \ \/gi1 Ou ou? \ /g2 Ou?

seklinde yazilir.

(A.23)

Jeodezik Egrilik

R3 icinde dogrularin jeodezik ve egriliklerinin de sifir oldugunu biliyoruz. Keyfi bir
egrinin egriliini de teget vektoriin egri boyunca olan dogrultu tiirevi cinsinden ifade
ediyoruz. Eger bu tiirev sifirsa egri diiz olacaktir. Diiz uzay iizerindeki bu 6zelligi je-
odezik egrilik kavramiyla ylizeylere tasimak miimkiindiir. Yiizeyler i¢in Jeodezik egri-
lik kg = f Vi ¢ seklinde tanimlanir. Bu tanim egrinin tegetinin egri boyunca kendine
paralel kalip kalmadigim belirlemektedir. Egri jeodezik olma durumundan saptiginda
jeodezik egrilik sifirdan farkli olur. Tanimdan da goriilecegi gibi jeoezik egriler icin bu
egrilik sifirdir. Tanim diiz uzay durumunda durumunda egrinin egriligine karsilik gelir.

Yiizey lizerinde ortogonal koordinatlarda

_ 1 <3922d_1f_3911d_1“) d¢
2./911922 dt’

(A.24)

Kg

oul dt ou? dt

93



metrik bilesenleri cinsinden ifade edilir. Burada ¢ agis1 egrinin teget vektoriiniin baz

vektoriiyle olan agisini ifade eder:
1.t = cos ¢.
Gauss-Bonnet Teoremi

Asagidaki sekilde gosterildigi gibi genus sayis1 g olan keyfi bir X, yiizeyi diigiinelim.
Yiizey lizerinde n tane diizgiin egrinin kesisimiyle olugsmus bir D bolgesini dikkate
alalim. Bolge genel olarak basit baglantili olmasin. Yani herhangi iki noktay1 birbirine
baglayan egrilerin hepsini diizgiin deformasyonlarla birbirine doniistiirmenin miimkiin

olmadig1 genel bir durumu dikkate aliyoruz.

Sekil A.2: g genus sayil1 X,
yiizeyi ve lizerinde egrilerle ¢cevrelenmis bir D bolgesi.

D bolgesini gevreleyen egrilerin kesisim noktasinda meydana gelen dis acilari
ile gosterirsek o zaman Gauss egriligini, egrilerin jeodezik egriligini ve acilar1 birbirine

baglayacak olan asagidaki iliskiyi yazmak miimiikiin olur [164]:

// KdA + Z/ Kg dt + Zozi = 2mx (D). (A.25)
D i=1 7 i

Burada x (D), D bolgesinin Euler Karakteristigi olarak adlandirilir. Herhangi bir yiizey

icin Euler Karakteristigi kose, kenar ve yiiz sayilari cinsinden
X = Kose — Kenar + Yuz,

formiiliiyle verilir. Bolgeyi cevreleyen egrileri diizgiin deforme edersek sinir egrilerini

bir diizgiin ¢okyiizlii haline getirebiliriz. Bu ¢okyiizliiniin kenar sayisi, kose sayist ve
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yliz sayisi iizerinden diizgiin deformasyonlarla degismeyecek bir x (D) sayist bulunur.
Genus sayis1 g = 0 olan basit baglantili ve kapali tizeylerin Euler karakteritigi y = 2
olur. Kapali ve keyfi bir g genusu olan yiizeyler i¢in y = 2(1 — g) dir. Bir noktasi ¢1-
karilmisg bir diizlemin x = 0 dir. Diizlemin ise x = 1 dir. Euler sayis1 yiizeyin geomet-
risinden bagimsiz olan yalnizca global 6zelliklerine yani topolojisine bagli olan bir
degismezdir. Euler karakteristigi farkli olan yiizeyleri birbirine doniistiirmek miimkiin
degildir. Boylece yiizeylerin siniflandirilmasinda 6nmeli rol oynar. Yiizeylerin global

ozellikleriyle ilgili daha detayl bilgiler i¢in [[164-166] kaynaklarina bakilabilir.
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B Konformal Doniisiimler

Bu kisimda konformal doniisiimleri ardindan da konformal izometrileri tanimlayaca-
81z. Sonrasinda temel tensorlerin ve ifadelerin konformal doniisiimlerini verecegiz.
Daha sonra da konformal doniisiimlerin degismezi olan Weyl tensoriinii tanimlayip
Schouten tensorii ve Cotton tensorii ile iligkilendirecegiz. Weyl ve Cotton tensorlerinin
uzayin konformal diizliigii icin bir kriter olduklarini ispatlayacagiz. Null jeodezigin
konformal degismez oldugunu gosterip statik uzay-zamanda sahip olduklar1 dnemli
bir o6zelligi acikca gosterecegiz. Buradaki bilgileri [52,|53,|167,/168] kaynaklarindan,
gerektigi kadariyla alint1 yaparak aktariyoruz.

Uzerinde 9w Lorentz metrigi tammli, n boyutlu bir A/ manifoldunu diistinelim.

Reel, sifirdan farkli ve diizgiin keyfi bir 2(x) fonksiyonu kullanarak metrigin iizerinde

g:“/(:c) = 0*(2)gw(x), g™ (x) = Q*(2)g" (z), (B.1)

doniisiimii tanimlansin. Bu doniisiim metrikler arasinda bir denklik iligkisi meydana
getirir ve metrikler bu iliskiye gore [g] ile gostercegimiz denklik siniflarina ayrigir. Bu
doniisiimler manifold tizerinde uzunluklarin noktaya baglh olarak degisimine yol acar.

Uzunluklarin bu sekildeki dl¢geklemesi

wy/ v
cosa = G XY , (B.2)
V9w XHXV\/GpaY PY°

vektorler arasindaki agilart korudugundan bunlara konformal doniisiimler denir. Kon-

formal doniigiimlerle biribirlerine doniisen metriklerin konformal denk oldugu soyle-
nir. Bu metrikler [¢g] konformal denklik sinifi icerisinde yer alirlar. Konformal faktoriin
pozitif olugsu manifold iizerinde vektorlerin nedensel (causal) karakterlerini degistir-
meyecetir. Vektorlerin zamansal, null ve uzaysal yapilar1 degismeden kalacagindan
dolayr konformal denklik sinifindaki metriklerin 151k konileri cakisacaktir. Boylece
manifoldun global nedensel yapis1 bu doniisiimler altinda degismeden kalacaktir. Kon-

formal dongtimler difeomorfizmlerle iligkilendirilmezler. Fakat eger (M, ¢g) manifoldu-
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nun (M’, ¢') iizerine olan ¢ difeomorfizmi altinda g|,, metriginin ¢ ile geri gekilmesi
G’y

¢"g' = (g, (B.3)
konformal ise o zaman ¢ konformal difeomorfizm olarak adlandirilir. Kordinat diliyle

bu tanimi yeniden ifade edebiliriz. (M, ¢g) uzayinda noktalar1 {z*} ve (M, ¢') uza-

yinda da {2'*} kordinatlariyla etiketleyelim. Bu durumda konformal difeomorfizm

oz’ 0x'"

g;w(x/) axp 8330 = Qz(I)gpa(l') (B4)

doniisiimiiyle ifade edilir. Konformal difeomorfizmin metrik tizerindeki etkisi, g;,, met-
rigini (M, g) uzayindaki [g] konformal denklik simifi igerisine tagimak olacaktir. Ozel

olarak metrigin fonksiyonel yapisini koruyan difeomorfizmler

¢*g = Q(x)g (B.5)

konfomal izometrileri olugturular. Doniigiimlerin z# — z# + &(x) sonsuz kiiciik ol-
dugu durumu dikkate aldigimizda metrigin £ vektorii boyunca olan degisimini, Kon-

formal Killing Denklemini,

‘Cﬁguu = vugu + vufu = U(J?)glw, (B6)

yazmak miimkiindiir. o(z) metrik ¢arpani, esitligin her iki tarafinda iz alarak, izometri

vektorii cinsinden yazilabilir: o(z) = 2V ,&*. Metrigin simetri gurubuna bagl olarak
o sabit bir say1 yada sifir olabilir. Sabit bir say1 olmas1 durumunda izometriler homo-
tetik doniisiimlere karsilik gelir. Geometrik olarak uzunluklari her noktada ayni sabit
oranda Olceklemeye karsilik gelen dontisiimlerdir. Sifir olma durumu metrigin olagan
izometri simetrisine karsilik gelir. Konformal difeomorfizmden ayr1 olarak metrik iize-

rinde
g =)y,
seklinde bir 6lgekleme yaptigimizda yeni metrigin

Le g, = 0'(2)g,,, (B.7)

konformal killing denkleminde ¢’ konformal izometri faktorii i¢in Lie tiirevini agik¢a
hesaplarsak

o' (z) = o(z) + €9, In Q% (B.8)
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doniisiimiinii buluruz [[169]]. Konformal faktdriin 2 = 5“1§u secilmesiyle o’ ¢arpanini

sifirlamak ve olagan izometrileri elde etmek miimkiin olur. Yukarida da goriildigii gibi

konformal izometrilerin konformal ¢arpam cebirle iligkilidir dolayisiyla bu fonksiyon
tizerinde kisitlayici bir etken olusturur. Boylece Weyl olgcekleme doniistimleri (B.1))
konformal izometrileri kapsayan daha genis bir kiime olusturur.
Keyfi bir T/ # tensor alaninin konformal doniigiimler altinda, w reel bir say1 olmak
uzere,

T = QI (B.9)
seklinde doniismiisse, konformal agirlifi w oldugu sdylenir. Eger w = 0 olursa bu
tensoOr alani konformal invaryant oldugu sdylenir. Kordanit doniisiimleri altinda bir

skaler yogunlugu olarak doniisen metrigin determinanti konformal doniisiimler altinda

n boyutlu uzayda
-9 =Q"/—y, (B.10)
seklinde konformal agirlig1 n olan skaler olarak doniisiir. Metrik uyumlu Levi-Civita

baglanti katsayilarinin doniisiimii dogrudan hesapla, ®,, = V, In ) olmak iizere,

Ik =Th + (64D, + 04D, — g,,0" O»),

(B.11)
/
=Ty, +nd,
bulunur. Ters doniisiimleri de
0y, =14 — (0%, + 5,9, — g,,9" @),
p P p P p (B.12)

r, =rk —nd,,
olacaktir. Doniligsmiig baglant1 katsayisinin metrik tanimi ayni oldugu i¢in kovaryant

tiirevin V;Lgl’,p = 0 metrik uyumlu olacagi ¢ok agiktir. Simdi de egrilik tensorlerinin

doniisiimlerini yazalim. Riemann tensoriiniin

Ry, =0, —0,I, +Th ), —Th.T) (B.13)

vpo vp)’

tanimini kullanip yukaridaki (B.TT]) baglanti katsayisi doniisiimleri yerine kondugunda

R, =R, + 200V P, — 29,1,V + 201D, P,

(B.14)
— 28y, Gopy ®" — 29,1, 0 PAD?,

R, =R + (n—2)V, 0, + g, V@
(B.15)
—(n—2)®,®, + (n — 2)g,, PP,
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R =Q%(R+2(n— 1)V, + (n—1)(n —2)®,0"), (B.16)

konformal doniigiimleri bulunur. Egrilik tensorlerinin bu doniisiimlerini Weyl tensorii-

niin n boyutta

(GupBoo + RupGvo — GupRuo — RupGpo)
. (B.17)

- (n _ 1)<n _ 2) R(g,upgua - gypg,w).

C =R -
pvpo L po n—_9

genel tanimi igerisine yerlestirirsek, Weyl tensoriiniin konformal doniisiimlerin bir de-
gismezi oldugunu buluruz:

cL, =

vpo vpo*

(B.18)

Son olarak kiitlesiz skaler alanin egri uzaydaki denklemine karsilik gelen d’ Alambert
operatOriiniin konformal invaryant bir skalere uygulanmasininin degisimine bakalim:

O'¢ = Q%(0¢ + (n — 2)g" ®,0,)

(B.19)

O¢ = Q*(0'¢ — (n —2)g" ®,0,).
Burada d’Alambert operatorii e8ri uzayda [J = ¢""V,V, olarak tanimlanir. Goriil-
digi gibi uzayin boyutu n = 2 olursa dalga denklemi konformal agirhi§r w = —2
olacak sekilde yapisin1 koruyarak doniisiir.
Simdi de geometrik sonuclari son derece dnemli olan iki sonugtan bahsedip bu kismi
sonlandiracagiz. Birincisi konformal doniisiimlerin kritik degismezi olan Weyl tenso-
riiniin uzayin konformal diizliigiinii, yani uzayin metriginin minkowski metrigine kon-
formal denk olmast: g, = Q*(x) 7),,, belirleyen dnemli bir 6zellige sahip oldugunu
gosterecegiz. Ardindan konformal doniisiimlerin null jeodeziklerin yapisin1 degismez
biraktigin1 gosterecegiz. Bu kiitlecekim mercek etkisinin Gauss-Bonnet teoremiyle he-
saplanmasinda onemli olacak bir niteliktir. Yukarida genel tanimini verdigimiz Weyl
tensoriiniin ifadesine tensoriin izinin, bir matrisin izsiz kismini ¢ikarirken kullanilan li-
neer cebir argiimanlarinin kullanilmasi sonucu ulasiyoruz. Weyl tensorii 4 indisli izsiz
ve belli simetrileri olan bir tensordiir. Tanim ifadesi, boyutu n > 3 olan uzaylarda ge-
cerlidir. Riemann tensoriiniin, n = 2 oldugunda, bagimsiz bir tane bileseni oldugundan

kolaylikla yiizeyin Gauss egriligi cinsinden yazilabilir [167]:

R
Rlljpcr = 5(659110 - 6ggup)- (BZO)
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Burada % yiizeyin Gauss egriline karsilik gelir. Cikarim detaylar1 icin M. Blau’nun
ders notlarma bakilabilir [167]. Ote yandan tiim iki boyutlu uzay metriklerinin konfor-
mal diiz oldugu gosterilebilir [168]]. Dolayisiyla Weyl tensorii iki boyutta belirsizdir.
Ucg boyutlu uzaylarda ise Weyl tensdriiniin bilesenleri 6zdes olarak sifir oldugu goste-
rilebilir [167]. Yiiksek boyutlu uzaylarda uzayin konformal diiz olup olmadigin1 belir-
lemede ortaya ¢ikan iki onemli tensor cinsinden Weyl tensoriiniin yeniden ifade edip
uzayin konformal diizliik i¢in gerekli ve yeterli sartlart gosterelim.

Weyl tensoriiniin taniminin yeniden diizenlenmesiyle

O;wpa = R,uupa - (g,uppua + gZ/O'P,up - gl/pP,uO' - g,uo'Pl/p>7 (le)
seklinde, P, = — (R, — ﬁgwﬂ’) Schouten Tensorii cinsinden yazilabilir. Bi-
anchi 6zdesligini kullanarak Riemann tensoriiniin diverjansi i¢in

VR =V, Ry — VyRy,, (B.22)

vpo

yazabiliriz. Bu idafe sayesinde Weyl tensoriiniin diverjansini

-3
VMCM == n val/O' - VURVp +

VT T g — 2

= (n—23) (V,,PW —VoFy),

(gupvaR - gyova)

2m—1) (B.23)

Schouten tensorii cinsinden hesaplamak miimkiin olur. Son satirda sagdaki tensor
Cl/pa = (val/O' - VO'PV/))7 (B24)

Cotton Tensort olarak adlandirilir. Konformal diizliigiin belirlenmesinde ortaya ¢i-
kar. Asagida verecegimiz teoremi J.Plebanski ve A.Krasinski’nin An Introduction to

General Relativity and Cosmology kitabindan aktariyoruz [168]].

Teorem 1 Boyutu n > 3 olan bir M Riemann uzaywin konformal diiz , yani g,,, =

Q2 ()1, olmast igin gerek ve yeter kosul Weyl tensériiniin sifir olmasidir:

cr  =0. (B.25)

vpo

n = 3 oldugunda uzayin konformal diiz olmasi icin gereke ve yeter kosul Cotton ten-
soriiniin sifir olmasidir:

Chp = 0. (B.26)
n = 2 oldugunda her iki boyutlu metrik konformal diizdiir.
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Ispat 1 n>3 icin gerek kosul ¢cok agiktir. Konformal diiz bir uzayda her zaman bir Q)(x)

fonksiyonu mevcuttur. Weyl tensorii invaryant oldugu icin

Clo(9) = Cllp(n) =0 (B.27)

vpo vpo

olur. Yeter kosul ise yani C}!, (g) = 0 olmasimin g,,, metriginin R}, (g') = 0 ola-
cak sekilde g, = Q%(x)g, yazimasina yol agacagim géstermeliyiz. Bu amagla
Rt (g") = 0 olmasm saglayacak bir Q(x) fonksiyonun (M, g) uzayinda var olabile-

vpo

cegini gostermek yeterli olacaktir. Bunun icin egrilik tensorlerinin ters doniisiimlerini

yazalim:

R* —RH 4+ Qfl(sgf(55ngyQ - gyanV#Q)

e (B.28)
+ Q7264 gup — 04 90e) VIV,
R, =Ru, —Q%(n —1)g,, VoQVQ
(B.29)
+ Q7 (n —2)V,V,.Q + ¢,,00],
R = QR+ 2(n — 1)Q0OQ — n(n — 1)V,QV*Q. (B.30)

R}, (g") = 0 olursa Ricci tensorii ve de Ricci skaleri de sifir olacagindan otiirii yu-

karidaki denklemler bize (M, g) uzayinda Q)(x) fonksiyonunu tamimlayan diferansiyel

denklemleri verecektir. Bu durumda (B.28) esitliginden

R,y = Q7052 (00V 5VQ = 6,0 V5V, Q) .
-+ 9_2((5591//) — (5g9ua)anVaQ7 .
ve (B.30) esitliginden de
0 = — ¢ R+ =V, QV°Q (B.32)
o 2m—1)" 20 ° ' :

bulunur. Bu esitligi (B.29) denklemine yerlestirirsek <) konformal ¢arpanini belirle-
yecek

1
V.V, Q= R, + g+ ﬁngQQVQQ (B.33)

n—2 2(n —1)(n —2)

diferansiyel denklemini bulmug oluruz. Eger bu denklem (B.31)) ile birlikte (M, g) iize-
rinde integre edilebilirse (B.28)),(B.29),(B.30) esitliklerinin sol tarafi sifir olacaktir. Ve

boylece yeterlik sarti gosterilmis olacaktir. Simdi (B.33)’iin sol tarafindaki kovaryant
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tiirevleri kismi tiirevler cinsinden yazip 0,0,0,8) = 0,0,0,) integre edilebilirlik sar-

tiin saglandigin gosterelim. Bu sart 0,£)" dan bagimsiz olarak

AV, 0 (B.34)

Yrp

V., V,V,Q-V,V.V,Q=R

Ricci ozdesligine denktir. (B.31)) ve (B.33))’ii bunun icine yerlestirirsek

VR, — V, R, — (9w VR — 9, V,R) =0 (B.35)

2(n—1)
bulunur. Bu ise Cotton tensoriiniin sifir olmasindan bagka birsey degildir: C., =
VP = VP, = 0.Cl (9) = 0 kabulu ve (B.23) esitligi bu sartin saglandigin

gosterir. Boylelikle C*,_(g) = 0 kabulu bizi (M, g) iizerinde R*

[ 4o (9') = 0 olmasina

yol acacak bir €} konformal ¢carpanin varligina gotiiriir. Sonug olarak yeterlik sarti
gosterilmig olur.

n=3 oldugunda (B.23)) esitligi atrik kullamilamaz. Bunun yaminda Weyl tensoriiniin oz-
des olarak sifir olmasindan otiirii integre edilebilirlik sartt bu durumda Cotton tenso-
riiniin sifir olmasidir. Dolayistyla yeterlik sati da Cotton tensoriiniin sifir olmast olur.
3 boyutta Cotton tensoriiniin konformal degismez oldugu doniisiimler kullanilarak ko-
layca gosterilebilir. Boylece gereklilik sarti da yine Cotton tensoriiniin stfir olmasi olur.

n=2 oldugunda Weyl tensérii tammlanamaz. Ote yandan (B.28)), (B:29), (B-30) donii-

siimleri, (B.20) den dtiirii bagimsiz degildir. Dolayisiyla Ricci skalerinin doniigiimle-

rini kullanmamuz yeterli olur. Buradan
O?R +2Q0Q — 2V, OV = 0. (B.36)

yazilir. Diizenleme yapilirsa

1
OlnQ = §R (B.37)
dalga denklmei bulunur. Boylece verilen herhangi bir metrik icin uzayi konformal diiz
yapacak bir () fonksiyonu bulunur.
Konformal Doniisiimler ve Null Jeodezik

Temel kavramlar kisminda en genel haliyle bir Lorentz uzayinda, teget vektoriiniin
boyu sifir olmayan jeodezik egrileriinin bir varyasyon problemi {izerinden tanimlana-
bilecegini gostermistik. Bunun sonucu olarak, teget vektor egri boyunca paralel olarak

otelendiginde, degisimin teget vektorle ayni dogrultuya sahip oldugu ortaya ¢ikmusti.
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Burdan hareketle bu 6zelligi teget vektoriiniin boyu sifir olan egrilerin jeodezik olmasi
icin bir tamim ifadesi olarak kullanabiliriz. Keyfi bir A parametrizasyonunda noktalari

2*(\)} kordinatlariyla gosterilen bir egri, k# = 22 teget vektor olmak iizere,
ylag g ax €8
k'V kY = f(x)k”, k'E, =0, (B.38)

esitliklerini sagliyorsa null jeodezik olarak tanimlanir [52,)53]. Burada f(z) tamamen
keyfi bir fonksiyondur. Kolayca gosterilebilir ki, a( A\ ) = [ A f (z(N) ) dN olmak
iizere, null teget vektor boyu degismeyecek sekilde £* — «(x)k* doniistiiriildiigiinde
tanim ifadesi

KV kY = 0, (B.39)

haline gelir. Boylelikle zamansal ve uzaysal jeodeziklerde de oldugu gibi yukaridaki
ifade null jeodezigin tanimi olarak alinabilir. Bu tanim da \ afin parametresine karsilik
gelir.

Uzayim metriginde bir ¢/, (v) = Q*(x)g,, () konformal doniisiimii yapildiginda yu-
karidaki jeodezik egri tanimi degisecektir. Baglant1 katsayilarinin dontistimleri,

g,,, metrii igin yazilan

>zt dx¥ daf
” — = B.4
ANy (B.40)
icerisine yerlestirilirse
k“V;k” = k'V, k" + (kP0,In Q%) k¥ — k"k"qg,, g7, In Q, (B.41)

bulunur. Son terim zamansal ve uzaysal jeodeziklerin konformal doniisiimler altinda
yapilarint degistirdigini fakat null jeodezikte sadece afin parametreden afin olmayan

bir parametereye gecis yasandig1 goriiliir. Egrinin teget vektoriindeki

dz* dz*
= — =2 k' = — B.42
parametre degisiminde
dp
= =2 B.43
Y ; (B.43)
alinirsa (3 afin parametresi i¢in null jeodezik tanimi
d*zt da? dx?
kMY kY = /n - = B.44
Iz df3? Lo dp dp ) ( )

haline geri doner.
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Egri Uzayda Fermat Ilkesi

Konformal doniisiimlerin null jeodezikler {izerndeki etkisinin dogrudan bir uygulamasi
olacak ¢ok 6nemli bir sonucu gosterelim. Bu sonug tez kapsaminda optik geometriden
bahsederken kullanacagimiz bir 6zellik olacak. Bu kisimdaki bilgileri [52] referansini
takip ederek aktariyoruz.

Statik bir uzay-zamanin metriginde
ds® = Gudxtdx” = —goodt? + gabdxadxb, (B.45)

uzaysal ve zamansal kisimlar1 bu sekilde ayristirmak miimkiindiir ve metrik fonksi-
yonlar1 zamandan bagimsizdir: dg,,/0t = 0. Burada latin harfleriye uzay kordinatla-
rina karsilik gelen indisleri a,b.. = 1,2, 3.. ve uzay-zaman kordinatlar1 i¢in de yunan
harflerini kullanacagiz u, v.. = 0,1, 2, 3... Kiitlesiz parcaciklarin hareketi s6z konusu
oldugunda, parcacigin statik uzay-zamanda izledigi yol iizerinde iki olay icin

dt? = 92 gyt (B.46)

9oo

yazariz. Bu, lizerindeki metrigi pozitif tanimli olan bir hiperyiizeyin sonsuz kiiciik ya-
kin iki noktasi arasindaki mesafeye karsilik gelir. (¢, 2%) kordinatlariyla verilen iist
uzaydaki bir null jeodezigin, metrigi ZOLZ olan hiperyiizeyde bir jeodezik ortaya ¢ikara-

cag1 gosterilebilir. Gergekten de uzaydaki egrinin parametresini ¢ alirsak

S(At) = 5/ 2 gagh dt = 0, (B.47)
oo

ile At zaman farkinin ekstrem oldugu bir egri tanimlamak miimkiin olur. Bu, uzayda
151810 iki nokta arasinda izleyecegi yola kargilik gelecek zamanin en az olmasin ifade
eden Fermat Ilkesi’nin egri uzaydaki karsiligidir. Varyasyondan elde edecegimiz jeode-
zik denklemini dogrudan uzay-zamandaki null jeodezige konformal doniisiim uygula-
yarak elde edebiliriz. Bunu detayl bir sekilde gosterip bu ek boliimii sonlandiracagiz.

Statik uzay-zamanin metrigine, O? = gﬁ fonksiyonuyla bir konformal donii-

—1 0
g;w = ( ) = Q2g/ux7 (B48)
0 gav/900

ve buna karsilik gelen Christoffel sembollerini

stim uygularsak

I, =0, I, =0, Iit#0, (B.49)
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buluruz. Burada I')% sembolleri g,/ goo metrigine kargilik gelen baglant1 katsayisidir.
metriginde yazilmig Jeodezik denklemine (B.11)) konformal dontisiimleri uygu-
lanirsa o = 0 zamansal bileseni i¢in

d?x® o da®da” d’t  dt dlnQ?

ro & — .
oz Tha gy =Y D2 A dy

(B.50)

esitligini buluruz. Uzaysal bilesenlerini ;+ = a bulurken uzay-zamanda dikkate aldig-

miz jeodezigin teget vektoriiniin

dz\ 2 dx® dze¢
Kk = —go0 (ﬁ) + gbcﬁ o 0, (B.51)

null olusunu kullanirsak

A2z dax® 2 dab dxc
T pa (9T pe 4T AT B.52
e Oo(d)\> e =Y (B.52)

d?z® . daz®dx° [dln QQ} dz® (B.53)

20 el 27|27 B
= e TR i N | an’

ifadesini buluruz. Son esitlik a¢ikca goriildiigii gibi afin olmayan \ parametresiyle ya-
zilmis bir jeodezik denklemidir. Zamansal kisimdan buldugumuz (B.50)) esitligini kul-
lanarak ¢ zaman parametresinin afin oldugu

d?z® . da® dxe

ar-ar B.54
az g 0, (B.54)

jeodezik denklemini yazariz. Boylece yukarida da belirttigimiz gibi uzay-zaman statik
oldugunda null jeodezik, metrigi g.;/goo olan bir Riemann uzayinda ¢ zamanini en

kiiciik yapan bir jeodezige karsilik gelir.
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C Gauss-Bonnet Topolojik Yiizey Terimi

Bu kisimda Gauss-Bonnet teriminin 4 boyutlu Lorentzyen bir manifoldda bir 3-formun
cok ozellik ve bir takim denklemler kullanilacagiz. Bunlarin ¢ok daha detayl ve titiz
matematiksel ¢ikarimi ve kullanimi i¢in [52,|170-172] kaynaklarina bakilabilir. Bura-
daki gosterim yontemi [44] referansindan alinmistir detaylar i¢in bu referansa bakil-
malidir.

Uzerinde g,,, Lorentzyen metrigi tanimli M/ manifoldu 4 boyutlu olsun. Boyutun 4
olmas1 Gauss-Bonnet terimi i¢in son derece 6zel ¢iinkii onun kiitlecekim alan denklem-
lerine katki yapmayan topolojik bir terime doniismesine yol aciyor. Bunu ¢ok belirgin
bir sekilde gostermek amaciyla manifoldun iizerindeki noktalar1 {2z} kordinatlari ile
gosterelim. Manifoldlarin teorisinden bildigimiz tizere her p noktasinda tanimh teget
uzayin kordinat baz vektorleri {0,, = %}e T, M ve kotanjant uzayn bazlarini olustu-
ran kordinat 1-formlarimiz var olacak {dz* }e T,y M. Bu kisimda kullanacagimiz tiim
indisler {0, 1, 2, 3} kiimesinden degerlerini alacak. Bundan sonra devaml: olarak tize-

rinde calisacagimiz yeni bazlarimizi
“(x) 0, (C.1)

seklinde tanimliyoruz. Burada e, (x) ve e,”(x) matrisleri goriildiigii gibi noktanin
kordinatlarina bagli. Dogrusal bagimsiz kordinat bazlarini yine dogrusal bagimsiz baz-
lara bu noktaya bagimli donme matrisleriyle ceviriyoruz. Yeni bazlarimizi kordinat
bazlar1 gibi birbirlerine eslenik olacak sekilde tanimliyoruz: w”e, = §*. Bu da donme
matrislerinin birbirlerinin tersleri olmalarina yol agar e/ e, = ¢/. Donme matrisleri-
nin seciminde hig¢bir kisitlama olmadigi icin bunlar, elemanlar reel sayilardan olusan
matrislerin olusturdugu GL (4, R) genel lineer grubun eleman: olacaklar. Boylece hem
1-form hem de teget vektor bazi bu grup altinda vektor gibi davranacak. Sonug olarak
elimizde vektor degerli 1-form ve vektor degerli bir teget vektorii oldugunu goriiyoruz.

Bunlar kordinat bazinda olmayan yeni ve manifold iizerindeki yapiy1 zenginlestiren
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ozellikler. Bunun yaninda matrislerin noktaya bagimli alinmasinin son derece 6nemli
sonuglart olacak. Bazlar1 kullanip yazacagimiz ifadelerin igerisinde tiirevler ve bir ta-
kim cebirsel operasyonlar olacak. Bazlar gibi bu ifadelerin de grup altinda kovaryant
bir sekilde doniismesini istiyoruz. Bunu saglamak amaciyla yapiya spin katsayilar1 adi
verilen ve elemanlar1 1-form olan matrisler (2#, eklenecek. Bunlara paralel 6teleme
yaparken vektorlerin nasil dondiiklerini belirttikleri i¢in spin baglanti katsayilar: adi

verilir. Kordinat ve non-kordinat baz vektoriiniin paralel 6teleme altinda degisimini

Vo0, =120, , Ve, =1", (C.2)

i pr=p o

seklinde yazarsak, ffw ve I', katsayilari baglanti katsayilarimiz olacak. w* 1-form
bazinin dig tiirevini alip katsay1 olarak gelen kismi tiirevi yukaridaki kovaryant tiirev
tizerinden yeniden ifade eder ve sonrasindaki gerekli cebirsel hesaplar1 yapip sonra-

sinda benzer sekilde (2*,, formunun dis tiirevini hesaplarsak

1

dw* +QF  Aw” = §ngﬁ w® A w?, (C.3)
L]

dQF, +Q* AQ7, = Rt = §Rfjaﬁ w* A WP, (C.4)

Qr, = I't w’ baglanti 1-formunun sagladig: sirastyla Cartan birinci ve ikinci yapi
denklemlerini buluruz. Denklemlerde goriinen 7 5 Ve R: 5 swrastyla manifoldun Tor-

siyon ve Riemann egrilik tensoriidiir ve asagidaki gibi tanimlanirlar:

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y], (C.5)

R(X,Y)Z = (VxVy — VyVx — Vixy]) Z. (C.6)

Boylelikle ulagsmak istedigimiz sonucta kullanacagimiz temel araglar elde etmis du-
rumdayi1z.Simdi de Gauss-Bonnet terimini Riemann egrilik tensorii lizerinden nasil
gosterecegimizi yazalim. d-boyutta Einstein tensoriiniin dzelliklerini yani ikinci mer-
tebe simetrik, metrigin en fazla ikinci mertebe tiirevini iceren ve diverjansi sifir olan
yazilabilecek en genel tensor D. Lovelock tarafindan orataya konmustur [173]. Bu ten-

sore karsilik gelen Lagranjyen asagidaki gibidir.
1
o 1V1.-UnVn 01151 anﬁn
L=v-g Z anQ_n(sglﬂlninﬁnRﬂlVl "'Runun' (C.7)
m=1
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Burada determinant tensoru &, 5 "5 = nldf; ...05" seklinde tanimlanir. Alt indis-
lerdeki koseli parantez indislerin tamamen antisimetrik hale getirilmesini ifade ediyor.
Cift boyutlu uzaylarda d = 2t + 2 ve tek boyutlu uzaylarda ise d = 2t + 1 alinir.
Bu Lagranjiyenden tiiretilmis alan denklemleri einstein tensoriiniin yiiksek boyutlu
uzaylara dogal genellemesi olacaktir. Bu genel skaler ifadenin n = 2 6zel durumu

Gauss-Bonnet terimi vermektedir

gravikeve poiBi pasfs 4(R2 — 4R’“’R#V + RMVPUR%VPU)- (C.8)

aifBragfBe” pivt T M2

Lovelock lagranjyeni diferansiyel formlar diliyle
L= RPN AR A s(wy A Awy,), (C.9)

seklinde Riemann RHv Egrilik 2-formu ve baz ¢arpimlarinin hodge dualinin dig car-

pimlari olarak yazilabilir [[174]]. O zaman Gasuss-Bonnet terimini verecek lagranjyen

L=R" AR Ax(wy Awy Aw, Awy), (C.10)

olacaktir. Bunu gosterelim. Teget vektor bazini ortonormal olacak sekilde seciyoruz:
Wi M = Gij- (C.11)
Esitligin her iki tarafinin determinantini alirsak

det(w!') = /=g, (C.12)

buluruz. Buradan da ters matris i¢in det(wﬁ) = \/ng yazariz. Form diliyle yazigimiz
(C.9) lagranjyeninin G(4, R) grubu altinda bir skaler oldugunu ve dolayisiyla bulaca-
gimiz sonucun yaptigimiz baz se¢iminden bagimsiz oldugunu hatirlatalim. n-boyutlu
uzayda Hodge dualin tanimini hatirlayalim:

1
*(dztt AN datr) = e, Jtrde™ NN datrr, (C.13)
(n—p)t e

buradac,, ,, = /—g0,,. ., genellestirilmis Levi-Civita tensoriidiir. d,, ,, antisimetrik

semboldiir. Bu bilgiler 1s181nda

s (Wy Awy Awp Awy) = /=g diji wiwiw';wf, = Opos (C.14)
ve benzer sekilde
(W AP AwY AW = da /=g 6P, (C.15)
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sonuglarini buluruz. (C.10)’u agikc¢a yazarsak
L= RR (W AP AW AW * (W Awy Aw, A w,)

_ J4 afyé vV ppo
=d'v\/—g 8,0, RisR,

wvpo ~6 )

(C.16)

buluruz. Boylece Gauss-Bonnet lagranjiyenini elde ederiz. Simdi de lagranjyenin bir
tam form oldugunu gosterelim. Ikinci Cartan yap1 denklemini kullanirsak
L= R“”/\Rp"/\*(wu/\wy/\wp/\wa)
= (dU™ A dQPT 4 d A QL A QN 4+ QLA QM A QP (C.17)
+ A AQLAQ) A b,
yazariz. Ifadede ikinci ve iigiincii terimlerin indis isimlerini degistirip diizenleyerek
ayn1 olduklar1 kolayca goriilebilir. Son terimde uzayin boyutu 4 oldugu icin toplama

indisleri A sadece (p, o) ve Ay ise (u, v) degerlerini alabilir. dolayisiyla son terim sifir

olur. D1s tiirevi 6zelligini ilk terimde de kullanip
L= (d( A dQP7) 4 2d" A QS A Q) A Sppors (C.18)

sonucunu buluyoruz. Simdi de ikinci terimin tiirev olarak yazilabildigini gosterelim.

Yine dis tiirev 6zelligini kullaniyoruz:
A N QAT A €pe = (A AQE AQN) + QY A dQS A QY
(C.19)
— Q" AN AQ) A S o

Sag tarafta ikinci terim lizerinde indis diizenlemesi yaparak bu terimin esitligin sol
tarafindaki terimin eksilisine esit oldugunu gosterelim. A toplama indisinin terimi sifir

yapmayan iki degeri mevcuttur (u, v). Bunlart agik¢a yazalim:

QY N AN QA g = DN AN QA B
(C.20)
QA A A QA Sy

Burada tiim indisler lizerinden toplama yaptifimizi hatirlatalim. Her iki terimde de

alttaki indisi yukarda yazip tiirevli ¢carpani bag tarafa alalim:
= NSV NN QETN G0 4 QNN QTN S (C.21)
Bu sefer 77 metrigini her iki terimin ortasindaki ¢arpana uyguluyoruz:
= dQ" N QN7 N €ppe + dQQ N QG AN O o (C.22)
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Son olarak da ilk terimde v ve p indislerini ve ikinci terimde de o ve p indislerini yer

digistiriyoruz:
= —dW NQENQHT N b pe — AU N QYN QYT A O pupor- (C.23)

Simdi de bold olarak gosterdigimiz (u, ) indislerini tekrar A\ toplama indisi olarak

yeniden yaziyoruz:

= —d0" NN QN A S por- (C.24)

Boylece ikinci terimin sol tarfin negatifine esit oldugunu gosterdik. Benzer sekilde
ticlincii terim de hesaplanirsa bu sefer sol tarftaki terimin aynisinin ¢ikacagi kolayca

gosterilebilir. O zaman C.19’u yeniden yazalim:
A N QRN A Gppe = (A NQE A Q) —2d0™ A QLA QM) A Spipor-
1
= gd(QW AQEAQ) A Spupo-
(C.25)

Tiim terimleri toparlarsak

L=R" AR A x(wy Aw, Aw, Awy)

2 (C.20)

= d[(Q¥" A dYT + 5Q*‘” AQEAQ) A ol

sonucunun ¢iktigini buluruz. Bu, 4 boyutlu uzayda Gauss-Bonnet terimi i¢in yazdigi-
miz lagranjyen 4-fomunun aslinda bir 3-formun dis tiirevi olarak yazilabildigini ifade
ediyor. Bu 3-form Chern-Simons formundan bagka birsey degil. Dikkat edilirse bu
form hicbir sekilde metrik fonksiyonlarini icermiyor. Boylece 3 boyutlu yiizey iize-
rinde yazilmis toplojik bir ifadeye sahip oldugumuz hemen goriilecektir. Bu 6zellik
yalnizca Gauss-Bonnet terimine ait degildir. Lovelock lagranjyeninin, (C.9) lagranj-
yen formu kullanilarak en genel halde genellestirilmis Chern-Simons formunun bir dis

tiirevi olarak yazilabildigi A.Yale ve T. Padmanabhan’in [44]] calismasinda gosteriliyor.
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D Alan Denklemlerinin Cikarilisi

Bu kisimda caligmamizda dikkate aldigimiz yergekim kuramlarimi tanimlayan alan
denklemlerinin varyasyon hesabiyla ¢ikarimini kisaca 6zetleyecegiz.

Genel olmas: agisindan dnce Ricci skalerinin keyfi diizgiin ve tiirevlenebilir bir
f(R) fonksiyonuna karsilik gelen denklemleri ¢ikaralim. Genel bir n boyutlu uzay-

zamanda
1= [ @av=g 1(r) (D.1)

aksiyonunun varyasyonu
oI = /d”x(év—g) f(R) + /d"a:\/—g F'(R)[6(Ru)g" + R, 09", (D.2)

olacaktir. Burada f'(R) = %I(%R) olarak tanimlanir. Metrik determinantin varyasyonu

i¢cin yazacagimiz

5v=g = —¥5 909", (D.3)

ifade ve Riemann tensoriiniin varyasyonunudan yazilacak Palatini 6zdesligini
5R/,Ll/ - VA(5F2V> - vl/<5riu)7 (D4)
kullanirsak aksiyon varyasyonu

/ 1 v mn / / v
o= /dnx V=9 (f'Ru — égm,f)tsg“ + /d =g VA" 6Fﬁ” - QM‘SFZL)’

(D.5)
olarak yazilir. Christoffel semboliiniin varyasyonuyla beraber
9T, = —3 (Vg™ + Vb9 — a5 V0™, D6
ikinci terimdeki diverjans hesaplanirsa
V(g ol — ¢**01%,) = (=V .V, + g, 069", (D.7)
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bulunur. Buradaki kovaryant tiirevleri kismi integrasyonla dg"” tizerinden kaldirirsak,

alan denklemlerine katki yapmayan yiizey terimlerini yok sayarak ikinci terim i¢in

/d"x\/—_gf’(—VuVVJrgWD)@’“‘”Z/d":U\/_ [(=V.Vy + 9,,0)f 69",

(D.8)
yazariz. Sonug olarak f(R) yercekimi kuraminin aksiyonunun
ol = /d”x\/—_g (f'Ru — %g,wf —(V,V, —g,0)f)og" =0, (D.9)
varyasyonundan alan denklemleri
£ R = 50uf = (V¥ = gl =0, (©.10

seklinde bulunur [175]. Simdi de R, R"” Ricci tensoriiniin karesinden gelecek olan

alan denklemlerini hesaplayalim. Aksiyonun varyasyonunu alirsak

51 = / d"z](6v/=g) RuwR" + /=g 6(Rou)R"™ + /=g R,,6R™],  (D.11)

bulunur. Son terimi ikincisi cinsinden ifade eder ve metrik determinantin varyasyonunu

yerine yazarsak
5l = | da[(~Y=2g,, RusR® +2v/—g R, R")5¢"™ +2y/—g R*SR,,], (D.12)
= 9 Guv ftap g fyuplyy, )09 g [ar .

sonucunu buluyoruz. Bu asamadan sonra Palatini 6zdesligi, Christoffel semboliiniin
varyasyonunu hesaba katarsak Ricci tensoriiniin varyasyonunu metrik varyasyonu cin-

sinden asagidaki gibi yazabiliriz:
R'"6R,, :( RWD R VoV A+ R 79wV ,Vs)ogh (D.13)

Bu asamadan sonra yukarida goriilen metrik varyasyonun kovaryant tiirevlerini kismi
integrasyaonla diger terimlere aktarmak. Bunu yaptiktan sonra alan denklemlerini ve-

recek olan son ifadeyi buluruz:

(51:/d”x\/ gl(— gW Ry R +2Rﬂ|p|Rp +UR,,—2V,\V, RA VF 9V Vo R710gH
(D.14)

Boylece Ricci tensoriin karesinden gelecek alan denklemi

1
=g RapR* + OR,, — 2V V(R + 9w V,V.R” =0, (D.15)

2 R By = 5

olur [176].
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E N. Mertebe Laplace Denkleminin Green Fonksiyonu

R*de tanimli olan u(r) ve ¢(r) reel fonksiyonlari mevcut olsun. V2 Laplace operato-

riiniin n defa uygulanmasiyla elde edilmis olan
(V2)" ¢(7) = u(7) (E.1)
dogrusal diferansiyel denklemine, G(7* — v ) green fonksiyonunu kullanarak,
o) = / &7 G — ) u(), (E2)

seklinde bir ¢6ziim iiretmek istiyoruz. Green fonksiyonu (V)" G(7 — ') = §3(7 — r/)

seklinde tanimlanir. Fourier doniisiimleriyle

— &k Y ik 7
G(7) :/W G(k) e, (E.3)
Br -
5 (7) = / @ etF T, (E.4)

ifadeleri yazilir. Yazim kolaylig1 ag¢isindan yukarida yaptigimiz gibi bundan sonra 7 =
|7 — 7 | tanimlamasini kullanacagiz. Bu doniigsiimleri Green fonksiyonunun tanimina

yerlestirirsek, Green fonksiyonunun fourier dontismiisiinii

- (=1)"
G(k) = ) k2 (E.5)

seklinde buluruz. Burdan hareketle konum uzayinda Green fonksiyonunu, fourier in-
tegralini hesaplayarak ¢ikaralim. Hesap kolaylig1 agisindan 7 yer vektoriinii k uzayinda
k, dogrultusunda alalim. Bu durumda fourier integrali

= &k (=" s
G(T):/<27T>3 L2n e’

E.6
(=1t /°° dk_ i /°° dk ks 0
= — e — e
(27’(’)2 T 0 f2n—1 0 k2n—1 )
haline gelir. Ikinci integralde k yerine —k yazarsak
— (_1)n+1 i < dk ikt
G(T) = n2r ) e, (E.7)
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ifadesini yazariz. Integralde = k7 degisken doniisiimii yapilirsa

_{\n+l ;203 poo 4
G =N / &g (E.8)

2n—1
AT o0 T

sonucu bulunur. Ifade icinde olan integraldeki fonksiyonun sifir noktasinda cok katl
bir kutbu oldugundan (n bir dogal say1 oldugundan x = 0 noktas1 dallanma noktas1
(branch point) yerine ¢ok katl bir kutup olur.) bu improper integralin cauchy principle
degeri kompleks diizlemde kontiir intergralleri kullanilarak bulunur. Kompleks analiz

kitaplarindaki [[177] standart metodlar kullanilirsa Green fonksiyonu

~ ., ‘7:'_ 7:»/|2n—3
G(r—r") T @n—2)r (E.9)

olarak bulunur. Bu asamadan sonra green fonksiyonunu (E.2) integrali icerisine yerles-

tirmek ve kiiresel simetrik bir u(7) = u(r) fonksiyonu i¢in integrali almak gerekecek.

Bu yapilirsa
o) =~y | 7 =7 )
1 o - . (E.10)
:_mfo dr'r'u(r’) (| + 23 — |r — 279
¢Oziimii elde edilir. n = 2 durumunda ise
0= [ara 5 [
0 (E.11)

,
2
1 o0
0 d - //3
/ n 2/

ifadesi yazilir.
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