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BAGIMLI HASAR MODELLERINDE
KOPULA REGRESYON YAKLASIMI

OZET

Kopula fonksiyonlar1 cok degiskenli ortak dagilim fonksiyonlaridir ve degiskenler
arasindaki bagimlilik yapisinin modellenmesini saglamaktadir.  Farkli tiirdeki
bagimlilik yapilarin1 modelleyebilmesi ve matematiksel cesitliligi nedeniyle kopula
fonksiyonlarinin literatiirdeki kullanimi1 yayginlagsmaktadir.

Hasar modellerinde bagimli degiskenler arasindaki bagimlilik yapist genellikle goz
ardi edilmektedir. GOz ardi edilen bagimlilik yapis1i toplam hasar modelinin
istatistiksel tahminini etkilemektedir. Bagimlilik, hasar sikli81 ile hasar tutari arasinda
ya da farkhi risklerden kaynaklanan hasar tutarlar1 arasinda gozlemlenebilir. Bu
calismada farkli hasar tutarlar1 arasindaki bagimlilik yapist kopula fonksiyonlar: ile
toplam hasar modeline dahil edilmigtir. Toplam hasar modeli olusturulurken hasar
sayis1 ve hasar tutar1 bagimhi degiskenlerinin yaninda hasar kategorisi tanimlanarak
ticlinci bir bilesen olarak modele dahil edilmistir. Toplam hasar modeli bu ii¢
bilesenden olusan model yardimiyla kurulmus ve bagimlilik yapisini iceren bir kopula
regresyon modeli onerilmistir. Boylece daha fazla bilgiyi iceren esnek bir istatistiksel
model elde edilmistir.

Bu calismada Tiirkiye’de faaliyet gosteren 6zel bir sigorta sirketinden alinan zorunlu
trafik sigortasi verisi kulllanilmstir. Dort farkli hasar tutari degigskeni tanimlanmig
ve aralarindaki bagimlilik yapisinin toplam hasar tutarinin tahminini etkiledigi
goriilmiistir. Bagimlhilik yapisinin modele dahil edilmesinin toplam hasar tutarinin
tahminin yaninda toplam hasar dagilimin kuyruk kisimlarindaki kantil degerlerinin
tahmini de etkiledigi sonucu elde edilmistir.
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COPULA REGRESSION APPROACH FOR DEPENDENT LOSS MODELS

SUMMARY

Copula functions are multivariate cumulative distribution functions and provide the
modeling of the dependency structure between the random variables. The applications
of copula functions in the literature is becoming widespread due to its ability to model
different types of dependency structures and its mathematical diversity.

The dependency structure between the response variables in the loss models is mostly
ignored in the studies. The ignored dependency structure affects the statistical
estimated values of the total claim model. Dependency structure can be observed
between claim frequency and claim severity or between the different types of claim
severities in the data. In this study, the dependency structure between different types
of claim severities is included in the total claim model with copula functions. The
claim category component is added as a third component to the total claim model as
well as claim frequency and the claim severity components. Three component model is
used for the estimation of the total claim model and copula regression model regarding
the dependency structure is proposed. Thus, a flexible statistical model containing
more information about the data is obtained.

In this study, traffic auto insurance data set provided by one of the Turkish insurance
companies is used for the implementation of the copula regression approach. Four
different claim severity variables are defined and it is seen that the dependency
structure between them affects the estimation of the total claim amount. It is concluded
that the considering the dependency structure in the model would affect the estimation
of the quantil values in the tail parts of the total claim distribution as well as the
estimation of the total claim amount.
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1. GIRIS

Hasar (claim) modellemesi, aktiierya alaninda poli¢e priminin hesaplanmasi, rezerv
hesaplamasi ve portfoy riskinin degerlendirilmesi gibi temel aktiieryal problemlerin
coziimiinde onemli rol oynamaktadir. Prim hesaplanmasi asamasinda genellikle
hasar sikligi/frekans1 (frequency) ve hasar siddeti/tutar1 (severity) icin degisen risk
faktorlerine duyarli modeller belirlendikten sonra fiyatlandirmanin iyi yapilabilmesi,

gelecek yiikiimliiliiklerin ve rezervlerin dogru olarak belirlenmesi amaclanmaktadir.

Hasar modellemesinde kullanilan temel yaklasim hasar frekansinin ve hasar tutarinin
ayr1 ayr1 modellendigi iki asamali model yaklagimidir. Toplam hasar tutarin1 tahmin
edebilmek icin hasar sikligi ve hasar tutar1 yanmit de8iskenleri i¢in olusturulacak
istatistiksel modellerin dogru tahmin edilmesi onemlidir. Hasar siklig1 ve hasar tutari
rastlant1 degiskenleri ile aciklayici degiskenler arasindaki istatistiksel iliski alternatif
regresyon modelleri araciligiyla kurulabilmektedir. Hasar siklig1 rastlanti degiskeni
kesikli yapida ve hasar tutari rastlanti degiskeni siirekli yapida oldugu i¢in en az iki

ayr1 regresyon modeli olusturulmalidir.

Hasar sikligimin modellenmesi i¢in genellikle Poisson, Negatif Binom veya
genellestirilmis Poisson dagilimlar kullanilmaktadir. Poisson dagiliminin en belirgin
ozelligi ortalamasi ve varyansinin birbirine esit olmasidir. Dagilimin ortalamasi
ve varyansinin egit olmadigi durumlarda asir1 yayilim (overdispersion) ya da az
yayllim (underdispersion) durumundan soz edilebilir. Hasar siklig1 verisinde asiri
yayilim gozlemlendiinde negatif binom dagilimi ya da quasi-Poisson dagilimi
kullanilabilmektedir. Ayrica bu tip veride sifir degerinde yi1gilma goriildiigiinde sifir

yigilmali1 modeller (zero-inflated models) de kullanilmaktadir.

Hasar tutarinin dagilimi ise genellikle ¢carpik ve kalin kuyruklu olup en sik kullanilan
hasar tutar1 dagilimlar1 Gamma ve Lognormal dagilimlaridir. Ters Gaussian, Weibull
dagilimlar1 da carpik yapr gozlemlenen hasar tutar1 verisinde alternatif dagilim

olabilmektedir [1].



Hasar siklig1 ve hasar tutar1 dagilimlari ayr1 ayri belirlenebilecegi gibi kesikli ve
sirekli rastlantt degiskenlerinin birlikte yer aldig1 karma bir dagilim yardimiyla da

modellenebilir.

Aktiieryal calismalarda genellikle hasar modellerinde bagimli degiskenler arasindaki
bagimlilik yapis1 goz ardi edilmektedir. Goz ardi edilen bagimlhilik yapisi toplam
hasar modelinin istatistiksel tahminini etkilemektedir. Bagimlilik, hasar siklig1 ile
hasar tutar1 arasinda ya da farkli risklerden kaynaklanan hasar tutarlar1 arasinda
gozlemlenebilir. Bu ¢alismada hasar siklig1 ve hasar tutar1 arasindaki bagimlilik yapisi
kosullu olasilik yaklasimi ile modele dahil edilirken, ddenen farkli hasar tutarlari
arasindaki bagimlilik yapisi kopula fonksiyonlart (copula functions) ile toplam hasar

modeline dahil edilmistir.

Kopula fonksiyonlar1 matematiksel elverigliligi ve farkli tiirlerdeki bagimlilik
yapilarim1  kontrol edebildigi icin bagimhilik yapisinin modellenmesinde tercih
edilmektedir. Bu fonksiyonlarin temeli, birlesik dagilim fonksiyonun marjinal
dagilimlar kullanilarak ifade edilmesine dayanmaktadir. Marjinal dagilimlar iizerinde

bir kisit olmamasi kopula fonksiyonlarnin matematiksel iglenebilirligini arttirmaktadir.

Bu calismada 6zel bir sigorta sirketinden alinan zorunlu trafik sigortasi police
bilgilerinden elde edilen hasar verisi icin bagimlilik yapisini iceren kopula regresyon
modeli onerilmektedir. Kopula fonksiyonlari regresyon modelleri ile birlestirilerek cok

degiskenli aktiieryal hasar modeli olusturulmustur.

Hasar siklig1 ve hasar tutar1 ayr1 olarak modellenirken hasar tutari; hasar tiirii ve
hasar sayisi ile kosullu olarak modellenmistir. Hasar kategorisi olarak iiciincii bir
degisken tanimlanip hasar modeline dahil edilmistir. Hasar modeli olusturulurken ii¢
ayr1 temel bilesen ile ¢alisilmis ve onerilen modelin iigiincii bilesenini olusturan hasar
tutar1 degiskeni modellenirken farkli hasar tiirleri arasindaki bagimlilik yapis1 kopula

fonksiyonlar1 ile modele dahil edilmesi amag¢lanmistir.

Bu amag¢ dogrultusunda calismanin ikinci boliimiinde hasar modelleri ac¢iklanmus,
Uciincii boliimde rastlanti degiskenleri arasindaki bagimliligin modellenmesinde
kullanilan kopula fonksiyonlar1 tanitilmis ve dordiincii boliimde ise ¢alismada Onerilen
farkl riskler arasindaki bagimlilig1 modellemede kullanilan kopula regresyon modeli

aciklanmigtir. Caligmanin uygulamasinin yer aldig1 besinci boliimde ise kullanilacak



olan veri seti ayrintili olarak agiklanmuisg, veri setindeki bagimlilik yapisin1 modelleyen
kopula regresyon modeli sonuglar1 verilmistir. Altinci boliimde ise ¢alismanin genel

sonuclar1 belirtilmis ve 6nerilen modele ileride yapilabilecek katkilar tartisiimistir.

1.1 Literatiir

Tez calismasinin igeriginde kopula fonksiyonlar1 ve hasar modelleri olmak iizere iki
temel baslik iizerinden ilerlendigi icin bu boliimde her iki konudaki temel kaynaklara

ve uygulama orneklerini iceren ilgili ¢aligmalara yer verilmistir.

Literatiir arastirmasina ilk olarak kopula fonksiyonlar1 ile baglanmigstir. Kopula
fonksiyonlarin1 olasiliksal metrik uzaylar kapsaminda istatistik literatiiriine tanitan
ilk kisi Abe Sklar’dir. Sklar tarafindan olasilik dagilim fonksiyonlar1 ile kopula

fonsiyonlar1 arasindaki istatistiksel iligki teorik olarak aciklanmustir [2].

Genest ve Mackay [3] iki de8iskenli dagilim fonksiyonlariin kopula fonksiyonlari
yardimiyla yapilandirilabilecegini agiklamigtir. Nelson [4] ise kopula teorisini ayrintili

olarak incelemistir.

Genest ve Favre [5] kopula fonksiyonlarinin temel teorisinin iki degigkenli bir kopula
modeli olusturulmak istendiginde veri modellemesi asamasinda nasil kullanilmasi

gerektigini aciklayan ilk ¢alismalardan birini 6rneklemistir.

Joe [6] ¢ok degiskenli modeller ve bagimlilik yapilarini kopula teorisi merkezinde

aciklamustir.

Frees ve Valdez [7] hayat sigortasi Uiriinlerinin fiyatlandirilmasin incelerken aktiieryal
uygulamalardaki bagimlilik yapilarini modellemek icin kopula fonksiyonlarini

Onermistir.

Yang [8] cok degiskenli dagilimlarin bagimlik yapilarinin modellenmesinde yeni

kopula fonksiyonlar1 6nererek konunun gelismesinde katkida bulunmustur.

Klugman [9] kopula fonksiyonlarmi regresyon temelli modeller ile yapilandirarak

klasik dogrusal regresyon modeline alternatif bir model olusturmustur.

Son yillarda kopula fonksiyonlar1 birden ¢ok bagimli degisken arasindaki iligkileri
modellemek i¢in 6zellikle finans, istatistik ve aktiierya alanlarinda kullanilan popiiler

yontemlerden biri olmustur.



Aktiieryal alanda kopulalarin veri modellenmesindeki uygulamalarinin drneklerinden
bazilar1 Carriere (2000), Frees ve Valdez (1998), Klugman (2012), Spreeuw (2006),
Luciano ve digerleri (2008) tarafindan ¢calisilmistir. [7, 10-13].

Aktiierya literatiiriiniin en genis uygulama alani olan sigorta sektoriinde beklenen hasar
tutarinin ve hasar sayilarinin modellenmesi 6nemli bir problemdir. Literatiirde hasar
sayisinin modelleri ve hasar tutar1 modellerinin ayr1 ayr1 incelendigi ¢alismalar oldugu

gibi toplam hasar tutarinin birlikte modellendigi calismalar da bulunmaktadir.

David ve digerleri [14] otomobil sigortas1 i¢in hasar sayilarinin modellenmesinde

Poisson ve Negatif binom dagilimlarini kullanmugtir.

Fu ve digerleri [15] hasar tutarint modellemek icin Lognormal, Gamma ve
Normal dagilim fonksiyonlarim1 kullanmig, yaptig1 simiilasyon ¢alismasi ile Gamma
dagilimmin daha etkin tahmin sonuglart {irettigini gostermisti. ~ Meyer [16]
calismasinda Lognormal, Gamma ve Weibull dagilimlarim1 kullanarak bayesyen

yaklagimla toplam hasar tutarin1 modellemistir.

Hasar tutar1 ve hasar siddetinin birlikte modellendigi iki parcali modeller ile ilgili
literatiirdeki ¢alismalarin ¢ogunlugu agiklayic1 de8iskenlerin beklenen hasar tutar
izerindeki etkisini incelememistir [17,18]. Hasar tutar1 ve hasar siddeti modellenirken
aciklayic1 degiskenlerin géz oniinde bulunduruldugu calismalar daha giinceldir [19,

20].

Kramer ve digerleri [21] calismasinda sigorta hasar sayisi ve biiyiikliiklerini
modellemek i¢in bilesik kopula modeli 6nermistir. Hasar sayist ve biiytikliiklerini
modellemede birlesik kopula modeli 6neren bir diger ¢calisma Czado [22] tarafindan

yapilmistir.

Hasar modelleri ile ilgili literatiirde model bilesenleri arasindaki bagimlilik yapisinin
incelenmesi giincel bir aragtirma konusudur. Son yillarda 6zellikle hasar sayis1 ve hasar
tutar1 arasindaki iligkinin degerlendirilmesi yaygindir. Hasar sayisinin toplam hasar
tutar1 modeli igerisinde aciklayict bir degisken olarak ele alindig1 calismalar hasar

sayist ile hasar tutar1 arasindaki bagimlilik varsayimini degerlendirmektedir [23-25].

Frees [19] hasar sayis1 ile hasar tutar1 arasindaki bagimlilik yapisini alt1 farkli sigorta

bransi i¢in kopula fonksiyonlart ile modellemistir. Calisma sonucunda hasar sayisi



ile hasar tutar1 arasindaki bagimliligin farkli sigorta branglar1 arasindaki bagimlilik

yapisina gore daha etkisiz oldugunu sdylemistir.






2. HASAR MODELLERI
Hasar sayis1 (claim frequency), sigortalanmis riskin gerceklesmesi sikligini tanim-

larken, hasar tutari/siddeti (claim severity), sigortali bir riskin gerceklesmesi

durumunda sigorta sirketi tarafindan tanzim edilen tutar1 ifade etmektedir.

Hayat dis1 sigorta branglarinda diizenlenen sigorta poligesi ile sigortali hasarin ortaya
cikma riskine karsilik, sigortaci police sahibinin maddi zararini tazmin etme sozil
verilmektedir. Bu nedenle hayat dis1 sigorta policeleri icin hasar dagiliminin tahmin

edilmesi tiim aktiieryal hesaplamalari etkilemektedir.

Sigorta sirketleri, sigorta policesi risk primlerini belirleyebilmek, sermaye yeterliligi
icin rezerv hesaplamalarini yapabilmek i¢in gecmis hasar sayisi ve hasar tutari bilgisini
kullanarak istatistiksel modeller olusturmaktadir. Hasar sayis1 ve hasar tutar1 iki parcali
modellenebilecegi gibi (two parts model) toplamsal hasar modeli (aggregated loss
model) tanimlanarak birlesik olarak da modellenebilmektedir. Model yaklasimi secimi
arastirmacinin elindeki verinin yapisina veya prim hesabinda kullanilacak olan prim

prensiplerine gore degisebilmektedir.

2.1 Iki Parcah Hasar Modeli

Hasar verisi kayitlarindan elde edilen hasar sayisi ve hasar tutari verileri iki ayri
bagimli degisken olarak ele alinmaktadir. Iki parcali modelde birinci bilesen hasar
sayist (siklig1) modeli, ikinci bilesen hasar tutar1 modelidir. 1lk kisimda hasar
ortaya ¢ikmasi olasligi modellenirken, ikinci kistmda hasar olmasi kosulunda pozitif
hasar tutarlari modellenmektedir. Bu modelde, hasar sayisi ile hasar tutar1 verisi
birlestirilirken hasar 6demesi yapilmadig1r durum icin her iki bilesenin degeri de sifir
kabul edilmektedir [26]. iki parcali modeller "Frekans- Siddet Modelleri" (Frequency-

Severity Models) olarak da adlandirilmaktadir.

Literatiirdeki ilk caligmalar iki-parcali model yapisi icerisinde agiklayici de8iskenleri
modele dahil etmeden hasar frekansi ve hasar tutarim1 tahmin etmeye calismistir.
Aciklayict degiskenlerin modele dahil edilmesi ilk olarak ekonometrik bir ¢calismada

Cragg (1971) tarafindan yapilmistir [27].



Hasar kayitlarinda hasar 6demesi yapilmadigi durumlarda hasar tutar1 degiskeni sifir
olarak tanimlanirken hasar sayis1 da sifir degerini almaktadir. Tanmimlanan risk
gerceklestiginde ve 6deme yapilan tutar pozitif bir deger ile tanimlandiginda hasar
sayis1 da pozitif bir deger almaktadir. Riskin gegeklesme olasili1 gorece olarak diisiik
risk olarak degerlendirilirse veri yapisinin icerisinde pozitif hasar 6demesi olmadig1
durumlar igin cok sayida sifir degeri gozlemlenecektir. Iki parcali model yaklasimi,
hasar verisinde yiiksek miktarda gézlemlenen sifir degerlerinin kontrolii icin elverisli
olmaktadir. Sadece ddenen hasar tutarlari bilgisinin oldugu bir veri seti sifir degerini
alan hasar odemelerine iliskin police bilgilerinin kullanilmamasi sonucunda hasar

dagilimini tahmin ederken yanli sonuglar ortaya ¢ikmasina neden olabilmektedir [28].

ri;i.  birime ait bir hasar olup olmadigini gosteren ikili (binary) degisken olarak

tanimlansin. y;; hasar tutar1 olmak iizere iki pargali hasar modelinin en temel yapisi,

(hasar); = r; Xy 2.1

seklindedir [28].

Iki-parcali hasar modelinde agiklayic1 degiskenlerin modele dahil edildigi yapinin iki

bileseni asagida aciklanmistir:

IIk Bilesen: r; bagimh degisken, xi; aciklayici defisken matrisi, i regresyon
katsay1 vektorii olmak iizere ikili (binary) regresyon modeli tanimlanabilir. r; bagimlh

degiskeni icin logit ve probit regresyon modelleri kullanilabilmektedir.
Ikinci Bilesen: r;=1 kosulunda y;; bagimhi degisken, X»; aciklayici degisken matrisi,
B> regresyon katsayr vektorii olmak iizere regresyon modeli tanimlanabilir [28]. y;

bagimli degiskeni i¢in dogrusal, lognormal ya da gamma regresyon modelleri aday

olarak secilebilmektedir.

Hasar siddeti ve hasar frekansinin birlesik olasilik fonksiyonu iki parcali model

yaklagimi ile Esitlik 2.2°de ifade edilmistir.

F(N,y) = f(N) x f(y|N) (2.2)

Bu esitlikte f(N,y) iki bilesenden olusan birlesik olasilik fonksiyonunu gostermekte-
dir.



Hasar frekanst olasilik fonksiyonu, f(N), N tane hasarin ortaya ¢ikma olasiligini
gostermektedir. Kosullu hasar siddeti, f(y|N), N bilindiginde hasar siddeti olasilik
yogunlugunu ifade etmektedir [11]. Kosullu olasilik yaklagimi kullanilarak olusturulan
bu yapisal ayristirma ile hasar frekanst ve hasar siddeti arasindaki bagimsizlik
varsayimi esnetilmektedir. Hasar siddeti ile hasar frekansi degiskenleri arasindaki

bagimlilik yapisinin modelleyen calismalar halen devam etmektedir [19,22].

Iki-pargali hasar modellerinin ikinci kisminda pozitif hasarlar dogrusal regresyon
veya genellestirilmis dogrusal model ile modellenebilmektedir. Model bilesenlerinin
olabilirlik fonksiyonlar1 ayri ayr1 maksimize edilerek en ¢ok olabilirlik yontemi ile

parametre tahminleri yapilabilmektedir [29].

2.2 Toplamsal Hasar Modeli

Hayat dis1 sigorta policesinde bir yil icerisinde birden fazla riskin ortaya ¢iktig1 ve
birden fazla hasar bildirimi yapildig1 durumda, hasar tutar1 6demeleri kiimiilatif bilgisi

ile caligilmak istendiginde toplamsal hasar modeli yaklasimi kullanilabilir.

Her bir police i¢in N;: hasar sayis1

vij, j: 1, ..., N; olmak iizere, her bir polige i¢in hasar tutarini ifade etmektedir.
Si =yi1 +yi2 + -+ yin ise i. police icin toplamsal hasar tutarini gostermektedir.

N; = 0 i¢in y;; degeri sifir olacaktir. N; de8igskeninin ikili (binary) se¢ildigi durumda
Esitlik 2.1°deki iki pargali hasar modeli elde edilmektedir [28].

2.3 Genellestirilmis Dogrusal Model

Aktiieryal calismalarda hasar verisi genellikle uzun kuyruklu yapidadir ve carpik
dagilim gostermektedir. Bu nedenle hasar verisinin modellenmesinde klasik regresyon

yaklasimi yerine genellestirilmis dogrusal modeller tercih edilmektedir [30].

Genellestirilmis dogrusal modellerde temel varsayim bagimli degiskenin dagiliminin
iistel aile iiyesi olmasidir. Bagimli degiskenin ortalamasinin doniisiimii ile agiklayict

degiskenler arasindaki iligski incelenmektedir.

Ustel dagilim ailesi genel yapisi Esitlik 2.3’de gosterilmistir.



y6 —b(0)
¢

Bu esitlikte y bagimli degisken, 0 kanonik parametre, ¢ Olcek parametresi veya

£(:0,0) = exp ( +s<y,¢>>) 23)

yayillim parametresi olarak adlandirilmaktadir. S(y,¢), bagimh degisken ve olcek
parametresinin bir fonksiyonudur. Bagimlhi degisken kesikli, siirekli ya da karma

yapida olabilmektedir [28].

Ustel dagilim aile iiyesi olan Normal dagilim igin olasilik yogunluk fonksiyonu esitlik
2.4°deki formda ifade edilmektedir. 6 = u,¢ = o2, b(0) = 6%/2 ve S(y,¢) =
—y?/(2¢)—In(27¢) /2 olmak iizere,

2 2
L o?) ey [ DHTH/2) Y] 2
f(y,,u, (o) ) = exp ( ) 552 Eln (271'6 ) 2.4)
esitligi listel aile yapisindadir.

GDM’de n; = x/B = g(u;) esitligi sistematik bileseni tanimlamaktadir. Bu esitlikteki
g(+); bag (link) fonksiyonudur.

wi—g ' (XB) 25)

Esitlik 2.5’de bag fonksiyonun tersi ile ortalama fonksiyonu tanimlanmustir.

Ustel dagilim ailesinin log-olabilirlik fonksiyonu

y6 —b(6)

o +5(, ¢)} (2.6)

1(6,0;y) =Inf(y;0,9) :{

ile ifade edilmektedir.

E (g—é) = 0 olmak {iizere log-olabilirlik fonksiyonunun 6’ya gore kismi tiirevi

alindiginda bagiml degiskenin ortalamasi bulunmaktadir.

a1 Y—b(6)

10



E(Y)=pu="0'(0) 2.7)

2
E (g—;é) +E (g—é) = 0 olmak iizere log-olabilirlik fonksiyonunun 6’ya gore 2.

dereceden kismi tiirevi alindiginda ise varyans denklemi elde edilmektedir [28,31].

21 (dIN*  b'(e) [(Y-P(0)\’
W+<%> o +( 0 )

Y-b(0) Y—E(Y)

o ¢
b"(6 Y
b )+ Var(2 ) A
¢ ¢
Var(Y) =b"(0)¢ (2.8)
B=(B B ... Bp )T: B regresyon katsayilar1 vektorii olmak iizere,
61,...,60, parametreleri X’in degerlerine bagli iken b() ve g() fonksiyonlar ile
regresyon parametrelerine (B, ..., ;) de baghdir.
Z /
Y Bixij=mni=g(w)=2g (' (6)) (2.9)
j=1

B’nin en c¢ok olabilirlik yontemi ile tahmini skor fonksiyonlarinin (score functions)
¢oziimii ile bulunmaktadir. n tane gozlem igin olabilirlik fonksiyonu 3 parametresinin

bir fonksiyonu olarak yazildiginda,

I(B) = iz,-us)

B parametresinin en ¢ok olabilirlik yontemi ile tahminleri,

Li(B)
dB;

esitligi ile elde edilebilir. Zincir kuralr ile

=0, j=1,2,...... P (2.10)
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oLi(B) _ 9l 96; d; I

= (2.11)
JaB; 96w In; IP;
esitligi yazilabilir. Kismi tiirevler yerine yerlestirildiginde
Al (Yi— ) xij O
= =1,2,... 2.12
aﬁj Var(Y[) ani7j < ?p ( )

olabilirlik denklemi sifira esitlenerek parametre tahminleri elde edilmektedir. Bu
esitlifin ¢Oziimil icin iteratif yontemlerden yararlanilmaktadir. Newton Raphson
yontemi ve Fisher Scoring algoritmasi siklikla kullanilan iteratif ¢6ziim yontemleridir

[32,33].

2.4 Hasar Sayilarinin Modellenmesi

Hasar sayilarinin modellenmesi icin genellikle Poisson, Negatif Binom veya
genellestirilmis Poisson dagilimlart kullanilmaktadir. Poisson dagiliminin ortalamasi
ve varyanst birbirine esit oldugundan veride agir1 yayilim goriildiigiinde yetersiz
kalmaktadir. Bu durumda Negatif binom modeli ya da yari-Poisson (quasi-Poisson)

modeli asir1 yayilimi modellemek i¢in kullanilabilmektedir [34].

Hasar sayis1 verisinde sifir degerinde yi1gilma goriildiigiinde sifir yigilmali modeller
(zero-inflated models) de kullanilmaktadir. Sifir yigilmali Poisson, sifir yi8ilmal

Negatif Binom dagilimlart alternatif sifir yigilmali dagilimlardir [35,36].

Calismanin uygulama boliimiinde hasar sayisi bileseni i¢cin Poisson, Negatif Binom
ve yari-Poisson modelleri calisilmig, model tahmin sonuclari begsinci boliimde

sunulmugtur.

2.4.1 Poisson Genellestirilmis Dogrusal Modeli
(0,00) araliginda tanimlanan A parametreli Poisson dagiliminin olasilik fonksiyonu

esitlik 2.13’te verilmistir.

2 k=0,1,... (2.13)
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Poisson regresyon modeli olusturulurken u, agiklayici degiskenlerin farkli gozlem
degerleri i¢in degisecektir. Dagilimin ortalamasi u ile gozlem degerleri arasindaki

iligki,

u; = e"P (2.14)

ile gosterilir. Burada x;, X matrisindeki i. satir1 ifade etmektedir. Bu esitlikte

logaritmik bag fonksiyonu secildigi i¢in y; pozitif olacaktir [37].

Esitlik 2.5’de Poisson regresyonu igin olabilirlik fonksiyonu verilmistir.

L(B) = zn: (exfﬁ £y (+x:B) —lny,-!) (2.15)

i=1

B parametreleri olabilirlik fonksiyonunun kismi tiirevi alinarak bulunmaktadir.

d

3B =} —xie"P 4 yx =0 (2.16)

‘B—B i=1
Parametre tiirevlerini elde etmek i¢in tanimlanan fonksiyonun kapali formu

bulunmadi81 i¢in Newton-Raphson yontemi gibi iteratif yontemler kullanilmaktadir

[38].

2.4.2 Negatif Binom Genellestirilmis Dogrusal Modeli

Negatif Binom dagilimi istatistik ve aktiierya literatiiriinde siklikla kullanilan bir
dagilim tiriidiir. Hilbe, Negatif Binom dagiliminin teorisi ve uygulama orneklerini

ayrintili olarak caligmistir [39].

Negatif Binom dagilimi Poisson- Gamma karma dagilimindan elde edilmektedir. 6

degiskeni Gamma dagilmaktadir:

(1/a)!/e

1/a—1 _
Tl /a) 0 exp(—6/a) (2.17)

f(6) =

Y; rastlant1 degiskeni, A; ve « parametereleri ile negatif binom dagilimina sahiptir ve

olasilik fonksiyonu,

13



B F(yH—OFl) a~! o Ai Vi
rok =g it (aen) (am) e

ile tanimlanir. o dagilim faktorii ve sabit olmak iizere o sifir degerine yaklastikca

Negatif Binom dagilimi Poisson dagilimina yakinsamaktadir [14,40].

Negatif Binom dagilimu i¢in ortalama ve varyans degeri; E[y;|A;, a] = A;, V[yi|Ai, a] =
Ai(14 ad;) esitlikleriyle tanimlanmaktadir [41].

Negatif Binom regresyon modeli icin x;, X matrisindeki i. satir1 ifade etmek iizere
kosullu ortalama fonksiyonu ve varyans fonksiyonu esitlik 2.19 ve esitlik 2.20°de

verilmistir.

E [Y,‘x,] = )L,‘ = eXp (thi) (2.19)

Var [Y;|x;] = exp (B'x;) (1+ a® exp (B'xi)) (2.20)

2.4.3 Sifir Yigilmah Modeller

Sifir yigilmali modellerden sifir yigilmali Poisson (ZIP), sifir yigilmali negatif binom
(ZINB) ve sifir yiZilmali genellestirilmis Poisson (ZIGP) modelleri, bir¢cok alanda

yaygin olarak kullanilmaktadir.

Olasilik yogunluk fonksiyonu iki parcaya ayirarak modellenmektedir. Ik kisim
verideki sifir degeri alma olasiligint modellerken diger kisim sifir olmayan degerlerin

ortaya ¢cikma olasiligin1 modellemektedir.

Sifir yi§ilmali Poisson regresyon modelinde, veride mevcut olan agirt yayilimin
yalmzca sifir de8erindeki yogunluktan kaynaklandigi varsayimi yapilmaktadir.
Sifir yigilmali negatif binom ve sifir yigilmali genellestirilmis Poisson regresyon
modellerinde ise agir1 yayilimin sifir degerindeki yigilmanin yani sira bir¢ok nedenden
kaynaklanabilecegi varsayimi mevcuttur. Dolayisiyla tim sifir yi§ilmali regresyon

modellerinin ortalamasi birbirine esit iken varyans yapilar1 degismektedir [28,37].

2.5 Hasar Siddetinin Modellenmesi
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Normal dagilim gostermeyen uzun kuyruklu hasar siddeti verisi i¢in uzun kuyruklu
regresyon modelleri incelenmistir. Gamma ve Lognormal dagilimlart uzun kuyruklu

carpik hasar tutar verisi i¢in aday olarak secilebilmektedir.

Dort parametreli Genellestirilmis Beta (GB2) dagilimi kuyruk kisimlarinda daha iyi
uyum gosterdigi i¢in alternatif bir model regresyon modeli olarak 6nerilmektedir [42].
Genellestirilmis Beta dagiliminin regresyon temelli olarak calisilmasi literatiirde ¢ok
fazla yer almamaktadir. Gan ve Valdez (2018), hayat anniiite Uriinlerinde biiyiik
portfolyolardaki riskin degerlendirmesinde GB2 dagilimi kullanilmistir [43]. Frees ve
Valdez (2008), carpik hasar tutar1 verisini modellemek i¢cin GB2 dagilimin1 6nermistir

[44].

Uygulamada hasar tutarlarina muafiyet (deductable) uygulamasi yapilarak kesildigi
ya da iist limitler kullanilarak sansiirlendigi durumlar olabilmektedir. Bu durumlarda
hasar modellemesi yasam modellerindeki kesilmis ve sansiirlenmis veri yapisina

benzerlik gosterebilir [45,46].

Hasar modellerinde bir diger yaklasim hasar siddeti ve hasar frekansi birlikte
modellenmek istendiginde kesikli ve siirekli raslanti degiskenlerinin bir araya
gelmesiyle karma bir dagilim olusturulmasidir. Karma bir dagilim olan Tweedie
dagilimi, Gamma raslanti degiskenlerinin Poisson toplami olarak tanimlanmaktadir.
Hasar olmamas1 durumunda toplam hasar miktar: sifir noktasinda yigilma gosterirken
bir veya daha fazla hasar olugsmasi durumunda toplam hasar miktari siirekli kistmda
pozitif degerlerle tanmmmlanmaktadir. Bu toplamda, hasar sayisini ifade eden N rastlanti

degiskeni A ortalamasi ile Poisson dagilimina sahiptir [19,47].

Bu calismada, hasar tutar1 verisi i¢cin Gamma ve Genellestirilmis Beta 2 regresyonu

modelleri calisilmistir ve model tahmin sonuglari beginci boliimde sunulmustur.

2.5.1 Gamma Regresyon Modeli

Gamma dagilimi ¢ok tepeli bir dagilimdir. Gamma dagilimi olasilik fonksiyonu, ¥ ~

Gamma(v,A),

fr3) = =M le ™ y>0 2.21)

esitligi ile ifade edilebilmektedir.
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Gamma dagilimi beklenen deger ve varyansi,

vl
Hi = ¥ =3
olmak iizere log olabilirlik fonksiyonu,
%
(u,v,y)=(v—1)log(y) — Hy—k viogv —vilogu —log'(v) (2.22)

olarak yazilmaktadir [22].

xi, X matrisindeki i. satirn ifade etmek iizere logaritmik bag fonksiyonu ile
olusturulan Gamma regresyon modeli icin olabilirlik fonksiyonu esitlik 2.23’deki gibi

tanimlanmaktadir ((; = exp {xi B }).

I(y; i, v) = i{yl/exp xzﬁ)+xlﬁ d myl._h’T"_mr(%)} (2.23)

-V

2.5.2 Genellestirilmis Beta 2 Regresyon Modeli

GB2 dagilimy, ii¢ tane sekil (shape) ve bir dlcek (scale) parametresi ile dort parametreli
bir dagilimdir. Sekil parametreleri yardimiyla veriye 6zellikle kuyruk kisimlarinda

uyum saglama kapasitesi fazladir.

Esitlik 2.24°de GB2 dagilimi olasilik yogunluk fonksiyonu verilmistir [48,49].

y\ap 1
a(z) (2.24)

;7b7 ) -
o) = T () Ty =0

B(p,q), Beta fonksiyonudur. a,p,q sekil parametreleri iken b Glgek parametresidir.
Dagilimin tepe noktas1 a parametresi ile kontrol edilirken, kuyruk kisimlar1 p ve g

parametreleri ile kontrol edilmektedir.

Y;|X; = x; ~ GB2(a,exp (x;B),p,q) olmak tizere GB2 regresyon modeli i¢in olasilik
yogunluk fonksiyonu esitlik 2.25°deki sekilde elde edilir.

ap—1
Yi
a [exp(xﬁﬁ)}

f [y,';a,exp (Xiﬁ) ,P,C[} =




GB2 regresyon modeli i¢in ortalama fonksiyonu

E (Yi|X; =x;) =exp (x;8)B(p+1/a,q—1/a) /B(p,q)

esitiligi ile yazilacaktir [48].

Bu calismada, GB2 dagilimi ortalamasi i¢in sonlu bir say1 bulunamadigi durumda
olasilik yogunluk fonksiyonu bir limit degeri (upper limit) ile yakinsanarak ortalama
deger hesaplanmistir.  Shi tarafindan [50] kitabinda, uzun kuyruklu regresyon
modellerinden GB2 regresyon modeli i¢in parametre tahmini ayrintili olarak

incelenmistir.
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3. KOPULA TEORISI

Rastgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapisinin modellenmesi Onemli bir
aragtirma problemidir. =~ Bagimlilik yapist parametre tahminlerinin istatistiksel

giivenilirligini, istatistiksel modelin anlamliligin etkileyebilmektedir.

Istatistiksel calismalarda rastgele degiskenler ya da gozlemler arasinda bagimlilik
yapisinin modellenmesinde kullanilan yontemlerden biri kopula fonksiyonlaridir.
Kopula fonksiyonlari rastlanti degiskenleri arasindaki bagimlilik yapisint modellemek
icin kullanilan matematiksel fonksiyonlardir. Kopula yaklasiminin temeli, rastgele
degiskenlerin birlesik dagilim fonksiyonlarinin marjinal dagilimlarin bir fonksiyonu

olarak ifade edilmesine dayanmaktadir.

Kopula fonksiyonlarini aktiierya literatiiriinde kullanimi son yillarda yayginlagsmaya
baglamuigtir. Aktiieryal riskler arasindaki bagimlilik yapisini teorik olarak inceleyen

Kaas (2005) literatiire 6nemli katki saglamistir [51].

Kopula fonksiyonlar1 yardimiyla rastlanti de8iskenleri arasindaki bagimhiligin
modellenmesi genel olarak iki asamadan olugsmaktadir. i =1,...,n ve yi,...,y4
; rastlanti degiskenleri olmak iizere y; = (yi1,.-..,yiq) i¢in kopula fonksiyonlar: ile

modelleme adimlari;
(1) y1,...,yq her bir rastlant1 degigkeni i¢in tek degiskenli modelin belirlenmesi
(i1) bagiml d degigken icin kopula fonksiyonunun belirlenmesi olarak yazilabilir [6].

Ik adimdaki tek degiskenli modelin segiminden sonra, aday kopula fonksiyonlart

belirlenerek bagimlilik yapisinin modellenmesi i¢in degerlendirilmelidir.

Parametrik kopula ailesinin se¢iminde asagidaki Ozelliklerin degerlendirilmesi

onemlidir:

(a) farkli bagimlilik yapilarin1 modelleyebilmesi (6rnegin; kosullu bagimlilik yapisi,
pozitif veya negatif bagimlilik yapisi, doniistiiriilebilir (excangeable) yapi, kuyruk

bagimliliginin yapisi (tail behavior)),
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(b) matematiksel esnekligi.

Bagimlilik yapisinin modellenmesinde parametrik kopula fonksiyonlarinin yam sira
parametrik olmayan tiretilmis kopula fonksiyonlarindan da bahsedilebilmektedir. Bu
calisma kapsaminda parametrik yontemler ile calisilmistir. Kopula fonksiyonlar i¢in
paramterik olmayan tahmin yontemleri Yang ve ark., Chen ve Huang, Rosenberg

tarafindan calisilmistir [52—-54].

3.1 Bagimhhk Kavramm

X ve Y rastlanti degiskenleri i¢in, Y’ nin biiylik degerleri X’in biiylik degerleri ve
Y’nin kiiciik degerleri X’in kiiciik degerleri ile iligkili olma egiliminde ise pozitif
bagimliliga (positive dependency) sahip oldugu soylenmektedir. Degiskenlerden
birinin biiyiik degerleri icin digerinin kiiciik degerleri ile iligkili olma egiliminde ise
negatif bagimlilik (negative dependency) sz konusudur [55].

Rastlant1 degiskenlerinden birinin hakkindaki bilginin, digeri hakkinda herhangi bir

anlam icermedigi rastlant1 degiskenleri bagimsizdir.

X ve Y rastlant1 degiskenleri i¢in;

PriX <xveY <y)=Pr(X <x)Pr(¥Y <y)

veya

Pr(X < X|Y) =Pr(X <X)

ise X ve Y rastlanti de8isenleri bagimsizdir. Eger rastlanti degiskenleri bagimsiz

degilse, bagiml olacaktir [56].

3.1.1 Rank Korelasyon Katsayisi

X ve Y rastlanti degigkenlerinin ayni anda kiiciik ya da biiyilkk deger almalari
konkordans (concordance), biri kiigiik (biiyiik) deger alirken digerinin biiyiik (kii¢iik)
deger alma olasilig1 ise diskonkordans (disconcordance) olarak adlandirilmaktadir.

Rank korelasyon katsayisi, rastlanti degiskenleri arasindaki konkordansi dlgmek icin
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kullanilmaktadir. En c¢ok kullanilan rank korelasyon olgiitleri olan Kendall’in tau ve

Speraman’in rho korelasyon katsayilaridir.

3.1.1.1 Spearman’in rho korelasyon katsayisi

Spearman’in rho korelasyon katsayis1 dogrusal korelasyon katsayisi ile iligkilidir.
Marjinal dagilimlari ile X ve Y rastlanti degiskenleri i¢cin Spearman’in rho korelasyon

katsayist,

by = p (B(X), Fy (1)) = ——2 ), (V)
‘ y / Var (F(X)) Var (Fy(¥))

esitligi ile yazilabilir.

Siirekli rastlant1 degiskenleri i¢in Spearman’in rho katsayisi,

ps (X1,X2) = 3 [Pr (Xl —Xﬁ) (XZ—X2L> > 0] . [Pr (Xl —Xﬁ) (Xz—xj) < o]

olarak yazilabilir. Burada (XlL,XZL) bagimsiz bilesenlerden olusan (X;,X) ile

bagimsiz olan rastgele vektordiir [38].

3.1.1.2 Kendall’in tau korelasyon katsayisi

Bir (X,Y) siirekli rastlant1 vektoriindeki n gbzlemden bir rastgele 6rneklem alindiginda

ve

(;) tane bagimsiz cift olacaktir. (Xi,Y)) = (Xj,Yj) konkordans ya da

diskonkordanstir. Burada Kendall’1n korelasyon katsayisi,

TZPI‘[(Xl —Xz) (Yl —Yz) > 0] —PI‘[(XI —Xz) (Yl —Yz) < 0]

formiilii ile bulunur. Esitligin sol tarafi konkordans olasiligini verirken, sag tarafi
diskonkordans olasiligini vermektedir. Siirekli rastgele degiskenler icin Kendall’in tau

katsayist,

T:2P1‘[(X1 —Xz) (Yl —Yz) >O]—1‘

e

olacaktir. Esitlikten Kendall’in tau de8erinin -1 ile +1 arasinda degistigi goriilmektedir.

Eger (X,Y) rastlanti degiskenleri countermonotonic ise T degeri alt sinira ulagacak
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ve -1 degerini alacak, (X,Y) rastlanti degiskenleri comotonic ise T degeri iist sinira

ulagacak ve +1 degerini alacaktir [56].

Rastlant1 degiskenleri arasindaki bagimlilig1 6lcen Kendall’in tau ve Spearman’in rho
katsayilart miikemmel pozitif bagimlilik durumda +1, miikemmel negatif bagimlilik

durumda -1, degerini almaktadir [11].

Rank korelasyon oOlgiitleri olan Kendall’in tau ve Spearman’in rho katsayilar1 kopula

fonksiyonlar1 yardimiyla hesaplanabilmektedir.

3.2 Kopula Fonksiyonlar:

Kopulalar, olasiliksal metrik uzaylar kapsaminda 1959 yilinda ele alinmistir [7].
Kopula fonksiyonu, marjinalleri (0, 1) aralifinda tekdiize (uniform) dagilan ¢ok
degiskenli dagilim fonksiyonudur. Marjinal dagilimlardan bagimsiz olarak ¢ok

degiskenli dagilim yapisini modellemek i¢in kullanilmaktadir.

3.2.1 Olasilik Integral Doniisiimii

Olasilik integral doniisiimii (probability integral transform) kopula fonksiyonlarinin
yapilandirilmasinda 6nemli role sahiptir. Doniisiim rastgele degiskenler liretmede ve

degiskenlerin tekdiize doniisiimlerini (U (0, 1)) elde etmek icin kullanilmaktadir.
Teorem 3.2.1:

X ~ Fy siirekli rastlanti degigkeni olmak iizere, Fx(X) ~ U(0,1) ise Fx(X) =1—
Fx(X) ~U(0,1) olacaktir.

Kanit: 0 < p < 1 igin Fy '(p) = inf {x: Fx(x) > p}. Fy ', Fx’in soldan siirekli ters

(inverse) fonksiyonu olmak iizere,
0<u<1,P(Fx(X)<u)=P(X <F;'(u)) =FxoFy'(u)=u
olacaktir [6].

Kopula fonksiyonlariin yapilandirilmasinda olasilik integral doniisiimiiniin 6zellik-

lerinden yararlanilmaktadir.

(i) U ~U(0,1) ve F tek degiskenli kiimlatif dagilim fonksiyonu, F~! genellestirilmis

ters veya kantil (quantile) fonksiyonu olmak iizere,
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X=F Y U)~F
olacaktir.

(i) X ~ F siirekli rastlant1 degigkeni i¢in kiimiilatif dagilim fonksiyonu F(X) ~U(0, 1)

aralifinda tanimlanir.
(ili) j = 1,2 igin F; siirekli dagilim fonksiyonu X; ~ Fj ise F, ' (Fi (X)) =F, 'o
Fy (X1) ~ F olacaktr.

(iv) j = 1,2 icin F; siirekli dagilim fonksiyonu X; ~ Fj ise Fz_1 (1-F (X)) ~F
esitligiyle de yazilabilir [6].

3.2.2 Sklar Teoremi

Sklar (1959) teoremi herhangi bir ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonunun marjinal

dagilim fonksiyonlar1 yardimiyla yazilabilmesini saglamaktadir.

Uy,...,U; (0,1) araliginda uniform rastgele degiskenler olmak iizere, d degiskenli

dagilim fonksiyonu bir kopula fonksiyonudur.

C(”l?"'vud):Pr<U1Sula'-wUdSud) (3.1)

Kopula fonksiyonlar1 uygulanmak istenen veride c¢ogunlukla tekdiize dagilim
gozlemlenmemektedir. Bu durumda rastlantisal (arbitrary) marjinal dagilimlar

kullanilmaktadir.

Fi(y1),...,Fp(yq) rastlantisal marjinal dagilim fonksiyonlar: olmak iizere, ¢ok
degiskenli dagilim fonksiyonu kopula fonksiyonu yardimiyla esitlik 3.2°de tanimlan-

magtir.

F(yi,....ya) =C(Fi (1), Fp (ya)) (3.2)

Sklar Teoremi kopula teorisinde onemlidir ve cogu uygulama icin temel olustur-
maktadir. Teorem, cok degiskenli dagilim fonksiyonlar: ile tek degiskenli marjinal

dagilimlar1 arasindaki bagintida kopulalarin roliinii agiklamaktadir [2].

Ayrica esitlik 3.2, Fi,. .., F; marjinal dagilim fonksiyonlariin C kopula fonksiyonun-

dan bagimsiz olarak tahmin edilmesine olanak saglamaktadir.
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Kopula fonksiyonlar1 genellikle kiimiilatif dagilim fonksiyonlar: ile ifade edilirler.
Olasilik yogunluk fonksiyonlari, kopula dagilim fonksiyonun kismi tiirevleri
hesaplanarak elde edilmektedir. Eger C(u) siirekli bir kopula dagilim fonksiyonu ise

olasilik yogunluk fonksiyonu esitlik 3.3’de verilmistir.

24C(u)

c(u)=c(uy,...,ug) = ur ue(0,1)¢ (3.3)

—Juy’

Fy, ..., Fy stirekli marjinal dagilim fonksiyonlari ve marjinal yogunluk fonksiyonlar1
fj=Fjise F(y) = C(Fi(y1),...,F4(va)) kopula fonksiyou ile tanimlanan F’ nin

olasilik yogunluk fonksiyonu:

d

f) =c(Fi(1).. - Faa) <[] (vj), yeR? (3.4)

j=1
esitligi ile tammlanmaktadar.

Sklar teoremine gore marjinal dagilimlar siirekliyse tek bir kopula fonksiyonu
tanimlanmaktadir. Rastlant1 degiskenlerinin kesikli olmas1 durumunda Sklar teoremini
kullanabilmek icin bazi doniisiimlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Ornegin Riischendorf,
kesikli veride Sklar teoremini kullanabilmek icin rastlanti degiskenlerinin dagilimsal
doniigiimlerini kullanmistir [57]. Nikoloulopoulos ise kopula fonksiyonlarmin kesikli
yanit degiskenleri ile modellenmesi icin kullanilan yontemlerin performans sonuglarini

kargilastirmistir [58, 59].

Kopulalar bagimlilik tiirtine farkli karakteristikleri gerektirmektedir ve uygun
kopulanin se¢imi 6nemlidir. Ideal olan, tiim olasi kopulalar arasindan en iyi kopulanin
kullanilmasidir. Kopulanin secim siireci kopulalarin sinirli bir sayist ile kisitlanmalidir

[12].
Bagimsiz Kopula:

En temel kopula fonksiyonu bagimsiz kopula (independent copula) fonksiyonudur.

d
() =[Juj;, welo,1)¢ (3.5)
j=1

PU < u) = P(U, <uy,...,U; <uy) olmak iizere bagimsiz kopula dagilim

fonksiyonlarinin carpimi olacaktir [60] :
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d d
[TP (U; <uj) =[]u;=1(w). (3.6)
j=1 j=1

3.2.3 Fréchet-Hoeffding Siirlar:

Kopula fonksiyonlar i¢in bagimliligin alt ve iist sinirlar1 Fréchet—Hoeffding sinirlari

(Fréchet—Hoeffding bounds) ile belirtilmektedir.

Herhangi bir kopula fonksiyonu igin u € [0, 1]¢ olmak iizere alt sinir W (1) ve iist stnr

M (u), esitlik 3.7°de ve esitlik 3.8 de tanimlanmusgtir [60].

d
W(u):max{Zuj—aH—l,O} (3.7)

J=1

() = min, fus} 68)

Alt sinir W sadece d = 2 i¢in bir kopula fonksiyonu iken iist sinir M, d > 2 kosulunda

bir kopula fonksiyonunu ifade etmektedir.

Iki boyutlu kopula fonksiyonlar1 i¢in Fréchet—Hoeffding iist sinir1 mitkkemmel pozitif
bagimlilig: ifade ederken, Fréchet—Hoeffding alt sinir1 miikkemmel negatif bagimlilig:

ifade etmektedir.

(i) Iki boyutlu bir kopula fonksiyonu igin Fréchet-Hoeffding iist sinir kopulasi CU ile
gosterildiginde
CU (uy,up) = min (uy,u2), (u1,uz) €[0,1] x [0,1] (3.9)
esitligi elde edilecektir.

(i) Iki boyutlu bir kopula fonksiyonu i¢in Fréchet-Hoeffding alt sinir kopulasi CL ile

gosterildiginde ise

CL(uy,uy) =max (0,u; +up — 1), (u1,uz) €[0,1] x[0,1] (3.10)

esitligi elde edilecektir.
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Tiim iki boyutlu C kopulalari i¢in,

CL(uy,uy) < C(uy,up) < CU (uy,up) 3.11)
esitsizligi yazilabilir [S1]. Boylece negatif ya da pozitif bagimliligin sinirlan
belirlenmektedir.

Kendall’in tau degeri ne kadar biiyiikse, rastlanti degiskenleri arasindaki iligki de
o kadar giiclii olacaktir. En biiyiikk deger +1’dir ve Fréchet iist sinirina karsilik
gelmektedir. Cogu Arsimedyan kopulalar i¢in kopula parametresinin degeri arttikca,

Kendall’in tau degeri de artmaktadir [61].

3.2.4 Kopula Fonksiyon Aileleri

Eliptik ve Arsimedyan kopulalar, kopula fonksiyon ailelerinin iki temel sinifidir. Farkli

iirete¢ fonksiyonlari (generator function) yardimiyla yapilandirilmaktadirlar.

Genelllikle asimetrik bagimlilik yapisinin goriildiigii finansal verilerde eliptik kopula
aileleri kullanirken, simetrik bagimlili§in goriildiigii veri setlerinde arsimedyan kopula
aileleri kullanilmustir.

3.2.4.1 Eliptik Kopula Fonksiyonlar:

Eliptik kopula fonksiyonlar1 eliptik dagilimlardan yapilandirilmaktadir.  Eliptik
kopula fonksiyonlarmin ozellikleri kendisine ait olan eliptik dagilim ailelerinin
ozelliklerinden elde edilmektedir [60]. Normal kopula ve t kopula fonksiyonlar eliptik
kopula ailesinin baglica iiyelerindendir.

Normal (Gaussian) Kopula

Normal dagilim eliptik dagilimlarin 6zel bir tiirtidiir.

¥ diagonal elemanlar1 1 olan korelasyon matrisi olmak {izere, ¢cok degiskenli Normal

dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu esitlik 3.12°de verilmistir.

_ 1 T
¢N(Z)—(2n)p/2\/mexp( 2z2 z) (3.12)
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@ standart Normal dagilim fonksiyonu ve ¢ Normal dagilim olasilik yogunluk
fonksiyonu olmak iizere, Normal kopula olasilik yogunluk fonksiyonu 3.13’deki gibi

yazilmaktadir.

CN (ul,...,up) = (PN ((I)_l (ul),...,CID_l (I/tp)) ﬁ (313)

6 bagimlilik parametresi olmak iizere, iki degiskenli Normal kopula fonksiyonu esitlik

3.14’da verilmistir.

C(ul,uz) =dg (q)*l(ul),cbil(uz);e)
e lw) () ] — (s> —20st +17) (3.14)
-/ ] ) ) dsat
o S /e 2(1-69)

0 parametresi bagimlilik derecesini ve yoniinii ifade etmektedir. Normal kopulada

bagimlilik parametresi [-1, +1] araliginda sinirlandirilmigtir. 6 = 0 icin bagimsizlik
kopulasina doniisii. 6 = +1 ve 6= -1 oldugunda sirasiyla Fréchet—Hoeffding alt
sinirina (maksimum negatif bagimlilik) ve Fréchet—Hoeffding {ist sinirina (maksimum
pozitif bagimlilik) karsilik gelmektedir [56]. Pozitif ve negatif bagimliliga izin verdigi

icin esnek bir kopula fonksiyonudur.

t Kopula

Bagimlilik modellemesinde esnek olan bir diger eliptik kopula t kopuladir. Farkl

serbestlik dereceleri ile farkli yapidaki bagimliliklar1 modelleyebilmektedir.

Cok degiskenli t Kopula fonksiyonu, Student t dagilimindan yapilandirilmaktadir. Cok

degiskenli t dagiliminin iirete¢ fonksiyonu:

r v+d 1 —vid
g(t):#(l_'__) i ) IE[0,00). (3.15)
(mv)2T (%) v
c;’v; t kopula olasilik yogunluk fonksiyonu esitlik 3.16’da verilmistir.

)>d (H@) 2 ue (0,4 (3.16)



t-kopula fonksiyonlar1 6zellikle alt ve iist kuyruk bagimlilig1 gdzlemlendigi durumda
tercih edilmektedir [60]. Son yillarda 6zellikle finans alaninda hisse senedi, portfoy

degerlendirmesi gibi uygulamalarda kullanilmaktadir [62—64].

Farkli eliptik dagilimlar icin iirete¢ fonksiyonlar1 asagida gosterilmistir:

Uretec

gp(x)
Normal dagilim e
t-dagilimu (r, serbestlik derecesi) (1+2x/ r)_(P+’)/ 2
Cauchy daglim (1+2x)"(P+1)/2
Logistic daglhim e /(1+ e—X)Z
Ustel dagilim exp(—rx®)

3.2.4.2 Arsimedyan Kopula Fonksiyonlari

v irete¢c fonksiyonu olmak iizere, Arsimedyan kopula fonksiyonunun genel formu

esitlik 3.17°de verilmistir.

Cu)=w (v ')+ +v ' (ug)), uelo,1] (3.17)

v, siirekli, azalan ve konveks bir fonksiyondur. Arsimedyan kopulalar

doniistiiriilebilme (exchangeable) 6zelligi olan kopula fonksiyonlaridir ( y(t) =

exp(—t) ) [60].

Arsimedyan kopula ailesinin en sik kullanilan tiyeleri Frank, Clayton (Cook-Johnson)
ve Gumbel-Hougard kopulalaridir.

Frank Kopula

Frank kopula, ilk kez Frank tarafindan 1979 yilinda bir fonksiyonel esitlik problemine

¢Oziim olarak bulunmustur [65].

Iki degiskenli Frank kopula fonksiyou, w/(t) iireteg fonksiyonu

y(t)=—In (M)

exp(—a) —1

olmak iizere esitlik 3.18’da verilmistir [38].
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1 (exp(—auy)—1) (exp(—auz)—1)

=——In|(1 0 (3.18

C(x (u17u2) o n( + exp(—OC)—l 9 a# ( )
o bagimlilik parametresini ifade etmektedir.

Frank kopulasinda ise parametre degeri arttik¢a, Kendall’in tau degeri azalmaktadir.
Bu yiizden Frank kopulasinda bagimliligin parametre degeriyle ters orantili oldugu
sOylenebilir [61].
Clayton Kopula

I1k olarak 1975 yilinda Kimeldorf ve Sampson tarafindan bulunmasina kargin, Clayton

tarafindan da ¢alisilmig ve Clayton kopula ismiyle anilmakadir [66].

Iki degiskenli Clayton kopula fonksiyonu, y(t) iirete¢ fonksiyonu

v = ()]

olmak iizere esitlik 3.19°da verilmistir.

Co (uy,up) = ((u;“ﬂg“—l)*é, a>0 (3.19)

Gumbel - Hougaard Kopula

Iki degiskenli Gumbel - Hougaard kopula fonksiyou, y(¢) iirete¢ fonksiyonu

w(t) = (~Inr)

olmak iizere esitlik 3.20’da verilmigtir.

Cq (uy,up) = exp {— [(—logup)® + (—loguy)®] é} , a>1| (3.20)

Tek parametreli Arsimedyan kopula fonksiyonlarinda 7 ile o parametresi arasinda
bir iliski gézlemlenmektedir. Bagka bir deyisle katsayis1 7, o parametresi cinsinden

yazilabilmektedir. Ornegin, Clayton kopulas1 icin, ¢ > 0 oldugunda 7 degeri,

1y potl o
‘L':—4/ dt+1=——
0 (04 o+2

e
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olacaktir [38].

Frees, diger arsimedyan kopula fonksiyonlar1 icin 7 ile o arasindaki iligkiyi

tantmlamastir [7].

3.2.5 Kopula Tahmin Yontemleri

Kopula fonksiyonu C ve marjinal dagilim fonksiyonlari, Fi,...,F;, parametrik
dagilimlara sahip oldugu durumda parametrik tahmin yontemleri kullanilmaktadir.

Kopula ile bagimlilik modellemesi iki adimdan olugmaktadir:

® yi,...,yq; bagiml degiskenleri icin marjinal modellerin tahmini

e d boyutlu kopula fonksiyonunun ve bagimlilik parametrelerinin tahmini

Marjial modeller, regresyon modelleri olarak belirlendiginde dagilim parametrelerinin
yaninda regresyon parametrelerinin tahmin degerleri de elde edilmelidir. Bu boliimde
parametrik tahmin yontemlerinden En Cok Olabilirlik Yontemi (Maximum Likelihood
Estimation) ve Marjinallere iliskin Cikarsama Yontemi (Inference for Margins) ele

alinmustir.

3.2.5.1 En Cok Olabilirlik Yontemi

En c¢ok olabilirlik yontemi (MLE) ile kopula modeli i¢in parametre tahmini yapilirken
marjinal modellere ait parametreler ile bagimlilik parametreleri esanli tahmin

edilmektedir [6].

Jj€A{1,...,d} icin cg kopula yogunluk fonksiyonu olmak iizere Sklar teoremine gore

ortak olasilik yogunluk fonksiyonu esitlik 3.21°deki gibi yazilabilmektedir.

d
f(x)=co (Fiy, (x1),--- Fay, (xa)) [T fi, (%)) (3.21)

j=1

Bu esitlikte j € {1,...,d} icin fj.y; marjinal olasihk yogunluk fonksiyonlarini
ifade etmektedir. Esitlik 3.22’de (1, ...,7%s,0) parametre vektoriiniin tahmini i¢in

log-olabilirlik fonksiyonu verilmistir [60].
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n

ln (Yl)'-w’}/d?e) :ZIOgCQ (Fl,}/l (Xil)a"'aFd,}/d (de))
i=1

d n
+ 3 ) logfiy, (Xij)

j=li=1

(3.22)

Esitlik 3.22’de tanimlanan log-olabilirlik fonksiyonunda tahmin edilmek istenen
parametre vektoriindeki (1, ..., Yy) parametreleri marjinal dagilim parametreleri, 6 ise
kopula parametrelerini ifade etmektedir. Olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan
parametre degerleri en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi olacaktir. Parametre tahmini i¢in
kullanilacak olan ¢ok boyutlu optimizasyon yontemlerinde parametrelerin yakinsadigi
degerleri elde etmek problemin ¢oziimiinii zorlastirmaktadir.  Ozellikle gozlem
sayisinin fazla oldugu cok boyutlu parametre vektorlerinin tahmininde Marjinallere

Iliskin Cikarsama Yontemi alternatif olmaktadr.

3.2.5.2 Marjinallere Iliskin Cikarsama Yontemi

Marjinallere iligkin ¢ikarsama yontemi (IFM) ile parametre tahmini iki asamadan
olugsmaktadir. Ilk olarak her j € {1,...,d} i¢in marjinal modellerin parametre vektorii

(Yo.1,- -+, Y0.4) tahmin edilmelidir.

n
Yoj = argmax Y_log iy, (Xij) (3.23)
Vel i=1

Ikinci asamada kopula parametre vektorii @ tahmin edilmektedir:

0, = argmaleog Co (Flﬂ},n_’1 (Xi1), .- Fa g (X,-d)) (3.24)
6cO =1

IFM’in pratikteki uygulamasinda marjinal dagilimlar tahmin edildikten sonra gézlem
noktalarina dontisim uygulanabilmektedir. i € {l,...,n} i¢in n birimlik bir
orneklemde marjinal dagilim fonksiyonlar: ile doniisiim uygulandiginda esitlik

3.25’deki sozde-gozlemler (pseudo-observations) elde edilecektir.

Uiy, = (Fl,m (Xi1)s-- s Fa gy (Xid)> (3.25)

Y = (’)/n,l,...,ymd) olmak iizere esitlik 3.26’deki gibi kopulaya ait log-olabilirlik

fonksiyonu maksimize edilerek kopula parametre vektorii tahmini edilmektedir [60]
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n
6, = argmax Z logcg (Ui%) (3.26)
0c® =1

Joe [6] , marjinal dagilimlarin dogru belirlendigi varsayimi altinda IFM tahmin

edicisinin ile MLE tahmin edicisi gibi etkin bir tahmin edici oldugunu gostermistir.

Kopula fonksiyonu ve marjinal dagilimlarin parametrik olmadig1 ve dagilim bilgisinin
olmadigr durumda parametrik olmayan tahmin yontemleri kullanilabilir.  Bu
yaklasimda verinin korelasyon olciileri ile kopula fonksiyonlar1 arasindaki baginti
kullanilarak tahmin yapilmaktdir. Spearman rho katsayis1 ve Kendall tau katsayisina

dayal1 yontemler sik kullanilan parametrik olmayan tahmin yontemleridir [6, 60].
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4. TOPLAM HASAR TUTARI TAHMINI ICIN KOPULA REGRESYON
MODELI

Hasar modelinin bilegeni olan hasar tutarinin tahmini yapilirken sigorta poligesinin
teminat altina altig1 riskler iyi degerlendirilmelidir. Sigorta sirketleri ayn1 sigorta
policesi altinda farkli riskleri teminat altina alabilmektedir. Toplam hasar tutarini
modellerken farkli risklere karsilik gelen hasar 6demeleri birlikte modellenmek
istendiginde c¢ok degiskenli istatistiksel yontemlerden faydalanilabilir. Bu ¢aligmada
Trafik sigortasi hasarlart modellenirken farkli hasar 6demeleri i¢in regresyon modelleri
kurulmus, aralarindaki iligki kopula fonksiyonu ile kurulan istatistiksel model ile ifade

edilmistir.

Kopula fonksiyonlar1 ile regresyon modellemesi iki asamadan olusmaktadir. Ik
asama marjinal dagilimlarin belirlenmesidir. Marjinal dagilimlarin belirlenmesinde
dagilimsal bir kisit yoktur. Marjinal dagilimlar belirlendikten sonra kopula fonksiyonu
ile birlesik modelleme asamasma gecilir.  Ilk asamada elde edilen marjinal
modellerin parametreleri de kullanilarak gozlemlenen bagimlilik yapisina en uygun
kopula fonksiyonu belirlenmektedir. Birlesik modelleme asamasinda marjinal model
parametreleri ve kopula fonksiyonu bagimlilik parametreleri parametrik tahmin

yontemleri ile elde edilmistir.

Bu béliimde calismada kullanilan {i¢ parcali hasar modelini agiklayabilmek icin

calisma verisindeki bagimli degiskenlerin genel yapis1 hakkinda on bilgi verilmistir.

4.1 Veri Hakinda

Veri seti; 2012-2016 yillar1 arasinda 6zel bir sigorta sirketinin portfdyiinde bulunan
Tiirkiye geneli Karayollar1 Zorunlu Trafik Sigortas1 kapsamindaki sigortal1 bilgileri,
police bilgileri ve hasar tutar1 bilgilerinden elde edilmistir. Calisma icin aciklayici

degiskenler tarafindan modellenmek istenen bagimli degiskenler;

e Maddi hasar tutari
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Maddi muallak hasar tutari

Bedeni hasar tutari

Bedeni muallak hasar tutari

e Hasar sayisi ve

Hasar kategorisi degiskenleridir.

4.2 Uc Parcah Toplam Hasar Modeli

Trafik sigortasi police bilgilerinden elde edilen veri setinde hasar tutar1 6demeleri
karsilik geldikleri teminat baglig1 altinda ayrilmis ve modele bagimli degisken olarak
dahil edilmistir. Bir hasar gerceklestiginde ddemesi yapilan/yapilacak olan hasar tutari
ayrimi da gozetilerek muallak hasar tutarlar1 da toplam hasar modeli icerisinde bagimli

degisken olarak degerlendirilmistir.
(1) Maddi hasar

(2) Maddi muallak hasar

(3) Bedeni hasar

(4) Bedeni muallak hasar

Trafik sigortasinda sigortali riskin ortaya ¢ikmasi durumunda yapilan 6demeler i¢in

hasar tiirlerinin ayrilmasi ve modellenmesi yaygin degildir.

Olusan hasar tiiriiniin ayrintili ve tiim kombinasyonlar1 ile modele dahil edilebilmesi

icin M hasar kategorisi rastlant1 degigkeni olarak belirlenmistir.

Calisma i¢in Onerilen iic parcali hasar modeli i¢in bagimli degiskenler asagida

tanimlanmugtir:

N;: Her bir polige i¢in bir y1l icerisindeki hasar sayis1
M.: Hasar kategorisi, k=1, ..., 15.

Y;: Odenen hasar tutari, j=1, ..., 4.

Yukarida tamimlanan bagimli degiskenlerin birlesik olasilik fonksiyonu:
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FIN.M,Y) = f(N) x f(M|N) x f(Y|N, M) 4.1

f(N): hasar gerceklesme olasilig1 i¢in yogunluk fonksiyonu

f(M|N): hasar gerceklestigi bilindiginde m. kategoriden hasarin gerceklesmesi

olasilig1 i¢in yogunluk fonksiyonu

f(Y|N,M): N ve M bilindiginde gerceklesen kosullu hasar tutari olasilik yogunluk

fonksiyonu

Tanimlanan ii¢ par¢ali model iizerinde kopula fonksiyonlarina dayali regresyon modeli

uygulanmustir.

Hasar siklig1 ve hasar tiirii degiskeninin hasar siddeti modeline entegre edildigi, farkl
hasar tutarlarr arasindaki iliskinin de modele dahil edildigi ii¢ parcali model Frees [44]
calismasindan referans alinarak gelistirilmistir. Ugiincii bir bilesen olarak tanimlanan

hasar kategorisi degiskeninin tahmini i¢in Lojistik regresyon modeli kullanilmustir.

4.2.1 Hasar Kategorisi icin Lojistik Regresyon Modeli
(Y1) Maddi hasar tutar

(Y2) Maddi muallak hasar tutart

(Y3) Bedeni hasar tutari

(Y4) Bedeni muallak hasar tutar

Dort farkli hasar tirii i¢in farkli hasar tutarlarimin tim kombinasyonlarinin

olusturuldugu 15 kategori tanimlanmistir.
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Cizelge 4.1 : Gozlemlenen Hasar Dagilimlar1 (Egitim verisi, 2012-2015)

Hasar Kombinasyonu Say1 Oran
(Y1) 122,000 0.96830

(Y2) 0 0.00000
(Y3) 549 0.00436

(Ya) 178 0.00141
(Y1,Y2) 2,154 0.01710
(Y1,Y3) 332 0.00264
(Y1,Ys) 101 0.00080
(Y2,Y3) 0 0.00000
(Y2,Yy) 3 0.00002
(Y3,Ys) 395 0.00314
(Y1,Y2,Y3) 8 0.00006
(Y1,Y2,Ys) 7 0.00006
(Y1,Y3,Y4) 250 0.00198
(Y2,Y3,Y4) 4 0.00003
(Y1,Y2,Y3,Ys) 13 0.00010
Total 125,994 1.00000

Hasar kategorisi modellenirken ¢oklu lojistik regresyon modeli (multi logit model)
kulanilmigtir. 4 farklh hasar tiirii icin olugabilecek 15 kategori tanimlanarak her bir

hasar kategorisi i¢in ortaya cikabilecek hasar sayilart modellenmistir.
i. polige sahibinin j. hasar tiirii i¢in M;; hasar kategorisi olarak tanimlanmuigtir.

Bir police sahibinin N; hasar1 oldugu bilindiginde j = 1,...,N;, her bir hasar 15

kategoriye (bir referans kategorisi olmak {izere) karsilik gelebilmektedir.

Orneklem biiyiikliigii B, ve i = 1,...,B olmak iizere lojistik model

eBO,m“’xTBm

T4 +xT
Y4, ePoxtx" By

Pr(Mij = m)

esitligi ile yazilir [67].

Regresyon modelinde aciklayici degiskenlerin sayis1 gbzlem sayisina yakin ya da
biiyiikse tahmin yonteminde cezalandirma onerilir [68,69]. Baz1 hasar kategorilerinde
gozlem sayisi az oldugu icin En Kiiciik Mutlak Daraltma ve Se¢im Operatorii (Least
absolute shrinkage and selection operator, Lasso) modeli ile regresyon modelinde

degisken se¢cimi yapilmistir.

mij, i = 1,....B, j =1,...,N;, gozlemleri i¢in amag¢ cezalandirilmig olabilirlik
fonksiyonunu maksimize etmektir.
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max 1
{Boje-Bilk=1.....14} | Y1 N

Z ZlogPr ij=myj)

i=1j=

+4 leﬁklh

yijk = I(m;; = k) olmak lizere log-olabilirlik fonksiyonu asagdaki seklilde de
yazilabilir.

(({Box.Bi}) =

lle 1j=

B N;
ZZ [Zylzk ﬁ0k+x ﬁk —10g<Zeﬁ0k+x ﬁk)]

Maksimizasyon problemi agsagida tantmlanmistir.

max £( {ﬁ()k,ﬁk} )+ A ZHBkHl
{Bo.x:Bri}

{Box, By}’ mn tahmini i¢in maksimizasyon problemi kismi kuadratik yaklasim
kullanilarak ¢6ziilmiistiir [68].

1
Lo x(Box:By) = ToyE N, Z ijlk Zijk — Box — X! By)* +
—11Vi

i=1j=

C bir sabit olmak iizere, ve

T Yijk — Pij
Zijk = B0k+x ﬁ +
Y T pi(1—pij)

T Yijk — Pij
Wijk = ﬁ0k+x ﬁ +
Y “ pii(1—pij)

esitikleri ile her bir kategori i¢in olasilik fonksiyonu

B o eﬁO,m“’xTﬁm
pij = Pr(Mij = mij) =

2114:1 oPox+xT By
elde edilir.

Her bir A degeri i¢in , farkli kategorilerde k = 1,..., 14, cezalandirilmig agirlikli en

kiiciik kareler yontemi ile ¢oziim elde edilmistir.

—Lok(Bos, Br) +AllBilh

ﬁOk Bk
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4.3 Kopula Regresyon Modeli

Boliim 4.2°de tanimlanan ii¢ parcali toplam hasar modelinde hasar sikligi ve hasar
kategorisi i¢in uygun regresyon modeli belirlendikten sonra kopula fonksiyonu ile

hasar tutar1 modelinin belirlenmesi asamasina gecilmektedir.

Hasar kategorisi degiskeni M’in farkli degerleri icin farkli boyutlarda kopula

fonksiyonlar1 olusturulmalidir.
M=15 icin dort degiskenli kopula fonksiyonu olusturulmustur.

Calismada 6nerilen kopula modelinin alt modelinden biri dort degiskenli ortak dagilim

fonksiyonu,

F(y1,y2,¥3,y4) =Pr(y; <Y1,y2 < Y2,y3 <Y3,y4 < Vi)
=Pr(F (Y1) <Fi(n1),F2(Y2) <Fa(y2),F3 (Y3) <F3(y3)),Fa(Ys) <Fs(ys)

=H(F; (y1),F2(y2),F3(y3)),Fa (y4)

4.2)
seklinde tanimlanmusgtir.
Dort degiskenli ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,
4
fy123 = c(Fi (1), Fa (1)) < [T/ () (4.3)
j=1
esitligi ile tammmlanmistir. Esitlik 4.3 her bir i gbzlemi i¢in revize edilmistir:
4
£y 1234 (v1,52,3,¥4) = ca (Fi1 (1), Fia (02) , Fiz (33) Fia ) [ [ £ (vj) 44

j=l1

f; j; i. gozlemin j. hasar tutarina ait olasilik yogunluk fonksiyonudur.

Esitlik 4.4’de olusturulan dort degiskenli kopula olasilik fonksiyonu secimi
aragtirmacinin amaci ve veri yepisina uygun olarak belirli kopula fonksiyonlari
ile smirlandirilmalidir.  Bu ¢alismada cok degiskenli diizlemde negatif ve pozitif
bagimlilifin her ikisini de modelleyebilen eliptik kopula ailelerinden Normal kopula

ve t kopula, aday kopula fonksiyonlar1 olarak belirlenmistir.
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Hasar kategorisi degiskeni M nin diger degerleri icin Esitlik 4.2°deki kopula dagilim

fonksiyonu iki ve ii¢ degiskenli olarak da yapilandirilmastir.

Ikiden daha fazla degiskenli bir kopula modeli modellenmek istendiginde es anl
tahmin edilecek parametre sayisi ve iligki parametrelerinin sayisinin ¢ok olmasi
MLE yonteminin uygulanmasini zorlagtirmaktadir. Bu calismada da diger bir adiyla
iki asamali model tahmini olan IFM yo6ntemi kullamlmustir. 11k asamada marjinal
modellerin regresyon parametreleri bulunmugtur. Sonrasinda birlesik model i¢in
olabilirlik fonksiyonu maksimize edilirken ilk asamada elde edilen marjinal model

parametreleri kullanilmistir.

Y1, Y2, Y3 ve Y4 bagimh hasar tutarlarini dahil ederek i¢in kopula fonksiyonlar ile

olusturulan olabilirlik fonksiyonu Ek A’da verilmistir.
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S. UYGULAMA

Tez calismasi icin Ozel bir sigorta sirketinden alinan Tiirkiye geneli Karayollar
Zorunlu Trafik Sigortas1 porfoy bilgileri her bir police kayd: ayr1 ayr1 incelenerek

calismaya temel olusturacak veri seti elde edilmistir.

Calisma icin olusturulan veri seti; arag teknik oOzellikleri, sigortali demografik
ozellikleri, farkli hasar tiirlerine gore hasar kayitlar1 ve muallak/6denmis hasar tutari

bilgileri olmak iizere dort temel kategoride gruplandirilmistir.

Veri setindeki her bir poligeye ait olan toplamsal bilgi kullanilarak hasar sayis1 kesikli

bagimli rastlant1 degiskeni olarak veriye eklenmistir.

Hasar modellerinde bir hasar verisinin miisteri bazli ya da poli¢e bazli m1 olarak takip
edileceginin belirlenmesinin sonuglarda farklilik olusturabilecegi gozlemlenmistir.
Toplam hasar modelinin aktiieryal prim hesabini aciklamasi hedeflenirken police bazli

calismanin daha etkin olacagina karar verilmisgtir.

Veri setinde iptal durumundaki policeler incelenip policelerin exposure (riske maruz

deger) degerleri hesaplanmisgtir.

Bu veri setinde maddi hasar tutari, maddi muallak hasar tutari, bedeni hasar tutar1 ve
bedeni muallak hasar tutar1 degiskenleri bagimli siirekli degisken olarak belirlenmistir.
Hasar sayis1 ise bagimli kesikli degisken olarak modele dahil edilirken hasar kategorisi

bagimli siniflayic1 degisken olarak modele eklenmistir.

Veri seti 2012 - 2016 yillarina ait 4 136 011 adet police kaydindan olugsmaktadir. Veri
gozlem siiresi olan bes yillik periyot icerisinde 2 284 564 sigortalinin policelerine ait
yillik kayitlar bulunmaktadir. Bazi miisterilerin birden fazla policeye sahip oldugu
goriilmiistiir. Veri seti igerisinden ticari polige kayitlar1 ¢ikartilarak 6zel ara¢ police
kayitlar iizerinden modelleme ve analizler yapilmistir. Veri seti iceirisindeki her bir

police kaydinin birbirinden bagimsiz oldugu varsayilmisgtir.

Calismada kullanilan veri seti 6nerilen model sonuglarint degerlendirmek icin egitim

verisi (in sample) ve test verisi (out sample) olarak ikiye ayrilmistir. Calismanin ilk

41



kismi i¢in 2012-2015 yillart arasindaki veri seti kullanilarak istatistiksel model elde

edilmis, modelin gecerliligi ise 2016 yilina ait veri seti ile degerlendirilmistir.

Veri setinden elde edilen bagimli de8iskenler;

Maddi hasar tutari

Maddi muallak hasar tutari

Bedeni hasar tutari

Bedeni muallak hasar tutari

e Hasar sayisi ve

Hasar kategorisi degiskenleri

iken veri setindeki aciklayici degiskenler arag teknik 6zellikleri ve sigortali demografik

ozelliklerinden olugmaktadir. A¢iklayict degiskenler Sekil 5.1 *de gosterilmistir.

Demografik Bilgiler
Degish

Police sahibinin vasi
Medeni durum (1:4):

Degisken

Arabanin yast

Max hiz

Uzunluk

Afulk

Tork

Motor hacmi

Kerb ara¢ aguligy
Arac sumfl: ( A:L)
Sekil 5.1 : Kategorik ve siirekli agiklayici degiskenler

Nitel aciklayic1 degiskenler icin kategoriler belirlenirken temel seviyedeki (0) gézlem

sayisi seyrek olmayacak sekilde belirlenmistir [47] .
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Veri analizi ve modellemesi icin R 3.5.3 istatistiksel yazilim programi kullanlmagtir.
"copula", "VineCopula", "MAAS", cok degiskenli dagilim fonksiyonlarini yapi-

landirirken kullanilan baglica R paketlerdir.

Boliim 4, Esitlik 4.1°de tanimlanan ii¢ parcali toplam hasar modeli adim adim tahmin
edilmis ve tiim model bilesenleri elde edildikten sonra, model dogrulama ¢aligmasi

yapilmistir.

e Calisma veri seti igerisinden 2012- 2015 yillar1 police kayitlar1 ayrilarak, egitim

verisi (in sample) olarak belirlenmistir.

e Onerilen ii¢ parcali modelin ilk bileseni hasar sikligi modelidir. Bu nedenle
ilk olarak egitim verisi ile hasar siklig1 regresyon modeli tahminleri yapilmis ve

sonuglar Boliim 5.1°de tartisilmasgtir.

e Ug parcali modelin ikinci bileseni hasar kategorisi modelidir. Hasar kategorisi
olasiliklar1 ¢oklu lojistik regresyon ile tahmin edilmis ve sonuclari Boliim 5.3’de

verilmistir.

e Modelin iigiincii bilegeni, dort farkli hasar tutar1 6demesinin Normal, t kopula ve
bagimsiz kopula ile birlikte modellendigi kopula regresyon modelidir. Sonuglar

Boliim 5.4°de incelenmistir.

e Ug¢ model bileseni icin de nihai modeller elde edilmistir. B6liim 5.5°de egitim veri
seti ile tahmini yapilan {i¢ parcali model yapisi iizerinde test veri seti (out sample )

ile model dogrulama yapilmis ve 6nerilen modelin songlari tartisilmistir.

5.1 Hasar Siklig1 Modellemesi Sonuclari

Trafik sigortasi police kayitlarindan elde edilen hasar kayit bilgilerine ait frekans

tablosu asagida gosterilmistir:

Cizelge 5.1 : Hasar Sayis1 Frekans Tablosu

0 1 2 3 45
3435523 119357 6184 401 48 6

Hasar sayisi verisinde sifir degerinde yigilma goriilmektedir. Hasar modellerinde

ozellikle trafik sigortasinda hasar frekansinin sifir degerinde yigilmasi siklikla
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karsilagilan bir durumdur.  Hasar frekansinin diisiin oldugu policeler olarak
degerlendirilmelerine karsin sigortalilarin gorece kiiciik hasar tutarlarini sigorta

sirketine bildirmemesi de sifir deerinde olan yigilmay: arttirmaktadir.

Poisson, Negatif Binom ve yari- Poisson regresyon modeli AIC degerleri Cizelge

5.2’de hesaplanmustir. (AIC = —2 X L(6yEg) + 2 X (parametre say1si))

Cizelge 5.2 : Hasar Siklig1 Modellemesi Sonuglari

Poisson R.M. Quasi-poisson R.M. Negatif-binom R.M.
Log bag fonksiyonu Log bag fonksiyonu Log bag fonksiyonu
AIC AIC AIC
734277 826321 736008

Hasar sayist verisinde yayilim goriilmesine ragmen quasi-poisson ve negatif binom
regresyon modeli i¢in hesaplanan AIC degerleri Poisson regresyon modeli AIC
sonucuna gore daha biiylik bulunmustur. Ayrica quasi-poisson regresyon modeli
tahmin sonuglarinda regresyon katsay1 degerleri Poisson regresyon modeli katsay1

degerleri ile cok yakin elde edilmistir.

Cizelge 5.3 : Gozlenen ve Beklenen Hasar Sayilari

Hasar Sayis1  Gozlenen Poisson Negatif Binom

0 3435523 3421870 3410817
1 119357 134520 144728
2 6184 4737 5564

3 401 360 379

4 48 30 35

5 6 2 4

Gozlenen ve tahmin edilen hasar sayilarina bakildiginda verinin sifir de8erlerinin
tahmini icin Poisson modeli daha fazla uyum gostermistir. Tek parametreli olmasi ve
toplam hasar modeli icerisine entegre oldugunda parametre sayisini arttirmayacagi i¢in
analizlere Poisson regresyon modeli sonuglari ile devam edilmistir. Hasar sayisinin
pozitif degerler aldig1 durumda ise hasar kategorisi dagilimi ii¢ parcali modele dahil
edilmektedir. Bu durumda hasar sayisinin tahmini icin Negatif Binom veya Poisson
dagilim parametreleri kullanildiginda kopula bagimlilik parametreleri izerinde anlamli
farklilik olmadig1 goriilmiistiir. Bu nedenle hasar sayis1 modeli i¢in Poisson regresyon

modeli ile analizlere devam edilmistir.
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Degisken Tahmin Standart Hata

Sabit terim -6.965 0.1647 *

Yas -0.01057 0.00024 *
Erkek -0.05547 0.00635 *
Evli -0.1708 0.00848 *
Bosanmis 0.1105 0.01596 *
Diger 0.09569 0.02359 *
Exposure 0.9784 0.00502 *
Arac yasi 0.00241 0.00079 *
Maks hiz -0,0046 0.00048 *
Hizlanma siiresi |0.01363 0.00279 *
Uzunluk -0.00012 0.00002 *
Genislik 0.00035 0.00003 *
Yiikseklik -0.00050 0.00006 *
Tork 0.00180 0.00007 *

Beygir giicii  |0.00027  |0.00027
Motor hacmi 0.00065 0.00001 *
Kerb agirhiz 0.00001 0.00033

B simfi 1.256 0.46140 *
C sumufi 1.254 0.47880 *
D simifi 1.293 0.05177 *
E sumfi 1.423 0.06183 *
F simfi 2.489 0.09232 *
G sumfi 8.783 0.87790 *
H simifi 5.224 0.61010

Diger sumf 1.055 0.57060

Sekil 5.2 : Poisson Gdm Sonuglari

Sekil 5.2°deki Poisson regresyon modeli tahmin sonuglarina gore Beygir giicii, Kerb
ara¢ agirligi, H smifi ve Diger simif degiskeni hari¢ diger tiim agiklayict degiskenler
icin katsayilar anlamli bulunmustur (* %95 giiven diizeyinde istatistiksel olarak

anlamlilik)

5.2 Hasar Siddeti Modellemesi Sonuclar:

Her bir hasar tutar1 i¢in ayr1 ayrt Gamma ve Genellestirilmis Beta 2 - GB2 dagilimlar
ile regresyon modellemesi yapilmigtir. ~ Aday olarak secilen dagilimlarin hasar
tutar1 verisine uyumlarin1 degerlendirebilmek i¢cin QQ (quantile- quantile) grafikleri
incelenmigtir. QQ grafigi dagilimi tahmin edilmek istenen veri i¢in iki ayr1 dagilim
kantil degerleri yardimiyla karsilastirmaktadir. Her bir hasar tiirii icin aday olarak

secilen Gamma ve GB2 Dagilimlarina ait kantil degerleri ve ampirik dagilimin kantil
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degerleri elde edilerek asagidaki QQ grafikleri elde edilmistir. QQ grafigi ozellikle

dagilimin kuyruk kisimlarindaki uyumu degerlendirebilmek i¢in elveriglidir [70].

Gamma GBZ

Sample Quantiles
- 2
]
Sample Quantiles
1

T 4 £

4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

Sekil 5.3 : Y| Hasar degiskeni icin QQ Grafikleri

Maddi hasar tutarini ifade eden Y} bagimli degiskeni i¢in olusturulan Gamma ve GB2
regresyon modelleri QQ grafiklerinde GB2 dagiliminin Gamma dagilmina gore veriye
daha iyi uydugu goriilmiistiir. Ozellikle sag kuyruk kisminda GB2 modeli Gamma

modeline gore daha iyi uyum saglamistir.

Gamma GB2
w - © o~ =
g 8 -
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b » 7
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Sekil 5.4 : Y, Hasar degiskeni icin QQ Grafikleri
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Maddi muallak hasar tutarin ifade eden Y, bagimh deg8iskeni i¢in de QQ grafiklerine

bakildiginda GB2 regresyon modeli daha iyi sonu¢ vermistir.

GB2 Plot
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Sekil 5.5 : Y3 Hasar degiskeni icin QQ Grafikleri
Bedeni hasar tutarini ifade eden Y3 bagimh degiskeni i¢in ise Gamma regresyon
modelinin GB2 regresyon modeline gore daha iyi uydugu goriilmiistiir.

GB? Gamma

b1 2
I

Sample Quantiles
2 i}
1

Sample Quantiles
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Sekil 5.6 : Y, Hasar degiskeni icin QQ Grafikleri

Bedeni muallak hasar tutarin1 ifade eden Y4 bagimli degiskeni i¢in de QQ grafiklerinde

Gamma dagilimi daha iyi sonug¢ vermistir.

Dort bagimli hasar tutart icin de tahmin edilen Gamma ve GB2 regresyon modeli AIC

degerleri Cizelge 5.4°de verilmistir.

Cizelge 5.4 : Gamma ve Gb2 Regresyon Modelleri AIC Degerleri

Gamma Regresyon Modeli  Gb2 Regresyon Modeli

Log bag fonksiyonu Log bag fonksiyonu
Y 22911054 1146985
Y 37691 18414
Y3 17940 35968
Y4 17738 23496
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Dort farkli hasar tutar1 regresyon modelleri i¢in elde edilen AIC degerleri QQ grafik
sonuclarini desteklemektedir. En kiiciik AIC degerlerine bakildiginda Maddi hasar ve
maddi muallak hasar tutar1 icin GB2 regresyon modeli tercih edilmistir. Bedeni hasar
tutar1 ve bedeni muallak hasar tutar1 icin ise Gamma regresyon modeli se¢ilmelidir.
AIC degerlerine gore elde edilen sonuglarin QQ grafiklerinde Ongoriilen model

sonuglarini destekledigi goriilmiistiir.

Tiim hasar tutar1 regresyon modelleri tahmin sonuglart Ek B, C, D ve E’de verilmistir.
Hasar tutar1 modelleri i¢in ayr1 ayr1 elde edilen regresyon parametreleri, Boliim 5.5°te

kopula modelindeki bagimlilik parametrelerinin tahmini i¢in kullanilmagtr.

5.3 Hasar Kategorisi Modeli Sonuclar:

Her bir hasar kategorisi asagida gosterildigi sekilde 15 kategori olusturularak

kodlanmustir.

lllOOOH lVOlOOII llOOlOH YlOOOlH ”1100” lllOlOH HlOOlH HOllOH HOIOIH llOOllll lVlllOH
"rio1" "1011" "or11" "1111"

Bir kategori referans kategorisi olmak iizere tiim kategorilerin ortaya ¢ikma olasiliklari
coklu logit model yardimiyla modellenmistir. Boylece her bir hasar kategorisinin

ortaya ¢cikma olasiliklar1 tahmin edilmigtir.
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Cizelge 5.5 : Coklu Logit Model Sonuclari

Hasar Kombinasyonu Gozlenen Tahmin

™) 0.96830 0.96025
(Y2) 0 0
(v3) 0.00436 0.00517
(Y4) 0.00141  0.00160
(11.15) 0.01710  0.02109
(Y1,Y3) 0.00264 0.00349
(V1,Y4) 0.00080  0.00096
(1o, Y3) 0 0
(Y2, Ys) 0.00002  0.00023
(Y3, Ys) 0.00314 0.00428
(Y1,Y2,Y3) 0.00006 0.00017
(11, Y2, Ys) 0.00006 0.00034
(Y1,Y3,Ys) 0.00198  0.00200
(Ya,13,Ys) 0.00003 0.00004
(Y1, V2,13, Y4) 0.00010  0.00020

Gozlenen olasilik degerleri ile tahmini olasilik degerleri Cizelge 5.5°de verilmistir.

5.4 Kopula Regresyon Modeli Sonuclari

Calismada farkli hasar tutarlar1 arasindaki bagimliligi modelleyebilmek i¢in eliptik

kopula ailesinden Normal ve t kopula fonksiyonlar1 kullanilmigtir.

Kopula parametreleri tahmin edilirken iki asamali model olan Marjinallere Iliskin
Cikarsama yontemi kullanmilmistir.  Kopula ile olusturulan birlesik model icin
olabililirlik fonksiyonu maksimize edilirken marjinal modellere ait regresyon

parametreleri kullanilmistir.

Maddi hasar tutar1 (Y7), maddi muallak hasar tutar1 (¥3), bedeni hasar tutar1 (Y3) ve
bedeni muallak hasar tutar1 (Y;) arasindaki iliski icin farkli kopula fonksiyonlar ile

tahmin edilen bagimlilik parametre degerleri asagida gosterilmistir.
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Normal kopula icin bagimhilik parametreleri tahmin sonuclari: (standart hatalar

parantez icinde belirtilmistir)

12 0.368 (0.012)
G13 023 = 10.128(0.038) —0.530(0.113)
Cl4 Or4 O34 0.048(0.036) —0.323(0.089) 0.034(0.026)

t kopula icin bagimhlik parametreleri tahmin sonuclari: (standart hatalar

parantez icinde belirtilmistir)

012 0.408(0.014)
Cl3 023 = 10.105(0.052) —0.389(0.134)
Cl4 Ors O3y 0.039(0.036) —0.134(0.167) 0.005 (0.026)

Her iki model sonucunda da bagimli de8iskenler arasindaki iligki katsayilar1 yakin

bulunmustur.

Maddi hasar tutart ile maddi muallak hasar tutar1 arasinda pozitif yonde onemli bir
bagimlilik oldugu goriilmiistiir. Maddi hasar tutari ile bedeni hasar tutar1 arasinda daha

zay1f olmakla birlikte pozitif bir iligki oldugu sdylenebilir.

Diger taraftan maddi muallak hasar tutar1 ile bedeni hasar tutar1 arasinda negatif yonde
onemi bir bagimhilik oldugu goriilmiistiir. Maddi muallak hasar tutar1 ile bedeni
muallak hasar tutar1 arasinda ise daha zayif olmakla birlikte negatif bir iligki oldugu

soylenebilir.

Muallak hasar tutar1 en genel tanimiyla gerceklesmis ama herhangi bir sebeple 6demesi
yapilmamis hasar tutarini ifade etmektedir [71]. Bu nedenle muallak hasar tutarlari ile
ayn1 riske karsilik gelen hasar tutarlarmin pozitif yonde iligkili olmasi1 beklenen bir

sonugctur.

Kopula parametrelerinin istatistiksel anlamliliklarina bakildiginda normal kopula
icin 014, O34 parametreleri anlamsiz bulunmugtur (0.048/0.036=1.33 <1.96;
0.034/0.026=1.30 <1.96). t kopula modeli i¢in de 0} 4, 03 4 parametreleri istatistiksel
olarak anlamsiz bulunmustur. Bu kategoriler icin verideki gozlem sayisinin az
olmas1 parametre tahminlerinin hata degerlerinin kismen yiiksek bulunmasina neden

olabilmektedir.

Kopula model sonuglar1 Akaike bilgi kriteri kullanilarak karsilagtirma yapilmstir.
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Normal kopula, t kopula ve bagimsiz kopula modelleri i¢cin AIC degerleri Cizelge
5.6’de verilmistir. Bagimsiz kopula ile olusturulan model i¢in hesaplanan AIC
degerinin biiyiik oldugu goriilmektedir. Normal kopula ve t kopula modellerinin AIC
degerlerinin birbirine yakin olmakla birlikte t kopula (s.d. 17.182 ) icin hesaplanan
AIC degeri daha kiigiiktiir.

Cizelge 5.6 : Kopula Model Karsilastirmasi

Normal Kopula t Kopula Bagimsiz Kopula
AIC AIC AIC
741.7686 709.356 6386

Onerilen ii¢ pargali modelde bagimlilik yapisinin modele dahil edilmesi icin t kopula

fonksiyonu parametre tahmin sonuglart kullanilmalidir.

5.5 Model Dogrulama

Calismada kullanilan ii¢ pargcali toplam hasar modeli, t kopula ile olusturulan
bagimh ii¢ par¢ali model ve Normal kopula olusturulan bagiml ii¢ parcali model

kargilastirilmisgtir.

Calismada Onerilen ii¢ parcali modelde farkli hasar tiirleri arasindaki bagimlilik
yapisinin degerlendirilebilmesi i¢in simiilasyon c¢alismasi yapilmistir. Egitim verisi
icin elde edilen tahmin modellerinin parametre vektorleri kullanilarak 50000 gozlem

icin bagimli hasar verisi iiretilmistir.

Bagimli hasar verisi tiretebilmek icin verideki bagimlilik yapisin1 modelleyen Normal
kopula, t kopula ve bagimsiz kopula fonksiyonlarinin test verisi icin elde edilen iligki

parametre degerleri kullanilmistir.
Simiilasyon- Dogrulama adimlari:
1. “Tim veri” polige kayit tarihleri baz alinarak ikiye boliinmiistiir.

2. Egitim verisi analiz edilerek olusturulan marjinal modeller ve kopula modellerinin

parametre vektorleri kaydedilmistir.

3. Test verisi icerisindeki agiklayict degiskenler girdi olarak kullanilmistir.
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4. Kaydedilen parametre vektorleri ve test verisinden alinan agiklayici degiskenlerin
matrisi birlestirilmis her bir gozlem icin 10000 iterasyon yapilarak toplam hasar

tutarlar iiretilmisgtir.

5. Her bir iterasyon i¢in hesaplanan degerler ilgili gbozlem icin kaydedilip hata

degerlerinin hesaplanabilmesi i¢in ortalamalar alinmistir.

6. Her bir iterasyon sonucunda kaydedilen toplam hasar tutarlari i¢in iist kuyruk kantil

(quantile) degerleri elde edilmistir.

Aday modellerin tahminlerinin dogrulugunun test edilmesi i¢in hata kareler
ortalamasinin karekokii (RMSE-Root mean square error) ve ortalama mutlak hata

(MAE-Mean absolute error) ol¢iileri kullanilmustir.

Ortalama Mutlak Hata (MAE); Gozlem degeri ile tahmin degeri mutlak farkin

ortalmasi alinarak hesaplanmaktadir. N orneklem biiyiikliigii olmak tizere MAE:

1 .
MAE =~} [yi =3 (5.1)
i

esitligi ile bulunmaktadir.

Hata Kareler Ortalamasinin Karekokii (RMSE); Gozlem degeri ile tahmin degeri

arasindaki farkin kareler ortalamasi alinarak agagidaki bicimde hesaplanmaktadir [72]:

1
RMSE = [~ ¥ (yi—$i)° (5.2)

Cizelge 5.7 : Toplam Hasar Modeli Karsilastirma Sonuclari

t Kopula Normal Kopula Bagimsiz Model
MAE 108.5714 108.8623 111.0656
RMSE 1485.522 1992.804 1596.177

Farkli hasar tutarlar1 arasindaki bagimlili§in t kopula ile modellendigi ii¢ parcali
toplam hasar modeli tahmin hata sonucglar1 Normal kopula ile olusturulan ii¢ parcali

toplam hasar modeli tahmin hata sonuclarina yakin olmakla birlikte daha kiictiktiir.

Bagimsiz kopula ile olusturulan {i¢ par¢ali modelin hata degerleri bagimli modellerin

hata degerlerine gore daha yiiksek bulunmustur.
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t kopula modeli ile iiretilen toplam hasar tutarlarinin tahmin degerleri ve bagimsiz
kopula modeli ile {iiretilen toplam hasar tuarlarinin tahmin degerlerine iliskin

istatistikler Cizelge 5.8 da goOsterilmistir.

Cizelge 5.8 : Tahmin Degerlerine iliskin Istatistikler

Model Min 1.Ceyrek Ortalama  3.Ceyrek Max
t kopula modeli 0 44502.82 85017.01 165531.20 218045.38
Bagimsiz model 0 38576.19 77163.87 115751.54 154339.22

50000 gozlem igin iiretilen toplam hasar degeri dagiliminin sol kuyruk ve ortalama
tahmin degerlerinin yakin oldugu goriilmektedir. Bagimlilik yapis1 modele dahil
edilidiginde tahmin degerlerinin sag kuyruk kisimlarinda ise daha biiyiik degerler elde

edildigi goriilmektedir.

Sigorta portfoyiinde bulunan policeler i¢in sag iist kuyruktaki kantil degerleri portfoy
riskinin dl¢iilmesi i¢in riske maruz deger (Var) hesaplamalarinda kulanilmaktadir [73].
Bu nedenle toplam hasar tutar1 i¢in ortalama tahmin degerlerinin hesaplanmasinin yan
sira kantil degerleri ve portfoyde olusabilecek maksimum hasar degerlerinin tahmini

de Oonemlidir.

Calisma veri setinden rastgele secilen hasarli bir polige icin iist kuyruk kantil degerleri

bagimli model ve bagimsiz model varsayimi altinda hesaplanarak érneklendirilmistir.

Cizelge 5.9 : n=465. gozlem i¢in Kantil degerleri

Model % 95 % 99
t kopula 1125.321 6907.614
bagimsiz model 1058.422 6659.407

Bagimli modelde %95 ve %99 kantil degerleri icin hesaplanan toplam hasar tutarinin
bagimlilik yapisinin dahil edilmedigi model sonuclarina gore daha yiiksek oldugu

goriilmiigtiir.

Bagimli modeldeki iligki parametrelerinin dereceleri arttifinda kantil degerleri
arasindaki farkin artmasi beklenmektedir. Bir onceki ornek i¢in se¢ilen n=465. police
icin t kopula bagimlilik parametre degerleri arttirilarak kantil degerlerinin degisimi

gbzlenmek istenmisgtir.

t kopula modelinde bagimlilik parametre degerleri arttirldiginda kantil degerleri

arasindaki farkin arttig1 Cizelge 5.10° da goriilmektedir.
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Cizelge 5.10 : n=465. gozlem i¢in Kantil degerleri

Model % 95 (0e=0.05) % 99 (a=0.01)
t kopula 1138.36 6939.676
bagimsiz model 1058.422 6659.407

Sigorta portfoyiiniin farkli « degerleri icin riske maruz degeri hesaplamalarinin
yapilabilmesi icin dagilimin kantil degerlerinin tahmini onemlidir. Ortalama hasar
tutarinin tahmini sigorta risk priminin hesaplanmasim saglarken, sigorta hasar
daglimini bilmek yiizdelik veya kantil degerlerinin kontrol edilmesini saglamaktadir.
Bu nedenle model dogrulama asamasinda nokta tahmini olan ortalama degerlerinin

yani sira dagilim bilgisinin de elde edilebilmesi i¢in simiilasyon calismas1 yapilmugtir.
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6. SONUC VE ONERILER

Hasar modellerinde bagimli degiskenler arasindaki g6z ardi edilen bagimlilik yapisi
toplam hasar modelinin istatistiksel tahminini etkilemektedir. Bu calismada hasar
siklif1, hasar kategorisi ve hasar tutar1 icin regresyon modelleri olusturularak

bagimlilik varsayimu ile toplam hasar modeline entegre edilmistir.

Bir hasar gerceklestiginde olusan hasar tiirleri icin farkli teminat ve limitlerde hasar
O0demesi yapilabilmektedir. Ayni sigorta poligesi altinda teminat altina alinan farkli
hasar 6demeleri i¢in farkli odeme kayitlar1 olusturulmaktadir. Sigorta sirketine
bildirilen hasar 6demelerinin farkli bagliklar altinda muhasebelestirildigi kayitlar
beklenen hasar tutarinin modellenmesi i¢in kullanilan istatistiksel modele eklenmistir.
Bu calismada 6nerilen model ile gergeklesebilecek hasara iligkin daha ¢ok bilgi modele

dahil edilerek daha esnek bir model olusturulmustur.

Farkli hasar 6demeleri arasindaki bagimlilik yapisi kopula fonksiyonlar1 kullanilarak
modellenmistir. Marjinal modellerden elde edilen regresyon parametreleri kopula
modeli icerisine yerlestirilmistir. Bu nedenle 6nerilen model kopula regresyon modeli

olarak adlandirilmaktadir.

Bu tez calismasi farkli hasar tiirleri arasindaki bagimlilik yapisinin regresyon temelli

olarak modellenmek istendiginde aday bir model 6nermektedir.

Uygulama verisi olarak caligilan Trafik sigortasinda gergeklesen bir kaza sonrasi
yapilan ddemeler icin hasar tiirlerinin ayrilmasi ve modellenmesi yaygin degildir.
Calisma verisi, Tiirkiye’de faaliyet gosteren ve prim iiretiminde yiiksek payr olan
Ozel bir sigorta sirketinden temin edilmistir. Uygulama sonunda Onerilen model
sonuglarina gore maddi hasar tutar1 ve maddi muallak hasar tutar1 arasinda 6nemli
derecede pozitif bagimlilik gozlenlenmistir. Maddi bedeni hasar tutarlar1 ile muallak
maddi hasar tutarlar1 arasinda ise 6nemli derecede negatif bagimlhilik gozlemlenmistir.
Bu bagimlilik yapis1 Normal ve t kopula fonksiyonu yardmiyla ii¢ parcali toplam hasar

modeline entegre edilmistir.
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Bagimhilik varsayiminin ihmal edilmesi beklenen hasar tutarinin tahminini etk-
ileyecegi icin sigorta sirketinin risk degerlendirmesi yaparken eksik ya da fazla
fiyatlandirma/ rezerv hesabi yapmasina neden olabilmektedir. Bagimlilik yapisi
ozellikle tahmin edilmek istenen toplam hasar tutarmin dafilina ait ytizdelik
degerleri de etkileyebilmektedir. Bu nedenle sigorta portfoyiiniin riske maruz deger
hesaplamlarim direkt olarak etkileyecektir. Ozellikle dagilimin kuyruk degerlerinde

bagmlilik varsayiminin degerlendirilmesi 6nemlidir.

Ileriki calismalar igin farkli riskler arasindaki bagimlilik yapisinin boylamsal verilerde
zaman degiskeni ile olan iligkisi calisilmak istenmektedir. Bdylece uzun dénem ve

kisa donem bagimlilik etkisinin istatistiksel modele dahil edilmesi amag¢lanmaktadir.

Ayrica bagimli rastgele degiskenler arasindaki iligkiyi ifade eden kopula bagimlilik
parametrelerinin degisimi ve istatistiksel tahmin modelinin vine kopula fonksiyonlari

icin degerlendirilmesi planlanmaktadir.
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EKLER

EKA.1:
EKB.1:
EKC.1:
EKD.1:
EKE.l:

Kopula Modeli i¢in Log Olabilirlik Fonksiyonu

Y] Hasar tutar1 degiskeni i¢in GB2 Model Sonuclari

Y> Hasar tutar1 degigkeni i¢cin GB2 Model Sonuglari

Y3 Hasar tutar1 degiskeni i¢in Gamma Model Sonuclari
Y4 Hasar tutar1 degiskeni icin Gamma Model Sonuclari
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EK A.1

Iy, (y),i=1,...,k,j=1,...,4 hasar tutar1 icin marjinal olasilik fonksiyonu, ve Fy, ; (v)
dagilim fonksiyonu olarak tanimlanmistir. IFM log-olabilirlik fonksiyonu asagida
verilmistir.

k
logL(E) = Y logc(Fyy, Fry: Z3.4) - 1(vin = 0,yi2 = 0,y;3 > 0,yi4 > 0)
i=1

k
+ logC<FY,'27FY,'4;22,4) 'I(yil = 07)’1'2 > 07)’1'3 = ani4 > 0)
i=1
k
+ logc(FYipFY,g;zZ.ﬁ) 'I(yl'l - Ovin > 07yi3 > Ovyi4 = 0)
i=1
k
+ ) loge(Fy,y, Fry, Fry: Xo3.4) - 1(yit = 0,yi2 > 0,33 > 0,yi4 > 0)
i=1

k
+ Y loge(Fy, , Fry;Z14) - 1(yit > 0,52 =0,y3 = 0,yi4 > 0)
i1
k
+ ) logc(Fy,, Fry:Z13) - 1(yit > 0,y = 0,yi3 > 0,yi4 = 0)
i=1

k
+ ZlogC(FYi17FYi3aFYi4;zl,3,4) 'I(yil > O:in = ani3 > ani4 > O)
i=1

_I_

k
logc(Fy,, Fr,iZ12) - 1(yit > 0,yi2 > 0,y;3 =0,yis =0)

i=1
k
+Y logc(Fy,, Fry, Fry: Z124) - 1(yi1 > 0,52 > 0,y;3 = 0,yi4 > 0)
i=1

k
+ Y logc(Fy,, Fry, Fry: Z123) - 1(yi1 > 0,32 > 0,y;3 > 0,yi4 = 0)
=1

1=

k
+ Y logc(Fy,, Fyy, Fry, Frys Z) - 1(vit > 0,512 > 0,53 > 0,yi4 > 0)
i=1

k gozlem sayisi ve X, ¥ matrisinin birinci ve ikinci siitunlaria karsilik gelen alt
matristir.
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EK B.1

Degisken Tahmin Standart Hata
Sabit terim 1.99612 0.01000 *
Yas 1.01032 0.00040
Erkek 0.19167 0,00798 *
Evli 0.02744 0.00342
Boganmisg 0.11219 0,00957 *
Diger 0.04561 0.01094 *
Exposure 0.00066 0.00003
Arac yasi 0.03555 0.00002 *
Maks iz 0.00002 0.00862
Hizlanma siiresi [0.00353 0.00004 *
Uznmnluk 0.00300 0.00040 *
Geniglik 0.00003 0.00036
Yiikseklik 0.00020 0.00038
Tork 0.00313 0.00027 *

Beygir giicii 0.00246 0.00043 *
Motor hacmi 0.00001 0.00001
Kerb agirlifa 0.00008 0.00006

B suufi 0.00003 0.00021
C suufi 0.00001 0.00089
D smufi 0.00013 0.00005
E smifi 0.00008 0.00026
F sumfi 0.00051 0.00324
G sifi 0.00007 0.00005
H smufi 0.00009 0.00139
Diger suuf 0.00000 0.00030

Sekil B.1 : Y Hasar tutar1 degiskeni i¢cin GB2 Model Sonuclari
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EK C.1

Degisken Tahmin Standart Hata
Sabit terim 10.064 0.36500 *
Yas 0.03413 0.17621
Erkek 0.25876 0.23504
Evli 0.03445 0.00797 *
Boganmisg -0.05146 |0.07976
Diger -0.11502 ]0.08920
Exposure 0.00848 0.00576 *
Arac yasi -0.01201 |0.03075
Maks iz -0.00290 |0.00020 *
Hizlanma sfiresi [0.00098 0.00043
Uznmnluk -0.00637 |0.00060 *
Geniglik -0.00217 ]0.00078
Yiikseklik 0.00667 0.00330
Tork -0.00193 |0.00015 *

Beygir giicii 0.00273 0.00034 *
Motor hacmi 0.52473 0.21364
Kerb agirlifa -0.07044  0.23125

B suufi 0.08552 0.26524
C suufi 0.10857 0.38061
D smufi -0.02410 ]0.53641
E smifi 0.03506 0.06266
F sumfi -0.10521 ]0.33884
G sifi 0.04372 0.31388
H smufi 0.00378 0.46418
Diger suuf -0.02690 |0.10409

Sekil C.1 : ¥> Hasar tutar1 degiskeni icin GB2 Model Sonuglari
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EK D.1

Degisken Tahmin Standart Hata
Sabit terim 27.170 2.34101 *
Yas -0.00837 |0.01181
Erkek -0.02897 |0.25580
Evli -0.07612 |0.28740
Boganmisg -0.13270 |0.01112*
Diger -0.23170 |0.01136
Exposure 0.01006 0.00788 *
Arac yasi 0.12990 0.04307 *
Maks hiz 0.03942 0.00029 *
Hizlanma siiresi [0.01094 0.05072
Uzunluk -0.02205 |0.09471
Geniglik 0.09298 0.00115 *
Yiikseklik 0.00779 0.00401
Tork 0.00044 0.00312

Beygir giicii 0.01161 0.00486
Motor hacmi 0.00673 0.00312

Kerb agirliga 0.05671 0.00048 *
B sifi 0.12560 0.04614 *
C smufi 0.14720 0.04788 *
D suufi 0.48900 0.05177 *
E suufi 0.08780 0.61830
F siufi 0.05224 0.92320
G suufi 1.05505 0.08779
H suufi 0.86501 0.07934
Diger suuf 0.43910 0.01755

Sekil D.1 : Y3 Hasar tutar1 degiskeni icin Gamma Model Sonuglari
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EKE.1

Degisken Tahmin Standart Hata
Sabit terim 15.390 0.24602 *
Yas 0.00738 0.47870
Erkek 0.00340 0.25753
Evli -0.00210 |0.07118
Bosanmais -0.03811 |0.03277
Diger 0.78634 0.08871
Exposure 0.00502 0.02130
Arac yasi 0.65020 0.04630 *
Maks hiz 0.10006 0.01839 *
Hizlanma siiresi (-0.06670 [0.00595 *
Uzunluk -0.01368 |0.00093
Genislik 0.00060 0.00874
Yiikseklik -0.02650 |0.00126
Tork 0.00080 0.06547

Beygir giicii  |0.00920  |0.98310
Motor hacmi 0.10065 0.00190
Kerb agirhiz 0.01012 0.00710 *

B siifi 0.00259 0.00892 *
C simfi 0.00001 0.00006
D simfi 0.00032 0.76108
E simfi 0.00432 0.00031 *
F smifi 0.08200 0.20910
G sifi 0.91006 0.80207
H simfi 0.04991 0.92460
Diger sumf 0.00740 0.06150

Sekil E.1 : Y4 Hasar tutar1 degiskeni i¢in Gamma Model Sonuclari
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