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OZET
DIKEY BIR LEVHADA LAMINER SARTLARDA

DOGAL ISI TASINIMININ INCELENMESI

DOGAN,Battal
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisti
Makine Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Yrd.Dog.Dr. Ibrahim UZUN

Temmuz 2002, 66 sayfa

Bir levha sicakligi kendi sicakligindan farkli olan bir akigkan i¢inde
bulunuyorsa 1s1 gegisinden dolay: levhaya dik dogrultuda sicakhk basamag
meydana gelir. Bu sicaklik basamagi yogunluk farkina , yogunluk farkliligi da
dogal 1s1 taginimina sebep olur. Dogal tagimimda yiizeyle akigskan arasinda sinir
tabaka olusur. Smir tabaka denklemlerinin ¢6ziimii sonucunda sicaklik ve hiz
dagilimi elde edilir. Bu ¢caligmada dikey bir levhada meydana gelen dogal tagimim
sinir tabakasi incelenmigtir. Bu sinir tabakaya ait siireklilik, momentum ve enerji
denklemlerinin ¢dziimiinti yapilmigtir. Coztimleri yaparken analitik olarak
benzerlik ve  integral metodlari, sayisal olarak sonlu farklar metodu
kullanilmuigtir. Ug  yontemle elde edilen sonuglar kargilagtwmali olarak
gOsterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dogal tasimm, dikey levha, benzerlik, integral, sonlu
farklar ;i
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ABSTRACT
INVESTIGATION OF NATURAL HEAT CONVECTION ON A VERTICAL

P

PLATE IN LAMINER FLOW CONDITIONS

DOGAN,Battal
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Division of Mechanical Engineering, M.Sc. Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. ibrahim UZUN

July 2002, 66 pages

As a plate comes to contact with a fluid at a different temperature, it
experiences heat gradient in the vertical direction to the plane due to their
temperature difference. This gradient depends on density variation of the fluid
which, in fact, causes natural heat convection. During this process, a boundary layer
occurs between the plate and the fluid. The solution of the boundary layer equations
provides the temperature and velocity variations in space. In this study, the boundary
layer of the natural heat convection on a vertical plate was investigated. For the
boundary layer, the continuity, momentum and energy equations were solved using
both analythical and numerical methods. For the analythic solutions the similitude
and integral methods were employed and for the numerical solutions finite difference

techniques were used. The three different solutions were studied comparatively.

Key words: Natural heat convection, vertical plate, similitude, integral method,

finite difference techniques.
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1. GIRis

Bir akigkan farkli sicaklikta bir yiizeyle temasa gegtiginde akiskan i¢inde sicaklik
farklari meydana gelir. Sicakhfi fazla olan akigkan zerrelerinin yogunlugu
azaldifindan yukari dogru hareket etmeye baglar. Akiskan igindeki sicaklik
farklarinin sonucu olarak akigkan yogunlugundaki degismenin meydana getirdigi

hareket dogal tasimimdr.

Dogal 1s1 tasmmmimn etkili oldugu bir ¢ok uygulama vardir. Dogal tasinim,
cesitli elektronik cihazlardan olan 1s1 gegisini etkiledigi kadar, borulardan ve dagitim
hatlarindan olan 1s1 gegisini de etkiler. Elektrikli isiticilardan veya radyat6rlerden oda
havasina aktarilan 1s1 veya bir sogutma {initesinin yogusturucu serpantinden ¢evreye

verilen 1s1, hep dogal taginimin etkisiyle olur.

Bir levha sicakligt kendi sicakligindan farkli olan bir akigkan i¢inde
bulunuyorsa 1s1 gegisinden dolay: levhaya dik dogrultuda sicaklik basamag: olusur.
Bu sicaklik basamag yogunluk farkina , yogunluk farkliligi da dogal 1s1 tagimimina
sebep olur. Dogal tagimimda zorlanmus taginimda oldufu gibi yiizeyle akiskan
arasinda sinir tabaka olugur. Sinir tabaka denklemlerinin ¢6ziimii sonucunda sicaklik
ve iz dagilimi elde edilir. Sinir tabaka ¢oziimlerinde Prandtl sinir tabaka teorimi
kulamlmaktadir. Bu teoreme goére belirli kosullar altinda levha ylizeyinin hemen.
yakinlarinda hiz gradyeni biiylik oldugu igin o bolgede viskoz kuvvetlerin 6nemi

vardir.

By Volad Noshadi ve Wilhelm Schneider!! dikey bir levha igin sir tabaka

denklemlerini FIDAP programi aracilifiyla Pr=1 i¢in ¢6zmiigtiir. Programa girilen



siur sartlari igin ¢dzlimler yapilirken Pr sayis1 1 alinmig ve degisik Prandt] sayilar

i¢in sonuglar elde etmemistir.

-

1988 yilinda Tsuji ve Nagano® izotermal dikey bir levha icin deneysel
¢aligmalar yapmugtir. Tirbiilansh akis sartlarinda ¢6ztim yapmiglardir. Deneysel
sonuglarin karsilagtirma unsuru olarak 1946 yilinda Ostrach tarafindan yapilan

benzerlik ¢6ztimlerini kullanmiglar ve analitik ¢6ziimlerle ugrasmamislardir.

IMulolani ve M. Rahman® dikey bir levha i¢in derisiklik sinir tabaka
denklemlerini benzerlik metoduyla ¢6zmiistlir. Degisik durumlar igin diferansiyel
esitlikleri elde etmigler ve 5 durum igin ¢6zlim yapmiglardir. Bu galigmada benzerlik

metodu diginda bir metod kullamlmamis ve karsilagtirma yapilmamugtir.

Dochan Kwak!™ ve arkadaglar1 tarafinda dikey bir levha igin simr tabaka
denklemleri nlimerik metodlarla yapilmistir. Bu ¢oziimlerde bazi basitlegtirmeler

kullanilmig elde edilen denklem takimlar1 Jacobian matris metoduyla ¢oziilmiigtiir.

Bu galigmalarin 1s13inda dikey bir levhada meydana gelen sinir tabaka
incelenmistir. Bu sinir tabakaya ait siireklilik, momentum ve enerji denklemelerin
¢6ziimiinii yapilmustir. Coziimleri yaparken benzerlik, integral ve sonlu farklar
metodlarmi kullamilmustir. Ug ¢6ziimle elde edilen sonuglar kargilastinlip yaklagik

ve kesin ¢dziimlerin birbirine ne kadar yakin oldugu goriilmiistiir.




1.1. Is1 Gegisi

Uzerinde inceleme yapmak {izere sinirlar-igine alinan madde topluluguna
sistem, disindakilere de gevre denir. Sistemin sinirlarinda enerji gegerken ya is yada
1s1 bicimindedir. Is1; Aralarinda sicaklik farki olan sistem i!e cevre veya sistemle
baska bir sistem arasindaki enerji gegisidir. Yani 1s1 bir sistemin sinirin1 gegmekte
olan 1sil enerjidir ve yayilmasmi saglayan itici glic de sicaklik fafkldlr.
Termodinamigin ikinci kanununa gore Is1 yliksek sicakliktan diiglik sicakhifa dogru
kendiliginden geger. Termodinamik bu 1s1 gegisinin nasil ve ne hizda oldugunu
aciklamaz. Ciinkii termodinamikte zaman bir degisken olarak ele }ahnmaz.
Termodinamik denge durumundaki sistemlerle ilgilenir. Gegen 1s1 dogrudan dogruya

olgiilemez ve gbzlenemez ama meydana getirdigi tesirler gdzlenebilir ve dl¢iilebilir.

e 181

Sekill.l Is1 gegisinin gosterimi
Is1 gegisi bilim dali termodinamigin birinci ve ikinci, kiitlenin korunumu ve
Newton’un ikinci hareket kanunlarina ilave ti¢ 6zel kanun yardimu ile, st gegisi
olaymin yapisim inceleyerek , 1s1 gegisini etkileyen biiyiikliikleri belirler ve bu
biiyiiklikler arasindaki iligkiyi matematiksel olarak ifade eder. Coziim yOntemi

olarak da analitik, sayisal, deneysel ve benzegim yontemlerini lgullamr.m]

Is1 sistemin sinirlarinda tammlidir ve bir gegisi ifade eder. Sistemlerin 1silan

yoktur ama sinirda 151 gegisi vardir. Is1 gegisi li¢ yolla olur.



1.1.1. Istiletimi (Kondiiksiyon)

Is1 iletimi ayn kat1, s1v1 veya gaz ortamindaki farkli bolgeler arasinda, veya
dogrudan fiziki temas durumunda bulunan farkli ortamlar arasinda, molekiillerin fark
edilir bir yer degistirmesi olmaksizin, molekiillerin dogrudan temas: sonucunda
olusan 1s1 gegisi iglemidir. Is1 iletiminin genel denklemi Fourier tarafindan asagidaki
formiille verilrﬁisﬁr:

dT

q=-kA o (1.1)

Burada d—Tterimi x yoniindeki sicaklik gradyenini g@stermektedir. Ist gegisi tek

dx

boyutlu varsayillarak (1.1) esitliinin integrali alinirsa asagidaki esitlik elde

edilebilir.

q=kA(T‘—T2) (12)

L

Burada;
q :Iletimle gegen 1s1 miktar:, W)
A :Is1 iletiminin gergeklestigi alan, : (m?)
L :Isinin iletiminin gergeklestigi malzemenin kalinliga, ’ (m)
Ty, Tz :Istiletiminin gergeklestigi malzemenin duvar sicakliklar, (K)
k : Malzemenin 1s1 iletim katsayisi, (W/m.K)



1.1.2. Is1 Tagmumi (Konveksiyon)

Bir ylizey iizerinden veya bir boru igerisinden akan akigkanin sicaklig1 yiizey

sicakligindan farkli ise akigkan hareketi sonucu akigkan ile yiizey arasindaki 1s1

transferi olayi 1s1 taginimi olarak adlandirilir. Newton’un sogutma kanunu olarak da

bilinen 1s1 taginimi agagidaki esitlikle ifade edilebilmektedir.

q=hA(T, - T.)
Burada;
h :Is1 taginim katsayisi, (W/m2 K)
Te :Yiizey sicakhiy, X)
Tw  :Akigkan sicakligi, X)

1.1.3. Isi Isinim (Radyasyon)

(1.3)

Herhangi bir temas ve akigkan hareketi olmaksizin elektro manyetik dalgalar

vasitasi ile olan 1s1 transferi olayina 1s1 1ginimu denir. Isimim yoluyla gergeklesen 1s1

transferi Stefan-Boltzman esitligi olarak asagidaki sekilde tarif edilmektedir.

q=FeocAT*
Burada;
G :Stefan-Boltzman sabiti (6=5.67.10 W/m*K*)
€ :Is1 Yayimum katsayisi
F :Geometrik bi¢im katsayisi

(1.4)



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1.  Is1 Tasmimi (Konveksiyon)

= o
L |

Sekil 2.1 Is1 tasiniminin diiz bir levhada g6sterimi

Tasimimla 151 gegisi, siur tabaka i¢indeki akigkanmin hem rastgele molekiiler
hareketi, hemde kitle hareketi ile beslenir. Rastgele molekiiller hareketin katkisi
akigkan hizinin diisiik oldugu ylizeye yakin kisimda etkindir. Hatta yiizey ile akiskan
arasm(i;Ei ara ylizeyde akiskan hizi sifirdir ve 1s1 gegisi yalmiz bu mekanizma ile
olur. Akigkan kitle hareketinin katkis1 akis bir dogrultuda gelisirken sinir tabakanin
biiylimesi olgusuna dayanir. Yani bu tabakaya iletimle gecen isi,akis yOniinde
siipiiriiliir ve sonugta sinir tabaka digindaki akigkana aktarilir. Taginimla 1s1 gegisinin

anlasilmasi igin sinir tabaka kavraminin iyi anlagilmasi gerekirt'!!

Is1 tagiumu akigin yapisina gore siniflandirilir. Eger akiskan herhangi
bir pompa, vantilatdr gibi benzeri cihazlar ile yada rlizgar tarafindan etkilenmiyorsa
bu akiskandaki 1s1 tasimimina dogal 1s1 tagimmu denir. Ornek olarak durgun hava
icindeki sicak devrg elemaninin kendiliginden sogumas: verilebilir. Eger akigkan
herhangi bir pompa, vantilatdr gibi benzeri cihazlar ile yada riizgar tarafindan

zorlanmis harekete maruz kaltyor ise bu akigkandaki 1st tagimimuna zorlanmig ist



tasimmu denir. Ornek olarak elektronik devre elemanlarimin bir fanin olusturdugu
veya zorladif1 akis sonucu tagimmla sogutulmas: gésterilebilir. Akiskanin hareketi

»

uygulanan basing nedeni ile olusuyorsa zorlanmus tasimmdan akiskan hareketi

yogunluk farkindan olusuyorsa dogal taginimdan bahsedilir.['?

Zorlanmig tagimim ve dogal tagimim ayri ayr olusabildigi gibi aym1  anda da
olugabilirler. Tagimumla 1s1 gegisinin tiim tiirleri i¢in Newton’un sofuma kanunu

q=hA(T, —T,.) seklindedir. Burada gecen 1s1 miktar1 q(W), yiizey ve akigkan
sicakliklar1 arasindaki fark (T, —T.) ile dogru orantihdir. Buradaki orant: katsayis

h (W/m*K) 1s1 tastnim katsayis1 olarak adlandirilir. Bu deger yiizey geometrisine,
akigkan hareketinin tlirline, akigkanin bazi termodinamik ve aktarim &zelliklerine

gore belirlenen simir tabakadaki kosullara baglhidir.

2.1.1. Is1 Taginiminda Genel Denklemler

Akigkanin hareket hali 1s1 aktarimindan bagimsiz ise orada zorlanmig taginim
var demektir. Btiyie durumlarda akigkan hareketi dis giiglere basing farki bigiminde
olugturulmustur. Eger akigkanin hareketinin sebebi akiskanin gévde igi gili¢lerinden
ise ona dogal tasinim denir. Boyle bir durum bir kati ylizeyinden aktarilan 1sinin

katiya yakin blgelerde olusturdugu yogunluk farkhiliklarindan kaynaklanabilir.®!

Burada siirekli ortam durumundaki akigkanlar ele alinacaktir. Herhangi bir |
akiskan siirekli bir ortam olusturabilir ve uygulanan kayma gerilimi ile gerilme hiz
arasinda lineer bir bagmti bulunabilir. Boyle akiskanlara ‘Newton akigkani’ denir.
Bir kayma akiginda kayma gerilimi ile gerilme hizi (tuz gradyam) arasinda bir

Newton akigkani igin verilen bagint1 asagidaki gibidir.



= “”d'y_ 2.1)

ad

Burada hiz bilesenlerinden yalmz birinin gradyani sifirdan farklidir ve orant:
sabiti olarak verilen W “mutlak viskozite” , “dinamik viskozite” yada basitge
“viskozite” olarak bilinir. Viskozite, her bir Newton akigskan i¢in belirli bir sicaklik
ve basingta sabittir. Newton olmayan akiskanlarda ise belli bir sicaklik ve basingta

viskozite gene hiz gradyaninin bir fonksiyonudur.

Ideal bir akigkan tamima gére sikistirilamayan tiirden ve sifir viskozitelidir.
Gergekte hicbir akigkanin viskozitesi sifirin civarinda bile degildir fakat bu kavram
cogu hallerde gercek akigkanlarda kabaca yaklagimi saglayan basit bir model oldugu
icin kullamighdir. Ideal bir akigkan {izerinden gegtigi kat1 sinirlardan kayar ki ideal
akigkanla gergek akigkan arasindaki en biiylik fark budur. Tasmmla 1s1 gegisi
teorisinin temel amaci bir kat1 yiizey ile dokunumu olan akiskan iginde sicaklik
dagilimi ve buna bagli olarak da 1s1 akisinin hesabin: ¢ikarabilmektedir. Simur,giris ve
ilk sartlar1 belirlenmis herhangi bir yiizeyde bu tiir hesaplann yapilabilmesi istenir.
Verilen akis ve sicaklik alami igin ilk ve suur kosulla? ve de akigkanmin bu
kosullardaki ozellikleri biliniyorsa asagida diferansiyeli verilen 1s1 akisiun yerel
degerini kesin yada yaklagik hesaplayabilmek igin yalmizca matematik yOntemi

bulmak kalir. Buna gore geperden giren 1s1 akisi;
.. oT
4=-k(=) (2.2)
dy
Akiskanin i¢inde sicaklik dagiliminin bulunmasindaki giiglitkler matematiksel

yapidan kaynaklanmaktadir, Ozellikle laminer tagmmima kiyasla gegis ve tiirbiilans

tagimmla ¢aligirken ¢oziime giden matematiksel fonksiyonlar i¢in bir ¢ok kabullerin



yapimas1 gerekir ki bazilanmn deneylerle uyum iginde olabilmesi ya da

matematiksel olarak ispati miimkiin degildir.

2.1.1.1.  Siireklilik Denklemi

Akmakta olan akigkanin bir kontrol hacim elemanina uygulanan kiitlesinin
korunumunun matematiksel ifadesine “Siireklilik Denklemi” denir.

Jdu odv
5;-!-5 =0 (2.3)

2.1.1.2. Momentum Denklemi

Akigkanin hareketinin dinamik davramigi “Hareket Denklemleri” yada
“Momentum Denklemleri” denilen bir dizi denklem ile, ifade edilebilir. Bu
denklemler Newto;i’un 2. Hareket yasasini akigkanin sonsuz kiigiik bir kiitlesine yada
akiskanin sonsuz kiiciik kontrol hacmine uygulanarak elde edilir. Iki boyutlu

momentum denklemi asagidaki esitliklerle ifade edilebilmektedir.

Jdu du oP du d%u '
My e Yy 2.4

ov  dv oP v 9%v
P(ué—x“+ v—)=——+

—_— 2.5
3y oy Mo oy 23)

gostermektedir. Burada (u) ve (v) sirastyla (x) ve (y) yoniindeki hizlari, (p) akiskanin .

yogunlugunu, . viskoziteyi gostermektedir.



2.1.1.3.  Enerji Denklemi

Belirli bir koordinatta bulunan akiskan- elemaning Termodinamigin 1.
Yasasini uygulayarak elde edilir. 1. Yasaya gére bu elemana aktarilan isidan

elemanin yaptif) is ¢ikarilinca bulunan deger o elemanin enerjisindeki artis: verir.

. oT oT ’T 9°T
p.Cp (u&+ V—a;) = k(a—xi—"‘l‘ ayz

Iki boyutlu bir diizlemde gegerli olan esitlik (2.6) akigkamin sicaklik

) ; 2.6)

dagilimin vermektedir.

2.2. Temel Denklemlerin Tartisilmasi

Siireklilik, Momentum ve Enerji denklemleri hareket eden akiskanda enerji
tasinimlarini  genis kapsamli agiklamaktadir. Bununla beraber bu denklemler
iceriklerindeki dogrusal olmayan terimler ve bunlarnn eszamanli ¢6ziimil

gerektirmeleri nedeniyle yogun matematiksel giiclikleri getirmektedirler. Bu
" - du e .
dogrusal olmayan Ornek igin (u 5——) terimi gosterilebilir. Dogrusal olmama
X

nedeniyle lineer diferansiyel denklemlerin stiperpozisyon prensibinin burada
uygulanmas: imkansizdir ve basit akislardan karmagik akimlara gegilememektedir.
Bu denklemler igin bazi basit akimlari temsil eden kesin ¢dziimler bulunmugtur.
Boyle durumlarda sikinti veren dogrusal olmayan terimler ya ¢ok kiiciik yada sifira

yaklndlr.

Eger viskozite etkisi ihmal edilir ve akig gekli diizgiin kabul edilirse

potansiyel akig i¢in ¢6ziim yapilabilir. Viskoz etkiler ihmal edildiginde denklemlerin

10



mertebesi azaltilir ve bu durumda akigkamin biitlin fiziksel sir sartlarmin
kargilanabilmesi imkansizlagir. Ozel olarak yalmz bir simirdan akmakta olan

tammlanmig sartlardaki akisin uygunlufu miimkiindiir ve bir sinir boyunca hzi

sabitlegtiren sartlar kolaylik getirmelidir.

Bu denklemlerdeki ugrastirici dogrusal olmayan terimler digerleri yaminda
cok kiiciik kaliyorsa c;ﬁziimleri miimkiindiir. Bu ¢6ziimlerle temsil edilen akiglara
“yavag hareketler” denir. Bir akigkanda atalet kuvvetlerinin viskoz etkilerine oranin
veren bir birimsiz say1 Reynolds sayisidir. Bu miktar agagidaki gibi tanimlanur.

Re=piL 2.7)
7!

Yavas akislar i¢in Reynolds sayilari ile karekterize edildigi halde gercek
akislarin hemen g¢ogunda Reynolds sayilar1 1°den ¢ok daha biiyiiktlirler. 1904°de
L.Prandt]l akigkanlar mekanigine O©nemli bir ilerleme getirmis smur tabaka
yaklasimlarini ortaya atarak biiyiik Reynolds sayili akiglarin da matematiksel olarak

calisilmasina olanak saglamustir. Sinir tabaka teorisini getirmistir.
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2.3. Tasinim sinir tabakalar
2.3.1. Hiz (Hidrodinamik) Simr Tabakasi »

Akiskan pargaciklan ylizeyle temas ettiklerinde hizlant sifir olur. Bu
pargaciklar bitisik akigkan tabakalan igindeki pargaciklarin hareketini yavaglatir ve
bu etki azalarak, y =90 uzaklipinda gdz ardi edebilir degere gelir. Bu bélgede

akigkan hareketinin incelenmesine gerek yoktur.!'!!

& bliyiikltigli siur tabaka kalinlig olarak adlandirilir. Simir tabaka hiz profili
siir tabaka i¢inde u hizinin y ile degisimini gésterir. Buna gore akig iki farkli
bélgeye ayrilabilir. Ince akigkan tabakasi (sinir tabaka); bu tabaka iginde iginde hiz
gradyem ve kayma gerilmeleri biiyliktiir. Sinir tabaka digindaki bolge; bu tabaka

icinde hiz gradyan ve kayma gerilmeleri g6z ardi edilebilir. .

Uso
u“
—' —t
T.__,
u
> )
—

Sekil 2.2 Diiz bir levhada hiz sinir tabaka gésterimi

2.3.2. Isil S;mir Tabaka

Isil smir tabaka igindeki bir kontrol hacmine enerji korunumunu
uygulayabiliriz. Eger akigskan sicaklig1 yiizey sicaklifindan diigiikse smir tabakanin
disinda sicaklik ortam sicaklifina esittir. Siur tabakamin iginde sicaklik ylizeye

yaklastikca artar.
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Isil smr tabakamn sicaklik alam simir sartlaniyla hiz  bilesenlerinin
yerlestirilmesiyle ¢oziilebilir. Ozellikler sabit kabul edildiginde enerji denklemi
lineer bir diferansiyel denkleme doniigiir. Bu nedenle sicaklik dagilimim iki kisimda
ifade etmek miimkiindiir. Birinci kisim hiz sinir tabakasindaki viskoz is kayiplarmin
sicaklik dagilimina katilinu digeri ise levhanin 1sitilma yada sogutulmasinin sicaklik

dagilimina etkisidir. -

Diiglik hizlardaki akislarda viskoz siirtlinmelerin etkisi kiiglik oldugundan
genelde ihmal edilir. Ayrica serbest bolge sicaklif ile duvar sicaklii farkinin da az

oldugu durumlarda fiziksel 6zelliklerin sicaklikla degisimi ihmal edilir.

u,, ]
L
T._,
Oy
.—_’ |
| I

Sekil.2.3. Diiz bir levhada 1s1] sinir tabaka gosterimi

2.4. Dogal Is1 Tagimimm

Dis etki sonucu yaratilmig hizin olmadigi ama akigkan iginde yinede
tastmimimn oldugu durumlar dogal veya serbest taginim olarak adlandirilir. Dogal
tastmum Icinde sicaklik gradyanlarimin oldugu bir akigkan {izerine gévde kuvvetleri

etkidigi zaman ortaya gikar. Net etki dogal akisa neden olan Kaldirma kuvvetidir. En

13



genel durumda, Yogunluk gradyam sicaklik gradyeninden kaynaklanir. Govde

kuvveti de yergekiminden kaynaklanir.[”!

£

Dogal tasimmda akis hizlar1 genellikle zorlanmig taginimdakine gére daha
kiicik oldufundan taginimla 1s1 gegisi de daha yavastir. Belki bu nedenle dogal
tagimm daha az 6nemsenir. Farkli yollarla 1s1 gegisinin oldugu bir ¢ok uygulamada
dogal tagmmim 1s1 gegisine en biiyiik direnci olusturur. Bu nedenle sistemin
tasarimunda veya performansinda Snemli rol oynar. Isi ge¢isini azaltmak ve buna
baglh olarak isletme giderlerini en diisiik diizeye indirmek s6z konusu oldugunda

dogal tagimim zorlanmig taginima tercih edilir.

Dogal taginimun etkili oldugu bir ¢ok uygulama vardir. Elektronik cihazlardan
borulardan ve dagitim hatlarindan olan 1s1 gegisini etkiler. Elektirikli 1siticilardan
veya radyatdrlerden oda havasina aktarilan 1s1 veya bir sofutma iinitesinin

yogusturucu serpantininden gevreye verilen 1s1 hep dogal tasinim etkisiyle olur.

2.4.1. Dogal Tasiimla Is1 Gecisi

Dogal tagimimda akigkan hareketi akigkan igindeki kaldirma kuvvetleriyle
olusur oysa zorlanmis tasimmimda dig etkiler tarafindan yaratilir. Kaldirma akigkan
icindeki yogunluk gradyam ile yogunlukla orantili bir gévde kuvvetinin birlikte
olmalarimin sonucu dogar. Govde kuvveti genellikle yercekimi kuvvetidir,ancak
dénen bir turbo makinede merkezkag kuvveti veya atmosfer ve okyanusla ilgili dénel .

hareketlerde coriolis kuvveti olarak ortaya ¢ikabilir.
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Bir akigkan igerisinde yogunluk gradyanini ortaya ¢ikarabilecek farkli
durumlar olmakla birlikte en genel olami bir sicaklik gradyanina bagli yoguniuk
farkliligidir. Gazlarin  ve sivilarin yogunluld;lrmln 510;1khga bagli oldugu
bilinmektedir. Yogunluk genellikle artan sicaklikla birlikte azalir. Ciinkii akiskan

artan sicaklikla genlesir. (dp/0T<0)

Yercekimsel bir alanda akigkan igerisinde yogunluk gradyaninin olmasi dogal
tasium akimlarinin olusmasim saglamayabilir. Sekil 2.4‘deki durumu g6z niine
alalim. Bir akigkan farkli sicaklikta iki bilylik levha arasinda bulunmaktadir. (a)
durumunda alt levhanin sicaklifi daha yliksektir. Yogunluk yergekimi 'yﬁnﬁnde
azalmaktadir. Eger sicaklik farki kritik degeri gecerse kosullar kararsiz olur ve
kaldirma kuvvetleri sfirtiinme kuvvetlerinin engelleyici etkisini yenmeye baglar. Ust
tabakadaki daha yogun akigkan iizerine etkiyen yercekimi kuvveti alt tabakalardaki
daha hafif akigkan flizerine kuvvete baskin gelir. Boylece dolasim baslar. Agir
akiskan asagiya dogru iner ve 1sinmaya bagslar bu sirada hafif akigkan ylikselir ve
sogur. Ancak b durumunda T;>T, olsun. Yogunluk yergekimi kuvveti ydniinde

azalmamaktadir. Kogullar kararlidir ve akigkan hareketi s6z konusu degildir.

T, sicakligindaki yiizey Ty sicakliindaki yiizey

Kararl
Kararsiz

T, sicaklifindaki ylizey Tz sicakhgindaki ylizey
(a) (b)
Sekil 2.4 Farkli sicakliklara sahip levhalar arasindaki 1s1 gegisi
Yukandaki sekilden anlagilacag: iizere (a) durumunda 1s1 gegisi alt ylizeyden
iist yiizeye dogru dogal tasinimla (b) durumunda ise {istten asagiya dogru iletimle

gerceklesir.
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2.4.2. -Belirleyici Denklemler

Dogal taginimda momentum ve enetji -gegisini tammlayan denklemler
korunum ilkelerinden elde edilirler. Atalet ve siirtinme kuvvetleri etkilidir. Enerji
gegisi kiitle hareketi ve yayilimladir. Dogal tasinimda ana rol kaldirma kuvvetleri
tarafindan {istlenilir. Kaldirma kuvvetleri tarafindan yaratilan bir laminer sinir tabaka
akl$l ele almsin (Sekil 2.4). Stirekli iki boyutlu bir akisin oldugu, 6zelliklerin sabit
kaldigi ve yergekimi kuvvetinin eksi x yoniinde etkidigi varsayilsin. Akiskan

sikistinlamaz olsun. Sinir tabaka i¢in x-momentum denklemi asagidaki gibidir.

du du -ldp d°u
ey y—=_F X 2.8
uax+vay o ax+vay2+ (2.8)

Burada X govde kuvveti terimidir. Eger bu kuvvete tek katki yergekimi
tarafindan yapiliyorsa birim hacim igin gévde kuvveti X = -pg olur. Burada g
yergekimi ivmesidir. Ongériilen kabullerle x-momentum denklemi asagidaki gibi

olur.

2.9)

Bu durumda sinir tabaka igindeki herhangi bir noktada x-basing gradyani siur
tabaka disindaki durgun bolge igindeki basing gradyanina esit olmalidir. Ancak bu
bélgede u=0"dir. Bu nedenle esitlik(2.9)’daki 0Jp/dx terimi dp/Ox=-pg halini alir.
Bu terim esitlik (2.9) denkleminde yerine konursa dogal taginimda her noktada

gecerli agagidaki denklem elde edilir.

2
w By BB ey Y (2.10)

x dy P dy?
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Esitlik (2.10)tn sag tarafindaki ilk terim kaldirma kuvveti terimidir. Akis

yogunlugunun degismesinden kaynaklanir. Bu degisim Hacimsel 1s11 genlesme

»

katsayisimin denkleme konmasiyla daha agik yazilabilir.
1.4
B=—> G .11)
Akigkanin bu termodinamik 6zelligi yogunlugunun sabit basingta sicakliga
gore degisimini gosterir ve yaklagik olarak

__1p.-p
B p(T T) (2.12)

P.—-p)=pB(T-T.)

seklinde yazilabilir. Buda goz Oniine alinarak momentum denklemi agagidaki gibi

yazilabilir.
du du d’u
—+V— T-T )+V—0r 2.13
U Vay gB( )+Vay (2.13)

Boylece akiskanin hareketini yaratan kaldirma kuvvetinin sicaklik farkina
baghligi acikca gosterilmis olur. Kaldirma kuvvetleri sadece momentum
denkleminde etkilerler. Kiitle ve enerjinin korunumu zorlanmus tasimimdaki
denklemlerle aynidir. Dogal tagimima ait denklemler asagidaki gibidir.

Stireklilik Denklemi:

du_ov_, 2.14)

ox dy
Momentum Denklemi:

2
u—gg-l-v%—gﬁ(T -T )-l-V%};— (2.15)

Enerji Denklemi:
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oT . _oT  o°T
U—+v_—=

ax oy ocy (2.16)
Enerji denklemi igindeki siirtiinme kaylplar; terimi goz ardi edilmigtir. Dogal
tasinimda hizlarin diisiik oldugu goz 6niine alinirsa bunun akla yakin bir varsayim
oldugu sOylenebilir. Matematiksel olarak bakildifinda esitlik - (2.15) igindeki
kaldirma terimi problemi giiclestirmektedir. Momentum denkleminin ¢6ziimii

sicakliin bilinmesine ve bu nedenle de enerji denkleminin ¢6ziimiine baghdir.

Boylece esitlik (2.15) ve (2.16) birlikte ¢dziilmek durumundadir.

Dogal taginim etkilerinin genlesme katsayis1 [ ’ya baglilif1 s6z konusudur.

B ’nin nasil belirlenecegi akiskan tiiriine baghdir. Mitkemmel gaz igin p = -;—T olur

2.5. Biiyiikliik Analizi

Boyut analizi yardumiyla aranan fonksiyonun baglt oldugu degiskenler
bulunur. Bilinmeyen sabitler ise genellikle bir katsay: ve kalani {is seklinde olup,
deneylerle tespit edilirler. Dogal taginim igin kullanilan denklemler igin boyut analizi
yapacak olursak

U=0u, V =9v. L =0x, 3 =29y, AT=T-T,

Kabullerini yaparak denklemlerde yerine yazalim;

Siireklilik denkleminden ;
U Vv
L5 (2.17)
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U= L% elde edilir.

Momentum denkleminden ; "
UU-I—V—I—J-——BgAT+vU2~ (2.18)
L )
Enerji denkleminden ;
T
U AT +V £ £ (2.19)

L 5 g
elde edilir.
Stireklilik denkleminden  elde edilen ifadeyi Momentum ve Enerji

denklemlerinde yerine yazarsak;

VL! L\SI L%
L— V—— 2.20
5L 5 & (2.20)

V AT AT AT
LV T @21

Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

v? V?
Lgi‘* 5 ~[3gAT+v (—)

o

+ 52

o)<
on| <

elde edilir.

A" =% Enerji denkleminden elde edilen bu sonugtur. Bu sonu¢ momentum

denkleminde yerine yazildiginda;

o

2_
Lg— ﬁgAT+v (—)
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L(%f

o
S BgAT %( s 2:22)

BgAT

-

bulunur. Burada denklemler tekrar diizenlenirse boyutsuz sayilarla ifade edilen bir

esitlik haline donlismiis  olur. Momentum denkleminin son hali

o? oV

(—) Bg L3 AT (_) Bl AT

(2.23)

3 : 3
Yukaridaki esitlikte (B.g.L_z.AT) terimi Grashof sayisi (P—"g—'—Lz'ﬂ) ile
o \Y

gL} AT

Prandtl (l) sayisinin  ¢arpimi  olarak  goriilebilir. Ra([3 ) ve Pr
o V.o

tamimlamalariyla momentum denklemini tekrar diizenleyecek olursak asagidaki

sekilde ifade edilebilit.

(.%)4 Ra7'Pr' =1+ (-Ig)4 Ra™ (2.24)
z L |
Viskoz terim

Atalet terimi

4
Eger Pr<<1 ise %Ra"l Pr' =1"dir. Buradan Nusselt sayist bulunulabilir.

Matematiksel islemlerini sonucunda Nu = (Ra.Pr)"* elde edilir.

4
Eger Pr>>1 ise LFRa~I =1 ‘dir. Nusselt sayis1 Nu =Gr"*Pr"? seklinde

elde edilir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Dikey Bir Levhada Dogal Is1 Tagmimi

Sekil 3.1 Dikey sicak levhada hiz ve sicaklik profili

Sekil 3.1°deki diiz levhamin sicakligi levhayr ¢evreleyen havanin
sicaklifindan daha yiiksekse levhanin alt ucundan baslayarak levha {izerinde iz ve
siur tabakalart olusur. Bunun sonucunda levhaya yakin olan akigkanin yogunlugu
uzakta olana gére daha azdir. B6ylece kaldirma kuvvetleri bir dogal tagimmim sinir
tabakasi olusturur ve akigskan yukariya dogru yiikselirken onun yerinede durgun
bolgedeki akigkan simr tabaka igine girer. Burada ortaya ¢ikan hiz dafilimi

zorlanmus tasinim hiz dagilimindan ¢ok farklidir. Hiz y=0"da oldugu gibi y =c’da

da sifir olur.
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Akigkan sicakhifi Levha lizerinde levha sicakhigs Ty, ‘a Isil sir tabaka
kenarinda ortam sicakhify To’ a esit olur. Hiz sinir tabakasi igerisinde hiz dagilimi
hem levha tizerinde hem de sinur tabaka kenarlndz; sifir olacak sekildedir. Dikey bir
levha igin asagidaki sinir gartlan yazilabilir.

y=0 u=v=0 T=T,

y — oo u—0 T=T,.

Siir tabaka denklemlerinin yukaridaki smir sartlariyla ¢6ziimii ii¢ degisik
metodla yapilabilir. Integral metodu, benzerlik yaklasmi ve sonlu farklar

kullamlarak dikey bir levha igin sinir tabaka denklemleri ¢oziilebilir.

3.2. Integral Metodu

Genellikle sinir tabaka problemlerinin ¢6ziimii ¢ok ugrastirici ve zaman
alicidir. Az sayida tam ¢6ziimii vardir. Buglin sinir tabaka denklemlerinin dnceden
belirlenen basing degisimleri ve sinir sartlart igin ¢oztimlerini bilgisayarla elde etmek
miimkiinse de diferansiyel denklemler nonlineer olduklari igin hala ¢ok ¢aba

gereklidir.

Miihendislik uygulamalar seri ve pratik ¢oziimleri gerektirdiginden ¢éziim
icin gereken stire uzadifinda yaklasik ¢oziimler daha elveriglidir. En kullanigh
yaklagik yontemlerden birisi 1921 yilinda Van Karman tarafindan o&nerilip
Pohlhausen tarafindan geligtirilen integral y6ntemidir.[8] Integral smmr tabaka
denklemleri sinir tabaka denklemlerini sinr tabaka iginde integre ederek yada genel
prensipleri daha sonra biitiin sinir tabakaya yayilacak olan kii¢lik bir kontrol hacmine

uygulayarak elde edilir.
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Integral ybntemi stireklilik, momentum ve enerji denklemlerinin siur
tabakanin her noktasina uygulanabilir olmasini ve bu kogullarin sinir tabaka icindeki

ortalama degerle de uygunlugunu saglamak ister.

3.3. Integral Metoduyla Denklemlerin Coziimii

Islemleri biraz olsun basitlestirmek igin Prandt] sayisimi yaklasik olarak bir
(Pr=1) alabiliriz. Bu varsayimin sonucu olarak hiz simr tabaka kalmnlii(8)

sicaklik sinir tabaka kalinligina(8.) esit alinabilir. Integral yontemiyle ¢6ziimler

asagidaki iglem adimlariyla elde edilebilmektedir.

Stireklilik denkleminin her iki tarafi sinir tabaka boyunca integre edilecek

olursa;

3-du Sov
—dy+ |—dy=0 e (3.1
§ ox Jay

5 3u 5
6|'g{—dy+ _[dv =0

0

5
§£1-dy+v]§ =0
§ ox

%.du
[-dy +v(®)-v(0)=0
Jox

seklinde bir sonug elde edilir. Burada (y) yonti luz bileseni (v) ¢ekildiginde
agagidaki esitlik (3.2) elde edilir.

%ou
v(0) =— ggdy (3.2)

0
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Sinur tabaka i¢inde gegerli momentum denklemini esitlik (3.3) gibi ifade

edilebilir.
du du oP a u az
—_—tyV—)= -l- 3.
Burada basing gradyeninin sadece(x) yontinde oldugunu varsayarak ( ?— =—)
X

alinabilir. Ayrica basing gradyenini (— %Ii =p..-g) seklinde ifade edilebilir.
X

du du o%u ' : .
P(u‘a;"‘Vg) —lll(?)"‘g(f)°° -p) (3-4)

Isil genlesme katsayisi(B)’min tanimindan hareketle gerekli diizenlemeler

yapilirsa;

_1 ap 1.p.-
B= Sp)r = (T T)

p..—p=PBg(T-T.)

Momentum denklemi basitlestirilmis sekilde agagidaki gibi ifade edilebilir.

T vz = T-T 3.5
+v . V(ay2)+l3g( ) (3.5)

Momentum denkleminin her iki tarafi sinir tabaka boyunca integre edilecek

olursa;

5 du % du %o 8
Nv=vIZ—dv+eBIT-T 3.6
J(u ax)dY"'G[(Vay)dy V&[ayz dy gBé[( - )dy (3.6)

Burada u%li terimi icin bazi matematiksel basitlestirmeler kullanilabilir;

X
ou® au ou
ox Bx ox
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u—a; = Ex— - u—é; (3.7)
du , . ... . "
va— terimi i¢in gerekli diizenlemeler yapilabilir.
y
va—udy =v(@®)u, — i]'ua—vdy (3.8)
oy T oy '
o 1qers . du_ ov
Siireklilik denkleminden $=—a— oldugundan bu esitlik (y=0) ile (y=y)
y
arasinda integre edildiginde;
Y.ou : ;
=—|—=d 3.9
v(y) 5[ = (3.9)

elde edilir. Bu esitlik (3.8) ‘de yerine yazilarak yeniden diizenlenecek olursa;
5 5
du du
vy =-u_ [Zdy+ [uz-d
OI y=-u, Jax y 6[ =y

2
elde edilir. Momentum denkleminin sag tarafindaki ilk tenm(gy ) igin gerekli

integrasyon yapilacak olursa;

gy a_}
30y" T 9y Jy

elde edilir. Terimler {izerinde yapilan bu matematiksel islemlerin sonucunda elde

edilen momentum denklemi agagidaki gibidir.

%ou? % du %ou
[ [ogear-u [Shar- j Py = vj——dy+gBI(T T.)dy
0 0

8
[ a5~ a2y, [y fubay = [Py es [Tt
0 0 0

25



2

Burada (%11—) terimi diizenlenebilir. Leibniz kural: kullanilabilir. Bu kurala gére;
X

b(t)
Stirekli f(x,t) fonksiyonunun Jf (x,t)dx belirli 1ntegrah % kismi tlirevine sahip ise
a(t)

b(t) b(t)
4 [£(x, t)dx = j%(x t)dx +£(b(t), )b'(t) - f(a(t),)a’(t)  seklinde ifade
a(t) a(t)

9

edilebilir. Bu kurala gére (%u_) terimi i¢in agafidaki esitlik elde edilir.
X

J’ dy———juzdy u(8)—+ (0)— (3.10)

Yapilan diizenlemeler sonucunda momentum denklemi esitlik (3.11) haline

getil‘ilir.
0 ) ’ ' 0 .

Esitlik (3.11) momentum denkleminin integral ¢dziimii igin kullanilan en genel
halidir. Bu denklemin ¢6ziimii igin sin1r sartlari;

1) y=0 u=

2)y=0 vV—r=-gB(T-T.)
3)y=9 u=0

4)y=3 —=0

seklindedir. Buradan y=0 Sinur sart1 denklemde yerine yazilirsa;

uﬂ+ ﬂ—Vii———-l- gB(T-T.)
dx dy dy?

d*u
v—=—gB(T-T,

& 2( )
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elde edilir.

Integral momentum denkleminin ¢6ziimii~igin hiz dagilimina ihtiyacimiz
vardir. Hiz dagilimini bulmak igin (u) luzi (y)’ye bagh bir fonksiyon seklinde
tanimlanabilir. (x) yonti iz bileseni (u) luzi igin 3. Dereceden bir polinom
varsayildiginda, bu polinomda 4 adet sabit katsay: vardir. Bu katsayilarini bulmak

icin swnir sartlar1 kullanilabilir.

uy) = a+by-l-cy2+c1y3 seklinde bir tanimlama yapalirsa;
1) y=0 i¢in uv=0 simr sartindan;
u(0)=0=a+b(0)-+c(0)*+d(0)?
(a=0) bulunur.
2)y=0 i¢gin v%; =—gP.(T-T.) swir sartindan;
—uly)= a+by+cy2-l-dy3

?=b+20y+3dy2

y

2

d—‘; =2c¢+ 6dy
dy

bulunur.

v[2¢ + 6d(0)] = —gB(T-T.)

c= - g‘B’(T —Tw)
2v
c=—l.g.B.—A—T (3.13)
2 \Y
elde edilir.
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3)y =90 i¢in u=0 simur sartindan;
u(®) =0=2a+bd+cd* +d&’

0=bd+cd +d8*

0=b+cd+ds’
b=-cd—dd’ (3.14)
bulunur.

4)y =3 igin g_u_ =0 siur sartindan;
y

U 0= b+ 2cy +3dy?);

dy
b+2¢8+3d8% =0 (3.15)

elde edilir.

Esitlik (3.14)’den elde edilen (b) esitlik (3.15) de yerine yazilacak olursa;
0 =bd+cd* +dd&’
b+2c8+3d8* =0

—c8—dd% +2cd+3d8* =0

2¢+2d6=0
c
d=— 3.16
5 (3.16)
elde edilir.

Esitlik(3.13)’den bulunan (c) Esitlik (3.16)’da yerine yazilirsa;

1 AT 1
d==~opB—= 3.17
4 gB v & ( )

elde edilir.
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Hiz dagiliminda yer alan (b) terimini bulmak igin esitlik(3.14) ve (3.16)

arasinda diizenlemeler yapilabilir.

b =-cd—dd?

b =—05+—x 52
7%
1 _ AT

Bulunan katsayilar hiz bagintisinda yerine yazilacak olursa;

AT1 1 _AT1 ,

1 AT 1 AT 1
=—pB——8y——gB oy +—gB g
u(y) 4gBV y ngvy 4ng8 4gl3vsy

sinir tabaka igindeki hiz ifadesi elde edilmis olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

1 AT 3
u(y) =—gB.— By —2y> +L-)
4 v Fe)

1 AT .,y 2y* ¥

= gB = -2 + L

1 AT Y., Yo y

=—gB—8La-< 3.19
u(y) 4ng 8( 5) (3.19)

(x) yonii hiz bileseni (u) elde edilir. Burada ifadeyi sadelestirmek i¢in V(x) katsayis1

tanumlamasi yapilabilir.
V)= —‘li.g.ﬁ.—évlﬁz (3.20)

Boylece hiz dagilimu ifadesi esitlik (3.21) seklinde bulunulabilir.

u(y) = V(x)%(l —%)2 (3.21)

Momentum denkleminin ¢6ziimii i¢in sicaklik daglimi ifadesinin de

bulunmasi gerekmektedir. Hiz dagilimi ifadesinin bulunmasinda takip edilen yol
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burada da kullanilabilir. Sicaklik Dagilimi ifadesinin bulunmasi.igin gerekli olan
sinur gartlar: agagidaki gibidir.
Dy=0icin T=Ty

2)y=08i¢in T=T_

3) y=20 i¢in iT-:o
dy

Sicaklik dagilimim bulmak iizere sicaklik (y)’ye bagh bir fonksiyon seklinde
tanimlanabilir. Bu sicaklik (T) ifadesi igin 2. Dereceden bir polinom varsayim
yapilabilir. Bu polinomda 3 adet sabit katsay1 vardir. Burada 3 adet sinir sarti var bu

sinir sartlarint kullanarak sabit katsayilar bulunulabilir.

T(y)= A—l—By+Cy2 seklinde bir tanimlama yapilirsa;
1) y=0i¢in T=T,, sinir sartindan;

—=A+B.0+C.0%

2) y=8i¢in T=T,_ suur sartindan;
T. =A+Bd+C8
T, -T, =B3+C8& (3.22)

elde edilir.

3) y=20 i¢in %I =0 simnir sartindan;
y

EI} =B+2c6=0
dy |5
B=-2C38 (3.23)
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elde edilir.
Esitlik (3.22) ve (3.23) diizenlenirse;

T. - T, =—2C8% +C8’

Cmrgs (3.24)
B=_ Twa_ L. (3.25)

Bulunan katsayilar sicaklik dagilimi ifadesinde yerine yazacak olursa;

T(y)=T, —2T“’8 L .y+Tw8;T“ y?

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

2
T=T, +(T, -Tm)(—2%+§—2)+(Tw ~T.)—(T, -T.)
T=T. +(T, —,T“)(l—%)z

T-T, =(T, —T,,)(l-—%f (3.26)

elde edilir. Sicaklik ve hiz dagilimu ifadeleri momentum denkleminde yerine

yazilacak olursa ;

4 Turdy =), +g Jr-T )y
dxo y dy 0 *] ; oo

d® y Yi2q2 du ¥ Yy2

— [VE).=(1-=)1"dy=-v(—), +gB |(T, - T.)(1-=)*d

1 OI[ (x).5A-3)Tdy (dy)o gBOI( w=TOA-3)dy
elde edilir. Gerekli matematiksel iglemler yapilirsa;

—j[V(xn p-aleed - L+~—]dy—-v( &) TR T)j(l 22 )dy

5 & & 8
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—j[wx)] Br-adrele-ala Ly =y dao-h Levem da-y

»

+gB.(T, T)_f(l 2y yz)dy (3.27)

V(x)]’[ 4 ve X X Y el Ly veo
387 48 58 68° 786 0 ’ K

. 3 P
BT —T ) (g—22 4 Lo
+gB.(T, w)[(y TR }

L [Veorsl=- [Vg")]a-g.ﬁ.(n—n)g (3.28)

elde edilir.
Enerji denkleminin ¢6zlimii igin momentum denkleminin ¢dziimiinde takip

edileh yol gegerli olacaktir. Enerji denklemi asagidaki sekildedir.

)
j(u oy + J(v —-)dy+ =-

8
0 0

2
e
dy
dT . . N, .. .
Burada (ud—) dogrusal olamayan bir terimdir. Bu terim igin matematiksel
X

diizenleme yapilirsa;

d0T) T pdn
dx dx dx

4T _d@T) du

3.29
dx dx dx ( )

elde edilir.
. dT e . .
Ayni sekilde (v-&—) terimi i¢in matematiksel diizenleme yapilirsa;

S2Y) = v-——— + Tfl-\i
dy dy dy
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dT  d(vT) . .d
ySL_40T) pdv (3.30)

dy dy dy

elde edilir.

Esitlik (3.29) ve (3.30) enerji denklemine yazilirsa;

% d(u.T) % du.. % d(vT) % dv %dT
[y = Ty + [T e I[Taldy=—aj 5

0 0 0 0 0

2
bulunur. Enerji denkleminin sag tarafindaki (jx—’f-) ifadesinin gerekli diizenlemeleri

yapilirsa;
ro-(2] 1214
5 dy’ dy | Ldy dy |,

d(v.T)
dy

) terimi i¢in diizenleme yapilirsa;

bulunur. Aym sekilde (

j[d(VT)]dy VT(®) - V(O)T(O) = VBT,

0

bulunur. Bulunulan bu degerler enerji denkleminde yazilirsa;

3
j[d(uT)]d =& Jemey @O L a0 L L ] fumyey

0

8Id(:;).{T) f[T du] dg+ Id(vT) dy— IT
0

0

d? % du., %d(vD), % _.du 24T
2 fandy~ [Ty + dy+ [(Tydy =—a [S— d
dxof(u)y OI( —)dy Idy y+ [Ty Idyz y

0 0 0

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilacak olursa;

—-ju(T ~T.)dy = a(dT) (3.31)
dy J,
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bulunur. Esitlik (3.31) integral enerji denklemidir. Bu denklemin ¢6ziimii igin gerekli

olan sicaklik ifadesi esitlik (3.26)’dan hiz ifadesi esitlik (3.21)’den alinabilir. Bu

ifadeler esitlik (3.31)’de yazilirsa; |
iEj\«x)la—1)2<T—'1;,)(1—1)2c1y=oc('r ~T, )2(1—1)11]
dx g 8 O ) v o 8 y=0

elde edilir. Gerekli matematiksel iglemler yapilirsa;

d y y, y: Y y
—[v —1—4 62— =-
dx;,[ (x)s( +6%5 483 2T -T.)dy (T ~T.)
y v,y ¥ y 20
— |V 4 T+6 54— dy =
j(x)( Sty =

r 3
d vy ooyt Ly oyl 20
x| V%% 3 s s Tes | T
d[l 1 1 2oc
vl -alieloglidys
x| WG Az H65 4Tt ] 5
1 d 20 N
— 2 [vx)8]=-22 .
) dx[ (x).9] 5 (3.32)

bulunur. Bulunulan bu deger enerji denkleminde elde edilen sonugtur. Momentum ve
enerji denklemlerinin ¢6ziimii i¢in agagidaki kabulleri yapalim. Bu kabuller
denklemlerin ¢6ziimiinti kolaylastirmak icin yapilmaktadir. V ve 8 x’e bagli birer

ifade olmak {lizere asagidaki gibi tamimlanabilir. Burada c, ,c;,m ve n sabit

katsayilardir. Buna gore asagidaki kabulleri yapilirsa;

V(x)=c, x" V=f{x)
d=czx" 0=1(x)
bulunur. Bulunan bu degerler momentum ve enerji denklemlerinde yerine yazilirsa;

Momentum denklemi igin:
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%%{V{@)Y.ﬁ]: —v% - %.g.ﬁ.(Tw ~T.)8

%EX_[ 2ytme x0 |=—v Z: +§.g.B.(Tw ST )cgx"

%cica f;[xzm" ]= —-VZ—;—X“'"” +%’g‘B’(Tw —T.)cex" (3:33)
Enerji denklemi igin;

%%[V(x)ﬁ] = 2%

3—10-—(-;—1;[cvx‘“c5x“]= 2 c:j("

o0 xmxt]=2 - (3.34)

elde edilir. Matematiksel diizenlemeler yapilirsa momentum denklemi esitlik(3.35)

halini alir. Ayn1 sekilde enerji denklemi esitlik (3.36) haline gelir.

2m-+n 2 Im+n-1 1 e C m-n
cicsX =—gB.(T. —T Jesx" —v—Lx 3.35
MR cpx™ ! =2.% ¢ (3.36)
30 Cs

Yukaridaki esitlik (3.35) ve (3.36) i¢in esitsizlikler i¢in gegerli olan bir kabul
yapilabilir. Boylece x’in iissiindeki katsayilarin esitligi kabulii yapilabilir. Bu
kabuliin sonucu olarak;

2m+n—l=n=m-n m=1/2

m+n-1=-n n=1/4
elde edilir. Bulunan bu (m),(n) degerleri (V(x)) ve (8) ifadelerinde yerine yazilirsa;

V(x)=c,x"?
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_ 1/4
d=czX

elde edilir. Bu degerler esitlik (3.35) ve (3.36)’da yerine yazilirsa;

L25 , 1 c

—c,c;=gpB(T, —-T )—c; —— 3.37
2B cp=22 (3.38)
30 Cs

bulunur. Esitlik (5.38)’den cy terimi ¢ekilirse ¢, = 80.0 elde edilir. Bu c, terimi

2

Cs
esitlik (5.37)’de yerine yazilirsa;
1,25 80%.0 1 80.a
-, cs=gP(T, —T )=cz;— 3.39
105 cg 3 gB( w oo)3 3 cg ( )

elde edilir. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapilarsa:

1,25 80%.02 80.0,
3. . +3. =gfB(T. -T
105" o ot gB.(T, -T.)

bulunur. Gerekli sadelestirmelerin sonucunda;

~1/4
s = 3,93(§ +Pr)'"* g8, - T.) (Twz— L. )] pr/2 (3.40)
21 v
o 80.a . . .
elde edilir. Bulunan bu deger ¢, =—— ifadesinde yerine yazilirsa;
Cs
| T -T 172
c, = 5,17.v(§—(1)—Pr)"”2{§—ﬁ(+“—)] _ (3.41)
v

elde edilir. Yaptigimz kabullere dayal olarak buldugumuz ifade § =c;.x"* seklinde

idi. Bu ifadeden L terimi cekilirse;
X

) -1/4
3 3032 4 pnyvs M] pr2 (3.42)
X 21 \Y

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;
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3 3,93(0,952 + Pr)"*[Gr, |4 Pr”? (3.43)

x —_
elde edilir.

Siur tabakanin kalinhigimin (x) bagh degisimi esitlik (3.43) oldugu gibidir.

Eger Nusselt sayis1 bulunmak istenirse y=0 igin qi=qus simr sarti kullanilmalidir.
Daha &nce buldugumuz sicakhik ifadesi T(y)=T, +(T, —T.)(1 ——%)2 seklinde idi.

Is1 iletiminin ifadesi yazilirsa;

d=—k£} (3.44)
dy |
elde edilir. Burada Z—T teriminin bulunmasi i¢in sicaklik ifadesinin tiirevi almnirsa;
y

dT -1 y

—| =(T,-T.))2.—(0-=

(dy)_o (T, -T.) 8( 8)

y=

dT -2
P T e
[dey=0 8

elde edilir. Bulunan bu ifade esitlik(3.44)’de yerine yazilirsa;

d:-—kg}
dy gm0
£1=3815(Tw ~T.) (3.45)

elde edilir. Smur sartt olan y=0 i¢in q;=qug igin tasimimla gegen 1st miktar

Newton’un soguma kanunundan yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa;;

h(T,-T.)= kd—Til
dy y=0
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h=" (3.46)

elde edilir. Burada h 1s1 tasimim katsayisidir. Nusselt sayisimin ifadesi Nu =hk;X

seklindedir. Burada 1s1 tasinim katsayisi egitlik (3.46)’dan alimip yerine yazilirsa;

2k
Noohx B _2x_ 2
k k & &/x
2
No=_2_ 3.47
Y o/x (347

Jbulunur. Burada -6— terimini egitlik (3.43)’de bulunmustu. Esitlik (3.47)’de yerine
X

yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa;

(Gr,)"* @n)'"
(0,952 +Pr)!"*

Nu = 0,508. (3.48)

Elde edilir. Buradan Nusselt sayisi; Grashof sayisi (Gr) ve Prandtl sayisiun (Pr) bir

fonksiyonudur sonucuna ulagilir.

3.4. Benzerlik Yaklagmm

Dogal tasimm akisini ve 1s1 gegisini belirleyen boyutsuz parametreler goz
oniine alabiliriz. Momentum ve enerji denklemlerini boyutsuz say1 gruplan
kullanilarak ¢dziime gidilmesi ve sonugta boyutlu hale doniistiiriilmesi problemlerin

¢oziimiinde kolaylik saglamaktadir. Bu ylizden denklemler 6nce boyutsuzlagtirilir
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daha sonra ¢6ziim yoluna gidilir. Boyutsuzlastrma igin asagidaki boyutsuz

degiskenler kullanlir.
LI L 4 * U * V « I -T
I M u u T, T

Burada L karakteristik uzunluk ve u, herhangi bir referans hizini
gostermektedir. Bu degiskenler stireklilik, momentum ve enerji denklemlerinde
degisken doniistimii yapilarak yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilarak asagidaki

boyutsuz denklemler elde edilir.

ou' ov
P +———"=0 349
gx dy (349)
Lou”  Lou e . 1 9%’
vt & e B(T, T )" + . 3.50
! ox Y dy gh( )ui Re, oy™ (3:50)
* * 2 *
LT AT 1 T (351)

FYOR dy" Re, .Pr dy>

Reynold saylsi zorlanmig tagimm igin ¢ok Gnemli bir paremetredir. Bir

akiskan pargacigi lizerine etki eden atalet kuvvetlerinin siirtinme kuvvetlerine
oranini belirtir. Asagidaki gibi tamimlanir.

Re == (3.52)
\Y

Momentum denklemdeki u, bilinmeyen bir referans hizin1 gostermektedir.
Bu yiizden kullamimi pek pratik degildir. Momentum denkleminde ikinci tarafin ilk

terimini Re? ile carpalim sonugta Grashof sayisi elde edilir.

_ 8B, ~ T (3.53)

V2

Gr,,
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-Grashof sayis1 Reynold sayistnin zorlanmis tagimumda {istlendigi roliin
aynisin1 dogal tasimmda tistlenir. Grashof sayis1 akigkan {izerine etki eden kaldirma

kuvvetlerinin siirtiinme kuvvetlerine oranidir.

Yukarida tanimlanan probleme ait benzerlik paremetrelerini kullanarak
degiskenlerin déniigimiini saglayip siireklilik, momentum ve enerji denklemini
¢ozebiliriz. Benzerlik paremetresi asagidaki gibi tanimlamrsa x vé y yerine tek

degisken kullanmus oluruz. Tek degisken kullanmak ¢&ziimii kolaylastiracaktir.

Y'er 1/4
== (== 3.54
n x( 4) (3.54)

Hiz bilesenleri i¢in agafidaki akim fonksiyonu tamimlanirsa siireklilik
momentum ve enerji denklemlerinde de kullamlan hizlar i¢in degisken donisiimii

yapilabilir.
Gr, 1
Y(x,y) = () [4v( 2 )] , (3:55)

Gry=[gB(Tyw- x> ] IV idi. Islemlerde kolaylik saglamas: agisindan bu sayida bir
basitlestirme yapilabilir. Béylece terim azaltmasi yoluna gidilecek ve islemler daha

sade olacaktir. M= [ g B (Ty- Too )] V* tanumlamas: yapilirsa Gr,=Mx> haline gelir.

Bu tanimlama yapildiktan sonra (x) ve (y) yonii hiz bilesenleri bulunulabilir.
Tanimlanan akim fonksiyonuna gore (x) ydnii hiz bileseni i¢in asagidaki islemler

yapilirsa;
u= a\y - a\lj ._g_n_ =4v (Mx3/4)1/4 f‘(n) l (Mx3/4)1/4
y X

u= fo £'(m) (Mx>/4)!? (3.56)
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elde edilir. Buradan (u) hizinin (x) ve (y)’ ye gbre degisimi hesaplanabilir. Bu
hesaplamalar i¢in gerekli matematiksel iglemler yapildiginda;

2= 22
ox

ou _ df'(n) on 4v (Mx/4)12 - f(77) 4y (Mx3/4)'2

ox on ox x

2 () ey 2

du_4v 1 3 M2

£°(n) (Mx3/4)“2[ = (M4 + 2 /4]

ax x 4 4

AU x(z" ) 4y (viiay2 + 2 i’(n) Mvx (Mx/4y"?
g_z = . 4V f"(,n) (Mx3/4)3/4 + 3: M y fl/(,n) (MX3/4) -1/4

LD 4y w2 pyMyx (e @57

X
2= 212 g vy
y dy

s 4v

% _ ey L Vi) (Mx3/4)”2

oy x

% ) Y v /ay (3.58)
dy

2
bulunur. Momentum denklemi igin gerekli olan(g——;) terimini hesaplamak igin
Y

esitlik (3.58)’in y’ye gore tiirevi alinir.

_g._y% — [ fll( ) (MX3/4)3/4]
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0’u af"(ﬂ) 87] 4V 3/4)3/4
o> on  dy x’

u 700 1 4v
— =f (,n) ; (MX3/4)1/4 X3/4)3/4

G (MMyv (3.59)

Bulunan bu degerler (u) hizimin momentum ve enerji denklemlerinde
kullanulan degigim paremetreleridir. Ayni iglemler (y) yoni., hiz bileseni (v) i¢in
yapilabilir. Akim fonksiyonuna gére tamimlanan (v) hiz1 i¢in asagidaki iglemler
yapilabilir.

V= a7 __a_ [f(n) 4v(Mx3/14)"
ox

=D 9N 4y riays + i) avviiay™ 2 2 v

ana

-M»—a
-h[u

2
v=FM).4v.(M= /)4 -2 M4y 4+ 2. NV
X

3 -3/4
(M4
s d g AT

2
). 22 v vy

v=-"(n).4v. -zvz— M) (m). —i- Mv.xy.(Mx*/4)""?
X

2
3M" V(M3 4y

+{(n).

v=rm)4v. % (Mx/4)"2 - t’(n) M.v.xy. Mx/4)?

2
3M‘ v.(Mx>/4)3% (3.60)

- ).

Bulunan (v) hizinin (y)’ye gore degisimleri hesaplanabilir.
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9-1’-——[1*(11) 4v (1\4x~"/4)”2 fm).= M.v.x.y.(Mx3/4)"’2

oy
2
- ). 22 v vy
g; =F().4v.~ ! - (Mx*/4)"2 + f’(n).4v.—$2—.(Mx3/4)1’2.-1—.(Mx3/4)”4
X

-f’(n)% M.v.x. (Mx3/4)1? - f'(n)% Mvxy. 1 (Mx3/4)1, (Mx3/4)"’2'
X

-f(n). 3M‘ .My = (Mx3/4)”4

?—f’( )4v — (Mx3/4)“2+ /(). 4v 2 v ay
y
-f’(n).% M.v.x.(Mx>/4)2 -t”(n).% M.v.y.(Mx> /4y
: f’(n).3—4~ Mxv. (M) (3.61)

Bu degisken doniistimleri yapildiktan sonra bunlar siireklilik,
momentum ve enerji denklemlerinde yerlerine yazihip gerekli diizenlemeler

yapildiktan sonra ¢oziimleri yapilabilir.

Stireklilik denklemi i¢in esitlik (3.57) ve (3.61) yazilirsa;

-4v—t"(n) M4y 422 " Y M.y £ (). /4y M- f D) 4v.Qaxa)?
+% (). M.v.x.(Mx>/4) 2+ f(n).4v.i2 MDY+ (). 4v. —ya— (Mx/4)*
X X

-f(n).—i— M.v.x.(Mx /42" (). % M.v.y.(Mx>/4)
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-f(n).34- Mxv.Mx4)12 = ¢

elde edilir. Boylece siireklilik denklemi saglanmis olmaktadir. Momentum denklemi
igerisindeki terimleri (u) ve (v) hizlarmin degisimlerinden elde edilmisti. Bu
degisimler denklemde yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda momentum

denkleminden benzerlik yaklagimi igin bir diferansiyel denklem elde edilir.

[-4361. £(m). Mx*/4)"] . [4v (). (Mx3/4)3’4 s Y Mov.y.£(n).(Mx34) Y
A (’7) Av. (Mx3/4)"2+ f’(n) M.v.x. M /4y Y2 + [P (m).4v. = = Y (Mx34)2
x

-f’(n). Mvaxy. (/A 2gm). 225y vy [f”(n) (M4
=g B(T- Ta) + v. £"(Mm).M.v
LML M).16.v% 2 v. (M4 + 3.£(m).£7 () MV, xl M4

X

2 1

—[FM)2.16.V2. (Mx3/4)+6 [FPMV

+f’(n),f’(n).l6.v2.%- V.(Mx3/4)% -3.f~(n).f"(n).M.v2.xl (Mx3/4)14
X

— 3. [PMPEMV? =g B(T- Tw) + V& £”M).M
Bu esitlik {izerinde gerekli sadelestirmeler yapilarak momentum denklemi

basit bir hale getirilebilir.

4. [FMPEMV? + 6.[F M2 M.V2-3.£ ()£ (M) M.v’=gB(T- Tx) + V2. £().M

+ (M) (3.62)

2. [F)I* - 3.Lm)-£"(n) = g B(T- Te)—
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- .. T -
Esitlik (3.62) i¢in 6 = T 7;‘:‘ boyutsuz sicaklik tanimi kullanilip esitlikte M

w o0

I°S

yerine degerini yazilirsa;

2. [P - 3LML M) = ——= + £(m)

T, T,
2. [f@)) -3 Lm)£' M) =0+ £”(n) (3.63)

elde edilir. Baslangigta bir ¢ok degiskene bagh ve icerisinde dogrusal olmayan
terimler ihtiva eden momentum denklemi yeni tanimlamalarla esitlik (3.63) halini
alir. Burada f ve 8 sadece m’mn fonksiyonudur. Dikkat edilirse f iz siur tabakast
igin ana bagmli degisken olup siireklilik denklemi akim fonksiyonunun

tanimlanmasiyla kendiliginden saglanmaktadir.

Enerji Denkleminde 6nce boyutsuz sicaklik tanimi kullamilarak T’°nin (x) ve
(y)’ye gore degisimleri hesaplanabilir.

ugz +v_a£ == a.a_zz_
ox  dy 9>

Hesaplanan bu terimlerden enerji denkleminde kullanilacak tiirevler elde

edilmelidir.
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30_20 on
ox dn ox

1 3Mx2

x4

a8
ox

=0". [-xl2 (Mx/4) "

a8

=0 (M) + o,
ox x? (Mx/4) 1

9.2 2

.(Mx3/4)“4]
oy’

2%0 1 3,04 1
—=0" - (Mx’/4)".—
x ) x

= M4
y .

70 g L
x

(M4
o’

Esitlik (3.64), (3.65) ve (3.66) enerji

%.M.x.y.(Mx3/4)'3/4]

(3.64)

(3.65)

(3.66)

denkleminde yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa enerji denkleminin benzerlik yaklagimi ile ¢6zlimii igin

gerekli olan egitlik elde edilir.
(22 2. (V). 107, 2 (v + 0.
X

+ ()42 (Mx/4)" - f(n)%
X

3Mx

V.M [0 1 (M4
x

-fm).
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t’(n).e'.4v.y.i3 (Mx34)4 + % £(M).6" M.y.v.(Mx>/4)4
X

"

+'(M).0".4v.y. —17 .(I\/Ix3/4)3’4-—3~ £(1).6" M.y.v.(Mx>/4)y 14
X
- i— £(n).0" M.x.v.(Mx>/4)1? = 06" iz (Mx>/4)12
X
- -f;- £).0’ Mx.v.(Mx3/4)12 = 0. 97 —1-2— (Mx>/4)"2
X

- % £(n).6" M.x3 Pr.0Mx*/4) 12 = 0 (Mx>/4)"?

0” + 3.Pr.fm).8’ =0 (3.67)

Islemler sonucunda elde edilen diferansiyel denklemler asagidaki gibidir.
Burada ‘ ve **” {ist indisleri 1} ‘ya gore ikinci ve liglincii tlirevleri gostermektedir.
2. .[f@I - 3L £ ) = 6 + £ ()

0” +3.Pr.f(m).8’ =0

. Benzerlik ¢6ziimiinde m, 0 ile oo arasinda degismektedir. Bir k degiskeni tammi
yaparak aralik daraltilabilir. Bu tanimlama igin k = f(n) olsun.

1
I+cn

k=1-

Burada c sabit bir katsay1 olmak tizere k ile n arasinda bir fonksiyon tanimi
yapilabilir. Siur sartlarini yeniden diizenleyecek olursak;

n=0 k=0

N=o0 k=1

Sinir sartlarina baktifimizda 1(0,oc) yerine k (0,1) a‘hnabilir. Sonug olarak

sinir sartlari;
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seklinde tanimlanabilir. Bu sinir sartlar altinda momentum ve enerji denklemlerinin

¢bziimlerinden elde edilen sonuglar sekil (3.2) ‘de verilmistir.

Nusselt sayisimin elde edilmesinde bir 6nceki bélimde yapilan islemler
yapilabilir. Tasimimla gegen 1s1 igin Newton’un soguma kanunu ifadesi kulanilabilir.

q=h(T, -T.)

Burada 1s1 taginim katsayist h denklemden ¢ekilecek olursa;

. S
(T, -T.)

elde edilir. Nusselt sayisinin ifadesinde 1s1 taginum katsayisi yazilirsa;

Nu=£)i
k
T qT g
Nu=————( w = To)
k

elde edilir. Iletimle gegen 1s1 miktar: igin Fourier’in 1s1 iletim kanunun ifadesi yazilip

gerekli islemler yapilirsa;

4=t

dy |,

=2 —TN)}
dn dy e

g =kt Exyur, —'1:.)93] (3.68)
x 4 anJ
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bulunur. Esitlik(3.68) x/k orant elde edilir. Bu oran Nusselt sayisinin ifadesinde

yerine yazilirsa;
Nu = H
k

G
Nu = — ()4 do|
4 dan=o

Nu = (%*—)‘“ o (Pr) (3.69)

elde edilir.

0.9+ %
) a,al
0.7
0.6 -
0.5 +
0.4 -
0.3 4
0.2 -
0.1+,

g

¢ :
04 a5 -
@ &3 @ ] e X4
o o -

.00
(.46 -+ 3%
3.69
4,18
B2
&, 08

0

L
Sekil 3.2 Dikey bir levha iizerinde hiz ve sicaklik profilleri

Buna gore yiizeydeki sicaklik gradyan: Prandtl sayisinin bir fonksiyonudur.
Sekil 3.2'de inceleme yapildigi zaman bu actkca goriilmektedir. Bir oranlamayla
g(Pr) bulunur ve denkleme yazilirsa ;

S 0.75Pr'"? 0
4 (0,609 +1,221Pr'’*+1,238 pr)!/? )

Nu = (
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3.5. Sonlu Farklar Metodu Ile Céziim

Is1 transferi problemlerinde genellikle analitik ¢ozlimlere ulasmak zordur.
Analitik ¢oziimleri bulmak igin genelde basit geometri ve sinir kogullar kullanmak
gerekmektedir. Bununla birlikte genelde kullanilan geometriler karmagiktir. Bu gibi

durumlarda en iyi ¢8ziim sonlu-fark gibi sayisal yontemleri kullanmaktir./?)

Coziim bolgesinin her noktasinda sicakligin belirlenmesine olanak saglayan
analitik ¢6ziime karsi, sayisal ¢Oziim sicakliin sadece ayrik noktalarda
belirlenmesini 6ng6riir. Bundan dolay:r herhangi bir sayisal ¢éziimde ilk adim bu

noktalan segmektir. Referans noktas1 genelde diigiim noktas: olarak adlandirilir.

(m,n+1)
(m-1,n (m.n) (m+1,n)
y.n I e
X,m (m:n' 1 )

Sekil 3.3 Sonlu fark yaklagiminda diigtim noktalarin gdsterimi

Sayisal olarak sicaklik ve hiz dagilimmin bulunmasi, sicakliklart ve hizlan
belli olmayan her diiglim noktasinda uygun denge esitliginin yazilmasmi gerektirir.

Bulunan denklem takimi, her noktadaki sicaklik ve hiz i¢in birbirlerine bagl olarak

¢oziiliir.
g_;f z_____Tm“JA; LY (3.71)
%i_ zll_mﬁ_;l‘m_ (3.72)
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_ajI ~ Tm+l,n + Tm-l,n - 2Tm,n
ox® | (Ax)?

2
a u:' ~ um+l,n + um—l,n - 2um,n
m,n

an? (Ax)?

(3.73)

(3.74)

Boylece m,n noktas: i¢in gergekte bir diferansiyel denklem olan esitlikler

yaklagik olarak cebirsel esitlife indirgenir. Sonlu fark esitlikleri kullamlarak

¢ozlimlerin elde edilmesi igin siireklilik, momentum ve enerji denklemleri asagidaki

gibi diizenlenebilir.
du, v _
ox dy

Bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan smur

yazilabilir.
x=0 u=v=0 =0
y=0 u=v=0, 6=1
y = oo u=v=0=0
7=0 u=v=0 =0

(3.75)

(3.76)

(.77

sartlar1 agagidaki gibi

Burada 0 boyutsuz sicaklik, y yoniindeki hiz bileseni v, x yOniindeki hiz

bileseni u ve 7T boyutsuz zaman olarak gosterilmektedir. Belli zaman araliklart
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sonucunda elde edilen sicaklik ve hiz degerleri sonlu farklar kullanilarak hesap

edilebilir.

Islemler sirasinda stireklilik, momentum ve enerji denklemlerinin ¢6ziilmesi
gerekmektedir. Bu denklemlerin ¢6ziilmesiyle hiz ve sicakhk degerleri elde

edilmektedir.

i=m

@)

A 4

j=0 =
Sekil 3.4. Dikey bir levha i¢in grid sistemi
Grid sisteminde her diigiim.noktast igin denklemler yazilip, bu denklemler

¢oziiliirse bu diigiim noktalarina ait sicaklik ve hiz degerleri bulunur. Stireklilik,

momentum ve enerji denklemi sonlu farklar igin asagidaki sekilde diizenlenebilir.

Esitlik (3.75),(3.76) ve (3.77) ‘de verilen stireklilik, momentum ve enetji

denklemlerinin sonlu farklardaki karsilig1 asagidaki gibidir.

’_ LON 4
Yij "Wy Vii TVig g (3.78)
Ax Ay
7
u’ . -u.. u,.—u._, ., .., —Uu.. U, —2u s+
ij i ruy i i-1,j +v i,j+ W gy i,j+l l,Jz i,j-1 (3.79)
AT . Ax Ay (4y)

52



N - 0i5n —0i; _1 0i1—20,;+6, (3.80)
At YA Y Ay Pr (Ay)? ’

Yukaridaki denklemler zamana bagh oldugund'c;n uygun bir zaman artimi igin
¢oziilebilir. Bu zamana bagh sonuglarin uzun bir zaman sonraki degerleri kararli
durum i¢in kullanilabilir. Bu islemleri yapan bilgisayar programi Ek-1°de

verilmistir. Bu programa ait akis diyagrami Sekil 3.5°da verilmistir.

) m,n, Xmax, Ymax, Ax ' :
Begin > ——»( V=0
Pr,Jmax,At, T, Ay e
< [ T+AT | 1=0 @

T>7T

\ 4

Sekil 3.5 Akig Diyagrami

Her bir diiglim noktast i¢in bu ifadeler yazilip denklem takimlar
olusturulduktan sonra bu denklemlerin ¢6ziimii yapilabilir. B6ylece ele alinan
geometri i¢in iz ve sicaklik degerleri bulunmus olur. Bu Bilgisayar programiyla

elde edilen u.v ve T degerleri zaman adumlar1 i¢in diizenlenmisgtir.
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Sonlu farklar bilgisayar ortaminda galigmay sevenler igin gok kullanigh bir
metottur. Bu ¢aligmada zamana bagli bir problem igin ¢dziimler yapan bilgisayar
program yazilmistir. Sonlu farklar metodu igin yapilan bilgisayar programindan elde
edilen sonuglar asagida verilmistir. Hiz ve sicaklik igin verilen degerler grid
sisteminde belli sayida nokta igindir. Bulunulan sonuglar u,v hizlar1 ve sicaklik igin

verilmigtir.

u hizina ait sonuglar;

0 4,4696 5,0272 4,0668 2,8621 1,8549 1,1230 0,6276 0,3083 0,1123
0 4,2687 4,7128 3,7481 2,5979 1,6605 0,9924 0,5480 0,2662 9,6008
0 4,0496 4,3768 3,4145 2,3265 1,4640 0,8624 0,4697 0,2253 8,0304
0 3,8082 4,0153 3,0644 2,0478 1,2660 0,7335 0,3933 0,1859 0,0653
0 3,5385 3,6234 2,6957 1,7614 1,0668 0,6063 0,3193 0,1484 5,1370
0 3,2319 3,1947 2,3062 1,4675 0,8674 0,4818 0,2483 0,1131 3,8433
0 2,8751 2,7201 1,8931 1,1666 0,6694 0,3615 0,1814 8,0623 2,6778
0 2,4459 2,1870 1,4538 0,8603 0,4754 0,2477 0,1201 5,1697 1,6679
0 1,9039 1,5768 0,9863 0,5530 0,2903 0,1439 6,6592 2,7424 8,5042
0 1,1641 0,8610 0,4933 0,2553 0,1239 5,6922 2,4464 9,4115 2,7465
0 0 0 0 0 0 0 0 0- 0

COO OO DTS OOOCO

v hizina ait sonuglar

-5,022 -0,128 -0,208 -0,274 -0,323 -0,355 -0,375 -0,386 -0,390 -0,390
-5,476 -0,138 -0,222 -0,290 -0,339 -0,371 -0,391 -0,401 -0,405 -0,405
-6,035 -0,150 -0,238 -0,307 -0,357 -0,389 -0,408 -0,418 -0,422 -0,422
-6,741 -0,165 -0,257 -0,329 -0,378 -0,410 -0,429 -0,438 -0,442 -0,442
-7,664 -0,183 -0,281 -0,354 -0,404 -0,435 -0,453 -0,462 -0,465 -0,465
-8,920 -0,207 -0,311 -0,386 -0,435 -0,465 -0,482 -0,490 -0,493 -0,493
-0,107 -0,240 -0,350 -0,426 -0,475 -0,503 -0,519 -0,526 -0,529 -0,529
-0,135 -0,288 -0,404 -0,481 -0,528 -0,554 -0,567 -0,573 -0,575 -0,575
-0,184 -0,363 -0,487 -0,561 -0,603 -0,624 -0,635 -0,639 -0,641 -0,641
-0,291 -0,506 -0,629 -0,693 -0,724 -0,738 -0,744 -0,747 -0,747 -0,747
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

SO OO OoOOoCOOO

54



T sicaklik degerleri;

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

0,7044
0,6956
0,6854
0,6732
0,6584
0,6397
0,6148
0,5793
0,5220
0,4055
0

0,4503
0,4373
0,4225
0,4055
0,3855

0,3616

0,3321

0,2938

0,2409

0,1589
0

0,2691
0,2568
0,2433
0,2281
0,2111
0,1916
0,1689
0,1416
0,1078
6,3533
0

0,1545 8,6526 4,7242 2,4734 0,0118 4,3411
0,1451 8,0060 4,3125 2,2300 1,0528 3,8316
0,1349 0,0732 3,8849 1,9811 9,2353 3,3233
0,1239 6,5990 3,4406 1,7267 7,9336 2,8183
0,1119 5,8288 2,9783 1,4673 6,6286 2,3197
9,8687 5,0060 2,4974 1,2035 5,3287 1,8318
8,3927 4,1236 1,9978 9,3705 4,0475 1,3613
6,7271 3,1740 1,4814 6,7112 2,8083 9,1841
4,8173 2,1521 9,5475 4,1244 1,6521 5,1991
0,0259 1,0667 4,3813 1,7591 6,5866 1,9535
0 0 0 0 0 0
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4. TARTISMA VE SONUC

Is1 tagmmim problemlerinin ¢6ziimli kullanilan momentum ve enerji
denkleminin ¢6ziimii olduk¢a zordur. Bu denklemlerin ‘gézﬁmﬁ icin gecerli olan
analitik ve sayisal metodlar bir ¢ok kabule dayalidir. Bu kabullerin dogru yapilmas:
ve smir sartlarin diizgiin tespit edilmesi en Gnemli asamacim Bu agamadan sonra
yapilacak islem uygun bir metod se¢imidir. Lakin bu segim iginde ¢ok fazla segenek
bulunmamaktadir. Bu ¢aligma da kullanilabilecek metotlardan en yaygin olan iig

tanesi kullanilmigtir.

Dogal 1s1 taginimi denklemleri zorlanmig 1s1 taslmmé gore daha karmasiktir.
Dogal tasimum denklemlerinde kullanilan terimler dogrusal olmayan tiirdendir.
Momentum ve enerji denklemlerinde ikinci ve iiglincii dereceden tiirevler en &nemli

problemi teskil etmektedir.

Benzerlik metodunda benzerlik paremetresi bir kolaylagtirmadir ancak
¢oziimlerin ileri safhasinda ortaya ¢ikan olumsuzluklar analitik olarak ¢aligmayi
engellemektedir. Belli bir sathadan sonra sayisal ¢6ztimleme yapilmaktadir. Lakin bu

metodla yapilan ¢6ziim gercek ¢dzlimdiir.

Integral metod Belli bir kontrol hacmine uygulanan ve daha sonra tiim
geometriye uyarlanan bir ¢6ziim seklidir. Bu kuralin Islemleri sirasinda integral ve
tiirev kurallarin1 ustalikla kullanmak gerekmektedir. Benzerlik metoduna goére ¢ok
yakin sonuglar vermekle birlikte bu kural bir kolaylagtrmadir ve gergek degerden bir

sapmay1 ifade eder.
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Sonlu farklar metodu bilgisayar programlarina uyarlamasi kolay olan ve

giinlimiizde en yaygin kullanim alanina sahip bir ¢6Ziim seklidir.

Benzerlik ve integral kurallarina gére yapilmis' ¢dziimler bolim 3’te
verilmigti. Bulunulan Nusselt sayisinin benzerlik ve integral metoduna gére elde
edilmis grafikleri Sekil 4.1°de verilmistir. Sonuglara bakildiginda bu iki ¢6ziim
seklide rahatlikla kulamilabilir. Birini dierine gore tercih etmekle fazla hata

yapilmamus olur.

80

7 —
. e

—o—[ntegral
—&— Benzerlik
~a&— Sonlu Fark

Nu

20

10

0.00E+00 2.00E+08 4.00E+08 6.00E+08 8.00E+08 1.00E+09 1.20E+08
Gr

Sekil 4.1. Nusselt sayilarinin karsilagtirilmasi

Benzerlik ve integral metodu kullanilarak elde edilen hiz dagilimlan Sekil

(4.2)’de verilmistir. Bu hiz dagilimindan hareketle integral metodunda sinir sartlar

kullanilarak bulunulan hiz dagiliminin gergek hiz dagilimina ¢ok yakin oldugu
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uty)

goriilmektedir. Integral metoduyla yapilan ¢éziimler benzerlik metoduyla cok yakin

sonuglar vermektedir.
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Sekil 4.2 Hiz dagilimlarinin karsilagtiriimasi

1.8
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Sekil 4.3 Sicaklik daélhmlanmn kargilagtirilmasi
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Integral metoduyla benzerlik metodu arasinda kargilastirma yapmak icin son
olarak sekil (4.3)’deki sicaklik dagilimina bakilabilir. Burada levhamn yiizey
sicakligi 100 °C, ortam sicakligs 20 °C olarak alinmgtir. Sekilden anlagilacag: gibi

sicaklik dagilimi i¢in iki metotta yaklasik olarak ayn: sonuglar: vermektedir.

Dogal 1s1 taginimi problemlerinde ¢oziim igin  benzerlik veya integral
metotlarindan herhangi birisi kullamilabilir. Bu metotlardan alman sonuglar ¢ok
kii¢iik hatalarla birbiriyle ortiismektedir.

Bilgisayar ortaminda yapilan ¢6ziimler i¢in kullanilan en nemli metot sonlu
farklar metodur. Sonlu farklar metodu ile yapilan ¢6ziimlerden elde edilen ¢oziimler

analitik ¢6ziimlere oldukca yakindir.
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EK 1.

Bilgisayar programinda kullanilan terimler

Degisken Adi Sembolii Tanimi
ZADIM At Zaman Adim

DX,DY Ax,Ay |Mesafe Artisi

LJ 1,j Grid noktasinin konumu

SAYAC Zaman Adimi Sayaci

ADIMS Zaman adimlarinin sayisi

IMAX Max Geniglik

M,N m,n  |x vey koordinatlar grid noktas: sayisi
T Sicaklik

YENIZ - Zaman Admmi sonunda meydana gelen sicaklik
ZAMAN Zaman

MAXZAM En Biiyiik Zaman Degeri

YENIU Zaman Adimi Sonundaki u Hiz1
XMAX Maximum x Biiyiikltigii

YMAX Maximum y Biiyiikligti
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Sonlu farklar metodunun ¢dziimiinde kullanilan bilgisayar programi asafidaki
gibidir.

Dim u(41, 41), yeniu(41, 41), v(41, 41), 1(41, 41), yeniz(41, 41) As Single

Private Sub Command1_Click()
1

m = CDbl(Text1.Text)

n = CDbl(Text2.Text)

adims = CDbl(Text3.Text)
jmax = CDbl(Text4.Text)
xmax = CDbl(Text5.Text)
ymax = CDbl(Te§t6.Text)

pr = CDbl(Text7.Text)
zadim = CDbl(Text8.Text)
maxzam = CDbl(Text9.Text)
jmaxpl = jmax + 1
mpl=m+1

npl =n+1

flm=m

fln=n

dx = xmax / flm

dy = ymax / fln

dysq =dy * dy

dysqpr = dysq * pr

yoverx = dy / dx
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'Hiz ve sicakliklarin incelenmesi...
sayac =0

Fori=1 Tompl

Forj=1Tonpl

u@i,j)=0

yeniu(i, j) =0

v(i,j)=0

t(i,j)=0

yeniz(i, j) =0

Next j

Next 1

Fori=1Tompl S
ti, D=1
Next i
'zaman adimlarinin tespiti
zaman = 0
4 zaman = zaman + zadimi1
sayac = sayac + 1
'yeni sicaklik degerlerinin hesabi...
Fori=2 Tompl
Forj=2Ton
yeniz(i, j) = t(i, j) + zadm * (((t(i, j + 1) - 2 * t(3, j) + (i, j - 1)) / dysqpr) - (u(i, ) *

(t(, ) - tGi - 1,3)) / dx) - (v(, j) * (G, j + 1) - 13, 1)) / dy))
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Next j

Next i

'yeni u hizlarim hesabt

Fori=2 To mpl

Forj=2Ton

yeniu(i, j) = u(i, j) + dtau * (((u(i, j + 1) - 2 * u(i, j) + u(, j - 1)) / dysq) - (u(i, j) *
(u(i, ) - u@i- 1,3)) / dx) - (v, j) * (@, j + 1) - u(i, j)) / dy) + yeniz(, j))
Next j

Next i

"Yeni v hizlarinin hesabi..

Fori=2 Tompl

Forj=2 Tonpl

v(i, ) =v(,]j - 1) + yoverx * (yeniu(i - 1, j) - yeniu(i, j))
Next j T

Next i

'u ve t hesabu...

Fori=2 To mpl

Forj=2Ton

u(i, j) = yeniu(i, j)

t(i, j) = yeniz(i, j)
Next j
Next i

'print u,v and t fields when appropriate

If sayac <> sayac Then GoTo 13

sayac =0
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Show

Print zaman
Print

Fork=1 To mpl
i=mpl-k+1
Print u(i, j);

Next k

Print

Fork=1 Tompl
i=mpl-k+1
Print v(i, j);
Nextk

Show

Print

Fork=1 To mpl
i=mpl-k+1
Show

Print t(i, j);

Next k

13 If zaman - maxzam <= 0 Then GoTo 4

End Sub
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