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Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci béliimde; yapilan ¢aligmalar ve
tezin genel amaci hakkinda bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde; maksimum prensibi,
baslangig ve simir deger problemleri agiklanmustir. Ugiincii bdliimde; parabolik
tipten denklemler igin maksimum prensibi, 1s1 denklemi i¢in maksimum prensibi ve
1s1 denklemi i¢in patlama ve doyum problemleri incelenmistir. Dordiincti béliim ise

tartisma ve sonug olarak ayrilmistir.
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This thesis contains four sections. The first section gives some background
and explains the purpose of the thesis. The second section deals with the principle of
maximum, initial and boundary value problems. The third chapter analyses
maximum principle for parabolic equations and maximum principle for heat
equations and also blow-up and quenching problems for heat equations. The fourth

section includes some discussions and conclusions.
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1. GIRIS

Kismi Tiirevli Denklemler teorisinde Maksimum Minimum problemleri
onemli yer tutarlar. Ozellikle baglangig ve sinir deger problemlerinin ¢6ziimlerinde
kismi tiirevli denklem, denklemin tanimli oldugu bolge, bolgenin siniri ile verilen
baslangi¢ ve sinir sartlarmin yapisi 6nemlidir. Cogu zaman denklemin veya verilen
sinir sartlarinin durumlarina gére problemin ¢oziimiinde maksimum ve minimum
degerlerinin 6nemi biiyiiktir. Problemin elemanter ¢6ziimii olsun yada olmasin
¢cozlimilin davraniglar1 maksimum ve minimum prensipleri yardimiyla incelenebilir.
Fiziksel olarak gergeklesen 1s1 yayilumi problemi igin ¢6ziimlerin davraniglarini ¢ogu

zaman maksimum prensibi yardimiyla inceleyebiliriz.

Eliptik ve parabolik tipten kismi tiirevli denklemlerin genel incelemelerinde

de maksimum prensibi 6nemli yer tutar. Biz bu ¢aligmada,

2
6‘21+b(x,t)@-@zo
ox ot

L[u]=a(x,t) Py

seklindeki parabolik tipten operatorler i¢in maksimum prensibini, 1s1 denklemi i¢in

patlama ve doyum problemlerini inceleyecegiz.

1.2.Kaynak Ozetleri

PROTTER, M.H. ve WEINBERGER, H.F.’nin “Maximum Principles in
Differential Equations™ kitabinda eliptik ve parabolik tipten operatdrler igin bir

boyutlu ve ¢cok boyutlu durumlarda maksimum ve minimum prensipleri agikca



anlatiimaktadir. ALIYEV, G. nin kitabinda parabolik tipten denklemlerin ¢ziimlerin
tekligi konusu agiklanmaktadir. CHAN, C.Y. ve OZALP, N.’nin calismalarinda
singtiler reaksiyonlarin dagilimt adi altinda patlama ve sonsuz doyma problemleri
incelenmigtir. FILA, M. ve GUO, J-S’nin ¢aligmalarinda sinir sartlarina bagl olarak

patlama ve doyum problemleri incelenmisgtir.

1.3. Calismanin Amact

Patlama ve doyum problemleri i¢in maksimum prensibi yardimiyla sinirdaki
kosullarin degisik durumlarina gore patlamanin ve sonsuz doymanin gerceklesme
durumlarini inceleyerek degisik kosullar verildiginde problemin ve ¢ozlimlerinin

nasil degisecegini aragtirmaktir.



2. MATERYAL VE YONTEMLER

2.1. Bir Boyutlu Maksimum Prensibi

Bu boliimde Lu]=u"+g(x)u’ ve (L+h)[ul=u"+g(x)u’+h(x)u diferensiyel
operatérleri i¢in bir boyutlu uzayda maksimum prensibinin hangi kosullar altinda

saglandig1 incelenecek, ilgili teoremler ve ispatlar verilecektir.

2.1.1. Maksimum prensibi

Kapali bir [a,b] araligr {lizerinde siirekli bir u(x) fonksiyonu maksimum
degerini bu aralik tizerindeki herhangi bir noktada alir. Eger u(x) fonksiyonunun

ikinci tiirevi stirekli ise ve u fonksiyonu [a,b] araligindaki bir ¢ noktasinda bir yerel
maksimuma sahipse, bu durumda,

u'(c)=0 ve u'(c)<0 0y

dir.

Bir boyutlu maksimum prensibinin en basit hali olarak asagidaki teorem
verilebilir.
Teorem 2.1.1.1: (Bir Boyutlu Maksimum Prensibi) g(x) smirlt bir fonksiyon olmak
{izere, u=u(x) fonksiyonu

Llul=u"+gx)u'>20,a<x<b (2)
diferensiyel esitsizligini saglasin. (a,b) aralipinda u(x) <M esitsizligini sagliyor ve

u maksimum degeri olan M ye (a,b) araligindaki bir ¢ noktasinda ulagiyor ise, bu



takdirde u=M dir.
Ispat: Kabul edelim ki u(c)=M ve (a,b) arahfimin bir d noktasinda u(d) <M
olsun. Bu kabuliimiiziin bir gelisgkiye neden oldufunu gosterecegiz. Uygunluk
bakimindan d >c olsun ve o pozitif bir sabit olmak {izere,

z(x) =9 -1 (3)
(Sekil 2.1.1.1) fonksiyonunu tanimlayalim. (3)den,

z(x)<0, a<x<c igin
z(c)=0, x=c icin “4)
z(x)>0, c<x<b i¢in

oldugu goriiliir. (3) ile verilen fonksiyona,

2

d d
[ =—+ — 5
dx? 8x) dx (5)

operat6rii uygulanirsa,

Lz] = 7" +g(x)Z = a[a +g(x)]e™ (6)
elde edilir. o yeterince biiyiik segildiginde, a < x <d i¢inL[z] > 0 olur ve (6) dan
dolay1

a > —g(x)
dir. g(x) suurl oldugu stirece bu segim yapilabilir. € sayisi,

M —-u(d)
z(d)

Q)

€<

esitsizligini saglayacak sekilde segilmis pozitif bir sabit olsun. Kabuliimiizden dolay:
u(d) <M ve z(d)>0 olusu bbyle bir & sayisinin bulunmasina imkan verir. Simdi
de

w(x) = u(x) +ez(x) t))

seklinde bir fonksiyon tamimlayalim.a<x<c igin z(x) <0 oldufu gdzéniinde



tutulursa
wx)<M, a<x<c
elde edilir. x =d degeri (8) de yerine yazilir ve (7) esitsizligi gézoniine alinirsa,

w(d) = u(d) +ez(d)

M-u(d)

<u(d)+ 20

(d)

=M
olup,
w(d)<M 9)
bulunur. Yine (8) den dolay1 x =c¢ igin
w(c)=u(c)+ez(c)=M (10)
elde edilir.
(9) ve (10) dan dolay1 w fonksiyonu, M den daha biiylik yada esit olan bir

maksimuma sahiptir. Bundan dolayr w fonksiyonu maksimum degerine, (a,d)

aralifindaki bir i¢ noktada ulasir. Halbuki,

[
»

z(x) =" 1

Sekil 2.1.1.1




Llw]=L[u]+¢€L[z]>0 (11)
oldugundan, w fonksiyonu (a,d) araliginda bir maksimuma ulasamaz. Ciinki, eger
w fonksiyonu (a,d) araliginda bir maksimuma ulagsa idi, o noktada (1) ifadesi
saglanacak, bu ise (11) esitsizligi ile ¢elisecekti. O halde kabuliimiiz yanlistir. Yani
u(d) <M olamaz. Bu ise ispat1 tamamlar.

Benzer sekilde d <cise,

—a{x—c)

zZ(x)=e -1, a>g(x)

yardime1 fonksiyonu kullanilarak ayni sonug elde edilebilir.
Yukaridaki ispatta kullanilan z(x) fonksiyonu,

i) L[z]>0
i) z(x)<0,x<c
iii) z(x)>0,x>c

iv) z(c)=0

ozelliklerini saglayan bir fonksiyondur.

Uyarr:

i) Eger d <c ise (ii) ve (iii) esitsizlikleri yon degistirir.

ii) Bu ispatta kullanilan =z fonksiyonu tek degildir. Ornegin,
z(x) = (x-a)" —(c-a)® fonksiyonu da yukaridaki teoremi ispatlamak igin
kullarulabilir. Burada o, z(x) fonksiyonu yukaridaki dort 6zelligi saglayacak sekilde
secilen, yeteri kadar biiyiik bir sabittir.

iii) Teorem 2.1.1.1, (-u) fonksiyonu iginde gegerlidir. Bu durumda minimum
prensibi elde edilir. Minimum prensibi, L[u]<0 diferensiyel esitsizligini saglayan

sabit olmayan bir fonksiyonun bir i¢ noktada minimuma ulagsamayacagin ifade eder.



Teorem 2.1.1.2: u(x) fonksiyonu, (2) diferensiyel esitsizligini saglayan ve a,b ug
noktalarinda tek yanl: tiirevlere sahip olan sabit olmayan bir fonksiyon olsun.

g(x) fonksiyonu da, (a,b) araliginin her kapali alt aralif1 tizerinde sinirli olsun.
Eger u fonksiyonu maksimum degerini x =a noktasinda aliyor ve g(x) fonksiyonu
x =a noktasinda alttan sinirli ise, bu durumda u'(a) <0 dir. Eger u fonksiyonu
maksimum degerini X =b noktasinda aliyor ve g(x) fonksiyonu x =b noktasinda

tistten sinirhi ise u'(b) > 0 dir.

Ispar: Kabul edelim ki u(@=M ve a<x<b igin u<M ve (ab) arahifindaki
herhangi bir d noktasinda u(d) <M olsun.

Z(x)=e""?-1 , a>0 (12)
seklinde bir yardimce1 fonksiyon tanimlayalim. (12) ile verilen z(x) fonksiyonuna (5)
ile verilen L diferensiyel operatdrii uygulanirsa,

L[z] = 2"+ g(x) Z = a[a +g(x)]e** ™
bulunur. Pozitif o sabiti, L[z] >0 diferensiyel esitsizligini saglayacak sekilde
secilirse,

o> —g(x)
elde edilir. Simdi de (8) ile verilen bir w fonksiyonu tanimlansin ve € >0 sayist (7)
esitsizligiyle verilsin. Bu takdirde (11) diferensiyel esitsizligi saglanir ve bu nedenle
w fonksiyonu [a,d] aralifinda, maksimum degerini ug noktalardan birinde almalidir.
Aksi halde, i¢ noktada (1) ifadesi saglanacagindan (11) esitsizligiyle geliski elde
edilir. x =a noktas1 (8) de yerine yazilir ve (12) tanimu gz Oniinde tutulursa,
kabulden dolay,

w(a) = u(a) + e z(a)



=u(a)

olup

w(a)=M (13)
elde edilir. Benzer sekilde x =d noktasi (8) de yerine yazilir ve (7) goz oniinde
tutulursa

w(d) = u(d) +ez(d)

M —u(d)
<u(d)+ ————~Z(d) z(d)

=M
olup,

w(d) <M (14)
bulunur. (13) ve (14) den w(a)=M >w(d) olup, w fonksiyonunun maksimum
degeri x =anoktasinda ortaya ¢ikar. Bu nedenle w fonksiyonunun, a noktasinda tek
yanl1 tiirevi pozitif olamaz. Bu durumda,

w(@=u'(a)+ez(@)<0 (15)
dir. Bununla birlikte (12) ifadesinde tiirev alimip x =adegeri yerine yazilirsa,
zZ(@=0>0 elde edilir. Bu son esitsizlikten ve (15) esitsizliginden u'(a)<0
bulunur. Bu da istenilen sonugtur.

Eger u fonksiyonu maksimum degerini x =b noktasinda aliyorsa, bu
durumda ispat yine benzer sekildedir.

Tamm 2.1.1.1: (Yatay Biiklim Noktasi) u fonksiyonu bir ¢ noktasini i¢eren bazi

araliklarda kesin olarak artan yada azalan oldugunda u'(c)=0 ise bu durumda u

fonksiyonuna x = c noktasinda bir yatay (diiz) biikiim noktasina sahiptir denir.



Lemma 2.1.1.1: (2) ile verilen diferensiyel esitsizligi saglayan bir fonksiyon yatay

biikiim noktasina sahip olamaz.

Ispat: Boyle bir yatay biikiim noktasinin oldugunu kabul edelim. Bdyle bir noktay:
iceren bir alt aralik segilebilir. Ornegin, u fonksiyonunun maksimumunu aldig
aralik, u¢ noktasi ¢ olan bir alt aralik olabilir. Bu durumda ug noktada Tanim 2.1.1.1

den dolayr u'(c)=0 olacagindan Teorem 2.1.1.2 ile geligki elde edilir. bu ise

lemmanin ispatini verir.

Uyare: Teorem 2.1.1.2 deki u fonksiyonu yerine (-u) fonksiyonu almirsa ilgili

minimum prensibi elde edilir.

L= 4oL iheo (16)
PO S

olmak tizere Teorem 2.1.1.1 ve Teorem 2.1.1.2 nin genigletilmisleri olan asagidaki

teoremleri verelim.

Teorem 2.1.1.3: h(x) <0 olmak tizere, u(x) fonksiyonu bir (a,b) araliginda
(Lth)[u]=uv"+gx)u'+h(x)u =20 17

diferensiyel esitsizligini saglasin. g(x) , h(x) fonksiyonlar1 her kapali alt aralik

{izerinde sinirli ve u(x) sinirli olsun. Eger u(x) fonksiyonu bir ¢ i¢ noktasinda negatif

olmayan maksimum degerini aliyor ise bu takdirde u(x) =M dir.

Ispat: u(c)=M ve (a,b) arahgindaki bir d i¢ noktasinda u(d) <M oldugunu kabul
edelim. Bu kabullimiiziin bir ¢eliskiye neden oldugunu gosterecegiz.

d>cve o pozitif bir sabit olmak {izere (3) seklinde bir z(x) fonksiyonu
tanimlayalim. Aym sekilde z(x) fonksiyonu (4) ile verilen 6zellikleri saglayan bir
fonksiyondur. (3) ile verilen z(x) fonksiyonuna (16) diferensiyel operatSrii

uygulanirsa



(L+h)[z]=2"+ g(x)Z' + h(x)z
= afo+g(x)]e"* ™ + h(x)[e** ™ 1]

= {0(2 +g(x)a+h(x)[1- g™ 1} =9

bulunur. (L +h)[z]>0 esitsizliginin saglanmasi igin,

o’ + g(x)a+h(x) - h(x)e™ ™ > 0

olmalidir. Hipotezden dolay1 h(x) <0 oldugundan, —h(x)e™*® >0 dir. Bu nedenle

a,

o? + g(x)a+h(x) > 0 (18)
olacak sekilde segilirse (L+h)[z]>0 esitsizligi saglanir. d <colmasi durumunda
ise z(x)=e -1 fonksiyonu tanimlanarak, benzer islemler tekrarlanirsa «
sabitinin,

o’ —g(x)o+h(x)>0 (19)
seklinde olmas1 gerektigi anlasilir. (18) ve (19) esitsizlikleri goniinde tutulursa, o
nin

o’ —|g(x)|a+h(x) >0

esitsizliini saglamasi gerekir. h(x) ve g(x) suurli oldugundan bu segim yapilabilir.
g sayist yine (7) esitsizlii ile verilsin. w(x) fonksiyonunu da (8) deki gibi

tanimlayalim. (8) den dolay1 w fonksiyonu, a<x<c i¢inw(x)<M, x=d i¢in

10



w(d)<M ve x=c i¢in w(c)=M &zelliklerini saglar. Bu nedenle w fonksiyonu

M den daha biiyiik yada M ye esit olan bir maksimuma sahiptir.

w fonksiyonuna (16) diferensiyel operatorii uygulanip, (L +h)[z]>0 ve (17)
esitsizligi goz dnilinde tutulursa,

(L+h)[w]=(@L +h)[u]+e&l +h)[z] >0
olur. Bu son esitsizlikte yine (17) esitsizligi ve h(x) <0 oldugu géz6niine alimrsa, u
fonksiyonunun (a,d) araliinda negatif olmayan maksimum degerini alamayacag
gortiliir. Bu ise kabuliimiizle ¢elisir.

Benzer sekilde, c>d igin z(x) =e™*? —1 aliirsa aym sonug elde edilir.

Teorem 2.1.1.4: a ve b ug noktalarinda tek yanli tiirevlere sahip olan bir u
fonksiyonu, (17) diferensiyel esitsizligini saglayan, sabit olmayan bir fonksiyon
olsun ve h(x) <0 saglansin. g(x) ve h(x) fonksiyonlar1 (a,b) araliginin her kapali alt

arali1 tizerinde smirli olsunlar. Eger u fonksiyonu a noktasinda negatif olmayan

maksimuma sahipse ve g(x)+ (x—a)h(x) fonksiyonu x =a noktasinda alttan sinrl
ise, bu takdirde u'(a)<0 dir. Eger u fonksiyonu b noktasinda negatif olmayan
maksimuma sahipse ve g(x)—(b—x)h(x) fonksiyonu x=b noktasinda istten

sinirl: ise bu takdirde u'(b) >0 dur.

Ispat:u(@)=M, a<x<b i¢in u(x)<M ve (a,b) araligindaki bir d i¢ noktasinda
u(d) <M oldugunu kabul edelim. (12) ile tanumlanan z fonksiyonuna, (16) ile
verilen (L+h) operatorii uygulanirsa, a < x <d igin

(L +h)[z] =" *?[a’ + og(x) + h(x)(1 -e** )] (20)
bulunur.

fx)=1-g™?
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fonksiyonuna [a,x] araliinda ortalama deger teoremini uygularsak,

_f0-fa)

X—a

f(x)
olacagindan,

a(x —a) = e —
bulunur.

a(x—a) 21—
ve boylece

ho(x —a) <h(1-e™*?)
oldugundan, ve (20) esitsizliginden

(L+h)[z] > " ?[a? + ag(x) + a(x —a)h(x)]

=" [a’ +a(g(x) +(x ~2)h(x))]
elde edilir. Hipotezden dolayt h(x) <0 oldugundan o ,
o’ +ag(x)+h(x)>0
saglanacak sekilde alimirsa (L+h)[z]>0 elde edilir. Simdi de (8) ile taniml1 bir
w(x) fonksiyonu alalim. & sayisi ise (7) ile verilsin. (L +h)[w]>0 oldugundan, w
fonksiyonu [a,d] araliginda maksimum degerini ug¢ noktalardan birinde almalidir.

x = a noktasi (8) de yerine yazilir ve (7)esitsizligi gz online alinirsa,

w(a)=M (21)

bulunur. Benzer sekilde x =d degeri (8) de yerine yazilir ve (7) gz 6niine alinirsa
w(d)<M (22)
olur. (21) ve (22) den dolayr w(a) > w(d) olup w fonksiyonu maksimum degerini a

noktasinda alir. Bu nedenle w fonksiyonunun a noktasindaki tek yanl tlirevi pozitif
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olamayacagindan w'(a) <0 olmalidir. (8) ifadesinde tiirevler alinip w'(a)<0 ve
Z'(a)=a>0 olduklar1 g6zoniinde tutulursa u'(a)<0 bulunur. Bu ise istenilen

sonugctur,

Eger u fonksiyonu maksimum degerini x =b noktasinda aliyor ise

—a(x~a)

Z(x)=¢e —1 fonksiyonu alinarak ayni sonug¢ bulunur.

Simdiye kadar verilen teoremlerden asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.1.1.1: (a,b) aralifinda h(x) <0 olmak tizere, u fonksiyonu (17) esitsizligini
sagliyor, [a,b] aralig1 {izerinde siirekli ve u(a)<0,u(b)<0 ise, bu durumda (a,b)

araliginda u =0 olmadig siirece u(x) <0 dur.

Ispat: Kabul edelim ki, u fonksiyonu (a,b) araligindaki bir ¢ noktasinda negatif
olmayan maksimum degerini alsin, yani u(c) =M 20 saglansin. Bunun bir ¢eliskiye
neden oldugunu gosterecegiz. x=c i¢ maksimum noktasinda u'(c)=0 ve
u"(c) <0 dir.

Teorem 2.1.1.3 den u fonksiyonu negatif olmayan maksimum degerini bir i¢
noktada aldigindan u(x)=M olmalidir. h(x) <0 hipotezi, (1) ifadesi ve ux)=M
olusu g6z 6niine alinirsa, x =c¢ noktasinda

(L+h)[u]=u"(c) +g(c)u'(c) + h(c)u(c) <0
bulunur ki bu (17) diferensiyel esitsizligi ile gelisir. (17) diferensiyel esitsizligi
yalmizca u=0 olmasi durumunda saglanir. O halde kabuliimiiz yanhs olup,(a,b)

araliginda u(x) <0 dir.

Ornek 2.1.1.1: g(x)=-cotx olmak {izere u(x)=cosx fonksiyonu u”+g(x)u’'=0

denklemini saglar ve x=0 da bir maksimuma sahiptir. Ancak, g(x) fonksiyonu
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x =0 da smirh olmadigindan maksimum prensibi gecerli degildir. Bu nedenle u(x)
fonksiyonu 0 noktasini i¢eren bir agik aralikta maksimuma sahip olmustur.
Simdi de x =0 noktasinda yatay biikiim noktasina sahip olan bir u

fonksiyonu bulalim.

u(x) =cosx alalim. Bu durumda u fonksiyonu (—%,O) acik aralifinda

artan, (O, g) araliginda azalan ve u'(0)=sin0=0 oldugundan, Tamm 2.1.1.1

geregince u(x) fonksiyonu x =0 noktasinda bir yatay biikiim noktasina sahiptir ve

u”—(cotx)u’' 20 diferensiyel esitsizligini saglar.

2.1.2. Genellestirilmis Maksimum Prensibi

h(x) <0 sartin1 koymadan, (17) ile verilen diferensiyel esitsizligi g6z Oniine

alalim.

Teorem 2.1.2.1: h(x) ve g(x) fonksiyonlar: sirasiyla smirli ve alttan sinirh
fonksiyonlar olmak tizere, (L+h) operatérii (16) bagintisiyla verilsin, Yeterince
kiigiik bir [a,b] aralig igin,
w>0, [a,b]iizerinde (23)
(L+h)[w]<0, (a,b) lizerinde | (24)
esitsizliklerini saglayan stirekli ikinci basamaktan tiireve sahip bir w fonksiyonu

bulunabiliyorsa ve u fonksiyonu (a,b) araliginda (17) esitsizligini saglayan bir
fonksiyon ise bu durumda L fonksiyonu Teorem 2.1.1.3 ve Teorem 2.1.1.4 de

w

verilen maksimum prensibini saglar.
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. u .
Ispat: v=— olsun. Burada u=v.w oldugu gdz 6niinde tutulur ve bu fonksiyona
w

(16) ile verilen (L+h) operatérii uygulanirsa,
(L+h)[u]= L +h)[vw]
=wv'+ (2w +gw)v' + (L +h)[w]v=0

bulunur. Bu esitsizligi pozitif w fonksiyonuyla bslersek,

v”+(2%+g)v'+%(L+h)[w]v2 0 (25)

elde edilir. (23), (24) ve (25) esitsizlikleri birlikte gdzoniine alinirsa, v="
w
fonksiyonunun Teorem 2.1.1.3 ve Teorem 2.1.1.4 i sagladig goriiliir.

Bu sonug (23) ve (24) esitsizliklerini saglayan bir w fonksiyonunun varlifina
baghdir. Simdi h(x) smurl, g(x) alttan sinirli ve [a,b] araligi yeterince kiiciik
oldugunda (23) ve (24) esitsizliklerini saglayan bir w fonksiyonunun varoldugu
gosterilebilir. Boyle bir fonksiyon,

w=1-B(x —~a)’ (26)
seklindedir. $imdi (23) ve (24) saglanacak sekilde B sabitini belirleyelim. w

fonksiyonuna (16) ile verilen diferensiyel operatér uygulanirsa,
(L+h)[wl=-28 [l +(x-a)g(x)+ % (x—a) h(x)} +h(x) 27

elde edilir. g ve h fonksiyonlar: alttan sinirlt oldugundan , 6yle G ve H sabitleri

vardir ki g=2G ve h>H esitsizlikleri saglanir. Simdi kabul edelim ki a ve b

sayilar: birbirine o kadar yakin olsunlar ki,

l+(x—a)G+%(x—a)2H>0,(ansb)
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ifadesi saglansin. h(x) ayn1 zamanda iistten siirli oldugundan g>G,h>H ve (24)

esitsizligi birlikte g6zdniine alinirsa

1 h(x)
2 1+(x—a)G+%(x—a)2H

B>

olacak sekilde bir B sayist segilebilir. Bundan dolay1, (27) gozoniinde tutulursa,
(a,b) araliginda

(L+h)[w]<0
elde edilir. Eger (b—a) farki B(b—a)* <1 esitsizligi saglanacak sekilde yeterince
kiigiikse ve [a,b] aralifinda (26) goz Oniinde tutulursa w>0 elde edilir. Bu

yontemle her zaman istenen 6zelliklere sahip bir w fonksiyonu olusturulabilir.

Sonug 2.1.2.1: Teorem 2.1.2.1, (17) esitsizligini saglayan bir u fonksiyonunun ¢ok

hizli salinamayacagim gostermektedir. Ciinkii u fonksiyonu x=a ve x=b

noktalarindaki iki sifir1 arasinda pozitif ise, bu durumda —l—l—fonksiyonu bu noktalar
w

arasinda bir pozitif maksimuma sahip olmalidir.Bu ise bu sifirlar arasindaki b—a
uzaklig1 yeterince genig olmadigy stirece Teorem 2.1.2.1 ile gelisir. Aralifin genis
olmas1 durumunda da (23) ve (24) saglanacak gekilde bir w fonksiyonu bulunamaz.
Boylece u fonksiyonu Teorem 2.1.2.1 in saglandigt herhangi bir (a,b) aralifinda en
fazla iki sifira sahip olabilir ve bu sifirlar arasinda u fonksiyonu negatiftir.

Eger u fonksiyonu,

u”+g(x)u' +hx)u=0
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denkleminin bir ¢6zlimii ise, u fonksiyonu Teorem 2.1.2.1 in saglandig1 herhangi bir
(a,b) araliginda en fazla bir sifira sahip olmalidir. Bu sonug (-u) ve u fonksiyonlarina

yukarida elde edilen sonu¢ uygulanarak elde edilebilir.

Uyart: g ve h sinirli fonksiyonlar olmak {izere, r fonksiyonu
L+b)[r]=r"+gx)'+hx)r=0 (28)
diferensiyel denkleminin asikar olmayan bir ¢6ziimii olsun ve
r(a) =0
saglansin. Sonug¢ 2.1.2.1 den biliyoruz ki, r fonksiyonu a noktasinin sagindaki biittin

noktalarda sifir degerini alamaz.

Ornek 2.1.2.1: u=xsin(l) fonksiyonu, u’+x*u=0 denklemini saglar ve
X

X =L ,n=1,2,... de sifirlanir. Bu nedenle herhangi bir [O,—I—J, n=1,2,...
nmw nw

araliginda, maksimum prensibini saglayan —:7 Ozelligine sahip bir w>0

fonksiyonu bulunmayabilir.

Ornek 2.1.2.2: (0,c) araliginda u” +(cosx)u =0 saglansin. w =1-Bx* olmak iizere,

l fonksiyonun (0,c) araliginda Teorem 2.1.2.1 in sartlarin saglayacak sekilde B ve
W

c degerlerinin bulunabildigini gosterelim.

(17) diferensiyel esitsizligi ile O<x<c araliginda u”"+(cosx)u=0
esitsizligi karsilastirilirsa, g(x)=0 ve h(x)=cosx olduklar1 goriillir. ~1<cosx <1
olup, h(x)=cosx swnirh bir fonksiyondur. w fonksiyonuna (16) ile verilen (L+h)
operatdril uygulanirsa,

(L +h)[w]=-B(2+x* cosx) +cosx
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elde edilir. Eger

CosX
T 2+x%cosx

seklinde segilirse, (0,c) aralifinda (L+h)[w]<0 olur. Ayrica (0,c) araliinda
w =1-PBx* >0 olmasi igin

1>pBc? (29)
alinmalidir. Bundan bagka, a ve b birbirine o kadar yakin olmalidir ki, (a,b)
araliginda

1+(x—a)G+%(x—a)2H>0

esitsizligi saglansin. Bu egitsizlikte a=0 , b=c ve H=1 alimirsa, 0<x <c igin,

1+lx2(—1)=1—lx2>0
2 2

olur. Buradan
2-x*>0
bulunur. Bu esitsizlikten —2<c<2 olup, 6zel olarak c¢=1 almirsa (29)

esitsizlifinden de B <1 elde edilir.

Tamm 2.1.2.1: r fonksiyonu (L+h)[r]=f(x) diferensiyel denkleminin agikar

olmayan bir ¢éziimii olsun. r(a)=0 olmak lizere, [a,b] aralifinda r(x) fonksiyonunun

a nin sagindaki ilk sifirina a min konjuge noktasi denir ve a* ile gosterilir.

2.1.3. Baslangi¢ Deger Problemleri

Bu kisimda

u” +g(x)u’ + h(x)u = f(x) (30)
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diferensiyel denkleminin

u@=y,,u@=y, €
baslangi¢ sartini saglayan ¢oziimlerini ele alacagiz. f, g ve h fonksiyonlari bir (a,b)
araliginda tanimli, sinirli fonksiyonlar olsunlar. vy, ve y, sabitler olmak tizere (a,b)
aralifinda (30) denkleminin (31) baslangig¢ sartlarint saglayan ¢éziimiiniin bulunmasi

problemi, baglangi¢ deger problemi olarak adlandirilir.

Bu sekilde basglangig deger problemlerinin ¢oziimlerinin varli1 diferensiyel
denklemler teorisini bir sonucudur. Céziimlerin tekligi ise yine genel teorinin bir
sonucu olmakla birlikte genellestirilmis maksimum prensibinden kolaylikla elde
edilebilir.

Teorem 2.1.3.1: u,(x) ve u,(x) fonksiyonlar: bir (a,b) araliginda (30) diferensiyel
denkleminin, (31) baslangi¢ sartlarini saglayan iki ¢6ziimii iseler, bu takdirde (a,b)

araliginda u, =u, dir.

Ispat: u(x) = u,(x)—u,(x) olsun. Bu durumda u fonksiyonu (31) den dolayz,

u(a) =u,(a)—u,(@) =uj(a)—uy(a)=0

u(a) =u'(a) =0 (32)
baslangi¢ sartlarini ve (30) dan dolay: da,

u;" = uj +g()(u] —uy) +h(x)(u, ~u,) =0

u +g(x)u’+hxu=0 (33)
denklemini saglar.

u fonksiyonunun (a,b) aralifinda 6zdes olarak sifir olmadig1 kabul edilirse,

bu durumda bir ¢eliskiye varilir.
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Teorem 2.1.2.1 e gbre P(b—a)’ <1 segilmesi durumunda, biiyiikliigi

yalnizca g ve h a bagh bir €>0 sayis1 ve pozitif bir w fonksiyonu vardir, dyle ki

(a,at+¢) aralifinda Y maksimumunu bu araliktaki u¢ noktalardan birinde alir. Aym
w
zamanda ~u=u, —u, fonksiyonu da (32) ve (33) esitliklerini sagladigindan, Sonug

2.1.2.1 e gore . fonksiyonu maksimumuna a yada a+¢ ug¢ noktalarindan birinde
w

alr, 2 fonksiyonu maksimumunu a da alsin. x =a noktasinda (32) esitligi g6z
w

Oniinde tutulursa,

(gj (@) = YQY@ - u@WE) _
w

w’(a)

elde edilir. Halbuki, il fonksiyonunun tiirevinin a daki degerinin negatif olmasi
w

gerekirdi. Bu ise biraz 6nce elde edilen sonugla gelistiginden dolayi, L fonksiyonu
w

sabit olmalidir. u(a)=0 oldugundan bu sabit sifirdir ve

u(a+¢e)=0, u'a+e)=0
sartlar saglanir.

Bu sonugtan dolayi, (a-+¢,a+2¢) aralifinda u=0 dir ve ¢ un biiyikIigi
yalnizca, (a,b) araliginda g ve h fonksiyonlarinin simirlih@ina baglidir. Bu igslem (a,b)

arahfinda u=0 sonucu elde edilinceye kadar sonlu defa tekrarlanmirsa u, =u,

oldugu goriiliir.

Ornek 2.1.3.1:
u”—-lu' =0
X
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u(0) = w'(0) = 0

baslangig deger problemi, u=0 veu=x’ olmak fizere iki ¢6ziime sahiptir. Bunun
nedeni g(x)= _1 fonksiyonunun smirli olmayisidir. Bu nedenle g(x) in suurlihigs,
X

Teorem 2.1.3.1 in saglanmasi igin gereklidir.

2.1.4. Smir Deger Problemleri

En basit simr deger problemi, a < x <b igin (30) ile verilen diferensiyel denklemin
u(@) =y, ,u) =", (34)
sinir kosullarimi saglayan bir u(x) ¢ziimiiniin bulunmasi problemidir.
(30) denkleminin (34) ile verilen siur kosullarim saglayan ¢dziimiiniin
tekligi hakkindaki sorular maksimum prensibi kullanilarak cevaplandirilabilir.

Simdi siir deger problemleri i¢in basit bir teklik teoremi verelim.

Teorem 2.1.4.1: u,(x) ve u,(x) fonksiyonlar1 (30) denkleminin (34) smir kosullarim

saglayan ¢oziimleri ve (a,b) araliginda h(x) <0 ise o takdirde u, = u, dir.

Ispar: Kabul edelim ki u(x)=u, (X)—u,(x) olsun. u, ve u, fonksiyonlar1 (30) ve
(34) esitliklerini saglayacaklarindan, u fonksiyonu (33) denklemini ve

u(@) =u(b)=0 (35)
sinir kogullarim saglar. Sonug 2.1.1.1 den biliyoruz ki (a,b) araliginda u(x) <0 dir.
—u(x) fonksiyonu da (33) ve (35) esitliklerini saglayacagindan, —u(x)<0 dir.
Boylece (a,b) araliginda u=0 oldugu goriiliir. Bu ise ispat: tamamlar.

Simdi de (34) smur kosullarini igine alan daha genel bir smir deger

problemini inceleyelim.
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Y, .Y, ler sabitler, 0<0<n/2 ve 0<o@<mn/2 olmak tizere (30)

denkleminin,

—u'(a)cos0 +u(a)sin® =1, (36)
u'(b)cosp+u(b)singp =1,

sinir sartlarini saglayan ¢6ziimlerini g6z Oniine alalim. Burada (36) sinir kogullar

0 =@ ==n/2 i¢in (34) swir kosullarina indirgenir.

Teorem 2.1.4.2: (30) denkleminin (36) sinir kosullarim saglayan iki ¢6ziimi u,(x)
ve u,(x) olsunlar. Eger (a,b) araliinda h(x) <0 ise, o takdirde h=0,06=¢ =0 (bu

durumda u, ve u, sabit farkiyla farkl: olabilir) olmadik¢a u, =u, dir.

Ispat: Kabul edelim ki u=u,—u, olsun. Bu sekilde tanimlanan u(x) fonksiyonu
(33) esitligini ve

—-u'(a)cos0+u(a)sin8 =0
u'(b)cos o +u(b)sing =0

(37)
siur kogullarini saglar. M sifirdan farkl: bir sabit olmak tizere u=M fonksiyonu,
h=0,0=0 ve ¢ =0 olmas: durumunda (33) ve (37) esitliklerini saglar. Simdi u(x)
fonksiyonunun bazi noktalarda pozitif olmak tiizere, sabit olmayan bir ¢dziim
oldugunu varsayip bir celiskiye ulasacagiz. Teorem 2.1.1.3 den dolayi, u pozitif
maksimumunu a yada b noktalarindan birinde alir. Varsayalim ki maksimumunu a
noktasinda alsin. Teorem 2.1.1.4 dan dolay1 u'(a) <0 dur.

0<0<n/2 ve u(@) >0 oldugundan (37) deki ilk sart saglanmaz. Boylece
sabit olmayan bir ¢dziimiin asla pozitif olamayacagi sonucuna varilir. Benzer sekilde

(-u) fonksiyonu igin ayni geyler tekrarlanirsa, u(x) fonksiyonunun asla negatif

olamayacag da goriiliir. Boylece [a,b] aralig1 lizerinde u =0 dir.
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Not: h(x)<0 sarti olmadan da siur defer problemleri igin teklik teoremini

ispatlamak mimkiindiir. Ancak bunun yerine ¢ok daha duyarh sartlarin saglanmasi

gerekir.

Ornek 2.1.4.1:
u+u=0
u(@)=u(b)=0

seklinde tamimlanan sinir deger problemi b~a <7 olmak tlizere yalmzca u=0
¢ozlimiine sahiptir. Gergekten a=0 ve b= g alinirsa b-a < —;E <7 olup,

u"+u=0

u(0) = u(g) =0

problemi bir tek u=0 ¢bziimiine sahiptir. Ancak b—a =7 ise ¢6ziim tek degildir.
Bunun i¢in a=0 ve b= alinirsa b—a =7 olup,

u"+u=0

u(@)=u(m)=0
probleminin u, =sinx ve u, =0 olmak iizere iki ¢6zlime sahip oldugu goriiliir.

Bunun nedeni h(x)=1>0 olmasidir.

Teorem 2.1.4.3: u,(x) ve u,(x) fonksiyonlar, (30) denkleminin (34) sinr sartlarin

saglayan ¢dzlimleri olsunlar. a*, a nin konjlige noktas: olmak tizere eger b<a* ise,

bu takdirde u, =u, dir.
Ispat: u=u, —u, olsun. Bu durumda u fonksiyonu (33) denklemini ve (35) sinir

sartlarini saglar. Hipotezden dolayi, b <a* olusu u(b)=0 olmasiyla ¢elisir. O
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halde u, =u, olmalidir.

Not: b=a* oldugunda u(a)=0 ve u(b)=0 olup (a,b) araliginda u=u,—u, <0
olacagindan dolay1 ¢6zlim tek olmaz.
Ornek 2.1. 4;.2:

u(x) =¢e"*(c, cosx +c, sinx) (38)
fonksiyonu u"+2u’'+2u=0 denklemini saglar. Simdi (38) fonksiyonuyla ilgili
olarak bir noktanin konjuge noktasin: bulalim. u(1)=0 saglanacak sekilde c, sabiti,

c, =—¢, tanl
dir. Bu deger (38) ile verilen fonksiyonda yerine yazilirsa,

u=c,e ™ sin(x-1) (39)
bulunur. c, # 0 olmak tizere (39) fonksiyonunun sifirlari,

x=1+nt , n=12,...

seklindedir. Bu durumda a =1 noktasinin konjlige noktasi a*=1+= dir.

2.2, Coziimlere Yaklasim

Bu béliimde sinir deger problemlerinin ve baslangic deger problemlerinin
¢coziimleri bilinmeden bu ¢6ziimlere alt ve {ist smurlar bularak, ¢dziime yaklasik
degerler elde edilecektir. Sturm Teorisindeki bilinen salimm ve kargilagtima
teoremleri, maksimum prensibi kullanilarak ispat edilecek ve lineer olmayan
operatorler incelenecektir. Ayrica lineer diferensiyel operattrler igin ispatlanan

sonuglar lineer olmayan operatorlere de genisletilecektir.
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2.2.1. Sinir Deger Problemlerinde Yaklasim

(30) ile verilen diferensiyel denklemin (34) sir sartlarim saglayan
¢ozlimiinii inceleyecegiz. Pek ¢ok durumda boyle bir smir deger probleminin
¢Oziimiintin bulunmas: mitmk{indiir. B6yle bir ¢6ztimiin bulunmadig1 durumlarda ise
¢coziime yaklagik sintrlar bulunabilir.

f, g ve h fonksiyonlari sinirli ve (a,b) araliginda h(x) <0 olsun. Bu kosullar

altinda u ¢6ziimiine ait herhangi bir bilgi olmadan, ¢6ziime sinirlar belirlemek
amactyla Teorem 2.1.1.3 deki maksimum prensibini kullanmak miimkiindiir.

(L+h)[z,]=1(x) ,a<x<b (40)

z(a)2y,,z((b) 27, (41)
ozelliklerine sahip olan bir z,(x) fonksiyonunun bulundugunu kabul edelim. Bu
durumda

v (x) = u(x)-z,(x)
seklinde segilen v, fonksiyonu,

(L+h)[v,]20 ve v,(a)<0,v,(b)<0
esitsizligini saglar. Sonug¢ 2.1.2.1 den, [a,b] araliginda v,(x)<0 dir. Yani [a,b]
araliginda

u(x) <z,(x)
dir. z,(x) fonksiyonunun u(x) fonksiyonu i¢in bir tist sinir oldugu goriilmektedir.
Benzer gekilde,

(L+h)[z,]=1(x) (42)

ve
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z,(2)<y, 5 2, (b)Y, (43)
6zelliklerine sahip olan bir z,(x) fonksiyonu bulunarak u igin bir alt sinir elde
edilir.

Istenilen 6zelliklere sahip olan z (x) ve z,(x) fonksiyonlar: her zaman
kolaylikla bulunabilir. z, ve z, fonksiyonlari; polinom fonksiyonlar, rasyonel

fonksiyonlar, {istel fonksiyonlar ve benzeri fonksiyonlar olabilirler.

Ornek 2.2.1.1:
u"-xu=0, 0<x<l

u(0)=0 , u(l)=1
probleminin ¢6ztimiiniin x = % deki degerini tahmin edelim.

zZ, =X , Z, =x—Bx(1-x)
alahm. Bu durumda z, fonksiyonu,

(L+h)[z]=-x><0 , 0<x<l

z,(0)=0,z 1) =1
ifadelerini saglar.

(L+h)[z,]=-x"+B2+x*(1-x)]=0
saglanacak sekilde 3 > —;— alinabilir.
z,(0)=0,z,(1) =1

olup B =% icin

%(x+x2)5u(x)5x
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elde edilir. x =—;— icin yukaridaki esitsizlik,

seklindedir. Yani x =% noktasindaki ¢6ziimiin degeri i¢in bir yaklagik deger elde
edilmistir.

Teorem 2.2.1.1: u(x) fonksiyonu (30) denkleminin

—u'(a)cos6 +u(a)sinf =1y, 44)
u'(b)coso+u(b)sing =1y,

sartlarin1 saglayan ¢6ziimii ve h(x)<0 , 0£6< —725 ve 0<¢< T olsunlar.8 =0

[\

¢=0,h=0 esitliklerinin hepsi ayn1 anda saglanmasm. Eger z, fonksiyonu, (40)
diferensiyel esitsizliginin

~z, (a)cosB +z,(a)sin0 >y, 45)

zl' (b)cosp+z,(b)singp =7,
sartlarini ve z, fonksiyonu da (42) diferensiyel esitsizliginin
-z, (a)cos0+2z,(a)sin0 <y,
zz' (b)cosp+z,(b)sinp <7y,
sartlarini saglayan ¢6ztimleri iseler bu takdirde,
Z,(x) S u(x) < z(x)
dir.
Ispat: v,=u-z, olsun. Bu durumda v, fonksiyonuna (16) ile verilen operator

uygulanirsa, (30) ve (40) dan dolay1

(L+h)v,]=(L+h)[u]-@L+h)[z]=0
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elde edilir. Diger taraftan, (44) ve (45) den dolay: da,

—vl' (a)cosO+v,(a)sinb6<0

v, (b)cos ¢+ v,(b)sinp <0
esitsizlikleri saglanir. Eger v, fonksiyonu pozitif ise, Teorem 2.1.1.3 e gore pozitif
maksimumunu a yada b ug noktalarindan birinde alir. Eger v, fonksiyonu pozitif
maksimumunu a noktasinda aliyor ise,
v,(a)>0,v(@)<0
olur.

~v, (a)cos8+v,(a)sin®<0

oldugundan, yalnizca 6 =0 ve vl' (a) =0 olmast durumunda x =a noktasinda pozitif
maksimumu vardir. Teorem 2.1.1.4 e gére v,(x) pozitif bir sabit olmalrdir.
Boylece
(L+h)[v,]=hx)v, 20
oldugundan bu esitsizlik yalnizca h(x) =0 olmasi durumunda saglanir.
Benzer sekilde,
v, (b)cos @ +v,(b)sinp <0
oldugundan ¢ =0 ve h=0 olmadif: siirece v,, b noktasinda pozitif maksimuma

sahip olamaz.

Boylece 6 ve ¢ nin her ikisi birden sifir ve h =0 olmadig: stirece v,(x)<0

dir ve bundan dolay1 da,
u(x) <z,(x)

dir.
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Benzer bigcimde h=0 yada 6 ve ¢ lerin her ikisi birden sifir degilse
u(x) = z,(x)

bulunur. Elde edilen bu son esitsizlikler birlikte gz dniinde tutulursa,
z,(x) <u(x) < z,(x)

elde edilir. Bu da istenilendir.

Ornek 2.2.1.2:

u"-xu=0,0<x<1
-u'(0)+u(0)=0
u) =1

siir deger probleminin ¢dziimiiniin x =% deki degeri igin alt ve st simr bulalim.

Bunun i¢in, z (x)=—;—(l+x) ve z,(x)=¢"" seklinde olsunlar. Bu durumda A
fonksiyonu,

(L+h)[zl]=-—%x(l+x)$0,0<x<1

~z, (0)+70)=0,z(1) =1
ifadelerini ve z, fonksiyonu da,

L+h)[z,]=(1-%)e"20,0<x <1

2, (0)+2,(0)=0,2,(1) =1

ifadelerini saglar. Boylece Teorem 2.2.1.2 ye gore,

e’ <ux) < %(l +X)

29



dir. Bu esitsizlikte x = % oldugunda,

0,6065 < u(%) <0,7500
bulunur.

Not: z, ve z, fonksiyonlar: olarak daha karmagik fonksiyonlar segilirse, daha iyi

sinirlar bulunabilir.

2.2.2. Baslangi¢ Deger Problemlerinde Yaklasim

a<x<b araliginda (30) denkleminin (31) baslangi¢ sartlarini saglayan

¢cOziimiiniin tekligi daha 6nce incelenmisti.

L +h operatorii ile ilgili olarak baslangi¢c deger probleminin ¢dziimiini
bulmak, sinir deger probleminin ¢6ziimiinii bulmak kadar kolay degildir. Bu
nedenle, yaklasik bir ¢6ziim bulmak ve bu yaklagimdaki hatay: en aza indirebilmek
6nemlidir.

Simdi asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.2.2.1: u(x) fonksiyonu (30) un (31) baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimii

ise ve z, fonksiyonu

(L+h)[z,]21f(x),a<x<b (46)

z,@)2y,,z (@27, (47)
esitsizliklerini ve z, fonksiyonu da

(L+h)[z,]<f(x),a<x<Db (48)

z,(2)<v,,2, (@)<Y, (49)
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esitsizliklerini sagliyor iseler, o taktirde,
z,(x)<u(x) <z, (x) (50)
z, (X) U (x) <z (x) (51)
dir.
Ispat: [a,b] aralig: tizerinde h(x) <0 oldugunu kabul edelim.
v, (%) =z,(x)~u(x)
olsun. Bu taktirde v, fonksiyonu,

(L+h)[v,]=0

v,(a)>0,v,(a)=0
esitsizliklerini saglar. v,(a) 20 oldugundan, v, fonksiyonu [a,b] araliginin herhangi
bir[a,x,] alt araliginda negatif olmayan bir maksimuma sahiptir. Teorem 2.1.1.3 de

verilen maksimum prensibinden dolay1r bu maksimum a yada x, noktalarindan

birinde ortaya ¢ikar. v, (2)>0 oldugundan dolay1 da Teorem 2.1.1.4 e gore, v,
fonksiyonu (a,x,) aralifinda sabit olmadif1 siirece maksimumunu a noktasinda
alamaz. Boylece Teorem 2.1.1.3 den dolayi, her x, >a igin,
v, (x,) 2 v,(a) (52)
v, (%) =0 (33)
elde edilir. (52) esitsizliginde x, yerine x alinir, (31) ve (47) esitsizlikleri g6z

6niinde tutulurlarsa,
ux)<vy, +z(x)-z@ , x20 (54)

ve (53) esitsizliginde de x, yerine x alip, v, =z, —u oldufu géz &niine alinirsa,
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w(x)<z (x) , x=a (55)
bulunur. z(x)—[z,(a)—y,] fonksiyonunun (46) ve (47) sartlarin1 sagladigi ve

X =a noktasinda u ya esit oldugu dikkate alindiginda, (54) esitsizliginin sagindaki
fonksiyon yerine z(x) yazilmasi genellifi bozmaz. Boylece, u(x)<z (x) elde
edilir. (51) esitsizliklerini ispat etmek i¢in ise,

v, (X) = u(x) —z,(x)
secilir ve benzer iglemler yapilirsa,

u(x) 2y, +z,(x)—z,(a)
elde edilir. Buradan da

u(x) = z,(x)

u'(x) 2z, ()
bulunur. Bulunan esitsizlikler birlestirildiginde (50) ve (51) esitsizlikleri elde
edilmis olur.

(46) ve (48) esitsizlikleri sinir deger problemlerindeki alt ve tist sinirlar igin

olan esitsizliklerin karsitidir. Eger tanimlanan 6zelliklere sahip olan z,(x) ve z,(x)

fonksiyonlari bulunabiliyor ise, bu fonksiyonlarla u(x) ve u'(x) fonksiyonlarina
yaklasilabilir. Bu yaklagim, u ¢6ziimii hakkinda hi¢ bilgi olmaksizin yapilabilir.

Yaklasimdaki dogruluk derecesi, z, ve z, fonksiyonlarinin segimlerine baghdir.
Ornek 2.2.2.1:
" 1 ’
(L+hu]l=u"+—u'-u=0
X

u0) =1 , w(0)=0

32



baslangi¢c deger probleminin ¢dziimiintin x =1 deki degeri igin alt ve iist sinirlar
bulalim.
z,(X)=cx* +1

aliirsa, z, fonksiyonu,
z,(0)=1,z'(0)=0
esitliklerini saglar.
(L+h)[z,]=c,(4-x*)-1
ifadesi 0<x <1 aralifinda negatif olmayan bir ¢, sabiti segilirse, ¢, = —;— oldugu
goriiliir. Boylece Teorem 2.2.2.1 den,
u(x)S%xZH , 0<x<1
elde edilir ve x =1 igin,
u(l) < g

bulunur. Benzer sekilde,

z,(X) =c,x* +1

alinip, c, = % secilirse,
(L+h)[z,]<0

esitsizligi ve z,(0)=1,z, (0) =0 esitlikleri saglamr. Yine Teorem 2.2.2.1. den
u(x)Z%x2+l , 0<x<1

olup, u(1)igin alt ve tist sinirlar,

1,250 <u(l) <1,333
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seklindedir. Buldugumuz bu alt ve iist sinirlar1 ¢6ziime daha yakin olarak elde etmek
i¢in farkli bir yontem verelim.

t<1 olmak iizere bir [0,t] alt araligr alalim. Bu durumda, z, fonksiyonu

olarak,

z,(x)=cx*+1 , 0<x<t
alinir ve (L+h)[z]20 olacak sekilde bir ¢, sayisi aranmirsa,c =4—1—~

goriiliir. Boylece,

(L+h)[z,]=c,(4-x*)-120 , 0<x<t
esitsizligi saglamr. 2, (0)=120 , z(0)=120 esitsizlikleri saglandifindan, z,
fonksiyonu, u fonksiyonu igin bir tist siir olup, Teorem 2.2.2.1. den dolay,

x? 2x
+1 , W®<
4t () 4—t?

u(x) <

sinirlar1 bulunur. Bu son esitlikte x =t alinirsa,

2t

t2

u'(t) < 2

olur. Bu esitsizlik, (0,1) araliginda t {izerinden integre edilirse,
4
u(l)—u(0) < log(—3—) =0,288

bulunur. Béylece,
u(l)<u(0)+0,288=1,288 (56)
tist sinin elde edilir. Bu yéntemle, z, =c,x*+1 geklinde segilen bir fonksiyon ile

u(1) igin alt simir elde edilemez. Bagka bir yol olan, aralifin alt araliklara bsltinmesi

yontemi ile alt sinir gelistirilebilir. Simdi-(0,1) araligini iki pargaya bélelim ve her

aralik tizerinde ayr ayr1 z,(x) fonksiyonlar: tanimlayalim. 0 <x < % aralif1 i¢in,
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z,(x) = % x> +1 segilirse, bu durumda (48) ve (49) esitsizlikleri saglanir ve
1 1, 17
u(=)2z,(=)=—
=zz0) 16
1 1001
(=) 2z, (=)=~
( 2) Z (2) 4

elde edilir. % <x <1 aralig1 i¢in ise,

1, 17 1, 1
=c,(X—=) ' +—+-(x—=
z,(x) =c;(x 2) T 4(X 2)

fonksiyonu tamimlayalim. Buradan z, ve z, fonksiyonlarimin [0,1] aralip1 tizerinde

stirekli olduklar g6riilmektedir. Simdi de,

2x-1 1 1 17 1 1
L+h)[z,]=c,| 2+ —(x—=) |[+————=(x-=)<0 ,
(L+h)z] 03{ X (x 2)} 4x 16 4(X 2)

<x<l1

saglanacak sekilde bir c, sayisi bulalim.

. < 4x*+15x -4
T 4(—4x2+15x-4)

1 <x<l1
2
olmasi durumunda (L+h)[z,]<0 saglanir. Sa taraf artan oldugundan, x =% icin

Cy = 595 secimi yeterlidir. B6ylece

u(l)Zz(l)=:—§—81-21,258

elde edilir. Bu esitsizlik (56) ile birlestirilirse,
1,258 <u(l1)<1,288
bulunur.

u(x) ¢6zlimiine daha yakin alt ve list sinir elde etmek igin, (0,1) aralig1 daha

¢ok alt aralifa boliiniir ve her bir alt aralik iizerinde ayn ayr1 z,(x) fonksiyonlan
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tanimlanabilir. Her bir araligin ug noktalarinda u ve u’ igin z, ve z, alt simrlari,
bir sonraki aralik tizerinde z, ve z, baslangig degerlerine yardimei olur. Baslangig
degerleri igin bu se¢im, z,(x)in birinci tiirevini stirekli yapmanin bir sonucudur.

Fakat ikinci tiirevin [0,1] aralig1 {izerinde siirekli olmasi gerekmez. Ayni y6ntemle

tist sinirda gelistirilebilir.

Yukaridaki drnekte verilen araliklarin boliinmesi metodunu, alt ve {ist sinirlar
belirlemek i¢in asagidaki sekilde genellestirelim.
[a,b] aralig1 N tane aralia béliinsiin. Yani,

a=Xy) <X, $un<Xy <Xy =b
olsun. Her bir alt aralikta z (x) fonksiyonu, ikinci dereceden bir polinom olarak
secilsin ve polinomun katsayilari 6yle belirlensin ki, z,(a) =7, , zl'(a) =Yy, Ve Z, Ve
z, fonksiyonlar1 [a,b] aralif1 tizerinde siirekli olsunlar. Ayrica z, fonksiyonu 6yle
secilsin ki (46) esitsizligi her (x,_,,x;) alt araliginda saglansin ve z (x) fonksiyonu,

z,(x)=c,(x—x,) +d,(x~x,)+e, , x,<x<x,, , 1=0,12,.,N (57)

seklinde olsun. Burada c,,d; ve ¢, ,i=0,1,..,N—1 sabitleri ve alt araliklarin sayis:
olan N, biitiin sartlar saglanacak sekilde segilsin. Ik 6nce (x,,x,) araligiyla
baslayarak adim adim ilerleyelim. (57)  esitliginde i=0 alinir ve
z,@) =7, .,z (a) =1v, baslangi¢ kosullar1 géz 6niinde tutulursa, e, =y, ve d, =7,
olur. e, ve d, degerleri (57) esitliginde yerine konursa,

7,(X)=co (X=X, ) +7,(xX—=X,)+Yy, , X,<Xx<X, igin
olur. z, fonksiyonuna (16) ile verilen (L +h) operatérii uygulanirsa,

(L+0)[z]2f(x)
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esitsizligi,
¢ 2+ 28(X)(x ~ %)+ h)(X ~ )21+ 80OV, +hGI[r, (x—%,) +1,]12 ) (58)
sekline doniistir.

Eger g(x) ve h(x) fonksiyonlar1 sinirli iseler, x,,x, a 0yle yakin segilebilir ki
(58) deki ¢, 1n katsayis1 x, < x <x, aralifinda pozitif olur. Eger f fonksiyonu simirls
ise c,, (X,,X,) araligindaki biitlin x ler igin (58) gegerli olacak sekilde segilen bir
sabittir. Simdi de (x,,x,) aralifinda z,(x) fonksiyonunu,

z,(x)=c,(x~-x,)} +d,(x-x)+e, , X, <x<Xx,
seklinde tanimlayalim. x, noktasinda z, ve z, niin stirekliligini garantilemek igin,
e, ve d, sabitleri, z,(x,) =€, ve z,(x,) =d, olmak lizere,

€, =Co(X, —=Xo)” +7, (X, = Xo) +7,
(39)
d, =2¢c,(x, —X%4) +7,
seklinde segilsin. Bu durumda d, ve e, (59) daki gibi belirlenen sabitler olmak
lizere, (X,,X,) araliginda (58) esitsizliginin yerini,
c,[2+2g(x)(x — x,) + h(x)(x —x,)*]+gX)d, + h(x)[d, (x — x,) +¢,] > f(x) (60)
esitsizligi alir. Benzer sekilde, x,,x,e Oyle yakin segilsin ki (60) daki ¢, in
katsayis1 pozitif olsun ve ¢, , (x,,Xx,) araligi lizerinde (60) saglanacak sekilde
belirlensin.
d. ve g, ler z, ve z,' fonksiyonlan stirekli olacak sekilde, (x,,x,,,) aralig1 ve

¢, sabiti, (L+h)[z]2f(x) saglanacak sekilde segilerek isleme devam edilirse, bu

durumda e, ve d; sayilarnin,
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2
¢ =C (X, =%, ) +d_ (x; —x, ) +e.,

d; =2¢,(x; - %) +d;
seklinde olduklari goriiliir. c; yi belirlemek i¢in f fonksiyonu yerine i-yinci alt

araliktaki maksimumunu, g ve h fonksiyonlari yerine de maksimum ya da

minimumlarint almak uygundur. Yani (L +h)[z,]>f(x) olmas: igin ne gerekirse o

yapilmalidir,

Benzer sekilde d; ve e; sabitleri segilerek ve —c, biiytikltigli her yerde
(L+h)[z,]<f(x) esitsizligi saglanacak sekilde belirlenerek alt sinir olusturulabilir.

Bu boliimde simdiye kadar h(x)<0 kabul edilmisti. Simdi ise h(x)
fonksiyonunun pozitif olabilmesi ihtimalini de g6z 6niine alarak, (30) denkleminin
(31) baslangig sartlarini saglayan ¢ozlimiine yaklagimini ele alalim.

Boyle bir durumda, Teorem 2.1.2.1 de verilen genellestirilmis maksimum
prensibinden yararlanip, [a,b] aralifinda pozitif olan ve

(L+h)[w]<0 , a<x<b 61)
ozelligini - saglayan bir w fonksiyonunun bulundugunu varsayacagiz. Ornegin P

yeterince biiyiik olmak tizere, (f(x) fonksiyonunun sinirli olmas: sart1 ile) [a,b]

arali1 yeterince kiiglik ise,

w=1-B(x —a)’

fonksiyonu istenilen 6zelliklere sahiptir. v= L3 fonksiyonu,
w

G(x)s—zlv—,+g ve H(X)E(—L-—-IMSO
w w

olmak tizere,
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(L+H)[v]=Vv"+GE)WV +Hx)v = £ (62)
w

denklemini saglar. z,(x) ve z,(x) karsilastirma fonksiyonlari,

(L+h)[z]=1(x)

2,@27, , 2/ @w()-z@W(a) 2 7,wa) -7, W) (63)
Ve

(L+h)[z,] < fx)

@<, , 7, @W(a) -2, @W(E) S 7,w(a) ~7,W(@) (64)

esitsizlikleri saglanacak sekilde tanimlansinlar. Bu ifadeler g6z 6niinde tutulursa,
z,(a)=u(a) =1y, ve z,(a) <u(a) =7,
olduklar1 agiktir. Buradan x =a noktasinda, (47) den dolayi, z,~u=0 olup,

esitsizligin her iki tarafi pozitif w fonksiyonu ile béliiniirse,

N

>
w

g |=

olur. Benzer sekilde u~z, =0 olup,

%<
w

£ |e

elde edilir. Boylece x =a noktasinda,

N
N

2 < i
w

A -
W

< |e

esitsizlikleri saglanir. (63) esitsizligi, u(a)=7v, ve u'(a)=7v, oldugu gdéz oniinde

tutulursa,
(ﬁ) (a)wZ(a)z(f-) (@)W’ (2)
w w

seklinde tekrar yazilabilir. Bu son esitsizlik w’(a) ile boliiniirse, x =a noktasinda,
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2)=(3)

bulunur. Benzer bi¢imde (64) esitsizligi, x =a noktasinda

(2]

seklinde yazilabilir. Bu son iki esitsizlikten, x =a noktasinda

)+)+)
W W w
elde edilir.

v, =4 e v, =& fonksiyonlarina (62) ile verilen L+H diferensiyel
w

w

operatdrii uygulanirsa,

(E+H)_—}2—-

(L+H) —il <L
w
bulunur. Bu son iki esitsizlik ve (62) esitligi birlestirildiginde

(L +H) [2—2] <(C+H) [—u—] <(L+H) [ﬁ} (65)
w W W
oldugu goriiliir.

Simdi de a<x <b i¢in,

Z]<

— <
w

Ve
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esitsizliklerinin saglandigini gosterelim.
L+h)u]=1fx), L +h)[z]={x)

ve
(L+h)[z,]<1(x)

esitsizliklerinden dolayi, a <x <b igin,
(L+h)[z,]<(L+h)[ul<(L+h)[z]

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizligin son iki esitsizliginden dolayi,
(L+h)[z,~u]20

bulunur. Ayrica w fonksiyonu (61) esitsizligini saglayan pozitif bir fonksiyon

oldugundan, 2 fonksiyonu, Teorem 2.1.1.3 ve Teorem 2.1.1.4 nin sartlarim saglar.
w

(65) ile verilen esitsizligin son iki esitsizliginden dolays,

(E+H)[ﬁ~i]zo
W W

bulunur. O halde Teorem 2.1.1.3 den dolay1 Ci U fonksiyonu bir ¢ i¢ noktasinda
w oW
. " . zZ, u _ z, u
negatif olmayan maksimum degerini aliyorsa, ———=M20 olup, —--—2>0
W W wow

. zZ, _u . Z, _u et
dir ve buradan da L > — bulunur. Benzer bigimde ~2 < — oldugu goriiliir. Ayrica
wow wowW

? ! ?
3 zZ, _u _z z u z e
x =a noktasinda saglanan <2< —< =L ve | -2 | <| — | | 21| esitsizliklerinden
woOw W w w W

dolayi, (Z—‘—-‘i)(a)zo ve (ﬁ—l) (@) 20 esitsizlikleri saglanir. Bu nedenle
W W w W

. fonksiyonu [a,b] nin herhangi bir [a,x,] alt aralifinda negatif olmayan
w W
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maksimuma sahiptir. Teorem 2.1.1.3 den dolay1 bu maksimum a yada x, noktasinda

ortaya g¢ikar. (—Zi—ij (a) 20 oldugundan, Teorem 2.1.1.4 den dolay1 da 4 3
wowW

wow
fonksiyonu (a,x,) aralifinda sabit olmadif: siirece, x =a noktasinda maksimumu

yoktur. Boylece Teorem 2.1.1.3 den goriiltiyor ki her x, >a igin

(ﬁ _i) (x,) 2 [_Z_l __‘i) (a) (66)
w oW wow
ve
(i—lj (x,) 20 (67)
w oW

dir. (67) de x, yerine x alinirsa, x = a i¢in ve buradan da a < x <bigin,

3)=0) <68>

bulunur. (66) esitsizliginde x, yerine x alinirsa,

N

>
W

(69)

=

olur. Benzer bi¢imde,

W W
ve

(71)

£ [N
IA
<=

olduklar1 gériilebilir. Boylece (68), (70) ve (69), (71) esitsizlikleri géz Gniinde

tutulursa, sirasiyla,

!

(2)<(4)5(2)



ve

z,(x) ux) _z(x)
wx) wEx)  wx)

esitsizlikleri bulunur. Bu esitsizlik gruplarindan ikincisi,
z,(x) Su(x) <z,(x) (72)
sinirlarini verir. Ik gruptan ise, tiirevler hesaplanir, gerekli islemler yapilirsa,
W)z, (%) =2, ()W'(x) £ WEOW'(x) ~u()W'(x) £ w(x)z, (%) ~2,(X)w'(x)
olur. [a,b] araliginda w fonksiyonu pozitif oldugundan,

W

) 0 —u()] (73)
W)

z, (X)+ m[u(x) ~z,(¥)] <)<z (x) -
w(X)

elde edilir. Eger w'(x) <0 ise, (72) ile verilen u(x) i¢in {ist sinir (73) iin sol yanina
ve alt sinir sag yanina konulabilir. Eger w'(x) =0 ise islemler ters siradadur.
Boylece

2 09- 1 Bl 00 -z, s w0 57,00+ =2 0

[2,00) ~ 2, ()] ,W/(x) <0 ise
(74)

z, (X)su'(x) <z (x), wW(x)=0ise

bulunurlar.

(72) ve (74) esitsizlikleri, z,(x)—z,(x) ve zl'(x)—zz'(x) farklar: yeterince
kii¢iik oldugunda, u(x) ve u'(x) i¢in kesin sinirlar verir.
Yeterince kiiglik bir aralik fizerinde (L +h)[w]<0 esitsizligini saglayan

pozitif bir w fonksiyonunun bulunmasi her zaman miimkiin oldugu halde, eger aralik

cok ¢ok genisse, genellikle byle bir fonksiyon bulunmaz.

Ornek 2.2.2.2:

(L+h)[u]l=u"+(4+x)u=0
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denkleminin,

u(0)=0 , u'(0)=1
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiintin x =1 deki degeri i¢in alt ve iist smurlar
bulalim.

h(x)=4+x fonksiyonu [0,1] aralifinda pozitif bir fonksiyondur. w(x)
yardimeci fonksiyonu,

w=1-B(x—a)’ =1-Ppx’

seklinde alinir ve bu fonksiyona (16) ile verilen (L+h) operatérii uygulanirsa ,

(L+h)[w]=-2B+(4+x)[1-px’]<0 , 0<x<

N[ —

elde edilir. bu esitsizlik saglanacak sekilde B sayist,
B=2.1

seklinde olup, bu durumda
w=1-(2.1)x>

olur ve

w>0, 0<x<

N |

(L+h)[w]$0,05xsl

N

esitsizlikleri saglamir. 2z, ve 2z, fonksiyonlar1 olarak smrasiyla, z,=x ve
18, .

Z,=X~— ) x” alinirsa, bu fonksiyonlar,
z(0)=0 , z (0)=1

(L+h)[z,]=x(4+x)=20 , 0<x<

44



z,(0)=0 , z,(0)=1

(L+h)[zz]=~%§+(4+x)[x——g~x2js0 , 0<x<

N =

ifadelerini saglar. (74) den dolayi,
w =-4x <0

dir. Yine (72) ve (74)den,

5 1
Z<ue)<~
1o S5
350 1. 739
w22
361 27 361

9( 1}2 739( 1] 1
Z,=—=|X——| +—| x—-= |+=
s\ 2) 3610 2) 2

45 1V 359 1\ s
Zy=——|X=—| ———| X—— |+ —
76 2) 3610 2) 19

alinirsa,
-0,38<u(l)<1,24

bulunur. Béylece x =1 igin alt ve iist sinirlar elde edilmis olur.

2.2.3. Salinim ve Karsilastirma Teoremleri

Maksimum prensibi, aym ya da farkli denklemlerin ¢6ziimleri arasinda

iliskiler kurmak iginde kullanilabilir. Simdi bununla ilgili asagidaki teoremi verelim.
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Teorem 2.2.3.1: u ve w fonksiyonlan sirasiyla,
L+b)u]l=0 , L+h)[w]=0
denklemlerinin agikar olmayan ¢éziimleri iseler, o taktirde w fonksiyonunun ardigik

iki sifir yeri arasinda u fonksiyonu en fazla bir sifir yerine sahiptir.
Ispat: a ve b noktalar1 w fonksiyonunun ardistk iki sifir yeri olsun. Yani
w(@)=w(b)=0 ve a<x<b igin w0 olsun gerekirse w fonksiyonu yerine —w

fonksiyonu alinarak, (a,b) aralifinda w(x)>0 kabul edilebilir. Bu durumda

u(x)

v(x) = 7 seklinde tanmimlanan v(x) fonksiyonuna (L+h) operatérii uygulanirsa,
w(x
bu fonksiyon,
v”+(2y—+g)v’ =0
w

diferensiyel denklemini saglar. Teorem 2.1.1.1 den dolayi, v fonksiyonu sabit (ki bu
durumda u fonksiyonu, w fonksiyonunun sabit bir katidir.) olmadig: siirece (a,b)
araliginda maksimum ya da minimuma sahip olamaz. Bundan dolay: v fonksiyonu
ve dolayisiyla u fonksiyonu Sonu¢ 2.1.2.1 den dolay1 (a,b) araliginda yalnizca bir

kez igaret degistirebilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Yukaridaki teorem Sturm Salinim Teoremi olarak adlandirilir. Sekil 2.2.3.1

de ayn1 denklemin farkli iki ¢6ztimiiniin tipik hareketi gosterilmektedir.
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I~
\ fY

Sekil 2.2.3.1

Teorem 2.2.3.2: h, >2h, olmak {izere, u ve w fonksiyonlari sirastyla,
L+h)u]=0 , (L+h,)[w]=0
denklemlerinin ¢dziimleri olsunlar. (a,b) araliginda w(x) = 0 ise
1) w(a)=w(b)=0
i) h,=h, ve u=cw (csabit)
sartlar1 saglanmadifi siirece, u fonksiyonu [a,b] aralig: lizerinde en fazla bir sifir

yerine sahiptir.

Ispat: (a,b) araliginda w >0 olsun ve v fonksiyonu v="2 seklinde tanimlansin.
w

u=vw fonksiyonuna (16) ile verilen (L+h) operattrii uygulanir ve gerekli iglemler

yapilirsa,
n (oW :
v +(2——+g)v +(h, =h,)v=0 (75)
w

bulunur. Hipotezden dolay: h, —h, <0 olup, v fonksiyonu maksimum prensibini
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saglar. Eger u fonksiyonu (a,b) araliginda iki sifira sahipse, bu durumda v
fonksiyonu da iki sifira sahip olacagindan (Teorem 2.1.4.1 kullanilarak) bu iki sifir
yeri arasinda v=0 oldugu goriiliir. Boylece Teorem 2.1.3.1 den v=0 dir. Bu
nedenle de (a,b) aralifinda u=0 dir. Buradan da eger u fonksiyonu asikar ¢6ziim
degilse, Sonug 2.1.2.1 den dolayt (a,b) aralifinda yalmizca bir tek sifira sahip
olabilir. a ya da b noktasinda w=0 olmadi: siirece, [a,b] aralig: lizerinde bu sonug

gecerlidir.

w(a) =u(a)=0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda Teorem 2.1.3.1 in ispat1
g6z 6niinde tutularak w'(a)# 0 ve u'(a) # 0 oldugu goriillir. u ve w fonksiyonlarinin

sagladig1 diferensiyel denklemlerde x =a alip w(a)=u(a)=0 oldugu g6zéniinde

tutulursa,
! w'(a
u’(a) _ ,( ) - _g(a) (76)
u(@® wia
bulunur. v(a):ll((i)) ifadesi belirsiz oldugundan, bu ifadeye L’hospital kural
w(a

uygulanip, v(a) >0 kabul edilirse,

_v@
v(a)= w(a) #0

- s v ]es ST u . e
oldugu goriiliir. Simdi de v=— fonksiyonunun tiirevi alinirsa,
w

wu' —uw’

' u ,
v (X) = (_J (X) = 3
w w
bulunur. w(a)=u(a)=0 ve (76) esitligi gbézonlinde tutularak belirsizlik ortadan

kalkincaya kadar L’hospital kurali uygulanirsa v'(a)=0 bulunur. v(x,) < v(a)

olacak sekilde, (a,b) acik aralifinda bir x, sayisi vardir. Bundan dolay1 (Teorem
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2.1.1.4 tn kullanmilmasiyla) (a,b) araliginda v'(a)<0 bulunur ki bu v'(a)=0
olmasiyla gelisir. Boylece a < x <b aralifinda,

0 <v(a) L v(x)
olur. Buradan a <x<b igin u=0 dir. Son olarak w(a)=w(b) =u(a)=u(b)=0
isca <x <b i¢in yukaridaki sonugtan dolayr v(a)<v(x) ve v(x)=v(b) sonucuna
varilir ki buradan v(a)=v(b) olup, v fonksiyonu sabit olmalidir. Ancak (75)

denkleminden dolay: bu sonug yalmizca h, —h, =0 olmasi durumunda miimkiindiir.
Teorem 2.2.3.3:
1 ' 1 2 1 ' 1 ' 2
h,(x) - 5 g,(x)— 1 (g, ()] 2h,(x) - 2 g (x)- Z[gx )]

olmak tizere u ve w fonksiyonlar1 sirasiyla

(L, +h)[u]l=u"+gu' +hu=0

(L, +h,)[wl=w"+g,w +h,w=0
denklemlerinin ¢6zlimleri olsunlar. (a,b) araliginda w(x) # 0 ise, bu durumda,

i) w(a)=w(b)=0

i) h;(x)——;—g;(x%i[gz(x)]z =h, (x)—%gi(x)-i[g] w7

i) u(x) = ew(x) exp[(%) [l ©-¢, (é)]'déjl (c sabit)

sartlar1 saglanmadig: stirece u fonksiyonu [a,b] aralig: tizerinde en fazla bir tek sifira

sahip olabilir.

Ispat:

u(x) = u(x)exp{(%) fle.® —gz(é)]dé} (77)
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olsun.

HO) = 2T, (0=, 01+ {122 (0T ~[2, GO }+ o) (78)

olmak tizere U fonksiyonu,

(L, +B)[u]=u"+g,u' + Hx)u=0
denklemini saglar. Eger

h, (x) 2 H(x)

yani H(x) fonksiyonu (78) ile verilen tanimdan dolay,
hy() == 85 ()~ £, (0T 2B, ()~ €1(x) ~— [&, (9T
2 zgz 4 g =h, 281 4 8

ise Teorem 2.2.3.2, w ve u fonksiyonlarinin sifirlar i¢in de gecerlidir. Eger (a,b)
araliginda w(x) #0 ise, bu teoremdeki (i),(ii) ve (iii) kosullar1 saglanmadik¢a, u
fonksiyonu [a,b] aralig1 {izerinde en fazla bir tek sifira sahip olabilir. (77) esitligi, u
ve U fonksiyonlarin ayni sifirlara sahip oldugunu gésterdiginden, u fonksiyonu [a,b]

aralid1 izerinde en fazla bir tek sifir yerine sahiptir. Bu ise teoremi ispatlar.

2.2.4. Lineer Olmayan Operatorler

Lineer diferensiyel operatorler i¢in ispatlanan pek ¢ok sonug, lineer olmayan
operatdrlere genisletilebilir.

u(x) fonksiyonu bir a £ x <b aralif: iizerinde,

u”"+H(x,u,u) =0 (79)
lineer olmayan denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda asagidaki teoremleri

verelim.
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Teorem 2.2.4.1: a<x<b araliginda H, % , Z—H— fonksiyonlar stirekli ve M <0
Z

olmak iizere,

w" +H(x,w,w') > u" + H(x,u,u’) (80)
olsun. Eger w(x)—u(x) fonksiyonu (a,b) araliginda negatif olmayan M maksimum
degerini aliyorsa, bu takdirde,

wx)—ux)=M

dir.

Ispat: Her x ve z sayilar igin,
H(XaY1 9Z) S H(X9Y2 ’Z) b Y1 Z Y2 (81)
olsun. Bu durumda H fonksiyonu y ye gore azalan bir fonksiyon oldugundan,

éI—_I—SO dir.

H(x,u,u) = g(x)u'+ h(x)u —f(x) (82)
olmak tizere (79) denklemi lineer bir denkleme déniigiir. Bu durumda (81) sart1, (82)
esitliginden dolayi,

g(¥)z+h(x)y, —f(x) <g)z+hx)y, -fx) , y,2y,
olup, bu durumda h(x)<0 bulunur. Kabul edelim ki w(x) fonksiyonu (a,b)
araliginda,

w"+H(x,w,w") >0 (83)
esitsizligini saglasin. v=w—u olmak iizere, (79) ve (83) esitsizlikleri taraf tarafa
cikartilirsa,

H(x,w,w")—H(x,u,u’) = —v"
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olur. Elde edilen bu son esitsizligin sol tarafina AH = [a—H«,ﬂ{—,g{—J olmak tizere,

0x 0Oy Oz
ortalama deger teoremi uygulanirsa,

oH oH oH

H 3 ¥Ys -H s Uy =l ey AT X, W ,W"" N2z- "
(x,w,w") —H(x,u,u’) (6x 5 azj( u u)=-—v

bulunur. Buradan v =w —u oldugu gézdniinde tutulursa,

V”+Ev'+g—{~v20
0z

elde edilir. Béylece v fonksiyonu lineer bir denklemi ve dolayisiyla, Teorem 2.1.1.3

de verilen maksimum prensibini saglar. Yani v(x)=w(x)—u(x) fonksiyonu (a,b)

araliginda negatif olmayan maksimum degerini aliyorsa, bu durumda,
v(x)=w(x)—-ux)= M

olup v fonksiyonu sabittir.

Teorem 2.2.4.2: OSGS—;E , OS(psg ve B ve ¢ nin her ikisi birden sifir

olmamak lizere u(x) fonksiyonu, (79) ile verilen denklemin,

~u'(a)cosB+u(a)sinB =1y,
(84)
u'(b)cosp +u(b)sinp =+,
cH oH

siir sartlariny saglayan bir ¢6ziim olsun. H’?y—’gz— fonksiyonlar1 stirekli ve

o <0 olmak tizere, z (x) fonksiyonu

21” +H(x,z, ,z,') <0 (85)
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-7, (2)cosf +z,(a)sin0 > 7,

(86)
z, (b)cosp+z,(b)sing > vy,
esitsizliklerini ve z,(x) fonksiyonu da,
z, +H(x,2,,2, )20 (87)
~z, (a)cosB+z,(a)sin0 <y,
(88)
z, (b)cos@ +z,(b)sinp <,
esitsizliklerini sagliyor ise, bu taktirde
Z,(x) Su(x) £ z,(x)
dir.
Ispat: v, =u-z, fonksiyonu (79) ve (85) den dolay:
v, +H(x,v,v, )20 (89)
diferensiyel esitsizligini ve (84) ve (86) dan dolayu ise,
~v, (a)cos 0+ v,(a)sin0 <0
(90)

vl'(b) cos@+v,(b)sinp <0
sinir sartlarinm saglar. Eger v, >0 ise Teorem 2.2.4.1 den dolay1 v, sabit olmadif:

slirece pozitif maksimumunu a ya da b noktalarindan birinde alir. Eger a noktasinda

maksimum varsa, Teorem 2.1.1.4 den dolayi da,
v,(@)>0 , v/ <0
dir. Ayrica,

~v,' (a)cosB+v,(a)sinf <0
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oldugundan yalnizca 6 =0 ve v, (a) =0 olmast durumunda x =a noktasinda pozitif
maksimum vardir. Bu ise v, (a) <0 ile gelisir. Bu durumda Teorem 2.1.1.4 v,(x)

fonksiyonunun pozitif bir sabit oldugunu ifade eder. Boylece (89) da v, =v," =0

oldugu goz ontinde tutulursa, H(x,v,,0) 20 elde edilir. bu son esitsizlikten dolay:1 H

fonksiyonu yalnizca x e bagl: olup, % = (0 dir. Benzer sekilde (84) ve (86) dan

v, (b)cos @ +v,(b)sing <0

olacagindan, ¢ =0 ve o =0 olmadif: stirece v,, b noktasinda pozitif maksimuma

sahip olamaz. Boylece 6 ve ¢ nin her ikisi birden sifir ve @EO olmadig:

stirece v,(x) <0 olup,
u(x) < z,(x)

saglanir.
Ayni sekilde, v, =z, —u fonksiyonu segilir ve benzer islemler tekrarlanirsa
u(x) = z,(x)

elde edilir ki bu ise istenendir.

Uyari: Bu teorem (84) sinir kosullarini saglayan (79) denkleminin ¢éziimiiniin tek

olmasi gerektigini ifade etmektedir. u ve U fonksiyonlar1 (79) ve (84) ile verilen

sinir deger problemlerinin ¢oziimleri iseler bu durumda z =z, =1u alinarak u=1u
oldugu goriiliir.

Ornek 2.2.4.1:

w-ut=0 , 0<x<l
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denkleminin,
u@=0 , u®=1
siir sartlarini saglayan u(x) ¢ozlimii i¢in alt ve Uist sintrlar elde edelim.
z, =X , z,=x""
alinirsa, bu durumda z, ve z, fonksiyonlarinn (85) ve (87) ile verilen sinir sartlars
sagladig asagida goriilmektedir.

"
z, —z'=-x"<0

z, —z, = x"O2 _ 304512 5

ayrica z, ve z, fonksiyonlar1 (86) ve (87) ile verilen sinir sartlarini da
z,(0)=2z,(0)=0, z (1) =2,(1) =1

esitsizliklerinden goriildigii gibi saglarlar. Béylece Teorem 2.2.4.2 nin hipotezleri

saglanmis olup,

x72 < yxy < x

Teorem 2.2.4.3: u(x) fonksiyonu (79) ile verilen diferensiyel denklemin,
u(@)=vy, , u'(@) =y, (90)

baslangi¢ kosullarini saglayan bir ¢6ziimii ve H, %I:— , %i{— fonksiyonlar: stirekli ve

de é}is 0 olsun. Eger z,(x) fonksiyonu,

z, +H(x,z,,z,) 20 91)

z(@)2y, , le @2y, (92)

esitsizliklerini ve z,(x) fonksiyonu da,
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z, +H(x,2,,2, ) <0 (93)
@<y, , @)<Y, (94)
esitsizliklerini saghyor iseler, o takdirde
Z,(X)+7, - z,(@<ux) <z, (x)+v, -7 @)
(95)

ve
z, (X) < (x) <z (x) (96)
dir.
Ispat: v,(x) =z,(x)—u(x) olmak iizere, v,(x) fonksiyonu (79) ve (91) den dolayz,
v, +H(x,v,,v,) =0
esitsizligini, (90) ve (92) den dolay1 da
v,(@)=0 , V(@20
esitsizliklerini saglar. v,(a) >0 oldugundan v, fonksiyonu [a,b] araliginin herhangi
bir [a,x,] alt aralifinda negatif olmayan maksimuma sahiptir. Teorem 2.2.4.1 de

verilen maksimum prensibinden dolayi, bu maksimum a ya da x, noktalarindan

birinde ortaya gikar. v, (a)=0 oldugundan, Teorem 2.1.1.4 den dolayr v,
fonksiyonu (a,x,) araligi lizerinde sabit olmadigi slirece maksimum degerini a
noktasinda alamaz. Boylece Teorem 2.2.4.1 den her x, > a i¢in

vi(%g) 2 vy (a) (97)

V(%) 20 (98)
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ux) <y, +z,(x)—-z@) , x=a (99)

w'(x) <z, (x) (100)
esitsizlikleri elde edilir.

Benzer sekilde v,(x)=u(x)-z,(x) fonksiyonu tanimlayarak benzer islemler

tekrarlanirsa,
u(x) 2y, +2,(x) - z,(a) (101)
u'(x) 2 zz' x) (102)

(99),(101) ve (100),(102) esitsizlikleri birlikte géz 6niinde tutulursa, (95) ve (96)

esitsizlikleri elde edilir ki bu istenendir.

Uyarr: u ve u fonksiyonlar1 (79),(90) ile verilen baslangic deger probleminin

¢oziimleri olsunlar. Bu durumda z =z,=U secilirse, bu baslangig deger

probleminin ¢6ziimiiniin tek oldugu goriiliir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Parabolik Denklemler

3.1.1. Isi Denklemi

Uzunlugu L olan ,uzun ince ve homogen bir ¢ubuk x ekseninin (0,L)
aralifina yerlestirilmis olsun. Cubugun yan yiizeyleri yalitilmig ancak ug
noktalarinda 1s1 alig verisi olsun.

u = u(x,t)
1s1 fonksiyonu x-yer, t-zaman boyutunu gostermek {izere x ve t nin bir
fonksiyonudur.

Cubuk tizerinde 1s1 akisim veren diferensiyel denklem,

o’a du
98 _ N _ it
= (x,1)

dir. Burada f fonksiyonu g¢ubuga disaridan etki eden kaynak fonksiyonudur. u(x,t)

1st fonksiyonu maksimum prensibini saglar. u(x,t) 1s1 fonksiyonunun xt diizleminin

bir E bdlgesinde,
Llu]= Qz_u _ou >0
ox> ot

esitsizligini saglandigimi kabul edelim. Kolayca u nun bir i¢ maksimum noktaya
sahip olmayaca@ goriilebilir. Clinkii boyle bir noktada

2
9—‘350 ve @=O
ox ot

dir. Sonug olarak E bolgesinde Lfu]>0 6zelligi saglaniyor ise E nin i¢ noktasinda u

maksimum degerini alamaz. Biz simdi sadece operatérii L[u]>0 olmasi durumuna
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genisletmekle kalmayip bu tip operatérler i¢cin maksimum prensibinin daha kuvvetli

oldugunu gosterecegiz.

Xy

Sekil 3.1.1.1

Basit  bir problem olarak yukarida bahsedilen g¢ubugun ilk 1sisinin
t=0 aninda belirlenmis oldugunu ve ¢ubugun ug noktalarindaki 1sisiin t ye bagl
oldugunu kabul edelim. Enerjinin korunumu kanununa gore 1s1 dagilim herhangi bir
sabit T  zamamndaki ¢ubukta meydana gelen degisikliklerden -etkilenmez.
(t>T degisikliklerinden etkilenmez)

Ornegin xt-diizleminde

E={0<x</,0<t<T} (103)

seklinde dikdértgensel bir bolge diiglinelim ve u(x,t) 1sis1 E tizerinde,

olarak verilsin. Fiziksel prensiplere gore u fonksiyonunun

5*u ou
L[u]ngT—E=O
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1st denklemini saglayacagi bir gergektir.

t A
.1
s, E© S|
S, §
0 )

Sekil 3.1.1.2
Maksimum prensibinin bir sonucu olarak ¢dziimiin tekligi kolayca gosterilebilir.

Teorem 3.1.1.1: Kabul edelim ki (103) ile verilen bir dikdortgensel E bslgesinde

u(x,t) fonksiyonu,

d*u du
Llul=—-=—2>0 104
[u] ox* ot (104)

esitsizligini saglasin. O halde u nun maksimum degeri E\JE kapali bolgesinin

S,,S, yada S, kenarlarindan birinde olmalidir.

Ispat: Kabul edelim ki u maksimum degeri olan M degerini S,,S,,S, kenarlarindan
herhangi birinde alsin. Oyle ki E nin bir i¢ noktast olan p(x,,t,) noktasinda u
fonksiyonu M, >M degerini alsin.

Simdi,

M, -M
2/

w(x) = (x~- Xo)2

seklinde bir yardimer fonksiyon tanimlayalim. S,,S, ve S; kenarlarinda u<M

oldugunu biliyoruz. w(x) fonksiyonu yardimiyla
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v(x,t) = ux,)+wx) <M+ M—‘z_ﬂ <M, (105)

fonksiyonunu olusturalim. S,,8S,,S; kenarlarindaki her nokta i¢in v(x,t) <M,
ozelligine sahibiz. Ayrica,

V(Xg.ty) = u(Xgote) = M, (106)
ve

M, ~M

L) =L[ul+Lw] = L[]+ 7= >0 (107)

dir. E nin tamaminda bu 6zellikler gergeklenir. (105) ve (106) sartlar1 gosterir ki v

maksimum degerini ya E nin i¢ noktasinda yada
S, :{0<x <L, =T}
acik aralift boyunca almalidir. (107) esitsizliginden u, E nin i¢ noktasinda

maksimum degerini alamaz. O halde u maksimum degerini S, uzunlugu boyunca

2
almalidir. Bu durumda S, uzunlugu boyunca da % <0 oldugundan

L[v]>0
esitsizliginin saglanmasi igin % kesinlikle negatif olmalidir. Yani v fonksiyonu t

ye bagli olarak azalan bir fonksiyondur. O halde v fonksiyonu daha onceki

zamanlarda daha biiyiik olacagindan dolayr S, de maksimum degerini alamaz. Bu
yolla goriiriiz ki daha 6nce kabul ettigimiz
u(x,t,) >M

bir celiski olugturur. Boylece lémma ispatlanmis olur.

Sonug 3.1.1.1:1) u sabit olmadig: siirece bu teoremin bir sonucu maksimumuna E
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nin bir i¢ noktasinda ulagamayacagi gibi gubugun ug noktalar: harig ileriki bir
zamanda da olugsamaz.

2) Bu teorem igin maksimum prensibi yeteri kadar gii¢lii formlardan biri
degildir. Clinkli u nun maksimum degerini hem i¢ noktada hem sinirda almasina
izin verir. Ileride gosterilecek ki eger u igeride bir yerde maksimum degerini aliyorsa
o taktirde u sabit olmak zorundadir.

3) L[u]=0’1n ¢bztimleri i¢in u yerine —u alinarak minimum prensibi elde
edilir.

4) Eliptik tip denklemlerde de maksimum prensibi gegerli olup maksimum
degerini sinirin belirli bir yerinde alabilir. Ancak 1s1 denklemlerindeki maksimum
prensibi daha giliglii olarak gecerlidir. Ciinkii 1s1 denklemlerinde maksimum 1s1
stirin belirli bir bélgesinde elde edilebilir. (u sabit olmadigi siirece) 3 boyutlu

uzayin bir D bélgesindeki 1s1 yayilim: denklemi,
du ou
Liul]=Au-—={u_ +u_ +u_|—-—=1f(X,y,z,t
[u] o = (B, ) -2 = fxy 2

ile verilir.Burada u =u(x,y,z,t) D nin p(x,y,z) noktasinda, t zamanmindaki 1sis1 ve f

kaybolan 1s1 oramdir. Bir boyutlu durumda oldugu gibi u fonksiyonu (4 degigkenli)
Lu]=Au- & >0
ot
Ozelligini saglayan bir noktada yerel maksimum degerini alamaz. Maksimum
. e ou " o
degerini alan noktada Au<0 ve ™ =0 gercegi hatirlanirsa bu sonug dogrudur.

Biz bu 6zelligi;
Llu]=0
esitsizligini saglayan u fonksiyonlarina da genisletmek istiyoruz. 3 boyutlu uzayda

ki 1s1 problemi i¢in D bélgesi sinirlar: belirli homojen bir bélgedir. Kabul edelim ki
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problem t=0 aninda baglasin ve u(x,y,z,0) ilk isist (x,y,z) nin bir fonksiyonu
olarak verilmis olsun. Ayrica D nin 8D smrindaki 1sis1 her t>0 zaman igin
verilmigtir. Her t >0 zaman igin ve D de ki her bir p(x,y,z) noktalan igin 1s1 akis

problemi u(x,y,z,t) 1s1 fonksiyonunun hesaplanmasiyla ilgilenir.

Dort boyutlu uzayda zaman boyutu, bu uzayda Dx(0,0) sonsuz silindirini
olusturur. Pozitif T zamanlarinda D deki 1s1 dagilimi 0<t<T aralifinda ne
olduguna bagli olarak hesaplanir. Sonugta ilgilenilecek dogal 4 boyutlu bolge
Dx[0,T] sonlu silindirini olusturur. Bu silindirdeki u 1s1s1 L[u], t=0 aninda D
deki u degerleri ,0Dx(0,T] silindir yiizeyindeki her bir u degeri yardimiyla

hesaplanir.

Simdi Dx(0,T] silindirini E ile tanimlayalim. Maksimum prensibi geregince u
maksimum degerini E nin smrinda yer alan bolgede (E nin ya alt kismu yada

dD x[0,T] kenarlar1 boyunca) almalidur.
L[u]=Au- 2 >0
ot

iken u nun maksimum degerini E nin bir i¢ noktasinda alamayacagini biliyoruz.
Dolayisiyla eger u nun maksimum degerini herhangi bir t=T aninda D nin bir ig
noktasinda aliyorsa bu bir ¢eligkidir. Au<0 ve L[u]>0 esitsizligi gbz oniine
alindiginda igerdeki bu noktada,

?—u-<0

ot
oldugu goriiliir. Buna gore belirli bir t anindaki zamandan daha 6nce ki zamanlarda
u, t aninda ki degerinden daha biiyiik olacagindan maksimum ya kenarlar boyunca

yada E cisminin ylizeyinde olmalidir. Bu durum daha da genisletilebilir.
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D —t=T
E
D —t=0
Sekil 3.1.1.3
3.2. Bir Boyutlu Parabolik Operator
Llu] =a(x,t) —2% +b(x,t) % - _?3’[3 (108)

seklindeki bir L[u] operatorii igin bir (x,t) noktasinda a(x,t) >0 ise L operatSriine
parabolik tipten operator adi verilir. Ustelik herhangi bir pozitif M sabiti igin D
bélgesindeki (x,t) noktalart igin a(x,t)=M oluyorsa L operatoriine dlizgiin
paraboliktir denir.

Bir boyutlu 1s1 operatorii xt diizleminin tamaminda diizglin paraboliktir.

Ciinkii bu operator (108) de a(x,t) =1ve b(x,t) = 0 alinarak

d’u du
Llul=—-—=0"
[u] ox: ot

seklinde elde edilmistir.
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v

Sekil 3.2.1

E: { 0<x<A,0<t< T} Sekil 3.2.1 deki gibi bir dikddrtgensel bolge olsun. Agik

olarak biliniyor ki eger E nin i¢erisindeki herhangi bir noktada,
L{u]>0 (109)
ise o taktirde maksimum prensibi geregince u igerideki bir noktada maksimum

2
degerine ulasamaz.. Ayrica bir i¢ maksimum noktada %I;S 0 ve —gx—u=%ty-=0

oldugu daha 6nceden bilinmektedir. Bu da (109) ile ¢elismektedir. Bundan bagka E
nin agik {ist sinir1 boyunca u nun maksimumu olmayabilir. Yani O<x<A,t=T
boyunca maksimum noktada,

@=0,§u—20 ve £'jn—I:SO
ox ot ox

dir.

Simdi L operatorii igin maksimum prensibini L[u]20 diferensiyel

esitsizliginin ¢6ziimlerine genigletelim.
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Lemma 3.2.1: u, xt- diizleminin bir E b6lgesinde

2
L[u]=a(x,t) % + b(x,t)gz— - %% 20 (110)

diferensiyel esitsizligini saglasin. Burada a , b sinrli ve L diizgiin parabolik bir
operatordiir. K bir disk olsun. Oyle ki K min 8K simir1 E bolgesinin iginde olsun.
Kabul edelim ki u nun maksimumu olan M, E bélgesinde, K nin i¢indeu <M , K
nin sinirinda ki bazi p noktalarinda u =M olsun. O taktirde p noktas: K ya teget x-

eksenine paraleldir.(yani p, K diskinde ya en alt ya da an tist noktadir.)

Ispat: K , merkezi (X,t) ve yari ¢apt R olan bir disk olsun. Kabul edelim ki p

noktasi, K siirinin en altinda ya da en istiinde olamayan bir nokta olsun.
Genelligi bozmadan kabul edebiliriz ki p sadece sinirdaki bir nokta ve burada
u=M dir. Eger degilse K nin yerine daha kiigiik bir K’ diski segebiliriz ki onun

siir1 p noktasi hari¢ K nin i¢inde olur. Burada 6K ve dK' tegettir.

Kabul edelim ki p nin koordinatlar1 (x,,t,), (X, #X) olsun.R, yarigapli ve p
merkezli bir K, diski olugturalim. R, 6yle kii¢iik secilebilir ki

R, <|x, —¥|
dir ve K, in tamami E dedir.

K nin simirmin boldiigii pargalar yardimiyla 0K, smurini iki yay pargas:
seklinde ayralim, C' (son noktalar dahil) JK, ile K\wéK kapali diskinin kesigimin
den olugsun. C" ise C'’niin JK, simrina tamamlayicisi olsun. u, C" kapali yayinda
M den daha kiigiik degerli oldugu i¢in dyle bir 77 sayis: bulunabilir ki, C’ tinde

usM-n

yazilabilir.
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Sekil 3.2.2

Diger yandan E nin tamaminda u <M oldugu i¢in
u<M (C"inde)
degerine sahibiz.
V(x,1) = g DD _ gook?
seklinde bir yardimci fonksiyon tanimlayalim. a pozitif degerli oldugundan, v
fonksiyonu K da pozitif, 6K da sifir ve K nin diginda negatiftir.
L{v] =20 ™4 -DI2ga(x - X)? —a — b(x = X) + (t - T)]
oldugu basitge hesaplanabilir. K, diskinde ve bu diskin sinirinda
|x—X| =[x, -X|-R,>0
dir. a nin yeterince biiyiik oldugu diisiintiliirse,
L[v]>0, [K,udK, deki(x,t) ler i¢in]
dir. Simdi

w(x,t) = u(x,t) + ev(x,t)
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seklinde bir w fonksiyonunu olusturalim. Burada & pozitif bir sabittir. Dikkat

edilecek olursa K, de,

L[w]=L[u]+eL[v]>0 (111
dir. C' iinde u <M -7 olduguicin ¢ yeterince kiiciik segilerek

w=u+ev<M (C'iinde)
yazilabilir. Diger taraftan C" ’linde v negatif ve u <M oldugu igin

w=u+egv<M (C” iinde)
dir. Sonug olarak tim JK, =C'UC” simurinda w<M dir. Diger yandan ¢K da
v =0 oldugu i¢in (x,.t,) noktasinda,

w(x,,t) = ulx,,t)+ev(x, t) =ulx,,t ) =M
dir. Bu w nin maksimumunun K, in i¢ noktasinda oldugunu gosterir. Bu ise (111)
ile ¢eligir. Boylece lemma ispatlanmis olur.
Lemma 3.2.2: Kabul edelim ki xt-dlizleminin bir E bolgesinde v, Lemma 3.2.1 deki
L operatorti igin L[u]>0 esitsizligini, E nin bir (x,,t,) i¢ noktasinda u<M ve E
nin tamaminda u <M ozelligini saglasin. Eger [ ,(x,,t,) noktasin kapsayan yatay

bir yol ise o taktirde / {izerinde u <M dir.

Ispatr: Kabul edelim ki / lizerinde bir (x,t,) noktasinda u=M, ve (X,.t,)
noktasinda u <M olsun. Uygun olmas! agisindan x, <x, segelim ve eger gerek
duyulursa x, <x<x, da u<M olacak sekilde x,’i saga dogru hareket ettirecegiz.
d,uzunlugu x,-x, yada x, <x<x, bolinmis yolunun herhangi bir noktasinin

t=t, zamaninda OE sinirina olan uzakliginin en kiigtigtine esit olsun.
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Sekil 3.2.3

X, <x<X,+d, i¢in, d(x) fonksiyonunu E de (xt,)’dan u=M kosulunun
saglayan en yakin noktaya olan uzaklik olarak tamimlayalm. u(x,t,)=M
oldugundan d(x) < x—x,oldugu agiktir. Lemma 3.2.1 den dolay1 en yakin noktaya
olan uzakhk (xt,)’mm ya asagisinda ya da yukansindadir. Yani, ya

u(x,t, +dx))=M yada u(xt,-dx))=M dir. (x+8,t,)’mn (xt,+d(x))’a olan

uzaklig1+/d(x)* +8° oldugundan,
2

d(x +8) < Jd(x)? +8% <d(x) + 2§(X) (112)

dir. x yerine x+86 ve +0 yerine -8 alirsak,

d(x +8) > \Jd(x)* -8 (113)
oldugu goriilebilir. Simdi kabul edelim ki d(x)>0, ve 0<8<d(x) olsun. (x,x +39)
aralig1 n esit pargaya boliintir ve (112) ile (113) esitsizligi uygulanirsa

82 5
<
2n’d(x+(j/mB) ~ 2n%Jd(x)? -5

dx +37L8)—d(x +35) <
n n

bulunabilir. j=0’dan n-1 e kadar toplam alinirsa,
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2
2n\/d(x)? - 82

olur. n — o ve 8> 0igin

d(x +8)—d(x) <

d(x+9) <d(x)
oldugu goriiliir. Bir bagka deyigle d(x), x in artmayan bir fonksiyonudur.
d(x) < x-x, oldugu i¢in x, x,’e kadar keyfi segilebildiginden x, <x <x,+d, i¢in
d(x) =0 dir. Bir bagka deyisle bu aralikta u(x,t;) =M dir. Bu da bizim x, <x <X,
icin u<M se¢imimize zittir. Yani u(x,,t,) <M ifadesi bize geliski olusturur. O

halde u(x,,t,) =M dir.

Uyari. Lemma 3.2.2 ye gdre bolge igerisindeki bir dogru iizerinde u=M olacak
sekilde bir tek nokta bulunabiliyorsa, o taktirde bu dogru {izerindeki her noktada

u=M dir.

Lemma 3.2.3: xt-diizleminin bir E bélgesinde u fonksiyonu, Lemma 3.2.1 deki L
operatdrii igin L[u]> 0 esitsizligini saglasin. t, , t, sabit sayilan igin t, <t <t seridi
boyunca E nin bir kisminda u<M olsun. Buna gére E nin iginde kalan t=t,

yolunun bir kisminda u=M dir.

Ispar: Kabul edelim ki t=t, dofrusunun bir p(x,,t;) noktasinda u=M olsun.

Merkezi p noktas: ve yarigap: yeterince kiigtik secilerek tamami E bolgesinin iginde

kalacak sekilde bir K diski olusturalim ve
V(Xat) = e—[(x—Xl)2+a(t~tl )] _l

seklinde bir fonksiyon tanimlayalim. Kolaylikla goriilebilir ki
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P(x,,t,)

CII

C'

Sekil3.2.4

L[v] = e’ a4 (x — x )2 — 22— 2b(x — X, ) + 0]
dir. a pozitif ve yeterince biiytlik segilirse, K da t<t, igin

Liv]>0
dir.

(x-x,)" +a(t—-t,)=0 (114)
parabolii t=t, dogrusuna p noktasinda tegettir. C' egrisi olarak 0K nimn (114)
paraboliiniin altinda kalan kismini (son noktalar dahil) ve C” egrisi olarak ta K
diskinin i¢inde kalan paraboliin pargasi olarak tanimlayalim. C' ve C” egrisi ile D
bolgesi olusturulsun. Hipotezden dolayr C’ kapali yay1 boyunca u <M oldugundan
Oyle bir 77> 0 bulunabilir ki C' iinde,

us<M-n
dir. Simdi,

w(x,t) = u(x,t) + ev(x,t)
seklinde bir fonksiyon olusturalim. Burada & pozitif bir sabittir. Dikkat edilecek
olursa C” tinde v =0 dir. € yeterince kiigiik segilirse w fonksiyonu 6zeliklerini

saglar.
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1) L[w]=L[u]+&eL[v]>0 (Dde)
il) w=u+ev<M (C’ iinde)
iil) w=u+ev<M (C" iinde)

(i) sikkindan gériiliir ki w fonksiyonu D bolgesinde maksimum degerine ulagamaz.
O halde w maksimum degerine p noktasinda ulasmalidir. p noktasinda,

ow
~—20 115
ot (115)

dir.
2
V(x,f) = el el g
oldugundan

a_v. - _ae'[(x"xl ¥ +at-t,)]

ot

vepde
ov
—=-0a<0 116
a (116)

dir. (115) ve (116) esitsizligi kullanilirsa p noktasinda,

M, P50 (117)
ot~ at

bulunur. Diger taraftan u nun maksimumu t =t, tizerinde p noktasinda oldugu i¢in p
de,

2
M _p, %<0
ox ox

dir.Bu esitsizlik hipotezdeki L[u]>0 se¢imiyle ¢eligir. O halde lemma ispatlanmis

olur.

Teorem 3.2.1: xt diizleminin bir E bolgesinde

2
L[u] =a(x,1) —Zx—‘j +b(x,0) %“X— -% >0
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ve E de a ve b sinurly, L diizglin parabolik olsun. Eger E nin bir (x,,t,) i¢ noktasinda
u, M maksimum degerine ulasiyor ve E de (x,,t,) noktasini igeren x =x,, t, <t<t,
seklinde dikey bir serit var ise o taktirde E deki her bir t=t, dogru pargasi boyunca

u=M dir.

Ispat: Kabul edelim ki t nin bir degeri t,<t, igin u(x,t,)<M olsun.
u(x,,t )<M’yi saglayan t<t, degerlerinin tist sinirlarinin en kiigligii = olsun.
Stireklilik nedeniyle 7, <t <7 arahfinda u(x,,t) <M iken u(x,7)=M dir. Bu ise

Lemma 3.2.2 ve Lemma 3.2.3 ile gelisir. Béylece teorem ispatlanmis olur.

o*u du du
Uyars: (i) L{u] =a(x,1) 22 + b 2 M 5 0
yart. (1) L{u] =a(x,t) e (x.t) B

operatdriiniin u ¢dziimii E bolgesinde &zdes olarak sabit olmaksizin maksimum
degerine ulasabilir. Eger herhangi bir 1s1 iletken gubuk baslangigta diizgiin M 1sisina

sahipse ve bu 1s1 t=t, anina kadar ug noktalarda korunuyor ise bu olay 1s1 akis

problemine bir 6rnektir.

Eger uglardaki 1s1 azaltilirsa 1s1 uglara dogru hareket edeceginden daha
sonraki zamanlarda ¢6ziim artik sabit olmayacaktir. Bu Teorem 3.2.1 in sonuglarina
uygun bir durumdur. Bu yoniiyle parabolik denklemlerdeki maksimum prensibi
eliptik denklemlerde ki maksimum prensibinden tamamuyla farkl bir formdadir.

(i1) Eger E nin smirtin Uzerindeki yatay bir S dogru pargasi igerisindeki

du 6%

bir (x,,t;) noktasinda ve EUS de u,—,—— ve@’nin her biri siirekli ise o
ox  ox ot

taktirde teoremin iddialari burada da gegerlidir. Bu Lemma 3.2.3 iin ispatindan da

goriilebilir.
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(iii) Icerideki bir yerde maksimum olmasi durumunda ¢6ziim sabit
olacagindan Teorem 3.2.1 ile Lemma 3.2.2 birlestirilebilir. E bolgesinde u=M
olacak sekilde bir Q noktas: var ise E de bu noktay1 igeren en uzun yatay dogru
pargasi boyunca u=M oldugu Lemma 3.2.2 den goriilebilir. Teorem 3.2.1 de
gosterir ki bu yatay dogru parcasi altindaki E nin tiim noktalarinda u=M
olmalidir. E bolgesinde ki bir P noktasi, Q ya yatay ve dikey dogrularla

birlestirilebilen bir nokta ise bu taktirde u(p)=M dir. Sekil 3.2.5 de E nin tarah

kisminda u=M dir. A,B ve C ile belirtilmis bélgeler E den ¢ikartilmistir.

AN % Q

Sekil 3.2.5
(iv) yukaridaki tiim lemmalar sadece i¢ noktalarin komsuluklar ile
ilgilendiginden a ve b nin sinirli L nin E bélgesinin her bir kapal: alt kiimesinde
diizgiin parabolik oldugunu kabul etmek yeterli olacaktir.
L[u]>0 parabolik esitsizliginin sabit olmayan u ¢dziimii maksimum
degerine sinirin belirli pargalarinda ulastigt bilinmektedir. Eliptik esitsizliklerde
fonksiyonun maksimuma ulagtig1 sinirdaki bir noktada sinira normal olan dig yonlii

tlirevinin sifir olamayacag biliniyor. Bu 6zellik eliptik denklemlerin ¢6ziimlerinin
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tekligini gbstermede sikga kullanilir. Buna benzer olarak parabolik denklemlerde
¢6ziim fonksiyonu olan u fonksiyonunun maksimuma ulastigi noktada sinira normal
olan tlirevin sifir olamayacag1 gsterilebilir. Bunun kesin ifadesi asagidaki teoremle

verilebilir.

Teorem 3.2.2: xt-diizleminin bir E bélgesinde u fonksiyonu,

o*u du du
Llu]=a(x,t)—+b(x,t)~——-—2>0
[u] =a(x,t) o (x,t) FV—
diizglin parabolik esitsizliginin bir ¢6ziimii ve a, b siurli olsun. p 6E sinirinda u nun

maksimumuna ulastii nokta ve p noktasindan JE ye cizilen normal t eksenine

paralel olmasin. E nin iginde p noktasinda 6E ye teget bir gember ¢izilebilsin ve bu

bolgede u<M olsun. eger ai E den dis y6nlii tiirevi mevcut ise o taktirde p
v

noktasinda
@ >0
ov

dir.

Ispat: Lemma 3.2.1 in ispatina benzer sekilde hareket edecegiz. p noktasinda E ye

teget R yarigapli bir K diski olusturalim. p nin koordinatimi (x,,t,) ve 8K
¢emberinin merkezini (x,,t,) ile gdsterelim. p merkezli ve yarigapi [xI —xol dan
kii¢iik olacak sekilde bir K, diski segelim. (Sekil 3.2.6) C’ nii en son noktalar dahil
olmak fizere K min i¢inde kalan 6K, ’in pargasi olarak tanimlayalim.C” agik yay1
K,in icinde kalan 0K nin bir kismu olsun. Sekil 3.2.6 ya dikkat edilecek olursa

C'uC"yay1 goz seklinin sinirlarina benzeyen D bolgesini olusturur. Eger gerekirse
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ise 0K teget cemberini biraz kiiciik segerek 6K da u<M yapilabilir.(p noktasi

harig.

oE oK

(e

C’ kapali yayinda u <M dir ve asagidaki 3 durum ifade edilebilir.

Sekil 3.2.6

Hu<M (C” tinde p noktasi harig)
(iDu=M (p’de)
(iit) Yeterince kiiglik 77 >0 sayisi igin C'’linde
usM-pg
dir. Simdi
v(x,t) = ek )+ (t-)"] _ moR?
seklinde yardimet fonksiyon olugturalim. Basit bir hesaplamayla
L[v] = 20 0 2ga(x — x )2 —~a—b(x —x,) +(t—1,)]
oldugu goriilebilir. Boylece yeterince biiyiik a lar ve 6w aD deki (x,t) ler igin
L{v]>0
dir.
W=U+§gv

olsun. Dikkat edilirse her pozitif € i¢in D de,

L[w]=L[u]+€eL[v]>0
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dir. Cinkdi (iii) sartindan ve £ nu yeterince kiiciik secersek C'’linde
w<M
dir. 8K ’da v =0 ve (i) sartindan dolay,
w<M (C" {inde p noktasi harig)
ve
w(p)=M
dir. Maksimum prensibine gére D bélgesinde w fonksiyonunun maksimumu bir tek

p noktasinda olmalidir. Bu nedenle p de,

—=—+e—20
Jov 0Ov ov

dir. Bu durumda,

ov _ v.n S ~2vnoRe™® <0
ov

dir. pde ;ﬁ >0 sonucuna varilir. Béylece ispat tamamlanmisg olur.
v

Uyari: Eger OE sinirindaki maksimum noktada sinira normal olan vektér t eksenine
paralel ise o taktirde Teorem 3.2.2 nin sonuglari gegerli olmayabilir. Clinkii L[u]
parabolik esitsizliginin u ¢dziimleri u nun sabit oldugu bélgeler sahip olabilir. Boyle
bir bolgenin sinir1 t yoniinde diktir ve u siirekli tiirevlenebilir oldugundan u = sabit
olan bolgenin tiim sinirlar boyunca normal tiirevi sifir olacaktir. Ornegin Sekil 3.2.7

de tarali olan bolgenin her noktasinda u maksimum degerine ulasiyor ise /
. du T ..
uzunlugunun tamaminda > stfir olur. Simdi / dogrusunun {izerinde kalan noktalarla

E* bolgesini olusturursak bu bolgedeki u, maksimum degerini / boyunca alacaktir

ve bu dogru boyunca normal tiirevi sifir olacaktir.
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Sekil 3.2.7

L diizglin parabolik ve h, x ve t nin belirli bir fonksiyonu olmak {izere,
(L+h)[u] =0

seklindeki esitsizlikleri igin maksimum prensibini diiglinelim.

Teorem 3.2.3: xt-diizleminin bir E bolgesinde Teorem 3.2.1 in hipotezleri ve h<0

saglansin. Eger E bolgesindeki bir (x,,t;) i¢ noktasinda u fonksiyonu M >0
maksimum degerine ulasiyor ise (x,,t,) noktasimi igeren E deki yatay dogru

pargasinin hemen altinda t=sabit olan tiim yollarda u=M dir.eger negatif
olmayan M, p sinir noktasinda olusuyor ise Teorem 3.2.2 nin sonucu p de gegerlidir.
Ispat: Bu teoremi ispatlayabilmek igin Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 nin ispatindaki
yollar takip edilecektir. Lemmalar da verilen v fonksiyonundaki a parametresini
Oyle biiyiik segelim ki,

(L+h)[v]>0
olsun. Ciinkii h <0 oldugundan w nin negatif olamayan maksimumunda

(L+h)[w]<0
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dir. Gergekten eger,w fonksiyonu bir negatif olmayan maksimuma sahip olsayd: o

noktada ,

(L+h)[w] =0+hM <0

elde edilirdi ki bu (L+h)[w]> 0esitsizligi ile gelisirdi. Bundan sonra ki kisim

Teorem 3.2.1 ile Teorem3.2.2 aymdir. Eger minimum m pozitif degil ise

(L+h)[w] <0

¢ozlimleri i¢in bir minimum prensibi vardir.

3.3. Smur Deger Problemleri I¢in Coziimiin Tekligi

xt diizleminde,
c<x<d , 0<t<T

esitsizlikleri ile bir dikdértgensel E bolgesi olusturalim.

5
v

o?
aXZ

a(x,t) +b(x,t) —:—XV~ - % = f(x,t)

diizgiin parabolik denklemini ve

v(x,0)=g,(x) , c<x<digin
v(e,t)=g,(t) , 0<t<Tigin y
vd,)=g,(t) , 0<t<Tigin

(118)

(119)

sinir kosullarini saglayacak bigimde v(x,t) fonksiyonunu belirleyelim. f fonksiyonu

E boyunca yukarida ki gibi belirtilen bélgelerde verilen g;, i=1,2,3 fonksiyonlar

ile tanimlansin. Sadece maksimum prensibinin 6zellikleri kullanilarak ¢6ziimiin

tekligi gOsterilebilir. Simdi (118) denkleminin (119) sinir kosullarini saglayan tek

bir ¢dziimiintin oldugunu gosterelim. Ortaya konulan bu sonuglara gére, (118) ve
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(119) ile aym f ve g,,i=1,2,3 fonksiyonlarin1 saglayan v, ve v, fonksiyonlarim

alalim.

t{\

gl PO
E
X;
0 C d "
Sekil 3.3.1
u=v,-v,

olacak sekilde bir u fonksiyonu tanimlayalim. E bélgesinde

2
TU b 2P
x ot

a(x,t) pYl

Ve

u(x,0)=0 , c<x<dig¢in
u(c,t)=u(d,t) ,0<t<Tigin

oldugu agiktir. Teorem 3.2.1 den de goriilecegi gibi maksimum prensibine gére E de
maksimum pozitif olamaz ve ayrica her yerde u<0 dir. Aym mantik (-u) ya
uygulanarak E bolgesinde u <0 elde edilebilir. Bu nedenle E de

u=v,-v,=0

dir,
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3.4. Lineer Olmayan Sinir Kosullu Bir Ist Denklemi I¢in Patlama ve Doyum

Problemi

Parabolik tipten operatdrler i¢in maksimum prensibinin hangi kosullar
altinda hangi 6zellikleri sagladifini 6nceki kisimlarda inceledik. Bir boyutlu 1s1
operatdrii de parabolik tipten bir operatér oldugu i¢in maksimum prensibinin biitiin
kosullar1 ger¢eklenir. Bundan sonraki kisimda bir boyutlu 1s1 operatorii igin patlama
ve doyma problemleri olarak bilinen problemlerin ¢6ziimlerinde maksimum
prensibini kullanarak problemlerin ¢dziimlerinin nasil degistigini inceleyecegiz.

Bu kisimda inceleyecegimiz problemin genel sekli,

u, =u, , O<x<l1l, 0<t<T
u, (0,H)=0 , O0<t<T
u, (L,=1fu(l,t)) , 0<t<T
ux,0)=u,(x)>0 , 0<x<1

bi¢imindedir. Boyle bir problem fiziksel olarak [0,1] aralifina yerlestirilmis x =0
ucunda 1s1 degisimi olmayan x=1 de bir f fonksiyonunun etkisi altinda 1s1
degisimine maruz kalan 1sit iletken bir gubuktaki patlama (yani 1sinin kontrol

edilemedigi sonsuz hali) ya da doyma (1sinin kontrol edilemeyecek kadar kiigiik

oldugu hal) problemi olarak bilinmektedir. Eger problem bir doyum problemi ise
x =1 noktasindaki 1s1 degisikligini veren f fonksiyonu p>0 olup f(u)y=-u"
seklinde, eger problem bir patlama problemi ise p>1 olup f(u)=u® seklindedir.
p>0 durumu igin incelenen problemi Problem D, p>1 durumu igin incelenen

problemi Problem P olarak isimlendirip ayr ayri inceleyecegiz.
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3.4.1.Problem D

Boyle bir problemin ¢6zlimiiniin davraniglarini incelemek icin iki yardimci
problemin ¢6ztimlerinin birlestirilmesinden yararlanacagiz. Bu problem bir doyum

problemi olup t— T igin u, u,baslangic 1sisina bagli olarak sonlu bir zamanda
u(1,t) > 0 olmaktadir. Bu T zamanina doyma zamani denir. Ayrica [O,l]x[O,T)

i¢in u 1s1s1 pozitiftir. Problem D nin ¢6ziimii u(.,T), u nun sonlu sayida sifir yerini
veren fonksiyon ve t — T igin u — i olmak iizere,

i, =u, ,0<x<l,t>T
4. (0,)=0,t>T
i(l,t)=0 , t>T
i(x,T) =ux,T) , 0<x<1

probleminin ¢6ziimii olan i fonksiyonu yardimiyla t > T zamanina genisletilebilir.
>0 igin f, e C'[0,0) ve £,(0)=0,

f(s)=-s7", s>g,

fs)<f, (s) <1, (s), s>0 ve g <g,igin

6zelliklerini ger¢ekleyen bir fonksiyon olmak {izere,

€
XX ?

u; (0,)=0, O<t<owo
u; (L, =f,(Ww'(l,t)) , O<t<oo

v (x,0)=u,x)>0 , 0<x<1

u; =u O<x<l,0<t<ow

(120)

&

probleminin ¢6ziimti u® fonksiyonu @ fonksiyonu yardimiyla u nun
genisletilmesidir. Yani u(x,t),0<t<T ve G(x,t),t>T igin u(x,t),0<t <o dur.
p>0 i¢in t=T den daha sonraki zamanlarda problemin ¢6ziimii i¢in cisim i¢inde

1s1 doyuma ulastifindan, ileriki zamanlarda doyumu geciktirme maksatli olarak,
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u=u,—-u?, 0<x<l, 0<t<T
u, (0,)=0, 0<t<T

u(lt)=1, 0<t<T

ux,0)=u,(x) , 0<x<1

seklinde bir problem tanimlanirsa, bu durumda problem D olarak verilen problemin
¢Ozlimii daha ge¢ zamanlarda sifira yaklasacagindan p>0 i¢in ¢6ziim t=T den
daha sonraki zamanlarda da gegerli kalacaktir.

Doyma problemine benzer bir problem patlama problemidir.
Bir patlama (blow-up) noktasmndan kastumz a e[0,1], {x,} <[0,1] varve n—> a

giderken t, = T,x, —>a igin u(x,,t,) = o olmasidr.

3.4.2. Problem P

Eger, patlama problemini
f“(s)=min{s",np} , 20 , neN (121)

olmak {izere u” i¢in

u; =u,, , O<x<1l , O<t<w
u,(0,)=0 , O<t<o
u(L)=£f"Ww"(lt) , 0<t<oo

u'(x,0)=u,(x) , 0<x<1

(122)

seklinde tanimlarsak boyle bir problemin ¢6zimii (x,t) €[0,1]x(T,0) igin
u"(x,t) > dur. Boyle bir problem igin daima patlamanin tamamlanmis olmasi

durumu dikkate alinmaktadir. Yani u” (x,t) = c durumu gergeklesmistir.

Simdi doyum problemi olarak tanimlanan problem D i¢in sogumanin

tamamlanmamasi halini inceleyelim.
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3.4.3. Tamamlanmamis Doyum

Eger u(x,t), p>0 olmak lizere

u, =u,, , O<x<1l, 0<t<T
u, (0,t)=0 , 0<t<T
u (L,y=-u™(t), O0<t<T
ux,0)=u,x)>0 , 0<x<1

(123)

probleminin T doyum zamanindaki ¢6zlimii ise, T den sonraki zamanlarda da dogal

olarak u nun bir stirekliligi vardir. t - T igim ¢6ziim T =T(u,) baslangi¢ 1si1sina
bagl olarak doydugundan ¢ubuk {izerindeki diger noktalarda da u fonksiyonunun
sifira yaklagsmasi beklenmektedir. Is1 kararli duruma geldiginde baslangig 1s1s1 olan
u, igin

u, € C'([0,1]) ve u,(0)=0 , u,(1)=-us?(1)

bagdasabilirlik sartlarinin saglandigini kabul edelim.

Lemma 3.4.3.1: Kabul edelim ki 0 <& <u,(1) olsun. Bu durumda (120) probleminin

u® seklinde verilen kogullar1 saglayan bir tek ¢oziimii vardir. Bu ¢oziim

u® e C*'([0,1]x[0,7]) ve her bir T> 0 icin

@) u* >0 (xt)e[0,1]x[0,)
(i) u® <u® , O<g <g, ve (xt)€[0,1]x[0,)
(iii) v*2u , (x,t)€[0,1]x[0,T)

kosullarim gergekler.
Ispat: (i) Maksimum prensibi geregince € > 0 igin

w* <K=max u,(x
0<x<1 0( )

oldugu agiktir. Eger cisim igindeki baz1 (x,,t,) igin u’(x,,t,) =0 ise problem
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doyum problemi oldugu i¢in genellikten bir sey kaybetmeksizin kabul edebiliriz ki

t <t, igin u® >0 dir. Yani u® pozitif ve genel olarak tanimlanmistir.

(ii) u*® nun & daki monotonlugunu gdstermek i¢in
w=u"-u®? , O<g <g,
fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Bu durumda,

—1 & _
W, =4, U,
—_ & _ 1%
wx - ux ux
— g _ &
wxx - uxx uxx

W =W = (U'tel - u:’z ) - (umal - uiz\

= (U —u )= (P - ug

=0-0
=0
oldugundan,

wo=w_ , O<x<1l , O<t<ow

w (0,t)=u}(O0,)—u2 (0;t) , O<t<e
=0-0
=0

w (L) = ul(,)—u? (L,t) , O<t<w

=1, (u (1,9) £, (W™ (1,))

w(x,t) =u® (x,t) ~u®?(x,t)

w(x,0)=u"(x,0)-u”(x,0) , 0<x<l
=1,(x) - uy(x)
=0

esitsizliklerini saglar. w=u® —u® olarak tanimlanan fonksiyon yukaridaki gartlari
sagladigindan ve problem bir doyum problemi oldugundan w nin giderek
azalmasindan, w <0vew €[0,1]x[0,o0) alinmas: maksimum prensibine uygundur.
Maksimum prensibine gore kapalr aralikta stirekli bir fonksiyon maksimum degerini

ya baslangi¢ aninda yada x =0 veya x =1 ug noktalarinda alir.
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O halde 6(1,t) degerleri igin,
w, (1) =1, (0% (1,0) - £, (u* (1,0)
esitliginin sag tarafina
£, (u™(1,1)
degeri eklenip cikartilirsa
w, (LY =(f, @ (L) -f, @ (LO)+E, @ (1,0)~-f, @ (L)  (124)
olacaktir. s>0 ve g <&, igin
f(s)<f, (s)<f, (5)
fnin & da ki azalmayanlig1 kullanilirsa,
f, (W (L,O)-f, (u*(1L,)) <0
yazilabilir. O halde bu ifade (124) esitliliginden ¢ikartilirsa sag taraf daha da
biiyliyecektir. Kalan ifade
u®(1L,t)—u2(1,1)
ile carpilip boliiniirse

(u (L) -1, (™(1,1)
u®(1,)—u®(1,1)

f
w, (1) <2 (v (1) -u2(L0)

=, (6(1,))W(L,D)

elde edilir. Simdi bu esitsizligi yorumlayalim. u® >u® oldugunu kabul edelim. Bu

durumda f, fonksiyonunu azalmayan bir &zellik gdsterecektir. Dolayisiyla tiirevin

isareti pozitif olacaktir. u™ >u® oldugundan w(1,t) fonksiyonu da pozitif olacaktir.

Bu ise w fonksiyonunun x =1 noktasinda artan olabilecegini s6ylemektedir. Oysa w

fonksiyonu doyma problemi oldugundan x=1 noktasinda hi¢ 1s1 artis1
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olamamaktadir. Dolayisiyla se¢imimiz yanlistir. O halde u® <u®dir. Gergekten

f, (0(1,9)) >0 ve u* <u™ dzelliginden w(1,t) <0olupw, (1,t)<0 olmaktadir.

fs, (S) I

Sekil 3.4.3.1

(ii1) Bu sikkin ispat1 i¢in u® ile u fonksiyonunu karsilastiracagz.

v(x,t)=lei_r)rgua(x,t) ,  (x,1)€[0,1]x[0,0) (125)
olsun. Buradan,

v(x,0) = £i_r)r01(u‘(x,0)) =u(x,0)=u,(x)>0 , 0<x<1
elde edilir.

v(x,t), u®(x,t) fonksiyonu yardimiyla tanimlandigindan ve u® problemi
sagladigindan v fonksiyonu da 1s1 denklemini saglayacak ve yine u®>0
oldugundan v >0 olacaktir. u* ile u problemlerinin baslangig 1silar1 aynidur.

fs)<f, (s)<f, (s), s>0 ve g <¢, i¢in
ozelligi kullanilirsa u® fonksiyonu igin x =1 noktasindaki 1s1 degisikligi, u
fonksiyonu igin x =1 noktasindaki 1s1 degisikliginden negatif olarak daha biiyiiktir.

Bu ise bize u® fonksiyonu ig¢in x=1 deki degisikligin daha az olacagmi
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sGylemektedir. O halde (120) problemi (123) probleminden daha ge¢ doyacaktir. O

halde

dir.
Lemma 3.4.3.2: Eger t, € (0,T) ise
v, (xt) =-v?(,1)
dir.
Ispat: t, e (t,T) olsun. § ,u®1sisinin alt siirlarindan herhangi biri olmak iizere 6yle
<c olup u® siurhdur.

bir ¢ > 0 sayist bulunabilir § <u® < Kve [0,1]x[0,t,] igin [u®

Burada 3,K ve c ler e €(0,u,(0)) dan bagimsiz degerlerdir. [11,7eorem 13,16] ya

<M olacak sekilde en az bir tane bir M >0

gore a =a(3,K,C,p) dir.|ul
sayis1 bulunabilir. &> 0 i¢in f, € C'[0,0) ve £,(0)=0,
f(s)=-s"", s2eg,
f(s) <f, (s) <1, (s), s >0 ve g <&, i¢in

normunun supremumu da sonsuzdan kiiciik birakilabilir. Ctinkii

oldugundan |u;

[an)
w
m
m
N

S
=

N f,(s)
f, (S)fi--Y----+ ">
Ol
fs)L -\
J Sekil 3.4.3.2
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dir. Dolayisiyla u} nun c™ (10,1]x[0,t,]) normu & da diizgiin siurli oldugundan

terim terime limit alinabilir. O halde
us (1,t) =£, (u*(L,t))

sinir sartlarinda limit alalim.
lirrol us (L, = lirrg £ (u*(1,t))
Ve (1 7t) =-v? (19 t)

elde edilir.

Lemma 3.4.3.3: t=2Tigin
v(l,)=0
dir.
Ispat: U(x)= " (1-x)+ u fonksiyonu
U"=0 , U@=-U"Q10) , Ul)=g

ozelliklerini saglar. Gergekten,

Ux)=p"(-x)+pu
U =u
Ux)=-x"=-U"(D)
U'(x)=0

dir. u < u,(1) segelim. O zaman ,

- . -p
-y <r[r311111u{, ve u7°>uy(0)

dir. buna gére U ve u, fonksiyonlar1 g6z 6niine alinirsa 2 > 0 sayist igin U(x)
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azalan bir fonksiyondur. U ve u, fonksiyonlarmnin sagladig: 6zellikler gz 6niine

alinirsa > 0 sayisi igin bu fonksiyonlar,

Sekil 3.4.3.3

seklindedir. O halde U veu, sadece bir kez kesisir. Eger & nu yeterince kiigiik

segersek bazi t, € (0,T) i¢in
u®(Lty) < g =u(l)
dir. Ciinkd,
v(x,t) = 181_r>r01 uf(x,t)
e — 0 a giderken u®(1,t) sifira yaklasmaktadir. t de u®(.,t)—U farkinin sifirlarinin
sayis1 artmayan oldugu i¢in, t 2 t, i¢in fark sifira esit olmalidir. & sayis1 yardimiyla
t>t,icin u®(l,t) degerini istedigimiz kadar kiigliltebilecegimizden dolayi,
u (1)< i
w10 <l
v(l,t) < u

dir. u keyfi degeri istenildigi kadar kiigiik secilebildiginden t>T igin
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v(l,H)=0
dur.

Bu sonuglara dayanarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.4.3.1: (125) ile tanimlanmuis v fonksiyonu

v,=v,, 0<x<l ,t>0
v,0,)=0 , t>0
v.(Ly=—vP({1t) , 0<t<T
v(l,)=0 , t=2T
vix,0)=u,(x) , 0=<x<l

saglar. t<T igin (123) Uin ¢6zimii olan u ile ¢akisir.

3.4.4. Tam Patlama

U, =u, , O<x<l, 0<t<T
u, (0,5)=0 , 0<t<T
u, (I,y=uP(1,t) , 0<t<T
ux,0)=u,x)>0 , 0<x<lI

(126)

p>1 olmak tizere yukaridaki problemin patlama problemi oldugunu biliyoruz. Eger
t =T anini u nun patlama (yani sonsuza ulagma ) an1 olarak géz 6niine alip,

u,(0) =0 ve u, (1) =ub(1)
oldugunu kabul edelim.

K =maxu,(x
0sxs! 0()

ve her n>K igin " yi (121) deki gibi yani,
f'(s)= min{s",n"} , 20 , neN
seklinde tanimlayalim. Kabul edelim ki " Lipschitz sartina uygun bir fonksiyon ve

u,(1) = £"(u, (1)) 6zelligini saglasm. O halde
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£ (uy (1)) = min { (u, (1))",0"}

=u0p(l)

:uo'(l)
Eger n>K ise daha Once verilen (122) probleminin ¢6ztimii sinira kadar

yani x=0 dan x=1 eyada t=T ye kadar stirekli bir fonksiyondur.

Lemma 3.4.4.1: (122) probleminin u" seklinde bir tek ¢6ziimii vardir. Oyle ki bu
¢Ozim,

i) u">0 , (x1)€[0,1]x[0,0) igcin
i) u"<u™ ,  (x,t)€[0,1]x[0,0) igin
i) u"<u ,  (xt)€[0,1]x[0,T) i¢in

sartlarini saglar.

Ispat: (i) u"(x,t) =K +nP(t+ 523) seklinde bir fonksiyonu géz ¢niine alalim. Bu

fonksiyon pozitif bir ¢6ziimdiir. Gergekten,

n no_
u' —u, =0
n®—-n*=0

u; (x,t) =n"x
u; (0,)=n".0=0

' (1,0 =£" (u"(1,1)

=min {(u" (l,t))”,np}
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" (LY))’ = (K +n°(t+%))P° >nP
dir.Bu fonksiyon (122) nin tiim sartlarin1 saglayan pozitif bir ¢6ziimdiir. Dolayisiyla
u" >0 dir.

(ii) u" <u™'dir. Gergekten,

2

u" (x,1) =K+n"(t+%) (127)

2
u™(x,0) = K+ (0 +1)P(t +~X2—) . (128)

p>1 i¢in (128) ifadesi her zaman igin (127) ifadesinden biiyiiktiir. Ancak x =0 ve
t =0 icin, (127) ve (128) ifadeleri birbirine esit olacaktir. O halde,

un < un+l

elde edilir.
(iii) t< T i¢in u" <u oldugu agiktir.
v(x,t)=li_r)1;u"(x,t) , 0<x<1 , t20 (129)
seklinde bir fonksiyon tamimlayalim. Lemma 3.4.3.2 ye benzer sekilde te(0,T)
icinv_(1,)=v"(1,t) oldugu gosterilebilir. O zaman O<t<T igin ¢Ozlimiin
tekliginden v(x,t) = u(x,t) oldugu agiktir.
Lemma 3.4.4.2: t2T i¢in v(1,t) =co dir.
Ispat: Lemma 3.4.3.3 {in ispatina benzer sekilde hareket edilecektir.
Ux)=pu+uf(x-1) , u>0
fonksiyonunu distinelim. Bu fonksiyon
u'=0 , UM=U1) , UD=u

nin ¢oziimiidiir. 4> max {l,u,(1)} segilsin ve u” > max u; olsun. U(x) fonksiyonu
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artan bir fonksiyondur. Ciinkii
UX)=u”>0

dir.

v

o I

Sekil 3.4.4.1

olur. Boylelikle U ve u, sadece bir kez kesisir. Eger n yi yeterince biiyiik segersek
baz1 t; € (0,T) iginu"(1,t,) > g =u(l) dir. Ciinkii n —> o iken u"(1,t) = o olur.
u”(,,t) = U nun sifirlarmin sayisi artmayan oldugu i¢int > t, iken u"(1,t) > u
ozelligi daima vardir. n — oo a giderken u”(1,t) degeri istenildigi kadar biiyiik
secilebilir.

Sonug olarak alman her t degeri i¢in u"(1,t) > g olabiliyorsa t > T i¢in

v(L,t)=o0
dur.

_(x-y)

) B 1
I'(x,ty,7)= ___\/‘ht(t——r) exp[ o) J,

olsun. Bu ifade bir boyutlu 1s1 denklemi igin temel ¢6ziimdiir. x € (0,1) igin (122)

nin ¢6ztimii olan u" fonksiyonunun
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I

t
w0 = [u" ()0 Getyt )y + [ @ (LD (s 1,0de
0 4
t t
- furor, (xs10de+ [ur @O0, (50,0dr,  t>1,20
f Y

seklinde ifade edilebilecegini hatirlayalim.

X—-y
2(t—'c)

I, xty,n) = I'(x,ty,v)
oldugundan t>T , 0<x <1 ve n— o iken
t
uh(x,t) 2 j £ (" (1,O)(x,t;1,1)dT — oo
T
elde edilir. Sigrama iliskisine gore,
I t
%u“(o,t) = [o" r)0O6y.4)dy + [ (L)IO51,7)de
0 Y

1
_ Iu" (Lor,O6L0dt , t>t,20
4
ve t>T,n— o iken
t .
%u" 0,02 [f"@"(LYIOL1Lrdr—> o
T

dir. Bu ise agagidaki teoremi ispatlar.

Teorem 3.4.4.1: (129) da tamimlanan v fonksiyonu t < T i¢in problem P nin ¢6ziimi

u ile gakisir ve (x,t) €[0,1]x (T, ) igin v(x,t) =co dur.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu gahismada 6ncelikle bir boyutlu uzayda maksimum prensibi incelenmistir.
Parabolik tipten operatdrler i¢in maksimum prensibi ve lineer olmayan sinir
kosullar1 ile verilen 1st iletimi problemi i¢in patlama ve doyum problemleri ile
tamamlanmis patlama ve tamamlanmamis doyum problemleri incelenmis olup

doktora dncesi temel bir kaynak olacak gekilde ¢alisma yapilmstir.
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