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OZET

DIFERENSIYELLENEBILIR MANIFOLDLAR VE I. MERTEBEDEN

DIFERENSIYELLENEBILIR DENKLEMLER

CiZMECI, NURDAN
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Halit GUNDOGAN

Haziran 2005, 90 sayfa

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir.
Ikinci bolimde temel kavramlar, diferensiyellenebilir manifoldlar, manifold
topolojisi ve manifold iizerinde tiirev konulari ele alinmistir. Ugiincii bdliimde vektdr
alanlar1  kullanilarak diferensiyellenebilir manifold iizerinde I. mertebeden
diferensiyel denklemler ele alinmis ve Orneklerle incelenmistir. Dordiincii boliim

tartisma ve sonug i¢in ayrilmistir.

Anahtar kelimeler: Diferensiyellenebilir manifoldlar, vektér alanlar1 ve I

mertebeden diferensiyel denklemler



ABSTRACT

DIFFERENTIABLE MANIFOLDS AND DIFFERENTIAL EQUATIONS OF

FIRST ORDER

CiZMECI, Nurdan
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Advisor: Assoc. Prof. Dr. Halit GUNDOGAN

June 2005, 90 pages

This thesis consists of four sections. The first section is reserved for
introduction. In the second section, we give basic concepts, diferentiable manifolds,
the topology of a manifolds and differentiation on a manifold. In the third sections,
the vector fields are used to differential equations of first order were investigated on

the related examples. The forth sections is reserved for disscussion and conclusion.

Key words: Differentiable manifolds, vector fields and differential equations of first

order
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1. GIRIiS

1.1. Kaynak Ozetleri

Temel kavramlar i¢in Differentiable Manifolds (R. S. Clark and F. Brickell),
Lineer Cebir (H. H. Hacisalihoglu) ve topolojik kavramlar i¢in Topoloji (C. Yildiz)
adli kitaplardan faydalanilmistir. R. S. Clark and F. Brickell, Differentiable
Manifolds adli kitabinda diferensiyellenebilir manifoldlari, manifold tizerindeki
topolojik yapiyr ele almistir. Ayrica manifold {izerindeki tlirevi kullanarak vektor
alanlarim ve I. mertebeden diferensiyel denklemleri incelemistir. Ornekler icin

Diferensiyel Geometri I. Cilt (H. H. Hacisalihoglu) adl1 kitaptan faydalanilmistir.

1.2. Cahismanin Amaci

Diferensiyellenebilir manifoldlar, manifoldun C® yapisindan indirgedigi
topolojinin bazi temel ozellikleri ve manifold iizerinde 1. mertebeden diferensiyel

denklemlerin ele alinmasi ve bunlarin 6rneklendirilerek incelenmesi amaglanmustir.



2. MATERYAL ve YONTEM

2.1. Topolojik Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1: (Global Fonksiyon) A= O,B# < olmak tizere f:4—> B bir
fonksiyon olsun. fin tanim kiimesi Domf — A ve deger climlesi rangef — B ile

gosterilecektir. Eger Domf = A ise f’ye global fonksiyon denir [1].

Domf =U olmak tlizere U NV #O olacak sekilde bir V' ciimlesi varsa

fl,:UnV > B
x> [, (x)=f(x)

fonksiyonuna f’in V climlesine kisitlanmist denir.

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e fonksiyon denildiginde global olmayan

fonksiyon anlasilacaktir.
Tanim 2.1.2: (izdiisiim Fonksiyonu)
A#,A,# D iki climle olsun.
A x4y ={(ay,a,)a, € 4,,i=12}
climlesine 4, ve 4, ciimlelerinin kartezyen ¢arpimi denir.

P:A x4, —> A
az(al,az)eﬁ(a)zai,izl,Z

fonksiyonuna i. izdiisiim fonksiyonu denir [1].



Tamim 2.1.3: (Ozdeslik Doniisiimii) 4 = & bir ciimle olmak iizere

id:A—> A
x—id(x)=x

seklinde tanimlanan doniisiime A ciimlesi iizerinde 6zdeslik doniistimii denir.

Tanim 2.1.4: (Topoloji, Topolojik Uzay)S # & ciimlesinin alt ciimlelerinin bir

ailesi 7 olsun. Eger,

)Ser,ber

ii) UA; er,V4, er

iii) ﬂA[ er,V4, et
i=1
aksiyomlar1 saglaniyorsa 7 ailesine S iizerinde bir topoloji (S ,r) ikilisine de
topolojik uzay denir. 7 'nun elemanlarina S’nin agik alt climleleri denir [4].

Tanim 2.1.5: (Baz, Temel Acik Ciimle, A¢ik Ciimle) S # & bir ciimle ve 3, S ’nin

alt climlelerinin bir ailesi olsun. Eger,

B =S,VB s
ii) VB,,B, €8, B, "B, #Q iken B, NB, =| | B,

Ozellikleri saglanirsa ®’ye S tizerindeki bir topoloji i¢in bir baz, B’ nin elemanlarina da

temel agik climleler denir [4].



B bazindaki temel acik ciimlelerin birlesimi olarak yazilabilen §’in bos
climleden farkli elemanlarima S’de ® bazindan elde edilen topolojiye gore acik

climleler denir [4].

Tanmim 2.1.6: (Komsuluk, Komsuluklar Bazi) (S,r), bir topolojik uzay ve s e S

olsun. s € 4 ve A et olacak sekilde bir A climlesi varsa A’ya s’in bir komsulugu

denir [1].

Buna gore bu caligmamizda komsulugun bir agik ciimle olduguna dikkat

edilmelidir. Ayrica s’nin komsuluklar ailesi N(s) ile gosterilirse,
N(s)z {A|s €eAe r}
dir.

B(s) N(s) ailesi verilsin. Eger VV e N(s) i¢in U cV olacak sekilde
3U e B(s) varsa bu ®B(s) ailesine s € S noktasinda bir baz veya s €S noktasinda

komsuluklar taban1 denir [4].

Tanum 2.1.7: (Siirekli Fonksiyon) S ve T herhangi iki topolojik uzay ve f:S > T
bir fonksiyon olsun. Eger V¥ e N(f(s)) i¢in f(U)c ¥V olacak sekilde 3U e N(s)

varsa f’e s € S noktasinda siireklidir denir [4].

Tanim 2.1.8: (A¢ik Fonksiyon) S ve T herhangi iki topolojik uzay ve f:S — T bir

fonksiyon olsun. YU < Domf" agik iken f (U ) c T agik ise f’ye acik fonksiyon denir

[4].



Tanim 2.1.9: (Homeomorfizm) S ve T herhangi iki topolojik uzay ve f:S — T bir

fonksiyon olsun. f; 1:1, siirekli ve acik ise f’ye bir homeomorfizm denir [4].

Tanim 2.1.10: (Kapah Ciimle) (S ,z') topolojik uzay olsun. S —U € 7 olacak sekilde

bir U c § ciimlesine U kapalidir denir. Kapali ciimlelerin ailesi 7 ile gdsterilir [4].
Tamim 2.1.11: (Kapams, I¢, Simir) (S,r) topolojik uzay ve 4 < S olsun. 4 nin igi
Ao ile gosterilir ve

AO=U{U|UCA,UET}
olarak tanimlanir. 4 nin kapanisi A ile gosterilir ve

A=NU|4cv,Uerc]
olarak tanimlanir. 4 nin sinir1 04 ile gosterilir ve

oA=A- A

olarak tanimlanir [4].
Tanim 2.1.12: (Alt Ciimle Topolojisi) (S,T) topolojik uzay ve 4 < S olsun.

T, ={AmU |U ez‘}c P(4) olmak iizere 7,, A iizerinde bir topolojidir. (4,7,)

topolojik uzay1 (S , z') topolojik uzayinin alt uzayidir [4].

Tanim 2.1.13: (Ayirma Aksiyomlari)



(S , z-), bir topolojik uzay olsun.

T, Ayirma Aksiyomu:
p # g olacak sekildeki Vp,g € Sicin3 U € N(p), Ve N(q) 3peV,qgeU sarti

saglaniyorsa (S , r) topolojik uzay1 7, ayirma aksiyomunu saglar denir [4].

T, Ayirma Aksiyomu:
p # q olacak sekildeki Vp,q € S icin3 U € N(p), Ve N(q) >5U NV = sarti

saglaniyorsa (S , r) topolojik uzay1 7, ayirma aksiyomunu saglar denir [4].
T, ’yi saglayan bir uzaya Hausdorff uzay denir [4].

Tamm 2.1.14: (Agik Ortii, Alt Ortii) (S,7), bir topolojik uzay ve ¢ — 7 olsun,

UU =S ise ¢’ye S’in bir agik Ortiisii denir. S’nin ¢, < ¢ olacak sekilde ¢, agik

Uep

Ortlisii varsa ¢, ’e @ ’nin alt Ortiisii denir [4].

Tanmim 2.1.15: (Kompakt Uzay) (S,r), bir topolojik uzay olsun. S’in her agik

oOrtlistinlin sonlu bir alt ortiisti varsa (S ,7)’ya kompakt topolojik uzay denir [4].

Tanmim 2.1.16: (Lokal Kompakt Uzay) (S,z'), bir topolojik uzay olsun. S’in her

noktasinin kapanis1 kompakt olan bir komsulugu varsa S’ye lokal kompaktdir denir

[4].

Tamim 2.1.17: (Baglantii(irtibath) Uzay) (S,z'), bir topolojik uzay olsun. S ayrik

aciklarin birlesimi seklinde yazilamiyorsa S’ye baglantilidir veya irtibatlidir denir [4].

Tanim 2.1.18: (Sayilabilirlik Aksiyomlari) (S , r), bir topolojik uzay olsun.



S’nin her noktasinin sayilabilir komsuluklar1 varsa (S,z') topolojik uzayina

sayilabilirligin birinci aksiyomunu saglar denir.

S, sayilabilir bir baza sahipse (S ,r) topolojik uzayina sayilabilirligin ikinci

aksiyomunu saglar denir [4].

Tanim 2.1.19: (C® Fonksiyon) Her mertebeden diferensiyellenebilir bir fonksiyona

C” fonksiyon denir [1].

Tanim 2.1.20: nxm-tipinden reel matrislerin climlesi M (nxm,IR) ile

gosterilsin. f: /R" — IR" bir C” fonksiyon olmak {izere

J; IR" —> M(nxm,IR)

2> J ()= J(f2) = {% (z)}

J

ile tanimlanan J(f,z) matrisine z € IR™ noktasinda f fonksiyonun Jakobiyen

matrisi denir [1].

Tamim 2.1.21: f:IR" — IR" fonksiyonu 1:1, fve f',C* ise f’ye

diffeomorfizm denir [1].

Teorem 2.1.1 (invers Fonksiyon Teoremi):

fIR" — IR" bir diferensiyellenebilir fonksiyon ve bir z € Domf" igin

det(J(f,z)) # 0

ise 3V € N(z) vardir 6yle ki f |, bir diffeomorfizmdir [1].



Tanim 2.1.22: f :IR" — IR" olsun. Eger Vz € Domf i¢in 3V € N(z)> [ |,

diffeomorfizm ise f ’ye lokal diffeomorfizm denir [1].

Teorem 2.1.2: f:IR" — IR" fonksiyonu lokal diffeomorfizm ve 1:1 ise f bir

diffeomorfizmdir [1].

2.2. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 2.2.1:

M # & bir cimle olsun. x: M — IR" bir fonksiyon ve Domx =U c M

olmak tuzere

Hl)x, 1:1

H2) rangex c IR" agik

ise x’ e M’ de n -boyutlu bir harita denir ve (U, x) ile gosterilir [1].

Tamum 2.2.2: M bir ciimle ve (U, x), M’nin n-boyutlu haritas1 olsun. p,, IR" 'nin
i. koordinat fonksiyonu olmak iizere x, = p, ox fonksiyonuna M’nin (U,x)

haritasina gore i. koordinat fonksiyonu denir (1<i <n).



<y

(@)= (x () x (P, &y ':P)}

Py

Sekil 2.2.1

Tanim 2.2.3:

M = bir ciimle, (U,x) ve (V,y) M’ de UV # I olacak sekilde iki

harita olsun.

Sekil 2.2.2

Eger yox™' :IR" — IR" fonksiyonu bir diffeomorfizm ise M de (U,x) ve

(V, ) haritalart uyumludur veya bagdasabilirdir denir [1].



Tanim 2.2.4: M # bir climle ve A:{(Ul.,xi)|ie[},M ‘nin haritalarinin bir

koleksiyonu olsun. Eger

A Yu,=m

iel
A2) Vi, jel i¢in U, NU, # O olacak sekildeki V(U,,x;),(U,,x;) € 4
haritalart uyumlu
ise A4’ ya M ’nin bir C” atlas1 denir [1].
Ornek 2.2.1: S' = {(sin27s,c0s275)| s € IR}

U ={(sin27zs,cos275)0 < s <1} §’

5
S,
1 1 s
0
|
Sekil 2.2.3

x:U —> IR
p=(sin27s,c08275) > x(p)=s

10



H1) x,1:1 dir.
H2) x(U)=(0,1)c IR, agik

oldugundan (U ,x), S' icin 1-boyutlu bir haritadur.

U’:{(sin2ﬂs,0052ns}—%<s <%}c !

X
[ |
1
Ur
-1 0 1
-1
Sekil 2.2.4

x":U"— IR
q=(sin2zs,cos2zs) > y(q)=s

H1) x',1:1
o 11
H2) x'(U") = (—5,5) c IR acik

oldugundan (U’,x"), S' i¢in 1-boyutlu bir haritadir.

11



A= {(U ,X), (U ',x')} ciimlesinin S' ’in bir C* atlas1 oldugunu gosterelim.

A ULU =5'

A UNU' #@
1
—<s5=l Deg «—
2

Sekil 2.2.5

1
0<s<— icin
5 ¢

or o) (01 = e B

oldugundan x'ox~' fonksiyonu dzdeslik fonksiyonu olup diffeomorfizmdir.

l<s<1 icin
> Y

(x o x Elj - (—%,oj = (xox)s)=s-1

oldugundan x'ox~' polinom fonksiyonu olup diffeomorfizimdir.

O halde (U,x) ile (U',x’) uyumludur. (A1) ve (A2) aksiyomlari geregince

A={U,x),U",x")} S'inbir C* atlasidur.

12



Ornek 2.2.2: M ={(s,0)| -1<s <1}U{(s,5)| 0 < s <1} ciimlesi iizerinde

Sekil 2.2.6

U={s:0)-1<s<1}

Sekil 2.2.7
V = {(S,O)]—1<SSO}U{(S,S)\ 0<s<1}

1

_/

1 0
Sekil 2.2.8
x:U— IR
(s,O)—) s
H1) x, 1:1

13



H2) x(U) =(-1,1) c IR acik
oldugundan (U,x) M i¢in 1-boyutlu bir haritadir.

yv:V —> IR
(5,0) > s

(s,8) > s
H1) y, 1:1
H2) y(V)=(-11)c IR agik
oldugundan (V,y) M i¢in 1-boyutlu bir haritadir.
{U,x),(V,y)} M iginbir C* atlas degildir. Ciinkii
AUV =M

A2) UV ={(s,0)]|-1<s<0}

olup x(UnNV)= (— l,O]c IR dir. Dom(yox™") acik olmadigindan yox™" siirekli
degildir. O halde diferensiyellenebilirliinden bahsedilemez. Dolayisiyla yox™
diffeomorfizm degildir. (U,x)ve (V,y) haritalar1 uyumlu degildir. (A2) aksiyomu

saglanmadigindan {(U ,X),(V, y)} M igin bir C” atlas degildir.

Tanmum 2.2.5: Bir M ciimlesi lizerinde birden fazla C” atlas tanimlanabilir. 4, ve 4,

M tiizerinde IR" igine iki atlas olmak lizere A4, U A4,, M lizerinde bir C” atlas ise

A, ve A, atlaslarma denk atlaslar denir [1].

14



Ornek 2.2.3: S' = {z € IR* || 2= 1}
U= {(sin 27rs,cos27rs)|0 <s< 1}|

x:U —> IR
p=(sin2zs,cos2xs)—>x(p)=s

(U,x), S' igin bir haritadr.
, . 1 1
U'=:(sin2zs,co82mrs|——<s<—
2 2

y:U" > IR
p = (sin2ms,cos2ms) —> y(p) =s

(U',y), S' igin bir haritadur.
A = {(U,x),(U’,y)} , S'icin C” atlastir.
S' {izerinde bir A4, atlasi tanimlayip A4, ve 4, atlaslarmin

denk oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

j:S' > IR?
(Zl,Zz)—)j(Zl,Zz):(Zl,Zz)

dogal 1:1 doniisiimiinii ele alalim.

4 ={(zl,zz)e S1| zZ, >O}c S!

15



=

L
—1]
=

Sekil 2.2.9

X1 :Pz°j|Vl:V1 _)(_1’1)

(z,,2,) = z,
H1l) x,1:1
H2) x,(V,) = (-L]) cIR acik
oldugundan (V' ,x,), S' igin 1-boyutlu bir haritadr.

V,={z.2,)€5" |z, <0)f= §'

Sekil 2.2.10

16



X, =Pyojl, V, > (=L1)

(z,,2,) >z,
(V,,x,), S' igin 1-boyutlu bir haritadir.

V,={z.2,)€58" |z, >0)|= §'

>
U

17 0 17
Sekil 2.2.11

X3 :F)loj|V3:V3 — (=L1)

(21,2,) >z,
(V,,x;), S' igin 1-boyutlu bir haritadir.

V,={(z.2,)eS |z, <0)}c §'

Sekil 2.2.12

17



X, =Bojly, V> (LD

(z,,2,) > z,
(V,,x,), S' igin 1-boyutlu bir haritadir.

4, = {(Vp X)), (Vzaxz ), (V3,x3 ), (V4,x4 )}, S' icin bir C* atlasidir. Gergekten,

A1)L4JV,.=S1

i=1

A2) V, NV, =D

»
1
Vi
L X
-1 0
Sekil 2.2.13

X, 0%, i x,(Vy V) = x,(V, V)
(_150) - (0:1)

s = x,(x;'(8)) = x,((s,N1=5%))

=v1-s’

x, ox,  fonksiyonu polinom fonksiyonu oldugundan diffeomorfizmdir.

vinv, #d

18



1¢

Sekil 2.2.14

x,oxy  1x,(V, N V) = x,(V, ")
(0,) = (0,1)

s — x, (x5 () = x,((s,M1=57))

=+1-5"

X, ox{1 fonksiyonu polinom fonksiyonu oldugundan diffeomorfizmdir.

Benzer sekilde x, ox, ', x,ox,” doniisiimleri de diffeomorfizmdir. 4, de

bulunan haritalar uyumludur. O halde 4,,S' igin bir C* atlastir. Simdi 4, ve 4,

nin denk atlaslar oldugunu gosterecegiz. Yani;

A4, 04, ={ U,x),U",x)(V,x),Vy,x,),(V5,x3),(Vx,)

ciimlesinin S' icin bir C* atlastr.

4
ADUVU () =S

i=1

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
A2) xox; ,XoX, ,X0X; ,X0X, ,yoX, ,VOoX, ,YyoX; ,V0X,

diffeomorfizmdir.

19



x, ox" i x(U NV = x,(UNT)
1
0,—)—> (-11
0.2)—=> LD

s — x,(x7'(s)) = x,(sin 27 5,c08 27 5) = c0OS27 §

1

x, ox~ diffeomorfizmdir. Benzer sekilde digerlerinin de diffeomorfizm

oldugu gosterilebilir. O halde 4, ile A, birbirine denktir. Bu denklik 4, ~4, ile

gosterilir.
Ornek 2.2.4: E = {(sin 2s,sins)|s € IR}
U= {(sin2s,sins) |0<s < 27z}

x:U—>IR

(sin2s,sins) —> s

Sekil 2.2.15

H1) x;1:1

H2) x(U) =(0,27) < IR, acik

20



(U,x) , E’nin 1-boyutlu haritasidir.

A4, = {(U, x)} , E’nin bir C* atlasidir.

V= {(sin 2s,8in8) |- <s< 7Z'}‘

y:V —> IR

(sin2s,sins) —> s

Sekil 2.2.16
H1)y, 1:1
H2) y (V)= (—n,7) IR ,agik
(V,y) , E’nin 1-boyutlu bir haritasidir.
4, = {(V, y)} , E’nin bir C” atlasidir.

A4,V A, ={(U ,X), [V, y)} climlesinin E i¢in bir atlas olup olmadigim

inceleyelim.
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A)UUV =E
A UNV #D

yoxix(UnV)— y(UnNV)
0,27) > (-7, )
s = (yox™)(s) = y(x7'(s)) = y(sin2s,sins) = s & (-7, 7)

oldugundan fonksiyonu parcali tanimlayacagiz.

K , O<s<urxm
(yox)s)=<s-7 , s=nx

s=2r , 7w<s<2w
i) yox ', 1:1
if) lim (yox™)(s) = -7
lim (yox')s)=7
yox ' (m)=0

oldugundan s=7 de siirekli degildir. yox™', se (0,27[) icin diferensiyellenebilir
degildir. O halde diffeomorfizm degildir. Dolayisiyla (U, x),(V,y) haritalar1 uyumlu

degildir. Oyleyse 4, U 4,, E'nin C” atlasi degildir.

Tanim 2.2.6: M ciimlesinin bir A, C” atlast M ’nin higbir atlasi tarafindan

kapsanmiyorsa A4 atlasina M ’nin bir tam atlasi denir [1].

Teorem 2.2.1: M ’nin IR" icine herbir C” atlasi bir tek tam atlas i¢indedir [1].
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Tanim 2.2.7: Bir M ciimlesinin /R" igine bir C” tam atlasina M ’de

n-boyutlu bir C* yap1 denir [1].

Tanum 2.2.8: Verilen bir n-boyutlu birC” yap1 ile birlikte M ciimlesine bir n-

boyutlu diferensiyellenebilir manifold denir [1].

Bundan sonra diferensiyellenebilir kavrami kisaca dif.bilir olarak ifade

edilecektir.

2.3. Diferensiyellenebilir Fonksiyonlar

M,, n-boyutlu M ,, m-boyutlu difbilir manifoldlar olsun. Bir
f:M, > M, fonksiyonunun dif.bilirligini tanimlayacagiz. (U,x) ve (V,y)

sirastyla M| ve M ,’de birer harita olsun.

Ml
S
a ¥
' Y
IR* £ - R™
Sekil 2.3.1
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F =yo fox™ fonksiyonuna f fonksiyonunun bir koordinat temsilcisi denir.

Eger F, x(m) € IR" de difbilirise f’ye m e U < M, ’de dif.bilirdir denir. [1]

Teorem 2.3.1: M, ve M,swrasiyla n ve m-boyutlu difibilir manifoldlar,
f M, > M, bir fonksiyon ve m € Domf olsun. f ’nin m ’deki dif.bilirligi secilen

haritalardan bagimsizdir.

Ispat: (U,x),(U',x"),M,’de myi kapsayan haritalar,

V,y),V',y"), M, de f(m)’yikapsayan haritalar olsun.

M M,
f =
i ) o B
e e | e e e |
x ¥
x* ! A= }.rufux"l i Y
IR* - [R"
xex oy
1 G:J,r'c\fn;;"l Y
IRt - [R"
Sekil 2.3.2
F = yof‘ox—1
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F, x(m)’de dif.bilir ise G ’de x'(m)’de dif.bilirdir.
G=(yoy™)oFo(xox™)

(U,x) ve (U',x"), M,’de haritalar ve U "U' # < oldugunda uyumludurlar.

O halde x'ox™" diffeomorfizmdir. Benzer sekilde y' oy~ de diffeomorfizmdir.
x'ox™',(y' oy™") ve F,difbilir oldugundan

G=(y'oy)oFo(x'ox™)
de dif.bilirdir.

Tanim 2.3.1: M, ,M, difbilir manifoldlar ve f:M, - M, bir dif.bilir fonksiyon

olsun. Eger f, 1:1 ve f'dedif.bilirise f ’ye bir diffeomorfizm ad1 verilir.
Eger f bir global diffeomorfizm (Yani Domf = M, rangef =M ,) ise M,ve
M ,’ye diffeomorfiktirler denir. [1]

Ornek 2.3.1: M, =M, = IR olsun.

x:M, — IR
s—>8

A = {(IR,id)} bir atlastir. Bu atlasin olusturdugu dif.bilir manifold M,

olsun.

y=M, > IR

s—>s°
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A, ={IR, y)} bir atlastir. Bu atlasin olusturdugu dif.bilir manifold M,
olsun. 4, ile 4, denk degildir. Denk olmas1 i¢in 4, U A4, bir atlas olmalidir. Fakat

xoy~ :y(IR)=IR - x(IR) = IR

s —>As

doniisiimii s =0 da tiirevlenemezdir. O halde xoy™' difbilir degildir. xoy™
diffeomorfizm degildir. (/R,x) ve (/R,y) haritalar1 uyumlu olmayip 4, U 4,, IR i¢in

bir atlas degildir.

Simdi M, ve M, ’nin diffeomorfik oldugunu gosterecegiz.

fiM, > M,

s —>As

F(s)=(yofox)s)= e/ NG () =(yef)s)=y@s)=s

oldugundan F =id olup F, IR’de difbilirdir. f,M, ’de difbilirdir. ¥ 1:1

oldugundan f'1:1 dir.

G:idof‘floyfl:]piloyf1

olmak tlzere

G(s)=(f" ey ™)) =f"As) =5

esitliginden G=id olup G, IR’de dif.bilirdir. /' de M,’de difbilirdir. G, 1:1

oldugundan /' de 1:1 dir.
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Sonug olarak f: M, — M, bir diffeomorfizmdir. f, global oldugundan M,

ve M ,, diffeomorfiktirler.

2.4. Bir Manifold Uzerinde indirgenmis Topoloji

Teorem 2.4.1: (M,A) n-—boyutlu bir dif.bilir manifold olsun (Yani M, A
C” atlasindan elde edilen bir manifold). Y(U,x)e 4 i¢in W c U > x(W) < IR"

acik ise (W,x |, )€ 4 dir.

Ispat: (U,x) harita oldugundan x,1:1dir. Dolayistyla x|, de 1:1 dir. Aym

zamanda x(W) c x(U ) c IR" oldugundan x(W)c IR"dir. O halde (W,x|,),

M de bir haritadir.

W.,x|,)eA oldugunu gosterecegiz .Bunun i¢in V(V,y)e 4,

VAW +0, yox |W71 ve x|, oy doniigiimlerinin  difbilir  oldugunu
gosterecegiz. VW& ve WcU oldugundan UnV =<  dir.

(U,x),(V,y) € 4 oldugundan yox~' ve xoy~' doniisiimleri dif bilirdir.

yox ' :x(UnNV)— y(UNV) diffeomorfizm oldugundan

1

yox |x(WﬁV)I x(WnV — y(W nV) diffeomorfizmdir.

yox|, 1 x(W AV — y(W V) diffeomorfizmdir.O halde

W,x|,)e Adu.
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Teorem 2.4.2: M bir dif.bilir manifold ve M’nin bir tam atlas1 A’ olsun. M de bu
tam atlastaki haritalarin tanim climlelerinden olusan aile M ciimlesi iizerinde bir

topoloji i¢in bir baz olusturur.

Ispat: A' = {(U i,xlli el } olmak tlizere B= {U i|i el } ciimlesinin M ciimlesi

tizerindeki bir topoloji i¢in baz olusturdugunu gdsterecegiz.

i) A", M i¢in bir atlas oldugundan UU . =M dir.

iel

ity V(U,x),(V,y)e A',UNV =@ verilsin. Jiel, (U,,x,)e A" igin

Unv = UU . oldugunu gosterecegiz.

iel

U,x),(V,y)e 4’ oldugundan xoy i y(UNV)—>x(UNYV)
diffeomorfizmdir. Ayni1 zamanda siirekli oldugundan x(U N V) c IR" aciktir.
Ayrica UnV cU ve x(U N V) acik oldugundan Teorem 2.3.1 geregince

UnV,x|,.,)ed dir. UnV eadir.

O halde 8= {U i|i el } climlesi M cilimlesi iizerindeki bir topoloji i¢in baz

olusturur.

Tanim 2.4.1: M tam atlas1 4’ olan bir dif.bilir manifold olsun. M’de bu tam atlastaki

haritalarin tanim ciimlelerinden olusan aileyi baz kabul eden topolojiye M ’nin
A"’dan indirgedigi veya C” yapidan indirgedigi topoloji denir ve 7, yada 7, ile
gosterilir. [1]

Ornek 2.4.1: A={(IR,id)}, M = IR icin bir C* atlastur.
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(a,b) < IR bir agik aralik olsun, x =id i¢in x((a,b)) = (a,b) IR ’de bir acik
aralik oldugundan ((a,b),id |(a,b))e A" dir.

A" = {(IR,id),((a,b),id |, ,)|a,b € IR}

A" = {(U,id |U)|U - IR} (Burada Uc IR agik)
B={UcIRWU.id|,)e A

B’yi baz kabul eden topoloji /R ’in standart topolojisidir. Ayrica B ’yi baz
kabul eden topoloji /R ’in C* yapisindan indirgedigi topolojidir.

Sonug olarak /R’in 4= {(IR,id )} atlasindan indirgedigi topoloji ile /R ’in
standart topolojisi ¢akisir.
Teorem 2.4.3: M, A C” atlasiyla verilen n- boyutlu bir dif.bilir manifold olsun.
7., M’in C” yapisindan indirgenen topoloji olmak {iizere V(U,x)e 4 igin
x:U — IR" haritas1 bir 7. -homeomorfizmdir. [1]
Teorem 2.4.4: M ile M' dif.bilir manifoldlar ve f: M — M’ bir fonksiyon olsun.

Eger bir m € M noktasinda f'dif.bilir ise m € M ’de f'siireklidir. [1]

Sonu¢ 2.3.1: : M — M’ siirekli ise £in tanim araligi M’de bir agik araliktir. [1]

Bir topolojik uzay iizerinde bir manifold tanimlandiginda topolojik uzaydaki
topoloji ile manifoldun indirgenmis topolojisi arasindaki iliski asagidaki teoremle

verilebilir:

Teorem 2.4.5: M, A C” atlasiyla verilen n- boyutlu bir dif.bilir manifold olmak
tizere (M,7) bir topolojik uzay ve M manifoldunun C* yapidan indirgedigi topoloji
7. olsun. Bu durumda 7 = 7. olmasi gerek ve yeter sart M bir 4 atlasinin haritalar

7 , homeomorfizmdir. [1]
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Ornek 2.4.2: M, n-boyutlu bir dif bilir manifold ve M’ < M agik olsun. V(U,x) € 4
i¢in
jiM ->M
p—=>Jjp)=p

olmak tizere (U "M',x" = xo j), M' nin bir haritasidir.
x:M —IR" , x':M'— IR"
doniigiimleri ile
H1) xoj, 1:1
H2) (xo j)({U "M"), IR"de bir agiktir.

A = {(U N M',x')| U,x) e A} olsun. A" de bir atlastir.

ADJunMm =M’

UeM
A2)Vx',y" haritalar1 igin
Xe(y) ! =(xofe(ye ) =(xoj)o(j oy ) =xoy
oldugundan x'o(y")”" diffeomorfizmdir.

A = {(U NM',x"(U,x)e A} bir C” atlastir.

Buna gore asagidaki tanim verilebilir.
Tanim 2.4.2: A' = {(U mM',x')| U,x) e A}, C” atlas1 ile birlikte verilen M’
manifolduna M 'nin bir agik alt manifoldu denir [1].

Teorem 2.4.6: M bir kompakt uzay ise tek haritali atlasi ile tanimli bir C* yapisi

yoktur [1].
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2.4.1. indirgenmis Topolojinin Baz1 Ozellikleri

Teorem 2.4.1.1: Bir dif.bilir manifold {izerinde indirgenmis topoloji 7, aksiyomunu
saglar.
Ispat: (M, 7.) M manifoldu iizerinde indirgenmis topoloji olsun.
7o I, aksiyomunu  saglar.<> Vm m, e M,m #m, i¢in  3U e N(m,)ve
AV e N(my)>m, ¢V,m, ¢ U dir.

Vm,,m, € M 1i¢in m, #m,olmak lizere ya m, ile m,nin ikisi de aym
haritadadir ya da farkli haritalardir. Eger m, ile m, ayni haritada ise (U,x) € 4 i¢in

m, eU,m, eU dir. x(U)=V < IR" diyelim.

IR™
il T -homeotmortizm
x - xl:mljl F
X3y )
Sekil 2.4.1.1

x sireklidir.x 1:1 oldugundan m, # m,iken x(m,) # x(m,)dir. IR"de T,
aksiyomu sagladigindan 3V, € N(x(m,)),3V, € N(x(m,))igin V, "V, = dir. x
stirekli oldugundan

x'V)=U,er. .ameU,ve x'(V,)=U,er. 3m, eU,
dir.

V)X V) =x', V) =x" (D) =2
UnU,=0

T, aksiyomu saglanir. Bu durumda 7, aksiyomu da saglanir.
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Eger m, ile m, ayni harita degilse

Sekil 2.4.1.2

U,,x))edom, €U, er. =>U, e N(m,)
WU,,x,)ed>m,eU,er. =>U, e N(m,)

m, U, ve m, ¢ U,dir. O halde (M,7r.)uzaymnda 7, aksiyomu saglanir.

Fakat dif.bilir bir manifold iizerindeki indirgenmis topoloji 7, aksiyomunu
saglamak zorunda degildir. Bunu asagidaki 6rnekle gorebiliriz:

Ornek 2.4.1.1: U ={(s,0) |s eIR }

Sekil 2.4.1.3
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H=Uu{0,)}

0

y
{(UJ)
|

Sekil 2.4.1.4

ciimlelerini ele alalim.
U, ={(5,0)|s eIR, s = 0} {(0,1)}

x:U—>IR

(S,O) - x((s,O)) =5

x,:U, = IR
(5,0) = x,((s,0))=s =0, x,((0,1))=0

doniisiimleriyle (U, x), (U,,x,) H’da iki haritadir.

Al)UuwU, =H dir.
A2) U AU, ={(s,0)|s € IR, s # 0} olup

x, ox":x(UnU,)=IR-{0} - x,(U~U,)=IR - {0}

s — (x1 ox_IXS)zs
x,0x" =id ve xox," =id doniisiimleri dif bilirdir. O halde (U,x),(U,,x,)
haritalart uyumludur. {(U,x), (U,,x, )}, H’m bir C* atlasidir.

H, bu C” yapidan indirgedigi topolojiye gore Hausdorft degildir. Gergekten,

m, =(0,0)eU,m, =(0,)eU,, m, # m, igin V € N(m,), We N(m,) olsun.
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x(V NU ) c IR, agik ve (V NU, x|, ) , H igin bir haritadir. Ustelik

0ex(VNU)dr.

x,(WNU,)c IR, agik ve (W(\Ul,xl |WﬁU1), H igin bir haritadir. Yine

0ex,(WANU,)dr.
a#0 olmak iizere I(a,0)eV NU ve (a,0)eW NU, > (a,0)eW NV ve

W NV #& dir. O halde H, Hausdorff degildir.
Teorem 2.4.1.2: Bir dif.bilir manifold tlizerindeki indirgenmis topoloji sayilabilirligin
1. aksiyomunu saglar.

Ispat: M bir dif.bilir manifold olsun. Vm e M igin m €U olacak sekilde (U,x)
haritas1 vardir. /R" metrik uzay ve her metrik uzay sayilabilirligin 1.aksiyomunu
sagladigindan, x(m)e x(U) < IR"’de sayilabilir bir {VI,VZ,...,Vn} bazi vardir.
Cinkii W, meM ’in herhangi bir komsulugu ise meW NU acgk
x(m)yex(WnU)c IR"  agtk  {,,V,,....V,},x(m)’de  baz  oldugundan
AV, c x(W nU) dir. Boyleyse

VYW AU W = ) x y)ax (V)

sayilabilirdir. O halde M, 1. sayilabilirdir.
Teorem 2.4.1.3: Indirgenmis topolojisine gore bir dif.bilir manifold lokal irtibatlidir.

Ispat: M bir difbilir manifold olsun Vm e M igin m e U olacak sekilde (U,x)
haritast vardir. x(m) e x(U) c IR" agik oldugundan x(m) e B(x(m), p) < x(U)
olacak sekilde p>0 vardir. B(x(m),p)=1{y e IR|d(x(m),y) < p}IR" irtibatl
oldugundan B(x(m),p),x(m) nin bir irtibatli komsulugudur. Boyle ise x siirekli

oldugundan x™'(B(x(m), p)) c U = M irtibathidir.

eN(m)
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O halde Vm € M noktasinim bir irtibatli komsulugu vardir. Oyleyse M lokal
irtibathdir.
Tamim 2.4.1.1: Bir M manifoldu iizerindeki indirgenmis topoloji 7, ayirma
aksiyomunu saglar ise M manifolduna Hausdorff manifoldu denir. [1]
Ornek 2.4.1.2: IR" bir Hausdorff manifoldudur.

Ornek 2.4.1.3: IR"’nin her alt manifoldu bir Hausdorff manifoldudur.
Teorem 2.4.4: Her bir Hausdorff manifoldu lokal kompakttir.

Ispat: M bir Hausdorff manifoldu olsun. Vm € M noktasinin m € U olacak sekilde

(U,x) haritast vardir. /R" lokal kompakt oldugundan x(m) merkezli bir V, agik
yuvari vardir ve ¥, kompakttir.

V, = B(x(m), p) ={y  IR"|d(x(m), ) < p|

7., ={y e IR"|d(x(m),y) < p}
I7m c x(U)
dir. O halde x(m) eV, I7m cx(U) dir.
x'(V,)=U,’in m’in bir komsulugu ve U, ’in kompakt oldugunu

gosterecegiz.

x~' siirekli oldugundan x'(V,)cx”'(V,)=U, .V, c IR" kompakt ise
x_l(17m) c U drr.

M Hausdorff uzayimin kompakt alt ciimlesi oldugundan kapalidir. U, ,U,, yi
kapsayan kapalilarin arakesiti oldugundan x™'(V,)=U, dir. x'(V,) kompakt

oldugundan U, kompaktdir. Dolayisiyla (M,7,) lokal kompakttir.
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2.5. Bir Manifold Uzerinde Tiirev

M bir difbilir manifold, 4 M’nin bir C” atlas1 olmak tizere dif bilir

fonksiyonu i¢in Domf=V ve (U,x)€ A olsun. U NV lizerinde f =F ox olacak
sekildeki bir F fonksiyonu (yani f’in koordinat temsilcisi) i¢in F difbilir ise f de

difbilirdir. y,, /R"’nin i. koordinat fonksiyonu olmak iizere

A f - T
= ex . id
| Y
R jp® F - IR
Fi
Sekil 2.5.1
F difbilir ise

Zy—F:x(UmV)cIR”—>IR

i

fonksiyonlar1 mevcut ve siireklidir.

iz or ox:UnNnVcM—>IR

6xi i
o ’ler 8 ’lerin  koordinat temsilcisidir. Va—F difbilir oldugundan
; ox; P,

‘v’i ’de difbilirdir. O halde f'de dif.bilirdir.

ox,

1

o o
ox, 0y

Tanim 2.5.1:

o x fonksiyonuna f fonksiyonunun i. kismi tiirevi denir [1].
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Teorem 2.5.1: M bir difbilir manifold f:M — IR, g:M — IR difbilir

fonksiyonlar ve a,b € IR olsun. Bu durumda

e, of og
—(af +bg)=a—+b—=
) OX; (of +bg)=a ox X,

i

Oox

i i

i) a%(f-g) =%.g+fa—g

dir [1].

2.5.1. Tanjant Vektorler

M, n-boyutlu bir dif.bilir manifold ve m e M olsun. M {izerinde tanim

ctimleleri m’yi kapsayan f : M — IR dif.bilir fonksiyonlarinin ciimlesi 3(m) olsun
S(m) = \f|f - M —42 5 1R, m & Domf |

seklinde tanimlhi climle iizerinde tanimhi toplama ve skalar carpma islemleri ile
birlikte bir reel vektor uzayi olusturur.

+:3(m) x I(m) — I(m)
difbilir

(f,e)>f+g:M——"">IR
po>(f+g)p)=f(p)+g(p)

- IR x 3(m) — I(m)
A, )= Af M —L 5 IR
p—>Af)p)=21.1(p)

Ayrica,

o : 3(m) x I(m) — I(m)

(f:9) > [ o g:M —0 IR

p—>(f*g)p)=f(p)g(p)

i¢ islemiyle birlikte J(m) bir reel cebirdir.
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Tanim 2.5.1.1: 3(m)’de tanimli bir /R-lineer fonksiyona 3(m)’de bir lineer
operator denir [1].

L:3(m)—2< 5 IR

f = L(f)

Va,b e IR,Vf,g € I(m)icin L(af +bg) =aL(f)+bL(g)
Teorem 2.5.1.1: A,3(m)’de bir lineer operatdr ve f,g e 3(m) olsun. M nin enaz
bir komsulugunda f =g ise A(f) = A(g) dir [1].
Tanim 2.5.1.2: A:3(m)— IR bir lineer operator ve

Vf,g e 3I(m)igin A(f -g) = A(f)-g + [ - Ag)
ise A’ye 3(m) ’nin bir tlirevi denir [1].
Teorem 2.5.1.2: A,3(m)’de bir tirev ve f e 3(m) olsun. fm’in en az bir
komsgulugunda sabit ise A(f) =0 dir [1].
Tanim 2.5.1.3: M bir dif.bilir manifold, m € M olsun.

T, M = {A| A, 3(m)nin tirevi}

climlesini gbz Oniine alalim. Bu cilimle iizerinde tanimli toplama ve skalar carpma

islemleriyle birlikte bir reel vektor uzayidir.

+:T MxT M —T, M
(4,2) > A+2:3(m) > IR
/= (A+02)f)=A(f)+(f)

IRXT M — T, M
(A, A)—> A-A:3(m) — IR
[ = @-A\f)=2-A(f)

T M vektor uzayma M’nin m noktasindaki tanjant uzay: denir. 7, M ’nin

elemanlarina da m noktasindaki tanjant vektorleri denir [1].
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Ornek 2.5.1.1: v, IR’ ’de bir z noktasinda bir vektor olsun.
v:3(z) > IR

f—>;(f)=iZ:‘,V,-'2—Qz

seklinde tanimlanan v, 3(z) ’de tiirevdir. Gergekten,
i) v, IR-lineerdir:

Va,b e IR,Vf,g e 3(z) i¢in

i a(af +bg )

i {aa(f)+b8(g)| }

xi

E

v(af +bg) =v(af +bg) =

i=1

i —| +bz

[

= av(f)+bv(g)
ii) D, Leibniz sartin1 saglar:
Vf,g € 3(z) igin
a(fg)

et
2 K e

(Z Jg| +fl| S ),
=v(f)-g+/v(g)

v(f2)

Teorem 2.5.1.3: M n-boyutlu bir dif.bilir manifold, meU c M olmak {izere

(U,x)e 4 ise {i 0

Im,—|m,...,i|m , T, M ’nin bir bazidir [1].
Ox, = Ox, ox,
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2.5.2. Tiiretilmis Lineer Fonksiyonlar

M ve M' difbilir manifoldlar ¢: M — M’ difbilir fonksiyon olsun.

m € Dom¢ ve ¢(m)=m' olmak lizere

M ¢ - A
i
Fog
Y
IR
Sekil 2.5.2.1

fe3(m') = fopeI(m)
peT M icin

@:3(m)— IR
fop—olfop)

seklinde tanimlanan doniisiim lineerdir ve Leibniz sartin1 saglar. O halde ¢,

3(m ) de bir tiirevdir.

¢, T,M—>T, M
¢ —4.,(p): 3(m')—> IR
=@, @) =0(f0)

seklinde tanimlanan doniisiim de lineerdir ve Leibniz sartini saglar. Bu ¢,
dontisimiine 7, M {izerinde “¢’nin tiiretilmis lineer fonksiyonu” veya “¢’den
tiiretilmis m’deki fonksiyonu” veya “¢ 'nin m’deki tiirev doniisimii” denir.

@, lineer oldugundan buna bir matris karsilik gelir. Simdi bu matrisi yani

Jakobiyen matrisi bulacagiz.
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Y )

IR* - JR*
T = }Jnén;{_l

x, meM vey, ¢(m)=m'’de haritalar olmak tlizere
g T ,M—>T,M

0 0 0
gm@[ " ]— b ¢F|¢

i

. ’vye karsilik gelen matris yani Jakobiyen matris J (¢, m) ile gosterilirse

J(¢,m){¢*m [a%]qﬁ [8%\]¢ (axiwﬂ

oW, o 1
J(¢,m)={(y#@|m} e IR" dir.

Teorem 2.5.2.1: M, M' ve M" dif.bilir manifoldlar, p: M > M' ve w :M' > M"

dif.bilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

Weog),=v., ¢,
dir [1].

Tanmim 2.5.2.1: M, M' difbilir manifoldlar, ¢: M — M' difbilir bir fonksiyon
olsun. Vm e M i¢in rank¢, = rankg|, olarak tanimlanr [1].

Teorem 2.5.2.2: : M, M' ve M" difbilir manifoldlar, ¢:M — M' ve

w:M'"— M" dif.bilir fonksiyonlar olsun.

1) rankg |, =boyM < ¢ekp, =10} < ¢, ,1:1dir.
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2) ranky |¢(m): boyM' = rank(t// ° ¢) |,,=rankg|, dir.
3) rank¢|,,=boyM' < ¢, , ortendir [1].

Teorem 2.5.2.3: M, M' ve M" dif.bilir manifoldlar, p: M — M' ve v :M"' > M"

dif.bilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

rankg |, =boyM' = rank(y o ¢)|, = ranky(p(m))

dur [17.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Vektor Alanlar:

M bir dif.bilir manifold ve m € M olsun.
S(m) = {ff - M~ IR m & Domf |
climlesini ve bu climle lizerindeki tiirevlerin olusturdugu
T, M = {A| A, 3(m)'nin tiirevi}

vektor uzayini goz oniine alalim.

X eT, M ise X, 3(m) de bir IR-lineer operatdr ve Vf, g € I(m) igin

X(f-9)=X(f)-g+ [ X()

dir.

Ur,m=1m

meM
seklinde olusturulan ciimle M nin tanjant demeti olarak adlandirilir.
Tanim 3.1.1: M ile M' dif.bilir manifoldlar, ¢: M — M' difbilir olsun. Domy
tizerinde @oy =id olacak sekilde bir v : M — M’ dif.bilir fonksiyonu varsa y ’ye
@ ’nin kesiti denir [1].
Tamm 3.1.2: 7:TM — M doniisiimiiniin  bir kesiti X olsun. Oyle ki
XM —>TM,zxoX =id dir.

Vf e C*(M,IR) ve DomX N Domf =U # < olmak lizere

Xf:UcM—IR
m— (Xf)(m)=X, f
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fonksiyonu her f icin dif.bilir ise X kesitine U — M {izerinde bir vektor alani

denir [1].

AL = i -
FoX =id
Sekil 3.1.1

3, = {f|f:Uﬂ>IR} izerinde

X:3, >3,
foXUcM—IR
m— (Xf)(m) =X, (f)

seklinde tanimlanan vektor alan1 her noktada bir tanjant vektorii tek olarak belirler.

Ornek 3.1.1: M difbilir bir manifold, 7M, M’nin tanjant demeti ve ai|me I .M
X,

1
olmak tlizere

7:IM > M

v, >rv,)=m

——, 7z ’nin bir kesitidir. — , bir vektor alanidir.
ox, ox,

1 l

2 >, 3(m)’de tiirevdir.
ox

i

i|m:3(m)—>1R

Oox
af
_) L
f ox, "

i

i
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seklinde tanimlanan doniisiim lineerdir ve Leibniz sartini1 saglar.
Sonuc 3.1.1: X vektor alaninin tanim ciimlesi agiktir [1].
Ornek 3.1.2: M, bir difbilir manifoldu {izerinde iki vektdr alam1 X, Y ve f,g reel
degerli fonksiyonlar olsun. Tanim climlelerinin arakesitinde olan
X+gYm—>(fX+gY)(m)=f(m)- X, +g(m)-Y T M
fonksiyonu 7 nin bir kesitidir.
X+g¥ m—>M
yani
mo(fX+gY)=id
dir. Eger f ve g difbilirse fX + g¥, M’nin bir vektor alanidir.

boyM =n, (U,y) M’nin bir haritas1 ve bu haritaya gore koordinat

fonksiyonlart u;,1<i<n olsun. meU c M igin

dir.
Tanim ciimlesi W < M olan bir X vektor alani i¢in W NnU # O ise
W NU tlizerinde X vektor alani

)
— ' Ou,

bi¢iminde tek tiirlii yazilabilir. Bu da 4, ’lerin tek tiirlii ifade edilmesiyle

mumkundiir.

0

u;
ou i J
; =

i =

X(u;)= Zn:Al.
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O halde VI<;j<n i¢in 4, =X(u,) dir. X difbilir oldugundan 4, ’ler de
dif.bilirdir.

Eger (V,w) , M’nin bir bagka haritasiise meV ve VU #J igin

0 ~ Ou, 0O
ooy " 25

j =1 OV
oldugundan
0 L ou, O
= ()
ov o ov, Ou,
dir.

Ornek 3.1.3: S* iizerinde bir vektdr alani verecegiz. Bunun icin dnce S* iizerinde

stereografik izdiisiim atlasini tanimlayalim.

S? ’nin stereografik atlasi:

X3

——————————————————— - Xy

A
Sekil 3.1.2
U=5"-{0,0,1)}, ¥=5>-{0,0-1)} olsun.

y:UcS* > IR’
p=(p,p,,p;) > y(p)=q="?

46



(0,01

-

"1
yipl=g

Sekil 3.1.3

.x3=|:|

U=8>-{00,), V=5>-{0,0,-1)}
q = y(p) : ((0,0,1) p dogrusu) N (x, = 0 diizlemi)

x-0 x,-0 x;-1_

= = =t
p-0 p,-0 p,-1

X =pi
X, = Pyt arakesiti i¢in x; = Oise

X, :1+(p3 —l)t

1+(p3—1)t=0:>t=1_p
3

dogrunun diizlemi kestigi noktanin bilesenleri

1
X = D
1-p;
1
Xy = )
1-p;
x;=0

dir. O halde
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y:UcS* > IR’

1
P =Py P2sp3) > ¥(P) = 1= (Pp2)

D3

dir. Benzer sekilde

X3=|:|
¥ipl=g'

i00-1i

Sekil 3.1.4

YV eSS - IR

p=(p,py,p;) >V (p)= (pi>p>)

1+ p,
oldugu gosterilebilir. Bu sekilde tanimlanan (U, y ) ve (V,y") bir haritadir. Yani
yile y',1:1 ve y(U)=1IR* ile y'(V)=IR* dir. {(U,y),(V,y')},S* nin bir C*
atlasidir.
AHUUV =87

A2) UV =8*-{(0,0,1),(0,0,-1)}
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IR - {00 - IR — {00}

Sekil 3.1.5
yp)=q<=y(q)=p

p noktasi ise (0,0,1) ve ¢ dan gecen dogrunun S* ile arakesitidir.

p;, 1 =12 olmak iizere

pi+pi+pi=1= pl+p;=1-p;

2

1 -p 1+p
2 2 2 2 3 3
gy +q; =—(p; +p;)= =
T d=p ) Y (1=p )t 1-p,
2 2
q; +q; —1
(1=py)g; +q; =1+ p, = py =—5—"—
q.+tq; +1
pi:(l_p3)qi
2 2
Q1+QZ_1
=(1l—-———=——)g.
p; = ( q21+q22+1),
1
Y
P IT

i 1
v'(9.9,)=——5—(29,29,.9; +q; -1)
+g5 +1

9179,

dir. Benzer sekilde
r—1 _ 1 2 2 1_ 2 2
y (ql’qZ)_#( 9,29, 1—q; +q;)
q1+q, +1

dir.
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(y'oy_lkql’qz) :y,(y_l(%aqz)):%(%a‘b)

179>
olup y'oy™", IR* ={(0,0)} da difbilirdir. Benzer sekilde yoy'™" de IR* —{(0,0)} da
dif biliridir. Ayrica, y ve y', 1:1 oldugundan y'oy~" de 1:1dir. O halde y'oy™" bir

diffeomorfizmdir. Dolayisiyla (U, y),(V, y") haritalart uyumludur.

Buradan 4 ={(U,y),(V,y")} ,S*'nin bir C* atlasidir. Bu atlasa S”’nin

stereografik atlasi denir.i =1,2 igin y,,y haritasima gore y,,»’ haritasina gore

S? ’nin koordinat fonksiyonlar1 olmak iizere

! 1

= y
yi+y;

i

!

p;vey, =

—P; 1+ p,

dir. Gergekten, y' = x denirse y, =

2 _p12+p22 _ 1_p32 _1+p3 _ Vi

2
W ty, =
l ’ (1—p3)2 (1_p3)2 l-p; x

oldugundan
X, = ! y
B R S
dir.
Unl c 5 x - IR —{(00)
l;],.?j = u,jy ﬁui o
IR y id R
J
1
L] Fzxayl J

i,j=12

Sekil 3.1.6

50



VpeUnV cS? igin y(p)=q e IR* —{(0,0)} olup

F(q)=(xoy‘l)(p)=%(qpqz)
q +

174,

dir. IR*’nin u, koordinat fonksiyonlari dikkate aliacak olursa

1>72

Flugt) =~ ) = (F ) Py )

1

elde edilir.
2 &
U o - [
.J’?Jl' IC'.!?
| a Y
Fz’ = X0y,
iR i iR ij=12
Sekil 3.1.7
ox;
Unvcs? Y; - IR
.}?J' Ifi
oF,  ax a V
Bu, By,
j J
Sekil 3.1.8
Sekil 3.1.7 ve Sekil 3.1.8 gbz Oniine alinirsa
ox, _ ok, » _8(xioyj_) y
dy, Ou, ' ou, ’

dir. Buradan
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2 2 2 2 2
OoF, u; +u; —2u, u, —u,

oup  f+u))t ) tug)’
OF, ul+u, —2u;  ul-u,
ou,  (uf +u3)’ (u +u3)’
esitliklerinden
OF, _ OF,
ou, ou,

elde edilir. Buradan

2 2

Oox, ox, __ V27N
O, i+

dir.
OF, _  2uu,
ou, (ul2 + u22 )2
OF, _ 2uu,
Ou, (ul2 + u22 )
esitliklerinden
or, _or,
ou, Ou,
elde edilir.
ox,  0Ox, 2y,y,

dir. Ayrica (*) esitliginden

0 O 0 & 3 _ y;-y 3 2yy, 0

ayl_8y1 ox, Oy axz_(%z"'yzz)z ox, ()’12"')’22)2 0ox,
0 _0x 0 o, 0 _ 2y, 0, yi-y; 0

dy, 0y, 0x; 0y, 0Ox, (J’12 +y22)2 ox, (y12 +y22)2 ox,
dir.

U ve Viizerinde sirasiyla X ve Y vektor alanlari

52



1 Xy

P P
Y=(»-)—+0 -»)—

Y ayz

seklinde tanimlansin. U NV lizerinde bu vektor alanlar1 ¢akisirlar. Gergekten;

2 2 2 2
Y-y 0 2y1y 0 2y,y 0 yi -y 0
2 1 _ 1V2 J (yl_ {_ 12 L 2

L, ) o
Of+p3)? o (3P +y3)* oxy Of+p3)2 o (pf+y3)* oxy

ifadesi o ve 2 ’in parantezinde yazilacak olursa
Oox,  Ox,

M=) 0 »y+y, 0O
Y= 2 2 + 2 2
i +yy Oxp ;4 y; Ox,

elde edilir. Vp eU NV < §? igin

y _N ) i +y1+y2 0 |_p1_p2 0 +pl+p2 0
oyiwyy Ton " yiayy Mo !

1+ p; Ox

l+p, ox, "

0 0
:(xl _x2)|p a_xl|p +(x1 +x2)|p ahj

=X,
bulunur.
3.2. Diferensiyel Operator
Tanim 3.2.1:
X3y, — il U
S = x(f)

global /R -lineer fonksiyonu i¢in

i) Dom(yf)=U N Domf

iy x(fg)=f-x(p)+g- x(g)
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ise y ’e U lizerinde diferensiyel operator denir.

Ornek 3.2.1: y,U iizerinde bir vektdr alam1 ise U {izerinde bir diferensiyel
operatordiir.Yani her vektor alani bir diferensiyel operatordiir.Tersi i¢in asagidaki
teorem verilebilir:

Teorem 3.2.1: Bir M manifoldunun bir U agig1 iizerinde tanimli herhangi bir y
diferensiyel operatorii U iizerinde bir tek vektor alanindan elde edilir [1]

Ornek 3.2.2: X,Y tamm ciimleleri M ’in bir U agig1yla kesisecek sekilde M ’de iki
vektor alani olsun.

L:3,—>3,

f = Lf)=X(Y)-Y(Xf)
global fonksiyonu bir diferensiyel operatordiir.
Bunu gostermek i¢in tanimdaki (i) ve (i) aksiyomlarinin saglandigini
gosterecegiz.
i) Dom(Lf ) =U N Domf

Dom(X(Yf))=U N (Dom(Yf))
=U N (U N Domf )
=U N Domf

Benzer sekilde
Dom(Y(Xf) =U N Domf
dir. O halde
Dom(Lf' ) = Dom( X(Yf)=Y(Xf))=U  Domf
dir.
i) L(fg)=L(f)g+ /L(g)

UnDomf #2 , UnDomg#D = Domf N Domg #
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X(Y(fg)=X(/Y(g)+gY([f))
=X((g)+X(gY(f))
=Y(g)X(f)+ X (Yg)+Y(f)X(g)+gX(Yf)

dir. Benzer sekle
Y(X(fg)=X(g)Y(f)+Y(Xg)+X(f)Y(g)+gY(Xf)
dir.

L(fg)=X(Y(fg)-Y(X(fg))
= flx(Yg)-Y(Xg )|+ glX(Yf)-Y(Xf)]
=fL(g)+gL(f)

Ayrica Va,b e IR,Vf,g €3, i¢in

L(af +bg)=aL(f)+DL(g)
dir. Yani L, IR lineerdir.

O halde L : 3, — 3, diferensiyel operatordiir.

L, U fizerinde bir diferensiyel operatér oldugundan yukaridaki teorem
geregince U lizerinde bir tek vektor alani tarafindan elde edilir. L, XY —YX vektor
alani ile elde edilir. Bu vektor alam [X,Y] ile gésterilir ve X,Y ’nin Lie parantezi
olarak adlandirilir.

M {izerindeki biitlin vektor alanlarinin climlesi J,, ile gosterilir.

~

JMl xSMl —>SM1
(X,Y)—>[X,Y]:3, -3,

doniisiimii IR -bilineerdir ve Dom[X,Y]= DomX n DomY dur.
Bilineerlik: Va,b € IR ve VX,Y,Z €3, icin

[aX +bY,Z]=a[X,Y]+b[Y,Z]
[X,aY +bZ]=a[X,Y]+b[X,Z]

oldugunu gosterecegiz. Vf € 3, i¢in
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[aX +bY,Z) f)=(aX +bY )(Zf )—Z(aX +bY )( [ )
=aX(Zf)+bY(Zf )-Z(aX(f)+bY(f))
=aX(Zf)+bY(Zf )—aZ(Xf)-bZ(Yf)
=a(X(Zf)-Z(Xf ) +b(Y(Zf)-Z(Yf))
=(alx,z]+blY.Z)( f)

Esitlik Vf e 3, i¢in dogru oldugundan fonksiyon esitligi tanimindan
[aX +bY,Z]=a[X,Z]+b]Y,Z]
dir. Digeri de benzer sekilde gosterilebilir.

[, ]'nin IR -bilineerligi ve Dom[X,Y]=DomX ~DomY &zelliklerinden
dolay1 asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.2.2: M bir dif.bilir manifold, U ¢ M (M ’nin C” yapisindan indirgenen
topolojiye gore acik) X,Y € 3 Ml icin
X 1Y 1o )=[x.7 ]l

dir.

Ispat: DomX =V, DomY =W olsun. UNV fiizerinde X[, -X=0 dir.
UNV AW iizerinde de [X|,—X,Y]=0 dir. Oyleyse UV AW iizerinde Lie

parantezinin bilineerligini kullanirsak
X1y ¥]-[x.¥]=0
[x1,.¥]=[x.7]
dir. Buradan
X1y, Y]=[x.7]l,
yazilabilir. DomX m DomY =V nW oldugundan esitligin her iki yam da

UNV W detanimhidir.

Benzer sekilde U NV N W {izerinde
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L.y, ]=[x.Y]l,
dur.
(X1, -x.Y], -Y]=0
X 1.1 =[x Y]y ]+ [xey]=0
[X 1. Y 1o ]-[x. 7], =0
[X 1o, Y I, 1= [x. Y]l
3, bir vektor uzayidir. 3, tizerinde (X,Y) — [X,Y] islemi IR-bilineerdir.

[9 ]:SMI ><SM1 _>SM1
(X,Y) > [X,Y]

Ayrica bu doniistim bir i¢ islemdir. Anti-simetriktir. Dolayisiyla degisme
ozelligi yoktur. Yani

VX,Y €3, i¢in [X,Y]=-[r, X]

dir. Gergekten, Vf € 3, i¢in

XY} f)=X@)-Y(XF)
= —~(Y(Xf) - X (¥f))
=-[r.x}/)

= [x,Y]=-r, X]

Ayrica Jacobi 6zdesligini saglar. Bunu asagidaki teoremde verecegiz.
Teorem 3.2.3:VX,Y,Z < SMI igin
[x,[v,z]|+[v.[z, x ]|+[Z,[x. Y ]}=0

dir [1].
Tanim 3.2.2: (V +,(IR,+,.),.) bir vektor uzayr x:V xV — V bir islem olsun.Eger

carpma islemi bilineer, anti-simetrik ve Jacobi 6zdesligini saglarsa bu islemle
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birlikte bu vektoér uzayia Lie Cebiri denir [1].
Buna gore 3, bir Lie cebiridir.

(3 R[]

3.3. Tanjant Demeti
M bir dif.bilir bir manifold olsun. M’nin tanjant demeti {izerinde bir C” yap1

tanimlayacagiz. meU c M ve (U,x) M’de bir harita olsun. Sp{ai |m} =T M
i 1<i<n

ve Sple, }lsién =[R" dir.

Sekil 3.3.1

o, :T M — IR"

£|m_)¢mi|m :ei’lgign
Ox, Ox,

1

{(T ' M,p, )} , T M ’nin tek haritali bir C” atlasidir.

™ = JT,M

meM
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tizerinde bir C” yap1 tanimlayacagiz.

m:IM > M

Vv, —>m
m € U olmak iizere (U, x), M ’de bir harita olsun.
' (m)y=V, eT M

VvV en ' (U) evektorii a = (a,,a,,...a,) € IR" olmak iizere

z 0
v, = L
m ;az axi ‘m

olarak tek tiirlii yazilabilir.

(X,y):x'(U)c TM - IR*"
Vv, — (x(m),a)

H1) x,1:1 ve V,

m

= Zai.ai |,, yazilisi tek oldugundan (X, y) doniisimi 1:1
i=1 X

dir.
H2) (X, »)(z 7' (U)) = x(U)x IR" < IR*" agik
—
cIR"
(77" (U),(X,y)), TM *de bir haritadir.
Bu haritaya 7M ’nin M ’deki (U, x) haritasina karsilik gelen standart haritasi
denir.
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Iix’u}?:l -__IR 2”

yd
e
¥, =u;0% /,/
&y
Fi
| |
IR
Y B
IR -
Sekil 3.3.2

M ’nin (n”'(U),(X,y)) haritasma gore koordinat fonksiyonlarmi elde

edelim.

X; =Uu,°ox

oldugundan

%,(V,) = (u, o D)V,
=, (%(V,,))
=, o (x(m)
= x,(m)
= (x,om)(V,)

elde edilir. VV, €T M icin esitlik saglandigindan fonksiyon esitligi tanimi

m

geregince

dir.
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< 0
V,=)a.—|\,,y;,V,)=a,
=2 e o Vi)
. z Oox, .
dir. Ayrica V, (x;) = Zai.a—’ |, = a, oldugundan y,(V, )=V, (x,)
j=1 j

(X, )V,) = (x,(m), x, (m)...,.x,(m),a,,4,....a,) € IR

dir.
x,.(V,) = x,(m)
yitV,)=a
Burada (¥,,y,), (n'(U),(X,y) haritasma gore 7M ’nin inci koordinat
fonksiyonudur.
Al) UUi =M olmak iizere
il
Ur'w)=m
iel
dir.

A2) V. eTM noktasinda 7M ’nin bir diger haritas1 (n~'(U’),(¥',)")) olsun

s (U)Ynn ' (U) =D dir.

(® )N (W a9 (7, ) () A a (U9)

¥(IF AL W iR = IR R‘I:UnU":I:IR":IRh

]

Sekil 3.3.3
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& »V,) = (x(m), y(V,)) = (z,a) > (X', ¥") o (F, ) "Nz, a)
Gy NE ) (za) =@ 0NP,) = (x'(m),y'(V,)
= (' (2, (@)
= ((x"ox™)(2),(y" oy )@))
XL E ) (za) = (o xT)(2), (v oy )@) .. (*)
Simdi (*) ifadesindeki, (¥ y™')(a) ’y1 ele alalim.

(V'ey ™ )a)=y'(y"(a)

» B _ n i_ n n ai i
v @ ,=2a —Za{zaxyl > }

i i=1

(V'ey " Na)y=J(x'ox",2)-a

olur.
Gy NE ) (za) = (3o x7)2),J(x" o x,2) - a)
(X', y")o (%,y)” doniigimii dif.bilirdir. Cinkii x'ox™, (U,x) ve (U',x')
haritalarinin uyumlu oldugundan dif.bilirdir ve Jakobiyen matris dif.bilirdir. Ayrica
X',y (X,y)", 1:1 dir. Benzer sekilde (X,y)o(X',y")”" de dif.bilirdir. Buradan
(X',y)o(X,y)" doniisiimii  diffeomorfizmdir. O halde (77'(U),(X,»))
(n'(U"),(%',»") haritalar1 uyumludur.
Sonug olarak {((ﬁ"l(U),(E, y)) (U,x) € A} TM’de bir C” yapidir (Burada 4,

M’nin C” atlasidir). Buna gore TM, 2n-boyutlu bir dif.bilir manifolddur.
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Teorem 3.3.1: M bir Hausdorff manifoldu ise 7M ’de bir Hausdorff manifoldudur

[1].
Teorem 3.3.2: M ile M'dif.bilir manifoldlar olmak iizere ¢: M — M’ dif.bilir bir
fonksiyon olsun.Bu durumda ¢ 'nin tiirev doniisiimii olan ¢, : 7M — TM' donisimii
de dif.bilirdir [1].

Teorem 3.3.3: M bir dif.bilir manifold olmak tizere 7 :TM — M doniigiimiiniin bir
kesiti X : M — TM olsun.

X , bir vektor alanidir < X, dif.bilirdir [1].

Tamm 3.3.1: M bir difbilir manifold U c M agik ve (U,x) bir harita olsun.
VmeU i¢in X, |

X, X, |, €T, M tanjant vektorlerinin olusturdugu ciimle

m? m?o°*

lineer bagimsiz ise {X,,X,,.,X,} ciimlesine bagimsizdir denir. Burada
VX, , 1<i<n bir vektor alamdir. VX, € J, dir [1].
Sonug¢ 3.3.1: VX € 3, igin {X} bagimsizdir & VmeU c M i¢in X, #0 dir

Ornek 3.3.1: boyM =n, (U,x) haritasina gére koordinat fonksiyonlari BN S

olmak tizere i,i,...,i , U c M tizerinde bagimsizdir.
ox, Ox, ox,
oM - R
By
X =u;0x
IR
Sekil 3.3.4

Mnin V(U,x) haritasi icin bagimsiz vektor alanlarindan bahsedilebilir. Fakat

bu vektor alanlar1 M nin tamaminda bagimsiz olmak zorunda degildir. Eger M tek
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harital1 bir atlasla tanimlanirsa M’nin tamaminda bagimsiz vektor alanlarindan

bahsedilebilir.

Asagidaki ornek, bir haritasina gore verilen bagimsiz vektor alaninin diger

haritasina gore de bagimsiz vektor alan1 oldugunu ifade eder.

Ornek 3.3.2: S' = {(sin27s,cos27zs)|s € IR}
U= {(sin27zs,cos27zs)|0 <s< l}c S!

x:U—> IR
p=(sin27s,cos27z5)—> x(p)=s

U’:{(sinZ;zs,cos27rsj—%<s <%}c S

x":U"—> IR
g =(sin2zs,cos27s) > x'(q)=s

{(U ,x), (U ’,x’)} ciimlesi §'’in bir C* atlasidir.

UnU' =S"-{0,1),(0,-1)

2°2

s> (x' ox” Xs) = x'(sin 275, cos 275

Yox (U AU = (0,1)—{%} (U AU (_l,lj_ (o)

s,0<s<l
2

S—l,l<s<1
2

oldugundan x’ox~' polinom fonksiyonu olup diffeomorfizimdir.
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Unlfc st
x
Y
1
01)—<—
-
s

11
o o | —=.= |10y CiR
- [-33)-0
id
Y
HF=xlox ~ IR
"
= Ve
\s-l
Sekil 3.3.5

O halde F, x" fonksiyonunun (U, x) haritasina gére koordinat temsilcisidir.

dir. Ayrica

ook
ox Os

o e o
ox ox ox'  ox'

oldugundan U nU" de 82 ile % cakisir. S'’de ayn1 vektor alanini tanimlarlar.
X

X

Tanmim 3.3.2: M,M' difbilir manifoldlar olmak tizere ¢: M — M' bir global

dif.bilir fonksiyon ve X, X' sirasiyla M, M’ {izerinde vektor alanlart olsun. Eger

¢, o X = X'o¢ ise X, X' vektor alanlarina ¢ -baglh vektor alanlar1 denir [1].
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Tanim 3.3.3: M dif.bilir bir manifold olsun. M’de kendi Uzerine bir diffeomorfizme
M’nin bir transformasyonu denir [1].

Tanim 3.3.4: ¢, M’nin bir transformasyonu ve X, M lizerinde bir vektor alani

olsun. Eger X kendine ¢-bagliise X’e ¢ altinda invaryanttir denir [1].

3.4. Birinci Mertebeden Diferensiyel Denklemler

Tanim 3.4.1: Tiirev yada diferensiyel kapsayan denklemlere diferensiyel
denklem denir.

M bir dif.bilir manifold ,U < M agik bir ciimle olsun.
3, = {f ‘ fUcM M)IR} climlesini géz Oniine alalim.

. o~
X:3, >3,

f X
vektor alan1 bir diferensiyel operatordiir.
Bir f: M — IR dif.bilir fonksiyon i¢in
Xf=0
sartt M manifoldu iizerinde bir kismi diferensiyel denklemdir. Boyle bir vektor
alanin bir adi diferensiyel denklem tanimladigini gosterecegiz.
Tanim 3.4.2: M bir dif.bilir.manifold ve J < IR bir agik aralik olmak tizere

c:J cIR — M dif.bilir fonksiyonuna M iizerinde bir egri denir [1].
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Sekil 3.4.1

IR lizerinde {(IR,t =id )} C” atlasim ele alalim. /R ’nin bu haritasina
karsilik gelen vektor alani % dir. Teorem 3.3.2’den c:J — M difbilir ise
¢, :T(J)—> IM de difbilirdir. m e M olmak tizere 7, (J) = T,,, (IR) = IR

, d
c'=c,o—:JcIR—>TM
dt

doniisiimii de dif.bilirdir. Ger¢ekten,
c:JCIR>M, meld, c(m)=m'
olmak tizere

¢, :T,(J)—>T,M

m

<, C*m[ d !j = (c*m oij |,,: 3(m') — IR

dt g dt dt
t=id (e, 4 =21, (100

dt dt
d
E |ﬂl (C)
=, =)
oldugundan

, d
c¢'=c,o—
dt
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dir. di ve ¢ difbilir oldugundan ¢, da dif.bilirdir. Buradan c’=c*o%

dif.bilirdir. O halde ¢', 7M iizerinde bir egridir.
7:TM > M
olmak iizere
c=rmoc'
dir. ¢'’ye ¢’nin TM igine kanonik lifti denir.
X , M iizerinde bir vektor alan1 olsun. Bu durumda
c'=Xoc
M iizerinde I. mertebeden bir diferensiyel denklemdir.

Tanim 3.4.3: X , M iizerinde bir vektor alan1 olmak {izere
c'=Xoc
{C(O) =m
sartin1 saglayan c egrisine X vektor alaninin m’den gecen bir integral egrisi
ya da m baslangi¢ sartli bir ¢6ziimii denir.
c:J —> M bir egriolsun. U c M agik > Unc(J)# D olacak sekilde
M de bir (U, x) haritas1 ele alalim.
x:U c M — IR olmak lizere
C=xoc
dir. Burada C, ¢’nin koordinat temsilcisidir. s ec™ (U) ise

L &dC 8
=2,

i=1

dir. Gergekten,
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IR™ IR
@:ynﬁn;{_

Sekil 3.4.2

x, meM vey, ¢(m)=m'’de haritalar olmak lizere

¢, T ,M >T, M
X ¢ (X)=Y

diyelim.

Y(y,)=(g.. XOXy)=X(y, 241,

8 8 L 8
2% 7 [g |m] = Zﬁ—(yj o)., o lgm)

i i J=1 i J
B n a(yj o¢ | a |
- Im m
j=1 a'X:l ay/
oly,e0)
et

dir. Buna gore

id =t x

iR - E
C'=xoc L

Sekil 3.4.3
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0 -
T, M = Sp{ghm} oldugundan

i

"\ dt dt
d d L dC, 8
d_|3 c*m (Ehj_;?L a l ‘c(s)
%r,_/

dir. Buradan

L &dC, o
c'(s)= Z_;?g lec)

elde edilir.

U tlzerinde

L 0
X = Zf,.(xl,...,x,,)g

i

seklinde taniml1 bir X vektor alaninin integral egrisi ¢ ise

¢'=Xoc
c(0)=m
dir. Ayrica yukaridaki esitliklerden

dC.
—=f.(C,,...C),1<5i<n

elde edilir. Bu denklemler ¢oziilerek U iizerindeki integral egrisi bulunur.

Ornek 3.4.1: IR*’de {(IR2 ,id = x)} atlasi ile taniml
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szli+)c2i
X, Oox,

vektor alanimi ele alalim. IR*’de

¢: IR — IR?
t = c(t) = (c,(t),c, (1))

egrisinin X vektor alaninin bir integral egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dc, dc,
T, =6
dt dt
olmalidir.
c't)=Xoc
ise,
& =c,,i=12
dt

olmalidir. Buradan

9 _ gt = ne, +Ink = ¢
C.

1

= In(c, k) =1
=c k=¢

= ¢ =Ze[

olur. O halde
i=1 igin l—A ve i =2 igin l—B
k k

denirse
¢, = Ae' ve ¢, = Be'
olur.

c(t) =(Ade',Be' )12

71



bulunur. /R*’de verilen bir (a,b) noktasindan gegen (c(O) = (a,b)) integral egrisi

c:IR — IR’
t — c(t) = (ae' ,be")

elde edilir. (0,0) dan gecen integral egrisi sabittir. Clinkii
X 1,=0=1(0,0)
dir. Buradan

¢'=(c; ,¢,)=(0,0)

! !

¢, =0 Ac, =0
¢, =sabit, ¢, =sabit
Integral egrisi sabit oldugundan bu sekildeki sabit noktalara vektdr alaninin
bir kritik noktas1 denir.
Ornekte X’in kritik noktas1 (0,0) dir.
Tanim 3.4.4: Bir vektor alaninin /R’nin her noktasindan gecen ve tanim bolgesi /R

olan bir integral egrisi varsa, bu vektor alan1 tamdir denir [1].
Ornek 3.4.2: IR*’de {(IR2 ,id = x)} atlasina gore taniml

X =(")" 900
ox,  Ox,

vektor alanini alalim

¢ =(c,,c,) 'nin X’in bir integral egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

e _ g 9 _
dt dt
olmasidir.
dc, e
— = ise
dt
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e" =t+A4 ,Asabit

¢, =In(t+ 4)
% =0 1se
¢, = B, B sabit
oldugundan
c(t)=(n(t+ A),B)
elde edilir.

c(0) = (a,b) = c(0)=(In 4, B)
= Ind=a, B=b
= A=e",B=b
c(t)=(n(t+e"),b)
seklinde elde edilen egri X in (a,b) noktasindan gecen bir integral egrisidir.
log:IR" — IR oldugundan c: (— e’ ,oo)—) IR*> dir. ¢, IR’nin tamaminda
tanimli olmadigindan X, tam degildir. Ayrica (0,0)’da
X = (e7,0) [(p,0= (1,0) = (0,0)
oldugundan X’in kritik noktas1 yoktur.
Ornek 3.4.3: S*’yi Omek 3.1.3’te verilen {{U,x),(V,y)} stereografik atlasi ile ele

alalim. Ornek 3.1.3’te verilen S? iizerinde bir X vektor alanini

U iizerinde (xl - X, )i + (x1 + X, )i
X ox,
- 0 0
V iizerinde (— Y =¥, )— + ()’1 ~, )_
oy, oy,
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vektor alanlar yardimiyla tanimlayalim. Bu durumda Xin kritik noktalar1 /R’ ’{in
(0,0,11) noktalaridir.Oyleyse X in sabit olmayan herbir integral egrisi U NV *de

yatar. Ayrica, X’in herbir integral egrisi /R ’de tanimli oldugundan X tamdir.

Gergekten, ¢ bir integral egrisi ise

J £ - Ul 8- (0,071
id x
Y r !
= xog
IR —IR* - {{0.0))
Sekil 3.4.4

C=x0c=(C,,C,)

d

£:C’l _Cz
dt

dc;z =C, +C,

diferensiyel denklem sistemi ¢oziiliirse
C(t)=(c,(¢).C, ()= (e‘ (Acost + Bsint), e’ (4sint — B cost)), A,Be IR

elde edilir. ¢(0) = m = (m,,m,,m,) = (0,0,¥1) baslangi¢ sart: igin

C(0)=(4-B)= M{A m—J

1+m, 1+ m,

olup

C(t)=| e ™ cost——"2 sing ,e' M sint+—"2 cost
I+m, 1+m, I+m, I+m,
elde edilir. Burada

m m i
L —acosh ve 2 —gsinb

1+m, 1+m,
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denirse
(xoc)t)= (a cos(t +b)e',asin(t +b)e’ )
dir. Burada a,b € IR sayilar1 U NV {izerinde c(O) degeri ile bellidir ve
xoc:IR — IR?
dir.

S? iizerinde sabit olmayan bir ¢ integral egrisinin x o c izdiisiim egrisi (0,0,1)
noktasindan z, =0 diizlemi tizerine bir es acili spiraldir. Bu egri (0,0,0) orijin
noktasindan gegen diizlemin dogrulari ile esit ac1 altinda kesisir. Stereografik
dontisiim bir konformal doniisiim yani a¢1 koruyan bir doniisiim oldugundan ¢ egrisi

de S*’nin (0,0,11) noktasindan gegen biiylik cemberleri ile sabit ac1 yaparlar.

3.5. Maximal integral Egrileri

Maksimal integral egrilerinin varligini gosterebilmek icin

diferensiyellenebilir denklemler teorisinden asagidaki teoremlere ihtiyag vardir.

Teorem 3.5.1: f:IR" — IR" difbilir bir fonksiyon ve a e Domf olsun. Bu

durumda 3V c IR" € N(a) ve J c IR agig1 vardir Syle ki verilen VzeV igin
z’den gececek ve

dC.
%ﬁ(cl,...,cn):f,-oc JAsi<n

olacak sekilde bir tek
C.:J—>IR"

egrisi vardir. Ustelik
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$:JxV — IR"
(s,2) > #ls,2) = C.(s)

doniistimii dif.bilirdir.

Teorem 3.5.2: M, dif.bilir bir manifold, m; e M ve X, M lizerinde bir vektor alani
olsun. Bu durumda , bir V, € N(m,) ve J < IR agik aralig1 vardir dyle ki X’in
J, ’da tanimli olan ve verilen bir m € ¥, ’dan baslayan bir integral egrisi vardir. X’in
m’den baslayan herhangi bir integral egrisi 0 € J, 1 bir komsulugunda bu egri ile

cakisir.
Ispat: m, € U olmak iizere (U ,x), M’de bir harita olsun. f:IR" — IR", x(U )

tizerinde dif.bilir bir fonksiyon olmak iizere

z 0 z 0
X, = . — = coXx)—
v ;fxxl, ) o ;(f, x)axi

olsun. a = x(m,) almp Teorem 3.5.2 kullanilirsa, 3V, = x™' (V) € N(m, ),
3J, =J c IR (agik aralik) > ¢ =x "' o C:J, = M , X’in bir tek integral egrisidir ve
meV,’ dan baslar.

Lemma.3.5.1: Domc =J olmak lizere ¢, X’in bir integral egrisi olsun. s eJ ve

A :IR—>IR,A (a)=a+s, IR lzerinde Oteleme doniisimi olmak {izere,

a =co A, Xin ¢(s)’den baslayan ve Doma = A (J)=J' olan bir integral egrisidir.

ispat:
a! IQ*Oi—C*OﬂY*Oi
dt dt
:C* oioﬂs
dt
:c,o/ls
=(Xoc)o
=X0a
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O halde ', X’in bir integral egrisidir. Burada i, A, altinda invaryanttir.

Teorem 3.5.3: M, bir Hausdorff manifoldu ve X, M iizerinde bir vektor alan1 olsun.
Eger ¢, :J, > M ve c,:J, - M , M’nin ayni noktasindan gegen iki integral egrisi

ise bu iki egri J, N J, de ¢akisirlar.

Ispat: S = {s| ¢ (s)= c, (s)} olsun J, nJ, c IR oldugunda J, nJ,’de alt ciimle
topolojisini goz Oniine alalim. J, nJ, irtibath oldugundan S#& ve S’nin
J, NJ,’de hem ag¢ik hem de kapali oldugunu gosterirsek S =J, NJ,oldugunu yani

¢, ille ¢, 'nin J, N J, de ¢akistigin1 gostermis oluruz.

s €S olsun. Lemma.3.5.1°den X’in ¢, (s) =c, (s) =m’den gegen o, =c, o A4,
ve a, =c, oA, integral egrileri vardir. Teorem 3.5.2°den &, ve «, integral egrileri
0’1 bir komsulugunda ¢akisir. Dolayisiyla ¢, ve c,, s’nin bir komsulugunda ¢akisir.

Buna goére VseS’nin J, nJ,’de bir komsulugu vardir. O halde S, J, nJ,’de

aciktir.

Simdi S’in, J, nJ,’de kapali oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in S’in,
J, nJ,’deki tiimleyeninin J, nJ,’ de agik oldugunu gosterecegiz. Eger S’nin
timleyeni & ise ispat tamamdir. Aksi halde 3reJ, NJ, > ¢ (r)=c,(r) dir. M,
Hausdorff manifoldu oldugundan ¢, (r) vec,(r)’nin M’de ayrik agik komsuluklart
vardir. Burada ¢, ve ¢, siirekli oldugundan /R’de r’nin bir komsulugunda ¢, # ¢,
dir ve S’nin tanimmdan bu komgsuluk J nJ,’de S’nin tiimleyenine aittir.

Dolayisiyla S’nin tiimleyeni aciktir. Boylece S, kapalidir. Ayrica c¢, ile ¢, ayn
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noktadan gectiginden 30 € § dir. Boylece S # O dir. S,irtibathh J, NJ, uzaymda

hem ag¢ik hem de kapali ve S # < oldugundan S =J, nJ, dir.

S = {s| ¢(s)=c, (S)}: J,nJ, oldugundan ¢, vec, integral egrileri

J, N J, de cakisirlar.

Teorem 3.5.3 Hausdorff olmayan manifoldlar icin gegerli degildir. Bunu

asagidaki ornekte gorebiliriz.
Ornek.3.5.1: Bir M manifoldunu asagidaki gibi tanmimlayalim.
U = {(21,22,0)|21,22 IS IR}
olmak tizere
M =U U {0,0,)}c IR®

olsun.

(0,0,13

Sekil 3.5.1

v =U-{0.00.)})w {0.0.1)
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cumlesini ve

x:U - IR
(szzao)_) x(zl,zz,O)z (ZI’ZZ)

y:V = IR’
(ZI,ZZ,O) - y(zl,zz,O) = (Zlazz)i (0’0)
(0,0,1) > x(0,0,1) = (0,0)

doniisiimlerini goz oniine alirsak {(U,x),(V,y)}, M’de bir C* yap1 tanimlar. Dikkat

edilirse koordinat degisimi /R* —{(0,0)}’da id dir. U iizerinde aive V lizerinde
Xy

o vektor alanlart U NV lizerinde cakistiklarindan M’de bir X vektor alanmi

oy,

tanimlar.

¢ IR—>M
s = ¢ (s) = (s —1,0,0)

veE

¢, IR—>M
(s—1,0,0) ,s=1

sals)= {(0,0,1) L s=1

egrileri X’in (-1,0,0) noktasindan gecen birer integral egrisidir ve c (1) #c,(1)

oldugundan /R M IR iizerinde ¢, # ¢, dir.

Teorem 3.5.3 geregince bir Hausdorff manifoldunun, bir vektoér alaninin

verilen bir m noktasindan gecen biitiin integral egrilerinin tanim bdlgelerinin
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birlesimi /R’nin J(m) agik aralig1 ile gosterilsin. Buna goére m’den gecen bir

maksimal integral egrisi
Vm (m) M
olarak tanimlanir.

Lemma 3.5.1°deki integral egrisi maksimal integral egrisi olarak alindiginda

bu lemma asagidaki sekilde genisletilebilir.

Teorem 3.5.4: y, , bir Hausdorff manifoldunun bir vektdr alanmmin bir m
noktasindan gegen maximal integral egrisi olsun. Eger s € J(m) ise y, oA, egrisi

tanim bolgesi 4 | (J (m)) olan ve y, (s) ’den gegen bir maximal integral egrisidir.

Ispat: Lemma 3.5.1°den y,0/_, tamim bolgesi A_ (J(m)) olan ve m' =y, (s) den
gecen bir integral egrisidir. y, oA  integral egrisinin maksimal oldugunu
gosterecegiz. m'’den gegen integral egrisi y,, olsun. y,6oA , integral egrisi
A_(J(m))c J(m')de y,, ile akisir. Buna gére 0 € J(m) olmak tizere 1_ (0)=—s
oldugundan —seJ(m') dir. Lemma 3.5.1 geregince ol

tanim cumlesi

59

A, (J (m’)) olan ve m =y, ,(—s)2den gecen bir integral egrisidir. Dolayisiyla
A, (J(m')) < J (m)
dir. O halde
ool i J(m')—> M

dir. Yani y, oA, =y, dir. Buna gore y, oA _, maksimal integral egrisidir.
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Tanim 3.5.1: M, bir Hausdorff manifoldu ve X, M iizerinde bir vektor alam1 olsun.
Vm e M igin J(m)= IR ise X’e tamdir denir.

Bir vektdr alanmin tam olmasiyla ilgili bir kriter asagidaki teoremle
verilebilir.

Teorem 3.5.5: Bir M, Hausdorff manifoldu lizerinde bir vektor alaninin tam olmasi
icin gerek ve yeter sart 0 € /IR 'nin /R’de bir / komsulugu vardir dyle ki, herbir
maksimal integral egrisi / lizerinde tanimlidir.

Ispat: (=) :Tam vektor alani JR’de tamimli oldugundan ispat asikardur.

(<): 0 € IR "nin IR’deki bir / komsulugunda herbir maksimal egrisi tanimli
olsun. Bu durumda, bir & >0 reel sayis1 vardir dyle ki herbir maksimal integral
egrisinin tanim ciimlesi [— g,g] kapali araligin1 kapsar. Kabul edelim ki X tam
olmasin. Yani J(m)# IR olsun. Bir ¢eliski elde edecegiz.

i J (m) bir en kiiglik iist sinira sahip olsun. Bu smir1 b ile gosterelim ve

m' =y, (b— &) diyelim. Teorem 3.5.4 geregince J(m')= 4 ,.,(J(m)) dir. J(m') nin

—b+e

herbir elemam & *dan kiigiiktiir. O halde [~ &,&] J(m') dir. Bu hipotezle gelisir.

ii) J(m) bir en biiyiik alt siura sahip olsun. Bu smuri a ile gosterelim ve

14

m" =y, (a+¢) diyelim. (i)’ye benzer sekilde [-&,&]a J(m") dir. Bu da hipotezle
celisir.

(7) ve (ii)’den dolay1 kabuliimiiz yanlistir. Dolayisiyla J (m) = IR, yani X tam
olmak zorundadir.

Teorem 3.5.6: Bir M, kompakt Hausdorff manifoldu tlizerindeki her vektor alam

tamdir.
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Ispat: Teorem 3.5.2 geregince M’nin herbir m, noktasina M’de ¥, komsulugunu ve
IR’de 0’1 kapsayan bir J, acik araligim karsilik tutabiliriz 6yle ki ¥, in verilen
herhangi bir noktasindan gegen ve tanim climlesi J,, olan bir integral egrisi vardir.
M, kompakt oldugundan bu sekildeki sonlu sayida ¥ ’lar ile ortiilebilir. Bu durumda
bunlara karsilik gelen J, ’larin arakesiti 0’1n bir komsulugudur ve M’nin her bir m

noktasi i¢in J (m) tarafindan kapsanir. Teorem 3.5.5 geregince M {iizerindeki her bir

vektor alani tamdir.

Ornek 3.5.2: S’ bir kompakt Hausdorff manifoldu oldugundan Teorem 3.5.6
geregince S° iizerindeki vektor alanlari tamdir. Ornegin, Ormek 3.4.3’te verilen

vektor alanlar1 tamdir.

3.6. Bir Alan Vektoriiniin Akis1

Tanim 3.6.1: Bir M, Hausdorff manifoldu iizerinde verilen bir X vektor alaninin

M’nin verilen herhangi bir m noktasindan gegen ve tanim climlesi J(m) olan bir

maksimal integral egrisi vardir.
D= {(S,m)|s € J(m)}c IRxM

olmak lizere tanim ciimlesi D olan

¢ IRxM —> M
(s,m) = ¢ls,m)=7,,(s)

fonksiyonunu tanimlayalim. ¢, fonksiyonuna X’in akis1 denir [1].
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Teorem 3.5.4 geregince
#r+s,m) = plr, 45, m))
dir. Bunu asagidaki sekilde gorebiliriz:
¢ ’nin tanimindan ¢(r +, m) =7, (r + s) dir...(T)
Ayrica
o(r, (s, m)) = Y g(s.m) (1) = 77m(s)(’”)
dir. Teorem 3.5.4 geregince
Vo (m) > M
m’den gegen bir integral egrisi ise s € J(m) igin
VoA i A (J(m) > M

de v, (s) ’den gecen bir integral egrisidir. Yani y,, (s) =m'ise y,, =y, oA, dir.

m

Buradan

Vorls) =¥m ° A
V()= 0 A Nr) =7, (s +7)

olup ¢(r,@(s,m))=y, (s +r) dir...(I)
(I) ve (II) den

o +s,m) = §(r, f(s,m))
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elde edilir.

Bir akisin asagidaki lokal 6zelligi Teorem 3.5.1’in ikinci kisminin bir

sonucudur.

Lemma 3.6.1: Bir M, Hausdorff manifoldu {izerinde bir vektor alaninin akisi; m,
Mnin verilen herhangi bir noktast olmak iizere (0,7)nin bir komsulugu iizerinde

dif.bilirdir.
Bu lemma asagidaki global teoreme genisletilebilir.

Teorem 3.6.1: Bir M, Hausdorff manifoldu tizerinde bir vektor alaninin akisi bir

dif.bilir bir fonksiyondur.

Ispat: m, e M ve
S={seJ(m,)| ¢.(s,m, ) da dif.bilir}

olsun. Lemma 3.6.1 geregince en azindan 0 € § oldugunda § # < dir. J(m,) IR
oldugundan J(m,)’1, IR’nin alt ciimle topolojisiyle ele alalm. Ispat igin S’in
J(m,) da hem acik hem de kapal1 oldugunu gosterelim.

Once S$’nin acik oldugunu gosterelim. Lemma 3.6.1 geregince s € S olmak

iizere (0,¢(s,m)) nin bir komsulugunda ¢ difbilirdir. 0'm ¥,, ¢(s,m)=y, (s)’in U,
komsuluklar1 ¥, xU, ’de ¢ dif.bilir olacak sekilde se¢ilsin.
$(0,g(s.,m)) = $(0+ 5,m) = §(s,m)

ve s eV, dir. Yani V;, s € S nin de bir komsulugudur. Benzer sekilde ¢(s,m) eU,

dir. O halde S agiktir.
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Simdi S’nin kapali oldugunu gosterelim. S’nin kapanist S olmak iizere, S ’de
herhangi bir s noktasini alalim. m, = ¢(§,m0) olmak iizere (0,7, ) noktasina Lemma

3.6.1°1 uygulayalim. ¢, J xV iizerinde dif.bilir olacak sekilde 0’1n bir J komsulugu
ve m,’in bir V komsulugu vardir.

s — ¢(s, mo)
integral egrisi stirekli oldugundan s’nin bir N komgulugu eger s'e N ise
¢(s',m0)e V olacak sekilde vardir. s’ noktasiu s—s'eJ olacak sekilde segelim
(; es oldugundan bu se¢im yapilabilir). Boylece s' € S dir.

s" € § oldugundan Domf = D =J xV olmak tizere

fiIRxM — IRxM
(s.m) = fls.m)=(s =", 4(s".m, ))

fonksiyonu (E, mo)’da dif.bilirdir. Buna gore s—s'eJ ve ¢(s’,m0 ) € V' oldugundan

¢, (s—s',4(s',m,)) da dif.bilirdir. Ayrica, @(r +s,m)= §(r,#(s,m)) oldugundan

os— s (s",m, )= g5, m,)

dir. Buradan gof=¢ ve ¢, (s.m,)da difbilirdir. O halde s dir. Oyleyse

ScS olup S =S dir. Yani S, kapalidir.
Sonug olarak S, J(m,) mn hem agik hem de kapali alt ciimlesi oldugundan
S =J(m,) dir.

Teorem 3.6.2: X, bir M manifoldunda bir vektor alan1 ve X, # 0 ise m’de X = ai
X

olacak sekilde bir x haritas1 vardir.
Ispat: Teorem 3.6.1’i kullamlabilmek igin M’yi bir Hausdorff manifoldu kabul

edelim. X, M lizerinde bir vektor alan1 olsun.
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y(m) =0 ve {Xm,i|m,...,i|m}
oy, oy

T, M ’nin bir baz1 olacak sekilde M nin bir y haritasini segelim. ¢, X vektor alaninin

akis1 olsun.

fiIR" > M
(al,az,...,an)—>f(al,az,...,an):¢(a1,y’1(0,a2,...,an))

fonksiyonu 0 € /R"’in bir komsulugunda dif.bilirdir ve f(0)=m dir. Simdi invers

no:

fonksiyon teoremini kullanarak fin 0 € /R"’in bir komsulugunda diffeomorfizm
oldugunu gosterecegiz.

IR"’de w=id haritasin1 kullanalim. ¢, verilen bir a € IR" noktasindan
gecen w,-koordinat egrisi (w, -parametre egrisi) olsun.

¢, : IR —> IR"
t—> cl(t): w’l(t+a,0,...,0): (t+a,0,...,0)

dir.

f*[i |aj=f*[c[(0)] )

ow, dt
dir. Burada k, = foc, dir. k£, X’in f (a) ’dan gecgen bir integral egrisidir. Gergekten,

X’in akis1

¢:IxV ->M
olsun (Burada 0 € J vem € V' dir). Biliyoruz ki
Bt +a,m) = gt g, m)) = ¥y, (¢)
dir. Buna gore

V' > M
t 7, ()= glt.m)
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X’in m’den gecen bir integral egrisidir. O halde
VoA, :xl_a(J)—>M
Xin ¢(a, m) ’den gecen bir integral egrisidir. Buna gore

(7 0 2 Nt) = 7, (t+a) = glt + a,m)
:f(t+a,y_1(0,...,0))
= f(t+a.0,...,0)

= /(e (0)

:kl(t)

dir. O halde k,, X’in ¢(a,m)=¢(a,y‘l(0,...,0)):f(a,O,...,O)’dan gecen integral

egrisidir. Bu durumda

dir ve ozellikle
0
| N = Xm
/ [M |0j

dir. Eger c, (i =2,3,...,n), 0dan gegen w,-koordinat egrisi (w, -parametre egrisi) ise

0 dk, .
ﬂ‘[a_wi|°J_Z|° , ((=23,...,n)

dir. Burada k; = f oc, dir. Bu durumda k,, m’den gecen y,-koordinat egrisidir ve

0 0
— =— ,(i=23,...,
f*[awi |oj o L s (i n)

i

dir. Oyleyse f., baz1 baza déniistiiren bir izomorfizmdir. Buna gore invers fonksiyon

teoremi geregince

fl,:VeIR" 5>UcM

bir diffeomorfizmdir. Sonug olarak (U x=(71)" ), M’nin bir haritasidir.
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Verilen bir p noktasi i¢in x(p) = a olmak lizere p’den gegen x, — parametre

egrisidir. Burada

s — fla, +s,a,,....a, (a ~(0,a,,.. ,az))
(Sa (alay Oaza -4, )))
= #(s, fa,,a,...,a,))

= ¢ls.p)

dir (Burada x(p)=(f],,)71(p)=a dir). Buna gore s—)f(a1+s,a2,...,

p’den gecen bir integral egrisidir. Boylece,

oy
ox, ”

dir. Yani x, M’nin istenilen 6zellikteki bir haritasidir.

a,), Xin

Simdi bu sonucu ,Hausdorff olmayan bir M manifolduna genisletelim.

Oncelikle , m’nin X’in tamm ciimlesinde yatan bir U koordinat komsulugunu

secelim. j:U — M dogal 1:1 doniisiim olmak iizere U, standart agik altmanifold

yapistyla bir Hausdorff manifoldudur ve U iizerinde X e j-baglh olan bir Y vektor

0

alan1 vardir. m’de U’nun bir y haritasini y’nin V' tanim ciimlesi iizerinde Y = —

oy,

olacak sekilde segebiliriz ((V, y), Unun m’de bir haritasidir). U, Hausdorff

manifoldu oldugundan bu durum yukarida ispat edildi. Buna gére xo j =y olmak

iizere (V,x), Mnin bir haritasidir ve ¥ iizerinde X = 9 dir.
X
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4. TARTISMA ve SONUC

Bu ¢alismada, diferensiyellenebilir manifold kavrami ele alinarak manifoldun
topolojik yapisi incelenmistir. Ayrica manifold iizerinde tiirev ve vektor alanlar
kullanilarak 1. mertebeden diferensiyel denklemler ele alinmis ve Orneklerle

somutlastiriimistir.
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