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OZET

GENELLESTIRILMIS ANALITIK FONKSIYONLAR ICIN BiR SINIR DEGER

PROBLEMI

ERKOC, Zeki
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Prof.Dr. Kerim KOCA

2005, 46 sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tezin i¢inde gecen bazi
temel tanim ve kavramlar verilmistir. ikinci boliimde “Vekua denklemi” olarak
bilinen kompleks diferensiyel denklem icin Wiener tipli bolgede onemli bir sinir
deger problemi incelenmistir. Ugiincii boliimde ise diizgiin smirli bdlgeler icin
gegcerli olan ¢oztimle ilgili bir integral gosteriliminin Wiener tipli bolgede de gegerli
oldugu ispatlanmistir. Son boliimde ise tezde yapilanlar 6zetlenmis ve daha ileri

diizeyde neler yapilabilecegi hakkinda 6neriler sunulmustur.

Anahtar kelimeler : Vekua denklemi,Wiener tipli bdlge,kapasite,Cauchy-Riemann

denklemi, genellestirilmis analitik fonksiyon.



ABSTRACT

A BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR GENERALIZED ANALYTIC

FUNCTIONS

ERKOC, Zeki
Kirikkale University
Graduate School of Natural And Applied Sciences
Department Of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor : Prof. Dr. Kerim KOCA

2005, 46 Pages

This thesis is composed of four parts. In the first part, some important
definitions and concepts mentioned in the thesis are given. In the second part, for
complex differantial equation so called “Vekua equation”; in the Wiener type domain
an important boundary value problem is studied. In the third part, it is proven a
realeted solution of integral shown that is valid for regular bondary areas has also
validity in Wiener type domain. In the last part, the things done in the thesis is

summarized and what can be done in higher level is suggested.

Key Words : Vekua equation, Wiener type domain, capacity,Cauchy-Riemann

equation, generalized analytic function.
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1. GIiRiS

Baslangi¢c deger ve smir-deger problemleri reel ve kompleks diferensiyel
denklemler teorisinde uygulama agisindan 6nemli bir yer tutmaktadir. Gerek adi
tiirevli, gerekse kismi tiirevli denklemlerde genel ¢oziimiin varlig1 bilinse bile belli
tipten ¢oziimlerin arastirilmasi ve bunlarin bazi baslangic ve smir degerlerinin
saglamasinin istenmesi Fizik, Mihendislik ve temel bilimlerde olduk¢a sik
karsilagilan bir durumdur. Genel olarak Cauchy Problemi olarak isimlendirilen
baslangi¢ ve sinir-deger problemlerindeki baglangi¢ ve smir kosullar1 uygulamalarda
dogal olarak ortaya cikar. Ornegin bir bdlgenin i¢ kismindaki potansiyeli dlgme
imkanimiz olmayabilir, ancak smirdaki potansiyel belirlendiginde belli bir potansiyel
denklemini ¢oziip smir kosullar1 uygulanarak i¢ kisimdaki potansiyeli veren
fonksiyonu belirleyebiliriz. Bu ise en basit anlamu ile eliptik diferensiyel denklemler

i¢in bir smir-deger problemidir.

Ozellikle sinir-deger problemlerinde problemin tanimli oldugu bélgenin
sirmin diizglinliigii ¢ok 6nemlidir. Ciinkii sinir-deger problemlerinin ¢dziimleri igin
gelistirilen metodlarda integral kavrami kullanilmaktadir. Integraller ise sinir1 diizgiin
bolgeler i¢in hesaplanabilmektedir. Bu nedenle sinir1 diizgiin olmayan bolgelerde
tanimlanan cesitli sinir-deger problemleri i¢in degisik metodlar gelistirilmis veya

¢Ozlimiin varlik ve tekligi icin degisik kriterler ortaya konmustur.

Smir-deger  problemlerindeki  zorluklar  bdlgenin  simirmin  diizgiin
olmayisindan kaynaklanabilecegi gibi denklemin katsayilarinin singiilerliginden de

ortaya ¢ikabilir.



Reel uzayda oldugu gibi kompleks uzayda da sinir deger problemlerinin
¢ok yaygin uygulamalar1 vardir. Bu tiir problemlerin elastisite , gazlar dinamigi ve
kabuk (Schalen) teorisindeki uygulamalar Vekua tarafindan  ayrintili olarak
incelenmistir. ( Bakiniz [10], sayfa 181-521 ) . Kompleks anlamda ele alman
diferensiyel denklemler ( ozellikle Vekua denklemi ) icin gerekli olan problem
Riemann-Hilbert sinir-deger problemidir. Bu problem , basit irtibath bir D

bolgesinde

wz =Aw+Bw+F ,ze D a1
au+ fBv=Re[A(z)W]=¥(z), ze€dD, A=a+if '

seklinde tanimlanmaktadir. Burada w=u+iv dir. Eger A=B=F=0 ise bu

taktirde problem analitik fonksiyonlar i¢in iyi bilinen Riemann-Hilbert sinir deger

problemine indirgenir. Bu nedenle (1.1) smir deger problemine genellikle

genellestirilmis Riemann-Hilbert sinir-deger problemi denir.

Bolgenin smirt klasik anlamda diizgiin olmadigi zaman genellestirilmis
anlamda cesitli regiilerlik kriterleri verilmektedir. Ornegin bir dikddrtgenin cevresi
klasik anlamda diizglin olmadig1 halde Vekua’nin gelistirdigi bir kritere gore

dikdortgenin gevresi diizglindiir.( Bakiniz [10] )

Biz bu tezde siir1 klasik anlamda diizgiin olmayan bir D c € boélgesinde bir
siir deger problemi inceleyecegiz.

1.1 Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlanisinda konu ile ilgili olarak 5 adet kitap; bir Yiiksek Lisans
tezi ve iic makaleden yararlamlmistir. Oncelikli olarak [5] ; [8] ve [9] nolu

kaynaklardan ¢esitli sinir deger problemleri incelenmis ve [5] nolu kaynaktan ise



Wiener tipli bolgeler ve oOzellikleri Ogrenilmistir. Diizgiin simnirli olmayan bir
bolgenin diizgiin sinira sahip bolgeler dizisi yardimiyla pargalanmasi teknigi [7] nolu
kaynaktan incelenmistir. Cesitli sinir-deger problemlerinin ¢oziimlerinin varlik ve
tekligi ve Vekua Denklemi [10] nolu kaynakta ele alinmustir. Tezin sonunda
incelenen diizglin smirli bolgeler igin gecerli olan bir kompleks smir-deger
probleminin incelenmesinde [1] ve [9] numarali kaynaklardan yararlanilmigtir. Tezde
Incelenen kompleks simir-deger problemleri uygun kosullar altinda reel sinir-deger
problemlerine doniistiiriilmils ve diizgiin sinirhi bolgelerdeki bu tiir problemler [4]
nolu kaynaktan Ogrenilmistir. Daha sonra limit yardimiyla diizgiin smirh

bolgelerdeki ¢oziim gosterilimleri Wiener tipli bolgeye genisletilmistir.

1.2 Calismanin Amaci

Biz bu tezde 6nce Wiener Tipli bolge kavramimi verecegiz ve smirt diizgiin
olmayan bu tip bolgelerin smir noktalarmin regiilerligi igin kriterler ortaya
koyacagiz. Burada hemen belirtelim ki bir bolgenin siiriin regiilerligi denklemdeki
L operatdriine (dogal olarak denklemin katsayilarina) baglidir. Daha sonra bundan
yararlanarak Wiener tipli bolgelerde tanimlanan

wz = Aw+ Bw ,ze D

Rew | =u | =¢ ,peC?@D)
oD oD
Imw(zy) = ¢y , (cq reel) zg € D

seklindeki bir sinir-deger probleminin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi i¢in bir kriter

ortaya koyacagiz.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boéliimde oncelikle tezde gegecek olan bazi temel tanim ve kavramlari

verecegiz.

2.1 Temel Tanimlar

Tamim 2.1.1 D c C kiimesi agik ve irtibatli ise D kiimesine kompleks diizlemde bir

bolge denir.

Tanmm 2.1.2 X herhangi bir kiime ve M asagidaki kosullar1 ger¢ekleyen X in bir alt
kiime ailesi olsun.

i)g, Xe M

i) Ae M ise A“=X\Ade M

iii) 4;, 4,,...e Mise| JA, e M

i=1

kosullarini saglayan M ailesine X iizerinde bir o -cebiri denir.

Tanmm 2.1.3 Tamim 2.1.2 deki iii) de sayilabilir birlesim yerine sonlu bilesim

almirsa u ailesine cebir denir.

Tanmm 2.1.4 / : (X,M) — R fonksiyonu verilsin. Heraz € Rigin {xe X: f(x)>aje M
ise f ye Olciilebilir fonksiyon denir.

Tamim 2.1.5 (Lebesque Ol¢iimii) (R,B) olgiim uzaym diisiinelim , E = (a,b) ise

A(E) = b—a olarak tanimlanan 6l¢iime Lebesque ya da Borel 6l¢iimii denir.



Tanmm 2.1.6 f: X — X fonksiyonunu gozoniine alalim. Bir x*e X noktasi
f(x*)=x* bagintisin1 sagliyorsa bu x* noktasina f fonksiyonunun bir sabit

noktas1 denir.

Tanim 2.1.7(Daralma Déniisiimii) (X,d)bir metrik uzay olsun ve f:X —> X
fonksiyonu bu uzay1 kendi i¢ine doniistiirsiin. Her x, y€ X nokta ¢ifti ve 0 <k <1

kosulunu saglayan bir £ reel sayisi i¢in

d(f(x), f () < kd (x,y)

kosulu saglaniyorsa f* bir daralma doniisiimii ya da kisaca daralma adin1 alir.

Tamm 2.1.8 (Holder-Siireklilik) Kapali D bolgesinde tanimlanmis bir  f(z)

kompleks fonksiyonu verilsin. Eger her z|,z, € D igin
|f(z2)= f(z))| € H|zy —z|* 0<a<1 (2.1.1)

esitsizligi saglanacak sekilde H ve « sabitleri varsa f(z) ye D bolgesinde Holder

sureklidir denir.

H sabiti tek degildir, ancak H sabiti

HD=H(faD)= s LEZ/E

2, #2,)
21,2265 |22 —Zl|a 1 ’

olarak segilirse H tektir ve Holder sabiti adin1 alir. & ’ya da Hoélder iisteli denir.

Bu durumda

/()= fEI S H(Plzg —2[*
(2.1.2)esitsizligine Holder kosulu adi verilir. (2.1.2) esitsizligini  saglayan

fonksiyonlarm kiimesini H% (D) ile gosterelim. Eger f(z) nin 1.basamaktan

tiirevleri Holder - siirekli ise bu tiir fonksiyonlarin simifi da H 1“(5) olarak



ifade edilir. (2.1.2) esitsizligini saglayan biitiin smirh fonksiyonlarin kiimesi de
C%(D) ile gosterilir. Eger D smurl bir bolge ise H%(D)=C%(D)dir. Genel
olarak D bolgesi smirsiz ise C*(D)c H%(D)dir. Ornegin % :|z|a fonksiyonu

H“(C) sinifina ait oldugu halde C*(C) sinifina ait degildir.

Tanimm 2.1.9(Siirekli Genisletme) f(z),0D smirinda tanimlanmis bir fonksiyon

olmak tizere

_|f(z2) , zedD
8D zeD

seklinde tanimlanan fonksiyon D bolgesinde siirekli ise A(z) ye f(z) nin siirekli

genisletmesi denir. Tanimdan da goriilecegi gibi siirekli genisletme tek olmayabilir.

2.2 Wiener Tipli Bolgelerde Genellestirilmis Analitik fonksiyonlar i¢in Bir

Sinir Deger Problemi

D c C smurli keyfi bir bolge olsun. D bdlgesinde tanimlanmig

Uy-vy =a(xy)u+bxy)v

(2.2.1)
uy +vy =cxyu+dxy)v

homojen olmayan Cauchy-Riemann  sistemini  goézonline alalim. Burada
z=x+iye D dir.

(2.2.1) sisteminde ikinci denklem i ile ¢arpilir, birinci denklemle taraf

tarafa toplanir ve daha sonra da % ile ¢arpilirsa



wz = %[a(x, W +b(x, y)v +ic(x, y)u +id(x, y)v] (2.2.2)

elde edilir.
Ayrica w=u+iv, w=u—iv dir. (2.2.3)

(2.2.3) den u ve v ¢oziiliirse

u= W;W, v:—@ elde edilir. Bu degerler de (2.2.2) de

yerine yazilirsa

( w)

)+b( I

Y icCr ) vid(x, y)(m}

Wy = {a(x N .

;[1 (4, ) +ic(r, y) — ib(x, ) + d )+~ (a(x V)= d(x,y) +ic(x, y) + ib(x, y) }

=i [(a(x, V) +ic(x, y)—ib(x, )+ d(x, y)w+ (a(x, y) — d(x, ) + ic(x, y) + ib(x, y)v_v] 2.2.4)

bulunur. (2.2.4) esitliginde

1 . .
= Z(a(x,y)+lC(x,y)_lb(x,y)+d(x,y))
1 . .
= Z(a(xay)_d(xay) +ZC(X,y) +Zb(x:y)
denirse (2.2.1) sistemine denk olan
wz = Aw+ Bw (2.2.5)

kompleks denklemi elde edilir.

Burada

Tanim 2.2.1 w z= Aw+ Bw diferensiyel denkleminin ¢6ziimlerine“Genellestirilmis

Analitik Fonksiyonlar” denir ve bu denklemin ¢6ziimii de



g | e L

dd +
i) 7 gl §=¢+in

seklinde bir gosterilime sahiptir.

D bolgesinin diizgiin sinirh ve ilgili katsayilarm L ,(D)(p>2) smifina ait

olmasi halinde (2.2.5) denklemine iliskin ¢esitli sinir deger problemleri [9], [10] da
incelenmistir. Ayrica bu [10] da “Genellestirilmis Analitik Fonksiyonlarin Teorisi”
genis olarak ele alinmistir.

(2.2.1) sistemindeki katsayilar i¢in,

| )
rlog( %) rlog(*7 )
|a(x,y)|£ —/11” |b(x,y) < Ar
r r
(2.2.6)
3 Cy4
rlog(ﬁ) rlog(ﬁ)
le(xy) | € ——F—, ldxy)| < ——— 2y<r,0<A<1
r r
Cs C*s
R B N O Er e

esitsizliklerinin gergeklendigini varsayalim. Burada c,ler (i=1,...,6) reel sabitler

r= \/(x—f)2 +(y—77)2 , (x,y)e D ,(&n)¢ D dir. Ayrica bu katsayilarin D
bolgesinde x ve y degiskenlerine gore birinci basamaktan kismi tiirevlerinin mevcut

oldugunu kabul edelim. Simdi ,

wz=Aw + Bw , ze D

Rew | =u | =¢ ,pe C*0D), 0<a<l (2.2.7)
oD oD

Imw(zy)=v(zy)=c, , zy€ D



sinir -deger problemini géz 6niine alalim.

ad

Diger taraftan eger (2.2.1) sisteminin b ve d katsayilar1 arasinda g— = 5
X Y

seklin de bir bagint1 varsa bu taktirde;

P(z)=-a(z)+d(z)]
q(z) =b(z) —c(z) (2.2.8)
k(z) = a(2)d(z) = b(2)c(z) —a,(x,y) — ¢, (x, )

olmak tizere u =Rew igin

Lu=Au+ p(z)u, + q(z)uy + k(z)u =0 (2.2.9)
(p,q reel fonksiyonlar) denklemine ulasilir.(2.2.6) den dolay1 (2.2.9) denkleminin

katsayilari igin de

% * *
C C C
P 1a@IS2, S <k@)<0 (2.2.10)
r r

esitsizliklerinin gecerli oldugu goriilebilir.
Simdi (2.2.9) yardimiyla

Lu=0, ze D
(2.2.11)

ul| =@, zedD
oD

sinir deger problemini tanimlayalim. Bu sinir deger problemini incelemeden once

birka¢ tanim ve 6nerme verelim:

Tanim 2.2.2 L operatorii (2.2.9) de ki gibi olmak {izere her z€ D igin

Lu>0 (Lu<0)

esitsizligi saglanirsa u fonksiyonuna D bolgesinde alt-L ¢oziim(iist-L ¢6ziim) denir.



Tamm 2.2.3 EveT C kompleks diizleminin Borel - 6l¢iilebilir iki alt kiimesi

olsun ve (x,y)e T, ({1 )e E olmak tizere r = |z-¢ |, {=¢+in uzakhigmi

gozoniine alalim. Ozel halde TME= @ ve T NE #@ olabilir. E nin biitiin alt
kiimelerinden olusan ¢ cebirleri {izerinde tanimlanmis Olgiilerin kiimesini M ile

gosterelim. Ayricaze T ve € E igin

S
g(z,{)= {log( Y )} , (r <y) fonksiyonunu tanmimlayalim. Burada s
r

pozitif sabit ve y ise T ve E ye baglh bir bagka sabittir. ue M olmak iizere

[[az ¢ dugm<i

E

esitsizligini saglayan Olgiilerin kiimesi M, olsun. Bu takdirde Lg = 0 olmak
uzere

supp(E)
i eMl

sayisina £ kiimesinin 7' kiimesine gore logaritmik (L,s) kapasitesi denir ve

Cap(L’S)E

ile gosterilir.
Lemma 2.2.1 Cap, E  asagidaki dzeliklere sahiptir:

a) El cFE 2 ise Cap(L,s)El < Cap(L,s)Ez
n n

b)E = UEl 1S€ Cap(L’s)E < ZCap(L,S)Ei
i=1 i=1

¢)Br(Fy), Py =(x,,y,) merkezli R yarigapl bir disk olsun. Bu taktirde B,(F,) n

10



T ye gore kapasitesi i¢in

_
{Zog(m

esitsizligi gecerlidir. Buradaki 77 Tanim 2.2.3 deki gibidir.

Cap o Br(F) 2 S

fspat: a) ve b)) 6zellikleri tanimdan hemen goriilebilir. Simdi ¢ ) sikkini ispat

edelim. Bunun i¢in By (F) in merkezine yigilan bir uye g Olgiisiini ve

0 <0 < R olmak tizere

es={r.) | (r=v0)2 + (v =30 < 67

diskini g6zoniine alalim. Bu durumda r > R — § esitsizliginin de kullanilmasiyla

[[2Ceye.mdugEm) , z=x+iy
Br(R)

= H{log( ﬂ duy(E,1)

[log[ o ﬂ [[ g )

e

[log{ Ryé H o yazilabilir. Burada

a= [[duy,m

€s
dir. Eger a sayist

olarak secilirse

11



[[ e,y mdug&m) <1
BRr(Ry)

esitsizligi ve

Cap(p,s\Br(Ry) = pg(Br(Ry)) 2

ol 75

bagintis1 ortaya ¢ikar. Son esitsizligin sol tarafid dan bagimsiz oldugu i¢in 6—0
yaklasimi i¢in bu esitsizlik yine dogrudur. O halde iddia edilen esitsizlik ortaya

¢ikar.

Lemma 2.2.2 F(r):[log[%/ﬂ , 29> r, r:|§’—z|=\/(x—(f)2+(y—77)2

o
olarak tanimlanan fonksiyon D boélgesinde Lu = 0denkleminin alt ¢oziimii olacak

sekilde s>1 sayis1 vardir.

ispat: Elemanter hesaplarla
oF __J(x=¢) ,Ogs_l(gj
ox 72 r
oF _ [((r-n) s—1(27’J
el ] it

O __s | =) (=0 s-l(zy] _ s—2(27’] .
axz_ rS{ log r +(s—Dlog h (x—%)

:
e {ﬂog“(ﬂ}(s—l)zog“l[ﬂ}y—n)}
dy »3 r r

oldugu goriilebilir. Bu tiirevler LF(r) ifadesinde yerine yazilirsa

12



-2 2
e f 222 o2 | 2

‘x—ﬂ <1ve |y—77|

r r

olur. Katsayilar icin verilen (2.2.10) esitsizlikleri ve <1 olduklar

da gozoniine almirsa (2.2.12) den

s=2 2
LF(r)zs [log(%ﬂ %!ST_I + log(%j(p +q)+ %[log(%jj ]

§=2
:{,ng_?ﬂ l{s_—l_c_l_c_z_c_s}
r ri.r r r sr
s—2
1
=s{log(2ﬂ —[s —l-cy —cy - c_3j
r 72 s

elde edilir. Eger s sayisi,
52 —(l+cl +6'2)S—C3 >0
olacak sekilde secilirse
LKr)=0
esitsizligi saglanir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Lemma 2.2.3 (L.Temel Lemma): By(z,)={ze €| |z-zo|<R} olmak iizere
D c C bolgesi B,g(z,) diski tarafindan tamamen kapsansin.

Yani ,

DC B4R(zo)={ze C| |Z-ZO|<4R}

13



olsun. Diger taraftan D nin st I} UT, =dD seklinde iki parcadan olussun.
Burada I',, D nin smirmin  Byg(zg) diski i¢inde kalan pargasi ve T, , dB4g(z()
sinirinda en az bir yigilma noktasina sahipdD sinirinin diger pargasidir. Ayrica D
bolgesinde

Lu=0
denklemi gerceklensin  ve Lnin katsayillann (2.2.10) esitsizliklerini saglasin.
Ote yandan

Ep =Bg(z0)\ D
kiimesinin bos olmadigini varsayalim. (Bakiniz Sekil 2.2.1) Bu taktirde

Lu =0, ze D

seklinde tanimlanan problemin her pozitif reel degerli u e C 2 (D)NC(D) ¢dziimleri

icin sup u(z) = [1 +c,Cap (L,S)ER] sup  u(z)
D DNBR(zg)

esitsizligi saglanacak sekilde ¢, sabiti vardir.

Sekil 2.2.1
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ispat: Once r:|z—C| ,zeD, (e Ep ve

M =supu(z)
zeD

olmak tizere B,,(z,) bolgesinde

N
9(x)=11- ] {log (4—Rﬂ du(E,n)+ AM ,(A>0 , Asabit)
E . d
reel degerli fonksiyonunu goz oniine alalim. Burada #,

4R\ [
I} [log [—ﬂ du(€m) <1 (x.)e D.(Ene Eg
Ep d
sup W(Eg) = Cap; o Ep (2.2.13)
”EMI
ozelliklerine sahip bir 6l¢li ve { =& +in dir. (2.2.13) den dolay1 her £ > 0 igin

Ho(ER) 2 Cap o Ep € (2.2.14)

yazilabilir. Buradau M, dir.

Simdi @ nin dD {izerindeki degerini inceleyelim.

#z) | 20, u(z)| =0

I r,

olmasi nedeniyle

u(z) | <4(2) |
1—‘1 1—11

esitsizligi yazilabilir. Diger taraftan

oz | =241—  sup jj [log(“TRﬂ du(Em) + AtM

0B4p(z) 2€0B4r(z0) £

15



> {1 - {Zog(é)}s H(ER)+ /I}M

> {1 - {log[%ﬂ Cap(r,s)(ER)+ /?}M

dir. 4 sayismi

AT
A= {log[gﬂ Cap(p,\ER

olarak secersek bu durumda

p(z) | 2M=supu(z)
0B4R(z0) zeD

olur. Boylece

#(z) | 2u(z) |
oD oD

esitsizligi elde edilmis olur. Lemma (2.2.2) ve (2.2.6) den
4R\
Lo(z) <=M [[ L] log| = || du(&.m) <0
Eg

yazilabilir. O halde ¢(z) reel fonksiyonu Super — L ¢oziimdiir. Super — L ¢o6ziim

fonksiyonlari icin bilinen maksimum prensibi nedeniyle her ze€ D i¢in
#(z) 2 u(z)

esitsizligi her zaman dogrudur. Buradan
4R\ A\
u(z)< 11~ [[|log| == || du@.m)+|log < || Cap(y)(Ep) M
Eg

yazilabilir.
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Simdi u(z) nin DN Bg(z,) bdlgesinde listten sinirlt oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in dnce

Sup u(z)S{ 1- inf ”{Zog( H du(é,n)

ze DNBR (Ry) 2€DNBR(R)

+[Zog[%ﬂ Cap (L,s) E, }supu(z) ,(=¢+in

zeD

esitsizligini gdzoniline alalim. Buradan (2.2.13) bagmtisinin da kullanilmasiyla

zeDNBR(Ry) zeD

sup  u(z) S{ {log 4T,U(E ) +{log(:ﬂ‘ Cap(L,S)ER}sup uz)

N
= {1 — [logZ]S - {Zog(éﬂ Capp o Eg +¢ [log 2]5 }M

:{1 - C;Cap(L’S)ER +¢ [log2]s }M

olur. Bu esitsizlik her € > 0 sayis1 i¢in saglandigindan

sup  u(z) < [1 C7 Cap . Er ]Supu(z)
zeDNBR(R))

bulunur. Burada

c; =[log2] - {log(?ﬂs dir .

Boylece,

*k

C
sup u(z) 2|1+ ! Cap(r s ERr sup u(z)
zeD 1_C7C0P(L,S)ER zeDNBR(F))

17



veya

supu(z) |1+ c, Cap(L,s) o sup  u(z) olur ki bu da Lemma2.2.3 iin

zeD zeDNBR(Ry)

ispatini1 tamamlar. Burada

C*
7 dir.

c7 = *
1- C7CClp(L’S)ER

Not : Lu =0 1 her u ¢6zliimii igin

sup u(z)= sup  u(z)
zeD ze DNBR(Ry)

esitsizligi daima dogrudur. Eger ;

M =supu(z)=2 sup u(z) ; M,= sup u(z)
zeD 2eDABR(Py) 2eDABR(Py)

dersek bu taktirde Lemma 2.2.3 {in bir sonucu olarak

M 2|1+ c¢;Capy o E)M,

esitsizligi saglanacak sekilde ¢, sabitinin mevcut oldugunu sdyleyebiliriz.

Lemma 2.2.4 E , Bp(F,) diskinin bir alt kiimesi olsun. Bu taktirde;

mes, E
Cap(p,5)E 2 ap(s) R22 , Ec Br(Fy)

olacak sekilde bir a(s) sayis1 vardir. Burada mes,E ,E nin lebesque anlaminda

Olcusudiir.

Ispat: Once

”{Zog(z—Rﬂ‘dy(f,n)SI JeE zeE (=¢(+in ,z=x+iy
r
E

18



esitsizligi saglanacak sekilde bir u € M O6lgilisiiniin var oldugunu gdsterelim.
Bunun i¢in dnce

du= Aydé dn (Ay sabit), r <R 0<r0SrSR

secelim. Bdylece

Y e o

I} _log(?ﬂsdt

BSR(PO)_

yazilabilir. Son esitsizlikte kutupsal koordinatlarin kullanilmasiyla

H@{ ﬂwwm@wmmz

elde edilir. 4, sayisini

1

Ay = 3
Cg(s)R

olarak secersek

ﬂ@{ ﬂwemﬂ

esitsizligi elde edilir. O halde u istenilen 6zelliklere sahip bir Sl¢iidiir.

Diger taraftan,

1
du = 3 dédn
Cg(S)R

olmasi nedeniyle
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1
Cap(p o\ E 2 —zmeszE (2.2.15)
Cg(S)R

esitsizligi ortaya cikar ve bu da ispati tamamlar.

Lemma 2.2.5 Lemma 2.2.3 {in hipotezleri gegerli olsun. Bu taktirde Lu =0 1n

¢Oziimleri igin,

E
sup u(z) 2 {1 +Cy () meszz } sup u(z) (2.2.16)
zeD R ze DNBR(Py)

esitsizligi saglanacak sekilde ¢, (s) sayist vardir.

Ispat: Lemma 2.2.4 ve (2.2.15) esitsizligi goz oniine almirsa bu lemmanin

dogrulugu goriilebilir.

Tanum 2.2.4 Diizgiin sinirli olmayan D < € bdlgesinde

Lu=0 , D bolgesinde

ul =¢ ., (peC(@D))
oD

seklinde tanimlanan smir-deger problemini gozoniine alalim. ¢,(z),¢ nin D

bolgesine siirekli genigletmesi olsun. Simdi D bdlgesini

D,<Dy,., D,cD ,lim D,=D; (m=1.2,.)

m—oo

ozellikleri saglanacak sekilde parcalayalim. Burada D,, ler diizgiin smurl alt
bolgelerdir. Her bir me IN i¢in D,, bolgelerinde

Lu,, =0, D,, bolgesinde

Uy | =0 | =Cm PomE C(aDm)
aD,, aD,,

smir-deger problemlerini goz 6niine alalim. (D,, ler diizgiin sinirh olduklarindan bu

sekilde tanimlanan sinir deger problemlerinin ¢dziimii mevcuttur.) Diger taraftan
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lim u,,(z)= u¢(z)

m—o0

limitinin mevecut oldugunu varsayalim. Bu taktirdeu,(z) limit fonksiyonuna Lu=0

denkleminin “Wiener anlaminda genellestirilmis ¢6ziimii “denir.

Tamm 2.2.5 z,edD sabit bir nokta ve u, , Lu=0 1 Wiener anlaminda
genellestirilmis ¢oziimii olsun. Eger her ¢ € C(dD) igin

lim u(o(z) =¢(zy) ,ze D

Z—Zy
oluyorsa bu takdirde z, smnir noktasina dD nin bir “ Regiiler noktas1” ; aksi takdirde

“Irregiiler noktas1” denir.

Tanmm 2.2.6 Tim smir noktalar1 Wiener anlaminda regiiler olan bolgeye Wiener

tipli bolge denir

Teorem 2.2.1 Tanim 2.2.5 deki u,, (m=1,2........ ) fonksiyonlar1 D,, bdlgelerinde

Lu = 0 denkleminin ¢6ziimleri olsun. Diger taraftan her 6>0 i¢in tanimlanan
Dg ={ze D|dist(z,0D)> 8} ; D,, < Dy

bolgelerini gdzoniine alalim. Bu taktirde {um (2) } ¢oziimler dizisi yakinsaktir.

50

Sekil 2.2.2
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Ispat: Once her £ >0 sayisiigin |G(2)—@,(2)| l <&  esitsizligi saglanacak
D

sekilde G(z)ve ¢y(z) reel degerli fonksiyonlarini gozoniine alalim. Diger taraftan

D bolgesinde G(z) yardimiyla

Gi(2)= %G(z) + 2K K Re(-)(z=))]

G,(z)= %G(z) _ o2 K Re(1=i)(z=z)]

fonksiyonlarin1 tanimlayalim. Burada K herhangi bir sabit ve J ise bdlgenin

capidir. Ayrica G(z) nin 2.basamaktan kismi tiirevlerinin var ve sinirl olduklarini
kabul edelim. Bu hipotezler altinda G (z) Sup — L ¢6zliim olacak sekilde K sabiti

secilebilir. Bunun i¢in 6nce
LG,(z) = % [AG + p(2)G, +4(2)G,, +k(2)G]
4 oK 202K JK[Re(-i)(zz] (K o2K eK[Re((l—i)(z—zo )]
+q(2)K 2% oK[Re(1=i)(zz] +k(2)K 2K oK Re((1-D)(z=29))] (2.2.17)

ifadesini gdzoniine alalim. Diger taraftan

* AG
M, = 2V 6. 6.l |G 2218
! gieag(z‘lx y|llj (2.2.18)
diyelim.(2.2.10) nedeniyle
max (p(2)},|q(2),[k(2)]) € 10 ()

olacak sekilde cj, () sayist mevcuttur. Bu bagmtilar (2.2.17) de kullanilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa yeterince biiylik bir K sabiti i¢in
LGi(2)=20

yazilabilir. Tamamen benzer sekilde yine yeterince biiyiik K sabitleri i¢in
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L,G(z)<0
oldugu goriilebilir.  Boylece yeterince biiyiik K lar i¢cin D bolgesinde
G Sup - L ¢6ziim ; G, Super — L ¢dziim oldugu goriilmiis olur. Diger taraftan

=G1(2)+G,(2)

yazilabilir. Simdi

<
Lv, =0 ,ze D,
-
v | =Gi(z) , zedD,,
aD,, )
_ N
Lv,, =0 ,ze€ D,
vy | =Gy(z) , zedD, (
D,
/

seklinde tanimlanan sinir-deger problemlerini gézoniine alalim.

G,(z) ,D,, bolgesinde Sup - L ¢dziim (G, (z) Super — L ¢dzliim) oldugundan
maksimum prensibi nedeniyle,

vi>G o, (v, £G))

m —

+ + - -
vm—l Svm’ (Vm va—l)

esitsizlikleri yazilabilir. O halde {v; }, {v m }monoton fonksiyon dizilerdir. Ayrica

maksimum prensibine gore bu fonksiyonlar sinirlidir. Bu durumda D,, bolgesinde

Uy | :¢0
oD

o .. - C. . + — . . R
siir deger probleminin ¢oziimleri i¢in  v,, =v,, + v,, olmak iizere yeterince biiyiik

m ler igin

23



max |u, —v,|<é€
zeD

esitsizligi saglanir. O halde {um (z)} reel fonksiyonlar dizisi yakmsaktir. Yani

lim u, (z)= u(p(z) limiti mevcuttur.
m—>o0

Schauder kestirimi yardimiylau , (z) limit fonksiyonununda Lu#=0 denkleminin

¢oziimii oldugu gosterilebilir. Ozel hallerde Lu = 0 1 klasik anlamdaki ¢dziimii ile
Wiener anlamindaki genellestirilmis ¢6ziimii ¢akisabilir. Bu nedenle ortaya konulan

siir deger probleminin ¢oziimiiniin tek oldugu gosterilebilir.

$imdi hangi kosullar altinda u, fonksiyonunun D da siirekli oldugunu
yani hangi kosullar altinda oD sinirinda Ugp ile @ fonksiyonunun cakistigini
aragtirmamiz gerekmektedir. Bunun i¢in 6nce asagidaki tanimi verelim:

Tanmm 2.2.7 (2.29) denklemindeki katsayilarin  (2.2.10) esitsizliklerini

sagladiklarin1 kabul edelim. z, € dD sabit bir nokta olsun. Eger D nin her D' alt
bolgesinde tanimli, D' da siirekli, her ze D' igin u(z) < 1 esitsizligini saglayan

her o Sup — L ¢oziim fonksiyonu i¢in asagidaki ozellikleri saglayan y reel degerli
fonksiyonu bulunabilirse z, sinir noktasina

Lu=0 , zeD
ul=¢, @eC(AD) (2.2.19)

oD

seklindeki sinir-deger problemi i¢in “ —regiiler nokta” denir.

DO <r<riginy(r)>0 velim y(r)=0, r= Jaxg)t + (v,

i) u | <0
D'no

oldugu siirece
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u | < wO)eexg P+ o)t =)

Dnoy
esitsizligi gegerli olsun. Burada o, veo  z, m keyfi iki komsulugudur. Bu

komguluklar L operatorii ve s sayisia bagli u ve D' den bagimsizdir.
Teorem 2.2.2 z, € dD olsun. Ayrica (2.2.9) daki L operatoriiniin katsayilarinin
(2.2.10) ozelliklerine sahip oldugunu kabul edelim. Eger z, noktas1 (2.2.19) smir

deger problemi i¢in y—regiiler ise bu taktirde z; ayn: zamanda Wiener anlaminda

regiiler bir noktadir.
Ispat: ¢, ,¢ nin D bolgesine siirekli bir genisletmesi olsun. Ayrica her zebrﬁBé(I%)
i¢in ,
& .
00 (2) — @(z)| < - F0=% +1yg
esitsizligi saglanacak sekilde &, sayisinin mevcut oldugunu kabul edelim.

Ayrica u,,(z) ler

Lu, =0 ,z€D
Uy, | :¢O | :¢Om ,(m:1,2...)

seklinde tanimlanan sinir-deger probleminin ¢oziimleri olsun. Diger taraftan ),

bolgelerinde
€
W (2) =ty (2) = 0lz0) =, (m=12...)

reel degerli fonksiyonlarini tanimlayalim. z, y —regiiler oldugundan

wa(z) | <0
aDm ﬁBg (20)

oldugunda
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Wi (2) Y|z — 29))
esitsizligi saglanacak sekildeze D,,NBs(z)) noktalart ve 6 > 0 sayis1 vardir. Buradan
1, (2) = 9(z0) S|z~ o)
yazilabilir. Teorem 2.2.1 nedeniyle son esitsizlikten
up(z) = ¢i(z9) < AEEEN)
esitsizligi yazilabilir. Tamamen benzer sekilde u,,(z)ler yerine —u,,(z) ler almak
suretiyle
up(z)—@1(z9) 2 —l//(]z - ZO|)
elde edilebilir. Boylece
g, (2)= p(z0)| < ¥z~ 2))
ifadesi elde edilmis oldu. Diger taraftan

lim y(r)y=0

r—0

olmasi1 nedeniyle buradan

lim u =@ (z
L ey (@) ?1(z0)

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis oldu.

Simdi hangi sartlar altinda z smir noktasminy —regiiler oldugunu

arastiralim. Bunu bir teoremle ifade edelim:

Teorem 2.2.3 Smirh DcC Dbolgesinde Lu=0  denklemi verilsin ve L
operatoriiniin  katsayilar1 D bolgesinde (2.2.10) esitsizliklerini  saglasin. Ayrica

u(z) reel ¢oziimii D \{z,} bolgesinde siirekli, D de smurli, dDNBg o(20) tizerinde

Lu=0 m sifir degerini alan ¢6ziimii olsun. Diger taraftan 0 < R < R,
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R=4""_me IN olmak iizere

Eg =Br(z9)\D ,Cap ( 5\Eg = K(R)
veya

Cap(L’s)Em = K(m)

tanimlamasini yapalim. Bu sartlar altinda eger

ZKm

m=1

serisi 1raksak ise bu taktirde z, € dD smir noktas1 ¥ —regiilerdir. Bunun disinda

>

y/(lz—zo|) =Cpexp|—

m=l

esitligi saglanacak sekilde ¢ sabiti vardir. (Bakiniz sekil 2.2.3)

Sekil 2.2.3
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Ispat: Once u(z;)>0ve |Zl - ZO| <[ olacak sekilde zje Bp (z9) noktasmnin
mevcut oldugunu kabul edelim. Burada / herhangi bir sabittir. Diger taraftan

470 <Ry, 4T <|z—zp| <4
esitsizlikler saglanacak sekilde en kiigiik m ve my sayilarini gozoniine alalim.

Ayrica

M;= supu(z) , L=MmMg ]y,
zeDNB _;(2y)
4

olsun. Diger taraftan / sayisini

m > my
esitsizligi saglanacak sekilde segelim. B g-itl (z¢g), B 4-i (zg) dairesel
bolgelerinin yaninda u(z) > 0 esitsizligi saglanacak sekilde Di* cDnNB it (zg)
alt bolgelerini diislinelim. Yani her ze Dl-* icin u(z) > 0 olsun. Dl-* irtibath
olmayabilir. G; ileDi*in bilesenlerini gosterelim. Uzerinde u(z) nin  maksimum
degerini aldigi bilesen Gl-'olsun. Eger Lu=0 1 ¢ozlimleri i¢in Gi' bolgesinde
Lemma 2.1.3 (Temel Lemma) y1 kullanirsak ve ayrica B4—i+1 (z0), B4—i (zo)

bolgelerinin de kullanilmastyla
M;_y 2(1+c10K;)M;
esitsizligi yazilabilir. Burada

*
K; =Capp g (B, (Fy)\D; )

dir. Buradan ardisik yerine yazmalarla i =m,,mg,,....,m icin

m m
My, 2 [T +eoki)M; 2 M, [T(1+¢0K;)

izmo i=m0

28



esitsizligi ortaya cikar. Son esitsizlikten

m
InM 2 InM ,, + Y In(1+c1oK; ) (2.2.20)

i= mo
yazilabilir. Burada

M = maxu(z)
zeD

dir. Simdi /; > 0 sayisin
ll’l(l+C10Ki)leKl'
esitsizligi saglanacak sekilde segelim. Bu taktirde zy 1n yeterince kiigiik

komsulugunda

zZ—Zy

u(z)<Mexp | -1, ZKi
i=1

yazilabilir. Ciinkii

serisi raksak ve
47" <l z—zo | <47
esitsizligi gegerlidir. Burada /5, [; ve ¢ sabitlerine bagli bir baska sabittir. Eger

y fonksiyonu

W(]Z—ZOD:Mexp p) ZKi

olarak secersek bu durumda z, € dD sinir noktasinin ¥ —regiiler oldugu ortaya ¢ikar.
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Boylece Teorem 2.1.3 tam olarak ispatlanmis oldu.

Teorem 2.2.4 Smurli D c € bdlgesinde (2.2.11) ile verilen sinir-deger problemini

g0z oniine alalm. z; € dD herhangi bir sinir noktasi olsun. Eger

2K

i=I
serisi 1raksak ise bu taktirde z,, Wiener anlaminda regiiler sinir noktasidir. Burada
K; ler Teorem 2.2.3 te tanimlandig gibidir.

Ispat: Teorem 2.2.3 yardimiyla bu teoremin dogrulugu goriilebilir.

Teorem 2.2.5 Teorem 2.2.4 {in hipotezleri gecerli oldugunu varsayalim. Bu taktirde

(2.2.11) 1ile tanimlanan sinir-deger probleminin  u ¢oziimiiniin zynoktasinda

sureklilik modili

Z—Zz

g(]z—zo|):kexp - ZKm
m=1
dir.

ispat : Bu teremin ispat1 yine Teorem 2.2.3 ten kolayca elde edilebilir.

Sonug: Teorem 2.2.3 {in hipotezleri gecerli olsun. Eger

222’" mesy E,,

m=1

serisi 1raksak ise bu taktirde zje€ dD sir noktasiWiener anlaminda regiilerdir.

Burada mes, E,, ,E,, kiimesinin 6l¢iisiidiir.
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O halde genellestirilmis analitik fonksiyonlarin reel kism1 olan u(z) (2.2.11)

simir-deger probleminin ¢6zliimii olarak elde edilebilir.

2.3 Sanal Kismin Bulunmasi

Onceki boliimde w=u+iv genellestirilmis analitik fonksiyonunun u reel

kismi, (2.2.11) ile verilen sinir-deger probleminin ¢6ziimii olarak bulunmustu.

Bu boliimde ayn1 D bolgesinde (2.2.10) sartlarinin saglanmasi ve u nun belli

olmasi halinde sanal kisim olan v nin nasil elde edilecegini arastiracagiz.
Bilindigi gibi
wz = Aw+ Bw (2.3.1)
kompleks denklemi, w =u +iv olmak {izere

uy —vy, =a(x, y)u+b(x, y)v

(2.3.2)
uy + vy =clx, y)u+d(x,y)v
reel kismi tiirevli denklem sistemine denktir. Burada,
1 .. 1 L
A =Z(a+d+zc-zb), B=Z(a—d+lc+lb)
dir.
we =Aw+Bw , ze D
Rew | =u|=¢, pe C*(dD) ,0<a<l (2.3.3)
D

Im w(z,)=w(z,)=c, , z,€ D
problemindeki # = Rew fonksiyonunun Wiener tipli bolgede varligi uygun kosullar

altinda gosterildi. Bulunan bu u degeri (2.3.2) de yerine yazilirsa
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vy =d(x,y)v+e(x,yu—u, (2.3.4)
=—b(x,y)v—a(x,y)u+u, -

Vy
reel sistemi elde edilir. (2.3.4) sistemi tam diferensiyeldir ve ¢oziilebilirlik kosulu

Vay = Vyx
(e v erym=uy) = (benyw=-atey)+uy),

dir . (2.3.4) sistemi v(z() =c( kosulu altinda tek olarak ¢oziilebilir. Bu durumda

(2.3.3) smur-deger problemi Wiener tipli bolgede tam olarak ¢oziilmiis oldu. Boylece

(2.3.3) probleminin ¢6ziimii w =u +iv seklinde elde edilir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Wiener Tipli Bolgede Bir Coziim Gosterilimi

Simdi f'e C“(D) olmak iizere

Tp : C¥*(D) - C*(D)

foTpfe) =2 [[Lazn, ¢=c+in
75 ¢-

z

olarak tanimlanan 7, operatoriinii géz oniine alalim. Smur1 diizglin D bdolgesinde
(2.3.1) dekleminin
w(z) =@(z)+Tp(Aw+ Bw)(z)
seklinde bir ¢oziim gosterilimi vardir. Burada ¢(z) keyfi holomorf bir fonksiyondur.
T,, operatorii igin
9
0z

9
oz

(Tpf(2)=f(2)

(Tpf(2))=¢'(2)+pf(2)

ozellikleri vardir. Burada

f(©)
z

- 2d§d77

1
Mpfz)=-—]
D
dir.
D bélgesini, Dy cD,y1, lim D, =D dizgin smirhD,, alt bolgeleri
m-—oo

yardimiyla parcalayalim. @, ,@ nin D boélgesine siirekli genisletmesi olsun.

Diizgiin sinirli D, bolgelerinde,
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ow,,
oz

Re w,, aJ|Jm :¢O(Z)az|)m = Pom (2) (3.1.1)

=Aw,, +Bw,, ,z€ Dp,

Ime (Zom) =Com>s Z0m € Dm ,m= 1,2,...

sinir-deger problemlerini tanimlayalim. Burada

lim ¢y, =cove lim zy,, =zy, z eD dir.
m—x0 m—xo

Teorem 3.1.1 4,B,we C*(D») olmak iizere
Wi (2) = 0,y (2) +Tp (AW, + Biiy)s m=12,. (3.1.2)

integral denklemi ile tanimlanan fonksiyonunun (3.1.1) denklemi ile tanimlanan sinir

deger probleminin ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3.1.2) deki @, (z)

holomorf fonksiyonlarinin

Re @, (2) = @y, (z) —Re Tp (Aw,, + Bw,,),z€ dD,,
" } (3.1.3)

Im@,, (zp,,) = com — TDm (Aw,, + Bw,, ) (zom ) » 20,, € Bm
kosullarimi saglamasidir.
Ispat : ¢(z) = w(z)—Tp(Aw+ Bw)(z) olup buradan ze dD olmak iizere
Re ¢(z)=Re w(z)-Re Tp(Aw+Bw)(z),z€ oD

=@(z)-ReTp(Aw+Bw)(z)
ve

Im@(zg) =Imw(zg)—ImTp(Aw+ Bw)(zq)

=cg - ImTpH(Aw+ Bw)(z()
olur. Bu teoremin karsit1 benzer islemlerle ispatlanabilir. Boylece ispat tamamlanmis

oldu.
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Simdi D bolgesi Wiener Tipli bolge oldugunda (3.1.2) ¢6ziim gdsteriliminin
gecerli olup olmadigini arastiralim.

Bunun i¢in 6nce

P:C%(Dn)— C%(Dn)

w,:—=>Pw,)=9, (3-14)

oy + TDm (Aw, +Bw,)

operatoriinii tanimlayalim. Burada ¢,,(,, )€ C a(B m)

Re ¢m(wm) = Pom(2) —Re TDm (Aw,, + Bw,,),z€ dD,,

M@,y ) = Com —IMTp (AW, + BWyy )20 )s Zom € Dz m=1.2,...
sinir kosullarmi saglayan holomorf fonksiyonlardir. Bu durumda P(w,) (3.1.1)

sinir deger probleminin tiim kosullarini saglar. Eger w, * , P operatdriiniin sabit bir

noktasi ise 0 zaman
* ES — K
wom =@ (W)+Tp (AW m +BwW m)
olup bu sabit nokta (3.1.1) probleminin ¢6ziimii olur.

P operatoriiniin hangi kosullar altinda sabit noktaya sahip olacagini arastirmadan

once C“ (Bm ) smifindaki alisilmis normu

he C*(D.)igin

= max| sup | h(z)| , sup [7(z3) = h(z1)

o | O<ax<l (3.1.5)
D z;#z; |22 — 271

1l e, ,

olarak tanimlayalim.

T,, operatériiniin bu norma gore sinirlt oldugu ve ¢esitli norm &zellikleri igin

[8] e bakilabilir.

35



Teorem 3.1.2 A4,B,w,e C“(Bm) olmak {tizere (3.1.4) ile tanimlanan integral

operatOrii igin

I llcap,y tIBlleap, )< &iDl Tplm e (3.1.6)
olacak sekilde K sabiti varsa P bir daralma dontigiimiidiir.
Ispat: w,, ,w,, € C%(Dm) olmak iizere
P(Wp, ) =@ (Wi, )+ Tp, (AW, +Bwy, ),i=12,.. (3.1.7)
sistemini g6z Oniine alalim. Burada ¢, , ler
Reg, ., )=, —ReT), (4w, +Bw, ), z€ oD, G18)

Img, (w, ) =c,, —ImT, (4w, +BW, Xz,), 2, € D, i=12..

sinir kosullarimi saglayan holomorf fonksiyonlardir. Diger taraftan

(P08, )~ PO Ko =W o =Gt o) T [0, 3, B, )20 319

ve (3.1.8) den

Re[¢m(wml V(Zow)— ¢m(wm2 ) (2p,)[=—ReT), [A(w -w,, )+ B(w, - )] (Zon)

(3.1.10)
Im[¢m(wm] )y ¢m(wm2 ) kZOm ) - ImT [A(W W ) + B(W )] (ZOm
yazilabilir. C“(D,,) sinifinda (3.1.5) ile tanimlanan norm 6zelliklerinden
17p, [0, =)+ BOvm — Wi e 1S 1T Nl 5.,
(3.1.11)

[ 4 =B,y +1Bllce G L4, 0, e omy

oldugu kolayca elde edilebilir.
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Simdi ¢m(Wml) —¢m(wm2) fonksiyonunun dD,, sinirindaki degerini inceleyelim:
z,,2, € 0D, olmak lizere T, operatoriiniin norm ozelliklerinin

kullanilmasiyla

—ReTp, [A(wm1 Wy )+ By~ ) (z1)+ReTp [A(wm1 Wy )+ By — W ) (z2)

yazilabilecegi yine basit bir hesapla gorilebilir. O halde @, )=y, )
m]

m

fonksiyonunun reel kismi dD,, sinirinda Holder sabiti

K=|Tpy ||Ca(f)m) |“ A ”C"(Bm) +| BHCa(ﬁm)JH Wi, = Wm, HC"’(B,,,) (3.1.13)

olmak iizere Holder siireklidir. Bir holomorf fonksiyonun reel kismi 9D, sinirinda

Holder siirekli ise sanal kismi da Holder siireklidir.(Bakiniz: [8] ,sayfa 130,Lemmal)

Boylece

‘[¢m0%1)_¢m0%2{%72)_[¢m0%1)_¢mm%)}(zﬂ‘
(3.1.14)

SkHTDm l Ca(TDm )h| AHCUf(BM) +||B||C”’(Dm)]” Wi, = Wm, ”C“(Bm)|22 21 |0(

200+3

yazilabilir. Burada k = {i 1+2%)+ 1} dir. (Bakiniz[8],sayfal31,Teoreml).

cos(j)

Burada herze D, icin
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bnnny) oy )] 226170, i, [ 14, +1Bllca s,

Iy =y e 5, * S ReTp, 4Gk, W, )+ B, ~ )|

+-ImTp, A8, =, )+ By, =, |(20) | (3.1.15)

yazilabilir. Diger taraftan C* (l_) ) daki norm 6zelliklerinden

sup |— ReT), [A(wm] -w, )+BWw, —-w, ](ZOm) |
D,

(3.1.16)
S”TDm Hc”(ﬁm) h| 4 ”c“(Bm) + B ”c"(Bm)]H Won, = W, Hc”’(ﬁm)
veE
|_ IlTITD,,, [A(Wml - sz ) +B(Wm] - sz ](ZOm) |
<l TDm HCO’(Bm) m A HC“(Bm) +]| B HC“(BM)JH Wi, = Wm, HC“(Bm) (3.1.17)

esitsizlikleri yazilabilir. (3.1.16) ve (3.1.17) esitsizliklerinin (3.1.15) de

kullanilmastyla her ze D,, i¢in

[

< k2T, a1 4y +1 By 19 = laz,y G119
olur. Boylece (3.1.5) norm taniminin da kullanilmasiyla (3.1.15) ve (3.1.18) den

I Pmwimy ) ~ Pm(winy ) ||Ca(5m)
<QUk+DITp, e,y L Alles,y +1 B e [10m = m, e, (3.1.19)

yazilabilir. K, :=2%k+2 diyelim. (3.1.11) ve (3.1.19) esitsizliklerinin dikkate

alinmasiyla (3.1.9) dan
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[POs) = POt 5,

<

¢i’}’l(Wm1 ) - ¢m(wm2 ) Ca(Bm)

et 70, [0, ~ )+ BT, ~55)|

<(Ky +D)|Tp,,|

ey Bl P = eo
elde edilir. O halde son esitsizlikte

< 1
K147, |

Q|A”Ca(Dm) +||B||c0!(D,,,)) (3.1.20)

C%(Dm)
ozelligi saglanirsa P operatorii C% (l_)m ) sinifinda bir daralma doniigiimiidiir.

Sonu¢: P bir daralma doniisiimii ise P nin bir sabit noktas1 vardir ve bu sabit nokta

(3.1.2) sinir deger probleminin bir ¢oziimiidiir.

{wm ¥, (3.1.1) smir deger problemlerinin bir ¢ziimlerinin bir dizisi olsun.

Ayrica,

lim wy, =wgy(z) (3.1.21)

m—>o0
limitinin mevcut oldugunu kabul edelim.
Tamm 3.1.1 (4.1.21) ile verilen wy,(z) limit fonksiyonuna wz =Aw+Bw

denkleminin “Wiener anlaminda genellestirilmis ¢éziimii”denir.

Eger z, € dD olmak iizere

lim Re w(/,(z) =¢(zq)
Z—)ZO

oluyorsa bu durumda z, Wiener anlaminda regiiler nokta olur.

Lemma3.1.1 fe Ca(Bm) olmak lizere
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tim || L_;idfd77=0 dur.

5%0\2—20 <o

Ispat: feC a(ﬁm) oldugundan f(z) D mda smirhdir. Yani her ze D,

| f (z)| < M olacak sekilde bir M sayis1 vardir.

” £ (&) dédn

d&dn
rmjs & 20 = ”

|2-z,|<8 |20 =¢]

olur. Diger taraftan

{—zy=[¢ —zole" =re" , 0<t<27x olarak alinirsa

2 rdrde
I J =27m(0 —0) bulunur. 6 — 0 igin integralin degeri sifira esit olur

=0r=0 "
bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 3.1.3 Her ne N i¢inw, =¢, +T5 (Aw, + Bw,) ¢dziim gosteriliminde
{gz)n }°, bir Cauchy dizisi olsun. Eger (3.1.20) esitsizligi saglanirsa {wn ¥°, c¢oziimler
dizisi C%*(D) uzaymda bir Cauchy dizisidir.
Ispat: {wn} ¢cOziimler dizisinin yakinsak oldugunu gdésterelim. Bunun i¢in 6nce {¢n}
holomorf fonksiyolar dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu kabul edelim.

Wiy = O (2)+Tp (AWy, +BWy); ABE C* (D), m=12,.. ve m<n

olmak tizere

[ =] ey <180 =Bl e, | T, (Ao, +B,) =T, (Aw, + B,

C%(Dn)
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C* (D) +HTDm (Aw, +B"_Vm)_TDm (Aw, +Bw,)

<|¢, -4,

C*(D,,)
+|Ty, (AW, + Biw,) =T, (4w, +Bw,)| ,
<16, =8l ey o, |, Moy 1Bl 19 =Wl
T3 I 7 S N %

esitsizligi yazilabilir. Buradan

"¢m - ¢n "C“(Bm)

Wi =Wy "C”’ (Dm) =

=1, [, Wl @y *1Blea

To 10w VAo s +Bloas ) Pmlee s
. H c¥D)VICT(Dm) C%(Dm) miCc™ (Dm) (3.1.22)

I L O Y St

olur. Diger taraftan (3.1.20) esitsizligi nedeniyle

I, caiyy e @) *IBlee,,) <1
dir. Boylece m — n igin (3.1.22) nin sag tarafi sifir olur. O halde {w, 6}~ dizisi
yakinsaktir. Bu da {wn} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Boylece ispat

tamamlanmisg olur.

Diger taraftan C a(Bm) uzay1 tanimlanan norma gore tam oldugundan bu

Cauchy dizisinin H6lder uzayinda limiti mevceuttur. Ayrica T}, operatorii C @ (l_) m)
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uzaymi yine kendi icine  doniistiirdiigiinden m — o i¢in ¢,,(z) = ¢(z) olmak
lizere m — oo icin

Wy (2) = @ (2) + Tp (AW, + By, )(2) = @(2) + Tp (Aw+ Bw)(z) = w(z) (3.1.23)
elde edilir. (3.1.23) ifadesi bize diizgiin sinirhh D,, bolgelerinde gecerli olan ¢6ziim

gosteriliminin ayn1 zamanda Wiener tipli bolgede de gegerli oldugunu gosterir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde temel olarak klasik anlamda sinir1 diizgiin olmayan bir D c €
bolgesinde
ws=Aw + Bw , ze D
Rew | =u | =¢ ,pe C*@D), 0<a<l 4.1
oD D
Imw(z,)=v(zy)=c¢c, , z,€D
olarak tanimlanan bir sinir-deger problemi incelendi. Bu problemin ¢6ziimiiniin
varlig1 i¢in Once kapasite kavrami yardimiyla sinir noktalarinin regiilerligi igin bir

regiilerlik kriteri verildi. Wiener tipli bolge adi verilen D bolgesi diizgiin sinira sahip

bolgeler yardimiyla pargalandi. Diizgiin smira sahip bu alt boldelerde (4.1) smir
deger problemlerinin ¢oéziimleri vardir. Daha sonra diizgiin sinirli bolgelerde {um ¥

coziimler dizisi elde edildi ve bu ¢oziimler dizisinin Holder uzayinda bir Cauchy
dizisi olmasi icin saglanmasi gereken bagntilar ortaya kondu. Yakimsaklik nedeniyle
limit alimarak sinir1 diizglin olmayan Wiener tipli bolgelerde (4.1) probleminin

¢Ozliimii elde edildi.

Sinirt diizglin olmayan bolgelerde Dirichlet problemlerinin ¢éziimleri genelde
yoktur. Ciinkii ¢oziimler siir integralleri ile ifade edilmektedir. Problemlerin
¢Ozlimlerini bulunusunu, ¢6ziimiin varlik ve tekligini arastirmak i¢in gesitli regiilerlik

kriterleri gelistirilmistir. Wiener anlaminda regiilerlik de bunlardan biridir.

Bu tez orijinal sonug igermemesine ragmen sinir1 diizgiin olmayan bdlgelerde
sinir deger problemlerinin ¢oziimlerinin varlik ve tekligini arastirmak igin iyi bir

temel olusturmaktadir. Bazi belli kriterlerin saglanmas1 durumunda degisik tipten
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kompleks diferensiyel denklemler i¢in Wiener tipli bolgelerde Dirichlet problemleri

ortaya kounulup incelenebilir.
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