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OZET

GENELLESTIRILMIS ANALITiK FONKSIYONLAR ICIN CAUCHY TiPi

INTEGRALLER

KARA AYTEKIN, Belgin
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Prof. Dr. Kerim KOCA

Haziran 2005, 65 Sayfa

Bu tez dort temel boliimden olusmaktadir. Birinci boliim Giris ve Temel
Kavramlardan olusmaktadir. ikinci béliim ise ¢ Materyal ve Yontemler ¢’ ad1 altinda
kompleks kismi tiirev operatorlerinin elde edilisi ve diizlemde Gauss-Ostrogradski
integral gdsterimleri ortaya konmustur . Ugiincii béliimde Genellestirilmis Analitik
Fonksiyonlar Igin Cauchy Tipi Integraller ele almmustir. Dérdiincii béliimde
Kompleks singiiler integral operatorlerinin normlar1 ve bu normlara gore cesitli

varlik ve yakinsakliklar ile ilgili teoremler verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Genellestirilmis analitik fonksiyonlar, Cauchy tipi integraller ,

Gauss-Ostrogradski integral formiilleri, 7}, ve I1, operatorleri.



ABSTRACT

GENERALIZED ANALYTIC FUNCTIONS FOR CAUCHY-TYPE

INTEGRALS

KARA AYTEKIN, Belgin
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Supervisor:Prof. Dr. Kerim Koca
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis

June 2005, 65 pages

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, we give some
background that we need in the rest of the thesis. In the second chapter, we describe
how the operators of the complex partial derivatis have been obtained and Gauss-
Ostrogradski integrals in plane are given. In the third chapter, Cauchy type integrals
for generalized analytic functions have been studied. In the last chapter, the norm of
complex singular integral operators and with respect to these norms, existance and

convergence theorems are given.

Key Words : Generalized analytic functions , Cauchy-type integrals, Gauss-

Ostrogradski integral formulas, 7}, and I1, operators.
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1.GIRIS

Diizlemde kompleks sinir-de§er problemleri incelenirken Cauchy tipi
integrallerle karsilasilir. Diger taraftan singiilerlige sahip Cauchy tipi integrallerin

varhigi ( yakinsakligi ) sinir-deger probleminin ¢6zlimiiniin varligi ile esdegerdir.

Bilindigi gibi analitik fonksiyonlarla genellestirilmis analitik fonksiyonlar
arasinda benzerlik nedeniyle bire-bir iliski vardir. Yani w bir genellestirilmis

analitik fonksiyon ise
w=g(z)e") (1.1)

gosterilimi mevcuttur ve burada (15(2) keyfi bir holomorf fonksiyon ve

A¢)+ B()ME)

)= L] M dan g (12)

D

dir. Buradanda goriildiigii gibi (1.2) Cauchy tipi bir integraldir. (1.1) esitligi
benzerlik prensibi olarak isimlendirilir. Analitik fonksiyonlarin sagladig: kalitatif
ozellikler (1.1) bagintis1 yardimiyla genellestirilmis analitik fonksiyonlara taginabilir.
Bu 6zelliklerin baginda Cauchy integral gosterilimi , serisel gosterilim , singtilerlikler

ve tipleri v.s. gelmektedir.

Holomorf fonksiyonlar igin verilen rezidii teoremlerinden de bilindigi gibi
Cauchy tipi integraller , integrali hesaplamadan sonucun elde edilmesini saglar.
Ayrica Cauchy integral ve Cauchy tiirev formiilleri analitik fonksiyonlar1 karakterize
eden dnemli sonuglardir. Benzer bagintilar kompleks diferensiyel denklemler icin de
ortaya konabilir. Ornegin

w, =F(z,w,w.) ,ze D (1.3)



formundaki bir kompleks diferensiyel denklem ig¢in

dédn , §=&5+in (1.4)

o) ) g L FEMD ()

C27i »6—z
Cauchy tipi integrallerle verilen ¢6ziim gosterilimi mevcuttur. Eger (1.3)

denklemindeki bilinmeyen fonksiyonun 6D smirindaki bir degeri 6nceden uygun

sekilde verilirse (1.4)’deki egrisel integral bize holomorf bir fonksiyon verir.

Bu basit 6rnekten de goriildiigii gibi kompleks denklemler i¢in sinir-deger
problemleri incelendiginde (1.4)’deki bolge integraline benzer integral tipleri ortaya

cikar. Ayrica (1.4)’lin z ’ye gore tlirevi alinirsa bolge integrali

1 FIEw($)w ()
-— déd (1.5)
AT
seklinde kuvvetli singiilerlige sahip bir bagka Cauchy tipi integrale doniisiir. Gerek
(1.4)’de gerekse (1.5)’deki bolge integralleri singiilerlige sahip olup integrallerin

mevcut olup olmadig1 veya hangi uygun kusullar altinda mevcut oldugu problemin

¢Oziimiiniin varligi i¢in aragtirilmalidir.

Bu tezde (1.4) ve (1.5)’deki kath integrallerinin varhig 7, ve II,

operatorleri ve bu operatorlerin normlar1 yardimiyla incelenmektedir. Ayrica diizgiin

sinirh bir D bolgesinde

1 f(&)dédn
”'[)j (Zl _;)a(zz_é,)ﬂ

tipindeki integralin mevcut olmasi igin @ ve [ sabitlerinin ne olmasi gerektigi yine

bu tezde ayrintili olarak ele alinmistir.



1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlanmasinda Almanca ve Ingilizce yazilmis Kkitaplar ile
makalelerden yararlamilmistir. Once 1. ve 2. numarali kaynaklardan yararlanilarak
temel tanim ve kavramlar ortaya konmustur. Tezin esas kismini olusturan Cauchy
tipi integraller , singiilerlikler , operatér normlar1 ve 6zellikleri i¢in 2.,3.,4. ve 5.
kaynaklardan yararlanilmigtir. Genellestirilmis Analitik Fonksiyonlarin sagladigi
ozel tipten bir kompleks diferansiyel denklem ve homogen olmayan Cauchy-

Riemann sistemi konular ise 6 numarali kaynaktan 6grenilmistir.

1.2. Calismanin Amaci

Tezin Giris kisminda da bahsedildigi gibi tezin temel amaci zayif ve kuvvetli
singiilerlige sahip Cauchy tipi integrallerin yakinsakligi incelenmektedir. Bu

inceleme sirasinda iki temel operator olan 7, ve II, operatorleri ile

karsilagilmaktadir. Bu operatorlerin tanimli oldugu C, (D), (0<A<1) Holder-

siirekli fonksiyonlar uzayinda verilen Holder normuna gore sinirlilikla ilgili temel
Lemma ve Teoremler ortaya koymak tezin bir diger amacidir. Ciinkii kompleks
diferensiyel denklemler i¢in verilen ¢esitli sinir-deger problemlerinin ¢oziimlerinin

varlik ve tekligi degisik bolgelerde bu operatorlerin sinirliligina baglidir.

Bu tez , kompleks diferensiyel denklemlerde incelenen Dirichlet Problemleri
icin bir temel kaynak olusturacak niteliktedir ve bu konularda yapilabilecek bir

doktora tezi i¢in giivenilir bir altyap1 olusturmaktadir.



2.MATERYAL VE YONTEMLER

2.1. Temel Tanim ve Kavramlar

Reelde bilindigi gibi (a,b) de tiirevlenebilen

filab]>R
X —)y:f(x)

fonksiyonu i¢in x, € (a,b) noktasindaki lineerlestirilmesi

F(@)= )+ ()= x,)
ile verilir.Bu f(x) lineerlestirilmesi , f(x) in grafiginin (x,, f(x,)) noktasindaki

teget dogrusudur.

DcC altbdlge; feC'(D); D , z-diizleminde bir bdlge ve z=x+iy
olsun. D “de f=u+iv seklinde kompleks degerli bir fonksiyon tanimlayalim.
feC'(D) ve  z,=x,+iy, €D sabit bir nokta olsun. u ve v nin (xo,yo)

noktasindaki lineerlestirilmesi sirasiyla
u(x,y)= u(x()ayo)+ux(x0ayo)(x_xo)‘H/‘y(xo,yo)(y_yo)
v(x,y) = V(X5 Vo) +V, (X0, ¥ )(x = x0) + v, (X0, Yo )V — )

seklindedir. Ayrica g = ou +1i v , g = ou +1i v yazilabilir. Benzer
d 0oy

ox oOx Ox
diistinceyle f =u+iv fonksiyonunun z, =x,+iy, noktasindaki reel anlamda

lineerlestirilmesi

L ) x—2)+ L @) -0 @.1)

J@) =7 G)+— o

olarak verilir.



Diger taraftan

z—zy =(x=x))+i(y =)
z—zy =(x=x))—i(y =)

dir. Son denklemlerin birbirleriyle toplanmas1 ve ¢ikarilmasiyla

X=X, :%[(z—zo)—k(z—zo)]

Y=Y :%i[(z—zo)—(z—zo)]

yazilabilir. Bu degerler f ’nin f lineerlestirilmesinde yerine yazilirsa

&)= f G+l %(zw—z%(zo) J(z-2,) .
1L zo>+i%(zo> G2

elde edilir. (2.1) de x—-x, ve y—y, mkatsayllar1 f’nin sirasiyla x ve

v ye gore tiirevleri olduguna dikkat edilirse, benzer olarak (2.2)‘de (z—-z,) ve

(z—z,) ’nin katsayilar1 sirasiyla f (z)’nin z ve z’ye gore z, noktasindaki

kompleks kismf tiirevleri olarak degerlendirilir.

Yani daha genel olarak

KA /Lo A T YA 23)
0z 2 Ox Oy 0z 2 oOx Oy
olur.
TANIM 2.1. : i:1( 9_;9 ) . ﬁ_:l( 9.9 ) (2.4)
oz 2 Ox 0Oy o0z 2 oOx Oy

Operatorlerine birinci basamaktan kompleks kismi tiirev operatérleri denir.



(2.3) denklemlerinden

g _I I
ox 0z Oz
_,(2-2)
oy 0z 0z

elde edilir. Buradan

o o0 0

—_ = — ,

ox 0z Oz

O _(9_9

oy 0z 0Oz
yazilabilir.

Diger taraftan (2.5)’den

a_u+i@:g+g
ox Ox 0z 0Oz

bagintist yazilabilir. Ayrica (2.6)’nin eslenigi alinirsa

u,—iv, :®+@

olur. (2.6) ile (2.7)’nin taraf tarafa bir toplanip bir de ¢ikarilmasi ile

u =l s+ D+ ()]
vo=2l s - £ D+ ()]

2.5)

(2.6)

2.7

bulunur ve bdylece reel tlirevler kompleks tiirevler cinsinden elde edilmis olur.

Benzer sekilde

u, :é[fz —f: _Fz)‘*'@]
v, :%[fz e +72)_73)]



oldugu kolayca goriilebilir.

f:D->C
z—)w:f(z)

ve u,v:D—>R olmak tizere f=u+iv  kompleks degerli fonksiyonun

esleniginin z ‘ye gore tiirevi (2.3) denkleminden yararlanilarak;

of 1, of .of
_f:_( of _,of )

1 1
=—| u_—iv_—i(u, —iv == u —v —i(u +v 2.8
oz 2 0Ox oy 2[ x x (y ly)] 2[ x Yy (y x)]( )

seklinde yazilabilir.

Diger taraftan

% =%[ u +iv, +i(u, +iv) ]:%[ u, —v, +i(u, +v,) ]
. 2.9
:E[ u, —v, +iu, +v,) ]
olur. (2.9) bagitisinda her iki tarafin eslenigi alinirsa
(%j o ) 2.10)

elde edilir. (2.8) ile (2.10)’nun karsilastirilmasiyla

0z) oz

oldugu goriiliir. Benzer sekilde

of o
oz | oz

oldugu elde edilebilir.



Ayrica

izl{iﬂ-i

1 L : 1 ,
oz 2| ox ay}E[”x_’Vx“(”y‘Wy)]=5[ux+vy+z(uy—vx)] @.11)

yazilabilir. (2.11) ifadesinde her iki tarafin kompleks eslenigi alinirsa

g1

% 2 x+vy_i(uy_vx)]

bulunur. Bunlar kompleks tiirevler ile reel tiirevler arasindaki temel bagintilardir ve

bunlar tezin diger boliimlerinde kullanilacaktir.

2.2. Analitik Fonksiyonlar

f fonksiyonu bir z, noktasinin bir komsulugunda tanimli olsun. Eger

MICETIED

Z*)ZO Z —_ ZO
varsa, f fonksiyonu z, noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve

ey — tim LD C)

Z‘)ZO Z—ZO

ile gosterilir. z—z, = h denirse yukaridaki tanim

f'(z) = lim

f(zo +h)— f(z,)
h

ifadesine esdeger olur.

NOT: f(z), x ve y bagimsiz degiskenlerine gore ayr1 ayr1 kismi tiirevlere sahip
oldugu halde f’(z) mevcut olmayabilir. Ornegin f(z)=Zz icin f(z)=x—iy ,

¥, o daf

=1, = —i kismf tiirevlerine sahip oldugu halde — mevcut degildir.
Ox oy dz



TEOREM 2.1.: f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu herhangi bir z=x+iy

noktasinda tiireve sahipse bu takdirde

S @ =u, () +iv,(x,y) = —iu, (x,y) +v,(x, )

drr.

ISPAT: f'(z) mevcut olsun. Bu durumda

£'(z) = lim

h—0

dir. h=r+is diyelimve s=0

f'(z) =lim

=u,+1iv,

Sz +)-f(2) _
h

fz +)-f(2)
h

olsun. A=r,h— 0 i¢in r — 0 olur. Boylece

lim{u(x +r,y)—u(x,y) iy v(x+r,y)—v(x, J/)}

r—0
=0 r r

dir. Simdi » =0 olsun. A =is, h > 0 i¢in s — 0 olacagindan

f'(z)=lim

=-u,+v,=—iu, +v,

1

dir. Boylece u_+iv,

yazilabilir.

TANIM 2.2.:

u,—v, =0
u,+v, =0

fz +h)-f(2) _
h

hm[u(x,ws)—u(x,y)+l.v(x,y+s>—v<x,y)}

s—0
—0 IA) IA)

—iu, +v, elde edilir. Buradan

ifadesine u,v bilinmeyenlerine gore Cauchy-Riemann Denklemleri denir.



Cauchy- Riemann sistemi, birinci basamaktan reel kismi tlirevli denklem

sistemidir.

TANIM 2.3.:

a) Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinin en az bir
D(z,,0) = {z eC: |z - zo| <o } komsulugundaki biitiin noktalarda tiirevlenebiliyorsa

f fonksiyonuna z,’da analitiktir denir.

b) Eger bir f kompleks fonksiyonu bir D kiimesinin biitiin noktalarinda analitikse
f, D fzerinde analitiktir denir.

¢) Bir f fonksiyonu C ‘nin biitiin noktalarinda analitikse, f ’ye tam (entire)

fonksiyon denir.
Analitik fonksiyonlar ile ilgili asagidaki 6zellikler verilebilir:
1) z, noktasinda analitik olan fonksiyon bu noktada tiirevlenebilirdir. Fakat tersinin

dogru olmasi gerekmez. Ornegin, f(z)= |z|2 fonksiyonu z, =0’da tiirevlenebilir,
fakat bu noktada analitik degildir. Cilinkii  z, =0 haric bu noktanin higbir
komsulugunda tiirevlenemez. Gercekten de f(z)=u+iv=x"+y> oldugundan
u=x"+y’,v=0’dr. Buradan da u,  =2x,u, =2y,v, =0,v, =0 olur ki Cauchy-

Riemann esitlikleri sadece (x,y) = (0,0) noktasinda gerceklenir.

2) f(z2)’nin oo daki analitikligi, f [lj ‘nin sifirdaki analitikligi ile belirtilir.

z
3) f fonksiyonu bir z, noktasinda analitikse z,’in bir komsulugundaki tiim

noktalarda analitiktir. Tanim 2.3.(a)’daki D(z,,0) komsulugunda bulunan her z



icin D(z,6,) < D(z,,0) oOzelliginde bir o6, vardir ve f , D(z,0,)’de
tiirevlenebilirdir, yani £, z *de analitiktir.

4) Bir f fonksiyonunun analitik oldugu noktalarin kiimesi ac¢ik kiimedir,yani
A:{ze(C:f,z'deanalitik} kiimesi agiktir. z, € 4 noktas: icin D(z,,0) c 4
olacak sekilde bir  D(z,,0) komsulugu vardir. Bu nedenle bazen, bir f
fonksiyonunun analitikligi Tanim 2.3.(a)’daki gibi bir z, noktasinda degil de bir

acik 4 c C kiimesinde tanimlanir.

5) © f, herhangi bir D kiimesinde analitiktir’> deniyorsa, gercekten f bu D

kiimesini kapsayan acik bir A kiimesinde analitik demektir. Ornegin
f,Dz{ze(C:|z|<1} ’de analitik deniyorsa, f bir A= {z:|z|<1+g,g>0 }
kiimesinde analitiktir.

TANIM 24.:Bir f kompleks fonksiyonu, herhangi bir z, noktasinin her
komsulugundaki bazi noktalarda analitik fakat z,’da analitik degilse f ’nin z,’da
ayrik aykwrihg (singiilerligi) vardwr denir.

A,B  kimeleri C’de acik, f:4—>C,g:B—>C analitik ve f(4)c B

olsun. Bu durumda F =gof , A’daanalitik ve F'(z) = g’(f(z))f’(z) dir.

TEOREM 2.2.: f(z)=u(x,y)+iv(x,y) olsun. f’ninbir z, = x, +iy, noktasinda
analitik ve f ’nin tiirevinin siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul z, =(x,,y,)
noktasinin bir D(z,,6) komsulugunun biitiin noktalarinda, U U,,VLY, kismi
tirevlerinin var, sirekli ve bu komsulukta wu =v ,v =-u,6 Cauchy-Riemann

sisteminin ger¢geklenmesidir.



ISPAT: Bu teoremin ispat1 7. kaynaginda vardir.

f bir D bolgesinde analitik olsun. Her z e D igin f'(z) =0 oluyorsa, f

D ’de sabittir.

f bir D bolgesinde analitik ve D iizerinde f"*" tiirevi var ve sifir ise

f(z)=a,z" +a, z"" +..+a,z+a, seklinde bir polinomdur.

Eger f analitik ve f =u+iv olmak iizere wu,veC*(D) ise u ve v
harmonik fonksiyonlardir. Yani

u, tu, = 0, v, +v, = 0
Laplace Denklemlerini gercekler. Ancak bunun karsiti her zaman dogru degildir.

Yani Laplace denkleminin u# ve v gibi iki reel ¢6ziimli yardimiyla olusturulan

f =u+iv fonksiyonu analitik olmayabilir.

TANIM 2.5.: u bir D bolgesinde harmonik olsun. Eger D ‘de tanimlanmis bir v

harmonik fonksiyonu i¢in f =wu+iv, D’de analitik oluyorsa v ye u ’nun

harmonik eslenigi (konjugesi) denir.

TEOREM 23.: f(z)=u+iv fonksiyonunun [ ve f Kkismi tirevleri var ve

stirekli olsun. f(z)=w+iv’nin analitik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul [~ =0

olmasidir.
ISPAT:
% = %{%(u +iv) + i%(u + iv)} = %[ux +iv, + i(uy + ivy)]

lbe, v, ) ie, +v,)]

_1
2

oldugundan



o

£:0<:>ux—vy:0 ve u,+v, =0

dir. Boylece ispat tamamlanir.

TANIM 2.6.: Zl =0 ise bu durumda f(z) ‘ye anti-analitik denir. f(z)anti-
Z

analitik ise f(z) analitiktir.

2.3. Kompleks Diizlemde Egriler ve Kompleks Integraller

TANIM 2.7.:a) [a,b]c R aralig1 verilsin ve

y:[a,b]—> C

t >y @O =y@)+ir, (1)

seklinde tanimlanan siirekli y fonksiyonuna kompleks diizlemde bir egridir denir.
y (@) ve y (b) noktalarina y egrisinin sirasiyla baslangi¢ ve bitis noktalart denir.
b) C’de y egrisi verildiginde y (a) =y (b) oluyorsa egriye kapalidir denir.
¢) C’de verilen y egrisi her ¢e(a,b) igin y'(¢) tirevine sahip ve siirekli ise
y(t)’ye tiirevlenebilir egri denir.
d) y(¢) tiirevlenebilir egri olsun. Eger (her t €(a,b) igin) y'(t) #0 ise y ’ya diizgiin
(regiiler) egri denir.
e) [a,b] araliginin sonlu gokluktaki noktalar1 hari¢ y egrisi tiirevlenebiliyor ve bu
sonlu ¢okluktaki noktalarda y 'nin sagdan ve soldan tiirevi var ve bunlar y' (¢) ’nin
bu noktalardaki sag ve sol limitlerine esitse y ’ya [a,b]’da parcali tiirevlenebilir

egri denir.



f) » pargal tiirevlenebilir olsun. Eger her ¢ e (a,b) igin y' (1) =0 ise y (¢)’ye
parcali diizgiin egri denir.

g) y (¢) egrisi sadece t, =t¢, i¢in y(t,)=y(t,) oluyorsa y ‘ya basit egri denir.
Basit egrilere Jordan Egrisi de denir. y basit ve y (a) =y (b) oluyorsa y (¢)’ye
basit Jordan (kapaliJordan) egrisi denir.

NOT: C kompleks diizlemindeki biry (¢) egrisi bazen z(¢) =y (¢) = x(¢) +iy(¢)

veya

v x=x(t) at<bh
y=y)

olarak yazilir.

Bir y egrisi verildiginde, z'(¢,)=y'(¢,) =x'(¢,)+iy'(¢,) tirevi var ve
z'(¢,) =0 iseegri z, = z(¢,) noktasinda bir tegete sahiptir.
TANIM 2.8.: Kendi kendini kesmeyen egrilere basit egri denir. Basit egriler birebir
ve siirekli fonksiyonlardir.
TANIM 2.9.: y,:[a,b] > C 7,:[e,d]>C

t =t t =7,

egrileri verilsin. y, ile y, toplami (veya birlesimi )

7t telab]

7,() teled] L0

y@) =y, +y, ()= {

olarak tanimlanir (y, ile y, nin birbirine bitisik olmas1 gerekmez .).

TANIM 2.10.: Bir y:[a,b] > C egrisinin tersi -y simgesi ile gosterilir ve

tela,b]icin —y(t)=y(a+b-1) dir



TANIM 2.11.:  z(t)=y (t) =x(¢)+iy(¢t) , 0<t <1 egrisi verilsin ve u¢ noktalar
z, =2(0), z, =z(1) olsun. Eger egri iizerindeki noktalar z, ‘dan baslayarak ¢’ler
arttitkca z, noktasina dogru hareket ediyorsa y(¢)’ye pozitif (saat yoniiniin tersi)
yonde yonlendirilmiy egri denir. Eger egri z,’den baslamak lizere ¢’nin azalisina
karsilik gelen sirada taraniyorsa bu durumda y(¢)’ye negatif (saat yoniinde) yonde
yonlendirilmis egri denir. Negatif yonde yonlendirilmis egriye —y(¢) denirse

—y({t)=2z(-t),—1<¢t<0 olur.

TANIM 2.12.: Sonlu sayida y;, j=12,..,n dizgiin egrileri verilmig olsun. Eger
bitlin  j=1.2,..,n—1 degerleri i¢in y; ‘nin bitim noktas1 y ,, ’in baslangi¢ noktasi

ile cakisiyorsa, y  egrisine gevre ( parcali-diizgiin egri ) denir.

Ozel olarak y,’in baslangic noktast y, ’nin bitis noktasi ile gakisiyorsa

kapali egri denir.

Kompleks diizlemde kapali bir egri ( kapali basit Jordan egrisi ) diizlemi ii¢
ayr1 kiimeye ayirir. Bunlar kapali egrinin sinirladigi alan, egrinin {izeri ve kapali
egrinin disidir. Bir i¢ noktayr bir dis noktaya birlestiren her Jordan egrisi bir sinir
noktas1 bulundurur. I¢ noktalarin her ¢ifti tamamen i¢ noktalardan olusan bir Jordan
egrisi ile birlestirilebilir. D1s noktalarin her ¢ifti tamamen dis noktalardan olusan bir
Jordan egrisi ile birlestirilebilir. I¢ noktalarm kiimesi smnirli, dis noktalarin kiimesi

siirsizdir. Bu kompleks integral hesaplarinda ¢ok sik kullanilan bir 6zelliktir.

Denklemi  z(t) =x(¢)+iy(t), a<t<b olan bir y egrisi bir D
bolgesinde bulunsun. f:D->C siirekli bir fonksiyon olmak {izere

wt)=f (z(t)) fonksiyonu z(¢) egrisinin f altindaki goriintiisii adini alir.



z(t) tlrevlenebilir bir egri ve f analitikse w(z) = f (z(t)) tiirevlenebilirdir ve
w'(t) = f(z(2))2'(¢) *dir.
z(¢) diizgiin egri, f analitik ve f'(z(t))#0 ise w(t) = f(z(¢)) de diizgiin bir
egridir. Ciinkii  w'(¢) = f'(2(¢))z'(¢) = 0°dur.
Diizlemde gerek egrisel, gerekse bolgesel kompleks integraller ¢ok Onemli
uygulamalara sahiptir ve ilging sonuglar mevcuttur.
TANIM 2.13.: f(z) ve F(z) bir D bolgesinde tanimlanmis analitik fonksiyonlar
olsun. Eger F'(z) = f(z) oluyorsa F(z)’ye f(z)’nin belirsiz integrali denir ve
[ f(2)dz=F(2)

olarak yazilir.

f(2) ’nin belirsiz integrali tek degildir. Gergekten F', f(z) ’nin bir belirsiz

integrali ise

d :

—[F@)+e]=F'()=f(2)

dz

olmasi nedeniyle f(z) ’nin sonsuz ¢oklukta belirsiz integrali vardir. ¢ € C keyfi bir

sabit olmak Uzere
j f(2)dz=F(z)+c

yazilabilir.

h:[a,b]—> C
{ > h () = u(t) +iv(0)

egrisi verilsin. Eger u,v reel degerli fonksiyonlari [a,b]’de integrallenebilir ise bu

takdirde A(¢) nin [a,b] araliginda integrali



b b

j'h(t)dt = J'u(t)dt +i j v(t)dt

a a

olarak tanimlanir.

D c C Dbolgesinde tanimlanmis f(z) kompleks fonksiyonunu géz Oniine
alalim. f(z), D’de siirekli , 7:[a,b] —->C ve ;/( [a,b] )c D ozelligine sahip

tiirevlenebilir egri ise bu takdirde f(z) ’nin y boyunca egrisel integrali
b
[r@dz=[1(r@))y'@ar
14 a

olarak verilir. Eger y(¢) egrisi tiirevlenebilir 7 - tane egrinin ug uca birlestirilmesi

ile olusan bir egri ise bu takdirde

i1

[1(0) 7@ dr

n—

[£=]rf@d=

1
i=0

olur.

f(z) =u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonunun p iizerinden integrali cogu zaman

[ £(2)dz = [[ux, y) dx = v(x, p) dv]+i [[ux, ) dy +v(x, ) dx]

4 e
olarak da verilebilir. Ciinkii
f(2)dz=+iv)(dx+idy)=(udx—vdy)+i(udy+vdx)

yazilabilir.



TEOREM 24.: /' ve g siirekli fonksiyonlar ve y,y,,y, parcal tiirevlenebilir

egriler olmak iizere

a) I(clf+czg)dz=cljf(z)dz+czjg(z)dz
b) j f(2)dz=— j f(2) dz

o [ f@dz=[f@)dz+[f(z)d

N1ty

dir.
ISPAT: ispat tanim kullanilarak dogrudan elde edilebilir.

TEOREM 2.5.: 7 ,y’nin degisik bir gosterilim sekli olsun. Eger f(z),7

goriintiisiinii iginde bulunduran bir D kiimesi iizerinde siirekli ise bu takdirde

[f(2)dz=]1(2)d

Y 7
dir. Yani integralin degeri egrinin gosterilim seklinden bagimsizdir.
ISPAT: ispat tanim kullanilarak dogrudan elde edilebilir.

TANIM 2.14.: y:[a,b] > C

t >y (t)=x@)+iy(t)

egrisi verilsin.

Lly 1=y @ld= [ @OF [y @©F ar

ifadesine y egrisinin uzunlugu denir.



2.4.Genellestirilmis Analitik Fonksiyonlar

u,—v,=au+byv
2.12)

u,+v, =cut+dv

reel sistemini goz Oniline alalim. Bu sisteme Genellestirilmis Homogen Olmayan

Cauchy Riemann Sistemi denir.

Ikinci denklemi i ile carpip taraf tarafa toplar, sonra iki ile bdler ve

w=u+iv ,w=u—iv bagntilarin1 da kullanirsak,
=Aw+Bw (2.13)

kompleks diferansiyel denklemi elde edilir. Burada
1 . 1 ..
Azz[a+d+zc—lb] , B:Z[a—d+lc+zb]
dir.

TANIM 2.15.: (2.13) denkleminin c¢oziimlerine Genellestirilmis Analitik

Fonksiyonlar denir ve bu denkleme de ¢ogu zaman Vekua denklemi adi verilir.

(2.13) denkleminin ¢6ziimleri

w(z) = @(2) -

seklinde bir gosterilime sahiptir. Burada ® keyfi holomorf bir fonksiyon ve

A,BeL,(D), p>2 dir. Eger ¢6ziimiin 0D sinirindaki degeri

W, =9

seklinde verilmisse @ holomorf fonksiyonu

2@,
7[1'[ -z



seklinde hesaplanabilir. Boylece ¢6ziim

j(ﬂ(é”) ” A(()W(§)+B(§)W(§)d§d,7 2.14)
2ri

olur.

D c C bir bolge olmak lizere D bolgesinde tanimlanmis bir f(z) fonksiyonu
her z,,z, eD igin

| f(z) = f)|<H]|z, -z ,0< <1 (2.15)
esitsizligini saglasin. Burada H ve A pozitif sabitlerdir ve bu sabitler z, ve z, nin
seciminden bagimsizdirlar. (2.15) esitsizligini saglayan H sabitlerinin en kii¢ligiinii

veya infimumunu H(f),H(f,A) veya H(f ,2,,5) ile gosterelim.Bu say1 tek

olup f(z) fonksiyonuna iliskin Holder Sabiti adin1 alir. Boylece

| f(z) - f(z)]

H(f)=H(f,A,D)= sup . (2.16)
fnaed |z, -7,

olmak iizere

| f(z) = £ )| SH(fAD)|z, -z |, 0< <1 (2.17)

yazilabilir. (2.17) esitsizligi, H(f ,1,5) sabitinden daha kiiciik bir H, sabiti i¢in
artik gecerli degildir. (2.17) esitsizligini saglayan fonksiyonlarin kiimesini C, (B)

ile gosterelim. Burada A sabiti C, (B) sinifindaki tiim fonksiyonlar i¢in aynidir.

TANIM 2.16.: (2.17) esitsizligine Holder-kosulu ve bu esitsizligi saglayan

fonksiyonlara da Hélder-siirekli fonksiyon denir.

Bazen C, (B) sinift yerine Lip (/1,5) gosterilim sekli de kullanilir. (2.17)

esitsizligini saglayan ve D’da smirl olan fonksiyonlarin kiimesini H (B) ile



gosterelim. Bu durumda A sabiti Hélder-Usteli adin1  alir.  Genelde
H, (5) cC, (5) ’dir. Ancak D bolgesi simnirh ise C, (5) =H, (5) “dir. Diger bir
ifadeyle genel olarak C, (B) smifindan olan bir fonksiyon H, (B) sinifindan
olmayabilir. Ornegin C’de f(z)=|z|ﬂ fonksiyonu Hélder-siirekli olup C, (D)

simifindandir. Ancak f(z), C ’de sinirsiz oldugundan H , (B) sinifina ait degildir.

Diger taraftan
T,: C,(D)->C (D)

f =T, (HE)=-

” f(()dggdn

operatoriiniin tanimlarsak (2.13) denkleminin ¢6ziimleri kisaca

w(z) =5 — j("(g)me (Aw+Bw )(2) =D (2) + T, (Aw+ Bw)(2)

olarak yazilabilir. Ayrica
0
P VCIENIC)

” f(éw)

[Tf() dn

ozellikleri vardir. Simdi

u —v. =au+bv+
Y f} (2.18)

u,+v, =cutdv+g
reel sistemini goz Oniine alalim. Burada a,b,c,d, f,g D bdlgesinde tanimlanmis

Holder-Siirekli reel degerli fonksiyonlardir.

TANIM 2.17.: (2.18) sistemine Homogen Olmayan Lineer Cauchy Riemann

Sistemi denir.



Benzer islemlerle (2.18) sisteminin

w. =Aw+Bw+F , w=u+iv (2.19)
kompleks diferansiyel denklemine denk oldugu goriilebilir. (2.19) denkleminin
¢Oztimleri de

w(z)=D(z)+T,(Aw+Bw+ F)(z) (2.20)

olur.

TEOREM 2.6.: w(z) diizgin smirli bir D bolgesinde (2.13)’nin bir ¢oziimi

olsun. Ayrica

w(z)
A(z)+ B(z) —= , w#0
g(z) = w(z) (2.21)
0 , w=0
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu takdirde
1
wz)= —| 8C) yeqn --Tg (2.22)
ey 6z
olmak iizere
D(z) =w(z) e (2.23)

seklinde tanimlanan @ fonksiyonu holomorftur.

ISPAT: (2.23)’de tiirev alirsak

0D _ W uiy _OW

il -w(z)
= o mz)e
w ( ow ow j
oz oz

elde edilir.



(2.21)’den dolay1

oo _

—=0
0z

elde edilir. Boylece @ holomorftur.

2.5. Kompleks Diizlemde Green-Gauss Integral Formiilleri

2.5.1. Diizlemde Reel Green-Gauss Integral Formiilleri

) =D

Sekil 2.1. Basit Egri Sekil 2.2. Basit Olmayan Egri

Sekillerden de anlagilacagi {lizere basit kapali (y(a)=y(b),a<t<b) egri

ug¢ noktalar1 disinda kendisiyle kesismez.

TEOREM 2.7.(Green Teoremi): D, xy—diizleminde bir basit bolge, y’de bu

bolgeyi ¢evreleyen ve saat yoniiniin ters yoniinde yonlendirilmis bir egri olsun. P

ve Q fonksiyonlar1 D iizerinde siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar ise

Q9 _oP

I P(x,y)dx+Q(x,y) dy = ” ( o o j dx dy (2.24)

V4
dir.

ISPAT: Teoremin ispati igin

jP(x,y) dxz—“g—i) dx dy ve jQ(x,y) dx:”z—g dx dy



esitliklerinin saglandigini gostermek yeterlidir.

D bolgesi diizgiin sinira sahip bir bolge veya sonlu ¢oklukta diizgiin egrilerden

olusmus olsun.

j P(x,y) dx = — j j g—i dxdy  oldugunu gosterelim.
V4 D

¥y

Sekil 2.3. Basit Diisey Bolge

D bolgesi y =g(x), y=h(x) egrileri ile sinirlanan bolge olsun (Sekil 2.3.).
y egrisi y, ile y, egrilerinin birlesimidir.
h(x)

[[ P, (e ) dx dy = } [ Peydedy= jP(x,h(x)) dx ~ }P(x, g(x)) dx

D x=a  y=g(x)

=~ [P(x.y) dx - [ P(x,y) dx = [ P(x, ) dx

N 72 /4

yazilabilir.Benzer sekilde
0
Joty v =[[% ax ay
g S Ox

oldugunu gosterelim.



Ya

x=9(y)

Sekil 2.4. Basit Yatay Bolge

D bolgesi x =y (y),x=¢ (y) egrileri ile sinirlanan bolge ve y =y, Uy,

olsun (Sekil 2.4.). Bu durumda

v(y)

[Jo.(x.y) dxdy = j [ oydray

D y=c  x=¢(y)

= [ oW ).y dv = [O(p (), 7) dv
=[Oy dv+ [Ox.y) dy

= [0(x,») dy

elde edilir.

Bu iki esitlikten

.[ P(x,y)dx+Q(x,y) dy:H ( %—g—g—i)dxdy

Green Formiili bulunur.

TANIM 2.19.: (2.24) esitligine Reelde Green Formiilii adi verilir.



2.5.2. Kompleks Diizlemde Gauss-Ostrogradski integral Formiilleri

Reelde bolge integrallerini sinir integrallerine doniistiiren teoremler kompleks

diizlemde de elde edilebilir.

Simdi asagidaki teoremle bunu ifade edelim.

TEOREM 2.8.: f €C'(D) , D c C diizgiin sinirh bir bdlge olmak iizere

S Oz

I Lacay = ek [ Ly = [ riehe

dir (Gauss-Ostrogradski formiillerinin kompleks sekli).

ISPAT: f(z)=u+iv ; u,v:D—->R , f,u,veC' (D) olmak iizere Teorem 2.7’de

P yerine u , Q yerine v yazalim. Bu durumda

_[f )dz = I(u+lv)(dx+ldy)

oD

= I udx — vdy)+lj(udy+vdx)

-2 -
:”[—vx —u, +ilu, — v, hixdy

D
= i”[ivx +tiu, tu, —v, hxdy
D

” u,—v, +lu +v )}dey

D
j j dxdy
D

olur.

Boylece

j [= Z{ dxdy _% j £(2)dz

oD



elde edilir. Benzer sekilde digeri de dz = dx —idy alinarak yapilir.



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Singiilerlige Sahip Kath Integraller I¢in Simrlandirmalar

—»0D

f(&)=0(S)

Sekil 3.1. Sinirh Kompleks Bolge

f(z), D’de holomorf 0D smirinda siirekli ve 0D smirinda  f(z) nin

degeri belli ise Cauchy integral formiilii olarak bilinen

r= (L g Loy @)
Tl D —Zz

2ri 3¢ —z
ifadesi yazilabilir.

TANIM 3.1.: integral altinda carpan olarak (g% seklinde terim varsa bu tip

integrallere Cauchy Tipi Integraller denir.

Ornegin (3.1) ve (2.13) esitlikleri Cauchy tipi integrallerdir.
TANIM 3.2.: Bir w= f(z) fonksiyonu D(z,,r)— {ZO} delinmis komsulugunda
analitik fakat z,’da analitik degilse z,’a f(z) nin ayrik aykir: (singiiler) noktasi

denir. Eger w=f(z) bir D ={ ze C:|Z| >r } bolgesinde analitik fakat



gz)y=f (lj , z,=0’da ayrik singilerlige sahip ise f(z), z=oc0’da ayrik
z

singiilerlige sahiptir denir.

NOT: Analitik fonksiyonlarm ayrik olmayan singiilerligi de olabilir. Ornegin

f(2)= ! fonksiyonu »n € Z olmak lizere z = 1 noktalarinda singtilerliklere
sin(ﬂj "
z

sahiptir. Ozel olarak z = 0 segersek bu ayrik olmayan bir aykir1 noktadir. Ciinkii #
tamsayisi ne kadar biiyiik secilirse secilsin, z =0 ’1n komsulugunda bir baska aykiri

nokta mutlaka vardir.

z, , f(z) ’nin bir ayrik aykir1 noktast olsun. Bu durumda f (z) , Z, 1n en az bir

komgulugunda

f(Z)—Za (z-2z)" —za (z-2z)" +Z

n=-—o (Z ZO)

seklinde Laurent A¢ilimina sahiptir.
TANIM 3.3.: Laurent Acilimda a_, katsayilarinin tiimii sifirsa bu takdirde z,’a

f(2) ’nin kaldirdabilir ayrik aykiri noktasi denir.

Laurent a¢iliminda a , lerin sonlu tanesi hari¢ geri kalanlarin hepsi sifir

oluyorsa z,’a f(z) nin kutup yeri denir.

z, , f(z)’nin kutup yeri ise

f(z)= Za (z—z,)" +2(Z 7 1<n<k

dir.



Eger k, a_, #0 0Ozelligini saglayan en biiyiik dogal say1 ise bu takdirde z,’a
f(z2)’nin k- mnct basamaktan kutup yeri denir.k =1 ise z, ‘a basit kutup yeri

denir.

Laurent aciliminda sonsuz ¢okluktaki a_, ’ler sifirdan farkli ise z,’a f(z) ’nin
esas ayrik noktasi denir.

Bir f(z) fonksiyonunun D bdlgesindeki aykiriliklar: sadece kutup noktalari ise
f(z)’ye D ’de meromorftur denir.

f(z,&) fonksiyonu D,  bolgesinde tanimli olsun(D, < C). Bundan sonra
integraller ¢~ dizleminin bir D, bdlgesi tizerinden hesaplanacaktir. Burada

integrant ¢ ’nin disinda bir z parametresine de baghdir. Yani { =&+in olmak

luzere

F(2)=[[ f(z,$)dé dn

dir.

Eger f(z,{), ({—lz)“ seklinde singiilerlige sahipse ve baska singiiler terim
yoksa

fg)=Ee)

(§-2)*
olacak sekilde singiilerligi olmayan siirekli, smirh  f,(z,{) fonksiyonu vardir.

f1(z,¢) smirlioldugundan her ze D, ,JeD, i¢in

RVACES| MVACYS D
€= A" -4

/(2.4



yazilabilir.Burada c bir sabit ve « negatif olmayan bir reel sayidir.

TEOREM 3.1.: f(z,{ )= % fonksiyonu verilsin. Bu takdirde 0<a <2 ve
z—

fi(z,¢) her £,z igin siurh ise smirli D, bélgesi tizerinden J-J.f(z,é')df;‘ dn

D,

integrali mevcuttur (¢ =& +in).

ISPAT: f(z,{)’nin z =¢ ’da singiilerligi vardir. Simdi &, <&, olmak iizere z

merkezli 6, ve &, yaricapl diskleri gozoniine alalim. ( Bakiniz Sekil 3.2.) .

Sekil 3.2. Halkasal Bolge

D,  bolgesi olarak z merkezli &, yaricapli diski alalm. Halkasal bolgeye

D,” diyelim. Bu durumda
D, =D, _{évED; ||Z_4V|<51}
fim D" =D,

olur. Halkasal bolge iizerinden integral alinirsa,



[reeracan|< [ 11 ras dn)

[[ 1f@¢)agdn|

6,<|¢-z2|<6,
_ Ifl(z,fa)l 45 dn
6,5|¢—z|<6, |§_Z|
dé dn

o
5<¢-2<5, |§ - Z|

olup buradan sagdaki integral icin kutupsal koordinatlar1  kullanirsak

dcfdn II rdrdo

b]S‘{—z‘sz 0=0 r=4,
=2r I e gy
bl
=2r ! P |
2-a &
5 2-a 2 a
2 a [ o ]
bulunur. Boylece
27zM

[5 s (3.2)

(z, I )| <M esitsizligini saglayan bir pozitif reel sayidir.
0, >0 i¢in (3.2)’nin sag tarafi mevcut oldugundan ”f(z,()dé dn
D

integrali vardir. Boylece 0<a <2 igin 8§, >0 ise &,°% —0’dir. O halde

2z M 5," “ esitsizligi var oldugundan j j f(z,8)dédn
-« D

6 )dsdn| <

integrali mevcuttur. Bu integral z =¢ olsa bile mevcuttur.



3.2. Ayrik Singiilerlige Sahip Fonksiyonlarin Integralleri

Bu kesimde Kompleks Diferensiyel Denklemler Teorisinde ¢ok sik karsilagilan

baz1 singiiler integral tiplerini inceleyecegiz.

TEOREM 3.2. ( Schmidt Esitsizligi ) : D c C herhangi bir sinirli bolge olmak

lizere her zeC igin

2-al\ &

] déng 27 (mDJ_Z , 0<a<2 (3.3)

esitsizligi mevcuttur.

ISPAT: ze D olmakiizere z merkezli R yarigaph bir K diskini; diskin alani ile
D bélgesinin alan1 ayn1 olacak sekilde secelim. Yani 7 R* =mD olsun. ( Bakiniz

Sekil 3.3.).

Sekil 3.3. Schmidt Esitsizligi ile lgili Bolge

Buradan

12
R= (@j olur. £ eD-K igin | -2 >R dir. Budurumda
T



1 1
<

|§_Z|a _Ra

yazilabilir. D ve K bdlgeleri aynmi Olciiye sahip oldugundan D-K ve K-D

bolgeleri de ayni dlgiiye sahiptir. Boylece,

dédn d77 dgdn o dgdn
el | R e

déd
e

_ ([ dédn
D'UK |§—Z| Ra

[ Ll fp 2o

[ azan

s [ =4 ==
dagdn
I
—T ji —rdrd&’
02;[O
2—a

_ %f(ﬂQTV
2—-a\ &

olur. Burada r,8 ; { =z merkezli dairesel bolge i¢in kutupsal koordinatlardir.

Boylece teorem ispatlanmis oldu.



3.3. integrallenebilirlik i¢in Gerekli Kosullar

Simdi «a,f reelsayllarve 0<a <2, 0< /<2 olmakiizere

dg dn
(3.4)
J;3|.|§ Zl |§ Zz|ﬂ

integrali icin bir iist sinir bulmaya ¢alisgalim. z, ve 2z, kompleks diizlemin farkli

iki noktasi ve |z1 —22| =2d>0 olsun. d <1 alalim.

D boélgesini, asagidaki gibi bes parcaya ayiralim:

Sekil 3.4. Cauchy Tipi Integraller i¢cin Simirh Bolge



t¢llg-z|<d|

2 {5||§_22|Sd}

3 {5|d§|5_21|31} ve {§||§_21|S|§_22|}
{
{

1

Cld<lg-z|<1} ve {¢]l¢-2l<|c-2}
Clg-z]21) ve {¢|[¢-z|21}

4

S O O U L
I

5

D,’den D, ‘ekadar ¢ €D olmasi gerekmemektedir.

Simdi

J = ” de dn C i=123.45
|é, Zl| |é/ Zz|

integrallerini g6z Oniine alalim. Eger J, integrallerini sinirlayabilir ve
J<I + I+ I+ T+
oldugunu gosterirsek (3.4.) integralinin mevcut oldugunu gostermis oluruz.
Bu simirlandirma sirasinda ( r,0 ) ; J, ve J,’Un hesabinda z, merkezli
disk, J, ve J,’lin hesabinda z, merkezli dairesel disk i¢in kutupsal koordinatlar

olsun.

Boylece belirlenen bolgeler {izerinden ilgili integraller hesaplanirsa

J, igin

d¢ d dé d rdrdd  2r ..
2=l e | gn‘dﬂH o

a

| |§ 22|ﬁ |¢-2<d |§ 21 sorzo T 2-a

olur ve benzer yolla

d§ dn dédy rdrdd 21 .,
_Ij |§ Zzﬁ da g[;f<d |é, Zzﬁ da ﬁjOrjO 2_le

elde edilir. J, icin D, bdlgesinde



1 1
<
¢-z|" ¢ -2" ¢-z]"

esitsizligi gergeklenir. Halkasal bolge tizerinden integral hesaplanirken

¢l¢-2|=l¢-2)}

dogrusunu hari¢ tutarsak

_ dé dn dédn % ¢ rdrdf
” g é,_zl|a|§_zz|ﬂ Sg é,_zlrﬁﬁ Se'[or'_[d ret’
=27 Ind ,a+p=2
= 2

_ J?ap
2—a—ﬂ(1 d? ),a+ﬂ¢2

elde edilir. Bu simir J, i¢in de gegerlidir.

D, bolgesinde |§—zl|21 ve |§—zz|21 oldugundan

_ dg dn _
JS_Q Fap |§_22|ﬁsj;j dé dn = mD < mD

elde edilir. Boylece J<J,+J,+J,+J,+J; olur.

Simdi bu sonuglar1 agagidaki teoremle 6zetleyelim:

TEOREM 3.3.:

a) Eger 2d:|zz—zl|<2 ve a+f#2 ise

2-a-p
J<og| o L 2 22 —= T
2—-a 2-p 2-a-p 2 2—-a—-pf

esitsizligi gecerlidir.

b) |zl—zz|<2 ve a+ =2 ise

JS27z( ! + L j—47zln(@j+mD

2-a 2-p

mD



esitsizligi gecerlidir.

c) |z2 —zl| >2 ise

2-a-p
J<on| o1 |22~z +mD
2—a 2-8 2

esitsizligi gecerlidir.

NOT: a+ f>2 ise o zaman <0 olup bu durumda |z2 —zl| <2 igin

|z, - z)] et
(%} > 1 esitsizligi yazilabilir.

Boylece

4r |z, -z e 4
- R +— 7 50
2-a-p 2 2-a-p

negatif terimi diger bir

olur. Bu durumda J ’nin simirlandirilmasindaki 5
— a —

terimle sinirlandirilmalidir.

3.4. Genellestirilmis Cauchy integral Formiilii

TANIM 3.4.: u,v reel degerli fonksiyonlar olmak tizere

WP gx)
o oy S
WP hxy)
oy Ox

sistemine genellestirilmis homogen olmayan Cauchy Riemann sistemi denir.



Burada h,g Onceden verilen x,y reel degiskenlerinin fonksiyonlaridir.

w=u+1iv olsun. Buradan ikinci denklemi i ile garpip taraf tarafa toplarsak verilen
sistemi,

_g+ih
2

w- = f
kompleks formda yazabiliriz.
w, :%(wx —iwy) N :%(wx +iwy)
olduklar1 da gbz oniine alinirsa
we=w +w- W, =iw, —iw; :i(wz —w;)
oldugu gortilebilir.
Eger we C'(D) ve @, D ’deholomorf bir fonksiyon ise
(<I>w); =0w. (aw)z = sz
yazilabilir.

Simdi DcC ve weC 1(5) olsun. Bu durumda Gauss-Ostrogradski formiilii

yardimiyla

'[)J.WZ dx dy =%iw(z)dz , _[)jwz dx dy :—%JJW(Z)CE

yazilabilir. Bu formiiller we C 1(B) ve w, D kapal1 bolgede siirekli oldugu siirece

gecerlidir.

¢, D’nin sabit bir noktas1 ve

w(z) = —

olsun. Burada



D,={¢eD|¢-Z>¢fcD

ve
.”wz dx dy = l J.w(z)dz = l Iw(z)dz —i' J-w(z)dz
D, 2i oD, 2i oD 2i |z=¢|=¢
dir. Ayrica
w:
w. =
z—

oldugu da g6z oniine alinirsa

”dedy:l‘jﬂdz—l‘ Mdz
nZ=6 2i5z—¢ 21‘274‘# z—¢

elde edilir. Burada ¢ - 0 i¢cin D, — D olur. Boylece

W, 1 ¢ wlz) 1 .
-"Djﬁ dx dy = Z(}-[)Z dZ—E .27 lW(é, )

yazilabilir. Boylece
W)= j—w(z)dz—ljj—wz dedy |, z=x+i
2rigyz—¢ TS z—¢ v 4
olarak veya benzer sekilde

b oglz) L ws
R e T R

yazilabilir.Bu 6zdeslikler we C (5) N C'(D) hipotezi altinda elde edildi.



SONUC: Eger f e C'(D) ise w- = f kompleks denkleminin ¢dzimii

1 /(&) dSdn
w(z)ch(z)—;ijT

olur. Burada

@(z):LIMdé’

2rin g~z

dir.



4. TARTISMA VE SONUC

4.1. Holder Siirekli Fonksiyonlar Uzay1
LEMMA 4.1.: f € C,(D) olmak iizere

| f(z) - f(z)]

|l

, sup @.1)

Z1#2y |22 —Z

I/

¢, (p) = max sgp| f(2)

ifadesi C, (B) sinifinda bir normdur.

ISPAT: (4.1) in normun biitiin dzelliklerini sagladigini gosterelim.

i) Eger f 0zdes olarak sifir ise 0 zaman tanim geregince || f || = 0 dir. Tersine

C,(D)

”f ||C_(5) =0 ise sup|f (Z)| =0 yani f Ozdes olarak sifirdir.
‘ D

ii) ¢ bir kompleks sabit ise (4.1.)’den

b

. —maX!SuPICf(z) 1 ><Zz><cf><zl>|]

A
21#2Z |22 _Zl|

, Su
) |22 _Zl|

= | [ max { sup|/ () pl/C)I ) }

=| c| ”f”g (D)

olur.

i) Simdi /., f, € C,(D) ise |f,+/; HC@) <Al * I

(D)
oldugunu gosterelim.(4.1)’in tanimindan f € C, (B) ise

@1 5, 4.2)



dir. Ayn1 zamanda

A

ACAEFICH I3 Vi MPNCAREA 4.3)
oldugu tamimdan gériilebilir. f, ve f, C,(D) simfindan herhangi iki eleman olsun.
(4.2)’den

1+ Al <AL < Al 6 1)

yazilabilir. Boylece

Sl;p |f1 + f2| < ”fl cl(5)+||f2 C,(D) 4.4
olup (4.3) bagintisinin géz O6niine alinmasiyla
|(f1 + f5)(z,) = (f +f2)(21)| = |f1(22)+fz(zz)_ﬁ(z1)_fz(zl)|
S|f1(22)_fl(Zl)|+|f2(Zz)_fl(Zl)|
< ”fl ”cﬁ(B) |Z2 - Zl|/1 + ”f2 ||Cl(5)|22 - Zl|/1
=l LAl i -2
yazilabilir.Buradan
(fi + o)z) = (fy + fo)(z)
| RS Yl il 49

|z2 -z
olur. Bu esitsizlik ise  f, +/, nin C, (5) siifina ait oldugunu gosterir. (4.4) ve
(4.5)’in birlikte kullanilmasiyla

Hfl + f2 H < ”fl”g(f)) +||f2

c,(D) C,(D)

olur. O halde (4.1), C, (5) ’da bir norm tanimlar.



TEOREM 4.1.: (4.1) normuna gore C, (B) bir Banach uzayidir.

ISPAT: C, (B) ‘nin tamhigini gostermek i¢in C, (B) smifinda bir { £, }%N Cauchy

dizisi segelim. Cauchy dizisi tanimi geregince her n,k > n, oldugunda

fo=flem <e (4.6)
olacak sekilde no(g) sayis1 vardir. (4.2)’den | f (z)| S” f || (D) yazilabilir. O halde

her n,k > n, igin

£, () fi(z)|<e 4.7)

elde edilir. Buise {f

n

}nE v dizisinin D bolgesinde diizgiin yakinsak oldugunu verir.

O halde (4.7)’de n sabit tutulup k — oo i¢in limit alinirsa n > n, i¢in

[~ f (@) <e (4.8)

olacak sekilde siirekli bir f* fonksiyonu bulabiliriz. (4.3)’den

|11, = £l GO = @O < 1 = Al g 22 -2

yazilabilir. (4.6)’dan

fn _fk”Ci(B) <é&

olmast nedeniyle
[, )~ fi@H ) - i@ < 6|z —2
olur. n sabit tutulup k — o i¢in limit alinirsa
eo-r e -r @< el -2

elde edilir. Buradan

IVACHENACH) s VACOENIED)S
&

A

(4.9)

|Zz _Zl|



bulunur. Bu ise f, —f ve [f-f, farklarin C, (B) sinifina ait oldugunu

gosterir.Boylece [ —f, + f, = f fonksiyonu da C, (B) siifina aittir. (4.8) ve

(4.9) esitlikleri birlikte kullanilirsa her »n >n, i¢in

fo=t. o <e

C,(D)
esitsizliginin gerceklendigi goriiliir.Bu ise {fn }neN dizisinin C, (B) ’deki norma

gore [ ’ye yakinsadigini gosterir.Boylece ispat tamamlanmis olur.

4.2. T, Operatoriiniin Bir fleri Ozelligi

Bu kesimde , Kesim 2.4’de tanimlanan 7}, operatoriiniin bir ileri 6zelligini ve

normunu inceleyecegiz.

ow

E—g

homogen olmayan Cauchy-Riemann denkleminin bir 6zel ¢6ziimii
1
wy(z)=—— [ 2 e an (4.10)
Ty e—z
dir.

TEOREM 4.2.: 0<A<1 olmasi halinde 7,, C, (B) sinifindan yine kendi i¢ine

doniisen siirli bir operatordiir.
ISPAT: zeD herhangi bir nokta olsun. Bu durumda

T,/(z)=- ﬂ%d&dm@fﬂn

1
T

oldugunu biliyoruz. Diger taraftan



1 B 1 :é'—zl—é’+22: zZ, =2z,
-z, ¢-z (E-z)G—-z,) (§-z)¢~-z,)

olmas1 nedeniyle

o) Ty f )= 2 [ Lo de

¢ —z,)(¢ ~2,)

yazilabilir.Boylece (4.2) esitsizliginin de gozoniine alinmasiyla

17

|TD f(Z)| <

c, (D) 1
i

Ve

|TD f(ZZ)_TDf(Zl)| <

Fe, @) d¢ dn
- el e

elde edilir.Kesim 3.2’deki Teorem 3.2°de , ¢ =1 alinirsa ve

p
X, :12 (ij

V4 T
denirse her z € D igin
|TDf(Z)| <K, ”f”cﬁ(B)

olur.

Benzer sekilde |22 —zl| <1 kabul edilir ve Kesim

o = =1icin yazilirsa K, , D ’nin alanina bagl bir sabit

([ dedn g 4rinl2Al
|§ 2 |4/ Zz| 2

yazilabilir.

Boylece (4.12)’den

1 ) B _
‘TD f(Zz)_TDf(Zl)‘ < ; KZ ‘22 —21‘1 A _472-‘22 _Zl‘l 2 11’122221

@.11)

4.12)

(4.13)

3.3.’deki Teorem 3.3’de,

olmak tzere

HfHC,l(B) ‘22 —Zl‘/l (4.14)



P

olur. 0 <A <1 olmasi nedeniyle 1—A4>0’dir. O halde p'™* lnE ifadesi p —0

icin sifir limitine sahiptir. Boylece p = |z1 —zz| olmak {lizere herhangi z,,z, i¢in
0<|z, —z|<1 oldugu siirece (4.14) ifadesindeki

1

1-2 1-2 |Zz_Z1|
K|z -z - Az, -z 22

2

terimi sinirhidir. Bu simir K ile gosterilirse o zaman (4.14) ifadesi

Ty fE) =T f G K e 5 |72 =21 (4.15)
haline déniisiir. K, yalnizca D ’ye bagl oldugundan K, ’de D ’ye baghdir. (4.15)
esitsizligi |z2 - 21| <1 varsayimi altinda gegerlidir. Eger |22 - Z1| >1 ise
|22 —zl|l >1 olacagindan (4.13)’iin yani |TDf(z)| <K, ||f||cl(5) esitsizliginin goz

Oniine alimastyla

T, £(z) = Tp @IS T S|+ [T, £z < 2K, | ] 5, < 2K 1] —z|" (4.16)

@ P2
yazilabilir.Boylece |22 _Z1| >1 olmasi1 halinde (4.16) esitsizligi gecerlidir. O halde
herhangi z,,z, e D igin

A
T, f(z,)~T, f(z,)| <max (2K ,K;) | Ne@ 17— =l 4.17)

olur. Buradan

|TDf(22)_TDf(Zl)|

|Zz _Zl|

x(2K,.K) e,

bulunur. Bu ise 7, f ’in tekrar C, (B) siifina ait oldugunu gosterir. f eC, (B)

olmak tzere



| /(z,) = f(z)]
sup -

2% |22 _Zl|

”f”cl(B) = max Sgp|f(z)| 5

Holder normuna dikkat edilirse (4.13) ve (4.17)’den

7,1

C, (D) < max(zKl’K3) ”f”cﬂ.(f)) (4.18)

oldugu goriilir. Bu ise C, (B) icine donlisen 7, operatdriiniin smirlt oldugunu

gosterir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

4.3. 11, Operatorii

D, z -diizleminin smrhi bir bolgesi ve D ’nin sinir1 yeterince diizgiin olsun.

z € D herhangi bir nokta olmak lizere z-merkezli o -yarigapl diskin kapanigini
D ’den ¢ikaralim. & ’y1 dyle belirleyelim ki bu disk tamamen D ’nin iginde kalsin.

Bu diski D’den ¢ikardiktan sonra geri kalan bodlgeye D; diyelim.Bu durumda
0D; =0DUAD;(z)  olur. Burada 0B,(z)={{eC||{—z=6} dir (Bakinz

Sekil 4.1).

Sekil 4.1. Gauss-Formiilii I¢in Simirh Bélge



Daha 6nce Teorem 2.8 ile verilen

8 1 g 1
J;J.a—];dxdyziaj;f(z)dz , ija—fdxdy?ZaLf(Z)d?

Gauss-Ostrogradski integral teoremi, D, halkasal bolgesinde
flz)= ¢ , h(z)= ¢ > olarak tanimlanan fonksiyonlar i¢in kullanilirsa,
-z (¢-2)
1 1 é’ N
[odgan=y [ode o | Fd
-z 2i oD, (Z)
ve - (4.19)
1 1 ’ 1 ‘
— ¢ —— d¢
L (¢ 2 I (§ Z)z 2i aD;[(z) (é’ - Z)z

olur.Burada

0 o ¢ 1
oc (-z 7 oL (C-2" ((-2)

olduklarina dikkat edilmelidir.

(4.19)’daki birinci esitligin sagindaki ilk integrali
1 J' Z

i Jeos) d¢ =y(z) (4.20)

seklinde yazalim.Bu durumda w(z), D ’de holomorf bir fonksiyon olur ve

1 ¢ _
- o=y

yazilabilir. Ciinkii integralde z yok ve w(z), D ’de holomorftur. Boylece (4.19)’un

ikinci formiiliiniin sag tarafindaki ilk ifade icin bir gosterilimi elde edilmis oldu.

(4.19)’daki ikinci formiiliin ikinci ifadesi i¢in de su lemmayi verelim:



LEMMA 4.2.: £ >0 bir tamsay1 olmak iizere

[ ¢ o [priz s k=0
ODa(z)(g_Z)k+l 1o , k>1icin

dir.

ISPAT: 0D, (z) egrisini pozitif yonde yonlendirelim ve
—-z=06e" |, 0<0<2r

konumunu yapalim. Buradan
C=z+8e | d¢=i5e"do

olmas1 nedeniyle

B ¢ L zHse™
=g e

2z —
. Z ke 1 —i(k+1)@
:lj-[ye +F€( D :|d€

0=0
yazilabilir. Ote yandan sifirdan farkli p icin

2 . 27

ip 6 L ipo
.[elp dg=——¢'"
6=0 P

=0

ve (p =0 i¢in)
2z
[1d6=27
0

olup bu da Lemmanin dogrulugunu gosterir.

Bu lemmanin kullanilmasi ve (4.20)’nin de g6z Oniine alinmasiyla (4.19)

bagintilarindan



”d‘fd” = w(2)+z

4.21)

L ELD

bulunur. (4.21) esitliklerinin sag taraflar1 ¢ ’dan bagimsiz olup o6 — 0 igin

D; — D olmas1 nedeniyle buradan

= y(z)+z

Ly

4.22)
Ly

elde edilir. (4.21)’in sag taraflar1 da ¢ ’dan bagimsiz olmasi nedeniyle 6zel olarak

0, < |§' - z| < 0, halkasal bolgeleri tizerinden integraller sifirdir. Yani

dedn _ dedn__,, (4.23)

5

2
Si<¢—2<6, ¢-z s1<¢-2|<8, (& —2)

dir(¢ —z=|¢—ze” =re , dédn=rdrd® olup halkasal bélge iizerinden integral

2z
aliirsa jei”gdﬁ =0 ,n e Z olmasi nedeniyle (4.23)’lin saglandig1 dogrudan basit
0

bir hesapla gortiliir.).
Diger taraftan 0 < a <2 igin

dédp 27z (mD):
It )

olmasi nedeniyle o, <J, olmak iizere sadece &, 'nin yeterince kiiglik se¢ilmesiyle

dédn
6,<|¢-z2|<5, |§ - Z|

integral degeri istenildigi kadar kiiciik yapilabilir. Ayrica r = |§’ - z| olmak tizere



] dody jj — rdrdf = 27zln(§lj

8,5 ¢~2|<8, |§—Z| 6=0 r=5,

olmas1 nedeniyle integranti olan halkasal bolge iizerinden integral degeri,

2

¢ -4
dis yarigapin yeterince kiiciik se¢ilmesiyle o, sabit kaldig: siirece yeterince kiiciik
yapilabilir.

NOT: Eger dis yarigap1 yeterince kiigiik olan halkasal bolge tizerinden hesaplanan
integralde, integrant yeterince kiiclik oluyorsa bu durumda yeterince kiiclik ve
dairesel olmasi gerekmeyen bir bolge iizerinden integral degeri de yeterince kiigiik
yapilabilir.

Boylece ¢ =z singiiler noktasinin bir dairesel komsulugu iizerinden alinan

integral ihmal edilebilir. Ciinkii bu komsuluk yeterince kii¢iik segilebilir. O halde

&

integrali Cauchy esas degeri olarak daima mevcuttur.

D da tanimlanmis kompleks degerli f* fonksiyonu i¢in ( z € D oldugunda )

J‘J’ f(g)dfdﬂ (4.24)

D
integralinin Cauchy esas degeri anlaminda mevcut olmasi i¢cin f fonksiyonuna bazi
hipotezler yiiklenmelidir. Bu integralin mevcut olmasi halinde (4.24) ile verilen

ifadeyi II,f sembolii ile gosterelim. Yani

J‘J‘ f(()dffd??

D

olsun.



LEMMA 43.: 0<A<1ve feC, (B) olsun. Bu takdirde her z € D igin Cauchy

esas degeri olarak [T,/ mevcuttur.

ISPAT: feC,(D) iseozaman

r©-r@| . Moo lk-4"_ Vo
¢4 - fe=a

(4.25)

yazilabilir.Teorem 3.2’den kompleks diizlemdeki her z i¢in
L1010 gy

integrali klasik anlamda mevcuttur. Diger taraftan

/&) _SE)-r),
(¢-2)  (¢-2)

(4.26)

dir. (4.26)’de sagdaki ilk ifadenin bolge iizerinden integrali mevcut ve her ze D
icin ikinci ifadenin de Cauchy esas degeri olarak bolge iizerinden integrali

mevcuttur. (4.21)’deki ikinci integral olan
-— j j Gy ean=v'®

ifadesinin sag tarafi J ’dan bagimsizdir. O halde her ze D ve D;(z) € D olmak

iizere her ¢ igin
—— j j df dn=0

dir.Boylece (4.26)’den sunu sdyleyebiliriz: Tamamen D’de bulunan Dj(z) halkasal
bolgesi verilsin. Bu takdirde o yeterince kiigiik secildiginde her z € D igin

1
T

<é¢g

[ S azam




olacak sekilde yeterince kiigiik ¢ >0 sayisi mevcuttur. Boylece ispat tamamlanmis

olur.

LEMMA 44.: D :{ ¢ |§' |<R } diskini goz Oniine alalim.Bu takdirde (4.20) ile

tanimlanan

1
w(z) = —szdf

fonksiyonu 6zdes olarak sifirdir.

ISPAT: y(z)nin k basamaktan tiirevi oD : |§ | =1 olmak tizere

V/ z) = . k+1 dé,
( ) 2ri ¢J-=1 (é’—z)

bulunur. O halde

0 = T [ S e

. k+1
2ri EE ¢

olur.Lemma 4.2’de z=0, 0 =1 secersek o zaman 1/‘(0) =0,k =0,1,2,... bulunur.
v fonksiyonu D diskinin tamaminda holomorf oldugundan z, =0 noktasi

komsulugunda bu fonksiyon kuvvet serisine agilabilir ve bu kuvvet serisi D ’de

yakinsak olur. Boylece

olup (z)nin agihmindaki tim tirevler sifir oldugundan (z) 6zdes olarak

stfirdir. Bu lemmanin bir sonucu olarak asagidaki lemmay1 verebiliriz:



LEMMA 4.5.: D :{ 4’:| 4’|<R } olsun. Bu takdirde her z € D i¢in

—%ngl_z dédn = z

1 1
_;Lj 27 dédn =0

drr.

ISPAT: Bir 6nceki lemmadan hemen goriilebilir.

LEMMA 4.6.: D={¢:|¢|<R} olsun. Bu takdirde f € C,(D) igin

Rl
[,/ (2)[ <2 = |/l
y) 2
dir. Yani IT, operatorii sinirhdir.
ISPAT: Lemma 4.5’in goz 6niine alinmastyla

j j f dé dn 4.27)

yazilabilir. Ciinkii integrali fark iizerine dagittigimiz zaman ikinci integralin degeri

stfir olur. (4.25) bagintisindan

”fc dédn
I, f(z) A
| - ﬂ o

A
le sinirhidir.

yazilabilir. Bu esitsizlikteki integral Teorem 3.2’den dolay1

Dolayisiyla,

Rl
G2 2 A,

esitsizligi gergeklenmis olur.



(4.27) gosterilimi, D ’de gecerli oldugundan her seyden énce II,f ’de D’de

tanimhidir. Simdi IT, f’in 0D smirina genisletilebilecegini gorelim:

z, ,z, noktalari |z1 - 22| <1 olacak sekilde D ’de iki nokta olsun. Bu takdirde

1
M, /(z,)-T, /() ——ij - aY'KJ—aY dédn (4.28)

olur. Diger taraftan

1 _ I (4_21)2_(4_22)2
(4,_22)2 (5_21)2 (4_21)2 (4_22)2
:(Z _Z) (4_21)"'(5_22)
T 6-a)

=(z, - z,) ! + !
P (4_21)2 (4_22) (4_22)2 (4_21)

yazilabilir.Bunun yardimiyla (4.28) ifadesindeki integrant 1 ‘nin de integral igine
T

alinmasiyla

_ZZ_ZI' f(g)_f(zl) _ZZ_ZI. f(é/)_f(zz)
a (4_21)2(4_22) 7 (é,_zl)(é,_zz)z
f(Zl) Z T4 _f(Zz) I
a .(4_21)2(4_22) a .(4_21)(4_22)2

(4.29)

olur. | I, 1 (zz)—l'[ of (zl)| ifadesini sinirlandirmak igin (4.29)’deki dort toplamin

integralleri ayr1 ayr1 sinirlandirilmalidir.(4.25) esitsizligi yani

[7€)-1G)] 1/ e, 5)
-z j¢-o7

bagintis1 goz Oniine alinirsa ilk terimin mutlak degerinin integrali i¢in

déd
-2 1/ lep —-ﬂ ls L, : 4.30)




yazilabilir. 0 <A <1 oldugundan a=2-4 , B =1 i¢cin Teorem 3.3 kullanilirsa

2—a—-f =A-1 olmasi nedeniyle

1 dédn
‘;I

o] SK4|22—21
D |§_Zl| '|§_22|

|}L_1 +K

esitsizligi ortaya ¢ikar. Burada K ,,K,, D ‘nin yarigap1 ve A sabitine bagl yeni
sabitlerdir.Boylece 0<A<1 , |z,-z|<1 ve |z,-z|<|z,-z[" olmalan
nedeniyle (4.30) i¢in bir {ist sinir olarak

£l (5) Ko +K ) [z2 == [*

ifadesi aliabilir.Ciinkii

H dgd"

|§ | +K5)

(K |Zz

)
| —Z |

|Zz Z

(K |z2 Zl| +K |z2 Zl|)

A A
< |l (K4 2, -z +Ky|z -z )
yazilabilir. (4.29)’deki ikinci terimin mutlak degeri iizerinden integrali de ayn1 ifade

ile siirlandirilabilir. Ciinkii ilk terimden farkli olarak sadece z, ile =z, nin rolleri

degismistir.

(4.29)’deki tciincli ve dordiincii terimlerin mutlak degerlerinin integrallerini

sinirlayabilmek i¢in z, # z, olmak lizere

z, -z I S ( 1 J
¢-2V(-2) (€-z) (E@-2){¢-2z ¢-z

yazilisina dikkat edelim.Burada Lemma 4.5’in gz Oniine alinmasiyla

T

_Z,-z dédn _Zz,-1Z
J-J. (5_21)2 (é,_zz) 274



bulunur.

Son esitlikte z, ile z,’nin yerleri degistirilirse

dédn _Z,-z
'[)j (é, Zz) 75

elde edilir. (4.29)’deki lgiincii ve dordiincii terimlerin D {izerinden integralleri

hesaplanirsa ikisi birden

[/(5)-1()] 252

z, -z,
olur. Boylece bunun mutlak degeri de

£ E)-r @< etz -2
ile smirlandirilabilir. Bunun géz oniine alinmastyla |z, —z,| <1 olmak iizere her
z,,2, € D igin
[T,/ (@)-T1,/ ()] < 20, +K )+ 1] ] ) =22~ =] 431)
esitsizligi gerceklenir.

(4.31) esitsizligi Il, f ‘nin her z € D noktasinda siirekli oldugunu gosterir. O

halde sadece D ’de tanimlanan I1, fonksiyonu her z, € 0D noktasinda bir limite

sahiptir.

{z, }‘1” , D’de bir dizi olsun ve z, € 0D noktasina yakinsasin. Bu durumda

m,n 2 n, oldugunda |z, —z, ’abagli ¢ sayis1 bulunabilir. O

halde (4.31)’dan

Mo ()T f (2] < 2K, +Ko)+1] /] 5



yazilabilir ki bu da  {I1,, f(z,) | ifadesinin bir Cauchy dizisi oldugunu gésterir.
D’de z,’a yakinsayan z, 6 —z,,z, —z, seklinde iki farkli dizinin mevcut
oldugunu varsayalim: ve { Z,,2,,2, ,Zz,...}f dizisini goz oniine alalim. Bu durumda
bu Cauchy dizisinin limiti {zn} dizisinin 0zel sa¢imine bagl degildir. O zaman

{1,/(z).11,£(Z).11,f(z,),01,f(Z,),.. } dizisi de yakinsaktur.

Boylece I1,f , D’nin tamaminda tek anlamli olarak belirlenebilir. (4.31)
esitsizligini |z2 - zl| <1 hipotezi altinda elde etmistik. Ayni esitsizligin herhangi iki
Z,,2, e D noktalar1 igin de gecerli oldugu goriilebilir. z, ve z, noktalarindan her

ikisi ya da en az biri 0D smir1 lizerinde bulunuyorsa D ’de bulunan diziler

yardmiyla z, , —z , z,,— z, seklinde bir yaklagim yapilabilir.

(4.31) esitsizligi z,, , z,, i¢in yazilir ve n — oo igin limit hesaplanirsa o
zaman herhangi z,z, € D noktalari icin (4.31) esitsizligi |z2 —zl| <1 1igin yine

gecerli olacaktir.
Son olarak (4.31) formundaki bir esitsizlik |z2 —zl| >1 olmak tizere herhangi

21,2, e D noktalan i¢in de gegerlidir. Bu durumda 1£|z2 —zl|ﬂ olup Lemma

4.6‘nin goz oniline alinmasiyla

|HDf(ZZ)_HDf(Zl)| S|HDf(Zz)|"|'|HDf(Zl)|

4R*
<2l

4 R*
<=—lr

c.(p)

|ﬂ

CIE



4 R*

oldugu goriiliir. Eger max[ 2(K, +K,)+1, =K, dersek bu durumda

asagidaki lemmayi verebiliriz.
LEMMA 4.7: D={¢:|¢|<R},feC,(D),0<i<l olsun. Bu takdirde

z,,z, € D 1¢in

|HDf(Zz)_HDf(Zl)| s Kg ”f”Cl(B) |Zz _er

esitsizligi saglanacak sekilde A ve R yaricapina bagli bir K, sabiti vardir.

NOT: A=1 olmas1 halinde Teorem 3.3.(b)’ye uygun olarak

| I, f (z2 )— I, f (zl) | ifadesinin smirlandirilmasinda —|22 - zl| ln|z2 - zl| ifadesi

gelecektir. Bu durumda yine II,f sadece bir A <1 Holder-iisteline gére Holder

surekli olur.

Lemma 4.7, her feC, (B) icin Il,f inymne C, (B) uzayina ait oldugunu

A

gosterir. <K, olmasi nedeniyle Lemma 4.6 ve Lemma 4.7 ‘den

IT1, /|, <K(|f 4.32)

Ca (B)

yazilabilir. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:

TEOREM 4.3.: (4.32) esitsizligi gecerli olsun.Bu takdirde 0 <A <1 i¢in II,f,

C, (D) uzayindan yine kendi ig¢ine doniisen simurli bir operatordiir. Ayrica IT,
operatOriiniin normu i¢in
T, [ <K,

esitsizligi gecerlidir.



4.4. D’da Holder-Siirekli Tiiretilebilir Fonksiyonlar Uzayi

D smirli bir bolge olsun. f eC, (B) simifindan olan fonksiyonlarin icinde

klasik anlaminda Z—f,% tirevlerinin yine C, (5) siifina ait olanlarinin sinifini
z 0z

C) (5) ile gosterelim.
C) (5) stifindaki bir normu

o

0z

o

oz

b

A

Il =] 11,

} (4.33)
A
seklinde tanimlayalim.

TEOREM 4.4.: C} , bir Banach uzayidir.

ISPAT: a) Once (4.33) ‘nin tiim norm kosullarmi sagladigmi gosterelim. Burada

sadece iiggen esitsizliginin saglandigini gosterelim. Cilinkl diger 6zellikler asikar

olarak goriilebilir.

Once (4.33)’den, feC, (B) olmak iizere

o

0z

o

I =l =

<[rl... -
A

<. (4.34)

A

siirlandirmalarinin gegerli olduguna dikkat edelim. f;, f, € C} (5) olsun. O zaman

(4.34)’lin kullanilmasiyla

1A+ £l <IAlL #1210, <1l +17]L,
A I A N

< +
0z oOz|, |oz|, |oOz

% % of, o,
oz ozl llazl, ez, “Wih #7

S8}

< ”fl ”1,,1 + ||f2||1,;, (4'35)
2

IN




elde edili. Burada  C,(D) uzaymdaki iiggen esitsizligi kullanildi Bu
esitsizliklerinden

15+ Al <Al + 15
oldugu gorilir.

. bir Cauchy dizisi olsun. Yani

b) Simdi C; (B)’mn tam oldugunu gosterelim. { £, }i;
yeterince biiyilk m,n ler igin

Jo =T

1,A

ifadesi yeterince kiigtik kalsin. f, — f, i¢in (4.34) tekrar kullanilirsa

) o, " [o.”
{fn }n=1 ’ {62 }n=l ’ {6; }Fl

ifadeleri yine C, (B) uzayinda bir Cauchy dizisi olustururlar. Bu durumda Kesim

4.1.deki Teorem 4.1.’den

g, g Iy, (4.36)

oz 0z

Ve A
olacak sekilde f, g, limitleri mevcuttur ve bu limitler de C, (B) uzayina aittir.

Diger taraftan  Kesim 4.1.’deki Teorem 4.1.’in ispatinda oldugu gibi

o,
0Oz

0
,g'ye , af_” , h’a diizgiin olarak
z

C, (5)’deki metrige gore f, ,fye ,
yakinsar.

g,he C, (B) olmasi nedeniyle f€C, (B) oldugu gosterilmis oldu. (4.33) ile
verilen norm tanimi ile

g % 4.37)

Ve



=< (4.38)

|

(4.36) ile verilen yakinsaklik nedeniyle sag taraftaki normlar yeterince biiyiik

kullanilirsa

F _
0z

5

A

A 2

12 = max{

elde edilir.

n’ler igin istenildigi kadar kiigiik yapilabilir. O halde C, (B)’deki norma gore

f, » f’ye yakinsar. Bu ise ispat1 tamamlar.

Eger 0<A<lve feC, (5) ise o zaman Teorem 4.2.” den 7, f yine C, (5)
uzayina ait olur. Ayrica (4.18) yani
” Df"Cl(D) = max 2K1’K ”f”c (D)
esitsizligide gerceklenir. Kesim 3.4.’den
0
— I, /=1,f
0z
oldugunu goérmiistiik. O halde Kesim 4.3.’deki Lemma 4.7. g6z 6niline alinmasiyla
8 —
ST,feC, (D)
oldugu soylenebilir. Diger taraftan
0
TS =1
oldugundan sunu soyleyebiliriz: Eger f e C, (5) ise 0 zaman T, f € C; (B)’dlr.

(4.18)’in yaninda (4.32)’e bir kez daha dikkat edilirse o zaman



0
o= 1ol [ 270

—max [, 1, .o r], 141, ]
<max (2K, K, ,K,1)|/],

0
— T
P S

|

Y b

yazabiliriz. Boylece asagidaki teorem elde edilmis oldu:

TEOREM 45.: 7,, C, (D) uzayindan C) (B) uzayr i¢ine giden sirlt bir
operatordiir.

Eger T,, C, (5)’den C; (B) icine bir operator olarak diisiiniiliirse o zaman
T, ’nin normu ||TD||1 ile gosterilir. Eger 7, 'yi C, (5)’den yine C, (B)’ye bir
operatdr olarak diisiiniiliirse simdiye kadar oldugu gibi 7,, nin normunu ||T D|| ile

gosterebiliriz.
A

esitsizligi her f € C, (D) igin gegerli oldugundan
ITo] <[17o],

olur.
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