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OZET

KOMPLEKS FONKSIYONLARDA REZIDU VE BAZI UYGULAMALARI

ISLER, Sevgi
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Prof. Dr. Kerim KOCA

Eyliil 2005, 97 sayfa

Tez, dort temel boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, kompleks
diizlemde egriler, kompleks integraller, Cauchy Tiirev ve Integral Formiilleri
incelenmistir. Ikinci béliimde kompleks fonksiyonlarin singiilerliklerinin bir
siniflandirilmasi, analitik fonksiyonlarin serisel gosterilimleri, rezidii ve rezidii
hesaplama yontemleri, Casorati-Weierstrass Teoremi ve Sonuglart verilmistir.
Uciincii  boliimde ise Argiimenlerin Degisimi Prensibi, Rouche’ ve Hurwitz
Teoremleri ele alinmistir. Son boliimde ise belli tipten reel genellestirilmis
integrallerin ve c¢ok-degerli fonksiyonlarin integrallerinin rezidii yardimiyla

hesaplanmasi ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Cauchy integral formiilii, Cauchy tiirev formiili, Taylor

teoremi, Singiilerliklerin siniflandirilmasi, Laurent teoremi, Cauchy rezidii teoremi.



ABSTRACT

RESIDUES OF THE COMPLEX FUNCTIONS AND THEIR SOME

APPLICATIONS

ISLER, Sevgi
Kirikkale University
Graduate School Of Natural and Applied Sciences
Deparment of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor : Prof. Dr. Kerim KOCA

September 2005, 97 pages

Thesis is in four basic parts. In the first part, curves in complex plane,
complex integrals, Cauchy derivative and integral formulas are examined. In the
second part of the thesis, a classification of singularities of complex functions, series
demonstrations of analytical functions, residue and residue calculation methods,
Casorati-Weierstrass Theorem and its results are discussed. In the third part,
principles of argument variation, Rouche’ and Hurwitz Theorems are discussed.In
the last part of the thesis, calculations of the definite reel generalized integrals and

the integrals of very-valued functions are made with the help of residues.

Key Words: Cauchy integral formula, Cauchy derivative formula, Taylor theorem,

A classification of singularities, Laurent theorem, Cauchy residue theorem
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1. GIRIS

Kompleks Analiz soyut bir bilim alan1 gibi goriinse de sonuclari teknolojide,
fizik ve miihendislikte ¢ok sik kullanilmaktadir. Hatta kompleks analizde elde edilen
sonuglar, reel analizde ¢6ziimii imkansiz olan problemlerin ¢6ziimiinde gii¢lii bir

arag olarak kullanilmaktadir. Ornegin;
J-sm( )a’x = ! \/;
0 2\2

jx dx=—2" __ 0<a<l
+ 1+ x sin(ar)

“sinx Vd
J‘ dx =—
y X 2

l+x
dx=ﬂ1n2

O‘—.S

1+x

v.s. formundaki integrallerin sonuglar1 kompleks analiz metodlari ile elde
edilebilmektedir. Ayrica bir ¢ok reel diferensiyel denklem sistemleri kompleks
fonksiyonlar yardimiyla kolayca ¢oziilebilmektedir.

Bu nedenlerden dolay1 kompleks fonksiyonlarda rezidii kavrami énemli bir

uygulama olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bu konu tezin temelini olusturmaktadir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlamisinda dort temel kitaptan yararlamlmistir. Once [1] nolu
kaynaktan singiiler noktalarm siniflandirilmasi, Cauchy Teoremleri ve Ozellikleri,

kompleks egrisel integral konular1 6grenilmistir. Daha sonra analitik fonksiyonlarin



Laurent serisine a¢ilimi ve temel Ozellikleri [2] ve [6] nolu kaynaklardan
yararlanilarak ortaya konmustur. Rezidiilerin hesaplanmasi ve bunlarin belli tipten
reel genellestirilmis integrallerin hesabinda kullanilmasi konusu [1], [2], [3] ve [4]
nolu kaynaklar goéz Oniine alinarak incelenmistir. [3] ve [4] nolu kaynaklardan
yararlanilarak Argiimenlerin Degisimi Prensibi, Hurwitz ve Rouche’ teoremlerinin

en genel halleri bu tezde verilmistir.

1.2. Calismanin Amaci

Kompleks analizin miihendislik ve fiziksel uygulamalarinin yaninda 6énemli
bir uygulamasi1 da Rezidii(Kalint1)) kavramidir. Rezidii, belli tipten kompleks
integrallerin hesabinda ve elemanter yollarla hesaplanamayan bazi tip reel

genellestirilmis integrallerin hesabinda ¢ok sik kullanilmaktadir. Bir z, eC,
f(z)nin bir ayrik aykiri noktasi olmak iizere f(z), O<|z—zo| <R halkasal

bolgesinde (uygun kosullar altinda)

o0

f(z)=2 a,(z-z) 1.2.1)

seklinde Laurent serisine agilabilir. Bu agilimda (z -z, )71 ifadesinin katsayisi olan
a_,, f(z)’nin z, noktasindaki rezidiisii olarak isimlendirilir. Rezidiiyii hesaplamak
icin f (z)’nin yapisina gore cesitli hesaplama teknikleri vardir. Bu hesaplama
metodlar1 f(z)’yi Laurent serisine agmadan rezidiiyii hesaplama imkan1 verir. Tez
icinde de goriilecegi gibi Arglimenlerin Degisimi Prensibi yine Cauchy-Rezidii
Teoremi’nin onemli uygulamalarindan birisidir. Yine elemanter islemlerle ¢ok-

degerli kompleks fonksiyonlarin integralleri olduk¢a karmasik oldugu halde yine



rezidii yardimiyla bu tip fonksiyonlarin kompleks anlamdaki egrisel integralleri
kolayca hesaplanabilmektedir.

Bir f (z) kompleks analitik fonksiyonu i¢in verilen klasik tiirev tanimi

degistirilerek Laurent serisinden daha genel anlamda analitik olmayan fonksiyonlar
icin de serisel agilimlar verilebilir. Ornegin genellestirilmis analitik (pseudo-
analitik) fonksiyonlar igin bu tiir agilimlar mevcuttur. Ileri bir arastirma konusu
olarak genellestirilmis Cauchy tipi integraller yardimiyla rezidii kavrami
genisletilebilir. Bunun i¢in klasik anlamdaki rezidii kavrami bir temel olusturabilir.

Tezin temel amaclarindan birisi de budur.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Analitik Fonksiyonlar ve Baz1 Ozellikleri

Analitik fonksiyonlar, 6nemli o6zellikler gosterirler ve kompleks analizin
temel konusunu olustururlar.

Tanmm 2.1.1: f:D—>C
zo>w=f (z)
fonksiyonu verilsin. f(z) fonksiyonu bir z, noktasmm en az bir komsulugunda

tanimli olsun. Eger,

IOIEN

Z22Zy Z—Z0

limiti varsa f(z) fonksiyonu z, noktasinda tiirevlenebilirdir denir. Bu limit degeri

f'(z,) ile gosterilir ve f'(z,) sayisina S ’nin z, ’daki tiirevi denir. Yani f'(z,)
degeri,

f(z,)= ACIEFACH

z—2z, zZ—2z,

olarak tanimlanir.

Tanmm 2.1.2: f:D—>C

zow=f (z)
fonksiyonu verilsin. Eger,

Sz +h)-1(2)
h

lim
h—0



limiti varsa f(z) fonksiyonu D bélgesinde tiirevilenebilirdir denir. Bu limit degeri

£'(2) ile gosterilir ve f'(z) ifadesine f’nin z’deki tiirevi denir. Yani f'(z) degeri,

£'(z)=1lim

Sz+h)-f(2)
h—0 h
olarak tanimlanir.
Teorem 2.1.1: f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu herhangi bir z = x + iy
noktasinda tiireve sahipse bu takdirde
f'(z) =u, (x,y) +iv, (x,y) =—iu, (x,y)+ v, (x,y) (2.1.1)
dir.
Ispat: Tiim Kompleks Analiz kitaplarinda ispat1 bulunabilir.

Sonug 2.1.1: (2.1.1) esitliginden

oldugu goriiliir. Buna Cauchy-Riemann sistemi denir.

Sonu¢ 2.1.2: f(z)=u(x,y)+iv(x,y) olmak iizere f'(z) tiirevi varsa u ve v
Cauchy- Riemann sistemini saglar. Ama bunun karsitt dogru olmayabilir. Yani bir
fonksiyon bir noktada Cauchy-Riemann sistemini sagladigi halde o noktada tiireve

sahip olmayabilir.

Uyan : Ornegin;

0 ,z=0
f(Z): —yfz

e ,z#0

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon z = 0 noktasinda Cauchy-Riemann sistemini

saglar. Gergekten,



Ve

G imd e Z g

a oy 0y
oldugundan

u,=v, , U, =-v,

yazilabilir. Ancak z = 0 noktasinda f(z) fonksiyonunun tiirevi yoktur.
Ornegin, y =x dogrusu iizerinden sifira yaklasirsa, z=x+ix olacagindan,

x#0 i¢in

Ve

olur.

Tanmm 2.1.3: f (z) =u +iv fonksiyonu bir z, noktasinin en az bir komsulugunun her

noktasinda tiireve sahipse f (z) ’ye z,’da analitiktir veya holomorftur denir.

Sonug 2.1.3: Bir z, noktasinda f'(z, ) tiirevinin mevcut olmast f(z)™nin z,’da

analitik olmasin1 gerektirmez.

Ornek 2.1.1: f(z)=zZ fonksiyonunu ele alalm. z=0 i¢in f’(z) vardir. Fakat

z#0 icin f'(z) yoktur. Bunedenle f(z) holomorf degildir.
Not : f=u+iv olsun. u ve v’nin kismi tiirevlere sahip olmasi f'(z) tiirevinin

mevcut olmasini gerektirmez.



Ornek 2.1.2: f(z)=3z+2z fonksiyonunu ele alalm. f(z)=3z+2z=>5x+iy

oldugundan u =5x ve v=y dir. u ve v her yerde her basamaktan kismi tiirevlere

sahip oldugu halde f '(z) tiirevi yoktur.

Not (Kismi Tiirev): Cebirsel yapilar1 farkli olmakla birlikte R*> diizlemi, C
kompleks diizlemine izomorftur. Bu iki diizlemin elemanlar1 arasinda bire bir esleme

vardir. z=x+iy ve z=x-iy esitliklerinden yararlanarak x ve y reel

degiskenleri elde edilir. Yani,

z+ZzZ _Z—E
» VT

X =

oldugu aciktir. Bu nedenle iki reel degiskenli bir f (x, y) fonksiyonu z ve z
kompleks degiskenlerinin fonksiyonu gibi diisiiniilebilir. Dolayisiyla z ve z ’e gore

kismi tirevlerden sozedilebilir. Eger f (x, y) fonksiyonunun  f, ve f, kismi

tirevleri sturekli ise

o _oox oy 1o o
0z Ox0z Oyoz 2\0x Oy

o _dox ofoy _1faof  .of
0z Ox0z Oyoz 2\ox Oy

esitliklerinden yararlanarak
o_lfo o) o0_1fo .0
oz 2lex oy)  az 2lex oy
kismi tiirev operatorleri elde edilir.

Lemma 2.1.1: f(z)=u(x,y)+iv(x,y) olsun. f(z) fonksiyonunun f,(z) ve fy(z)

kismi tiirevleri siirekli olsun. f (z): u(x, y)+iv(x, y) nin D de analitik olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul,



I _g
0z

olmasidir.

Ispat: g_1a a1 2(u+iv)+i£(u+iv)
oz 2\ox oy) 2|ox oy

:%[uxmxﬂ-(uy+ivy)]=%[(ux_vy)+,-(uy+Vx)}
oldugundan

%zO@ux—vy:O,uy+vx=0
z

Cauchy-Riemann sistemi elde edilir.

2.2. Kompleks Diizlemde Egriler

Tanim 2.2.1:

(@) [a,p]cR olmak iizere siirekli bir y:[a,b] >C fonksiyonuna C

diizleminde bir egridir denir. Burada ;/(a) ve y(b) noktalaria sirastyla
egrinin baslangi¢ ve bitis noktalar: denir.
(b) Bir y egrisi verildiginde y(a) = 7(1)) ise ¥ ’ya kapali egridir denir.
(¢) Bir y egrisi verildiginde »' tiirevi var ve siirekli ise y’ya
diferensiyellenebilir egri denir.
(d) y diferensiyellenebilir bir egri olsun. Eger y'(t);tO ise y’ya diizgiin
egri(regiiler egri) denir.
(e) [a,b] araliginin sonlu tane noktasi hari¢ y egrisi diferensiyellenebiliyorsa

ve bu sdzkonusu noktalarda y ’nin sagdan ve soldan tiirevleri var ve bunlar



y"’nin  bu noktalardaki sag ve  sol limitlerine esitse y parcalt

diferensiyellenebilir egridir denir.

(f) y parcali diferensiyellenebilir egri olsun. Eger ¢ e [a,b] olmak {izere

tirevin mevcut oldugu her yerde }/'(t);t 0 egriye parcal diizgiin egridir

denir.

(2) y:[a,b] —C

t—y(t)=x(1)+iy(1)

egrisi verilsin. V¢,,t, €[a,b] i¢in 7, #¢, oldugunda 7(t,) = y(z,) ise y(t)’ye

basit egri denir. y basit bir egri ve ;/(a) = }/(b) ise y ’ya basit kapali egri

(kapali Jordan egrisi) denir.
Uyar :(1) Cogu kez bir y egrisini belirtirken denklemi z(t) =x(¢)+iy(t) olan y
egrisi diye yazip sdyleyecegiz.

(2) Bir y egrisi verilsin. z'(¢,)=7"(¢) =x"(t,) +iv'(t,) var ve z'(t,)#0 ise
egri z, = z( ) noktasinda bir tegete sahiptir. Teget, z, noktasindan geger ve pozitif
cksenle 6 =argz'(1,) agis1 yapar. Boylece goriiliiyor ki diizgiin egriler her noktada,

diferensiyellenebilir egriler ise tlirevin sifirdan farkli oldugu noktalarda, tegete

sahiptirler.

V15 Vs :[a,b] —C
t—y, (1) =x(1)+iy(2)

(t) X (t +1iy ( )
diizgiin egrileri verilsin. z, (t) ve 22( ) t, parametre degerine karsilik gelen noktada

tegete sahip iseler tegetler arasindaki ag1

arg 2, (¢, ) —arg 2] (t,)



dir .
Ornek 2.2.1:

(a) z= Z(t) =cost+isint, 0 <t <27 egrisi basit kapali bir egridir.

(b) x(¢)=t¢, y(t)=¢>,0<¢<1 parametrik gdsterimi ile verilen bir y egrisi
z= z(t) =t+it’,0<t <1 gosterimi ile de belirtilebilir. Bu egri basit egridir fakat
kapali egri degildir.

(¢) z(¢)=1+it , z(t)=e", z(r)=3e"",0<¢<1 fonksiyonlar1 birer
egri belirtirler.

z(t)=1+it egrisi basit egridir fakat kapali egri degildir.

z(t) =e ™ =cosxt—isinmt egrisi basit egridir fakat 0 <7 <1 i¢in kapali
egri degildir.

z(t)=3e’"" =3(cos2xt+isin27t) egrisi basit kapali bir egridir.

Tamm 2.2.2: (a) 7, :[a,b] > C
t =y, (1) =x(1)+iy(2)

A~

7,:[e,d]—>C
t—y, () =x"(t)+i" (¢)

seklinde iki egri verilsin. y, + 7, birlesimi

7,(t), te [a,b]
v,(t),te [c,d]

7(t)=(71+72)(f)={

bi¢iminde tanimlanir. y, ve y, uc uca eklenmis olmayabilir. Bu durumda egriye

pargall egri denir.

(b) C diizleminde

10



y:[a,b] > C
t—y(t)=x(1)+iy(1)

egrisi verilsin. Bu durumda }7(1‘) = ;/(a +b— t), a <t <b egrisine y’nmin tersi denir ve

7~ (¢) ile gosterilir.

Sekil 2.2.1

Uyar: Bir egriyi belirten fonksiyon bir tek degildir. Eger bir /4 fonksiyonu,
h'(t)>0,h(c)=a,h(d)=b olacak bigimde, [c.d] arahigmi [a,b] arahig: iizerine
doniistiiriiyorsa y :[a,b] >C ile 7=yoh:[c,d]—>C aym egriyi belirtirler. Bu
durumda y=yoh egrisine y egrisinin yeni bir parametrik gisterimi denir. Bu
nedenle genelde, egrinin tanim kiimesi olarak [O,l] aralig alimir. Cilinki

h(t)=tb+(1-1t)a,te[0,1] fonksiyonu [0,1] araligim [a,b] arahg: iizerine istenilen

bicimde doniistiiriir. Boylece,



ile

7(1)=r(h(t))=x(b+(1-1)a)+iy(tb+(1-t)a),0<r<1
ayni egriyi belirtirler. O halde 77(0) ve 77(1) sirastyla egrinin baglangig ve bitis
noktas1 olurlar.
Ornek 2.2.2: z(¢)=¢*+it*,0<¢<1 egrisi, z(¢t)=t+it’ ,0<t <1 egrisinden ¢ =u’
parametre doniisiimii yapilarak elde edilmistir.
Tanmm 2.2.3: Eger y = 7(t) egrisi siurh degisimli ise y egrisine dogrultulabilir
(rektiflenebilir) egri denir veya bir bagka ifade ile bir ¢gembere homeomorf olarak

dontstiiriilebilen sinirli degisimli bir egriye rektiflenebilir egri denir.

Ornek 2.2.3:

(@) z(¢t)=x(t)+iv(r), 0<r<4 egrisini

0<¢<1 | 1<t<2 | 2<¢<3 | 3<¢<4

tablo olarak seklinde tanimlayalim. Bu egri bir karenin ¢evresini verir ve parcali
diizgiin bir egridir.

(b) z(¢)=sint+isin2¢,0<¢<m egrisi dogrultulabilir egridir. Fakat z(0)=

olmak iizere z (t) =1sin (—j +ie',0<t <1 egrisi rektiflenemez bir egridir.
4

12



Not (Yonlendirme Kavram): Noktalarin ardisik olarak birbirini takip etmesiyle
olusan kiimeye egri diyebiliriz. Bir }/(t) = z(t) = x(t) + iy(t),O <t <1 egrisini ele

alalim. Bu egrinin ug¢ noktalar1 z, = Z(O) ve z, = z(l) olsun.

Eger ¢ sifirdan bire dogru degisirken egri de z,’dan z,’e dogru saatin tersi
yoniinde c¢iziliyorsa egriye pozitif yonde yonlendirilmistir denir. Eger egri saat
yoniinde ciziliyorsa egriye negatif yonde yonlendirilmistir denir. Negatif yon y~ ile
gosterilir.

Dolayisiyla y  egrisi z=z(t),0£t£1 fonksiyonu ile y~ egrisi de

z= z(—t), —1<¢<0 fonksiyonu ile belirtilir.

Tamm 2.2.4: Sonlu sayida y,;, j=12,...,n dizgin egrileri verilmis olsun. Eger
bitiin j=12,...,n—1 degerleri i¢in y,’nin bitim noktast y,,,’in baglangi¢ noktasi
ile ¢akigiyorsa bu y, egrilerinin birlesimi olan y egrisine ¢evre (parcali diizgiin
egri) denir.

Ozel olarak y, ’in baslangig noktasi y, *nin bitis noktast ile gakisiyorsa kapali

cevre denir.

Ornegin; bir dikdortgen cevresi, iiggen cevresi parcali diizgiin kapall
egrilerdir.

Kendisini kesmeyen ¢evreye basit ¢evre, kendisini kesmeyen kapali ¢evreye

de basit kapali cevre denir.
Not: Cevrelerin yonlendirilmesi, egrilerin yonlendirilmesi gibidir.

Ornek 2.2.4;

13



(a) Eger a bir kompleks say1 ve » >0 ise
z(t)=a+re" , 0<t<2rx

fonksiyonu pozitif yonlii diizgiin kapali bir ¢evre belirtir.

(b) Eger a ve b kompleks sayilar ise

Z(t):a+(b—a)t, 0<r<1
fonksiyonu z, = a noktasin1 z; = b noktasina birlestiren dogru pargasidir. Yonii de
z, noktasindan z, noktasina dogrudur. Bu fonksiyon diizgiin bir ¢evredir.

Simdi de ispatin1 vermeyecegimiz ancak sonuglari kullanacagimiz bir

teorem verelim:

Teorem 2.2.1 (Kapah Jordan Egrisi Teoremi): Basit kapali bir egri (kapali1 Jordan
egrisi) kompleks diizlemi iic kiimeye ayirir, birisi kapali Jordan egrisinin i¢
kismindaki noktalardan olugsmus acik kiime, digeri kapali Jordan egrisinin itizerindeki
noktalarin (sinir noktalari) olusturdugu kapali kiime ve bir digeri de Jordan egrisinin
disindaki noktalarin olusturdugu acik kiimedir.

Bu teoremin ifadesi geometrik olarak acik gibi goriilse de ispati oldukca
zordur. Ispatini degisik Kompleks Analiz kitaplarinda bulmak miimkiindiir.
Uygulamalarda cok sik karsilagilan bu teoremden asagidaki sonuglari ¢ikarabiliriz.

(a) Bir i¢ noktay1 bir dis noktaya birlestiren her Jordan egrisi bir sinir noktasi

bulundurur.

(b) I¢ noktalarin her ¢ifti tamamen i¢ noktalardan olusan bir Jordan egrisi ile

birlestirilebilir.

(¢) D1s noktalarin her ¢ifti tamamen dis noktalardan olusan bir Jordan egrisi

ile birlestirilebilir.

(d) I¢ noktalarin kiimesi sinirli, dis noktalarin kiimesi sinirsizdur.
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Ornek 2.2.5: a bir kompleks say1 olmak iizere z(t) —a=re",0<t<2x bir kapal

Jordan egrisidir.Burada i¢ noktalar kiimesi ‘Z(f) - a‘ <r, smir kiimesi ‘Z(f) - a‘ =r

ve dis noktalar kiimesi ise ‘Z(t)—a‘ >r ozelligindeki z noktalarinin olusturdugu

kiimedir.

Tanim 2.2.5: D cC boélgesinde tanimlanan siirekli f (z) fonksiyonunu gozoniine

alalm. Eger bir y(¢),a<t<b egrisi tamamen D bolgesinde bulunuyorsa bu

takdirde w(t)= f(y(¢)) ifadesine y(¢)’nin f altindaki gériintiisii denir.

Lemma 2.2.1: () diizgiin bir egri ve £ analitik ise w(t)= f(y(¢)) diizgiin egridir

ve w'(t):f'(j/(t)) y'(¢) dir.

Ispat: y(t)’nin f altindaki goriintiisii w(t): f (y(t)) olsun. f* analitik oldugundan
tiirevi vardir. Diger taraftan; y(¢) diizgiin oldugundan y'(t) mevcut ve y'(t)=0 dir.

w, f ve y’min bileskesi olup iki tiiretilebilir fonksiyonun bileskesi tiiretilebilir
oldugundan wtiiretilebilirdir ve w'(7) = f ’(y(t)) 7'(t) olur.

Not: y diizgiin egri ve f analitik oldugu siirece w(t) egrisi de diizgiin egridir.

Not: Kendisini kesmeyen egrinin goriintiisii kendisini kesebilir.

2.3. Kompleks integraller

Tamm 2.3.1 (Belirsiz Integral): f ve F bir D bolgesinde analitik olsunlar. Eger

a’iF (z)= f(z) ise F(z)’ye f(z) nin bir belirsiz integrali denir ve
z

15



F(z)=[f(z)d 23.1)

seklinde gosterilir.

Diger taraftan ¢ keyfi bir kompleks sabit olmak tizere

dz
olmasi nedeniyle f (z) ‘nin belirsiz integrali F' (z) + ¢ seklindedir. Boylece

_[f(Z) dz = F(z)+c yazlabilir.

Tamm 2.3.2: h:[a,b]cR—>C
t—h(t)=u(t)+iv(t)
fonksiyonunu g6z Oniline alalim. Eger u ve v, [a,b] aralig1 lizerinde

integrallenebilirse /# fonksiyonunun [a,b] ’deki belirli integrali

b

[h(e)de= ju(l) di+i[v(t)dt

a

olarak tanimlanir.

Tanim 2.3.3: f fonksiyonu D c C agik bolgesinde tanimli ve siirekli olsun.

y:[a,b] > C
t—>y(t)eD

egrisinin
7/( [a,b] ) cD

olacak sekilde diizgiin bir egri oldugunu kabul edelim. Bu durumda
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b
[r=[r@)d==]r(r(0)r(r)a
e r a
ifadesine, f fonksiyonunun y egrisi boyunca kompleks integrali denir.

Sonug¢ 2.3.1: y , [a,b] aralig1 lizerinde tanimlanmis parcgali diizgiin bir egri olsun.
Ayrica

rilasan] =€ i=0],...,n-1
t_)yl(t), bk ]

diizgiin egriler olmak tizere y = y, +y, +---+y,_, egrisi boyunca f (z) "nin kompleks

egrisel integrali

olarak tanimlanir.

Not : (1) Eger f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) ise diizgiin y egrisi boyunca olan integral
J.f = f [M(x,y)dx—\/(x,y)dy] +i_[ [u(X,y)dy+v(x,y)dx]
/e 7 e

seklinde de verilebilir.

(2) y ’nin ¢evre olmasi halinde de ayn1 tanim gecerlidir.

Ornek 2.3.1: (a) ¥ egrisi, 1 <¢<2 oldugunda, x =2¢ ve y =3¢ olarak verilsin ve

f(z)=z* olsun. Bu durumda

Izzdz =

4

: 2 , Y 322
I 1)dt = l =—— I

[(2t+3it) (2+3i)dt = (2+3i) [Far S+

1 1

olarak bulunur.

(b) y: |z—zo| = R tam g¢emberinin pozitif yonde yonlendirilmis hali olsun.

Bu durumda
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dz

2= Zg

integralini hesaplayalim.

Verilen y egrisi z—z, =|z—z|e" =Re", 0<r <27 formunda yazlabilir. Bu

durumda dz =iRe" dt olup bdylece

dz  fiRe" N )
IZ_ZO :.([ Re" dtzl!dtzZﬂl

e
elde edilir.

Not: Bu sonug z, noktasindan ve R yarigapindan bagimsizdir.
Lemma 2.3.1: f ve g, siirekli iki fonksiyon olsun. y,y, ve y,’de pargali diizgiin

egriler olarak verilsin. Buna gore ¢, ve ¢, kompleks iki sabit olmak tizere,

(a) .[(le+C2g):C1If+CZIg
®) [1=-]1

© [ f=[r+]rs

Nt 7

dir. Ayrica (a) ve (c) ifadeleri
_[ (chﬁ] = zci_[fi
y i=1 i=1 y
ve

Jr=2]r

Ntyatety, i=1 Vi

seklinde genellestirilebilir.

Not: j /, integrallerinin hepsi mevcutsa o zaman toplamla integral yer degistirir.
4
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Ispat: (a)f(z) = u(x,y) + iv(x,y) , g(z) =u, (x,y) +iv, (x,y)
¢, =¢, +ic, , ¢, =cy +icy, ve y(t)=x(t)+iy(¢) olsun. Buna gore Tanim 2.3.3 ve

belirli integrallerin 6zellikleri kullanilarak bu Lemmanin dogrulugu goriilebilir.

(b) Tanim 2.3.3 geregi
d
j f= j 1y 7 dt
yazilabilir. Tanim 2.2.2°deki (b)’den

b
=[f(r(a+b=1))(r'(a+b-1))dt
dir. s =a+b—t degisken degistirmesi yaparsak

=[N () 4s)

={f@@maww=4f

elde edilir.
©) 7:[a,a,]>C, y,:[a,b] >C
diizgiin egrilerini géz oniline alalim. Bu durumda

20 te[a,al]

7:7/1+7/2:{]/2 ,te[al,b]

olup Tanim 2.3.3’den dolay1

If‘ff ((n+72) () +72) (1)

n+r

yazilir. Riemann anlamindaki integral 6zelliginden y ’nin siirekli olmasi nedeniyle

yukaridaki integralin sag tarafi
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[A(r+ 7))+ 72) (= £ (7 + 7)) 472) (1) s

!

A ) O) () (1)

aq

seklinde yazilir.

[ = renyde | r)n@d=]r+[ 7

n+ra a @

elde edilir.
Lemma 2.3.2: 7:[&,5] —C egrisi , y:[a,b] >C egrisinin yeni parametrik
gosterilimi olsun. Bu durumda
Jr=lr
y 7
dir.
Ispat: Tanim 2.3.3 geregi

Jr=[rtr@)wa

yazilir. Kesim 2.2°deki ikinci uyar1 geregi y(¢)= 7 (h(t)) oldugundan

}%ﬂ=d%$”¥%

dir. h: [a,b] - [ZZ,Z; ] stirekli bir fonksiyon olmak {izere

£f=zf(7040»[fgggﬁl§é}ﬁ

t=a i¢in s=a =h(a) ve t=>b igin s b= h(b) olmak iizere s =h(t) yeni bir

degisken olsun. O halde

Jrtrte 2L

S
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[ (P(e) L= 1

7 7
elde edilir.

Ornek 2.3.2: y egrisi, sifir noktasin1 1+ noktasina birlestiren dogru pargasi olsun.

Bu durumda J- xdz integralini bulalim.
/e

Sifir ile 1+ noktasini birlestiren dogru iizerinde, y = x =¢ bagntis1 vardir.
Buna gore, dx =dy olur. Boylece, z=x+iy =t+it ve dz=dt+idt = (1 + i)dt olur.
Buradan;

1 1 1+i
xdz=\|t(1+i)dt =(1+i) | tdt =—
Jr= [t =141 =15

olarak bulunur.

Tamm 2.3.4: y:[a,b] >C
t—y(t)

diizgiin bir egri olsun. Bu egrinin yay uzunlugu,

b b
L(y)= [ ())dr = [\[x(e) ] +[»' ()] e
seklinde tanimlamir ve L(y) ile gosterilir.

Ornek 2.3.3: y(1)=¢ (sint+icost),0<r<7/2

egrisinin uzunlugunu hesaplayalim.

x=e'sint = x'=e'sint + e’ cost
y=ecost = y' =e' cost—e'sint
oldugundan

21



/2

L(y) = I \/(e‘ sint +e' cost)2 + (e’ cost —e' sin t)2 dt
0

/2

= J. J2elat
0

a1
dir.
Lemma 2.3.3: L(y/) = L(j7) ’dir. Yani egrinin uzunlugu egrinin gosterilim seklinden

bagimsizdir.

ispat: /'(t)> 0 olsun. Kesim 2.2°deki ikinci uyari geregi #(¢)= 7(h(¢)) oldugundan

(1 47 (1)) dh
y'(t)= ;/dht m

dir. h: [a, b] - [Zz,l; } stirekli ve tiiretilebilir bir fonksiyon olmak iizere

t1d7 (h(t)) dn
dh dt

L(;/) = z ‘;/’(t)‘dt =£

d7(h(1))
d

b
dt = I ar
J dt

t=a icin s=a =h(a) ve t=b igin s= b= h(h) olmak iizere s=~h(t) yeni bir
bagimsiz degisken olsun. O halde

dy (s)
ds

ds=L(}7)

elde edilir.
Lemma 2.3.4: g:[a,b]—C egrisi verilsin. Bu durumda

b

(a) Rejg(t)dt = [Re(g(#))dt

a

b

'[g(t)dt

a

b

S”g(t)‘dt

a

(b)
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dir.
Ispat: (a) Bu Lemmanin ispat1 kompleks egrisel integrallerin tanimi ve ozellikleri
kullanilarak ¢ok basit bir sekilde elde edilebilir.

(b) Sabit » ve € degerleri igin,
b

J.g (t)a’t =re”

a

olsun.Boylece,
r= e”ejg(t)dt = Ie”eg(t)dt
olur. Bu esitlikten, her iki yanin reel kisimlarinin esitligi yazilirsa,

r=Rer= Re_[i‘e_igg(t)dt = j‘Re[e"’ﬂg(t)}dt < i‘e‘mg(t)‘dt = j’. ‘g(t)‘dt

a

bulunur. Tanim geregi,

Jb.g(t)dt = ‘reig‘ =r
olur. Boylece,

b b

[g(6)ar|<[|g(t)|dr

elde edilir.

Lemma 2.3.5: D, C’de bir bolge ve f:D —C siirekli bir fonksiyon olsun. D

bolgesinde bulunan pargali diizgiin bir » egrisinin iizerindeki her z noktasi i¢in

‘ f (z)‘ <M olacak sekilde bir M >0 sabiti varsa bu taktirde

<ML(y)

[f

4

esitsizligi saglanir.
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b
Ispat: Bu Lemmanin ispat1 I|f||dz| :”f(;/(t))Hy'(t)‘dt oldugunun da gozoniine
¥ a

alinmasiyla Tanim 2.3.4, Lemma 2.3.4 ve Tanim 2.3.3 kullanilarak ¢ok basit bir

sekilde elde edilebilir

Teorem 2.3.1: Bir f:D—C fonksiyonu verilsin ve y egrisi D bolgesinde
bulunan, z, noktasini z, noktasina birlestiren pargali diizgiin bir egri olsun. Eger

D’de F'= f olacak sekilde bir F: D —C analitik fonksiyonu varsa,

@ [/=F(z)-F(z)

(b) z, =z, ise jf:o

Ve
dir.

Ispat: (a) 7(a) =2z, ve y(b) =z, olsun. Tanim 2.3.3 geregi

ff=If(f(t))f’(t)dt=jF'(7(r))y'(r)dr=I%[F(y(f))]dz

elde edilir.

(b) z, = z, ise F(z,)=F(z,) olacagindan J.f =0 olur.

e

Lemma 2.3.6: 7, r yaricapli ve a € C merkezli bir gember olsun. n € Z alalim. Bu

durumda,

I(z—a)"dz:{o , n#—l

2ri , n=-1
Ve

dir.
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ispat: Once 7>0 olsun. Bu durumda f(z)=(z—a)", C’de analitik oldugundan
Teorem 2.3.1 geregi sonug goriiliir.

n<-2 olsun. Bu durumda f(z)=(z-a)", C—{a} da analitik oldugundan
Teorem 2.3.1 geregi sonug goriiliir.

Son olarak, n=-1 olsun. Bu durumda y(t)=a+re", 0<t<27z olup

buradan y'(¢)=ire"dt olmasi nedeniyle

I(z—a)_ldz:f dz zzf ire"dt :izfdt=27ri
0 0

re' +a—a

elde edilir.

2.4. Cauchy Teoremi ve Sonuclari

Kompleks analizin temelini olusturan ve analitik fonksiyonlar1 karakterize
eden dnemli teoremlerden birisi de Cauchy Integral Teoremi’dir. Ayrica bu teoremin
sonuclar1 uygulama acgisindan ¢ok &nemlidir. Ornegin, hesaplanmasi ¢cok zor olan
bazi integraller bu sonuglar yardimiyla kolayca hesaplanabilir. Cauchy tipi integraller
yardimiyla analitik bir fonksiyonun sinirdaki degeri verilmesi halinde baska bir
noktadaki degerini hesaplayabiliriz.

Teorem 2.4.1 (Cauchy Teoremi): D bir bolge ve 0D, D ’nin sinir1 olsun. Eger f

fonksiyonu, D ’nin i¢inde ve 0D ’de analitik ise
I f (Z)dz =0
oD

dir.

Ispat: Bu klasik teoremin ispat1 biitiin kompleks analiz kitaplarinda bulunabilir.
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Ornek 2.4.1: (a) y egrisi birim karenin cevresi ve f (z)z sin(exp(zz)) olsun. Bu

durumda
Jr=0
Y

olur.
Gergekten, f fonksiyonu p egrisi lizerinde ve iginde analitik (tam

fonksiyon) oldugundan, Teorem 2.4.1 geregi integral sifirdir.

(b) y: |z| =1, O<argz<2z olsun. Bu durumda

2

J Z _dz=0

z—2

e

olur.

z =2 noktas1 birim ¢emberinin disinda oldugundan,

fonksiyonu y

egrisinin i¢inde ve ilizerinde analitiktir. Teorem 2.4.1 geregi integral sifirdir.

Not (Homotopik Egri Kavrami): Bazen f fonksiyonu bir y egrisinin i¢indeki bazi

noktalarda analitik olmayabilir. Bu durumda, integral degerinin sifir olmasi

gerekmez.
N ) 1 .
Ornegin, 7/:|z| =1 olsun. f (z):— fonksiyonunu goz Oniine alalim. z =0
z

noktasinda f fonksiyonu analitik degildir. Boylece,

£=2m‘

z
4

oldugunu Lemma 2.3.6’dan biliyoruz.
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Bu tiir fonksiyonlarin integralini alirken 6rnegin, j f integrali yerine sonucu
7

ayni olan J. f seklinde bir integrali hesaplamak gerekebilir. Burada, y egrisi »

/4

egrisinden daha basit olabilir. Ornegin, bu basit olan egri bir gember, bir kare, yarim

cember veya bir dikdortgen olabilir. Bu gibi hallerde, j f integralini hesaplamak
7

daha kolaydir. y yerine 7 ’y1 almak i¢in Cauchy integral teoreminden ve homotopi
kavramindan yararlanacagiz.
Tanim 2.4.1: D c C bir alt bolge ve y, :[0,1] —-D, 7, :[0,1] — D kapali iki egri
olsun. Eger asagidaki iki kosulu gercekleyen siirekli bir H :[0,1]x[0,]]— D
fonksiyonu bulunabilirse y, ve y,egrilerine homotopiktirler denir:

(1) Her bir s € [O,l] icin, t > H (t,s) kapali bir egridir.

() H(1,0)=y,(¢t), H(t,1)=y,(1), 0<r<1 (Bakimz Sekil 2.4.1).
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) Hit s
¥y (2

HiE)

Sekil 2.4.1

Not: y, ve y, iki homotopik egri ise, bu genellikle y, =y, seklinde yazilir.

Tamm 2.4.2: y, (t) =d (sabit), yani y, belli bir nokta olsun. Bu durumda y,,y,’ye
homotop ise y,, D bolgesinde bir d noktasina biiziilebiliyor (deforme edilebiliyor)

denir.

Tammm 2.4.3: D bolgesinin simirt olan 0D kapali egrisi D ’nin her noktasina

biiziilebiliyorsa D bdlgesine basit baglantilidir denir.

Not: Homotopi, kapali egriler kiimesinde bir denklik bagintisidir.
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Lemma 2.4.1: f bir D bolgesinde analitik ve y, , , D ’de basit kapal1 iki egri

olsun. Eger y, , y,’ye D ’de homotopikse,
jf(z)dz = J.f(z)dz
n 72

dir.

Ispat: Bir y, dogru pargast ile ¥, ve y, egrilerini birlestirelim.

Sekil 2.4.2

Boylece sy, +y,—y,—y, olan basit baglantili bir bodlge elde

edilir(Bakiniz Sekil 2.4.2). Cauchy teoremi geregi

If(z)dz+J.f(z)dz—jf(z)dz—jf(z)dz:()

ve boylece de
If(z)dz = jf(z)dz

bulunur.
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Sonug 2.4.1: f, bir D bdlgesinde analitik ve y, kapali egrisi D iginde bir noktaya

homotopik olsun. Bu durumda,

[f(z)az=0
dir.

Lemma 2.4.2: Eger f, basit baglantili bir bdlge iizerinde analitik ise her z,,z, € D

sabit noktalar i¢in
I f (z)dz

integrali, z,’1 z,’ye bu bolge iginde birlestirilen yoldan bagimsizdir.
Tamm 2.4.4 (indeks): y, C’de kapali diizgiin bir egri ve z,eC, y iizerinde

bulunmayan sabit bir nokta olsun. Bu takdirde

1 dz

I -
(7/,20) 2ri 2 2= Z,

integral degeriney’nin z, noktasina gore indeksi denir.

Not: Bu indeks y 'nin z, ¢evresindeki donme sayisidir (Bakiniz Sekil 2.4.3)

Iy.zy) =-1 1(r.2) = 2 £(y.20) =1 (y.25)=0

Sekil 2.4.3
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Kapal1 Jordan Egrisi Teoremini kullanarak, basit kapali y egrisi i¢in, z,

noktasi etrafinda donme sayisi

+1

1(y,z0)={8

5 Zy,y'min iginde

5 Zy,y'min disinda

seklinde verilebilir.

Teorem 2.4.2: y:[a,b] > C kapali bir egri ve z, €C sabit bir nokta ve z, &y

olsun. Bu durumda 1(y, z,) bir tamsay1dur.

Ispat: g ()= j Mds

fonksiyonunu tanimlayalim.Bu durumda, integranti siirekli olan noktalarda

gl)-—21

7(t)_zo

yazilir. Boylece, g'(¢) fonksiyonunun varoldugu noktalarda

e 060)-2)-0

olur. O halde e’g(’)(y(t)— z,) fonksiyonu [a,b] kapali araliginda siirekli oldugundan
bu fonksiyon ayni aralikta sabit olmalidir. Bu sabit deger de, ¢, =a igin
e ® (”)(;/(a)— z, ) ifadesi ayni sabite esittir. Boylece,

e (y(a)-z,)= e (r(b)-z,)

olur. y, kapali1 bir egri oldugundan ;/(a) = 7(b) yazilabilir. Boylece,
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(6)

integralinden g(a)z 0 yazilabilir. Boylece, e *"”/ =1 olur. Bu ise ancak n tamsayisi

igin g(b)=2nzi olmasiyla mimkiindiir. Buradan,

1 d 1% /(s 1 1
1(7920): - = j 7() d

2ris z—z, 2ri ;/s)—zo 27zig() 2ri
7

elde edilir.

2.5. Cauchy Integral ve Tiirev Formiilleri

Cauchy integral formiilii, baz1 kompleks integralleri hesaplamamizda
kolayliklar saglar. Ayrica, analitik bir fonksiyonun sonsuz kere tiirevlenebilecegini
bu formiilden elde edebiliriz.

Teorem 2.5.1 (Cauchy Integral Formiilii): y, D bolgesinin iginde basit kapal1 bir

egri olsun. Eger z, y egrisi i¢cinde bir nokta ve f (z) , D ’de analitik ise
1 /()
z)=——|—==d
f( ) 2ri 'I -z ¢

dir.
Ispat: Klasiklesmis bu teoremin ispati biitin Kompleks Analiz kitaplarinda

bulunabilir.

Teorem 2.5.2 (Cauchy Tiirev Formiilii): w= f(z) fonksiyonu basit kapali bir y

egrisinin i¢inde ve iizerinde analitik olsun. Eger z, y 'nin i¢inde bir nokta ise

") (z)= f($)
f ij _)Mdcfn 0,1,2,..

dir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 » {izerinden tiimevarimla kolayca yapilabilir.
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Not: Cauchy Tiirev Formiilii’ne dikkat edersek, f(z)™nin her basamaktan tiirevinin

de analitik bir fonksiyon oldugunu sdyleyebiliriz.

Sonug 2.5.1: Eger w= f(z)=u(x, y)+iv(x, y) fonksiyonu bir noktada analitik ise bu

noktada u, v her basamaktan siirekli tiirevlere sahiptir.
Teorem 2.5.3 (Cauchy Esitsizligi): w= f(z) fonksiyonu bir |z—a|<r diskinin

iginde ve smirinda analitik olsun. ‘ 1(2)

M ise,

dir.

Ispat: Bu diskin smir1  olsun.O halde

B f(z
2ri -[ )’”1

dz

" (a

yazilabilir. Her iki tarafin mutlak degeri alinirsa,

o) L2

/(2)
(Z_a)n+l

dz

yazilir. y egrisi lizerindeki z degerleri igin,

f(Z)‘SM ve ayrica |z—a|:r

oldugundan

n+l

‘f(n ‘ n'M J‘|d| n'M n'M

2y 27r P r"

oldugu goriiliir.

Teorem 2.5.4 (Cebirin Temel Teoremi): Sabit olmayan bir
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P(z)=a,z"+a, z"" ++az+a, , a,#0

n

polinomunun en az bir sifir yeri vardir.

ispat: P(z) sonlu diizlemde analitik, yani tam fonksiyondur. |z|—>oo icin

‘P(z)‘—)oo dir. Bu nedenle nin belli bir |z|:r ¢cemberinin digindaki

|P(2)]
bolgede smirli  oldugu goriilir. Eger her z ig¢in P(z);tO olursa,

1

‘P(Z)‘ , P(z)

sabittir, yani P(Z) sabittir. Bu ise bir ¢eligkidir. Bu celiskiye her z i¢in P(z);«é 0

z | <r’nin i¢inde de sinirli olur. O halde Liouville Teoremi geregi

varsaymmi ile varilir. O halde P(z,)=0 olacak sekilde bir z, vardir.

Teorem 2.5.5 (C_ da Liouville Teoremi): /', C_’da analitik ise sabittir.
ispat: f(1/z), z=0’da analitik oldugundan |z|<r’de |f(1/z)|<M,, yani

|2[>1/r de ‘f(z)‘ <M, dir. Eger M,, ‘f(z) ‘nin z <1/r deki maksimumu ise tiim

zeC,_ degerleri igin ‘f(z)‘SM:max{Ml,Mz}, yani f smurhdir. O halde

Liouville Teoremi geregi f sabittir.

2.6. Analitik Fonksiyonlarin Serisel Gosterilimleri

Analitik bir fonksiyonun bagka bir tanimi daha vardir. O da f* fonksiyonunun

analitik olmas1 i¢in gerek ve yeter kosulun, herhangi bir noktanin komsulugunda

yakinsak bir kuvvet serisine agilabilmesidir. Bu seriye, f fonksiyonunun Taylor

serisi adi verilir. Aym zamanda, delinmis bir komsulukta analitik olan bir
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fonksiyonun serilerle gosterilimlerine de Laurent serisi ad1 verilecektir. Bu bilgiler

daha sonra gorecegimiz rezidiiler ve uygulamalarina bir baglangi¢ olacaktir.

Tamm 2.6.1: (z, );” kompleks terimli bir dizi olsun. Genel terimi

=

S =)z, =z,+z,+ 4z

n n
k=1

seklinde tanimlanan (Sn) dizisini gbz Oniine alalim. ((zk ), (Sn )) ikilisine seri adi
verilir. Burada z, terimine, serinin genel terimi, (S,) dizisine de serinin kismi
toplamlar dizisi denir.

Tamm 2.6.2: (z, )1” kompleks terimli bir dizi olsun.

0
2%
k=1
sonsuz serisini géz Oniine alalim. Eger

n
S, =22,
k=1

kismi toplamlar disizi bir s sayisina yakinsak ise,
0
2%
k=1

serisi de s sayisina yakinsaktir denir ve

seklinde yazilir.

0 0 0
Tamm 2.6.3: ZZk kompleks serisi verilsin. Eger Z|Zk| serisi yakinsak ise ZZk
k=1 k=1 k=1

serisine mutlak yakinsaktir denir.
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Tanim 2.6.4: zeC olmak iizere sz seklindeki bir seriye kompleks geometrik
k=0

seri denir.

Eger |z| <1 ise sz yakinsak ve yakinsadigi degerde _1_’dir. |z| >1 igin
k=0 1

- Z

seri 1raksaktir.

Lemma 2.6.1: ZZk serisi mutlak yakinsak ise ZZk serisi yakinsaktir. Tersi genel
k=1 k=1

olarak dogru degildir.

Ispat: sz serisi mutlak yakinsak olsun. Bu durumda Z|zk| serisi yakinsaktir.
k=1 k=1

o0

Z|zk| serisi yakinsak oldugundan seriler i¢in Cauchy kriterine gore, her £ > 0 i¢in
k=1

n 2 n, oldugunda her p >0 tamsayisi i¢in

n+p

PEARY:

k=n+l1

yazilir. Her n > n, ve her p >0 i¢in liggen esitsizliginden,

n+p n+p
S< S <o
k=n+1 k=n+1

elde edilir. Boylece Cauchy kriterinden dolayi, z z, serisi yakinsaktir.
k=1

o -k
. - < - . . i .
Tersinin genel olarak dogru olmadigini bir 6rnekle gosterelim. E — serisl
k=1

.k
I 1 =21

=— ve —  harmonik
k| k Z:k

k=1

yakinsaktir. Fakat mutlak yakinsak degildir. Ciinkii

serisi raksaktir.
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Tanim 2.6.5: 1, :D—>C
z—>f, (Z)

olmak iizere (f, (z))‘;c , D’de tanimlanmis bir kompleks fonksiyonlar dizisi verilsin.
Her £>0 igin n>n,(e) oldugunda |f,(z)-f(z)|<& olacak sekilde n,(£)eN

sayisi bulunabiliyorsa verilen dizi D bolgesinde f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir denir.

Tanmm 2.6.6 : ze D cC olmak lizere z f,(z) fonksiyon serisi verilsin. Her & >0
k=1

n+p

> /()

k=n+1

icin n>n,(¢) oldugunda her p >0 pozitif tamsayist icin <& olacak

sekilde n,(&)eN sayist bulunabiliyorsa verilen seriye D bolgesinde diizgiin
yakinsaktir denir.
Not: ( fk)jo bir D bolgesinde tanimli ve kompleks degerli fonksiyonlarin bir dizisi

olsun.

S, =it futet =200

bigiminde tamimlanan (S, )" dizisine > f serisinin kismi toplamlar dizisi denir.
k=1

(S,), kismi toplamlar dizisi diizgiin yakinsak ise ; f,. serisine diizgiin yakinsaktir

denir.

Teorem 2.6.1 (Weierstrass M-Kriteri): DcC olmak iizere (f,(z))", D’de

12

o0

tammlanmus bir kompleks fonksiyonlar dizisi ve (M, )1

pozitif terimli reel dizisi
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verilsin. Eger her ze D i¢in ‘fk (z)‘SMk, (keN) olacak sekilde iMk serisi

k=1

yakinsak ise Z i (Z) serisi D ’de mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
k=1

Ispat: ZM . reel terimli serisi yakinsak oldugundan her & >0 i¢in n2>n, (8)
k=1

oldugunda her p eN olmak iizere

yazilabilir. O halde her 1 > n,(¢) ve her p eN igin

n+p

> £i(2)

k=n+1

n+p n+p

<> (2= 2 M <k

k=n+1 k=n+1

elde edilir. Tanim 2.6.6 geregi Z fi (z) serisi D ’de mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

k=1

k
V4

Ornek 2.6.1:
= kvNk+1

serisinin |z| <1 bolgesinde diizgiin yakinsak oldugunu

gosterelim.

k
z

fk(z): kil

diyelim. |2/ <1 oldugundan,

‘fk(z)‘:%k i+l

yazilabilir. Ayrica Vk <k +1dir. Bu esitsizlik ters cevrilirse olur.

1 1
—<_
vk +1 ﬁ

<L elde edilir.

Buradan da esitsizligin her iki tarafi 7 ile carpilirsa PEE

1
kk+1
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ks% olup zki/z serisi yakinsak oldugundan Weierstrass M-

)
k=1

Boylece M, =

k
Kriterinden dolay1 Z z

k=1 k\/k-l-l

serisi |z| <1’de diizgiin yakinsaktir.

2.7. Kuvvet Serileri

Kuvvet serileri kompleks terimli serilerin bir 6zel halidir.
Tanmm 2.7.1: z;,a, €C kompleks sabitler olmak iizere,

00

Zan (z -z, )"

n=0

bi¢imindeki serilere kuvvet serisi denir.

Tamm 2.7.2: Bir Y a,(z—z,)" kuvvet serisi verilsin. Eger
n=0

kismi toplamlar dizisi yakinsak ise verilen seri z, noktasinda yakinsaknir denir.

0
Not: z—z, = w denirse biitiin kuvvet serileri Zanw” formunda daima yazilabilir.
n=0

Tanmm 2.7.3: f:D—>C
z— f(z)

bir fonksiyon olsun. Her ¢ > 0 i¢in n > n, oldugunda her z € D i¢in

<&

Z:;‘anz” -f(2)
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olacak sekilde n, eN sayis1 bulunabiliyorsa Zanz" serisi D’de f(z)’ye diizgiin

n=0
yakinsaktir denir.

Lemma 2.7.1 (Kok Kriteri): Pozitif terimli Zak serisi i¢in R =11{irnsup(ak )Vk
k=1 —>®0

olsun. Eger R <1 ise Zak serisi yakinsaktir. Eger R > 1 ise Zak serisi raksaktir.
k=1 k=1

Eger R =1 ise kok kriteri sonug vermez.

Ispat: Bu Lemma’nin ispat: Temel Kompleks Analiz kitaplarinda bulunabilir.
Asagidaki teoremlerin ispatt Temel Kompleks Analiz kitaplarinda

bulunabilir.

Teorem 2.7.1: Eger > a,(z—z,)" serisi |z—z,|= R deki z noktalarinda yakinsak

n=0

ise seri

D(z,,R) ={z € (C:|Z—ZO| < R}
bolgesinde mutlak yakinsak, D(z,,R)’nin her kapal alt diski iizerinde diizgiin
yakinsak ve bu nedenle de D(zo , R) ‘nin her bir kompakt alt kiimesi iizerinde diizgiin

yakinsaktir.

0
Teorem 2.7.2: Zanz” kuvvet serisi verilsin ve
n=0

y:m|an|l/" , R=1/y

n—>x0
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olsun. Bu durumda |z| < R ’deki her bir z igin seri mutlak yakinsaktir. |z| > R i¢in

seri 1raksaktir. Ayrica 0 <r < R 1se 0 zaman |z| <r’deki tiim z ’ler i¢in seri mutlak

ve diizgiin yakinsaktir.

Not (Limit Supremum): (a,)" reel sayilarm bir dizisi olsun. N, yakinsak alt
dizilerin tiim limitlerinin kiimesini gostersin. O zaman ¢, ’nin limit supremumu,
sup N seklinde tanimlanir ve

lime,

n—>0

seklinde gosterilir. Bu durumda ¢, istten sinirh degildir. Dolayistyla
fma, — 40
dir.
Teorem 2.7.3 (Taylor Teoremi): f(z) fonksiyonu z, merkezli 7, yarigapl bir 7,

¢emberi lizerinde analitik ise bu durumda

16)=3 7y

n

dir.

Sonuc¢ 2.7.1:
(a) Her analitik fonksiyon yakinsak bir kuvvet serisi ile tanimlanabilir.
(b) Her yakinsak kuvvet serisi bir analitik fonksiyon tanimlar.

(¢) Farkli kuvvet serileri farkli analitik fonksiyonlar tanimlar.

41



2.8. Singiilerliklerin Simiflandirilmasi

Laurent acilimi, singiilerlige sahip fonksiyonlarin serisel gdsteriliminde
ortaya ¢ikar. Bu da bizi, kompleks analizin temel sonuclarindan biri olan Cauchy
Rezidii Teoremine gotiirtir.

Tamm 2.8.1: Bir f(z) kompleks fonksiyonu, bir z, noktasi harig, z,’1n en az bir
komsulugunda analitik ise z,’a f (z) ‘nin ayrik aykirt noktasi denir.
Eger f (z) kompleks fonksiyonu bir

D={ze(C:|z|>r}
bolgesi lizerinde analitik, fakat g(z) =f (lj , z=0"da ayrik aykiriliga sahip ise
z

f ’nin z = o ’da bir ayrik aykirdigi vardir denir.

Diger taraftan f (z) , Z, hari¢ z,’1n en az bir komsulugundaki her nokta
sifirdan farkli ve z,’da sifir oluyorsa (yani f(z,)=0 ise) z,’a f (z)’nin ayrik bir
stfir yeridir denir.

O halde fonksiyonlarmn ayrik olmayan sifir yerleri de vardir. Ornegin, siirekli

reel degerli bir f fonksiyonu

seklinde tanimlansin. Bu fonksiyon x = 0’da ayrik olmayan bir sifir yerine sahiptir.

Ornek 2.8.1: f (z) = fonksiyonunun z = F2i noktalarinda ayrik aykiriliklar

z? +

vardir. f (z) =z’ +3 fonksiyonunun da z = oo ’da bir ayrik aykirilig1 vardir.
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Uyar1: Analitik fonksiyonlarin, ayrik olmayan aykir1 noktalar1 da vardir. Ornegin

flz)= ; fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon n €N olmak lizere z, _1
sin(7/z) n

degerleri icin ayrik aykiriliga sahiptir. Ozel olarak z =0 noktasi géz oniine alinirsa
bu nokta ayrik olmayan bir aykir1 noktadir. Ciinkii » tamsayisini istedigimiz kadar
bliyiik secerek z =0’1n her komsulugunda bir baska ayrik aykir1 nokta oldugunu
gorebiliriz.

Teorem 2.8.1 (Laurent Teoremi): Bir f/ fonksiyonunun

Dz{ze(C:R1 <|Z—ZO|<R2}

halkasinda tek degerli ve analitik oldugunu kabul edelim. Bu durumda her ze D
icin f (z) , z—z, 1 pozitif ve negatif kuvvetlerine gére D ’de yakinsak bir seriye

acilabilir. Yani,
f(Z): Zan(z—zo)"

dir. Burada y, D’de bulunan ve z, noktasim1 ¢evreleyen pozitif yonde

yonlendirilmis basit kapali bir egri olmak tizere,

a, =—- g , n=0,+1,£2,...

dir.

Ispat: Bu teoremin ispati biitiin kompleks analiz kitaplarinda bulunabilir.

Not: Bir holomorf fonksiyonunun Laurent serisi bir tektir.

Ornek 2.8.2: Eger D = {z |2 > 1} bolgesi ise bu bolgede
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fonksiyonunun Laurent acilimi,

1 1 1 1 1 1 Il &1
f(z): z(z—l) :;[z(l—l/z)} :z_z[l+;+z_2+mj :7;7

bi¢imindedir. Diger yandan,

D:{ZIO<|Z|<1}

olsun. Bu halde, aym

fonksiyonunun bu D bdlgesindeki Laurent agilimi

f(z)= z(zl—l):_l( ! jz—l(l+z+z2 +--~):—lzw:z”

z\1l-z z z

olur.

Tanmm 2.8.2: z, f (z) ‘nin ayrik aykirt noktast ve z, noktast komsulugundaki

Laurent agilim1

o0

16)=Ya,-=) 2y

n=1 Z ZO
olsun. Eger Laurent serisindeki tiim a_, katsayilar: sifir ise bu durumda z, noktasina

f (z) fonksiyonunun kaldirilabilir ayrik aykiri noktasi denir.

Teorem 2.8.2 (Riemann Teoremi): Bir f(z) kompleks fonksiyonu, bir z, noktas
hari¢ z,’1n en az bir komsulugunda tek degerli ve analitik olsun. Eger f (z), z,’men
az bir komsulugunda smirl ise bu durumda z, noktas1 kaldirilabilir ayrik aykir

noktadir.
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Ispat: z noktasi , merkezi z,’da olan y,, y, ¢emberlerinin belirttigi D bolgesinde

bir nokta olsun. O halde

i
Ve

1 f(9) 1 f(6)
= dé — d
f(Z) 2 J: -z ¢ 2rxi ;[ -z ¢
seklinde yazilir. z noktasinin y,’ye olan uzakhigini d ile gosterelim. ‘ f (z)‘ <M

olduguna gore

lim
R,—0

27i
72

L

dir. Boylece biitlin z # z,’lar i¢in

1(0)-5 128

olur. 7, ’in i¢indeki biitiin z ’ler igin
1 f(9)
- [L1: )y
fl(z) 27[1‘;': -z ¢

yazarsak, f,(z), 7,’in iginde analitiktir ve z, noktasi harig, y,’in i¢indeki diger
tiim noktalarda f(z)= £;(z) dir. Bu ise teoremi ispatlar.
Uyar: Eger f (z) fonksiyonu, z,’da kaldirilabilir bir ayrik aykir1 noktaya sahipse

tanim geregi

00

f2)=2a,(z-z,)"

n=0

dir. Burada f(z,)=a, yazilirsa f(z), z,’da analitik olur. Baska bir ifade ile
“f (z)’nin , Z, da kaldirilabilir bir ayrik aykir1 noktaya sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul eger f(z,)=lim f(z) olarak tanimlanirsa f(z), z,’da analitik olur”

Z‘)ZO

demektir.
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Ornek 2.8.3: f(z)="= | z, =0°da analitik degildir. Ancak z#0 ozelligindeki
z

tim z ’ler igin f (z) analitiktir. O halde z, =0, f (z) icin bir ayrik aykir1 noktadir.

z, = 0’1n en az bir komsulugunda bu fonksiyonun Laurent agilimi

0 0

&)=Y aez) +Ya,(-z)"

n=0 n=1

dir. Bu durumda

si

22 = 1= £(0)

olur. Dolayisiyla z, =0 kaldirilabilir bir ayrik aykir1 noktadir. ling
z—> z

olarak almirsa f(z), z, =0 da analitik olur.

Tanmm 2.83:z,, f (z) ‘nin ayrik aykiri noktast olsun. Eger Laurent agiliminda

negatif kuvvetlerin sayis1 yalniz sonlu sayida terim igeriyorsa yani,

0 k

f(Z):Za"(Z_ZO)n+Za7n(z_20)7n s a—kio
n=0 n=l1
veya
= a71 a72 eee —a_k — e
f(Z)_Z_Zo+(Z—ZO)2+ +(Z_Zok+a0+al(z z)+

ise bu durumda z = z, noktasina f(z) fonksiyonunun k. mertebeden kutup noktast
veya kutup yeri denir. Ozel olara k =1 ise z, noktasina f (z) fonksiyonunun basit

kutup noktasidir denir.

Teorem 2.8.3: Eger z =z, noktas1 f(z) fonksiyonunun kutup noktasi ise z — z,

igin | £ (z)| - o0 dir.
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Ispat:

S, (z-z)

n=1

k-1
|a—k|_2|a—n

n=1

k
Sa.(z-a) |-l

n=1

—k k—n
Z|Z—ZO|

dir. Simdi  z — z, i¢in ikinci garpan |a_k

k

za_,xz—zo)"\w

n=1

olur. Bu ise teoremi ispatlar.

eZz
(z-1)

noktadir. f (z) fonksiyonunun Laurent agilimindaki negatif kuvvetlerine bakalim. e*

Ornek 2.8.4: f (z): fonksiyonunu ele alalim. z, =1 noktas1 ayrik aykir

fonksiyonunun Taylor agilim1

0 n

2 z
e = —_
n=0 n'

seklindedir. z—1=u olsun. Bu durumda

e2u+2 B e2 0 0 2nun—3 e 1 2 2
f(Z) f(l'i‘lzl —u—Sg n' ; l =e [u—3+u—2+;+ :|
Jo1 2 2 4 2
— —+—(z-1 .
‘ @_W+@_m+zq+3+ﬁz )+ }

olur. Dolayisiyla z, =1, 3. mertebeden kutup noktasidur.
Tanmm 2.84: z,, [ (z) nin ayrik aykirt noktast olsun. Eger Laurent aciliminda

negatif kuvvetlerin sayis1 sonsuz ¢oklukta ise yani,

00 o0

fe)=2a,z-z) +2a,(z-z)"

n=0 n=1
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yazilisinda a_, katsayilarindan sonsuz ¢okluktakiler sifirdan farkliysa bu durumda
z =z, noktasimna f (z) fonksiyonunun esas ayrik aykiri noktasi denir.

Teorem 2.8.4 (Casorati —Weierstrass Teoremi): f (z), z,’da esas ayrik aykiri
noktaya sahip olsun. Bu durumda w,, keyfi bir kompleks sabit olmak iizere z,’1n
her komsulugunda | f (z)—w0| ifadesi yeterince kiigiik kilacak sekilde z noktalar

vardir.

Ispat:Teoremin iddiasnin aksini kabul edelim. Bu durumda z,’in her
komsulugundaki z ’ler i¢in
|f(Z)_W0| 2 &

olacak sekilde w, ve g, sayilari1 vardir. Bu

1
‘g (2) ‘ < ‘9_0
anlamina gelir. Burada

1
gl(Z):m

dir. Kaldirilabilir ayrik aykiri noktalar hakkindaki Riemann Teoremi gozoniine

alindiginda z,’daki g, ’in ayrik aykirilig1 kaldirilabilirdir. Bu durumda

g1(2): (Z_Zo)kgz(z)
yazilabilir. Burada g, holomorftur ve z,’1n bir komsulugunda sifirdan farklidir. Bu

nedenle z;’1n bir komsulugunda

1
83 =—
8,

holomorftur. Burada
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1
g3(Zo)=m¢0

dir. Sonug olarak

=w +;=w +—g3(z)
f(Z)— 0 gl(z) 0 (

Z—2Z )k
bagintis1 elde edilir. Buradan da goriiliiyor f ’in Laurent serisi, negatif lislii sonlu
coklukta terime sahiptir. Bu da z,’in esas ayrik aykiri nokta olmasi hipoteziyle

celisir.

Simdi ispati, ileri diizeydeki Kompleks Analiz kitaplarinda bulunabilecek

onemli bir teoremin ifadesini verelim:

Teorem 2.8.5 (Picard Teoremi): z,, / fonksiyonunun esas ayrik aykir1 noktas1 ve

D(ZOJ), z, noktasinin yeterince kii¢lik delinmis bir komsulugu olsun. Bu durumda bir

deger hari¢ tim we C degerleri igin f (z)= w denkleminin D, ., komsulugunda

Zg,

sonsuz tane ¢6ziimi vardir.

Ornek 2.8.5: f (z)=sinl fonksiyonunu ele alalim. z;, =0 noktas1 ayrik aykir
z

noktadir. sin z fonksiyonunun Taylor agilim1

n
sinz=i (_1) z2H
n=0

(2n+1)!

seklindedir. Bu durumda

= (-1)" (1}2"“ 111 1( 11 j
= - - ——e=—| 1= ...
/() Z_;‘(2n+l)! Z z 312 517 U312 s

n
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olur. Dolayisiyla negatif kuvvetler sonsuz tane oldugundan z, =0, esas ayrik aykir

noktadir.

Tanmm 2.8.5: Laurent acilimindaki a , katsayisima f (z) fonksiyonunun z,

noktasindaki rezidiisii denir.

Tamm 2.8.6: Bir f/ fonksiyonunun bir D boélgesindeki aykiriliklar1 sadece kutup

noktalar1 ise f fonksiyonuna D ’de bir meromorf fonksiyondur denir.

Teorem 2.8.6: f (z) , D bolgesinde z, noktas: harig, analitik bir fonksiyon ve
z, € D noktasi1 da bu fonksiyonun ayrik aykir: noktasi olsun.
(1) z, noktasiin kaldirilabilir ayrik aykiri nokta olmasi igin gerek ve yeter kosul,
asagidaki ii¢ kosuldan herhangi birisinin ger¢eklenmesidir:

@@ f (z) fonksiyonu z, noktasinin delinmis komsulugunda sinirhdir.

(b) lim £(z) limiti vardar.

z—2z,

(¢) lim(z-z,)f(z)=0 dur.

(2) z, noktasinin f (z) fonksiyonunun basit kutup noktasi olmasi igin gerek ve yeter
kosul,

lim (z - z,)/(z)

z—2z,

limiti var, bu limit sifirdan farkli ve bu limitin f(z) fonksiyonunun z, noktasindaki

rezidiisii olan a_, degerine esit olmasidir. Yani,

lim(z - z,)f(z)=a,

Z—)ZO

dir.
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Q) z,,f (z) fonksiyonunun kutup noktasi ( z,, kaldirilabilir ayrik aykir1 bir nokta

da olabilir) olsun. Kutup noktasinin mertebesi de en fazla k& kadar olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul, asagidaki li¢ kosuldan herhangi birisinin ger¢eklenmesidir.

(@) f(z) fonksiyonu z, noktasmnin delinmis komsulugunda

f(e)s 2

- k
|z—z,|

olacak bigimde bir M > 0 sabiti ve k£ > 1 tamsayis1 vardir.

(b) lim(z-z,)™ f(z)=0 dur.

Z*)ZO

(¢) lim(z -z, )" £(2) limiti vardur.

Z—)ZO

@ f (z) fonksiyonunun z, noktasindaki kutup noktasinin mertebesinin & >1 olmasi
icin gerek ve yeter kosul, ze D, ) ve z # z,, i¢in

Zp»

D.,-{zjcD , Glz,)%0

Zy,F

Ve

Gt
ey

olacak bi¢imde, z, noktasmnin bir D, , komsulugunda tanimli analitik bir G(z)

fonksiyonunun olmasidir.

Ispat: Bu teoremin bazi kisimlarmin ispati asikar olmakla birlikte teoremin

tamaminin ispati [1] nolu kaynakta vardir.

Lemma 2.8.1: f(z) analitik fonksiyon olsun. z,, f(z)’nin bir sifir yeri olmak

tizere f (z) sabit degilse z, ayrik sifir yeridir.
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ispat: f(z)™nin z, noktasi komsulugundaki kuvvet serisi gosterilimi

f:an (&-2z) (2.8.1)

n=0

olsun. f , 6zel olarak sifir olmamak kosuluyla en azindan bir katsayi sifirdan farkli
olmalidir. a, sifirdan farkl ilk katsay1 olsun. Bu takdirde z,’in bir komsulugunda f
fonksiyonu

() =(¢-2) (a,+a,, (& —z)++) (2.8.2)
seklinde yazilabilir.a, # 0 ilk katsay1 olmasi nedeniyle

a, +ak+l(§—zo)+--~
kuvvet serisi, z,’1n yeterince kiiciik bir komsulugunda sifirdan farkli olan siirekli bir
fonksiyon tanimlar. Bu durumda (2.8.2)’deki gosterilim sekli z, noktasinin f (z)’nin

bir ayrik sifir yeri oldugunu gosterir.

Kuvvet serisinin gosterilimindeki a, katsayilari, f 'nin z,’daki tiirevi olarak

ifade edilebilir. Yani,

a,=~41 ()

"l dz"

dir. Eger a,, (2.8.1)’de gosterilen kuvvet serisindeki sifirdan farkli ilk katsay1 ise bu

k

takdirde, CCZZZ_{(ZO )# 0 oldugunda z,,

~ ﬂ Y\ dk—lf
f(zo)—O, dz( 0) 0,..., =

elde edilir. Bu durumda z,, k.mertebeden bir sifir yeri olarak isimlendirilir.
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Teorem 2.8.7: f fonksiyonu z, noktasinin bir komsulugunda analitik olsun. f
fonksiyonunun z, noktasinda k. mertebeden sifir yerine sahip olmasi icin gerek ve
yeter kosul, g(zo ) #0 ve g, z,’da analitik olmak iizere, z, 1 bir komsulugunda f
fonksiyonunun

f(2)=(z-z) ¢(z)

seklinde yazilabilmesidir.

Ispat: f, z,’da analitik ve z, notasi da k. mertebeden sifir yeri olsun. Bu durumda

o £, . (k) ( (k) (
r@= Sy ooy | L LB

yazilabilir. Buradan da

f(k)(ZO) 20
k!

g (Z 0 ) =
ve g ’nin z, 1 bir komsulugunda analitik oldugu goriiliir. Tersine, eger

S(2)=(z-2) glz)

ise, f ’'nin analitikligi ve z, noktasinin da k. mertebeden sifir yeri oldugu agiktir.

Teorem 2.8.8: f, bir z, noktasinda analitik ve f(z,)#0 olsun. Bu takdirde

z)’nin sifir degerini almadigi en az bir D, ., komsulugu vardir.
(z0.6)

Ispat: f(z), z,’da analitik ve f(z,)#0 olsun. z,’m en az bir D

komsulugunda f (z) ‘nin hig bir sifir yerinin olmadigini gosterelim. Bunun i¢in aksini

kabul edelim. Her ¢, >0 i¢in D ) komsulugunda f ’nin bir sifir yeri varsa
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f’nin z,’a yakisayan sifir yerlerinin bir (z, )f dizisi vardir. Dizisel stireklilik

tanimi1 geregi ve her f (zn ) =0 oldugundan,

lim £ (z,) = /(1imz, = £ (z,) =0

n—x0 ( n—x0

olur. Buise f(z,)# 0 varsaymmu ile gelisir.
Sonug 2.8.1: f analitik fonksiyonunun sifir yerleri ayrik noktalardir.

Sonug 2.8.2: 1, z,’1n bir komsulugunda analitik olsun. f ’nin z,’da k.mertebeden
sifir yerine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, 1/ nin z,’da k.mertebeden

kutup noktasina sahip olmasidir.

2.9. Rezidii ve Hesaplama Teknikleri

Kapal1 bir egrinin ic¢indeki biitiin noktalarda analitik ve egrinin {izerinde
siirekli olan bir fonksiyonun bu egri lizerinden integral degerinin sifir oldugunu

Cauchy Integral Teoremi’nden biliyoruz. Ancak bir f analitik fonksiyonunun kapali

egri igerisinde aykiri noktalar1 bulunuyorsa, bu egri iizerinden alinan integralin
degeri sifir olmayabilir. Gergekte bu integralin degeri, fonksiyonun ayrik aykiri

noktalardaki rezidiileri toplaminin 2 77 katidir.

f(z)™min z, ayrik aykirt noktasindaki rezidiisiinii Rez(f,z,)=a_, seklinde

gosterelim.
Not: z,, basit kutup noktasi ise bu takdirde

a, =lim(z-z,)f(z)

z—z,
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dir.

Teorem 2.9.1: y, basit kapal1 bir egri ve z,, y 'nin iginde f (z) fonksiyonunun bir
ayrik aykirt noktasi yani f (z), z,’1n disinda y ’nin i¢inde ve lizerinde analitik

olsun. Bu durumda rezidii tanimindan

[f(z)dz=2zia,

e

dir.

Ispat: fnin z, noktas: komsulugundaki Laurent agilimi
fE)=Ya,z=z) + Y —=~
n=0 n=l1 (Z - Zo)
olsun. Ayrica
R

4

olduguna gore

If(z)dz:ianj(z—zo) dz+ia nJ. dz —=2ria_,
v n=0 y n=l1 y zZ—2Z,

olur.
Teorem 2.9.2 (Cauchy Rezidii Teoremi): y basit kapali bir egri olsun. f(z),» 'nin
i¢inde ve lizerinde sonlu sayida z,z,,...,z, ayrik aykiri noktalar1 disinda tek degerli

ve analitik ise bu durumda

'[f(z)dZ:27riZn:Rez(f,zk)

Y k=1

dir.
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Ispat: Her z, noktasini, merkezi z,’da olan y, cemberleri ile gevirelim. y,
cemberleri yeterince kiiclik ve birbirlerini kesmeyecek sekilde tamamiyla y ’nin
icinde olsun. Bu durumda f (z), y ve y,’larmm belirttigi bolgede tek degerli ve

analitik oldugundan Cauchy Teoremi geregi,

.[f(z)dz:If(z)dz+jf(z)dz+-~+If(z)dz

e

yazilabilir. Bu durumda Teorem 2.9.1 geregi,

If(z)dz=27riRez(f,zl)+27ziRez(f,zz)+~-+27riRez(f,zn)

ZZEiiRez(f,zk)

k=1

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi bir fonksiyon i¢in kaldirilabilir ayrik aykiri noktalarin bazi temel

Ozelliklerini inceleyelim:

Teorem 2.8.6’dan da goriildiigi gibi, f (z) fonksiyonunun bir z, noktasinda

kaldirilabilir ayrik aykirt noktaya sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

lim(z - z,)f(z)=0

olmasidir. Simdi bu teoremden daha kullanish olan asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.9.3:g(z) ve h(z) analitik iki fonksiyon olsun. z, noktasi bu iki

fonksiyonun ayni mertebeden bir sifir yeri ise bu taktirde z, noktasi

fonksiyonunun kaldirilabilir ayrik aykiri noktasidir.

ispat: G(z,)#0 ve H(z,)# 0 olmak iizere, sirasiyla
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g(z)=(z-2,) G(z) ve h(z)=(z~-2z,) H(z) olacak bigimde G ve H gibi analitik

iki fonksiyon vardir. O halde,

fonksiyonu z, noktasinda analitik ve limiti vardir. Bu nedenle Teorem 2.8.6 geregi,
f (z) , z, noktasinda kaldirilabilir ayrik aykir1 noktaya sahiptir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.
Simdi bir kompleks fonksiyonun kutup yerlerini ve bu yerlerdeki rezidiilerin
nasil hesaplandigini ele alalim.

Teorem 2.8.6 geregi,

lim(z - z,)/(z)

z—2z,

limiti var ve bu limit sifirdan farkli ise z, noktas1 f (z) fonksiyonunun basit kutup

noktasidir ve bu noktadaki rezidiisi de

lim(z -z, )f(z) =a_

dir. Simdi bu teoremden daha kullanigh olan asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.9.4:g(z) ve h(z) fonksiyonlar1 bir z, noktasinda analitik olsun.

g(z,)#0, h(z,)=0 ve #'(z,)# 0 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

fonksiyonunun z,, da basit kutup noktasi vardir ve bu noktadaki rezidiist,

Res(f.) - £2)

dir.
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Ispat:

. ~ g(z)_. 2T m—
lim(==0),, oy =lime () lim S =g () lim g oy 5
z-2z,
1

:g(zo)h'(zo) =0

dir. Boylece Teorem 2.8.6’daki (2) ozelligi geregi, f (z)’nin, z,’da basit kutup

noktasi vardir ve bu noktadaki rezidiisii,

Rez(fazo): 5(20)

dir.

Teorem 2.9.5: f(z)= g(z) fonksiyonu verilsin. z, noktasinda g(z)’nin k.

mertebeden, /(z)’nin de (k+1). mertebeden bir sifir yeri olsun. Bu takdirde z,

noktast f(z)’nin basit kutup noktasidir ve bu noktadaki rezidiisii,

dir.

Ispat: Varsayim geregi,

ve
h(zy)=H(z,)=...= 1" (2,)=0,h"" (z,) %0
dir. Dolayistyla G(z) ve H (z) iki analitik fonksiyon olmak {izere Taylor

teoreminden,
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Ve

He) - E2 e s =) )

seklinde yazilabilir. Boylece

g(k)(zo)
( \g(z) k!
h(z)  1"(z,)
(k+1)

+ (z -z, )G(z)

+ (z -z, )H(z)

elde edilir. Bu esitligin her iki yaninin z — z; icin limitleri alinirsa

e 2500 o) )

oldugu goriliir. Teorem 2.8.6’daki (2) ozelligi geregi, f (z)’nin z,’da basit kutup

noktasi vardir ve bu noktadaki rezidiisii,

g(k)(zo)
h(lm)(zo)

Rez(f,z,)=(k+1)

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Bir onceki kesimde katlhi kutup yerlerini ve bazi basit oOzelliklerini

incelemistik. Simdi bu noktalardaki rezidiilerin nasil hesaplanacagini gorelim.

Teorem 2.9.6: f(z)= g(2) fonksiyonu verilsin. g(z) ve h(z) fonksiyonlar bir z,

h(z)
noktasinda analitik olsun. g(z,)#0, A(z,)=0, h'(z,)=0 ve A"(z,)# 0 oldugunu
kabul edelim. Bu durumda f(z)’nin z,’da 2. mertebeden kutup yeri vardir ve bu

noktadaki rezidiisi,
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Rez(g’zojzzg (ZO) Zg(Zo)h (ZZO)

h h"(zo) 3 [h"(zo)}

dir.

Ispat: Varsayim geregi g(Zo);ﬁO ve h(Z)Z(Z—Zo )ZH(Z) dir. Dolayisiyla H(z),

z, i komsulugunda analitik ve H(z,)# 0 oldugundan f(z) fonksiyonu

~
—
N
N—
Il
> [0q
—~
N
N—
Il
[38)
Il
[3]

H(z) (z-z,)
seklinde yazilabilir. Burada g(z,)#0 ve H(z,)#0 oldugundan f(z)’nin z,’da
2.mertebeden kutup yeri vardir. O halde z,, f (z)’nin 2. mertebeden kutup yeri

olduguna gore z,’1n delinmis komsulugunda

f(Z) i (2—720)2 * zcilz0 " +al(z—zo)+a2 (2_20)2 T (2.9.1)

biciminde yazilabilir. Diger yandan h(z) ve g(z) fonksiyonlar1 z, noktasinda

analitik olduklarindan z,’mn bir komsulugunda Taylor acilimlari sirasiyla

g"(z)

g(z)=g(z)+g'(2)(z=2)+ = (z2=2,) +-- (2.9.2)
h"(zo ) 2 hm(zo ) 3
W) ==t e —z)) + = e=z)

olur. Varsayim geregi g(z)=h(z)f(z) oldugundan,

g(2)=h(z){ a, + a, +a0+al(z—zo)+..}

2
(Z—ZO) zZ—2z,

_a,h'(z) +|:a—1h"(20) N a—zhm(zo)}(z_zo)Jr...

2 2 6

(2.9.3)

dir. Boylece (2.9.2) ve (2.9.3)’den
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g(zo): a—zhz(zo) ’ g'(zo) a—2h6 (Zo)+ a—1h2(zo)

elde edilir. Bu son esitliklerinden

a :Rez(f z )ZRGZ(E z Jzzg,(zo)_zg(zo)hm(zo)
. »Z 0

h'(z) 3 [7(z)]

olarak bulunur.

Ornek 2.9.1: f(z)= ¢ fonksiyonunun z, =1 noktasindaki rezidiisiinii

(z-1)

bulalim.

g(z)=¢" ve h(z)=(z—1) denirse, g(l)=e =0, h(1)=0, h'(z)=2(z—1) ve
B'(1)=0 ve h"(1)=2 # 0 oldugundan z, =1 noktas1 f(z)= @ ‘nin 2. mertebeden

h(z)

kutup yeri olur ve

Rez(f,zo):2 —— =2——— e

elde edilir.

Sonu¢ 2.9.1: f (z)= g(z) fonksiyonu verilsin. g(z) ve h(z) fonksiyonlar1 bir z,

noktasinda analitik olsun. g(z,)=0, g'(z,)#0, h(z,)=0, h'(z,)=0, A"(z,)=0
ve h"(z,)#0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda z, noktasi f(z)'nin 2.

mertebeden kutup yeridir ve bu noktadaki rezidiisii,

R(ﬁj g'(z) 38(2)h" (=)

=3 h"(zy) 2 [h"(z)]°

dir.

61



Ornek 2.9.2: f(z)= ¢ -

, fonksiyonunun z, =0 noktasindaki rezidiisiinii
sin” z

bulalim.

0,

g(z)=e"—1 ve h(z)=sin’z denirse, g(0)=0, g'(0)=1=0, A(0)
W(z)=3sin’z-cosz, h'(0)=0, h"(z)=6sinz-cos’z—3sin’z, 4"(0)=0,

h"(z)=6cos’ z—12sin’ z-cosz —9sin” z-cosz, A"(0)=6#0 oldugundan z, =0

noktas1 f(z)= 8(2) nin 2. mertebeden kutup yeridir ve

h(z)

g"(z)

g'(Zo)h(4)(Zo) 31 310 1
hm(zo)

3 _3.1 3 1Lo_1
2

Rez(/.2,)=3 )] e 26 2

bulunur.

Teorem 2.9.7: f (z) fonksiyonu z, noktasinda bir ayrik aykir1 noktaya sahip olsun.

k>0 sayisimi, lim(z—z,)" f(z) limitini mevcut yapan en kiigiik pozitif tamsayi

olarak ele alalim. Bu durumda, z, noktast f (z) fonksiyonunun ya kaldirilabilir ayrik
aykiri noktasi ya da k. mertebeden kutup noktasidir. Eger

w(z)=(z-2,)" 1(2)
alinirsa W(z) fonksiyonu z, noktasinda analitik olacak bicimde tek olarak elde

edilir. Boylece f (z) fonksiyonunun z, noktasindaki rezidiisi,

Rez<f,zo>=%

dir.

Ispat: Varsayim geregi lim(z -z, )k f (z) limitinin mevcut oldugu verildigine gore

z—2z,

Teorem 2.8.6’daki (1) Gzelligi geregi =z, noktast w(z)=(z-z,) f(z)

62



fonksiyonunun kaldirilabilir ayrik aykirt noktasi olur. Dolayisiyla bu fonksiyon, z,

noktasinin komsulugunda Taylor serisine agilabilir.

'//(Z):(Z_Zo)kf(z)zafk+a7k+1(z—zo)+a7k+2(z_zo)2+...+

" ' (2.9.4)
+a_(z—-z)) +a,(z—2z,) +-

yazilabilir. Buradan,

= — o a_l —_ o
f(Z)_(Z—ZO)k+(Z—ZO)k_1+ +z—zo+a°+al(z Zy )+

bulunur. Eger a_, =0 ise

lim(z —Z )k_lf(z) = hm[a—k+1 ta_ ., (Z - Zo)+ ] =d_ 1

Z*)ZO Z*)ZO

olur ve lim(z—z,)" f(z) limiti mevcuttur. Bu da varsayimda verilen k sayisimin

Z—)ZO

tanimi ile bir g¢eliskidir. O halde a , #0 ve f (z)’nin z,’da k. mertebeden kutup
noktasi vardir. (2.9.4)’deki formiilden 1//(2), z, da analitiktir.(2.9.4)’deki formiilde

y(z) fonksiyonunun z, noktasinda (k —1) kere tiirevi alinirsa

VO e) = (1) (- 2) (k3) 1
elde edilir. Dolayisiyla,

Rez(fazo):%

dir.
2

(z - 1)3 (z + 1)

Ornek 2.9.3: f(z)= fonksiyonunun z, =1 noktasindaki rezidiisiini

bulalim.

z, =1 noktast f (z) fonksiyonunun 3. mertebeden kutup noktasidir.

Dolayisiyla
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(-1 /()= "= =v(z)

dir. Buna gore

(2 :22(2+1)—Z2 :zz+2z: 1
l//() (Z+1)2 (Z+1)2 : (Z+1)2
w2

vy

bulunur.

Daha genel olarak bu tiir rezidii hesaplarini agagidaki gibi genellestirebiliriz:

g(z)

Sonug 2.9.2: f(z)=2,~ fonksiyonu verilsin. g(z) ve A(z) fonksiyonlar bir z,

h(z)
noktasinda analitik olsun.
g(z,)#0 , h(z,)=h'(z,)=...= " (z,)=0 ve h*)(z,)=0
oldugunu kabul edelim. Bu durumda, z, noktasi f (z)’nin k. mertebeden kutup

yeridir ve bu noktadaki rezidiist,
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h(k)k(!Zo) 0 0 0 g(zo)
H(z)  H(z) ,
(k+1)! k! 0 g(2)
Jw 19w 6 #E) ()
Rez[%’%j_[hw(zo)} T ey 0 gzg
h(Zk—l) (ZO) h(Zk—Z)(ZO) h(Zk—3)(ZO) h(k+l)(20) g(k—l)(ZO)
(2k-1)! (%=2)! (%-3)! (kD)0 (k=)

dir.

z

Ornek 2.9.4: f(z)=

, fonksiyonunun z, = 0 noktasindaki rezidiisiinii bulalim.
sin” z

k =3 oldugu goriilmektedir. g(z) =e” ve h(z) =sin’ z diyelim. Béylece

h"(z,)=h"(0)=6, h9(z,)=r"0)=0, #¥(z,)=r"(0)=-60, h3(,0)=1,
(@ )
h4$0)=0 ve h5$0)=_% olur. Ayrica  g(z,)=g(0)=1, g'(z,)=g'(0)=1 ve

g (Z 0) _g (O) :% dir. Dolayisiyla

2! 21
1 0 1
g 31Y
Rezz,0=gx 0 1 1 |=1
LIPS
2 2

olarak bulunur.
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2.10. Argiimenlerin Degisimi Prensibi

Rezidii teoreminin uygulamalariin 6nemli bir 6rnegi olan
— I o(z) (=) dz

integralini goz oniine alalim.

Tamm 2.10.1: f(z,) = 4 olacak sekilde z, noktasma f(z)’nin A yeridir denir.
Burada f (z), D bolgesinde tek degerli bir fonksiyondur ve kutup noktalari

hari¢ hi¢bir ayrik aykir1 noktasi yoktur. 4 keyfi bir kompleks sayidir. gp(z), ayni

bolgede tek degerli ve analitik bir fonksiyondur. y, D bolgesi i¢inde diizgiin kapali

Jordan egrisidir. Ayrica y egrisi lizerinde f (z)’nin ayrik aykirt noktalar1 ve A4

yerleri bulunmasin.

FO=o6)1,

nin singiilerlikleri sadece f (z)’nin kutup yerleri ve f (z)’nin A yerleridir.
a.,...,a,, y’ nn ic¢indeki f(z)’nin A yerleri ve «,...,a,, bu A4 yerlerinin
mertebeleri olsun. b,,...,b,, y’nm igindeki f (z)’nin kutup noktalar1 ve f,,...,5,

ler de bu kutup noktalarinin mertebeleri olsun. @, noktasinin bir komsulugunda go(z)

ve f(z) fonksiyonlari
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acilimlara sahiptir.

Yazmadigimiz terimler (z -a, ) ‘nin daha yiiksek dereceden kuvvetleridir.
Boylece z=a,, F (z) “nin basit kutup yerleridir ve bu noktadaki rezidi «; go(a ; ) dir.

Eger (o(a j)=0 ise bu rezidi sifira esittir. Bu durumda a;, F (z)nin bir kutup
noktas degildir.

Simdi £(z)™nin b ; kutup noktalarina donelim. Bu noktadaki agilimlari,

F(z)=[o(b,)+ ] ﬁ;dﬁéz_ b’f;)ﬂ, -
:£|:¢(b1)+J11 :_Z[jjbj |:¢(b,)+J:_’B;(p_(bbj;)_

seklinde yazilir. Béylece z=b,, F (z) ‘nin basit kutup yeridir ve bu noktadaki rezidii

-p j(p(b_ ; ) “dir. Eger (p(b_/ ) = 0 ise bu rezidii sifira esittir. Rezidii teoremini

R o(2) f'(2) dz=ia,¢(aj)—iﬂf¢(bf) (2.10.1)
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elde ederiz.

(2.10.1) esitliginin sagindaki ilk toplam go(z)’nin, f (z)’nin A yerlerinde
aldig1 degerle ilgili bir toplamdir ve her terim, herbiri 4 yerlerinin mertebesi kadar
birgok kez tekrarlanir. Bu ilk toplama dikkat edersek herbir terim ¢’nin a,

noktalarinda aldig1 degeriyle a; nin mertebesi olan «; tamsayisinin ¢arpimlarindan

olusmustur. Burada a;’ler f (z)’nin 4 yerleridir. Bu durumda

Zajgo(aj)

j=1
icin f (z)’nin A noktalarinda (p(z) "nin degerlerinin toplami oldugunu sdyleyebiliriz.
Benzer bir ifade ikinci toplam icin de gecerlidir. Burada toplam, f (Z)’nin kutup

noktalar1 iizerinden alinmaktadir. Bunlar1 simdi sdyle 6zetleyebiliriz:

b
27
Ve

integrali, y ’nin icinde yer alan f (z)’nin A vyerlerinde ga(z)’nin aldig1 degerlerin
toplamu ile »’min iginde yer alan f(z)’nin kutup noktalarinda ¢(z)™nin aldig

degerlerin toplam1 arasindaki farka esittir.
Burada yukaridaki ifadenin iki 6zel durumu vardir.

(@) ¢(z)=z denirse

Lo f(2)
2m£2 7(7)-4" Z Zﬂjb] (2.10.2)

olur. Bu integral, y 'nin i¢indeki f (z)’nin A yerlerinin toplami ile y ’nin ic¢indeki

bu fonksiyonun kutup noktalarinin toplami arasindaki farka esittir.

(b) ¢(z)=1 denirse
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(2) L %,
f(z)—AdZ_Z j Z'Bf (2.10.3)

1 J' f!
2ri

y
olur. Bu integral, y’nin ic¢indeki f (z)’nin A yerlerinin sayist ile y nin i¢indeki
kutup noktalarinin sayis1 arasindaki farka esittir.

Eger A =0 ise bu durumda A4 yerleri, f (z)’nin sifir yerleridir. Eger y 'nin

icinde bunlarin sayis1 N ve y 'nin i¢inde kutup noktalarinin sayist P ise bu takdirde

@)
— !f B dz=N-P (2.10.4)

elde edilir.

Esitligin sol tarafindaki integral, » egrisine gore f (z)’nin logaritmik
rezidiisii olarak bilinir (Ciinkii integrant In [ f (z)] ’nin tiirevidir).
Teorem 2.10.1: Bir f (z) fonksiyonunun kapali bir y egrisine gore logaritmik

rezidisl, f (z)’nin y min igindeki sifir yerlerinin sayisi ile kutup yerlerinin sayisi

farkina esittir.

Simdi logaritmik rezidii kavramini biraz yorumlayalim. Bunun i¢in 6nce

Sl e

27i
Y

yazilisini géz Oniine alalim.

y lzerinde keyfi bir z, noktas1 alalim. Bu z, noktas1 integralin baslangi¢ ve

bitis noktasi olsun. O zaman y ’nin i¢indeki bir z noktast pozitif yonde hareket
ettiginde In [ f (z)] strekli degisir ve egriyi tamamen Kkatettikten sonra z,
noktasindaki degeri, ayn1 noktada baslangic degerinden farkli olur. Fakat ayn1 f (zo)

icin ln[ f (z0 )] ‘in degerleri sadece argf (zo) ’da katetmeden Once ve sonra farkli
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degerler almasindan dolay1 degisiklik gosterir. Eger arg f (zo) "1 baglangi¢ degerini

@, ve argf (z,) 1 katettikten sonraki degerini de @, ile gosterirsek

PRGN, : . @, -0
Zﬂi£ f(z) = 27ri{ [ln‘f(zo)‘ﬂ cpl}_[ln‘f(zo)‘ﬂ CDOJ } B 127r 0
olur.
Bu yiizden (2.10.4) esitliginden,
N-p-2 (2.10.5)
2r

elde edilir. Eger ®, —®,, var, arg f (z) ile ifade edilirse (Burada var ifadesi agidaki
degisme miktar1 anlamina gelmektedir)

N-P :Lvary arg f(z)

2

seklinde yazabiliriz. Boylece yukaridaki agiklamalar1 asagidaki gibi 6zetleyebiliriz:
Not (Argiimen Prensibi): Kapali y egrisi icindeki f (z)’nin kutup ve sifir
yerlerinin sayis1 arasindaki fark arg f (z) ‘nin varyasyonuna esittir. Bu fark, » ’nin
icindeki bir z noktasinda f (z)’nin pozitif yondeki varyasyonunun 27 ’ye bdliimiine
esittir.

Bu durumu geometrik olarak asagidaki sekilde agiklayabiliriz:

z’ler y egrisi lizerinde pozitif yonde dolandiginda w= f (z)’nin bitis
noktas1 kapali bir y' egrisi gizer. z, y c¢evresinde bir tam tur dolandiginda
w=f (z)’nin dolanma sayisin1 v ile gosterelim. Bir tur pozitif yonde ise +1,
negatif yonde ise —1 olarak ifade edilir. Bu durumda arg f (z) ‘nin varyasyonu 27z Vv

olur.
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Tek degerli f (z) fonksiyonunun bir kapali y egrisi icinde bulunan kutup ve
sifir yerlerinin sayilar1 farki; z ’nin y tizerinde pozitif yonde bir tur donmesi halinde
f (z) ‘nin orijin ¢evresindeki donme sayisi olan v ’ye esittir.

Ozel olarak f (z)’nin, y egrisi icinde kutup yeri yoksa asagidaki durum
ortaya ¢ikar:

Tek degerli f (z) fonksiyonunun bir y egrisinin i¢inde bulunan sifir
yerlerinin sayisi; z 'nin y lizerinde pozitif yonde bir tur donmesi halinde w = f (z)
vektoriiniin orijin ¢evresindeki donme sayisina esit olur.

Argiimen prensibi yardimiyla asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 2.10.2 (Rouche Teoremi): f(z) ve ¢(z), rektiflenebilen kapali bir y

sifir yerlerinin sayisi, f (z) ‘nin sifir yerleri sayisina esittir.
Ispat: (z)+ go(z) nin sifir yerlerinin sayisim1 bulmak i¢in argiimen prensibini

kullanmamiz gerekir. Eger bu toplam1 y {izerindeki noktalar i¢in

f(2)+o(z)= f(z){l + ?tﬂ

o(z)

’den daha biiylik olmas1 nedeniyle

9

seklinde yazarsak (y tlizerindeki | f (z)

f (z), y lizerinde sifir yerini alamaz)

ar z)+@(z)|=argf(z)+ar +M
gl f(2)+o(z)|=argf(2) g{l f(z)}

olur. Fakat
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o(z)
f(2)

cember ic¢inde yer alan kapali egriyi tam olarak kateder. Sonug olarak, bahsedilen

dir. Bu yiizden, 1+ vektoriiniin bitis noktasi, yarigapt ve merkezi 1 olan birim

vektor, koordinatlarin orijini etrafinda tek tur yapmaz ve z noktasi1 y ’y1 katettiginde

46

arg{l+m} ’nin varyasyonu sifirdir. Béylece arg[f(z)+go(z):| ile arg f(z)’nin
z

varyasyonu aynidir. Arglimen prensibi nedeniyle f (z) ve f (z)+ go(z)’nin sifir

yerlerinin sayist aynidir.

Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 2.10.3 (Hurwitz Teoremi): ( f (z)):o, D boélgesinde tanimlanmis analitik

fonksiyonlarin dizisi olsun ve bu dizi bdlgenin i¢inde 6zdes olarak sifir olmayan

f (z) fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsasin. Bu takdirde, bir z, € D noktasinin
f (z) ‘nin bir sifir yeri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul z,’n, f, (z) fonksiyonlarinin

sifir yerlerinin bir limit noktas1 olmasidir.

ispat: z, € D olmak iizere f(z,)=0 olsun. Bu takdirde f(z)#0 oldugundan
Y |z — zo| =r c D olacak sekilde bir y ¢emberi bulunabilir. y 'nin i¢inde f (z)’nin

z,’dan bagka sifir yeri olmayacak sekilde r yeterince kiiglik segilebilir. Ayrica u,

o0

¥ 'nin lizerinde | f (z)| ‘nin minimum degeri olsun. Yani | f (z)| > >0 dmr. ( £, (z))1

dizisinin diizgiin yakinsakligindan » > n, oldugunda y lizerinde | /. (z)— f (z)| <u

olacak sekilde en az bir n,(u) sayisi vardir. Buradan

olur. Rouche teoreminden dolayr n>n, oldugunda y’nin i¢indeki her z icin

£, (z)’lerin sifir yerlerinin sayisi, f (z)’nin sifir yerleri sayisina esittir. Dolayisiyla
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Zy, f (z)’nin bir sifir yeri ise bu durumda f, (z)’nin y i¢inde en az bir sifir yeri
vardir. z,, f(z)’nin sifir yeri degilse bu durumda £, (z) nin higbir sifir yeri yoktur.
y istenildigi kadar kiiciik secilebileceginden teorem bdylece ispatlanmis olur.

Ornek 2.10.1: (a) z® -4z’ +z*>-1=0 denkleminin modiilii 1’den kiiciik olan

koklerinin sayisini bulalim.

Rouche teoremini uygularsak, z®—4z°+z>—1 ifadesini f(z)+¢(2)
seklinde yazabiliriz. Burada f(z)=-4z" ve p(z)=z"+2z7 -1 dir. |z| =1 igin
|p(2)]=|2* + 2% —1|<| 2*| +| 2| +1=3
ve
7 ()] =[-4="] =
olur. Dolayistyla
(=) <|7()
elde edilir.

Bu nedenle, Rouche teoreminden f (z)+ (o(z) =z —4z° + z° —1 fonksiyonu

ile f (z): —4z° fonksiyonunun |z| =1 g¢emberi i¢inde sifir yerlerinin sayisi aynidir.

f (z): -4z’ fonksiyonu z, =0 noktasinda 5. mertebeden bir sifir yerine sahiptir.
Bundan dolay1r birim ¢emberin iginde bes tane sifir yerine sahiptir. Bu nedenle
z* 4z’ +z° ~1=0 denklemi, birim ¢emberinin icinde bes tane koke sahiptir.
Bagka bir deyisle modiilii, 1’den kii¢iik olan bes tane kok vardir.

(b) a, +a,cos@+a,cos20+---+a, cosn@ =0 denklemini gézoniine alalim.

Burada 0<a,<a <--<a olmak lizere

n
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a,+a,cos@+a,cos20+---+a,cosnd =0 denkleminin 0<@ <27 aralifinda

ayrik 2n tane koke sahiptir ve bu koklerin hepsi reeldir.

n

Bunu gostermek icin Once P(z)z a,+a,z+---+a,z" polinomunun biitiin

sifir yerlerinin birim diskte oldugunu ispatlayalim. Polinomun katsayilari pozitif
oldugundan P(z)’nin pozitif reel kokii yoktur. Fakat, eger z, pozitif degilse bu

durumda

‘P(z)(z—l)‘ = ‘anz"+1 —[ao Jr(a1 —ao)z+-~+(an —an_l)z”}

n+l

Z‘anz —‘a0+(a1—a0)z+---+(an—aH)Z"
n+l n
>a,|z| —[a0+(al—a0)|z|+---+(an—an_1)z ]
dir. Bu esitsizlik a,,a, —a, ,...,a, —a,_, pozitif ve z ’ler reel ve negatif oldugunda

n

dogrudur. Bu ise a,,(a, —a,)z ..., (a,—a, )z" vektorlerinin aym yonde

olmadigini gosterir. Bu nedenle

n

<a,+(a, —a,)|z|++(a,-a,,)

‘ao +(a1 _ao)z+"'+(an _an—l)zn

z

seklinde yazilabilir.
Bununla birlikte, eger |z| >1 ise bu durumda

n

a,+(a,—a,)|z|+-+(a,-a,,)
+(a,—a,)

=|a,+(a,~a,)+-+(a,~a,.)]

n+l

z

n+l n+l n+l

<a,|z z +~-+(an—an_l)z

n+l

z

dir. Boylece pozitif olmayan z ve |z| >1 i¢in

‘P(z)(z—l)‘ >a, |z|"+1 —a |z|"

n

=0

olur. Bagka bir deyisle

P(z)(z—l) #0
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dir. Boylece pozitif olmayan z’ler ve modiilii 1’den biiylik negatif reel z ’ler i¢in
P(z)#0°dir. Bu pozitif reel z’ler igin de gecerlidir. Bu ise, P(z)’nin birim
cemberin disinda ve lizerinde sifir yerlerinin olmadigini gosterir. O halde P(z)
polinomunun 7 tane sifir yeri, kesinlikle birim ¢gemberin igindedir.

|z| =1 cemberinin pozitif yonde yonlendirilmesini gozoniine alalim. Bu
takdirde, Argiimen Prensibi’ne gore P(z)’yi ifade eden vektor, P(z)’nin sifir yerleri

sayisi kadar orijin g¢evresinde donme yapar. Baska bir deyisle; her turda egri,
vektoriin ug noktalar1 bir tam donme sirasinda sanal ekseni iki defa keser.

Bu nedenle, P(z): P(ei‘g)’yi ifade eden noktalar, 0’dan 27 ’ye kadar olan
aralikta @’nin en az 2n tane farkli degeri sanal eksen iizerindedir. Bu degerlerin her
biri i¢in

Re [P(eig)] = Re(ao +a,e’ +---+anei”9)
=Re[a, +a,(cos@+isin0)+---+a,(cosnd+isinnd) |

=a,+a,cos@+---+a, cosnt
ifadesinin degeri sifirdir. Bundan dolayi, (0 , 27[) araliginda
a,+a,cos@+---+a, cosnd=0

denkleminin en az 2n tane koki vardir.

Simdi bu araliktaki koklerin toplam sayisinin ger¢ekten 2n oldugunu

gosterelim. Burada e’ = ¢ denirse bu durumda

eikH +e—ik9 B gk +é/—k
)

coskl =

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla,

a,+a,cos@+---+a,cosnf =

= %é’” (an + an—lé/ teoot alé,ni1 + 2004’” + alé/Wrl +eeet angzn)
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elde edilir.

Eger ¢,,¢,,...,¢,, noktalari, sag tarafta parantez i¢indeki polinomun sifir
yerleri ise sol taraftaki trigonometrik polinomun sifir yerleri

e’=¢, ., (j=12...2n)
bagntisini saglar.

Bu trigonometrik polinomun farkli reel sifir yerlerinin sayisi, (0 , 27[)
araliginda 2n’yi gegmeyecegini ifade eder. Fakat biz daha dnce (0, 27[) araliginda
bu polinomun farkli reel sifir yerlerinin en az 2n oldugunu ispatladik. Bu durumda
sifir yerlerinin sayis1 tam olarak 2n’dir. £, = ¢'” nin modiilii, 1’ esittir. Bu yilizden

verilen trigonometrik polinomunun sifir yerlerinin iginde tek bir sanal sifir yeri

bulunamaz.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Belirli Tipten Baz1 Genellestirilmis Reel integrallerin Hesaplanmasi

Kompleks analizin en Onemli amaclarindan birisi, belirli integralleri
hesaplamaktir. Rezidii teoreminden yararlanarak bu amaci gergeklestirecegiz. Fakat

her reel integralin rezidii yardimiyla hesaplanamayacagini belirtelim. Ornegin,

I e dx
integrali rezidli yontemiyle hesaplanamaz.

Simdi bu konuyu bazi lemma ve teoremler yardimiyla gorelim.

Lemma 3.1.1: f,

z| ‘nin yeterince biiylik oldugu z degerleri icin siirekli ve

limz f(z)=k olsun. Bu durumda y, = {z :z=Re" , a<t< ﬂ} olmak iizere

Z—0

R—x

lim [ f(z)dz=i(B-a)k
dir.

ispat: (z)=zf(z)—k denirse limh(z)=0 ve f(z)= @ + K olur. Dolayistyla
z

Z—>0 z

j Mdz:kll +1, (3.1.1)

z

Jf(z)dz:kj%+

TR

yazilabilir. Verilen bir € >0 i¢in |Z| > R oldugunda |h(z)| < ¢ olacak sekilde bir R

secelim. Boylece

Ve
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&

L[ <R(B-a)-=(-a)e

olur. O halde |z| > R i¢in, (3.1.1) geregi

[ 1(2)dz=i(B-a)k|<(B-a)s
yani

lim [ f(z)dz =i(B-a)k
elde edilir.

Teorem 3.1.1: f (z), sonlu ¢okluktaki kutup yerleri hari¢ diger yerlerde analitik
olsun ve reel eksen tlizerinde f (z) ‘nin kutup yeri bulunmasin. Ayrica |z| > R olmak
lizere limzf(z) =0 oldugunu kabul edelim. z; (j = 1,2,...,n) ler f(z)’nin list yar1

Z—0

diizlemdeki kutup yerleri olmak {izere
jf(x)dx =2z iZn:Rez(f,zj)
—o Jj=1

dir. Burada f (x) , f (z) ‘nin reel eksen iizerindeki degeridir.

Ispat: Sekil 3.1.1°de belirtilen y = —RR + 7 kapali egrisini goz Oniine alalim.

¥

X

Sekil 3.1.1
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/f ’nin st yar1 diizlemdeki (Varsayim geregi f ’'nin R iizerinde kutup yeri
yoktur) tim z; kutup yerleri y 'nin iginde kalacak sekilde R ’yi biiyiik segelim. O

halde Cauchy Rezidii Teoremi geregi,

If(z)dz=2ﬁiZn:Rez(f,zj) (3.1.2)

¥ J=1

yazabiliriz. Burada / (7, z; ) =1 dir. Diger yandan,

J (2= | rloes | 1(2) 613

/4

oldugu Sekil 3.1.1’den goriiliiyor. Varsayim geregi f, y ’nin disinda siireklidir.

Varsayimda k& =0 oldugundan Lemma 3.1.1 geregi Ilzim _[ f (z)dz =0 dir. Boylece
7R
(3.1.2) ve (3.1.3)’den
o R n
[ F(x)dx =lim [ f(x)dx =277 Rez(f,z,)
—0 ® —R j=1 ‘

bulunur.

Lemma 3.1.2: P ve Q kompleks polinomlar olmak iizere derQ >2+derP
U , . . - P ...
esitsizligi saglansin. O ’nun R {izerinde sifir yeri olmasin. Eger f =§ bi¢iminde

ve [ ’nin Ust yari diizlemde sonlu ¢okluktaki kutup yerleri z; ise

If(x)dx = 27riZn:Rez(f,zj)

dir.

Ispat: Varsayim geregi f, R iizerinde siirekli ve

i) =im= 0510

dir. O halde Teorem 3.1.1 geregi,
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Iof(x)dx = T gg; dx = 2ﬁi§ReZ(g’ZJ

—00
dir.

Lemma 3.1.3 (Jordan Lemmasi): |z| yeterince biiyiik oldugunda f (z) stirekli ve

M, = mq)1§|f(z)| olmak iizere, Ileirn M, =0 olsun. Bu durumda m >0 ve y, orijin

H
merkezli, R yarigapli iist yar1 gemberi gostermek iizere,

lim | e flz)dz=0

7R

dir.

Ispat: Ieimzf(z)dz = ]ie"’”Re”f(Re” )iRe”dt
0

7R

dir. Diger yandan 0 <¢ < /2 igin sin¢ > gz‘ oldugu g6z Oniine alinirsa,
V4

T /2
Ieimzf(z)dz < RMRIe_mRSi“’dt =2RM, J.e_mRSintdt
7R 0 0
7/2 p
<2RM, [ 9dr = (1- ™" ) M, —E2250

0 m

olur.

Lemma 3.1.4: f, reel eksen iizerinde bulunmayan sonlu sayidaki kutup yeri disinda,

C’de analitik ve Ileim M , = lim max | f (z)| =0 olsun. Bu durumda, m >0 ise z, ’ler

N R—w ‘z‘:R

iist yar1 diizlemde sonlu ¢oklukta kutup yerleri olmak tizere

0

I e f(x)dx = 27[1’2 Rez(e[”lzf(z), zj)

—00

dir.

Ispat: y = —RR + 7, seklindeki y kapal egrisini goz oniine alalim ve e f (z)
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fonksiyonunun iist yart diizlemdeki tiim kutup yerleri y 'nin i¢inde kalacak sekilde

R ’yi secelim. O halde

jei'”zf(z)dz = J.ei’””‘f(x)dx + J.ei’”zf(z)dz

4

yazabiliriz. Cauchy Rezidii Teoremi geregi,

jeimzf(z)dz = ZﬁiZRez(eimzf(z), zj)

oldugundan, Jordan Lemmas1 3.1.3 geregi, R — o i¢in

00

J. e f(x)dx = 27ziZRez(ei"’Zf(z) , zj)

—00

bulunur.

Not: Eger m <0 ise bu esitligin sag tarafindaki ifadenin 6niine "—-" isareti konur ve

alt yar1 diizlemdeki kutup yerleri alinir.

Sonug 3.1.1: P ve Q birer polinom olmak iizere f :g fonksiyonunu ele alalim.

Eger O ’nun reel eksen tizerinde sifir yeri yok ve derQ >1+derP ve m>0 ise z,

ler iist yar1 diizlemdeki kutup yerleri olmak iizere

T e f(x)dx = 27ziZRez(e"“f(z), zj)

olur.

Lemma 3.1.5: Eger f, reel eksen iizerinde bulunmayan sonlu sayidaki kutup yeri

disinda, C’de analitik ve lim max| f (z)|:0 ise, m>0 iken z, ’ler list yar

R | z|=R

diizlemdeki kutup yerleri olmak iizere

0

J £ (x)cos(mx)dx =Re |:272'iz Rez(ei”lzf(z) , zj) (3.1.4)

—00

81



['e]

[ £ (x)sin(mx)dx=im | 275y Rez(e™ f(2), z,) (3.1.5)

) J
dir.

Ispat: 7/:—@4—“ seklindeki y kapali egrisini géz oniine alalim ve e f (z)
fonksiyonunun iist yar1 diizlemdeki tiim kutup yerleri y 'nin i¢inde kalacak sekilde

R ’yi yeterince biiyiik secelim. Lemma 3.1.4 geregi,

['e] ['e]

J £ (x)cos(mx)dx = J- f(x)Re(eimx)dx = Rejl.:oeimxf(x)dx

—0 —00

:R{zm;Rez(amz f(z),zj)}

olur. Benzer sekilde

00 00

J. f(x)sin(mx)dx = J. f(x)l'm(ei’"x)dx =Im ].;eimxf(x)dx

—00 —00

=[m{2ﬂi;Rez(e"”” f(z),zj)}

elde edilir.
Sonu¢ 3.1 2: f fonksiyonu Lemma 3.1.5’deki gibi olsun. Eger f cift fonksiyon ise,

]Ef(x) cos(mx)dx =Re |:7Ziz Rez(ei’"zf(z) .2 )}
0 J
ve f tek fonksiyon ise,
]Ef(x) sin (mx ) dx = Im [ﬂiZRez(ei"’zf(z) .2, )}
0 j
oldugu kolayca goriiliir.

Lemma 3.1.6: R(cost, sin t) , cost ve sint ye gore rasyonel bir fonksiyon olsun.

Eger R ’nin birim ¢gember {izerinde hi¢bir kutup yeri yoksa,
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ve ‘z ; ‘ <1 olmak tizere

2

J.R(cost,sint)dt:27riZRez(f(z) z.)

>=J
0
dir.

Ispat: z =¢" denirse,

. e —e z-1z z*-1 e +e z+1/z ' +1
st = - = — = - , Cost= = =
2i 2i 2iz 2 2 2z
ve
. . dz
dz=ie"dt=izdt = dt =—
iz

bulunur. Boylece y birim ¢ember olmak tizere, Cauchy Rezidii Teoremi geregince

2

I R(cost,sint)dt =IR(
= jf(z)dz = 27zi;Rez(f(Z) 7))

z2Z2+1 22 —1]%

> . .
2z 2iz )iz

elde edilir. Dikkat edilirse, R ’nin birim ¢ember ilizerinde kutup yeri olmadiginda,

f’in de birim ¢ember lizerinde kutup yeri olmayacagi sonucu, son esitlikte goz

Oniine alinmustir.

o0

3.2. Ix“'l f(x)dx Formundaki Integraller

0

Lemma 3.2.1: /', higbiri pozitif reel eksen iizerinde olmayan sonlu sayidaki kutup

yerleri hari¢ C de analitik olsun ve a pozitif fakat tamsay1 olmasin.
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ool - e

St 0<llse
esitsizligi saglanacak sekilde M, , M, ,r,e>0 , b>a , 0<d <a saylarinin
var oldugunu kabul edelim. Bu takdirde z, # 0 noktalari, z*"' f (z)’nin kutup yerleri

olmak iizere,

77r1a

[ e 2 el .2

sin(ar)
dir. Burada 0 < arg(z) < 27 ve z° = " dir,

Ispat: y =y +1, +1,+y, kapal egrisini, /, ve [, pozitif x-ekseni ile 7 agisi
yapacak bicimde ele alalim. y, f (z)’nin tiim kutup yerlerini i¢inde bulunduracak

sekilde r,& ve n’y1 segelim.

¥
[}
"’?2
DX
'.?" -1
"’?1
Sekil 3.2.1
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Iz”_lf(z)dz = Iz”_lf(z)dz+jza_]f(z)dz+ j Z”_]f(z)dz+jza_]f(z)dz 3.2.1)

/4 Vr

oldugu aciktir. Cauchy Rezidii Teoremi geregi,

J-Z”_lf(z)dz=27riZRez(z“_lf(z),zk) 3.2.2)

yazabiliriz. Dikkat edilirse f (z) ile z7' f (z)’nin kutup yerleri, sifir noktasi disinda,

aynidir. Simdi (3.2.1) ifadesinin sag tarafindaki 1.integralin » — o igin ve

3.integralin & — 0 igin sifira yaklagtigin1 gosterelim. Gergekten,

;l:zalf(z)dz S;[ z*! f(z)HdZ|SM1;|:( za71/|z|b )|dZ| (3.2.3)
<27M r" —250
J-z“_lf(z)dz SI z*! ‘f(z)HdZ|SM2I( z H/|z|d )|dz|

(3.2.4)

Ve

&

7,
M, (y,)<2x M, —250

IN

oldugu goriiliiyor. Diger yandan & ve r sabit olmak {lizere 7 — 0 i¢in 2. ve 4.
integralleri g6zoniine alalim. [/, ilizerinden alinan integralin tanimi ve integral

icindeki ifadenin [5 , r] tizerinde diizgilin yakinsadig1 gézoniine alinirsa,

lim | 2" f () dz = —}713(}]'( t &7 )a_1 f (t R

! (3.2.5)

r

=_J'ta—1ezm'af(t) dt

&

ve benzer sekilde

lim [z f (2) dz = jt“-l f(¢) dt (3.2.6)

olur. Bu nedenle (3.2.5) ve (3.2.6)’dan
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lim[jz”1f(z)dz+jz“1f(z)dz} :(1—e2”"“)jz“f(z)dt

n—0
&

I

=-2ie"" sin(ﬂa)J.t”_lf(t) dt

&

elde edilir. Verilen 6 > 0 i¢in r yeterince biiyiik ve ¢ yeterince kiigiik sec¢ilerek

j Tz" Y (e)de

&£

<5/4

yazilabilir. Dolayisiyla r ’yi biiyiik, ¢ ve 7 sayilarini da kiigiik segerek

a-1

<5/4

‘—Zie’”“ sin(ﬂa)‘

a-1

‘— 2ie™” sin(ﬂa)‘ <o/

Ve

r

[t f(e) de | < 5/4

&

J‘Z‘Hf(z)dz + jz“ilf(z)dz

-2ie” sm(7m)

yazabiliriz. Buradan da

. jz“_l flz)dz
17 f(t)dt ——L— )
0 1) —2ie"™ " sin(za) )
olur. & keyfi oldugundan,
. j 27 f(z)de »
a-1 d — — 7Z'€ R a- 1
!).t flyd —21 e” s1n(7ra) sin(za) ; ez( )

bulunur. Bu ise istenilen sonuctur.
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3.3. Genellestirilmis Integraller ve Cauchy Esas Degeri

Tek degiskenli fonksiyonlarin belirli integrallerinde integral sinirlarindan en
az biri veya ikisi sonsuz ancak fonksiyon siirekli; integral sinirlart sonlu fakat
integralleme araligindaki bir noktada fonksiyon sinirsiz ya da integral sinirlarindan
en az bir tanesi sonsuz ve ayni zamanda fonksiyonun integralleme araligindaki bir
noktada sinirsiz ise bu tip integrallere genellestirilmis integraller denir.

Genellestirilmis integrallerin sonuglarinin  mevcut olmasi durumunda

integrale yakinsak aksi halde 1raksak denir.

Tamm 3.3.1: j f (x)dx genellestirilmis integrali verilsin.

— 00

() T flx)dx = 113;j £x)dx + limj £(x)dx

r—>x0

integral degeri mevcutsa I f (x) dx integralinin alisilmis degeri,

— 00

(b) Tf(x)dx = l_iggjf(x)dx

integralinin sonucu mevcut ise bu sonuca da j f (x) dx integralinin Cauchy Esas

— 00
Degeri denir.

Bu iki hali birbirinden ayirt etmek i¢in alisilmis degeri,
[ £(x)x
simgesi ile, Cauchy Esas Degerini de

PV. T £(x)dx
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simgesi ile gosterelim.

Not: Bir genellestirilmis integralin alisilmis degeri ile Cauchy Esas Degeri mevcut
ise bu sonuglar esit olmak zorundadir. Ancak bir integralin Cauchy Esas Degeri
mevcut oldugu halde alisilmis degeri olmayabilir. Ciinkii (a) sikkindaki limitlerden
bir tanesi mevcut olmayabilir. Bu durumda integral alisilmis anlamda iraksaktir.
Diger taraftan (b) sikkindaki Cauchy Esas Degeri’nde iki limit bir arada oldugunda,

birisi digerinin 1raksakligini ortadan kaldirabilir. Ornegin,

© dx . & dx ‘ 0 dx ‘ 1 ‘ 1
J.—3=111’Il —3+hm —3=hm — 5 +1lim - =+
X &0 X £>0 T X &0 2& s=0| 2 g

— 00 — 00

yani alisilmig degeri yoktur. Halbuki,

P.V.j@=1im X im| ! | —tim[ -+ 1] =0
x3 r—»0 x3 r—»0 2x r—»0 2r 2r

yani Cauchy Esas Degeri vardir.

Olas1 bir yanlighigi 6nlemek i¢in (a) daki tanimi1

]0 flx)dx = 1mej £ () dx + lim j £(x)dx

n—o0

biciminde yazmakta yarar vardir. Cilinkii ¢cogu kez, limitleri ayr1 ayr1 almak yerine,
ayni degiskene bagliligi nedeniyle toplamin limiti alinabilir. Bu da yanlig sonug verir.

Buna gore yukaridaki 6rnekte

— = hm — + lim | —
x3 -0 n—0 3
— 00

de © dx

— 00

i1

seklinde yazilmasi daha uygun olur. Bu uyariya gore, 6rnegin;
b

[a,b] araliginda ¢ noktasi harig siirekli ise, J. f(x)dx integralinin

a

alisilmis degeri ve Cauchy Esas Degeri sirasiyla,

88



b

[ () = lim Tf(x)dx +lim i £(x)dx

a c+n

Ve

P.V.jlf(x)dx = £1£13 Tf(x)dx + j)-f(x)dx

ct+ée
olarak tanimlanir.

Not: [, x, <x, <x; <...<x, Ozelligindeki x, noktalar1 disinda R iizerinde siirekli

olsun. Eger her ¢ > 0 igin,

x_lJ:gf(x)dx ve T f(x)dx

X, +&

integralleri yakinsak ve

lglgol { X_lj&f(x) dx + sz."f(x) dx +---+ xff(x) dx + Tf(x) dx }

X +e X,_1+& x,+€

var ve sonlu ise I f (x)dx genellestirilmis integralinin P.JV. I f (x)dx ile gbsterilen

— 00 — 00

Cauchy Esas Degeri

&0
X, t€ X, +&

P.V._]E f(x) dx =1lim { irf(x) dx+--+ YJ:gf(x) dx + Tf(x) dx }

seklinde hesaplanir.

Lemma 3.3.1: f fonksiyonunun, z, daki rezidiisii b, = Rez( f, zo) olan bir basit
kutup yeri bulunsun. y = 7(8,t), |z —zo| =& c¢emberi lizerinde bulunan ve

merkezden & acisi ile goriilen bir yay olsun. Bu durumda,

£—0"

lim [ f(z)dz =i0b,

dir.
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Ispat: Varsayim geregi g, z,’m bir komsulugunda, dolayisiyla bir & >0 igin
| z— zO| < ¢ lzerinde analitik olmak iizere, f (z) = g(z) + b, (z -z, )71 yazabiliriz.

Eger |z — zo| = ¢ ¢emberi bu komsulukta bulunuyor ve y bu ¢emberin yay1 oluyor

ise
dz
J.f(z) dz:jg(z) dz+blI 3.3.1)
y y y £ %0
olur. M, g(z)‘ icin |z — zo| < ¢ lzerinde bir sinir olmak iizere J- g(z)dz <eOM

v

dir. y lizerinde z = z, + ¢¢" noktasi alinirsa,

ty+0 .
dz ‘ieldt 9
J-z—z e !
4 0 )

dir. Boylece bu degerler (3.3.1)’de yerine konup & — 0" i¢in limit alinirsa istenen
sonug elde edilir.

Teorem 3.3.1: f (z), sonlu sayida kutup noktasi hari¢ analitik fonksiyon ve

X;,X,,.,Xx, noktalart f ’nin reel eksen lzerindeki basit kutup yerleri olsun. Bu

durumda, /mz >0 ve |Z| > R i¢in |f(z)| SM/|Z|2 olacak bi¢imde M >0 ve R>0

sayilar1 varsa,
PV. T f(x)dx
vardir ve z, ler f nin iist yar diizlemdeki aykir noktalari olmak iizere,
PV [ f()dx =275 Rez(f(z), 2 )+ mi3 Rez(£(2), 3,)
e 7 P

dir.
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Ispat: Sekil 3.3.1 de goriildiigii gibi her bir x, merkez olmak iizere &, yarigaplh

cemberler ¢izelim ve bunlarin iist yar1 diizlemdeki yaylarini sirasiyla y,,7,,...,7, ile

n

gosterelim.

&
|
¥y
r
4] ¥a
£y 2 £y
x
X B o
Sekil 3.3.1

Orijin merkezli » yarigapli gember biitiin y, yaylarini ve iist yar1 diizlemdeki

kutup yerlerini ig¢inde bulunduracak sekilde bir » segelim ve bunun iist yari

diizlemdeki kismini da y, ile gosterelim. 7 da reel eksen iizerinde belirtilen dogru
pargalarinin toplami olsun. Bu durumda y =y, +y, + %, +---+y, + 7 kapal bir egri

olur ve

jf(z)dZ:J‘f(z)dz+J.f(z)dz+-~+Jf(z)dz+[f(x)dx

(3.3.2)
=[7( dz+z_[f )dz+ [ f (x) dx
2 =ly, 7
esitligi yazilabilir. Cauchy Rezidii Teoremi geregince,
[f(z)dz=27iy Rez(f(2). z,) (3:33)
y j

dir. Diger yandan Teorem 3.1.1 geregi,
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r—®

lim [ f(z)dz=0 (3.3.4)

olur. Ciinkii /mz >0 &zelligindeki biiyiik |z| ler igin | f (z)| <M / |z|2 dir. Lemma

3.3.1 dikkate alinirsa, i =1,2,...,n i¢in
lim > [ f(z)dz=-ziRez(f,x,) (3:3:5)

yazilabilir. Dolayisiyla her £ > 0 i¢in

XIJ:gf(x) dx  ve T f(x)dx

integrallerinin yakinsak oldugu, J/mz>0 ozelligindeki biiyiik |z| ler igin

| f (z)| <M / |z|2 olusundan ve integraller i¢in karsilastirma kriterinden goriiliir. Bu

nedenle

lim j £(x)dx

F—>®

limiti vardir. O halde

e>0 | roo

lim (lim | f(x)de (3.3.6)
7
degeri vardir ve bu eger, Cauchy Esas Degerinin tanimi geregi,
PV. T £(x)dx
dir. Dolayistyla (3.3.2),(3.3.3),(3.3.4),(3.3.5) ve (3.3.6)’dan
PV [ f(x)d=27iY Rez(£(2).z,)+ miY Rez( £ (2),x,)
2, ; =

elde edilir.
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sin x 7Z'

(i) PV. j

Sonug 3.3.1: () PV. [
S X
dir.

Ornek 3.3.1; P.V.J- ¢
X

iz

Teorem 3.3.1 geregi, f (z): nin sadece z =0’da bir basit kutup yeri

z

vardir. Buradaki rezidi ise,

iz

Rez(f,z,)=lim(z-z,)f(z) = lin&z € -1
z2, z—> z
dir. Boylece Teorem 3.3.1 geregi,
© elx
PV.
I3
elde edilir.
Ornek 3.3.2: PV. jsmx :g oldugunu gosterelim.

sin x

Im (ei" ) =sinx ve f (x) = ¢ift fonksiyon oldugundan,

il

Py, T sin x

0

dx =—PV J-smx _

A
2 2

X

elde edilir.

3.4. Cok Degerli Fonksiyonlarin integralleri

Cok degerli fonksiyonlarin integrallerini hesaplarken fonksiyonun sadece bir
dalina uygun bir egri se¢gmek gerekir. Bu tip integrallerin nasil hesaplanacagini bir

ornekle gosterelim.
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dx

xvx? =1

Ornek 3.4.1: J- integralinin degerinin, % oldugunu gosterelim.
1

¥
1
¥
g £
1 1 -
r
e,
Sekil 3.4.1

Vz> =1 i¢in uygun bir bolgenin, C’den x>1 ve x<-1 dogrular

cikarildiginda elde edilen bolge olarak alinabilir oldugunu biliyoruz. y, Sekil 3.4.1

deki egri olsun. Bu durumda , C’den x>1 ve x<-1 yarim dogrular

1
zaz? =1

cikarilarak elde edilen bolgede, z = 0 daki basit kutup yeri hari¢ analitiktir.

Cauchy Rezidii Teoremi geregince,

dz 1
————=27iRez| ———, 0 |=27x 34.1)
'[lezz—l [Z\/ZZ—I ]
dir. Diger yandan
dz
lim | ——=0 3.4.2)
0 ;[ Nz -1
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oldugu goriilmektedir. Ciinkii modiilii biiyiik z ’ler igin,

1 <M

zAz” —1 - |z|2
dir. Ayrica
lim

J’Lzo
-0 ;. z /Z2_1

oldugu goriiliir. Ciinkii bu ¢gember iizerinde,

<X _ ek, (k sabit)
&

NE

J- 1
; ozz -1

dir. ¢ ve r sabit oldugunda, yatay dogrular lizerindeki integral ise,

, dx

11[5 xvx® =1

degerine yaklasir. Boylece (3.4.1), (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4)’den

4

oldugu goriiliir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde 6nce analitik(holomorf) fonksiyonlarin bazi temel 6zellikleri verildi.
Daha sonra teknik ve miihendislikte 6nemli uygulamalara sahip rezidii kavrami ve
rezidlii hesaplama metodlar1 incelendi. Rezidiiniin bir uygulamasi olan belli tipten
reel genellestirilmis integrallerin rezidii yardimiyla hesaplanmasi tez icinde ele
alindi. Son olarak bazi genellestirilmis integrallerin klasik ve Cauchy esas degeri
karsilastirmali olarak incelenmis ve cok degerli fonksiyonlar i¢in rezidii hesabi

orneklerle ortaya konmustur.
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