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OZET

ANALITIK FONKSIYONLAR TEORISINDE
HILBERT SINIR DEGER PROBLEMI VE UYGULAMALARI
YILMAZ, Semih
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Prof. Dr. Kerim KOCA

Haziran 2006, 104 sayfa

Bu calismada o©nce analitik fonksiyonlar sinifinda 6nemli sinir deger
problemleri arasinda bulunan Hilbert Sinir-Deger Problemi tanimlanmistir. Daha
sonra bu problemin simetrik fonksiyonlar yardimiyla ¢oziimii verilmistir. En son
olarak Hilbert ¢ekirdekli tam lineer singiiler integral denklemlerin, bu problemden

faydalanilarak yapilan ¢dziimleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hilbert Sinir Deger Problemi, Riemann Hilbert Simir Deger

Problemi.



ABSTRACT

HILBERT BOUNDARY VALUE PROBLEM AND APPLICATIONS

IN THEORY OF HOLOMORF FUNCTIONS

YILMAZ, Semih
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kerim KOCA

June 2006, 104 Pages

In this study, firstly we defined Hilbert Boundary Value Problems which is
important boundary value problems in holomorf functions class. Then we solved this
problems using symmetric functions. Finally, the solutions of the complete linear

singular integral equations with Hilbert kernel is analyzed by means of this problem.

Key Words: Hilbert Boundary Value Problem, Riemann Hilbert Boundary Value

Problem.
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1. GiRiS

Diferensiyel denklemler i¢in sinir-deger problemleri uygulamali matematik,

mithendislik ve fizikte kullanim alani olan temel bir konudur.

Bilindigi gibi bir bolge i¢inde (sinir hari¢) bir diferensiyel denklemi saglayan
ve bolgenin sinirt iizerinde siirekli (problemin 6zelligine gore Holder siirekli) olan
¢Oziimiin bulunmasi ya da ¢oziimiin varlik ve tekliginin aragtirilmasi problemine
Dirichlet sinir-deger problemi denir. Bu tiir problemlerin ¢6ziimiiniin varlik ve
tekliginin arastirilmasinda uygun kosullar altinda Banach ve Schauder Sabit Nokta
Prensipleri kullanilir. Bolgenin sinir1 iizerindeki donme sayisi olan indis kavramina
ihtiyac duyulmaz. Ancak bu tezin temel konusu olan Riemann ve Riemann-Hilbert
simir-deger problemlerinin c¢oziimlerinde indis kavrami 6nem kazanir ve indisin
pozitif, negatif tam sayilar veya sifir olmasina gore ayni problemin ¢oziimiiniin
varhigr ve tekligi degisir. Holder-siireklilik ancak bu tiir problemlerde Onem

kazanmaktadir.

L basit kapal1 diizgiin bir egri; ®(z), L nin disinda her yerde analitik; g(t) ve
G(t) L tizerinde verilmis Holder siirekli fonksiyonlar olmak iizere
D7 (1) =G(t)P (r) (homojen hal)
D" (1) =G()P (¢)+ g(r) (homojen olmayan hal)
ozelligini saglayan ®(z) analitik fonksiyonunun bulunmasi problemine Riemann
Problemi denir. Burada ®*(r) ve & (r) fonksiyonlar1 D*, D bdlgesinin ig

kismi, D~ dis kismi olmak iizere



& (1) = lim B(2) (= lim &(2)

zeD*

(1) = lim ®(2) (= lim & ()

zeD”

seklinde belirlenen fonksiyonlardir.

a(s),b(s),c(s) reel fonksiyonlar1 ayni L egrisi iizerinde tanimlanmisg Holder —
siirekli fonksiyonlar olmak iizere D" da analitik ve L iizerinde
a(Hu(s)+b(s)v(s)=c(s), 0<s<1
bagmtisin1 saglayan f =wu+iv analitik fonksiyonunun bulunmasi problemine ise

Hilbert Sinir-Deger Problemi denir.

Bu tiir problemlerdeki sinir verileri, genellikle uygulamalardan direkt olarak

ortaya cikan sinir kosullaridir.

1.1. Kaynaklarin Kullanimi:

Oncelikle [5] ve [6] nolu kaynaklardan analitik fonksiyonlarin temel
ozellikleri 6grenilmistir. Daha sonra [1] ve [2] nolu kaynaklardan cesitli sinir-deger
problemleri karsilagtirmali olarak ele alinmistir ve tezde [1] nolu kaynak temel
kaynak olarak kullanilmistir. [3] nolu kaynaktan problemlerin incelenmesi sirasinda

-----

nolu kaynaktan ise integral denklem sistemleri hakkinda bilgi edinilmistir.



1.2. Calismanin Amaci:

Sinir-deger problemleri uygulamalarda cok ilgi ceken aktiiel bir konudur.
Genellikle denklemleri ¢6zmeden ¢oziimiin varlik ve tekligi hakkinda teoriler
gelistirilmistir. Ayrica denklemlerin formu degistik¢ce sinir kosullarinin yaninda bazi
ek kosullar ortaya c¢ikmaktadir. Ancak en zayif kosullar altinda problemi ¢6zmek

temel amactir.

Bilindigi gibi bu tiir problemler diizgiin egriler iizerinde incelenmektedir.
Egrinin diizgiin olmamas1 halinde benzer sonuclarin nasil elde edilecegi ilgi cekici

bir problemdir.

Bu tezin temel amaci Hilbert ve Riemann-Hilbert Sinir Deger problemlerinin
temel oOzelliklerini analitik fonksiyonlar icin incelemektir. Bu 6zelliklerden
yararlanarak yeni sonuglar ortaya koymak igin bu tez iyi bir temel kaynak

olusturmaktadir.



2. MATERYAL ve YONTEM

2.1. Kompleks Diizlemde Egri Ve Bolge

Tamm 2.1.1: C={z=x+iy:x, ye R} kompleks diizleminde (x,y) dik koordinat

sistemi verilsin.
a) [a,b] =R olmak iizere siirekli bir ¢:[a,b] > C , @(t)=x(1)+iy(r)
fonksiyonuna C diizleminde bir egri denir. Burada ¢(a), ¢(b) noktalarina sirasiyla

egrinin baslangic ve bitim noktalar: denir.
b) Bir ¢ egrisi verildiginde ¢(a)=¢@(b) ise, @ ye kapali egri denir.

c) Bir ¢ egrisi verildiginde her t€ [a,b] icin ¢ (1) =x"(r)+iy’(¢) tiirevi (1 =a
icin go'((f) sag ve t=b igin go'(b") sol tiirevleri) var ve siirekli ise ¢
diferensiyellenebilir bir egridir denir.

d) @ diferensiyellenebilir bir egri olsun. Eger Vte [a,b] icin @'(r)#0 (veya
Vie[a,b] igin ()c'(t))2 +(y'(t))2 >0)ise @ ye diizgiin egri denir.

e) Bir @ egrisi sadece 1, =t, i¢in @(1,)=(t,) oluyorsa @ ye basit egri denir.
Tanimindan goriiliiyor ki basit egri kendisini kesmeyen egridir. Basit egrilere Jordan
egrileri de denir, @ basit bir egri ve ¢(a)=@(b) ise ¢ ye kapali basit egri (Kapali
Jordan egri) ad1 verilir.

Ni) Bir ¢:[a,b]>C,0(t)=x(1)+iy(t),1€[a,b] egrisi verilsin. Eger, egri
izerindeki noktalar (p(a) dan baslamak {iizere ¢ nin artisina karsilik gelis sirasina

gore taranirsa, @ iizerinde pozitif yonde doniilmiis olur. Eger, ¢ kapali egri ise bu



egri iizerinde hareket ettigimiz zaman ¢ egrisinin sinirladigi smirli bolge solda

(sagda) kaliyorsa @ egrisi pozitif (negatif) yonliidiir denir.
7, C noktast ve &>0 sayist verilsin. U,(z,)={ze C:[z—z]|<&}

kiimesine z, in & -komsulugu, U ¢(z,)=U, (zo)\{zo} kiimesine de z,1n delinmis

& - komsulugu denir.

Tamm 2.1.2: Bir D < C kiimesi verildiginde Vze D igin |¢| <R olacak sekilde bir

R >0 sayisi varsa, D ye simrli kiime denir.

Z,€ D noktas1 verildiginde , U ¢(z,) € D olacak sekilde bir £>0 sayisi

varsa z, noktasina D nin i¢ noktasi denir.

z,€ D noktasinin U, (z,)uD =@ olacak sekilde bir komsulugu varsa z,

noktasma D nin dis noktasi denir.

z,€ D (ne N) olmak iizere yakinsak her (z,) dizisinin limiti D nin bir limit

noktasr adim alir.

D kiimesine ait noktalar sadece i¢ noktalar ise D ye acik kiime, D kiimesi

limit noktalarinin hepsini iceriyorsa D ye kapali kiime ad1 verilir.

a) Bir DcC kiimesinin i¢indeki her P noktasimi her Qe D noktasina,
kiimenin disina tagsmayan bir ¢izgiyle birlestirme olanagi varsa, D ye irtibatl (veya
bagimli) kiime denir. Irtibatli bir kiime icindeki P noktasin1 Q noktasina birlestiren
biitiin ¢izgiler siirekli kaydirmalarla, kiimenin disina tagmadan st {ste

getirilebiliyorsa ve bu 6zellik her (P,Q) nokta cifti i¢in varsa, sdz konusu kiime



basit irtibatli (basit bagunli) kiime adim alir.

b)  Acgik veirtibatli D c C kiimesine bir bolge, acik ve basit irtibath D < C

kiimesine de basit irtibatli bolge ad verilir.

¢ ,C kompleks diizleminde herhangi bir kapali Jordan egrisi olsun. Jordan
teoremi geregince, bu egri C kompleks diizlemini, z = noktasini icermeyen i¢ D*
ve z=oo noktasim iceren dis D~ bolgeleri olmak iizere ikiye boler. Buna gore
C=D"u@uD dir. Biz ¢ iizerindeki yoniin (aksi soylenmedikge), her zaman D*
bolgesini sol tarafta birakacak bicimde, yani ¢ iizerindeki pozitif yonii, sececegiz. ¢
lizerinde pozitif yoniin secildigini a¢ik¢a belirtmek istedigimizde @ yi ¢" seklinde

yazacagiz.

2.2. Holder Kosulunu Saglayan Fonksiyonlar Simfi
Tamm 2.2.1: C kompleks diizleminde herhangi bir kapali ¢ Jordan egrisi ve
A:¢ — C fonksiyonu verilsin. Eger, herhangi 7,,z, € ¢ i¢in

()= A(t,)| < K|, 1| 2.1)
esitsizligini saglayacak sekilde K >0 ve 0 <a <1 sayilar varsa, /l(t) fonksiyonunu
@ iizerinde K sabiti ve « {ssi ile Holder kosulunu saglar diyecek ve bunu

Ae KH, (@) (yada A€ H,(@)) seklinde gosterecegiz.
Uyari(1):  C(@),@ lizerinde siirekli biitin fonksiyonlar kiimesi olsun.
H,(9)c C(@) oldugu agiktrr.

Uyari(2): a>1 halinde (2.1) bagintisi, apacik bir bicimde i(t) nin ¢ iizerinde



tiirevlenebilir ve A’(z)=0 (yani ¢ iizerinde A()=sabit) oldugunu gosterir. > 1
ise H,(@)smfi ¢ iizerinde sabit fonksiyonlar kiimesidir. Buna gére her zaman

O<a <1 oldugunu varsayacagiz. & =1 hali, 6zel olarak Lipschitz kosulu olarak da

isimlendirilmektedir.

Tamm 2.2.2: 1:9—C n. mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon olsun (ne N).

Eger A" (t)e H, (@) ise, A(t) fonksiyonu ¢ iizerinde H!" (¢) smifindandir

diyecegiz (H{" (¢)=H,(p)).

Holder sinifindan olan fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim. ¢ nin C
de herhangi bir Jordan egrisi oldugunu varsayalim.

1. Ozellik: Eger 0< f<a<1ise H,(9)c H,(p) dir.

2. Ozellik: Eger A:9—>C,y:9—>C ve AeH,(9p).weH, () ise
(A2y)()=A(0) 2y (1) . (Ap)(t)=A(r)w (1) . herte gicin y(r)#0
oldugunda (A/y)(t)=A(t)/y(r) fonksiyonlart & =min(e,,a,)olmak iizere
H, (@) smifindandr.

3. Ozellik: t = t(s), se|a,f] fonksiyonu H, ([e, B]) smifindan, 0< <1
ved: t([a, ,B]) — C fonksiyonu t([a, ,[)’]) tizerinde H,,0< B <1 sinifindansa,
0: ([0{,/3]) —C, Q(s)= l(t(s)) ,s€|a, p] bilesik fonksiyonu [e, ] iizerinde
H , smifindandir.

4.0zellik: t ve t, noktalari @ egrisi iizerinde sirastyla degigsken ve sabit noktalar

olsunlar. A(t)=|r—1,|",0<a<1 fonksiyonu H,(¢) smifindandir.




Teorem 2.2.1: ¢, C iizerinde herhangi bir kapali Jordan egrisi olsun. H,(¢)
vektor uzayr A€ H, (@) igin; ||/1||C(¢) :max{|/1(t)|:te ¢} ve
H(/La):Sup{|/1(tl)—/1(t2)||tl—t2|7a: tt, € (p} olmak iizere

141, =14 oo TH (A,&) normuna gore bir Banach uzayidir.

2.3. Analitik Fonksiyonlar

Tamm 2.3.1: Bir Bc C bolgesinde tanimli f:B — C fonksiyonu bu bolge
lizerinde siirekli bir tiireve sahip (yani f’(z)e C(B)) ise, bu fonksiyon s6z konusu
bolge iizerinde analitiktir(regiilerdir) denir. B c C bolgesi iizerinde analitik biitiin
fonksiyonlar kiimesini A(B) ile gosterecegiz.

Tamm 2.3.2: Bir f:C— C fonksiyonu z,€ C noktasimn bir U,(z,) komsu-

lugunda tammli olsun. Eger, f(z) fonksiyonu z, noktasinin herhangi bir

oo

Us(z,).6<& komsulugunda diizgiin yakmsak bir f(z)=>c,(z—z,)" serisi

n=0
seklinde gosterilebiliyorsa, f(z) fonksiyonuna z, noktasinda analitik bir fonksiyon

denir. Kompleks diizlemin her bir noktasinda analitik fonksiyona tam fonksiyon
denir. ileride B nin C de bir bolge oldugunu varsayacagiz.

Teorem 2.3.1: f:B— C fonksiyonunun z,€ B noktasinda analitik olmasi, onun
z, noktasinda diferansiyellenebilir olmasidir.
Uyari: Bir f:B— C fonksiyonunun z,€ B noktasinda analitik olmasi i¢in onun

Z, noktasinda diferansiyellenebilir olmasi yeterli degildir.



Tamm 2.3.3: Bir f:C — C fonksiyonu, z, = noktasinin bir

U,()={ze C:|¢|>£}(£>0) komsulugunda tammli olsun. Eger, f(z)

oo

fonksiyonu U (e0) cU, (e0), 8> ¢ komsulugunda yakmmsak f(z)=> ¢,z

n
n=0

serisi seklinde gosterilebiliyorsa, f(z) fonksiyonu z,=co noktasinda analitiktir

denir.

Teorem 2.3.2: Bir f:C — C fonksiyonunun z, = noktasinda analitik olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul ¢(&)=f(1/£) fonksiyonunun & =0 noktasinda analitik

olmasidir.

Bir kompleks fonksiyonun analitikligi i¢in yeterli kosullar veren asagidaki ii¢
teoremi verelim.

Teorem 2.3.3 (Morera Teoremi): f:C — C fonksiyonu basit irtibatli bir Bc C

bolgesinde tamimli ve B iizerinde siirekli olsun. Eger, f(z) fonksiyonunun B

bolgesinin i¢inde kalan her kapali Jordan egrisi iizerinde integrali sifirsa, f(z), B

tizerinde analitiktir.

Teorem 2.3.4 (Weierstrass Teoremi): f,(z) , ne N fonksiyonlart bir BcC

bolgesinde analitik ve z f,(z) serisi B icinde kalan her kapali bolge iizerinde

n=l1
oo

diizgiin yakinsaksa, f(z)=)_f,(z) tammyla f(z), B iizerinde analitiktir.

n=1
Teorem 2.3.5 (Cauchy-Riemann Teoremi): f:B — C fonksiyonunun B iizerinde

analitik olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul, bu fonksiyonun reel u ve sanal v

du du oJv ov

kisimlarinin bu bélge iizerinde birinci dereceden siirekli, —,—,— ve —
ox dy dx  dy



kismi tiirevlerine sahip olmasi ve bu tiirevlerin Cauchy - Riemann diferensiyel

denklemler sistemi ad1 verilen:

du v v u . e
—=— , —=-——sistemini saglamasidur.
ox dy ox  dy

Analitik fonksiyonlarin baz1 6zelliklerini verelim:
1. Bir noktada analitik fonksiyon bu noktanin belirli bir komsulugunun her bir

noktasinda analitiktir.

2. fe A(B) ve ge A(B) ise
a) Va,BeCicin af (z)+pg(z)e A(B) dir

b) feA(B) , ge A(B) ve Vze Bigin g(z) #0 ise

f(z)g(z),f(z) A(B) dir.
g(z)
3. P(z)=a,2"+a, 7" +...4+az+aq,

(a,.4,,...,a, € C sabit katsayilar ve ze C) polinomu bir tam fonksiyondur.

4. Iki analitik fonksiyonun bileskesi de analitik bir fonksiyondur.
5. Analitik fonksiyon her mertebeden diferensiyellenebilirdir.
6. Basit irtibath bolge iizerinde analitik fonksiyonun ilkel fonksiyonu ve tiirevi

de analitiktir.

7. U, (z,) lizerinde analitik f (z) fonksiyonu U, (z,) iizerinde yakinsak

o o £(n)
r=Sh@=3 0 ) () =)

n=0 n=0
Taylor serisinin toplami seklinde gosterilebilir.

8. Bir z, #c0 noktasinin bu noktada analitik f fonksiyonunun m. dereceden

sifiri olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul h(z), z=gz, noktasinda analitik ve

10



h(z,)#0 olmak iizere f(z)=(z—2z,)" h(z) seklinde yazilabilmesidir.

9. Eger z,#o noktasi, bu noktada analitik bir f fonksiyonunun m.

mertebeden sifinn ise, z, noktasi F (z)=[ f (z)]p (peN) fonksiyonunun mp.

dereceden sifiridir.

10.  f(z) fonksiyonu z, noktasmn bir U ¢(z,) komsulugunda analitik, fakat
bizzat z =z, noktasinda analitik degil ise, bu noktaya f(z) fonksiyonunun izole

singiiler (ayrik tekil) noktast ad1 verilir.

11.  Eger z=z, noktasi komsulugunda f nin Laurent serisi a_, #0 (ne N)

a a
olmak iizere f(z)=—=2—+——2t

(z=2) (s=2)"

seklinde ise, z=z, noktast f(z) nin n. mertebeden bir kutbudur denir. Bu halde

(z—z,)" f(z) fonksiyonu artik z =z, noktasi komsulugunda analitiktir.

12. Eger C de tanimli bir fonksiyonun, C nin her sonlu bolgesindeki singiiler

noktalar yalmizca kutuplardan olusuyorsa, bu fonksiyon meromorfiktir denir.

Teorem 2.3.6 (Liouville Teoremi): f :C — C fonksiyonu g, =, q,€C
(k € {1,...,n}) kutup noktalar1 hari¢ C iizerinde analitik bir fonksiyon ve f nin bu
kutup noktalar komsulugunda Laurent serisinin esas kismi sirastyla:
Z=a, igin:
Gy(z)=clz+c 2" +...4c, 2™

Z=aqa, 1¢1m:

k k k
Gk(z 1 jz C + C, +...+L (ke{l,...,l’l})
a

11



olsun. O halde f(z) fonksiyonu:

F@=esa (36—

k=1 =4
seklinde yazilabilir.

Sonug 2.3.1: Bir f:C — C fonksiyonu biitiin diizlemde sinirli ve sonlu her bolgede

analitik ise, bir sabitten ibarettir. Ustelik f (o) =0 ise C iizerinde f(z)=0 dir.

Sonug¢ 2.3.2: Bir f:C — C fonksiyonu C iizerinde analitik ve z=co noktast bu

fonksiyonun m. mertebeden kutup noktast ise, f (z) m. dereceden bir polinomdur:
f(2)=c,+cz+...4¢,z"

Tamm 2.3.4 (Analitik Devam Prensibi): B, c C ve B, c C bolgelerinin arakesiti

diizgiin bir A egrisi olsun. B, de analitik olan bir f,(z) fonksiyonu ve B, de

analitik olan bir f, (z) fonksiyonu verilmis olsun. Eger her 7€ A i¢in

fi(e)=lim f(z) ve f,(t) =lim f (z)

z—t 7t
Z€B, z€B,

limitleri A iizerinde siirekli ve esit ise f,(z) fonksiyonu f,(z) fonksiyonunun (ya

da f,(z) fonksiyonu f,(z) fonksiyonunun) A iizerinden B,ye (B,e) analitik

devanmudir denir.

2.4. indis Ve Onun Baz1 Ozellikleri

A, C de kapal diizgiin Jordan egrisi ve G:4—C, A iizerinde siirekli bir

fonksiyon ve Vie 4 i¢in G(¢)#0 olsun.

Tamm 2.4.1:  noktast A iizerinde pozitif yonde bir tam doniis yaptginda G (¢) nin

12



argiimentinin aldigi artmin 27 ye bolimii G(¢) nin A ya gore indisi olarak

adlandirilir ve IndG ile gosterilir:

~ 1
IndG =— G (t)nin A itizerindeki art
n y. [arg G(#) nin A iizerindeki artimi |

[arg G(¢)'nin A iizerindeki artimi ] ifadesi  yerine, [G (t)]z notasyonunu
kullanacagiz. lnG(t):1n|G(t)|+i argG(t) oldugundan ve A iizerinde pozitif
yonde bir tam doéniis yapildiginda |G(t)| fonksiyonu kendi baslangi¢ degerine

dondiigiinden I:lnG(t)l1 = il:argG(t)L, dolayisiyla
. 1 1
IndG = E[arg G (t):l/1 = %[ln G (t):|/1 dur.

G, A iizerinde siirekli oldugundan bu egrinin G(A) goriintiisiinde kapali bir
egri ve A lizerinde pozitif yonde bir tam doniis yapildiginda G(¢)nin argiiment

arttmi 277 nin bir kat1 olacagindan /ndG , ya sifirdir ya da (pozitif veya negatif) bir

tam sayidir.

Indisin baz1 6zelliklerini verelim. Burada, 4 min C diizleminde kapali ve

diizgiin bir Jordan egrisi, D* ve D~ nin de sirasiyla A ile sinirh i¢ ve dig bolgeler

oldugunu diisiinecegiz.

1. G : A — C fonksiyonu A iizerinde diferensiyellenebilir ve D" da analitik ve

D" U lizerinde siirekli veya D~ de analitik ve D™ U A iizerinde siirekli olan bir

fonksiyonun A iizerindeki limit degeri ise,

13



2. G, ve G, fonksiyonlar1 A iizerinde siirekli ve sifirdan farkli degerler alan

fonksi- yonlar ise,

Ind (G,.G,) = IndG, + IndG,
Ind (G, /G, )= IndG, — IndG,

elde edilir.

3. Sifirlar kathiliklar: kadar farkl diisiindtigiimiizde;

a) D" daanalitik ve D* U A iizerinde siirekli olan bir G* (z) fonksiyonunun D*

daki sifirlarinin sayis1 n ise IndG = n dir.

b) D~ de analitik ve D™ U A iizerinde siirekli olan bir G™(z) fonksiyonunun D~

deki sifirlarinin sayis1 n ise, IndG =—n dir.
¢) G*, D' daanalitik ve D" U A iizerinde siirekli, G~ , D~ de analitik ve D™ U A

tizerinde siirekli fonksiyonlar olsun; G nin D* da n, tane, G- nin D~ de n_ tane
sifirt bulundugunda Ind (G+ / G’) =n,+n_>0. Buradan Ind (G+ / G’) =0 olmasi
icin n, =n_=0 olmas1 gerekir.

d) G(z) nin D" daki singiilerlikleri sadece p-tane kutup noktasindan ibaret olsun
(Kutuplar katliliklar1 kadar farkli diisiiniiliiyor).  Bu halde, /ndG=n-p dir.
Buradaki n, G(z) nin D" daki sifirlarinin sayisidir.

Ornek 2.4.1: G(t)=1" fonksiyonunun orijini iceren herhangi A kapali ve diizgiin

Jordan egrisine gore indislerini hesaplayalim.
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I.Yol: " fonksiyonu D" da analitik ve n kath yalmz z =0da sifira sahip z"
fonksiyonunun A iizerinde limit degeri oldugundan Ind¢" =n dir.

II.Yol: arg ¢" =n ¢ olacagindan

Inds" = L[arg "], = L 2Tn=n bulunur.
27 27

2.5. Simetrik Fonksiyonlar
Lz{ze (C:|z|:1}, D* ={Z€ (C:|z|<1} ve D~ :{ze (C:|z| >1} olsun.

Tamm 2.5.1: D" da tanimh bir f fonksiyonu i¢in, D~ de tanimh
1
f(2)=f (%j 2.2)

fonksiyonuna f nin simetrik fonksiyonu denir. z ve —, L birim ¢cemberine gore
Z

simetrik olan kompleks say1 ¢ifti oldugundan, simetrik noktalardaki f(z) ve f.(z)

kompleks sayilart birbirinin eslenigidir. Burada, f, ()= f(0) dir. Eger

f(2)=1(3)

ozelligi varsa bu durumda
—=(1
f(2)=f H (2.3)

yazilabilir. Benzer sekilde, eger f fonksiyonu D~ de tanimli olsaydi bu durumda
(2.2) ile belirlenen simetrik f, fonksiyonu D™ da tanimli olarak olusturulacaktir.

Ayrica,
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dir, yani, f fonksiyonunun, L ye gore simetrik fonksiyonunun, simetrik fonksiyonu
f ye esittir. Ustelik eger f, D* U D™ de tanimli ise bu durumda f. da ayni1 bolgede

tanimlidir.

Eger f, D" da analitik ise bu durumda f,, D~ de analitiktir. Cinkii z # oo

icin

21021+

esitligi vardir. Burada f. fonksiyonu z=o0 da kaldirlabilir singiilerlige sahiptir.
Karsit olarak, f, D~ de (z=oc dahil) analitik ise bu durumda f,, D" da analitiktir.
Eger f, z=0 da singiilerlige sahip ise bu durumda f, da z=oc0 da singiilerlige

sahiptir. Genel olarak, eger f nin D" daki Laurent serisi

f(2)=Y ez zeD’

n=—oo

ise bu durumda f. in, D de

f(z)= Z az" ,ze D"

seklinde Laurent serisi vardir.

Eger f, D"dan L ye siirekli olarak genisletilebilirse bu durumda f.(z) de

D™ den L ye genisler, s :é oldugundan(se L)
5

f;<s>=F(§j=f+<s)

dir. Dolayisiyla, eger f, D" da analitik ve D" U L iizerinde siirekli ise bu durumda
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d(z)= (2.4)

{f(z), ze D’

f.(z), zeD”
L sicrama egrili pargali analitik bir fonksiyondur ve CID(oo) sonludur.  Ayrica, L

tizerindeki sinir degerleri

O (s)=D" (s) (2.5)
denklemini saglar.

Simetrik fonksiyon kavrami, herhangi bir cembere veya dogruya gore, benzer

sekilde genisletilebilir. Ornegin; eger f, C* iist yari-diizleminde tanimli ise bu

durumda bunun reel eksene gore simetrik fonksiyonu, C alt yari-diizleminde

£(2)=1(2)

olur ve f(z) ile gosterilir.

2.6. Metrik Ve Integral Kavram, Cauchy Tipli integraller
Tanim 2.6.1: Bos olmayan bir X kiimesi ve bir
d:XxX >R, ,(xy)>d(xy) doniigiimii verilsin. Eger bu d doniisiimii
Vx,y,z€ X igin
(i) dxy)=0ex=y
(i) d(x.y)=d(y.x)
(ili) d(x,y)<d(x,z)+d(zy)
ozelliklerini sagliyorsa, X iizerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adim alir. Bu

durumda (X ,d) ikilisine bir metrik uzay denir.
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u,ve Cla,b] icin d.(u,v)= max{ |u(t)—v(t)|:te [a,b]}
seklinde tanimlanan d, :C [a,b]xC [a,b] — R, doniisimi C [a,b] tizerinde bir

metriktir.

H |a,b](0 < @ <1) kiimesi verilsin. ue H [a,b) icin

H(u,a)= sup{ () —u (2| — 1] 2111, € [a.b] }
olsun.
u,ve Ha[a,b] icin d(u,v)=d_(u,v)+H(u—-v,a) seklinde tanimlanan
d:H,[a,b]xH,[a,b] >R, doniisiminin H[a,b] izerinde bir metrik oldugu

gosterilebilir (Muskhelishvili, 1968).

Tanim 2.6.2: (X,d) bir metrik uzay olmak iizere f:N — X fonksiyonuna
X iizerinde bir dizi ad1 verilir ve f{n) = x, ile gosterilir.

Tanmm 2.6.3: (X,d)bir metrik uzay ve X in icinde bir dizi (xn) olsun. Ve >0
igin m,n>n, oldugunda d(x,,x,)<é& olacak sekilde £'na bagh bir n,e N
sayi1s1 varsa (x”) dizisine X 'in i¢inde bir Cauchy dizisi ad1 verilir.

Tamm 2.6.4: Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X icinde bir
limite sahipse, bu (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay adi verilir. Ornegin,
(C [a.b].d. ) metrik uzay1 tamdir.

Lemma 2.6.1: (H » [a,b],d) metrik uzay1 tamdir.

Ispat: Ha[a,b] icinde bir Cauchy dizisi ( fn) olsun. Budurumda Vé& >0 igin
dn,e N oOyle ki n=n, , m=n, esitsizliklerini saglayan Vn,me N sayilar igin

d(f,.f,)=d_(f,.f,)+H(f,— f,;a)<e olur. O halde Vam>n, icin
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d, (fn,fm)< & olur. (C[a,b],dm) uzay1 tam oldugundan limdw(fn,fo)zo olacak

n—o0

sekilde en az bir f, € C[a,b] eleman: vardir.

Simdi fe Ha[a,b] oldugunu gosterelim. (fn) dizisi Ha[a,b] i¢inde bir
Cauchy dizisi oldugundan smirhdir, yani IM >0 sayist vardir ki,

d(fn,H)S M ,n=12,.. dir. O zaman Vt.,t,€ [a,b] noktalar1 ve Vne N i¢in

fn(t1)_fn(t2)| S]‘/I‘|t1 _t2|a

oldugu elde edilir. Bu esitsizlikte n — o iken limite gecildiginde

1£,)- £, () <Mt -1,
oldugu ve dolayisiyla f,e Ha[a,b] elde edilir. Simdi, ’lli_)rgd(fn,fo)z 0 oldugunu
gorelim. Vi1, € [a,b] noktalar1 ve Vn,m=n, sayilan i¢cin H ( [, fm;a)<.9

veya

fn (tl)_fm (tl )_[f;l (tZ)_f;n (tl ):| ‘ < €.|t1 _t2|a
yazilabilir. Bu esitsizlikte sabit n>n, i¢cin m — o iken limite gecersek Vn=n,

sayis1ve Vi1, € [a,b] noktalart icin

fn (tl)_f() (tl)_[fn (tz)_fo(tl)] ‘ < €'|t1 _t2|a

elde edilir. Buradan,  sonug olarak limd( £ fo):O oldugu ve dolayisiyla

(H a [a,b], d) metrik uzayinimn tam oldugu goriiliir.

R iizerinde tanimlhi reel degerli ve ae (0,1] issii ile Holder kosulunu
saglayan biitiin 27 periyotlu fonksiyonlardan olusan kiime tam metrik uzaydir. Bu

uzaya kaynaklarda Holder uzay: denir ve ﬁa [O,Zﬂ] (veya kisaca H ) 1le gosterilir.
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Tanim 2.6.5: (X,d) ve (X,,d,) metrik uzaylar1 verilsin. Eger, X, c X ve
Va,be X, icin d,(a,b)=d(a,b) ise (X,.d,) e (X.,d) nin bir alt uzay: denir.

Lemma 2.6.2: H, (M ) kiimesi (C [a,b],dw) uzayinin tam alt uzayidir.

b 1/2
wve H,(M) igin dz(u,v):U|u(t)—v(t)|2dtJ

seklinde tanimlanan d,:H, (M )xH,(M)— R, doniisiimiiniin bir metrik oldugu
aciktir.

Lemma 2.6.3: (H,(M).d,) metrik uzay1 tamdir.

(fn) , (Ha(M),d2) icinde bir Cauchy dizisi olsun. Lemma 2.6.2 ye gore

limd,(f,, f,)=limd_(f,, f,)=0  olacak sekilde bir f,e H,(M)

n—oo

fonksiyonu vardir. Buradan f e L, [a,b] ve limd, ( £ fo):O oldugu elde edilir.

Boylece (Ha (M) ,dz) metrik uzay1 tam metrik uzay olur.

Tanim 2.6.6:  f:[a,b] > R fonksiyonu verilsin. Diger taraftan, [a,b]

araligm a=t,<t, <..<t,, <t, =b ozelligini saglayan f,,f,...,t, noktalar
yardimiyla n tane [ti_,,t,.] alt araliga boélelim. O zaman, P :{to,tl,...,tn}
kiimesine [a,b] araliginin bir parcalanmas: denir.

At =t —t,_,, |P|=max{Ar, :k=1,....n}, 7, €71, ] (k=1,...n)

olmak tizere,

n

HLiHIBO Z f(z)Ar

k=1
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limiti  sonluysa, f  fonksiyonu [a,b] araliginda  Riemann  anlaminda

b
integrallenebilirdir denir ve bu limit, J.f(t)dt ile gosterilir.

a

Tanim 2.6.7: f:[a,b]—)R fonksiyonu bir ce (a,b) noktasinda sinirsiz ve
[a.c—g] ve [c+e,.b] (816(0,6—61),826 (O,b—c)) araliklar1 tizerinde

Riemann anlaminda integrallenebilir olsun. Bu durumda f nin [a,b] aralizinda

Riemann integrali

i f(x)dx=lim [j £ (x)dx + } f(x)de

£,—0,&, 0
ctéy

limiti olarak tanimlanir. Eger bu limit £ ve &, sayilar birbirinden bagimsiz olarak

sifira yaklastiginda mevcut ise integral yakinsaktir denir ve f fonksiyonunun bu

sekildeki Riemann integraline has olmayan integral adi verilir. Eger bu limit

b
yalnizca € =¢&, =& — 0 durumunda mevcut ise bu limite j f(x)dx integralinin

a

Cauchy esas degeri ad1 verilir ve

e.d.j. f(x)dx= £i£r(}(crf(x)dx + jf(x)dx}

ct+é€

seklinde gosterilir.

5

Ornek 2.6.1: Has olmayan J. dx

0

integralinin yakinsak olup olmadigini arastiralim

ve 1raksaklik durumunda, eger varsa, Cauchy esas degerini hesaplayalim.
Riemann Integrali tanimina gore,
5 2—E| 5
J~ dx — lim J' dx N J‘ dx
x=2 &a20 « x=2 x=2

0 £—-0
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son(x-2)[5,,,)

=£ig%(1n(2—x)
& -0

=lim(Ing, —~In2+In3-1In¢,)

£g-0

&0
—In2+ lim| In &
2 £g-0 82
yazabiliriz, &, ve &, sayilann birbirinden bagimsiz olarak sifira yaklastiginda

has olmayan integrali yoktur. Bu

lim0 (ln ﬂ} limiti mevcut olmadigindan I
P 2 0ot

£ -0

integralin Cauchy esas degerini bulalim.

0
2+¢€

5 2-¢ 5
!xcf;:}gi%“ x‘fcz+ [ xd_xz}:£iir(}(ln(2—x)|z‘g+ln(2—x)

2+¢€

=lim(In3-In2)= ln(%j

oldugundan
todx 3
ed[——=1n (—J
0 X—2 2
olur.
Benzer sekilde

t+a s—t
I cot——ds =0
2

t-a

e.d. Icot%ds =0 ve genel olarak Vre R ve Va>0icin e.d.

oldugu gosterilebilir.

xe H o [O, 27[] olmak iizere, Cauchy esas deger anlaminda taniml
1 %F s—t
Hx(t)=—— | x(s)cot——ds
(H=-- j (s)cot—

operatoriine Hilbert Doniigiimii ad verilir.
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Teorem 2.6.1: x(r), 2z periyotlu bir fonksiyon olmak iizere her 1,1, €[0,27]
igin |x(t1)—x(t2)|Sl|tl—t2|a

olacak sekilde, [ >0 sabiti ve 0 <@ <1 sayis1 varsa, bu takdirde

ve herhangi 1,1, € [0,27] igin

~ |tl

X ()= X (1,)| < L(@)1]t, -1,

1+2"+3* 7 4
T l-a 7o

esitsizlikleri saglanir. Burada  L(«&)= { + -

dir (Privalov, 1950; Hiiseynov,1980).

Teorem 2.6.2: Hilbert doniisiimii olarak tanimlanan H operatorii

H,[0,27](0<a<1) uzayinda simrli lineer bir operatordiir ve

D(a)=L(a)+%z-

olmak iizere, |H || < D((x) esitsizligi dogrudur (Gakhov, 1966; Muskhelishvili,1968).

Tanim 2.6.8: L, C kompleks diizleminde taniml diizgiin kapali bir egri olsun. D"
i¢ bolgeyi, D™ de egrinin digin1 gostersin.

Eger f(z) fonksiyonu D*da analitik ve onun kapanisinda (D+ UL)

siirekli ise, —
2miey

f(T)dr:{f(Z),ZE D"
T—2 0 , zeD”
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ve eger f (z) fonksiyonu D~ de analitik ve (D’ uL) de siirekli ise,

l.ff(f)dr:{f(“’), ze D'

wiyt—z |=f(e)+f() . ze D

seklinde gosterilen formiillere Cauchy Integralleri denir.
L kapali diizgiin bir egri, 7 noktanin kompleks koordinatt ve ¢(7):L—C ,

L egrisi lizerinde siirekli bir fonksiyon olmak iizere

c1>(z)=i, mdr , z¢ L (2.6)
Wiy T2

1
integraline Cauchy tipli integral, —— fonksiyonuna da bu integralin c¢ekirdegi
T—2
denir.

(2.6) ile verilen ®(z) fonksiyonu hem D" i¢ bolgesinde, hem de D~ dis

bolgesinde analitik (yani C diizleminde pargali analitik) bir fonksiyon olup

t
CI>(oo):0 dir. % fonksiyonu L iizerinde (yani ze L iken) z ye gore

analitik  olmadigindan  ®(z) fonksiyonunun re L  olmak iizere

ze D',z —>t ve ze D ,z—t iken limit degerlerinin varligi ve bu degerlerin

bulunmasi 6nem tagimaktadir. Bu limitleri sirastyla

(1) =lim®(z) (=lim®(2))

® ()= lime(s) (= ine(:)

zeD
seklinde gosterelim.

Tamm 2.6.9: P,(1)={re L:te Ld(z,t)=|r—1|<¢€} ve L (t)=L-P.(t)
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T T
olmak iizere, lim J. (/)( )dz' limitine (eger varsa) J.Mdf singiiler
£—>0" 10 T—t1 9 —t

integralinin Cauchy esas degeri denir, yani Cauchy esas degeri

j“’(f) dr=1lim | 20),,

T—t 0" L

olarak tanimlanir.

Sekil - 2.1
1 . e
—— fonksiyonuna Cauchy cekirdegi denir.
T—t
Teorem 2.6.3: L basit kapali diizgiin bir egri ve ¢:L— C fonksiyonu H, (L)

sinifindan olsun. Bu durumda (2.6) ile verilen CID(z) fonksiyonunun her te L

noktasinda ®" (¢)=limg(z) ve @ (r)=limg(z)

zeD* €D
limitleri vardir ve
e ] 1 ro(7)
O (t)=—0@(t)+— | ——=dr7
(1) 2¢() 2wy Tt
2.7)
& (1) =—L (1) +—— o0 .
2 2wy Tt

formiilleri dogrudur. Burada sag taraftaki integral Cauchy esas deger anlamindadir

(Gakhov, 1966;Muskhelishvili, 1968). (2.7) ifadelerini ilk olarak 1873 yilinda Rus
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matematik¢isi Sokhotski ¢ikarmistir. Bu nedenle bu denklemler Sokhotski Formiilleri
olarak adlandirilir.

Sonug 2.6.1: Teorem 2.6.3 iin hipotezi altinda Ve L ig¢in

(1) =2 (1) -2 (1)

1
i)

(:Ltt)dr: O (1)+D (1)

ifadeleri dogrudur.

Teorem 2.6.4: L basit kapali diizgiin bir egri ¢e H,(L)(0<a<1) olsun. Bu

durumda @(t):i_ mdz',teL olmak iizere @e H,(L) ve a=1 igin
Tz Tt
4

£>0 yeterince kiigiik bir sayr olmak iizere ¢e H,_,(L) dir (Gakhov, 1966;

Muskhelishvili, 1968; Huseynov and Muhtarov, 1980).

Sonug¢ 2.6.2: Teorem 2.6.4 iin hipotezleri saglandiinda (2.7) formiilleri yardimu ile

tanimlanan ®*(7) ve ® (¢) fonksiyonlar: i¢in 0<a <1 ise ®*,® e H, (L)
ve =1 igin ®*,® e H_,(L) dur.

f(z)=u(x,y)+iv(x,y) kapal, D={zeC: |2 < 1} dairesinde analitik
fonksiyon olsun. Diger taraftan s ve o yi L=0D :{ze C: |z| = 1} tizerinde birer
yay uzunluklari olarak tamimlayalim. f(z) fonksiyonunun L iizerindeki reel

kisminin limit degerini u(s) fonksiyonu olarak kabul edelim. Bu durumda f(z)

fonksiyonu

f(z)z—J‘u(O')ei 2 do+iv, (2.8)
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Schwartz formiilii bigiminde gosterilebilir (Gakhov, 1966; Muskhelishvili, 1978;

Bagkan, 1998). Bu formiilde z=0 alinip ortalama deger teoremi kullanildiginda
v(s)=Imf(z)|,_5p olmak iizere,

127[

A :v(0,0)=ﬂjv(a)d0

— * ifadesi Schwartz cekirdegi olarak adlandirilir.
e —Z

bagntisini elde ederiz. Burada

Schwartz c¢ekirdegi ile Cauchy cekirdegi arasinda basit bir bag vardir. Eger L birim

cemberinin bir noktasinin kompleks koordinati 7= ¢ olmak iizere

¢ +Zd0'=[—l+ 2 ]da:gﬂ—da

io io

e’ -z e’ -z iT—2
bagintisindan,
2r ic 2 2
Lju(a)? +ZdG=LJ. M(G)d'r—L u(o)do (2.9)
27 e’ -z 2y T-2 27

formiiliinii elde ederiz. Bu formiil Schwartz integrali ile Cauchy tipli integral arasinda
baginti kurmaktadir.

Tanmmm 2.6.10: (2.9) bagmntisinda ze D,z —>t= e’ icin limite gecgersek, (2.7)
Sokhotski formiillerini kullanarak

2u(o)
T—t

2z
u(s)+iv(s) = %2u(s) +2Lm_ j d’r—é ! u(o)do +iv,

L

buluruz. Bu esitlikten

io is

e

do+v,

is

1 2r
V)= j u(o)

e’ —e

elde edilir. Buradan
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1
— = =—cot
PR

olmasi nedeniyle, v(s) fonksiyonu
1 2
o—S
v(s) = T _([ M(O')COl‘TdO'-i- Vo
seklinde bulunur. Bu formiil analitik fonksiyonun imajiner (sanal) kisminin sir

degerini verir. —if (z)=v—iu fonksiyonundan, yukaridaki bagintiy1 da

kullanarak

fonksiyonunu elde ederiz. Bu iki simetrik formiile Hilbert doniisiim formiilleri,

o-s
cot — ifadesine de Hilbert cekirdegi ad1 verilir.

2.7. Operator Denklemlerin Yaklasik Coziim Yontemleri:

X ve Y herhangi normlu uzaylar, X, ve Y sirasiyla X ve Y nin herhangi alt
uzaylari olsun.
Kx=y, xeX,yeY (2.10)
denklemi ve bu denkleme uygun

Kx =y , xe€X, ,yeY (2.11)

n-n

denklemi verilmis olsun. Burada K: X —Y ve K, : X, — Y, lineer operatorlerdir.
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Her neN i¢in PY =Y, olacak sekilde P, :Y —Y lineer operatoriiniin var
oldugunu ve asagidaki sartlarin saglandigin1 varsayacagiz:
A Sarti:
X, ve Y sonlu boyutlu alt uzaylar ve Boy X, =BoyY, dir.
B Sarti:

P’=P , K, -siirekli bir operator, X, bir Banach uzay1 ve V&>0 ve her xe X

n n

icin (P Kx—K X n|| < € olacak sekilde x, € X elemani vardir.
I Vx, e X, igin ||Kxn —PKx | <e™|x,
ii. Vx,eX, igin ||Kxn -y, [ |x,
olacak sekilde y, € Y, elemani vardir. Burada & ve £” , x, € X, den
bagimsiz pozitif sayilardir.
iii. y, €Y, olmak iizere Kx" =y, denkleminin x’€ X ¢oziimii igin
on —x|< el xOH ,
| P kx" = P x| <€)
olacak sekilde x° € X, elemam vardir. Burada £ ve £ , x”dan

bagimsiz pozitif sayilardir.

Teorem 2.71: K:X —Y, K :X —Y , P:Y—Y lineer operatorler, ayrica

X cX Y cY

n n+l ? n n+l

(n=1,2,...) olsun. Her ne N i¢in (i) ve (i) kosullari

saglansin,

lime" =lim|[p,|&;” ve Vxe X icin lim|P,Kx—P,Kx,||=0

n—oo n
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olacak sekilde x € X, elemam var olsun. Ustelik eger, x (2.10) denkleminin
¢oziimii ve E, (x) = inf{”x* —an 1x, € Xn} olmak iizere

lﬂ”ﬂ”En(X*) =0, P’=P veyad” :||y—yn||, ’lli_rgé'(”) =0
kosullarindan biri saglandiginda n — oo igin x, =K'y, yaklagik ¢oziimleri x, kesin

¢Oziimiine yaklagir ve

[ =sl=0 (&”+[n]+£,c))

X =x|=0 (e +&m
n 1 2

)

k,

+[y -,
ifadeleri dogrudur.

Uyari: Lineer denklemler s6z konusu ise K, = P K oldugundan ve bu durumda (i)
kosulu, &™ =0 sabiti igin saglandigindan Teorem 2.7.1 in yardimiyla lineer

denklemlerin yaklagik ¢coziimii i¢in direkt yontemler incelenebilir.

2.8. Riemann Simir-Deger Problemleri

Bu kesimde, smir-deger problemlerinden biri olan Riemann sinir-deger
problemi ve cesitleri verilecek. Once, analitik fonksiyonlarm smir degerleri icin iki
temel sart verilerek en basit sinir-deger problemi olan sicrama problemini ele

alacagiz. Sonra, homojen problemin ¢oziimlerini, L nin bir tek kapali egri oldugu

basit durum ve L= Z L,(n>1) oldugu durumda inceleyecegiz. En sonunda,
j=1

homojen olmayan Riemann problemi, sonsuz egriler iizerinde Riemann problemi ve

normal olmayan tipten Riemann problemini inceleyecegiz.
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2.8.1. Analitik Fonksiyonlarin Simir-Degerlerinin incelenmesi:

L= ZL ; sonlu sayida, pozitif yonde yonlendirilmis, kesismeyen, diizgiin
j=l

kapali cevrelerin bir kiimesi olsun. L nin kompleks diizlemi D* ve D~

bolgelerine ayirdigini ve z =o€ D™ nin saglandigini kabul edelim,

Sekil 2.2

Her L; nin yonii (dolayistyla L nin yonii), her bir baglantili D™ pargasi L nin pozitif
(sol) tarafinda kalacak sekilde tanimlanir.

Aciktir ki, baglangicta sonsuzu D” icinde kabul edip yukaridaki gibi devam
edersek bu durumda D™ ve D" yer degistirir ve her bir L, ve buradan L aksi yonde
yonlendirilmis olur. L tizerinde siirekli bir f(¢) fonksiyonu verildiginde onun D da

analitik (D" nin her baglantili bileseninde analitik) bir fonksiyonun sinir-degeri olup

olmadigini nasil anlariz? Bu soru i¢in asagidaki iki teoremi verelim.

Teorem 2.8.1. f(t)e H(L) fonksiyonu verilsin. f nin D® daki analitik bir
F(z) (cc€ D"iseF(e0)=0) fonksiyonunun sinir-degeri olmasi igin gerek ve yeter

sart

—[L2ar=0 , zeD (2.12)
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olmasidir.
Ispat: Eger cce D™ ve f(t)=F"(t) , D* daki analitik bir F(o) fonksiyonunun

F(o)

sinir-degeri ise bu durumda ze D™ igin ——— D" da analitik ve L iizerinde siirekli
o0—2

bir fonksiyondur. Dolayisiyla, her bir baglantihi D" bilesenine Cauchy teoremi

uygulanirsa (2.12) gegerli olur. Eger o€ D* ve F(e0)=0 ise bu durumda Fo) nin
o—2
0 = oo da rezidiisii sifirdir ve buradan (2.12) yine gecerlidir.
Fyi
F(2) jf“%h , zel 2.13)
27[1

seklinde tanimlayalim. Plemelj formiiliinden

Fr)-F (t)=f@) , telL
dir. Hipotezden ze D~ iken F(z)=0dir. Dolayisiyla, F(¢)=0 dir. Boylece, L
tizerinde f(t)=F"(t) dir. o€ D" ise bu durumda F (=) =0 oldugu agiktir.
(2.12) y1 ze D™ i¢in uygulamak c¢ok kullanilmamaktadir, onun yerine t,€ L olan
bir sart daha kullanigh olacaktir.
Teorem 2.8.2. Bir f(t)e H(L) fonksiyonu verilsin. f nin D" daki analitik bir
F(z) (co€ D"iseF(e0)=0) fonksiyonunun sinir-degeri olmasi igin gerek ve yeter

sart

jf”) :%f%), fel (2.14)

27l

olmasidir.
Ispat: Kabul edelim ki, f(@)=F"(t) dir, Bu durumda, (2.12) saglanir. Burada

Plemelj formiiliinii kullanarak
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SO,

——f(t) 271,

=0 , t,elL

elde ederiz ki bu (2.14) dir. D" da analitik olan (2.13) ile tanmimli F yi gdz Oniine

alalim (o€ D" ise F(0) =0). Bu durumda F ye Plemelj formiiliinii uygularsak

+—j f® 4

Fu)_—fu) t,eL

elde ederiz. Boylece, hipotezden dolay:r F*(z,) = f(z,) oldugu goriiliir.

2.8.2. Riemann Sir-Deger Problemlerine Giris

Tamm 2.8.1: Riemann sinir-deger problemi veya kisaca R problemi: L sicrama egrili

bir parcali analitik f fonksiyonu bulma problemidir dyle ki

[fO=G60Of +g@) , tel (2.15)
sinir-deger sarti saglanir, burada G(t) ve g(¢), L lizerinde tanimli Holder sartini
saglayan iki fonksiyondur. Eger f(z) sonsuzda en fazla m. mertebeden olursa bu
durumda problem R  ile gosterilir. En 6nemli problemler, R, ve R_, dir ki onlar i¢in
f(e0), sirasiyla, sonlu ve sifira esittir. Eger L iizerinde her yerde G(z) #0 ise bu

durumda R problemi normal tiptendir aksi takdirde normal olmayan tiptendir denir.

2.8.3. Sicrama Problemleri ve Coziimleri
Tamm 2.8.2. (2.15) te G(¢) =1 alinarak elde edilen

ff-f =gt , telL (2.16)

problemine sicrama problemi denir.
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Bu sigrama problemini R, de cozecegiz: g(t)e H(L) oldugundan ve Plemelj

formiiliinden kolayca goriiliir ki,

o(z) =L_ &dt , z¢L (2.17)
2mivt—z
(2.16) sartin1 saglar, yani,
P t)-¢p (t)=g) , telL (2.18)

dir. Bu durumda, (2.16) ve (2.18) dan
[fO-9"=f -9 @) , tel
dir. Yani, F(z)= f(z)—¢@(z) hem D" da hem de D~ de analitiktir dyle ki L nin

farkli taraflarinda ayni sinir-degerlere sahiptir. Dolayisiyla, analitik devam

ilkesinden, F' bir tam fonksiyondur.

[lk olarak m > 0 olsun, ¢@(e0) =0 oldugundan F nin z=co da aym f gibien
fazla m. mertebeden bir kutbu vardir. Liouville teoreminden F en fazla m.

mertebeden bir polinom olmalidir. Buradan, (2.16) in R deki genel ¢oziimii

1 g

2mit—z

f()= dt+P,(z) (2.19)

dir, burada P,, m. dereceden bir keyfi polinomdur, buradaki m. dereceden bir keyfi
polinom, aslinda derecesi m yi gecmeyen ve sifir sabitini de iceren bir keyfi polinom
anlamindadir. Genel ¢oziimde m + 1 keyfi (kompleks) sabit vardir. Yani, ¢6ziimiin
bagimsizlik derecesi m + 1 dir.

Eger (2.16) R,da ¢oziiliirse, yani, f(oo) un sonlu (z =oo da analitik) olmasi
istenirse bu durumda (2.19) deki F,(z) = sabit tir ve ¢oziimiin bagimsizlik derecesi 1

dir.
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Eger (2.16) R | de ¢oziiliirse, yani, f(eo) =0 alinirsa bu durumda problem ¢
tek coziimiine sahiptir (veya (2.19) de P, (z)=0 alinir). Bu durumda, ¢6ziimiin
bagimsizlik derecesi sifirdir.

Eger (2.16), R, de coziiliirse bu durumda (2.19) deki P, (z) =0 alinsa bile

f(z) nin sonsuzda en az r. mertebeden bir sifira sahip oldugu garanti edilemez.

1
(2.17) integralindeki % terimi z = da (|z| > |t| icin) Laurent serisine acilirsa
t

_Z)

f(z)=—ii_[ (0" dt e

k=0 2 L
bulunur ve buradan goriiliir ki, f nin z=c da en az r. mertebeden bir sifira sahip
olmast icin gerek ve yeter sart

Ig(t)tkdt:O , k=0,1,....,r—2 (2.20)
L

olmasidir. Bu demektir ki; R, (m=-r) deki (2.16) sicrama problemi
coziilebilirdir ve bu durumda onun (2.19) tek ¢Oziimiine sahip olmasi
(P, (z)=0o0lmas1 durumu) icin gerek ve yeter sart g nin bu (r—1)-tane sarti
saglamasidir. Yani, m<2 ise (2.16) R, problemi, g,r—1=-(m+1) sarti

sagladiginda tek coOziime sahiptir. Bu durumda, ¢6ziimiin bagimsizlik derecesi

(m+1) (negatif tamsay1) dir. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 2.8.3: (2.16) sigrama probleminin R, deki genel ¢dziimii, m +1 bagimsizhik

derecesine sahiptir-. Daha acik olarak, m >0 oldugunda onun ¢oziimii (2.19) ile

verilir, burada P (z), m. dereceden bir keyfi polinomdur; m =-1oldugunda
P,)(z) =0 olmak iizere (2.19) tek ¢dziime sahiptir; m < -2 oldugunda onun (2.19) tek

¢Oziimiine sahip olmasi icin gerek ve yeter sart (2.20) deki —(m+1) tane
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coziilebilirlik sartlarimin saglanmasidir (r=-m). Ustelik, Privalov teoreminden
dolay1 f*(t)e H(L) dir. Bundan sonra, negatif dereceden bir P (m<0)
polinomunun daima sifira 6zdes oldugunu kabul edecegiz. Bu durumda, (2.16) nin
R, deki ¢oziimii herhangi bir durumda (m < -2 i¢in ¢oziilebiliyorsa) (2.19) olarak
yazilabilir. Simdi, sicrama problemine bir 6rnek verelim.
Ornek 2.8.1: L, |t| =1 pozitif yonde yonlendirilmis birim ¢emberi olmak iizere
parcgali analitik bir f fonksiyonu bulunuz oyle ki,

frt)=f (t)+cos@, t=€%,0<0<2xw
ve f(eo) sonlu olsun.

Coziim: ¢ =¢” dan

|

2t

-1

T+t t

cosf = =
2

olur. f(e) un sonlu olmas: istendiginden problem R, da coziilecektir. Buradan,

(2.19) genel ¢oziimii

1 241

7)=—of |—2—dt+c
72) 27riJ;t—z

halini alir. Bu integralin degeri, |z| >1 icin Cauchy integral formiiliinden

241

1 o5 L 365 f@) 1
L dt = = dt = dt=f(0)=——
27ri£t—z 27riJ. t ~L[ t 7O 2z

L

dir. |z| <1 i¢in, sirasiyla, t =0 ve t = z merkezli, birbirlerini kesmeyen ve tamamen
¢ y y

Licinde kalan L, ve L, ¢emberlerini secelim. Cauchy integral formiiliinden
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241 241 2

yI e yImﬂ ML el B
2riqt—z  27miy 2miy) (1-2)  20-2)|, 21 |

dir. Boylece, istenen ¢oziim

) {%z-%c ,z|<1
Z:

1
—2—Z+C,

z|>1

olarak elde edilir.

2.8.4. Homojen Riemann Simir-Deger Problemleri

Tanim 2.8.3: Eger
f=Gnf (H+g@®, tel
sartinda g(¢)=0 ise bu durumda ona bir homojen Riemann sinir-deger problemi
veya kisaca homojen R problemi denir. Yani bu, bir f parcgali analitik fonksiyonunu
bulma problemidir 6yle ki L onun sigrama egrisidir ve
ffO=Gf @, telL (2.21)
saglanir, burada G(t)e H ve sifirdan farklh verilmistir. Basitlik i¢in problemi R, da

¢Ozelim, yani, f(eo) sonlu olsun.

2.8.4.1. Homojen Riemann Probleminin Coziimii (Basit Durum)

Bu kisimda L nin pozitif yonlii, diizgiin kapali bir ¢cevre olmasi durumunu goz
Oniine alacagiz. Aksi ifade edilmedikge, problemler Ry da ¢oziilecek, farkli haller G

nin x indisinin farkli degerlerine bagl olarak incelenir.
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1. k=0 durumu: Bu durum basittir ¢iinkii; logaritmanin belirli bir dali alindiginda
logG(t) tek-degerlidir. Kabul edelim ki, ®*(¢) ve L iizerinde tek-degerlidir. (2.21) da
her iki tarafin logaritmasi alindiginda problem

log®* (1) =log® (t)+logG() , tel (2.22)

halini alir, bu durumda I'(z) =log®(z) de parcali analitiktir. (2.17) ya gore,

r(z)—ijwdz . zel (2.23)

2miy t—-2z

(2)

(2.22) iin bir ¢oziimiidiir ve I'(e0) =0 dir. Dolayisiyla, X (z)=¢"® yani,

2zid  t-z
L

1 logG(t)dr

X(2)=e® =e (2.24)

(2.21) probleminin bir 6zel ¢oziimiidiir. Gergekten, I'ya Plemelj formiilii uygulanirsa
: 1
()= ialog G(t,)+TI'(t,) .t,eL

olur. Buradan

1
X*(ty) = 2w

1
_ —SlogG(1)

— 5 2 (1)

X (t)=e e

dir. Bu iki esitligi taraf tarafa boldiigimiizde

X*(t,) _
X ()

elOgG(l‘l)) — G(to)
yani,
X (t)=G@t)X (t,)

elde ederiz. Dolayisiyla, herhangi bir € L icin

X' ()=GH)X () (2.25)

38



yazabiliriz. Ustelik, L iizerinde X*(t)#0 ve X(eo)=1 dir. IndG(t)=0 olmasi
sart1, ¢oziimiin varlig: icin degil (2.24) formunda yazilabilir olmasi icin gereklidir.

Ciinkii; IndG(t)=0 iken ®(z),D"ve D de sifirdan farkhidir. Simdi (2.21) un R,

daki genel ¢6zlimiinil arastiralim. (2.21) ve (2.25) yi taraf tarafa boldiigtimiizde

@) _P
X't X (@)

P(z2)

elde ederiz, yani, F(z)= fonksiyonu tiim genisletilmis kompleks diizlemde

analitiktir. Ayrica P(e0) ve boylece F(e0) sonludur. Bu durumda, Liouville
teoreminden dolay1 F sabittir. Boylece, (2.21) un R, daki genel ¢6ziimii
P(2)=CX(2) (2.26)

dir, burada C, bir keyfi sabit ve X, (2.24) ile verilmistir. Eger (2.21) probleminde

®(c0) =0 alirsak bu durumda X (e0) =1 oldugundan (2.26) deki C sifir olmalidir.
Yani, (2.21) problemi R, ve siiphesiz R_ (r >0) de sadece asikar ¢coziime sahiptir.

Eger &, z=c da en fazla m. mertebeden bir kutba sahip olursa, yani, (2.21)

R (m>0) de ¢oziiliirse bu durumda genel ¢6ziim
P(z)=PF,(2)X(2) (2.27)
dir, burada P,, m. dereceden bir keyfi polinomdur. Son olarak hatirlatalim ki, (2.24)

deki logG(¢) nin bir bagka dali alinirsa X degismez kalir.

2. K > 0 durumu: Burada logG(¢), L lizerinde ¢ok-degerli bir fonksiyondur. Bu
zorlugu asmak gerekir. Bunun icin, problemi indisin sifir oldugu 1. durumuna

doniistiirecegiz. L ile sinirh i¢ bolgede bir z, sabit noktast alalm, (f—z,)"
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fonksiyonunun L ye gore indisi & dir ve buradan G,(f)=(t—z,) *G(¢) nin indisi

stfirdir. Dolayisiyla,

O (1) =G, (1)t —2,) P (1), tel

(2.28)

ile verilen problem sifir indisli bir R problemi haline doniistiiriilebilir. Bir, parcal

analitik ¢ fonksiyonunu

b , D
o(z)= { @ <<

(z=2)"®(z) , ze D"

olarak tanimlayalim. Bu durumda (2.28), ¢ icin sifir indisli bir

o t)=G,p (t) , tel

(2.29)

(2.30)

R problemi olur.  Fakat, ®(e) sonlu oldugundan ¢, z=c da en fazla x.

mertebedendir, yani, (2.30) R, de ¢oziilmelidir. Eger

2ri -z

X, (2)=e * , z¢&L

1 IlOgG“(t)dt

dersek (2.30) in R_ daki genel ¢oziimii, (2.27) den dolay1,

©(z2)=P.(2) X (2)

dir, burada P, k. dereceden bir keyfi polinomdur. $imdi, ® ye geri dénelim, (2.21)

probleminin R, daki genel ¢dziimiinii
DP(z)=P.(2) X(2)
olarak elde ederiz, burada

X+(Z) — el‘(z) 7€ D+
X(z)={

X (2)=(z—z) " e"? ,zeD”
dir ve

log| (t—2)*G
I og[ (t=2,) "G ] y
27r1L t—z
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ile verilir.

Uyari: k=0 durumu bu duruma dahil edilebilir.

3. <0 durumu: Bu durumda, ¢(z) (2.29) den dolay1 sonsuzda en az —k
mertebeden bir sifir noktasina sahiptir. Ciinkii; ®(e0) sonludur. Dolayisiyla, (2.30)
problemi, /. den dolay1r R, de yalmiz bir asikar ¢oziime sahiptir ve R, daki (2.21)

problemi de boyledir. Boylece, asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 2.8.4. (2.21) homojen problemi, indisi x>0 iken x+1 tane lineer bagimsiz

¢oziime; k<0 iken sadece asikar ¢Oziime sahiptir, burada ®(e0) sonludur yani,
¢oziimler R, dadur.
Bahsedilen x+1 (x>0 iken) ¢6ziim, (2.31) den dolay1
X (2),z2X(2),...,2" X (2)
dir, bu ¢oziimlerin lineer bagimsiz oldugu asikardir (katsayilar kompleks sayilar

cisminden alinmaktadir). Benzer sekilde, eger ®(e0) =0 ise, bu durumda R, deki

(2.21), k>0 iken «x tane lineer bagimsiz ¢coziime; k¥ <0 iken sadece asikar ¢coziime

sahiptir.

2.8.4.2. Kanonik Fonksiyonlar

(2.32) ile tanimlh parcali analitik X fonksiyonu indisin herhangi bir degeri i¢in

asagidaki ozelliklere sahiptir:
1. X"t)=G(®)X (1)
2. Kompleks diizlemde her yerde X (z) #0 ve L iizerinde de X *(¢) #0 dur.

3. X, z=o0 da. —k sonlu mertebeye sahiptir.
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Ozellik 1: X (z) nin (2.21) homojen probleminin bir 6zel ¢dziimii oldugunu gosterir
ki bu problem, 3. dzellikten dolayr R _ dadir. X veya CX (C # 0 bir keyfi sabittir) e

homojen (2.21) probleminin kanonik ¢dziimii veya kanonik fonksiyonu denir. Genel
olarak, yukaridaki iic 6zellige sahip parcali analitik bir X fonksiyonuna (2.21)
probleminin bir kanonik fonksiyonu denir. Burada, L nin yonlendirilmesi hakkinda

bir kisitlama yapilmamustir. Ustelik, kolayca gosterilebilir ki, herhangi bir kanonik
fonksiyon CX (C#0) bicimindedir. Ayrica, X*(t)e H(L) oldugu da X in

yapisindan ve Privalov teoreminden goriiliir.

(2.21) probleminde L nin pozitif yonlendirilmis oldugunu kabul etmistik. L

negatif yonlendirildiginde ise problemin kanonik fonksiyonu ve buradan ( R, daki)

genel ¢coziimii benzer sekilde elde edilebilir.

2.8.4.3. Homojen Riemann Probleminin Coziimii (Genel Durum)
L= ZL ; (n>1) oldugu genel duruma donelim. L; lerin bu bolimiin
j=1

basinda belirttigimiz sekilde yonlendirilmis ve z=ooe D oldugunu kabul edelim
(Sekil 2.2). (2.21) homojen problemini R, da ¢bzecegiz, yine G(t)e H(L) ve L
izerinde  G(r)#0 aliyoruz. Yani, her bir L; ilzerinde G(#)=G,(t)€ H ve

G,(t)#0 dir.

Her bir L, (G = [,2,...,n) igin (2.21) un X (z) kanonik fonksiyonunu insa
edelim (burada z;, L, nin i¢inde almmahdir fakat her bir L, nin dist L; ile

cevrelenmektedir), bu durumda
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XI)=G,1X;(t),te L, (2.33)
ve kompleks diizlemde X ;(z)#0 dir, ayrica oo da —x; = Ind, G ,(r) mertebedendir.

X, L, (k# j)iizerinde analitiktir ¢linkii; L, lerin higbiri digerini kesmez ve boylece

X;(t):X]T(t) teL k#j (2.34)
dir.
X(z)= ﬁ X,(2) (2.35)

olsun, bu durumda X, L sigcrama egrili parcali analitik bir fonksiyondur. (2.33) ve

(2.34) den dolay1
X't =GHOX (), tel
ve onun sinir-degerlerini igine alan tiim diizlemde X (z)#0 saglanir. Ustelik, X in

sonsuzdaki mertebesi, X ;lerin mertebeleri toplamidir, yani,

~> K, == Ind, G,(1) =~Ind, G(t) = K
Jj=1 Jj=1

dir. Boylece X, 1-3 ozelliklerini saglar. Bu ozellikteki bir fonksiyona yine (2.21) in
bir kanonik fonksiyonu veya kanonik ¢oziimii denir. Dolayisiyla X, (2.21) un bir

kanonik fonksiyonudur ve onun herhangi bir kanonik fonksiyonu CX(C #0)

bicimindedir. Ustelik, X *(t)e H(L) dir.

Sonug olarak, a) da inceledigimiz x nin ii¢ hali burada gecerlidir, yani,

Teorem 2.8.4 genel durumda gecerli kalir. (2.21) in R, daki genel ¢dziimii yine

(2.31) dir oyle ki, X (2.32) ile verilir.

Yine, (2.21) un ¢oziimiiniin ®*(¢) smr-degerlerinin H(L) ye ait oldugu

Privalov teoreminden asikar olarak goriiliir.
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2.8.5. Homojen Olmayan. Riemann Simir-Deger Problemleri

Simdi, (2.15) homojen olmayan Riemann problemini géz Oniine alalim,

burada, g(¢)#0 dir.

2.8.5.1. Homojen Olmayan Riemann Probleminin Coziimii

Lzz;Lj yi bu boliimiin basinda tanimladigimiz bicimde yonlendirelim. Basitlik
=

icin ®(e0) u sonlu kabul edecegiz, yani, problemi R, da c¢ozecegiz. Yine,
k=Ind ,G(t) ye (2.15) probleminin indisi ve (2.21) homojen problemine karsilik
gelen X kanonik fonksiyonuna (2.15) probleminin kanonik fonksiyonu diyecegiz.

Kisim 2.8.4.b) de X in 1. 6zelliginden dolay1 (2.15) problemi

o _P0m g0
X)) X () X))

olarak yeniden yazilabilir. Bu durumda, F(z)= iizi de
Z
Frn-F ==Y ,cr (2.36)
X'

sicrama problemini saglayan bir parcali analitik fonksiyondur. X in sonsuzdaki

mertebesi - & ve ®(e0) sonlu oldugundan F nin z =oo daki mertebesi en ¢ok x dir.
Yani, bu sicrama problemi R, da c¢oziilecektir. Dolayisiyla, Kisim 2.8.3 deki
sonug¢lardan, R, daki (2.15) problemi i¢in x nin farkli degerlerine gore asagidaki

farkli sonuclar1 elde ederiz.

1. k20 durumu: (2.19) den dolay1 (2.36) sigrama problemi, R, da
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g(t) dt

FO= i x oo

+P.(z)

genel ¢Oziimiine sahiptir. Bu durumda R, daki homojen olmayan problemin genel

¢Ozumiinu

X(Z)J‘ g dt

d(7) =
= X 0a-

+P.(2)X(2) (2.37)
olarak elde ederiz, burada P_, k. dereceden bir keyfi polinomdur.

2. x=-1 durumu: Bu durumda F, z=c0 daen ¢ok 1. mertebeden bir sifira sahiptir

ve boylece (2.15) problemi R, da P,(z) =0 olacak bigimde bir tek (2.37) ¢oziimiine

sahiptir.

3. k<-1 durumu: Kisim 2.8.3 den dolay1 (2.36) sigrama probleminin R, da (tek

olarak) coziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart

k
[$9 4=0, k=01...~k—2 (2.38)
I X0

olmasidir. Dolayisiyla, R,daki (2.15) problemi igin ¢oziilebilirlik sartlari, (2.38) in
saglanmasidir ve eger bu sartlar saglanirsa problem P_(z) =0 olacak bicimde bir tek

(2.37) coziimiine sahiptir. Boylece, asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.8.5. ®(c0) sonlu olmak iizere (2.15) homojen olmayan problemi, x> —1

iken daima ¢oziilebilirdir; & < —1 iken tek olarak coziilebilmesi i¢cin gerek ve yeter
sart (2.38) da ki —x—1 tane sartin saglanmasidir, ¥ <0 iken onun genel ¢Oziimii

P.(z)=0 olacak bi¢cimde (2.37) dir. Bu R, problemi i¢in, ¢dziimiin bagimsizlik

derecesi x+1 dir.

R, deki (2.15) problemi cogu kez uygulamalarda karsimiza c¢ikar. Bu

durumda, F(z) nin sonsuzdaki mertebesi en ¢ok x—1 dir ve bdylece karsilik gelen
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(2.36) sigrama problemi R__, de ¢oziilmelidir. Benzer sekilde, asagidaki teoremi

x-1
verebiliriz.

Teorem 2.8.6. P(c0)=0 sartu altinda homojen olmayan (2.15) problemi x>0
iken daima coziilebilirdir dyle ki genel ¢oziim

X(z)_g) drt

P(z)=—— "
27 4 X*(0) (t-2)

+P_(2)X(2) (2.39)

dir, burada R_,, x—1. dereceden bir keyfi polinomdur; x <0 iken problemin (2.39)

K1’
¢oziimii ile (tek olarak) ¢oziilebilmesi i¢in (k<0 iken P, (z)=0 dir) gerek ve

yeter sart

k
8D 0. k=01...—x—1 (2.40)
T X (1)

olmasidir. Coziimiin bagimsizlik derecesi x dir. Siiphesiz, her bir durumda

d*(r)e H(L) dir.

2.8.5.2. Ek Riemann Problemleri

Tamm 2.8.4. Homojen olmayan (2.15) R problemi veya buna karsilik gelen (2.21)

homojen Riemann problemine bagl olarak,

1
()=——¢ (1), tel 2.41
g=c o7 ), te (2.41)

homojen R problemine onun ek R problemi denir.
(2.41) nin indisi

K'=Ind, (Lj =—Ind,G(t)=-k
G(1)

dir. Kanonik fonksiyonu ise, X (2.15) iin kanonik fonksiyonu olmak iizere, % dir.
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' ()=G)P (t)+g(), telL
ve (2.41) problemlerinin her ikisini de R, de gbz Oniine alalim. Kisim 2.8.4-c) den

x>0 iken (x < 0) (2.41) nin genel ¢oziimii

P—K'—| (Z)

o(z)= X(2)

dir, yani, onun lineer bagimsiz ¢dziimlerinin kiimesi

k
Z

X(z)

0. (2)= k=0,1,...,—x—1

lerden olusur. Boylece, R | deki (2.15) i¢in, (2.40) ¢oziilebilirlik sartlar

[eei(dt=0, k=0,1,....—x-1
L

dir, yani g, (2.41) nin herhangi bir ¢6ziimiiniin pozitif tarafli sinir-degerine diktir.
k'<0 iken (2.41) problemi sadece asikar (sifir) ¢6ziime sahiptir, bu durumda

problem R, de her zaman ¢oziilebilirdir. Bdylece, asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 2.8.7. (2.15) R, probleminin ¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart g(¢) nin
(2.41) ek R, probleminin herhangi bir ¢oziimiiniin pozitif tarafli sinir-degerine dik
olmasidur.

Eger problem, R, in disinda R de (6rnegin R, da) goz Oniine alinirsa

yukaridaki teorem gecerli olmaz. Ayrica, (2.41) nin ek problemi (2.21) dur, yani, ek

problemler arasinda karsilikli degisim bagintist vardir.

2.8.6. Sonsuz Egriler Uzerinde Riemann Simir-Deger Problemleri

Bu kisimda, Riemann problemlerini bir sonsuz L dogrusu iizerinde gbz oniine

alacagiz, burada L yi x-ekseni olarak alip X ile gosterecegiz. X i bir kesirli lineer
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doniisiim ile w-diizlemindeki bir I' ¢gemberine doniistiirebiliriz dyle ki C* {ist ve alt
yari diizlemleri, T ile sinirli, sirasiyla, i¢ ve dis D* bolgelerine doniistiiriiliir. Bu

durumda problem, w-diizlemindeki I' iizerinde bir R, problemine doniisiir. Bununla

beraber, problemi direkt olarak incelemek de zor degildir.

Tamm 2.8.5.

D' (x)=G)P (x)+g(x), xeX (2.42)
Riemann problemine, reel eksen iizerinde Riemann problemi denir, burada
G(x)#20, G()(=G(F=))#0 ve G(x), g(x)e H(X) dir ve boylece g(c) da
mevcuttur. Daha belirgin olmasi i¢in, problemi R, da ¢dzecegiz, yani, ®(co) sinirl
ve @ (+00) =" (—o0) olacaktir. X iizerinde G(x)e H, G(x)#0 oldugundan x,
siirekli olarak —oodan +oca artarken onun goriintiisii orijinden gecmeyen siirekli bir
kapal1 bir ¢cevre olusturur, boylece

K= fndx G(x)= L[a.rg G(x)]x

2z
tamsayis1 anlamlidir ve (2.42) nin indisi olarak tanimlanir. 1k olarak,
P (x)=G(x)P (x), xeX (2.43)

homojen problemini gdz 6niine alalim.

xX+i

G,(x) = (—j G(x)

olsun. Kolayca gosterilebilir ki, G (x)#0, G,(x)e H, Gy(0)=G(2) =0 ve
Ind,G,(x)=0 dir. (2.43) ii

P (x)=G,(x)¢ (x), xeX

olarak yazabiliriz, burada
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(z+D)*®P(z), zeC'
P(z) = o _
(z—-D)"P(z), zeC
dir ve bu fonksiyon parcali analitiktir ve z—>oco iken (p(z)=0(|z|") dir.  Bu

durumda,

I'z)=—
(@) 27l X—z

—oo

1 T log G, (x) i

diyelim, burada log G,(x) bir sabit tek-degerli dal olarak alinir, G,(x) in indisi sifir
oldugundan bu miimkiindiir. logG,(x)e H oldugu kolayca gosterilebilir. Buradan

[*(x) mevcuttur ve H sinifina aittir, ayrica Teorem 3.5.4 ten T'(+e0) =0 dir. X i

+ -k I'(x) , (CJr
X(2)= (z+0)"e ZE
(z=i) %", zeC

ile gosterirsek bu durumda

X' (x)=G(x)X (x) (2.44)
dir. Kisim 2.8.4-b) deki 2. ve 3. 6zellikleri X i¢in de gecerlidir. Bu yiizden, X e (2.43)
iin kanonik ¢oziimii veya (2.42) nin kanonik fonksiyonu da denilebilir.

D7 (x) P (x)
X*(x) X (x)

P(z2)

oldugundan F(z)= Y diizlemin tamaminda analitiktir ve o da en fazla «.

Z
mertebedendir. Buradan, x>0 iken (2.43) iin genel ¢coziimii
D(2)=X(2)P.(2)
dir, burada P_, k. dereceden bir keyfi polinomdur, ¥ <0 iken sadece asikar ¢6ziim

vardir.
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Simdi, homojen olmayan (2.42) problemini goz oniine alalim. Bu problem, (2.44)

den dolay1

D" (x) =q’7(x)+ g(x)
X'(x) X (x) X'(x)

(2.45)

olarak yeniden yazilabilir. Plemelj formiiliinii direkt olarak uygulayamayiz. Ciinkii,

genel olarak (kX <0 olmadikca)

g(x)

_ Nk -T'(x) ry
X+(x)—(x+l) e gx)e H

dir. Diizgiin olmasi icin, x¥ nin ne oldugu 6nemli olmaksizin,

et , zeC*

Y(Z): [Z_‘i'l

z—1I

x (2.46)
j eF(z) , ZEC_

diyelim ve (2.45) yi (x+i)™* ile carpalim, bu durumda

) _PW, &g
Y'(x) Y (x) Y'(x)

g(x)
“(x)

elde ederiz, burada € H dir. Bu yiizden,

17 g(x)
- |5 2.4
o(2) 2 i-[Y+( ) Z)Glx, ze X (2.47)

alabiliriz. Dolayisiyla,

oW )
ro 2 Y7o

- (%)

D(z2)
Y(z)

elde ederiz ve boylece F(z)= —@(7) diizlemin tamaminda analitiktir.

xk=0iken F, z = -i de k. mertebedendir (yani x>0 ise, k. mertebeden bir kutba
sahiptir). Onu sinirl yapmak icin F yi bir (z+i)" carpani ile ¢arpabiliriz. Elde edilen

carpim z =0 da k. mertebedendir, buradan o, x. dereceden bir
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(z+1)"F(z)=P.(2)

polinomudur. Boylece, (2.47) den (2.42) nin R, daki genel ¢oziimiinii

Y(2)F g
27i Y YT (x)(x—2)

—oo

P(z)= dx+ X (2)P.(2) (2.48)

olarak elde ederiz, burada (z+i) *Y(z) = X (z) esitligini kullandik.
k<0 iken F, diizlemin tamaminda sinirlidir, bu yiizden o bir ¢ sabitidir, bu durumda
D(2) =Y (2)[p(2) +c]

dir. Fakat boyle oldugunda, & genel olarak z =—i de bir kutba sahiptir. Bu sorunu

ortadan kaldirmak icin eger x =—1 ise ¢ =—@(—i) secebiliriz. Bu durumda,

P(2) =Y () [e(2) - p(-D)]

dir. Boylece, x =—1 iken (2.42) nin tek ¢6ziimii

i | LY (x)(x—2) Y*(x)(x+1i)

—o0 —oc0

YT g TogW
c1>(z)_2 j dx— j —dx} (2.49)

dir. Eger k<0 ise c nin boyle se¢ciminin yaninda
P(-)=0, k=1,...,-x-1

yani,

+oo

j%dxzo, k=1,...,-x-1 (2.50)
Y (x)(x+1i)

sartlar1 da saglanmalidir. (2.49) un (2.42) nin tek ¢6ziimii olmas1 icin gerek ve yeter
sart k< -2 iken (2.50) in saglanmasidir. Boylece, agsagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.8.8. Reel eksen iizerinde (2.42) Riemann probleminin, eger x>0 ise
genel ¢oziimi (2.48) dur; x=-1 ise (2.49) tek ¢oziimiine sahiptir; k¥ <—1 ise tek

¢Ozliime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart (2.50) nin saglanmasidir. Coziimiin

bagimsizlik derecesi x+1 dir.
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Simdi, (2.42) problemini R, de goz Oniine alalim. Acik olarak, g(ec)=0 onun
¢oziilebilirligi i¢in gereklidir ve bu yiizden F(e0) =0 dir. Buradan, x <0 iken

(z+0)*F(z), &—1.dereceden bir polinomdur, boylece

Y()'f W)

P()=—=| =
27i 2 Y (x)(x—2)

dx+X(2)P._,(2) 2.51)

genel ¢Oziimdiir, burada P_,, x—1. dereceden bir keyfi polinomdur (P (z)=0).

xk<-1iken F(z)=0 ve

Y@ F g

P(z)=—— "
27 2 YT (x)(x—2)

(2.52)

dir. Genel olarak Y ve buradan ®, z =—ide —k . mertebeden bir kutba sahiptir, boyle

bir durumdan kacinmak icin

f%dﬁo,k:l,m,—z« (2.53)
Y (x)(x+1i)

sartlarina ihtiyac vardir. Boylece, asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.8.9. Reel eksen lizerinde (2.42) R, probleminin eger x>0 ise genel
¢Oziimii (2.51) dir; k¥ <—1 ise onun (2.52) tek ¢oziimiine sahip olmasi icin gerek ve
yeter sart (2.53) deki —k tane sartin saglanmasidir. Her bir durumda ¢6ziimiin
bagimsizlik derecesi x dir.

Uyari: Onceden verilen tamma gore Y,z=oo da genellikle —x yerine sifir

mertebeden oldugundan (2.42) iin bir kanonik fonksiyonu degildir.

Simdi, reel eksen iizerindeki Riemann problemi ile ilgili bazi yorumlar

yapalim.
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Sekil 2.3

1. (2.42) problemini ¢ozerken yaptigimiz i noktalarinin secimi onemli degildir,
herhangi z,€ C™ ve z, € C", sirasiyla, -i ve +i nin yerine alinabilir.

2. S0z konusu ¢oziim yontemi, (2.15) Riemann problemine genisletilebilir, burada

L= ZI: L, ntane paralel dogrudan olusur. L; nin denkleminin y =c; oldugunu
J=

kabul edelim. Bu durumda z, ve z, yi, sirastyla, Imz; <minc¢; ve Imz, > maxc,
olacak bicimde alabiliriz.

3. Eger x-ekseni sonsuza uzanan, yonlendirilmis, diizgiin, her iki yonde taniml
tegetlere sahip (Sekil 2.3), tam diizlemi D ve D~ olmak iizere iki bolgeye ayiran

bir L ¢evresi ile degistirilirse bu durumda s6z konusu ¢oziim yontemi z, € D™ ve

z,€ D" alindiginda gecerli kalir. Problem L= ZL/' durumuna da genisletilebilir,

Jj=1
burada biitiin L, ler yukaridaki 6zellige sahiptir ve higbiri digerini kesmez.
4. Yukaridaki problemlerin tamami L nin bir lineer kesirli doniisiim altindaki

goriintlisti olan I" ¢evresi i¢in karsilik gelen problemlere doniistiiriilebilir, burada I"

bir tek ¢evredir veya birbirini kesmeyen diizgiin kapali ¢cevrelerin bir kiimesidir.
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2.8.7. Normal Olmayan Tipten Riemann Siir-Deger Problemi
Bundan 6nce inceledigimiz Riemann problemleri normal tiptendi, yani, (2.15) de, L

tizerinde G(¢)#0 idi. Bu kisimda, G veya é nin L iizerinde tamsay1 mertebeden

sifirlara sahip olabildigi normal olmayan tipten homojen Riemann problemlerini
inceleyecegiz. Burada, L nin bu boliimiin basinda belirttigimiz ozelliklere sahip
oldugunu kabul edecegiz.

Tanim 2.8.6.

o (=" o). teL (2.54)
7, (1)

2

olacak bi¢cimde parcali analitik bir ®(z) fonksiyonu bulma problemine normal
olmayan tipten homojen Riemann problemi denir, burada G(t)e H(L), G(t)#0 ve

a;,p.eL,a;#pB ve A;,u, pozitif tamsayilar olmak lizere

ro=[Je-a)’. mo=[]c-B
j=1 k=1
ve

A= ﬂ’j’ H= 2 H

m
j=1 k=

dir.

Kesinlik i¢in problemi R, da ¢dzecegiz.

Kabul edelim ki, G nin L ye gore indisi x olsun. G yi (2.25) daki gibi

carpanlarina ayiralim:

burada X, yine (2.24) deki gibi verilmistir, bu durumda (2.54)
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7, ()P (1) T P (1)

X" (1) X (1)
olarak yazilabilir. Eger Q yi
ﬂz(;)@(z)’ ce D'
Q(z) = (;)
7, (2)P(2) . zeD
X(2)

ile tammlarsak bu durumda Q" (r)=Q7(r) ve boylece Q, diizlemin tamaminda
analitiktir. X, z=c0 da —k. mertebeden ve ®(c0) sonlu oldugundan Q nin z=co
daki mertebesi x+ A dan biiyiikk olamaz. Bu durumda, Liouville teoreminden Q,

K+ A. dereceden bir keyfi P_, polinomudur (eger x+A<0 ise Ozdes olarak

K-

sifirdir). (Hahn, Epstein 1996) Dolayisiyla, (2.54) homojen problemi R, da (eger

varsa)
X (2)P,,,;(2) ce D'
()
d(7) = 2.55
@ xPp, 0 . (23
()

biciminde ¢oziime sahiptir. Fakat ®*(r) ve @ (7), swrasiyla, S, ve a; de sonlu

oldugundan

P (D) =7m ()7, ()P, ,(2)

olmast gerekir, burada P_, (z), &x—p. dereceden bir keyfi polinomdur (eger

k—u <0 ise dzdes olarak sifirdir). Boylece, (2.55) den dolay1 (2.54) iin R, daki

(DX ()P, ,(2), zeD’
P(z)= i (2.56)
(DX (DP_,(2), zeD

genel ¢ozlimiinii elde ederiz. Dolayisiyla, asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 2.8.10: R, daki (2.54) homojen probleminin, eger x>y ise genel ¢dziimii

(2.56) dir, burada P_ x— . dereceden bir keyfi polinomdur, x < & ise sadece

—u

sifir ¢oziimil vardir.

Eger (2.54) R, de ¢oziilirse P, , yerine, sonugta P, , , alinmasi gerekir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

3.1. Analitik Fonksiyonlar Teorisinde Hilbert Sinir Deger Problemi:

Bu kisimda Hilbert sinir deger problemini tanimlayip c¢oziimiinii sunacagiz.
Kisalik i¢in, bundan sonra “Hilbert sinir deger problemi” yerine “Hilbert problemi”
ifadesini kullanacagiz. Bu kesimde ©nce, D", diizgiin, kapali ve pozitif yonde

yonlendirilmis L ¢evresi ile sinirli, bir basit irtibath bolgeyi gostermek iizere D™ igin
Hilbert problemini tanimlayip, simetrik fonksiyonlar sinifinda Hilbert problemini

Riemann problemine doniistiiriip ¢oziimiinii Riemann problemiyle yapacagiz.

3.1.1. Hilbert Probleminin Tanimlanmasi:

Tamm 3.1.1:  f(z)=u(z)+iv(z) fonksiyonu D* da analitk, D =D*UL
tizerinde siirekli ve

Re{l:a(s)+ib(s)1f+(s)}zc(s) , selL (3.1)
sinir de@er sartini saglayan bir fonksiyon olsun; verilen a(s),b(s),c(s) reel
fonksiyonlar1 H (L) siufindan olmak iizere, f(z) fonksiyonunun bulunmasi

problemine ,Hilbert Sinir Deger Problemi denir. Burada. (3.1) denklemi diizenlenip
a(s)u(s)—b(s)v(s)=c(s), selL
biciminde de gosterilebilir.
Bir konform doniigiimle, D" birim ¢emberin i¢ bolgesine; ve L, pozitif yonlii

birim ¢embere doniistiiriilebilir. Dolayisiyla, eger f ( s), L iizerindeki s noktasinin
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Holder sartimi saglayan herhangi bir fonksiyonu ise bu durumda f ‘ye karsilik gelen
fonksiyon, L ‘nin goriintiisii olan birim ¢ember iizerinde Holder sartin1 (esit Holder
mertebesiyle) saglar; karsiti benzer diisiinceyle yine gegerlidir. Buna gore, f™ ()

birim ¢emberin icinde analitik ve birim ¢emberin kapanisinda(birim dairede) siirekli

bir f,"(s) fonksiyonuna ve a, b, ¢ fonksiyonlar1 birim ¢ember iizerinde siirekli,

sirastyla,  a., b., c. fonksiyonlarina; bdylece, (3.1) problemi birim ¢cemberdeki bir

Hilbert problemine doniisiir. Bu sebeple, Hilbert problemlerini, birim dairede veya

ona konform esdeger olan yari-diizlemde incelememiz yeterli olacaktir.

3.1.2. Birim Dairedeki Hilbert Problemi
Tamm 3.1.2: L birim ¢ember ve D, L nin i¢ bdlgesi olsun. a(s), b(s), c(s)e H (L)

reel fonksiyonlar ve a” +b° >0 olmak iizere (3.1) Hilbert problemi

(a+ib) fT(s)+(a=ib) fT(s)=2c, selL (3.2)
sekline gelir ve buna birim dairede Hilbert Problemi denir.

Bu durumda, D" daki f*(z)=f(z) fonksiyonunun D~ deki simetrik fonksiyonu

@ olsun. ® (2.4) deki gibi parcali analitik bir fonksiyondur.

f(s)=f(s)=® (s) oldugundan (3.2) problemini

(a+ib)®* (s)+(a—ib)® (s)=2c, selL (3.3)
veya

@ (s)=G(s)® (s)+g(s), sel (3.4)

sekillerinde Riemann problemi olarak yeniden yazilabilir. Burada
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_a—ib ( ) 2¢

G(s)= , =
(S) a+ib

T a+ib

dir.  f(0) 1n sonlu olmasindan dolay1r @ () da sonludur. Boylece (3.1) problemi
coziilebilir ise (3.4) problemi R, da ¢oziilebilirdir. Fakat (3.4) niin R, daki bir ®
¢Oziimii her zaman (3.1) in bir f (z)(:CI)(z), ZE D+) ¢Oziimii olmaz. Ciinkii
(3.1) in bir f ¢ozlimii olarak (2.4) de verilen genisletilmis & fonksiyonu (2.5) i
saglamalidir. (2.5) saglandiginda ®*(z) = f(z), ¢oziimii (3.1) in de bir ¢dziimiidiir.
Buradan (3.1) Hilbert problemi, R, daki (3.4) problemine (2.5) sarti altinda

esdegerdir.

Eger (3.3) saglaniyorsa, her iki tarafin eslenigini alarak

(a=ib)®" (s)+(a+ib)P (s)=2c, selL

elde ederiz. ®*(s)=P.(s) , P (s)=®;(s) oldugundan, ¥, (3.4) iin R, daki

bir ¢6ziimii ise P, da aym sekilde bir ¢oziimdiir. Boylece,

CIDO(Z)=%|:<I>(Z)+<I>*(Z)] (3.5)
fonksiyonu da (2.5) sartim1 saglayan benzer bicimdeki bir ¢oziimdiir. Dolayisiyla,
(3.4) in R, daki & ¢Oziimiinii buluruz. & nin &, simetrik fonksiyonunu alarak
(3.1) Hilbert probleminin bir ¢6ziimii olan (3.5) deki @ 1

f(2)=2,(z) (zeD7)
seklinde elde ederiz.

Simdi, bu problemi ¢ézmeye cahisahm. Ilk olarak, (3.4) ii R, da ¢bzelim. Bu

problemin indisi
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1 1 a—ib
=— [logG(s)] =—
* Zm'[ o8 (s)]L zﬁ{arg a+ibl
dir. I:arg(a+ib)l = —[arg(a —ib)JL oldugunu kullanirsak

1 .
K= ;[arg(a —zb)JL
seklinde bir ¢ift sayidir ve buna (3.1) Hilbert probleminin indisi denir. Kesim 2.8.4-b

de, z, =0 alip (3.4) probleminin kanonik fonksiyonunu

_ ce? |z|<1
T(z)= ez M), 4] >1 (3.6)

seklinde elde ederiz. Burada ¢ # 0 bir keyfi sabittir ve

= J.log[s_KG(s)] ds =Lj.wds

AD)=5
iy s—2z 2ry s—z

olup

—ib
x(s)=arg]—s*L" }
( ) g{ a+ib
reel degerli ve H (L) sinifindan bir sabit siirekli daldir.

Simdi T, 1elde etmek i¢in, (2.3) kullanilarak

z) 2wy s—1
ZLJ. ZK(S) ds
279 s(s—z)

! JMds—Lj.mds

27z'L(s—z) 2wy s

elde edilir. Eger y reel sayisini
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olarak tanimlarsak,

—(1 _ _ )
T. (Z) = Y(_j — CZKGA*(Z) — Ce_l,UZKeA(L)

ve |z| >1 i¢in ise

elde edilir.

Boylece, herhangi bir durumda |z|¢1 icin

olur. Eger

(3.7)
alirsak

Y.(z)=2"T(z) (3.8)
bagintis1 saglanmis olacaktir.
(3.1) Hilbert problemine donecek olursak, ilk olarak ¢=0 durumundaki homojen

problemi géz Oniine alalim.

Once, £>0 olsun (« ¢ift idi). (3.4) homojen Riemann problemi ( g(s)= 0) , R da

0

D(2)=T(z)(cpz" +ez" " +...4¢,) (3.9)
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genel ¢oziimiine sahiptir. Burada c,...,c, keyfi sabitlerdir. Bu durumda, (3.8) den

CI)*(Z):Y*(Z)(C_'()Z_K+EIZ_KH +-..+EK)

:Y(z)(Ekz’%LEHz’H +...+EO)
dir. Bu durumda, @, (z)=®(z) olmas igin gerek ve yeter sart
..c.=C. (3.10)

seklindedir. Dolayisiyla, yalmz c,,...,c

51

ler keyfi kompleks sabitler (k=0
durumunda boyle sabitler yoktur) ve ¢, bir reel sabit olmalidir. Buradan (3.9) da

(x+1) -tane reel sabit oldugu goriiliir.

Eger k<0 ise (3.4) homojen Riemann problemi R, da sadece sifir ¢cdziimiine sahip
oldugundan (3.1) sadece asikar ¢6zlime sahiptir.

Teorem 3.1.1.: Eger x>0 ise (3.1) homojen Hilbert probleminin (c=0) genel

¢oziimii x+1 tane reel sabit iceren (3.9) ifadesidir. Burada c, lar (3.10) u saglar ve

T, (3.6) da oldugu gibidir (c, sifirdan farkh bir reel sabit ¢arpani farkiyla, (3.7) ile

verilir.); Kk <0 ise problem sadece sifir ¢6ziimiine sahiptir.

Simdi, (3.1) Hilbert probleminin homojen olmadigi durumu inceleyelim.
Problemin genel ¢oziimii i¢in, bir 6zel ¢oziim bulmak yeterlidir. Genel ¢oziimii,
homojen problemin genel ¢dziimiine buldugumuz 6zel ¢oziimii ekleyip elde ederiz.

1. k20 durumu: Kesim 2.8.5 den

‘P(z)zY(.Z cds

)
i -[(a+ib)Y+(s)(s—z)

@3.11)

(3.4) in R, daki bir 6zel ¢oziimiidiir. Oyleyse,

71(2) =3[P+ 2.(2)]. [el<1
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(3.1) probleminin bir 6zel ¢oziimiidiir.  f,(z) nin agik ifadesini bulmak igin,

W, (z)yiagalim: (2.2) ve (3.8) den

T (s)=_.(s)=5"T (s)
olur. Kanonik fonksiyonlarin 6zelliginden
(a—ib)Y (s)=—(a+ib) Y (s)

olup, her iki tarafin eslenigini alirsak

(a+ib) Y (s)=—(a—ib)Y" (s)

elde edilir. Buradan

(a=ib) Y (s)==(a+ib)Y (s)=—(a+ib)s* Y (s)

bulunur. Boylece,

J- cds

N (1)

KY( J‘ czds
2 (a+ib)Y" (s)s"" (s—2)

veya

L

‘P*(Z):ZKY(Z){ : {J.(a-ub)Y* (s-z '[ (a+ib _Yis

dir. Boylece, yukaridaki 6zel ¢oziim

i

_Y(z) cds Lo cs_"ds
folz)= i {-L[(a+ib)T+(S)(S—Z) -L[(a+ib)T+(S)(S_Z)

B ZKT(Z)J- cs ™ ds
(

27 a+ib)Y+ (s)

olarak bulunur. Buradan genel ¢6ztim, (3.9) a (3.15) eklenmesiyle elde edilir.

2. k<0 durumu: Burada, (3.4) Riemann probleminin R, daki ¢oziilebilirlik
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(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)



sartlari

cs “ds

=:0 N k=0,1,...,—K’—2 (3~16)
1 (a+ib) Y (s)

olur. (3.4) niin tek (3.15) ¢oziimiine sahip olmas i¢in gerek ve yeter sart (3.16) nin

saglanmasidir. Bu ¢oziimiin ifadesi daha basitlestirilebilir. (3.13),

Y(Z J' K'+ K']ds
7Tl L a+1b s—z)

cds
(a+ib)Y"(s)(s—2)

;—{
—_
N
~
{N'—a
>§
£
(9
—_
hl
i
N —
S;
;—{
—_
N
—

L

olarak yazilabilir. , s nin (-x—2). dereceden bir polinomu

oldugundan sagdaki ilk integral sifirdir.  Yani, W.(z)=¥(z)=f,(2)
(W.(z)=¥(z) dir ciinkii, (3.4) R, da tek ¢dziime sahiptir), basit olarak (3.11) ile
verilir. Ayrica, efer k(0<k<-x-2) yi sabit tutarsak, bu durumda (3.16) nin

eslenikleri alinarak

I cs TR 2ds

'[(a+lb T+ a+lb T+

L
elde ederiz. Yani, eger (3.16), k:O,l,...,—(g)—Z icin saglaniyorsa bu durumda
k=-k-2,—k-3,...,—% i¢in de saglanir ve k=—%-1 icin (3.16) nin sol tarafi

reeldir. Dolayisiyla, (3.16) daki bagimsiz sartlar

cskds
———— =0, k=0,1,...,—£-1 3.17
!(a+ib)Y+(s) ? G40
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sekline gelir ve en sonuncusu bir reel sarttir. Eger bu sartlarin hepsi reel denklemler
olarak kabul edilirse (3.17) de —x—1 tane reel sart vardir. Bu, (3.1) Hilbert
probleminin ¢6zlimiiniin reel bagimsizlik derecesi x+1 demektir.

Buradan asagidaki teoremi veririz:

Teorem 3.1.2: Eger x>0 ise (3.1) homojen olmayan probleminin genel ¢6ziimii
F(2)=fo(2)+Y(2)(coz" +2" " +...+¢,)
dir. Burada f,, (3.15) ile verilen fonksiyon ve c,,c,,...,c, lar ise (3.10) sartin

saglayan sabitlerdir. Eger x<—2 ise bu durumda (3.11)in (tek) c¢oziimiine sahip
olmas1 i¢in gerek ve yeter sart (3.17) nin saglanmasidir. Céziimiin reel bagimsizlik

derecesi x+1 dir.

Simdi en basit Hilbert problemi olan, birim ¢ember i¢in Dirichlet problemini

bir 6rnek olarak inceleyelim.

Ornek 3.1.1: L, |z| =1 birim ¢emberi ve D", |z| <1 birim dairesi olsun.
x(s)e H(L) (reel) olmak iizere, D* da analitik, D' da siirekli ve
u(s)=x(s), [s]=1
stnir sartini saglayan reel u(z) fonksiyonunu bulalim.
Yukarida verilen Dirichlet problemi, (3.2) de a(s)=1, b(s)=0,
c(s)=x(s) almarak elde edilen, Hilbert probleminin bir 6zel durumu ve Hilbert
problemine  karsihk  gelen,  (a+ib) f*(s)+(a—ib)f~(s)=2c, Riemann

probleminin

fr(s)+ 1 (s)=2x(s) , seL
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halidir. Ilk 6nce, ¢=0 homojen problemini ¢ozelim. Yani, f*(s)+f (s)=0
olacak bigimde bir f fonksiyonu arayalm. a(s)=1, b(s)=0 icin k=0 ve

i(t)=7z dir. Buradan,

z|<1 iken A(z)=7zi ve |z|>1 iken A(z)=0 dir.

i

Dolayisiyla (3.6) dan,

z|<1 i¢in Y(z)=ce™ =—c ; |z|>1 i¢in Y(z)=c dir, burada

¢ bir keyfi sabittir. (3.8) in saglanmasi i¢in, yani, Y(z)=Y.(z) olmasi i¢in

in

c=e * =—i olmalidir. Bdylece homojen problemin genel ¢oziimii f(z)=ic dir,
burada c reel keyfi sabittir.

Simdi, f*(s)+f (s)=x(s) homojen olmayan problemini ¢dzelim. (3.15) 6zel
¢Ozliimii, =0 iken

Y(2) cds 3 Y(2) cds

/(@)= Tl L(a+ib)Y+(S)(S_Z) 27i L(a+ib)Y+(S)S

halini alir. Bu durumda, a(s) =1, b(s) =0, c(s)=x(s) i¢in

1 s+zds
a0

dir. Buradan genel ¢oziim, u(z)=Re f(z) olmak iizere

1 s+zds .
x(s —+ic

~—

f(z

27iey s—z 8

olarak elde edilir. Bu formiil, iyi bilinen Schwartz formiiliidiir.
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3.1.3. Yan-Diizlemde Hilbert Problemleri
Simdi uygulamada ¢ok onemli olan, yari-diizlemdeki Hilbert problemini gz

Oniine alalim.

Tanmim 3.1.3: L = X reel eksen ve C" iist yari-diizlem olsun. C* da analitik ve

C*=C" U X iizerinde siirekli ve
Re{[a(x)+ib(x)]f+ (x)}:c(x), xe X (3.18)
sinir-deger sartini saglayan bir f fonksiyonunun bulunmast problemine yari
diizlemdeki Hilbert problemi denir. Burada a(x),b(x),c(x)e H(X) ve a* +b> #0
(x =00 dahil) dir.
Bu problem birim dairedeki bir Hilbert problemine doniistiiriilebilir
oldugundan bir 6nceki boliimdeki sonuglart kullanabiliriz. Ancak problemi simetrik

fonksiyon bulup ¢6zmeye caligalim.
(2.2) yardimiyla f yi C™ alt yari-diizlemine genigletelim:
F(2)=1(2) ve
O (x)=G(x)D (x)+g(x), xeX (3.19)
olarak yazilabilir, burada

a—ib 2c
G = — S =
(x) a+ib g(x) a+ib

seklindedir, Onceki kesimde oldugu gibi, (3.18) Hilbert problemi, (3.19) R,

problemine

O (x)=D" (x)

ek sart1 ile esdegerdir.(3.19) probleminin indisi
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1 +o0
K=— —ib

ﬂ_[arg(a i )LQ
seklindedir. a,be H(X) oldugundan a(—e0)=a(+e0) , b(—o0)=hb(+) olur ve

buradan x nin bir ¢ift sayr oldugu ortaya ¢ikar. x(3.18) probleminin indisidir.

Kesim 2.8.6 daki gibi, Y ve ¥ fonksiyonlarini

< log G,
A(z)= l_j o8 O(x)dx
27i X—2z

—o0

olacak sekilde

(3.20)
eA(z) , ze C*
7(2)= (Z_ﬂ'jkew , zeC
Z—i
seklinde gosterirsek, IG(x)l = 1 oldugundan
A() =2 [ 28,
2w Y x—z
olur. Burada
x+i) a—ib K 2 \2
A(x)=ar {—(;j a+ib} = arg{—(x+z) (a—ib) }
bir reel fonksiyondur ve buradan
A(z)=A(z), A (x)=A"(x) (3.21)

elde ederiz.
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Ik olarak, (3.19) probleminde g=0 ile elde edilen (3.18) homojen problemini
(¢ =0) inceleyelim. Kesim 2.8.6 daki homojen problemin genel ¢oziimiinden, eger
k=0 ise, (3.18) in genel ¢coziimii

D(2)=T(2)(cz" +cz" +.4c,) (3.22)
olarak elde edilir. ¢, lar keyfi sabitlerdir, K <0 ise problem yalmz asikar ¢6ziime

sahiptir. Buradan, homojen Hilbert problemi de, x <0 iken, yalniz sifir ¢6ziimiine

sahiptir. Bu nedenle, x>0 olarak alalim. Genel ¢6ziim

dir. Bu yiizden
®(z)=T(z)(cz" +az " +...+¢,)

elde edilir. Dolayisiyla, (3.18) in genel ¢oziimii (3.22) ile verilir. Boylece, asagidaki

teoremi verebiliriz:

Teorem 3.1.3: (3.18) in homojen problemi (¢=0),x20 iken Y(z)P,(z) genel
¢ozlimiine sahiptir, burada P,, x. dereceden reel katsayili bir keyfi polinomdur ve

k<0 i¢in problem sadece sifir ¢éziimiine sahiptir.

Simdi de, (3.18) de homojen olmayan Hilbert problemini gbz oniine alalim.
Bunun bir 6zel ¢6ziimiinii elde etmek yeterlidir. Bu durumda onun genel ¢oziimii

onceki teoremden de bulunabilir.

1. 20 durumu: (3.19) dan dolay1
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cdx

@, (Z) = }/(

z) 7
T J;(a+ib);/+(x)(x—z)

(3.19) un R, daki bir 6zel ¢oziimiidiir, burada ¥, (3.20) de verildigi gibidir. ze C*

iken (3.21) den dolay1

cdx

50(2):[2131( }/,(;)Ic(ijjk(a+ib)7+(X)(x—Z)

olur. Buradan,

oo

cdx

) Sy e

fo(z)=

27i +(z—iJKT(x+iJK cdx
z+i) 2\x=i) (a+ib)y" (x)(x-2)
(3.18) Hilbert probleminin bir 6zel ¢oziimiidiir.
2. k<0 durumu: R, daki (3.19) probleminin
¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart
¢ dx _=0, k=23....,—K
Z(a+ib)y (x)(x+1i)

ifadesinin saglanmasidir. Bu durumda, problem
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fi(z)= _[o(aﬂ-b)};(x)(x_z)__[Q(a+ib);/+(x)(x+i)

V(Z){m cdx R cdx } (2.25)

tek c¢oziimiine sahip olur. Coziimiin tekliginden dolayi, f, da problemin ¢oziimii

olmahdir. Bu yiizden, f,(z)=f,(z) dir ve buradan (3.25) Hilbert probleminin tek

¢Oziimiudiir. (2.24) i reel formda yazmak igin ilk olarak onu esdeger denklemler ile

yeniden yazmamiz gerekir.

j( ) ¢ dx —=0, k=0,1,.,-k-2
SAXx+i) (a+ib)y (x)(x+i)

ANk
@(x)=arg(x+i) olsun. Bu durumda arg (ﬂj =—2k@ dir. (3.20) den
x+i

e

H(x)=er ) = e[
yazilabilir. Burada argiimentin sabit bir dalin1 se¢ip ¢(x)=arg(a—ib) olmak iizere
K (x)=arg{-(x+i)" (a=ib)'} =7+ 2k0+2¢

elde edebiliriz. Ustelik,

1 a-ib 1,

= = e
a+ib  a*+b> g +p?

Ve

eéx(x) _ l.ei(Kg+¢)

dir. Dolayisiyla, yukarida belirtilen sartlar
jg e =0, k=0,1,...,~k—2

halini alir. Burada
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1T R(E)
‘”I_xd‘f}
Q(x)= ¢ e{ e

Ja* +b* (1+x2)

seklinde alinmigtir. Bu durumda, —x—1 lineer bagimsiz reel sartlar iceren

[Q(x)cos(2j6)dr=0 . j=01...~T-1
. (3.26)
[ Q(x)sin(2j6)dx=0 . j=1,...,—§—1

esitsizlikleri elde edilir. Oyleyse asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.4: Homojen olmayan (3.18) Hilbert problemi, eger x=0 ise

f,(2)+Y(2)P,(z) genel ¢oziimiine sahiptir. Burada f,, (3.23) ile verilir ve

P_, k. dereceden reel katsayili bir keyfi polinomdur; x <0 ise, bu Hilbert

probleminin (3.25) (tek) ¢6ziimiine sahip olmasi icin gerek ve yeter sart (3.26) daki

—(x+1) reel sartlarmin saglanmasidir. Problemin ¢dziimiiniin reel bagimsizlik

derecesi (k+1) dir.

Simdi, yari-diizlemdeki Hilbert probleminin bir 6zel durumu olan C* daki

Dirichlet problemini bir 6rnek olarak inceleyelim.

Ornek 3.1.2: C* da analitik, (_J+ uzerinde siirekli ve x-ekseni iizerinde

Re f*(x)=s(x) smur deger sartin1 saglayan bir f fonksiyonu bulalim. Burada

s(x)e ﬁ(X) dir.
Coziim. Dirichlet problemleri igin, &= l[atrg (a —ib)Tm indisi, a(x)=1, b(x)=0
o o

oldugundan daima sifirdir. Buna gore, 6nce (3.18) probleminin x =0 halindeki

72



genel ¢oziimiinii elde edelim. Daha sonra a(x)=1, b(x)=0, c(x)=s(x) 6zel

durumuna karsilik gelen ¢oziimii bulalim.

k=0 iken (3.23) 6zel ¢oziimii

cdx
X (x)(x—2)

_X(2) 7
W)= i(a+ﬂ0
dir (k=0 ise Y(z)=y(z) dir). Bu durumda genel ¢6ziim
f(2)=fy(2)+eX(2)

yani,

_Y(Z) T cdx
zi < (a+ib)Y"(x)(x-2)

—oc0

+cY(z) (3.27)

dir. Burada c bir keyfi reel sabit ve

Y(z)=e"?
A(z)=$_]i i(_xz) x

seklindedir.
Simdi, verilen Dirichlet problemini ¢ozelim, a(x)=1, b(x)=0 oldugundan

i(x)=7 ve buradan ze C* igin A(z)=% , zeC icin A(z):—% dir.

Dolayisiyla, ze A" i¢in Y(z)=i ve ze C igin Y(z)=—i dir. Boylece, (3.27) den

c=s(x) ve ze C" i¢in
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7= [ W acric

genel ¢6zlimiinii elde ederiz. Burada c bir keyfi reel sabittir.

3.1.4. Riemann-Hilbert Sinir-Deger Probleminin Tamimlanmasi:

L, kompleks diizlemde diizgiin kapali, saatin tersi yonde yonlendirilmis bir
cevre olsun ve onun i¢ bolgesine D diyelim. D iizerinde birbirini kesmeyen

I,I,,....,I', dizgiin, kapali, saat yoniinde yOnlendirilmis ¢evrelerin bir kiimesini

g6z Oniine alalim. I' = ZI‘ ; olsun. I'; ile simirh i¢ bolgeleri D} ; L ve I' arasinda
j=l

sinirlanmis bolgeyi D, ile gosterelim. (Sekil 3.1)

Sekil 3.1

D deki Riemann-Hilbert problemi sdyledir: D de I" sigrama egrili bir f
parcal analitik fonksiyonu bulabilirmiyiz (yani f(z), D ve her bir D; de analitik

ayrica hem L hem de I' nin her iki tarafi iizerinde siirekli sinir degerlere sahiptir

oyle ki
[ (r)=G(r)f (¢)+g(r) ., zeT (3.28)
ve

Re{[a(s)+ib(s)]f(s)}=c(s), seL (3.29)
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saglansin? Burada G(7),g(7)e H([), G(z)#0vea’+b’>#0 olmak iizere,
a(t),b(t),c(t)e H(L), reel fonksiyonlardir.

Indisleri,

: 1
Inder(T)=g[argG(T)]r =K

J

Ind . G(7) =x= anlrj ve
j=1

, 1
Ind, jal(t)—ib(t);=—-1arg| alt)—ib(t =k
al)=ib(0)} = {are a ()= (1)},
ile gosterelim. Bu durumda K =k + x ya soz konusu Riemann-Hilbert probleminin
indisi denir.
[Ik olarak, D de parcali analitik, L {izerinde siirekli ve (3.28) sartini

saglayan bir f, fonksiyonu bulalim. Baslangigta, (3.29) u goz ardi edelim. Adi

Riemann problemlerinin ¢éziimiindeki gibi x—1 lineer bagimsiz reel sart1 iceren

n

n(z)=[I(z=z)"

Jj=1

carpimini goz Oniine alalim. Burada z,, D; ‘de bir keyfi sabit noktadir ve

dr

A(z)=] I1og[n(r)G(r)]

dir. Y(z) ye (3.28) probleminin

Y (r)=G(7r)Y (r), el (3.30)
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sartin1 saglayan bir kanonik fonksiyonu da denilebilir. Bu durumda,

fl(Z)=Y(Z){1I 8 (7) dr+F(z)} (3.31)

27i 3 Y*(7).(7-2)

problemin genel ¢6ziimiidiir. Burada F, D de analitik ve D iizerinde siirekli bir

keyfi fonksiyondur. Orijinal Riemann-Hilbert problemi, sadece D iizerinde
incelendiginden buna karsilik gelen Riemann problemi daima ¢oziilebilirdir.

f, bulunduktan sonra, f
F(2)=0(z) £, (z)+ fi(2) (3.32)
ile D de parcali analitik ve L {iizerinde siirekli olan yeni bir f, fonksiyonuna

doniisiir. f, (3.28) i sagladigindan, (3.30) dan dolay1 7€ I" i¢in

(@)= ()X (2) ' (7)
=G(7)[ £ (2)+ T (2); (7) |+ 2(2)

olur. Yine (3.28) den
FH(2)=G@)[ £ (2)+ Y () f; (7) ]+ ()
bulunur. Bu iki denklemi karsilastirirsak ( Y~ (’l') #0 dir)
[ (0)=1 (7). zeT

elde ederiz. Buradan, f,(z) gercekten D de analitik ve D iizerinde siirekli bir
fonksiyondur.

Karsit olarak, eger f, boyle bir fonksiyon ise bu durumda kolayca
ispatlanabilir ki (3.32) ile verilen f(z) parcali analitik fonksiyonu L iizerinde

stirekli olmak zorundadir ve (3.30) u saglar.
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Bu durumda, s6z konusu Riemann-Hilbert problemi asagidaki probleme
doniigiir:

D de analitik ve D iizerinde siirekli bir f,(z) fonksiyonu bulabilir miyiz,
Oyle ki (3.29) yerine, ona karsilik gelen

Re{[a(s)+ib(s)]Y(s)fO+(s)}:c*(s), selL (3.33)
sartin1 saglasin? Burada
¢ (s)=c(s)~Re{[a(s) +ib(s)] £ (5))

seklindedir. Y(s), f;*(s)e H(L) oldugundan ¢ (s) ve (a+ib)Y(s) de H(L)
sinifindandir.

Boylece, orijinal Riemann-Hilbert problemi, D {izerinde (3.33) Hilbert

problemine doniigiir. Burada hem (3.28) sartt hem de I' kaldirilmistir. Bu yonteme

eleme yontemi denir. (3.31) deki F(z) yi nasil sececegimiz dnemli degildir. Ciinkii,
eger ayni tipten bir A(z) fonksiyonu F(z) ye eklenirse f;, ek olarak Y(z)A(z)

terimine sahip olur ve eger A(z), (3.32) ile istenen f, dan ¢ikarilirsa f

degismeyecektir. Bu durum, (3.33) iin her iki tarafindan
Re{[a (s) + ib(s)]T(s) l(s)} , selL
terimini ¢ikarmaya esdegerdir, buradan  f,(z) degismez. O halde, (3.31) de

F(z)=0 alabiliriz.
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3.1.5. Riemann-Hilbert Simir-Deger Problemlerinin Coziimii

L, |t| =1 birim ¢emberi olsun. (2.28) Riemann-Hilbert problemini ¢c6zmek
icin D" daki indisi
ind,{[ a(s)-ib(s)]Y(s)} =k Ind, Y (s)

olan (3.33) problemini ¢6zmek yeterlidir. Fakat s L iken

T(S) _ ﬁ(z— Zj )—K/ eA(s)
j=l1
dir. Bu durumda

Ind, Y (5)=—K+Ind, e

olur. Bununla beraber I'(s) tek-degerli ve siirekli oldugundan

dir. Oyleyse,

Ind, {[a(s)—ib(s)]m} =k+x=K

=Ind, {I:a(s)—ib(s)]}+fner(T)

elde edilir. Bu ise doniistiiriilmiis Hilbert probleminin indisi, orijinal Riemann-
Hilbert probleminin indisi demektir. Dolayisiyla, kesim 3.1.2 deki sonuclardan
dolay1, Riemann-Hilbert problemleri icin asagidaki sonuglari elde ederiz.
1. Kabul edelim ki, g=0, ¢=0 dir (homojen problem). Teorem 3.1.1 e gore,
K >0 icin karsilik gelen (3.33) problemi (¢ =0)

fo (Z) =¥, (Z)+"'+02K+1‘P2K+1 (Z)
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genel ¢oziimiine sahiptir. Burada {‘PJ_ (z)}fk+I ,2K +1 tane lineer bagimsiz (reel

katsay1 cisminde) ¢oziimdiir ve {c j}fKH ‘ler keyfi reel sabitlerdir. Bu durumda

homojen Riemann-Hilbert probleminin genel ¢oziimii

2K+1

f(2)=7X(z) Z ;¥ (z) (3.34)

dir. K <0 i¢in Riemann-Hilbert problemi sadece sifir ¢oziimiine sahiptir ¢linkii
karsilik gelen Hilbert problemi sadece asikar ¢6ziime sahiptir.

2. Kabul edelim ki, g =0, ¢#0 dir. Bu durumda, f,(z)=0 alabiliriz. Bu nedenle
f(z)=T_(z) f,(z) olur. Burada f,, D de homojen olmayan

Ref[a(s)+ib(s)]X(s) £y (s)}=c(s), seL

probleminin ¢6ziimiidiir. Teorem 3.1.2 den dolay1, K >0 i¢in karsilik gelen Hilbert

problemi

genel ¢oziimiine sahiptir ( f;, onun bir 6zel ¢dziimiidiir) ve buradan

CR IR E] 339

orijinal Riemann-Hilbert probleminin genel ¢oziimiidiir. Burada c; ler keyfi reel

sabitlerdir. K <0 icin karsilik gelen Hilbert problemi ve dolayisiyla orijinal
Riemann-Hilbert probleminin (tek olarak) ¢oziilebilmesi icin gerek ve yeter sart

¢ (t) nin 2K —1 reel sartlarin1 saglamasidir.

3. g #0 oldugunu kabul edelim. Burada f, (z) #0 dir ve bu durumu su sekilde

inceleyelim:

79



(i) Eger ¢ (s)#0, yani

c(s)# Re{[a(s)+ib(s)] 1 (s)}
ise bu hal 2. nin aymisidir. Fakat K >0 i¢in (3.35) in sag tarafina genel ¢oziimdeki
gibi bir f; terimi eklenmelidir; K <0 i¢in onun (tek olarak) ¢oziilebilmesi icin gerek
ve yeter sart c(s),a(s)+ib(s).G(7r)veg(r) nun arasindaki —2K-1 reel
sartlarinin saglanmasidir.

(ii) Eger ¢ (s)=0, yani

c(s) ERe{[a(s)+ib(s)] ff(s)}
ise o halde problem yine homojen hale doniisiir. Fakat, K =0 iken genel ¢oziimii
elde etmek icin bir f, terimi, yine (3.34) iin sag tarafina eklenmelidir; K <0 i¢in
orijinal Riemann-Hilbert problemi f, tek ¢oziimiine sahiptir. Ciinkii karsilik gelen

homojen problem sadece asikar ¢oziime sahiptir.
3.-(i1) ye sozde-homojen Riemann Hilbert problemi; her iki 2. ve 3.-(i) durumuna da

gercek-homojen olmayan Riemann Hilbert problemi denir.

Sozde homojen Riemann Hilbert problemindeki f, (s) fonksiyonu

ile verilir. Eger baslangicta bir keyfi F(z) fonksiyonunu F(z)=0 yerine, D de

analitik, D {izerinde siirekli ve sinir degeri L iizerinde H smifina ait olan bir

fonksiyon olarak alirsak bu durumda s6zde homojen Riemann-Hilbert probemi, f

icin asagidaki homojen olmayan probleme doniisiir:

Re{[a(s)+ib(s)}T(s)fO+ (s)} :—Re{[a(s)+ib(s)]T(s)F(s)} , SeL
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K 20 icin orijinal Riemann-Hilbert problemi
2K+1
ERIERIE FIER PR
j=l

genel coziimiine sahiptir. Burada f, yukarnidaki Hilbert probleminin bir 6zel
¢oziimidiir. K <0 i¢in bu Hilbert problemi, en fazla bir ¢6ziime sahip olabilir. A¢ik

olarak bu ¢oziim F(z) dir. Bu durumda dnceden oldugu gibi

f(2)=f(2)=F(2)Y(2)
fonksiyonu, orijinal Riemann-Hilbert probleminin (sifir olmayan) tek ¢6ziimiidiir.
Dolayisiyla, orijinal Riemann Hilbert problemi icin sart, sézde homojendir: D de

parcalr analitik, L iizerinde siirekli ve (3.28) i saglayan bir f, ((3.31) ile ifade edildi)

fonksiyonu vardir oyle ki

Re{[a(s)+ib(s)] 17 (s)} =c(s), selL
dir. Oyleyse sonug olarak asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.1.5: D birim dairesindeki Riemann-Hilbert problemi i¢in K =k+ x>0
oldugunda, 2K +1 keyfi reel sabit iceren genel ¢6ziim vardir; K <0 oldugunda ise:
i. Homojen durum (¢ =0, g =0) i¢in sadece sifir ¢oziimiine sahiptir.
ii. S6zde homojen durum icin sifirdan farkl tek bir ¢oziime sahiptir.

iii. Tek bir ¢oziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart, fonksiyonlarin problemde

verilen —2K —1 reel sartlarimi saglamasidir.
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3.2. Hilbert Cekirdekli Tam Lineer Singiiler integral Denklemlerin Céziimleri:

Bu kisimda Hilbert sinir-deger problemini kullanarak once karakteristik
singiiler integral denklemin ¢oziimiinii daha sonra bu karakteristik singiiler integral

denklemin adjoint denkleminin ¢dziimlerini inceleyelim.

3.2.1. Karakteristik Denklemin Coziimii

a, b, f 2x periyotlu, Holder siirekli, reel degerli fonksiyonlar ve

Vse Rigin a’(s)+b°(s)>0 olmak iizere

IKou(s) = a(s)u(s)+b(;) Tu(d)cot O-_SdO': f(s) (3.36)

2 2
seklinde tamimlanan karakteristik singiiler integral denklemini goz Oniine alalim. Bu
denklem simetrik fonksiyonlar simifinda Hilbert problemine doniistiiriilerek
¢oziilebilir.(Cibrikova, 1977).

Bu amacla, Holder sinifindan olan u(O') yogunluk fonksiyonu yardimiyla

parcali analitik

fonksiyonunu tanimlayalim.

Burada I',= {ze C: |z| = 1} dir. r=e"el, noktasinda, Sokhotski formiilleri

geregince
L 1 M(G) ;o
Vile” )=% — - d
(¢*) iu(s) ZEFJ; - 471_;[u(0') o
d—=(lcota_s+ijd0
T—t \2 2 2
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bagmtilarim dikkate alirsak:

+ sy _ 4+ = - S
vi(e)=1 m(s)+4ﬂ_£u(0')cot do (3.37)
elde edilir. Keyfi z& I') noktasinda
V(z)=V(1/z2) (3.38)

sanal degerini alir.
Vze I, icin (3.38) kosulunu saglayan V(z) fonksiyonuna simetrik

fonksiyon denir. (3.37) formiillerinden

u(s)=V"(r)-V (1)

— [ u(o)cot “;Sda:v+(t)+v(t)

buluruz. Bunlan (3.36) denkleminde yerine yazarsak

iu(s)=V* (1)-V~ (1)

a(s)u(s)= f(s)—b(s)[V+ (t)+Vv~ (t)}

olur. Bunlar
(3.39)

bagintilarina esdegerdir.

Buradan
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L als)ibs) ()
Vi(t)=———=3V (f)+m (3.40)

simir deger problemine ulasiriz. Demek ki, (3.38) simetriklik kosulunu saglayan

V(z) fonksiyonunu bulmak igin (3.40) Hilbert simir deger probleminin z=0

noktasinda sanal deger olan ¢6ziimiiniin bulunmas1 gerekir.

Kolaylikla gosterilebilir ki, (3.40) probleminin ReV (0)=0 sartim

saglayan her bir ¢oziimiine, (3.36) denkleminin (3.39) formiillerinin herhangi biri

yardimiyla bulunan u (s) ¢dziimii uygundur.

Gergekten de e@er, V(z) (3.40) probleminin ReV(0)=0 sartim
saglayan herhangi ¢oziimii ise V*(7)—V~(¢) sigrayisi (3.38) sartina gore iu(s)
sanal deger alan bir fonksiyon olur. Buna gore, bilindigi gibi V (z) fonksiyonu,

Vi(t)-V (1) =iu(s)

sigrayis probleminin z =0 noktasindaki sanal degerli ¢6ziimii oldugundan tektir ve

1
4z T-2 7T

formiilii ile verilir. O halde (3.39) formiilleri de saglanir. V™, V" degerlerini (3.39)
formiillerinin, Ornegin birincisinde yerine yazarsak u(s) fonksiyonunun (3.36)

denkleminin ¢6ziimii oldugunu goriiriiz.

a(s)u(s)+ib(s)u(s) = f(s)+ib(s)u(s)—b2(;) Tu(a)cot 0'2—s do

buradan

a(s)u(s)+ bz(;) Tu(a)cot 0'2—s do= f(s)
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olur.

seklinde gosterirsek,

IndG(s)= fnd%: 2Ind (a(s)-ib(s))=2x

Vi (t)=G(s)V (t) ,tel, (3.41)
elde edilir. Bu homojen sinir problemini
V(1) =t>G(s)r'V (1) ,teT, (3.42)
seklinde yazalim. Buradan
@ (z)=2"V"(z), G,(s)=t"G(s) .,t=¢"

ile gosterirsek. fndGO(s) = 0 oldugu agiktir.

vi(z)=v*(Uz) . (1z) =27,

z|>1

oldugunu dikkate alirsak:

@ (1/2) =(1/z) W (112) =2V~ (2).

z|>1

oldugu elde edilir, |t| =1 cemberinde 1/ r=t oldugundan (3.42) smur sartini

" (1) =G, (s)@" (¢) (3.43)

seklinde yazabiliriz.

(3.44)

o) o (z), |z|<1
(2)= @ (1/2),

z|>l
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fonksiyonunu gbz Oniine alalim.(3.44) yardimi ile tanimlanan &®(z)

fonksiyonunun parcali analitik oldugu aciktir. |t| =1 c¢emberinde %:t
oldugundan
@ (1)=®" (1) ve demek ki, ®(z) fonksiyonu i¢in sifir indisli

O (1)=G,(s) @ (1) ,t=¢€" (3.45)
Riemann sinir problemini buluruz. (3.45) problemi

@‘(z)=@ Jz|>1 (3.46)

sart1 altinda (3.43) problemine denktir. (3.45) probleminin kanonik fonksiyonu

\
Q(Z):er(z) ,l—‘(z)=% mdf (3.47)
iy T-2

seklindedir. (3.45) probleminin (3.46) sartin1 saglayan ¢oziimiinii bulmak ig¢in,

Q*<z>:m={§+gg,|z|<l

z|>1

fonksiyonuna bakalim. G, (s).G,(s)=1 oldugu dikkate alinirsa, (3.45) sartindan

Q. (1)=Q"(1)=G, (5)Q (1) =

oldugunu buluruz. Buradan,
QI (1)=G,(s)Q: (1), 1=¢"
yani, Q, (z) fonksiyonu da (3.45) sartin1 saglar.
O halde kolaylikla gosterilebilir ki, X, (z) =(Q(z)Q.(z))"" =€

fonksiyonu da (3.45) sinir sartin1 saglar. Burada,
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1 1 o+zdr
T, (z)==[T(z)+T.(z)]=— [InG, =
O)=5 M) (= () 721
(3.48)
InG, — InG,
T(2)=-— [ 2 O(IG)drz e () 47
2mip 7 1 2@y 7(7-2)
z

X,(z) fonksiyonu i¢in (3.46) sartimi da saglar. Demek ki, X,(z) fonksiyonu

(3.43) probleminin ¢oziimudiir.

(3.49)

X" (2)=2'X] (z) ="
X (2)=2"X; (2) =z

fonksiyonlar1 ise (3.41) homojen probleminin 6zel ¢oziimiidiir.
Simdi ise (3.45) probleminin (3.46) sartin1 saglayan ®(z) 6zel ¢dziimiinii

bulalim. Boylece (3.41) probleminin z=c noktasinda ((3.46) ya goére hem de
z=0 noktasinda) sonlu kutba sahip olan genel c¢Oziimiinii buluruz. (3.45)

probleminin ¢oziimiinii

seklinde arayalim. Burada,
P, (Z) = Z Ckzk ;e =0 +if,  k=-n,n
k=-n

dir. Once (3.46) sartinin saglandigim diisiinelim. Bu sartin Xo(z):er"(z) icin

saglandigini dikkate alirsak:

olur. Demek ki,

87



(3.50)

Dolayisiyla

k=1

®(2) :{0{0 +3(e,2 +§z-k)}“)“’ fonksiyonu X, (z)=e"" ile birlikte (3.45)

probleminin ¢6ziimii olmakla beraber (3.46) sartin1 da saglar. Boylece (3.41) sinir

deger probleminin genel ¢coziimii

Vi (z)=2'P
(3.51)
V()= R ()
seklindedir. Burada, I';(z) ve P,(z) uygun olarak (3.48) ve (3.50) formiilleri
yardimi ile verilir.
(3.49) yardimi ile verilen (X*(z),X’(z)) ozel ¢oziimii genel ¢oziim

formiilinde P,(z)=1 yazilmasiyla bulunur. Ayrica X*(z) fonksiyonu |z|<1

dairesinde ( z =0 noktasi1 hari¢) sifir ve sonsuzluk degerlerini almaz.

x 20 oldugunda,

B (2)=P ()=, +Y (e +e2 )

k=1

olmasiyla |¢|<1 dairesinde siirli (2x+1) sayida reel @, , @, , S, (k :L_x)

keyfi sabitlere bagimli ¢oziim buluruz. Burada, ¢, =, +if, (k zl,_x) dir.

(3.40) homojen olmayan Riemann sinir deger probleminin incelenmesine

gecelim. (3.41) probleminin kanonik ¢éziimii:
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X" (6)=G(s)X (t), t=¢€" (3.52)

olur. (3.52) esitligini dikkate almakla (3.41) sinir sartini.

Vv, ()
XX @) (@) ()X (1)
V()

seklinde yazalim. F fonksiyonu icin si¢crayis problemini bulmus oluruz.
Z

X (z) fonksiyonunun simetrikligine gore,

)
0= G )X ()

sicrayisi yalniz sanal deger alir.

. V'
Indise bagli olarak X+((Z)) fonksiyonunun asagidaki durumlarina bakalim.
Z
5 V*(z) . .
x20 oldugunda X (2) fonksiyonunun orijinde x-inci
Z

mertebeden kutbu, x<0 oldugunda ise —x-inci mertebeden sifir1 vardir. Buna
gore,

x 20 oldugunda,

Ve =LJ‘ if (o) LARSNPAE (c z"+c_z"‘)

X*(z) 4xii[a(o)+ib(o)]|X (r)c-—z ¢ ° SV

Vi(z) 1 if () AU oI Fre 7t
X(z)_47ri1:[[a(0')+ib(0')]X+(T)T—Z r ;( @razt) 659

olur.

x<0 oldugunda ise

89



T+zdT

T+zdt

(3.54)

V)t i)
X*(z) 4xi;la(o)+ib(o)]X"(r)r-z T
Vi1 i)
X (z) 4rmi;|a(o)+ib(c)]X*(r)7-2z T

elde edilir. Fakat bu durumda V*(z)(V™(z)) fonksiyonunun z=0(z=

)

noktasinda simirli olmasi igin esitligin sag tarafindaki integralin —x-inci
mertebeden sifir1 olmalidir.
Thzl 1.2 22 | 22" |
T-zT T T T !
oldugundan,
. (¢ (s
V() =z - L (T 2 1T
dmiy T iy T
S LI QPR 1O e
2mif T 2mif T
burada,
f (o
re)= 9
[a(o)+ib(o)]X"(7)
fonksiyonu icin
I'(z I'(r
| (7) 47 - = | (ﬂc)df:O
T, T T, T
. O- —k 1 _ _
yani I dt=0 , k=0,...,—x-1 sartlar1
l—‘() O- :IX
saglanmalidir. Demek ki, x<0 oldugunda (3.41) probleminin coziilebilmesi
icin gerek ve yeter sart,
f(o)
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sartlarinin saglanmasidir.

(3.43) sartlar1 saglandiginda (3.52) simr probleminin (V*(z),V™(z))

¢oziimii (3.54) formiilleri yardim ile verilir. Simdi ise (3.36) denkleminin u(s)

¢oziimiinii  (3.39) formiillerinden herhangi biri yardimi ile belirleyelim.

b(s)
a(s)

T+zdt 1 T+zdt
JlW (O' _T 7
-z

InG, (s)=2iw,(s), burada w,(s)=—xs—arctan oldugundan

I

ifadesinde ze D,z —>t=¢" eI, iken limite gegersek

2z
Ly (t)= 2[%iwx (s) +$ ! w, (o)cot 0-2_ > dcr]
=iw (s) =, (s),
burada,
1 2z _
wx(s):—g'([wx(d)cot do
oldugundan

oldugu elde edilir.

x=0 durumu:

Eger
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XO(Z)zeF() Fo(z)_%m-.’.lnG( )g%
NG f(s)
Vi()=X; (e ){5'[a(s)+ib(s)]xé(f)+

(o)

R
Az o [a(o)+ib(0)] X,

) cot 0-2_ > dO'J+ a,X; (")

oldugunu dikkate alirsak,

o) ) () (_ /(s)
a(s)—ib(s) a(s)—lb(s) 2a(s)+ib(s)
G ) ams ) 2ap(s)
4r 'l.(a(O')+ib(O'))XO(e”) ' 2 d} a(s)—ib(s) 0( )
_als)f(s)
a’(s)+b°(s)
NG ) 1 rle) o,
a’(s)+b*(s) 2z ) [a(O')+ib(G):|X0+ (e’”) 2
20,,b(s)

olur. Ote yandan

X; (eix ) = "0(s) gmio(s) _ =i (s) (cos W, () +isinw, (s)) -

_ () a(s)=ib(s)
a’ (s)+b2 (s)

oldugundan,

X (&) (a(s) () = (5) 57 (5)
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olur. Boylece

- cot do
a’(s)+b’(s) 27 \/az(s)+b2(s) 0 \/a2(0)+b2(0') 2
20.b —i(s)
_2abls)e (3.56)
a’(s)+b*(s)
bulunur. ReV (0)=0 sart1 saglanmalidir.
1 2z i 2z
. j nG(o)do 5[ ars(a(0)-ib(0))do
XO+ (0) zero(o) 264 0 :eZ 0 =¢"? ,

o= fure(a(o)-iv(o))ao |
(i fo) -
V(O)—Xo (0)[E-£ (a(g)+ib(0'))xg(eis)da_f_ao}_

. 27 Wy (o) . 27 (o)
=X, (0) a0+Lj' f(o)e do |=e" a0+LJ. f(o)e do
Az 5 \Ja* (o) +b* (o) Az 5 \Ja* (o) +b* (o)
oldugundan

ReV (0)=a,cos— do

siné’zf (O')e%(a)
Az Ja* (o) +b* (o)

olur. Demek ki, ReV (0)=0 sarti ile,

0, cos @ —

. 2 Wwy(o)
Sm‘gj f(o)e do=0 (3.57)

4r 4 Ja* (0)+b (o)
sartinin saglanmasi esdegerdir. Bu sartin saglanmasi i¢in iki durum olabilir.
1) cos@#0 olsun.

Bu durumda (3.57) ifadesinden ¢, tek degerli olarak bulunur ve demek ki,

IK’u = f denkleminin (3.56) yardimu ile verilen tek ¢oziimii vardir. O halde
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O' ”0( )

’[\/ (o)+b* (o

—tan9 dO'

olacaktir. /K’u =0 homojen denkleminin ise (sifirdan farkli) ¢oziimii yoktur.
2) cos@ =0 olsun.
Bu durumda sin @ # 0 olur ve (3.57) sartinin saglanmasi icin,

G ”0(‘7)

'[\/ (0)+b* (o

dO':O (3.58)

sartinin saglanmast hem gerekli hem de yeterlidir. Bu sart saglandiginda
IK’u = f denkleminin (3.56) yardimi ile bulunan tek parametreli ¢oziim ailesi
vardir. IK°u =0 homojen denkleminin ise,

2a,b(s)e ")

u(s)=-

a’(s)+b°(s)
seklinde ¢6ziimii vardir. Boylece
O— w(,(o‘)
cosf = _[ d o=0
\/ (0)+b* (o

sarti saglandiginda IK’u= f denkleminin (3.56) yardimi ile bulunan ¢oziimii
vardir. Buradaki ¢, keyfi sabittir.

x>0 durumu:

if (o) T+zdr

vi(z)=X 4_mI [a(o)+ib(c)]x"(z) 7~z 7

X
k| . _—k
+a’0+Z(ckz +c,.2 )
k=1

burada X*(z)=z"X, (z) ifadesinde (ze D) —(reT,) iken limite gecersek

94



X (1) =1 X; (1) =1 o =

=0, (s)

= (cosw, (s)+isinw, (s))e ™" =

iwp(s)

=e€ .e

__al)=ibls) o
a’ (s) +b’ (s)

bulunur. Buradan,

X" (t)(a(s)+ib(s)) =./d* (s)+b2 (s) e )

NN if ()
Vi(r)=X"(1) ) b))
AT f(o)

4 ! (a(o)+ib(0)) X" ()

cot O'z—s do+a, +22(afk cosks— f3, sinks)] =
k=1

cot 0'2—s do+0, (s)]

bulunur. Burada 0, (s)=a,+2) (@, cosks— f, sinks) dir.
k=1

Boylelikle
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bulunur. ReV*(0)=0 sart: saglanmalidur.

dr
X+ — FO(Z)’ I =— | InG ﬂ_ ,
(@)= Ty(@)= g 16 ()72
GO(S)=t72X a(S)—lb(S) , t:eis ,
a(s)+lb(s)
lnGO(s):ln|GO(s)|+iargG0(s)=i(—2xs+2arg(a(s)—ib(s)))=
=2iw, (s)
oldugundan
1 o+zdT
r =— —
O(Z) 27Zf[w( o—z 7
dir.
Buradan,

. 27

:L (_xo'+arg(a(0')—ib(0')))d0'=—ﬂ'ix-l—ie
27

yazabiliriz. Demek ki

€r0(0) :(_l)x eie s

Vi(0)=(-1)"(a —iB,)e” =(-1) (@ ~iB,)(cos O +isin )
ReV*(0)=0 olmast i¢in
o, cos@+ B sin@=0 (3.59)
sart1 saglanmalidir. cos@ ve siné ayni zamanda sifir olmadiklarina gore o, ve

B, sabitlerinden biri digeri ile ifade edilebilir.
cos@#0 olursa, o =-tan(8)B, , sin@#0 olursa, S =-cot(8)e, .

Boylelikle, x>0 oldugunda IKu = f denkleminin ¢oziimii,
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(50 o
—L{a’o +2) (@, cosks— f3, sinks)+
a’(s)+b*(s) k=1
i’B"sin(l9+xs) ,cos @ # Oise
cos @

X

sin @

sin(@+xs), sin @ # Oise

olur.

IK u =0 homojen denkleminin ise (2x) sayida lineer bagimsiz,

b(s)e_f”*(s)

cosks, k=0,x—1,

az(s)+b2(s)
b(S) -, (s) .
sinks, k=1,x-1,
a’(s)+b* (s
b -, (s)
() sin (6 + xs)
a’(s)+b* (s

¢oziimleri vardir.

x <0 durumu:

Kabul edelim ki, (3.55) sartlar1 saglansin. Bu durumda

coskodo=0 , k=0,—x-1

sinkodo=0 , k=1,—x-1

olacaktir.

Bunlara ilave ReV*(0)=0 sart1 saglanmalidur.
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27 (o)
=(_1)XLJ‘ (O-)e ei(xo’+0)do_
27y Ja’ (o) +b* (o)

oldugundan

x+1 o0 ';- (O’)

27[ I\/ 0'+b2

q

ReV* (0

s1n(x0'+¢9)d(f

Boylece x<0 oldugunda IKu= f denkleminin ¢dziimiiniin var olmasi igin

asagidaki sartlarin saglanmasi gerekli ve yeterlidir.

coskocdo=0 , k=0,—x-1,

sinkodo=0 , k=1-x-1, (3.60)

sin(xo+6)do =0

¢oziimii vardir.
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3.2.2. Karakteristik Denkleme Adjoint Olan Denklemin Coziimii ve

Karakteristik Denklemler icin Noether Teoremleri

(3.36) karakteristik denklemine adjoint olan

12/1'

IK"v Ea(s)v(s)—g b(o)v(o)cot

o—Ss

do=g(s) (3.61)

denklemine bakalim. Burada af(s), b(s) ve g(s) H,[0,27] sinifindan

olan verilmis fonksiyonlar olmak iizere Vse R icin a’(s)+b*(s)>0 dur.

(3.61) denklemini de Boliim 3.2.1. de oldugu gibi simetrik fonksiyonlar
sinifinda Riemann sinir problemine doniistiirerek ¢ozebiliriz. Bunun igin,

1 T+zdT
=—|blo)v(c)—— 3.62
4r (o)v( )T—Z T ( )

V(z)
parcali analitik fonksiyonunu kullanacagiz. Asagidaki gosterimleri kabul

edelim.

X ind(a(s)+ib(s)) = —ind(a(s)—ib(s)) =—x |,

49*E%Targ(a(a)ﬂb(a))daz—%Targ(u(o)—ib(a))daz—ﬁ ,
(s)=- x’s—arcanb(s) =—w_(s

i) 2| o 20 < ()

# (s)E—ifw,(O')cot =5 4= ()

Boliim 3.2.1. e benzer olarak gosterilir ki,

x’=0(x=0) durumunda:

1) cosf.=cos@#0 oldugunda IK Yy = g denkleminin
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()
Lo 2e T (3.63)

a’ (s)+ b’ (s)
formiilii yardimiyla tanimlanan tek ¢6ziimii vardir. Burada,
(0)g (o) £"(@)
a*(0)+b* (o)

do

= tant9 f
0

seklindedir. Bu durumda /K Yy =0 homojen denkleminin ¢6ziimii yoktur.
2) cos, =cosd=0 oldugunda IK Yy = g denkleminin ¢Oziimiiniin var olmasi
icin,

g Wo( )

j\/ 0'+b2

d0'=()

sartinin saglanmast hem gerekli hem de yeterlidir. Bu sart saglandiginda

denklemin (3.63) bagintis1 yardimi ile verilen tek parametreli ¢oziim ailesi

vardir. Bu halde IK"v =0 homojen denkleminin,
o)

a’ (s)+b2 (s)

v(s)=2a,

seklinde ¢Oziimii vardir.

x>0 (x<0) durumunda:

IK v = g denkleminin,
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e e () 274 e o) er(e) 2

9 0) [ o
+————— | o, +2) (&, cosks— S, sinks)+

a’(s)+b*(s) ’ ; ‘ ‘
i’ersin(6’*+x's) ,cos0, #0 ise
cos b,

+

il sin(6. +x’s), sin @, #0 ise

sin 6. |

yardimi ile tanimlanan (2x") sayida parametreye bagimli ¢dziimii vardir. Bu

halde, IK"v =0 homojen denkleminin (2x") sayida lineer bagimsiz

- (s)

¢ cosks, k=0,x"-1,
a’ (s)+b2 (s)
()
¢ sinks, k=Lx—1,
a’(s)+b (s
~5(s)
¢ sin(0*+x's)
a’ (s)+b2 (s)

¢oziimleri vardir.

x’<0 (x>0) durumunda:

IK"y = g denkleminin ¢6ziimii genellikle yoktur, denklemin ¢oziilebilmesi i¢in

(2x") sayida
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27rb Wy (o)
[ 0)8(0)e"  skodo =0  k=0—x—1,
0

sinkcdo=0 , k=1-x"-1,

sin(x'c+6.)do=0
a’(o)+b*(0)

sartlar1 saglanmalidir. Bu sartlar saglandiginda, denklemin

—y(0)

a(s)g(s) e ) b(c)g(o)e™ o-s
V(s): + do
w0

a’(s)+b*(s) \/ 2(5)+b* (s o o)+b* (o 2

seklinde tek ¢oziimii vardir. Bu halde IK y=0 homojen denkleminin sifirdan

farkli ¢oziimii yoktur.
Simdi x#0 durumunda IK’u=f karakteristik denklemi ve ona

adjoint olan /K Yy = ¢ denklemleri icin Noether teoremlerini verelim.
Teorem 3.2.1.: x>0 ve x=0, cos@#0 ise IK’u= f denklemi keyfi f
fonksiyonu igin ¢oziilebilirdir.  x=0, cos@=0 ise IK’u=f denkleminin

¢oziilebilir olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

do=0

]ff (o)
2 Ja* (o) +b*(0)

esitliginin saglanmasidir.

x<0 ise IK’u= f denkleminin ¢oziilebilir olmasi icin gerekli ve yeterli sart,
2r

(f,vj)=£.|‘f(a)vj(0')d0'=0, J=12, K (3.64)

0
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bagintilarinin  saglanmasidir, burada v, (s),...,v, (s) fonksiyonlari IK”v =0
denkleminin lineer bagimsiz tam ¢oziimler sistemidir.

Teorem 3.2.2.: IK’u =0 homojen denkleminin k -lineer bagimsiz ¢6ziimlerinin

sayis1 ile IK"v=0 homojen denkleminin k”-lineer bagimsiz ¢6ziimlerinin

sayis1 farki IK° operatériiniin indisinin iki katina esittir:

k—k"=2x
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4. SONUC

Hilbert Sinir-Deger Probleminin simetrik fonksiyonlar1 kullanarak nasil
Riemann Simir-Deger Problemine doniisecegini goriip, bu metotla Uygulamali
Matematikte ve esasen diger bilim dallarinda ©nemli bir yeri olan integral
denklemlerin, bazi tiplerinin ¢6ziimiinde Hilbert Sinir-Deger problemlerinin iyi bir

arac olarak kullanilmasini inceledik.

Tiim bu incelemeler analitik fonksiyonlar sinifinda yapilmis olup bu
calismalarin analitik olmayan fonksiyonlar iizerinde de yapilarak genellestirilmesi

miimkiindiir ve konu o zaman daha 6nemli hale gelebilir.
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