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OZET

DUGUM POLINOMLARI

OZDEMIR, Mehmet
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Yrd. Dog. Dr. Hakan SIMSEK

Eyliil 2006, 67 sayfa

Bu tez calismasinda, diigiim teorisindeki Onemli invaryantlardan olan
Alexander polinomu, Alexander-Conway polinomu, Jones polinomlar1 ve Skein
polinomlar1 ve Kauffman polinomlar1 incelenmistir.

[k boliim girise ayrilmgtir.

Ikinci boliimde, temel kavramlar ve diigiim polinomlarmin hesaplanmast igin
gereken yardimci bilgiler verilmistir.

Uciincii  boliimde, herhangi bir diigiimiin(veya halkanin) Alexander
polinomunun nasil elde edilece8i gosterilmistir. Baz1 belli bagh diigiimlerin(veya
halkalarim) Alexander polinomlart hesaplanarak ozellikleri gosterilmistir. Sonra
diigiimlerin diizenli diyagramlarindan Skein diyagramlar1 olusturularak Conway
polinomlar1 (yada Alexander-Conway polinomu) bulunup bazi 6zellikleri verilmistir.
Yine, Skein diyagramlariyla Jones polinomlar1 hesaplanmis daha sonra, Skein

polinomlar1 ve Kauffman polinomlart aciklanarak 6rnekler verilmistir.



Anahtar Kelimeler : Bir Diigiimiin(veya Halkanin) Diizenli Diyagrami, Skein
Diyagrami, Alexander polinomu, Alexander-Conway polinomu, Jones polinomu,

Skein polinomu, Kauffman polinomu.



ABSTRACT

KNOT POLYNOMIALS

OZDEMIR, Mehmet
Kirikkale University
Graduate School Of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Hakan SIMSEK

September 2006, 67 pages

In this thesis, Alexander polynomial, Alexander-Conway polynomial, Jones
polynomials, Skein polynomials and Kauffman polynomials are investigated, which
are important invariants in knot theory.

The first chapter is introduction.

In the second chapter, fundemental consept and necessary aid knowledges are
shown for calculation of knot polynomials.

In the third chapter, how Alexander polynomial of any knot(or link) is
obtained is shown. Alexander polynomials of some particular knots(or links) are
calculated and their properties are shown. Then skein diagrams are drawn from
regular diagrams of knots(or links) and their Conway polynomials are calculated and
some properties are given. Also, Jones polynomials are calculated by skein diagrams,
after that, Skein polynomials and Kauffman polynomials are explained and some

examples are given.



Key Words : Regular Diagram Of A Knot(Or Link), Skein Diagram, Alexander
polynomial, Alexander-Conway polynomial, Jones polynomial, Skein polynomial,

Kauffman polynomial.
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1. GIRIiS

Diigiim teorisi ¢alismalar1 matematigin ilging caligma alanlarindan birisidir.
Bu konuyla ilk olarak kimlerin calistigim1  sOylemek zordur. Bu ¢aligmalar son

yiizy1lda 6nem kazanmis ve 6nemli sonuglarini ise son 50 y1l icerisinde vermistir.

Matematigin bir¢ok alt anabilim daliyla ilgili oldugu kadar, Fizik, Kimya ve

Biyolojide de 6nemli kavramlarla ilgilidir.

Diigiim teorisi 19.ylizyilin bagslarinda J.W.Alexander, H.Seifert, daha
sonralar1 J.Conway, J.Jones, J.Birman, L.Kauffman, R.Lickorish, K.Millett,

J.Przytycki, W.Thurston gibi degerli matematik¢ilerin ilgilerini cekmistir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tez hazirlanirken, Alexander polinomunun elde edilmesinde
K.Murasugi’'nin ‘Knot Theory and It’s Applications’[1], G.Burde and H.
Zeischang’in ‘Knots’[4] ve L.Kauffman’in ‘On Knots’[6] adli eserleri, S.Moran’in
‘The Mathematical Theory of Knots and Braids’[2] adl1 kitaplarindan faydalanilmig
olup bunlar[1-9] cercevesinde, diigiimden elde edilen c¢esitli polinomlarin

hesaplanmasindaki yollar drneklendirilmistir.

1.2. Calismanin Amaci

Diigiimlerin  siniflandirilmas1  problemi  diigiim  teorisinin  6nemli

problemlerindendir. Bu probleme 1s1ik tutacagimi diisiinerek  J.W.Alexander
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digiimlerin diizenli diyagramlarindan hareketle bir polinom hesaplanmasi metodunu

gelistirmistir.

Bu caligmayi izleyen yillarda c¢esitli matematikgiler tarafindan, diigiimlerden

polinom elde edilmesinin, farkli yollar1 ortaya konmustur.

Bu calismamizda, bu polinomlart ve elde etme yollarini inceleyecek ve

orneklendirecegiz.

11



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Baz1 Temel Kavramlar

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak temel kavramlar ve bunlarla ilgili

bazi temel Ozellikler verilecektir.[1-9]

Tanmm 2.1.1. X ve Y Hausdorff uzaylar ve f:X — f(X) bir homeomorfizm

olmak iizere f : X — Y doniisiimiine gomiilme(embedding) doéniisiimii denir.
Tamm 2.1.2. Bir diigim, S' egrisini oklidyen iic uzaya R’ veya S° yuvarma

Sn+k

gdmiilmesidir. Daha genel manada, S* nin ya gomiilmesi islemidir. Bu, yiiksek

mertebeden diiglim teorisinin ¢aligma alamdir.

Genel manada, bir diigiim 1: S' = S* olmak iizere i(Sl) =k doniisiimiiniin
goriintiisidiir. Kisaca, bir diigiim basit kapali bir egri ya da bu tipteki egrilerin sinifi
olarak g6z Oniine alimir. Literatirde en cok bilinen diigiimler Sekil 2.1.17 de
gosterilmistir.

Tanmm 2.1.3. Bu kapali egrilere bir ok isareti ile bir yonlendirme yapilabilir. Bu
yonlendirme asagidaki ornekteki gibi iki farkli sekilde yapilabilir. Sekil 2.1.1(a) da

sag-el trefoil diigiimii ve (b) de sol-el trefoil diigimii gosterilmistir.

I

(a) (b)

Sekil 2.1.1

12



R® de Sekil 2.1.2 deki gibi, bir P(x,y,z) noktasinin xy-diizlemindeki

izdiisiimiinii P(x, y,0) olarak veren doniisiimii p ile gosterelim.

Sekil 2.1.2

Tanmm 2.1.4. p(K) = K ya K diiglimiiniin izdiisiimii denir. Ayrica K nin yonii de K

ya baglidir. Bununla birlikte, K, cesitli kesisim noktalara sahip oldugundan,

diizlemde basit kapali bir egri degildir.

Bu sekildeki izdiistime diizenli izdiisiim denir. Bu izdiisiim Sekil 2.1.3(a) da
gosterilmistir.

Ancak, bu izdiistimiin kesisim noktalarinda diigiimiin alttan mi {istten mi
gectigi belli degildir. Bu belirsizligi ortadan kaldirmak icin, diigiimdeki kesisim
noktalar civarinda bir miktar degisiklik yapilarak, Sekil 2.1.3(a) ve (b) de oldugu gibi

diigiimiin gecis noktasinin alttan m1 yoksa iistten mi oldugu belirtilir.

& &» &

(b)

Sekil 2.1.3
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Tanmm 2.1.5. Yukarida oldugu gibi gecitleri belirten izdiisiimlere diizenli diyagram

denir. Diizenli diyagramlar diizlemde uzaysal bir ¢izim yapilmasini saglar.

Bir K diigiimiiniin bir D diizenli diyagram iizerinde bir P noktasi alinsin ve P
noktast D etrafinda bir kez dondiiriilsiin. Eger D nin gecis noktalarindaki P noktasi
alternatif olarak bir alt bir {ist gecis noktasi oluyorsa bu durumda bu diizenli

diyagrama alterne diizenli diyagram denir.

Tanmm 2.1.6. En az bir alterne diizenli diyagrama sahip diigiimlere alterne diigiim

denir.

Sekil 2.1.3(b) ve (c) deki diizenli diyagramlar alterne diizenli diyagramdir ve

bu diigiim alterne diigiimdiir.

Asikar diigim (S") de bir alterne diigiimdiir. Diigiim teorisinde alterne

diigiimler biiyiik onem tagir. [1]

Tanmm 2.1.7. Birbirini kesmeyen sonlu sayida ve sirali diigtimlerin birlesimine
halka denir. Her bir K; diigiimiine halkanin bileseni denir.

Tanmm 2.1.8. Asagidaki iki sarti saglayan L={K;, K, , .. , Ky} ve

’ ’

L' = {K, ,K, ....,K, } halkalan denktirler.(ya da esittirler)
(1) m=n , yani, L ve L’ nin bilesenlerinin sayis1 esittir,

(2) Sonlu sayida basit diigiim hareketini uygulayarak L, L° ne

dontistiirebilir. Yani, bu basit diigtim hareketlerini kullanarak K ,

’

K. ye doniistiiriilebilir. [1]

1

Sekil 2.1.4 deki L ve " halkalar1 denk halkalardir. Ancak, eger bu halkanin birinin

bilesenlerinin siras1 degistirilirse L ve L” (2) den dolay1 denk olmazlar.

14



€O IRT )

Sekil 2.1.4

Eger yukandaki halkalara Sekil 2.1.5 deki gibi yonlendirme yapilirsa yine (2) den

dolay1 denk olmazlar.

Sekil 2.1.5

Sekil 2.1.6 de n_bilesenli asikar halka gosterilmistir. [1]

Sekil 2.1.6

Sekil 2.1.7 deki halkaya Hopf halkas: denir.

Sekil 2.1.7
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Tanmm 2.1.9. Sekil 2.1.8 de goriillen diyagrama ayrik diyagram denir. Bir ayrik

diizenli diyagrami olan L halkasina da ayrik halka denir.

Sekil 2.1.8 deki halka 3 bilesenli ayrik halkadir.

Sekil 2.1.8

Tanmm 2.1.10. K ve K’ digiimlerinin diizenli diyagramlan D ve D’ olsun.

Eger D diizenli diyagramimi Sekil 2.1.9 deki Q;, Q,, Q3 veya onlarin terslerini
sonlu kez uygulayarak D’ diizenli diyagramina doniistiiriilebilirse, bu durumda D

ve D’ diyagramlar denktir denir ve D =D’ ile gésterilir.

2

'l
LV

_/
Il
\/
\V4

N\

A
!
Y

Sekil 2.1.9
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Bu doniisiimii saglayan Q; , Q,, Q3 ve onlarn terslerine Reidemeister

hareketleri denir.

Sekil 2.1.10

Ornek 2.1.11. Sekil 2.1.10 deki K’ , K nin z-ekseni etrafinda 180° dondiiriilmesiyle
olusmus ve yonlenmesi K nin yonlenmesinin ters yoniinde olan diigiimdiir. K ile K’

diigiimleri denk diigiimlerdir.

Ornek 2.1.12. Sekil 2.1.11 deki K diigiimii ve onun ayna goriintiisii olan K

yonlendirilmeleriyle birlikte denk diigtimlerdir.

Sekil 2.1.11

Tanmm 2.1.13. Sekil 2.1.12 de goriildiigii gibi, yonlii bir diizenli diyagramin ¢ gecis
noktasinda iki durum séz konusudur. (a) daki ilk durum sign(c)= +1 ve (b) deki
durumda sign(c)= -1 dir. (a) daki ge¢is noktasina pozitiftir, (b) deki gecis noktasina

negatiftir denir.

17



signfe} = +1 sign(e) =-1

(a) )

Sekil 2.1.12

Tanmm 2.1.14. Kabul edelim ki, D, iki bilesenli yonlii bir L={ K; , K,} halkasinin
diizenli diyagrami olsun. D nin gecis noktalari, K; ve K, nin kesisimlerinin

yansimalari olan €1, €24 .., €y dir. Bu durumda,
1 . . :
k(K,K,)= 5{31gn(cl) +sign(c,) +...+sign(c,,)}
ifadesine , K;ve K, nin halkalanma sayist denir.
Halkalanma sayist K; ve K5 nin sirasindan bagimsizdir,

Ik(K,.K,) =1k(K,.K,).

Tanmm 2.1.15. Bir diiglim veya halkanin gecis noktalarindaki alt-iist yapma veya
koparma islemlerine diigiim a¢gma islemi denir. Bir diigiimiin veya halkanin D diizenli
diyagramini, asikar halkanin diizenli diyagramina doniistiirebilmek icin yapilan

minimum diigiim agma isleminin sayisina diigiimlenmeme sayisi denir.

(a) (b)
Sekil 2.1.13

Sekil 2.1.14 deki trefoil diiglimiiniin diigiimlenmeme sayis1 1 dir.

18



Tanmm 2.1.16. Kabul edelim ki D, K nin diizenli diyagrami ve K de K nin

diizlemdeki izdiisiimii olsun.

(a) (b)

Sekil 2.1.14

Yukandaki sekilde goriildiigii gibi, K diizlemde cesitli  bolgelere
boliinmiistiir. En distaki sinirsiz bolgeyle baslanir ve bu alan ya siyah ya da beyaza
boyanir. Buna gore ilk siyaha boyanir. Bu bélgenin komsusu olan bolge ayni renk
olmamak sartiyla diger bolgeye beyaz renk verilir. Daha sonra, her bir beyaz

bolgeden bir nokta segilir; bu noktalara bu beyaz bolgenin merkezi denilir.

Eger K nim W ile W iki beyaz bolgesi arasindaki gecis noktalar cy,cy,...,Cm

ise bu durumda W ile W’ niin merkezleri, ¢;,cs,...,cy in icinden gecen basit yaylar ile

baglanir. Bu sekilde, K dan bir diizlemsel G grafi elde edilir. G nin koseleri beyaz

bolgelerin merkezleridir. [1]

Sekil 2.1.15

Tanmm 2.1.17. Temel diigiim hareketlerini sonlu kez uygulayarak K diigiimiinden K’

diigiimii elde edilebiliyorsa K diigiimiiyle K” diigiimii denktir denir. Uzayda, siirekli

19



bir doniisiim altinda, bir diigiim bir bagka diigiime doniistiiriilebiliyorsa bu iki

diigiim denktir.

Diigiim teorisinde denk diigtimlerin birbirlerinden farklarinin olmadigi kabul

edilir ve bu diigiimler aym diigiim olarak diisiiniiliir.

Tanmm 2.1.18. Yonlii bir K diiglimii ve bu diigiimiin tersi yonde yonlendirilmis —K

diigiimii denk ise bu K diigiimiine terslenebilen diigiim denir.

Sag-el trefoil diigimii terslenebilen bir diigiimdiir. Az sayida gecis noktasina

sahip diigiimler genellikle terslenebilen diigiimlerdir.

Tamm 2.1.12. Bir K diigiimii ve onun ayna goriintiisii olan K~ diigiimii denk ise K

diugiimiine amphicherial diigiim denir.

Sag-el trefoil diigiimii ile onun ayna goriintiisii olan sol-el trefoil diigiimii
denk olmadigindan trefoil diigiimii amphicherial diigiim degildir. Ancak, 8 sekilli

diigiim Ornek 2.1.7 den amphicherial diigiimdiir.

Tanmm 2.1.13. D, yonlii bir diiglim ya da halkanin diizenli bir diyagrami olsun.
Buna gore, D nin gecis noktalarinin hepsinin isaretlerinin w(D) toplamina D nin

Tait sayist (D nin writhesi) denir.

w(D) = sign(c)

Sekil 2.1.18 deki diigiimiin tait sayis1 w(D)= - 4 diir.

FOOOK

Sekil 2.1.16
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2.2. Seifert Yiizeyleri

Bu boliimde Alexander polinomunu tanimlamak icin gerekli Seifert matrisini

ve karakteristik 6zellikleri incelenecektir.

Teorem 2.2.1. Keyfi bir yonlii K diigiimii(veya halkas1) verilsin, o halde R3 de sinir1
K olan yonlenmis bir F yiizeyi mevcuttur. [1]

ispat: K bir yonlii digiim(veya halka) ve D de K i¢in diizenli bir diyagram olsun.
Amacimiz D vyi gesitli basit kapali egrilere ayirmaktir. Ik adim, D de merkez gegis
noktalar1 olmak iizere bunlarin her birinin cevresine kii¢iik bir ¢cember ¢izmektir. Bu

cember D yi dort noktada keser, bunlar Sekil 2.2.1(a) da a,b,c ve d dir. Sekil 2.2.1(b)

de oldugu gibi bu gecis noktalarinin uclar birbirine eklenir, a ile d ve b ile ¢ baglanir.

{b)

Sekil 2.2.1

Yaptigimiz sey, ilk bastaki ac ve bd parcalarimt ad ve be parcalariyla
degistirmektir. Bu yolla D nin ge¢is noktalarim ¢emberin igine alarak sileriz. Bu
isleme D nin ge¢is noktalarinda yukaridaki yonlerine gore K diigiimiiniin ug¢larmi
birlestirme islemi denir. Bu iglem D nin her ge¢is noktasinda uygulanirsa D den tiim
gecis noktalar silinir. En sonunda D, cesitli basit kapali egrilere ayrilmis olur,
Sekil 2.2(b). Bu egrilere Seifert egrileri denir. D , diizlemde gecis noktast olmayan bir
halkanin diizenli diyagramina doniistii. (yani asikar halka oldu.) Bu basit kapal

egrilerin her biri bir yiizey tarafindan gerilebilir.

22



¢
¢

(a) (b)

(&) (¢}

Sekil 2.2.2

Sekil 2.2.2(b) de uglar birlestirmek suretiyle iic ylizey ortaya ¢ikti, D, , D,,
D;. D, insmn C; Seifert egrisidir. Sonucta farkli gesit bolgelerden bir yiizey

olusur, bu bolgeler i¢in bir tek biikiimlii kiiciik bantlarla baglamaya ihtiya¢ vardir.
Bunun i¢in ilk olarak abed kareleri alinir, bunlardan biri pozitif (Sekil 2.2.3(a))
digeri negatif biikiim(Sekil 2.2.3(b)) olarak alinir, bu biikiimlii kareler ihtiyacimiz

olan bantlardir.

(2)

Sekil 2.2.3

Uglan birlestikten sonra D nin pozitif(negatif) gecis noktalarina karsilik gelen

pozitif(negatif) bantlar1 baglanirsa , Sekil 2.2.2(d) deki F yonlii ylizeyi olarak bir

23



baglanti elde edilir. F yiizeyinin sinirt acik¢a K orijinal diigiimiidiir. Bundan dolayz,

yukarida yazildig gibi, F aym1 zamanda yonlii bir yiizeydir.

{b)

Sekil 2.2.4

Sekil 2.2.4(a) da gosterildigi gibi, acik tarali kisim yiizeyin 6nii ve koyu tarali kisim

yiizeyin arkasi olup ylizeyin Onii ile arkas1 arasindaki kismi ayirabiliriz.

Genelde, K yonlii diigiimiin sinir1 olacak sekildeki yonlenebilir birlesmis

yiizeye K nin Seifert yiizeyi denir.( Pontrjagin-Frankl-Seifert yiizeyi)

Yukaridaki ispatta bulunan Seifert yiizeyi K nmin D diizenli diyagramina

baghdir.

Simdi, F , yukarida anlatildig: gibi bantlar ve bolgelerden elde edilen K nin
Seifert yiizeyi olsun. Eger, her bir bolge bir noktaya biiziilirse ve ayni zamanda
bantlarin eni de daraltilirsa, bu noktalardan ve parcalardan bir grafik olusturulabilir.

Buna K nin D diizenli diyagraminin Seifert graft denir.
Sekil 2.2.2 (e), (a) daki 8 sekilli diigiimiin Seifert grafidir.

Ornek 2.2.2. Sekil 2.2.5(a) daki diigiim igin diizenli diyagramlardan elde edilen

Seifert yiizeyleri ve bunlarin Seifert graflari (b) (c) ve (d) de verilmistir.

24



(a)

D, (D)
(b) (©) (d)
Sekil 2.2.5

2.3. Bir Diigiimiin Cinsi

F yonlendirilebilir yiizeyi, birka¢ kulp ilave edilmis kiireye topolojik olarak

denk ise, bu kulplarin sayisina F yiizeyinin cinsi denir ve g(F) ile gosterilir.

O o6
00

Sekil 2.3.1

25



Ornek 2.3.1. Sekil 2.3.1(a) da goriilen cinsi 1 olan yiizeye tor yiizeyi denir ve bu

yiizeyin Sekil 2.3.1(b) deki cinsi 2 olan sekli de vardir.

Verilen bir K diigiimii i¢in tiim Seifert yiizeylerinin en kiiciik cinsi goz 6niinde
bulundurulmalidir. Bu en kiiciik cinse K nin cinsi denir ve g(K) ile gosterilir. Cins

bir diiglim invaryantidir.

Teorem 2.3.2. F bir K diiglimiiniin yonlii bir Seifert yiizeyi olmak iizere F yi
o, kadar noktalara, o, kadar kenarlara ve o, kadar yiizlere bolelim.
xF)=o0o, - &, + a, olsun. O halde y(F) bir tamsayidir ve F nin kaca ve nasil
boliindiigiinden bagimsizdir. Sadece F ye baghdir. Bu sayiya F nin  Euler

karakteristigi denir. [1]
x(F) ve g(F) arasinda asagidaki bagint1 vardir;
X(F)=2 - 2g(F) (2.3.1)
Buradan;
(=220

F siirlh ve bu smir da, noktalarin ve kenarlarin birlesiminden olusuyor ise

W(F) de F nin sinirt olan kapali egrinin sayis1 olmak iizere;

X(F)=2- W(F)- 2g(F) (2.3.2)

dir.
Ornek 2.3.3. Tor yiizeyi Sekil 2.3.2 deki gibi 0, =7 , &, =14, o0, =6 olacak sekilde

boliinebilir. Buradan y(F)=-1 ve buradan da g(F)=1 olur.
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Sekil 2.3.2

Eger, W(K) =1 alinirsa
2¢(F)= 1-d+b

olur. Diger kisimlarda bu say1 1 - d+b alinacaktir.

(D) , Sekil 2.1.2(e) deki Seifert yiizeyinden olusan Seifert grafi olsun. I'(D) bir
diizlemsel grafik ise I'(D), S? kiiresini gesitli bolgelere ayirr.( S? kiiresi, sonsuz

noktalarinin R? ye eklenmesiyle elde edilen kiire olarak diisiiniilebilir.)

S?2 de, b noktalarin sayisi, d kenarlarin sayisi olsun. Yiizlerin sayis1 f ise

Teorem 2.3.2 den ve S? nin karakteristigi 2 oldugundan,
2=x(S?)=d-b+f
Buradan
f-1=1-d+b (2.3.3)

yazilabilir.

2.4. Seifert Matrisi

F, K diigiimiiniin D diizenli diyagramindan elde edilen Seifert yiizeyi ve
I'(D), F nin Seifert grafi olsun. F iizerinde bulunan 2g(F) + u(F)- 2 kapali egri elde

edilmelidir.

I['(D), S? nin parcalanmastysa, bu durumda

20(F) + W(F)- 1 = 1-d + b=f-1
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sayist kapali bolgelerin sayisina esittir. Bu kapali bolgelerin her birinin sinir1 I'(D)
nin bir kapali egrisidir. Bu kapali egrilerden Seifert yiizey tizerinde bir kapali egri

olusturulabilir.

(c)

Bu 2g(F) + w(F)- 1(=m) ifadesi kapali egrilerin bir koleksiyonundan bagka bir

sey degildir.

Ornegin, Sekil 2.4.1(a) da K diigiimiiniin cinsi 1 olan Seifert yiizeyi vardir. Buradan,
o, ve o, kapali egrilerini elde edilir. Bu, oi; ve o, egrilerinin ge¢is noktalar
olabilir. o0, yiizeyini kaldirirsak yeni egrimiz o0, ye paralel o," egrisidir, gecis

noktalarini bulabiliriz ve {o; , a.,* } bir halka olur.

Sekil 2.4.2

[k olarak, F daha iyi goriinmesi agisindan biraz biiyiitiilmelidir, yani Sekil 2.4.2
de Fx[0,1] olusturulmalidir. Sekil 2.4.3 de, hem F hem de [0,1] sag-el kuraliyla

yonlenmektedir.
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Sekil 2.4.3

Orijinal F ylizeyi Fx(0) olarak ta diisiiniilebilir ve o; ve o, nin her ikisi de
Fx(0) iizerindedir. Bu nedenle o, ve o, sirastyla o;x(0) ve o,x(0) olarak

yazilabilir. Benzer olarak o;x(1) ve o, x(1)ide o,* ve o,* olarak yazilir.

o, ve 0, ye keyfi sekilde bir yon verilmis olsun. Dogal olarak o,* ve o,* de
bunlara bagh olarak yonlenecektir. Boylece Ik(ot;,0,") , Ik(ot, ,0,%) , Ik(or,,00,") |

Ik(ot, ,00,") sayilar1 hesaplanabilir. Bu dort halkalanma sayis1 2x2 tipinde asagidaki

matrisi olusturur:

M:{lk(%o‘l#) 1k(0°1,0‘a#)}
k(0. 04™) 1k, 05%)

Bu M matrisine Sekil 2.4.1(a) deki K diigtimiiniin Seifert matrisi denir.
Bu ij =12 i¢in lk(a;, o;*) sayilar tamsay1 oldugundan M matrisi tamsayili bir
matris dir. Bu M matrisi &, ve o, nin yonlerine baghdir. Bu matris K nin bir
invaryant1 degildir. [1]

g(F) , bir diigiimiin(ya da halkasinin) F Seifert yiizeyinin cinsi ise, F iizerinde

2g(F)+u(K)-1 (= m) olacak sekilde o, , o, ,...,0t,, kapal egrileri vardir. Yukarida
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yapilan islemler gelistirilirse, bu kapali egrilere keyfi yonlendirmeler verilerek
degisik halkalanma sayilar1 hesaplanabilir. Yukaridaki gibi, m xm tipinde matris,
_ #

M= I:lk(ai’aj ):|i,j:l,2,3,...,m
dir.
Bundan dolay1 K nin D diizenli diyagramindan bir tamsayili matris elde edilebilir. Bu
matris yine O , 0y 5e.,Op, lerin yonlerine baghidir.
Bu matrise K nin Seifert matrisi denir. K nin diizenli diyagraminin bir parg¢asindan
elde edilmistir.

Genel olarak eger M matrisi simetrik matris degilse, halkalanma sayilart 1k(ot; ,0 j#)
ve Ik(a ,o.;") esit degildir.
Ayrica, g(F)=0 oldugunda K nin Seifert matrisi bog matris olarak tanimlanir.
(K asikar diigiimdiir) [1],[4]

Simdi, bir diigiimiin Seifert matrisinin pratik olarak nasil hesaplandigimi cesitli

orneklerde inceleyelim.

Ornek 2.4.2. Sekil 2.4.4(a) da sag-el trefoil diigiimiiniin diizenli diyagramu,

Sekil 2.4.4(b) de Seifert yiizeyi ve bunun sonucu Seifert grafi da Sekil 2.4.4(c) de

(\ rim)
@ —
(a)

{b) (e

verilmistir.

Sekil 2.4.4
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Sekil 2.4.4(b) den Seifert yiizeyi iizerinde iki tane o; ve &, kapali egrileri vardir.

o, ,0,, 0" vea,” aralarindaki karsilikli iliskiler Sekil 2.4.5 (a) , (b), (c) , (d)

de gosterilmistir.

m D:\]# D:g
O & & ©r
iy Ui
(a) (b} (&) ()
Sekil 2.4.5

Bu dort diyagramdan Ik(a;,0,%)= -1 , lk(o,,0,%)= 1 , Ik(o,,0,%)= -1 ve
k(o ,00,")=0 dir.

Buradan sag-el trefoil diigiimiiniin Seifert matrisi
-1 0
M=
I -1

Ornek 2.4.3. Yukaridaki ornege benzer sekilde Sekil 2.4.6(a) daki sol-el trefoil

elde edilir. [1]

diiglimiiniin Seifert matrisi de bulunabilir.

(c)

Sekil 2.4.6
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Sekil 2.4.6(b) den Seifert yiizeyi iizerinde iki tane o; ve &, kapali egrileri vardir.

o, O,,d," ve a," aralarindaki karsihikli iliskiler Sekil 2.4.7 (a) , (b) , (c), (d)

de gosterilmistir.

(v
(GRS
(D &, .

(a) (b) (o) (d)

Sekil 2.4.7

Bu dort diyagramdan lk(o;,0,)= 1 , lk(o,,0,%)= -1 , Ik(a,,0,")= 0 ve

lk((X.2 ,az#)= 1 dir.

Boylece sol-el trefoil diiglimiiniin Seifert matrisi de

elde edilir.

Teorem 2.4.4. Iki denk diigiim veya halkadan elde edilen iki Seifert matrisi A, ve

A, islemleriyle asagidaki sekillerde degisebilir:

A, :M, —»PM,PT"

Burada P tersi olan tamsayili bir matristir, det P = *1 dir ve PT de P nin

transpozudur.
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i k 0] i 0 0]

M, P M, P

Ay M, > M, = k 0| veya 0 0
0 - 0 0 1 k - k 00

0 00 0] 0 0 1 0]

Burada k keyfi bir tamsayidir. [1]

Tamm 2.4.5. A, veya A, islemleriyle elde edilen M ve M kare matrislerine
S

S-denktir denir ve M = M~ ile gosterilir.

Teorem 2.4.6. K diigiimiiniin F, ve F, Seifert yiizeylerinden elde edilen M; ve M,

Seifert matrisleri  S-denktir. [1],[7]

Gercekte, Seifert matrisleri bir K diigiimiiniin F Seifert yiizeyinden olusturulur.

Genellikle, bu K nin Seifert matrisi olarak soylenir.

Simdi Seifert matrisinin birka¢ 6zelligi ispatlayalim. Burada M ¢ ile K diigiimiiniin

veya halkasinin Seifert matrisi gosterilir.

Onerme 2.4.7. K yonlii bir diigiim(veya halka) ve© —K da K nin ters yoniinde
yonlenmis olsun. Bu yonlendirme bir halkanin tiim bilesenleri iizerindeki ters

yonlenmedir.

S
O halde M} matrisi M g min transpozu olmak iizere M_, =My dir. [1]

. * S .
Onerme 2.4.8. K* , K nin ayna goriintiisii olsun, o halde MK* z—ME dir. [1]
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2.5. Alexander Matrisleri

Bu baghkta, Grup temsili verilen diigiim i¢in Alexander matrisinin

bulunmasini arastiracagiz.

<X{sees X3 15ee05 I > G grubunun sonlu bir temsili olsun. Bu taktirde, bu

temsile karsilik gelen matris

al 0 or,
0X

seklinde verilir. 8 dogal halka homeomorfizmidir. [2],[3]

X{,X5,...,X, grubun elemanlar1 ve 1,I,,....,I,, de bu elemanlar arasindaki

n m

bagintilardir. @ homeomorfizmi

7
L <XpyeoX el > < Xy X 50Ty > /(< X X 3T e oLy >)
doniisiimiine karsilik gelen dogal homeomorfizmdir. Bu doniisiim genel manada
komitatif olmayan grup halkasindan, komitatif grup halkasina tanimlanan bir halka
homeomorfizmidir. Sag taraftaki grup halkasi <Xi,...X:1,....I,, >" tarafindan

tiretilen grup halkasidir.

Ornek 2.5.1. k > 1 pozitif tamsay1, k; ve k, aralarinda asal sayilar olmak iizere

k= k;.ko olsun. Bu durumda

k, k, _1_
<z;zk >=<X,Y;X 1,y 2 x 1y 1xy >=G

nin birinci grup temsilinin Alexander matrisi

[1+z+z2+...+zk+1]

dir.

ikinci grup temsilinin Alexander matrisi ise
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matrisidir.[2]

Amacimiz Alexander matrisinin denkligini tamimlamaktir. Bu tamim gruplarin

izomorfik olmas1 esasina dayanir.

6 ve 6" doniisiimleri sirasiyla
ZF({X[,X5,....X,}) den Z <X|,..X,:L,....I,, > ye ve
ZF({X{,X,....x,}) den Z<X[,..XL,....I,,,I > ye doniisiimlerdir.
4 1
— -1O
Burada 1 = I_Iuik 1‘ik u olup u; elemant
k=1
F({x;,X,,....x,}) dedir (n bilesenli serbest grup) ve O tamsayidur.

o

X

m x n tipindeki A={a| 0 matrisine birinci grup temsiline karsilik gelen

Alexander matrisi denir. [2],[4]

A
{ ] } formu (m+1) x n tipinde bir matristir. Bu matris asagidaki sekilde hesaplanir.

or Jd <

’ ’ 1. .o

d 0 a— :ge —I |(u1k lkkulk

X Xj k=l
JUN R 1
— Lo — (u %y
a0y | [Tuilsu; |5~ (@il u; )

p=1\k=1
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alll ri(’“p - 1 al"l alll

0 , . _ _ ]
—(uilri%ui )=—u] —2 4 u | 2 . +uilri(lp = ve
ox. ' P POX; Pl -1 | 0x Ploox;
p
’ a -1 o, 7, -1 ’ auip 7, -1 ’ arip 7o -1 ’ auip
0'—(u; . "u; )=-0(u; ).0( )+0°(u; ).(xp.e( )+0°(u; ).0( )
ox; ®hov P 0X; P 0X P 0X
olur ki burada
rr—1
0 = =o, veherpigin®(r, )=1 dir.
1‘1 _1 P P
P
’ ar d 7, —1 ’ rip .. .. . oqe
alo|—||= Z a(o (uip ))-o,.a(0 (a )) matrisine de ikinci grup temsiline
Xj p=l Xj

karsilik gelen Alexander matrisi denir. [2]

or,

X

A=|a|0

birinci grup temsiline karsilik gelen Alexander matrisi ve

g(e’(iy'lw)) = —y'l olmak iizere
dy

A Om’1
* _y-l

} ikinci grup temsiline karsilik gelen Alexander matrisidir. Boylece

birinci grup temsiline karsilik gelen Alexander matrisinden ikinci grup temsiline

karsilik gelen Alexander matrisi elde edilmistir.

Teorem 2.5.2.(Alexander matrisinin tekligi) Kabul edelim ki G grubu iki farkli

temsile sahip olsun. Bunlarin matrisleri denktir.[2]
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2.6. Alexander Matrisinin Elemanter ideali

R birimi 1 olan degismeli bir halka olsun. A da bu halka iizerinde bir
Alexander matrisi olsun.
A, m x n tipinde bir matris ise E(A), A matrisinin (n-1) x (n-1) tipinde R tarafindan

gerilen ideali olarak tanimlanir ve bu ideale elemanter ideal denir. [2]

Eger n=1 ise E(A)=(1) dir.

Eger m<n-1 ise E(A)=(0) dur. [2]
Ornek 2.6.1 k bir tamsay1 olsun.

< Xl;Xi( > grup temsilinin Alexander matrisi,

14X, +..+x" 0
0 1

} Alexander matrisiyle denktir ve elemanter ideali (1) dir.

Teorem 2.6.2. A; ve A, denk matrisler ise bu durumda E(A;)= E(A;) dir. [4]
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3. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bir digiimiin Alexander polinomu diizenli diyagram yoluyla hesaplandigi
gibi, diigiimiin grup temsilinden hareketle de Alexander polinomu hesaplanabilir.
Once temsili verilen diigiimiin Alexander polinomunu elde edecegiz. Daha sonra, esas
konumuz olan diizenli diyagrami verilen diigiimiin polinomunu hesaplama islemine

donecegiz.

3.1. Bir Diigiimiin Grup Temsilinden Alexander Polinomun Hesaplanmasi

o, n-orgiisiine karsilik gelen diigiim K(G) olsun. Bu durumda bu diigiimiin
grubu  G(K(0)) =< Xl,...,xn;Xlg.xl_l,...,xn_lg.xil > dir.
Bu grubun Alexander matrisi de A = [aij] dir.

Burada 1<i<n—1 ve 1<j<n olacak sekilde

I(x.6.x; !
i = % seklindedir.
X X ==X, =t
d(x;0.x; ") 0
)1 .
Bu durumda G(K(G)) nin Alexander matrisi ox j e " dir
==X, =
L,j<n-1

Bu ideal Z[t,t'l] iizerinde
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d(x;0.x; ")

det ox i oo x elemam tarafindan iiretilen idealdir. Bu idealin
(==X, =

L,j<n-1
tireteci olan f(t), sifirdan farkli pozitif sabitler sahip, tam katsayili t ye bagl bir

polinomdur. Bu polinoma K(G) diigiimiiniin Alexander polinomu denir. [2]

Ornek 3.1.1. (1) e orgiisii ile verilen asikar diigiimiin grup temsili < Xy;-> dir.
Bunun Alexander matrisi 1x1 tipinde bir 0 matrisidir. Bu da (1) elemanter idealine

karsilik gelir ve Alexander polinomu 1 dir. [2]
(2) 2_orgiilu 61_3 orgiisiine karsilik gelen sag-el trefoil diigiimiin grup
.. . -3 _ _ vo-lo-1-1 .
temsili < X;,X,;X;0;" =X > =<X{,X,;X| X, X| X,X X, > dir.

1,-1,-1

1.-1 -
2 X1 Xp

-1 N R 1
X5XXp) =—X| —X| X, X; +X;X

d . 4 -1
_8 (X] X5 X;
X1

0 Ao-1.-1 1.-1 1-1.-1 -
2

1 -1 -1
X5 X| X5X].

Buradan Alexander matrisi

[—t'l T R t'3].
Alexander polinomu da 1 —t+ t2 dir. [2]

(3) 3_orgiilii (51_3(553 orgiisiine karsilik gelen Sekil 3.1.1 deki Granny

diigitimiiniin grup temsili < X{,X,,X3;X;X,X| = XX X5, X,X3Xy = X3X,X3 > dir.
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Q20D

Sekil 3.1.1
Bunun Alexander matrisi
—t'+t? -7 Tt 0
0 —t'+t? -7 -4
—(I-t+t?) 1-t+t* 0
0 —~(1-t+t*) 0

Alexander polinomu da (1—t+ 1:2)2 dir. [2]

(4) 3_orgiilii (651(51)2 orgiisiine karsilik gelen 8 sekilli diigiimiin

grup temsili < xl,Xz;xilxlex'zlx1 = szilx2x1x'21 > dir.
-1 -1 -1 -1 -1
— (X7 X X| X5 XX X] XX X5 )
X1
| -1 -1 -1 -1 -1 -1 1.-1 -1

-1 -1_-1 -1
+X1 Xy X1 X9 XXX X9

Ao -1l -1 -1
— (X} XpX] X3 X XX X,XX7 )
ox,

1 1

o - 1.1 -1 1.1 -1 1.1 -1

ST (S | -1 -1
Buradan Alexander matrisi

[1—3{1 +t2 —1+3t! —t'z].

Alexander polinomu da 1—3t+ t? dir. [2]
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3.2. Alexander Polinomunun Seifert Matrisinden Hesaplanmasi

Bir Seifert matrisinden bir diigim invaryanti bulmak i¢in Teorem 2.4.4 de
tanimlanan A, ve A;' islemleri alunda degismeyen araglara ihtiyacimiz vardr.

Alexander polinomu bdyle bir polinomdur. Ayrica, Alexander polinomu sadece

Seifert matrisinden ¢ikarabildigimiz bir invaryant degildir.

Seifert matrisin Ozelliklerinden A, ve A, yoluyla bir diigim (veya

halkanin) invaryant1 bulunacaktir. K diigiimiiniin M Seifert matrisinin determinanti
bir diiglim invaryant1 degildir. Fakat baslangicta M nin determinant1 bir invaryant

olarak diisiiniiliirdii.

Onerme 3.2.1. M bir K diigimiiniin Seifert matrisi olsun. Bu durumda

|det(M+MT)| ifadesi K diiglimiiniin bir invaryantidir. Bu invaryanta K nin

determinanti denir.[1]

Bir K diigiimiiniin determinantinin K nin yoénlenmesinden tamamen bagimsiz

oldugu ispatlanmistir.

Bu invaryant yani bir diigiim determinant1 oldukca eski bir invaryanttir. Bir
asikar diiglimiin determinant1 1 dir. Fakat, determinant1 1 olan her diigiim de asikar

diigiim olmak zorunda degildir.

=) (k)

Sekil 3.2.1
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Ornek 3.2.2. Trefoil diigiimiiniin determinanti 3 oldugundan asikar diigiimiine esit
degildir. Sekil 3.2.1. (a) ve (b) determinant1 1 olan fakat asikar diigiim olmayan farkl

diigiim ornekleridir.

Onerme 3.2.3. M, K digiimiiniin (fakat K bir halka olmasin) Seifert matrisi olsun.

Bu durumda

dettMM-M") =1
dir. [4]
Bu agamada K diigiimiiniin Seifert matrisinden elde edilen polinomu yazmak icin
t degiskenli det(M —tM") determinantini gdz Oniine alahm ve A, ve A2
doniigiimleri altinda bu polinomun nasil degisecegini gorelim.
ilk 6nce  detP=detPT =+ 1icin
det (A, (M-tM"))=det [P(M-tM") PT

=det M-tM") (3.2.1)

Bu yiizden bu determinant A, islemiyle degismez. Bununla birlikte eger A, islemini

uygulanirsa,
I b, O] I b, O]
M- tM" Do M-—tM' i
b, 0 b, 0
det(A,(M— t M"))=det| -bjt—...~b_t 0 1|=det| 0...0 0 1
0...0 —t 0 0.0 -t 0
=t detM— tMT) (3.2.2)
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Benzer sekilde
det(A;' (M, —tM))) =t ' det(M, — tM)
bulunabilir.[1]

Bu ii¢ formiil bir sonraki teoreme gotiiriir.

Teorem 3.2.4. M| ve M, bir K diigiimiiniin Seifert matrisi olsunlar.Ayrica r ve s

strastyla M| ve M, nin dereceleriyse

-r S

t2 det(M, —tM[) =t 2 det(M, — tM)
esitligi elde edilir.[1]
Buradan k yinc1 dereceden K diigiimiiniin bir Seifert matrisi M ise bu durumda

-k

A (t) = t2 detM —tM")
K nin bir invaryantidir. Bu invaryanta K nin Alexander polinomu denir. [1]

Ak (t) negatif islii terimlere sahiptir. Fakat Ak (t) uygun bir carpanla

genigletilirse sadece pozitif iislere sahip bir polinom elde edilebilir. Eger K tek

1 1

bilesenli bir halka ise k tek sayidir. Bu yiizden t;(z \/I) veya t_;(z %)

yazilabilir. [1]

Teorem 3.2.5. K bir diigiim olsun. O halde Ak (t) bir simetrik Laurent polinomudur

ve bu yiizden

Ac=a_t"+a_ " V4. +a " +a "

—(n-1)
ve

@, =8, ,8 () =8, ,...,8 =28 (3.2.3)
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ispat: M, k dereceden K nin bir Seifert matrisi olsun. K bir diigiim oldugu miiddetce

k cifttir. Bu yiizden;

k k

At =t2detM—t"M") =t 2det(tM-M")

k k
=(-D*t 2detM" —tM) =t 2detM —tM")"
k

=t 2detM —tM") = A, (t)
dir. Bu (3.2.3) den goriiliir. [1]
Onerme 3.2.6. A, (—1) bir K diigiimiiniin determinantina esittir.

k

ispat: A (—D)|= ‘(—1)‘2 det(M +M")| =|det(M +M")

olur. [4]
Ornek 3.2.7. K asikar diigiim ise Ak (t) =1 dir. [4]

Ornek 3.2.8. K, Omek 2.4.2 deki sag-el trefoil (yonca yapragn) diigiimii ise

bu durumda

. N {—(l—t) —t }
A=t detM—-tM" )=t det

1 —-(1-1)

=t 1+t

olur. [1]
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3.3. Alexander-Conway Polinomu

Alexander polinomunun Seifert yiizeyinden elde edilmesi islemi uzun ve
zahmetli bir islemdir. 1960 l yillarda Conway diizenli diyagrami verilen diigtimler

icin daha kolay ifade edilebilen bir polinom ifadesi vermistir.

Tamm 3.3.1. Belirli bir K diigiimii ile verilen bir z degiskeni i¢cin V (z)

asagidaki iki aksiyomu saglar:
Aksiyom 1 Eger K asikar diigiim ise V (z) =1 dir.

Aksiyom2 D, ,D_ ,D, swasiyla K, ,K_ , K, diigiimlerinin diizenli

diyagramlarn olsun. Bu diizenli diyagramlar, bir gecis noktasi komsulugunda

Sekil 3.3.1 deki tarzda gosterilir.

Sekil 3.3.1

Burada D, nm (veya D _ nin) bu komsulugun i¢inde yalniz pozitif (veya negatif) bir

gecis noktas1 mevcuttur.

Bu durumda bir diigiimiin Laurent polinomlar1 arasindaki bagint1 asagidaki gibidir:

VK+ (z)—Vg (2) :z.VKO(Z) (3.3.1)
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Yukarida olusturulan bu ti¢c D, ,D_ , D, diizenli sekillerine Skein diagram: denir
ve (3.3.1) bagintisina K, , K_ , K, Laurent polinomlar: arasindaki Skein bagintist
denir. Ayrica D,, D_ , D, 1n birisinin diger ikisinden biriyle yer degistirmesi

islemine Skein islemi denir.

K, , K_ ., K, digimleri ve kendi diizenli sekilleri olan D, , D_ , D, lar

arasinda bir aynm yapmaya gerek olmadigmndan V, (z) nin yerineV  (z)

yazacagiz.

(3.3.1) de tanmimlanan VK(Z) polinomuna Conway polinomu (Alexander-
Conway) denir. Bununla beraber V, (z) nin temelde Alexander polinomuyla ayni

oldugu goriilebilir. [1]

b

NG

Teorem 3.3.2. A (2)=V (\/I -—)

1
Diger bir deyisle, Conway polinomunda z yerine \/E —T yazilirsa bu doniisiim
t

Alexander polinomunu verir. Bu iliskiden dolayr V (z) ye genellikle Alexander-

Conway polinomu denir. [1]

Alexander polinomunu hesaplamak icin Skein bagintisin1 kullanmadan once

asagidaki 6nermeyi ispatlayacagiz.
Onerme 3.3.3. (1>2) p_bilesenli O u asikar halkasinin Alexander polinomu 0 dur.

ispat: Sekil 3.3.5 de Skein diyagramlarina karsilik gelen Skein formiilii ;

V.. (2)=-V,  (2)=zV (2)

dir. [1]
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Her iki D, ve D_ (pu-1)_bilesenli asikar halkalar oldugunda V  (z2) =V, (z)

olur. Buradan 0=2zV  (z) olur ve buradanda V (z) =0 olur.

QO CO

j=2 tane

2 QO OO

n=2 tane

WO...O OO

n-2 tane

Sekil 3.3.5

Genellikle Conway polinomunu hesaplamak i¢in en etkili yol  Skein
diyagramim kullanmaktir. Hesaplamalar1 kolaylastirmak ic¢in (3.3.1) asagidaki

sekilde yeniden yazilabilir:

V,.(z2)=V, (z2)+2zV (2)
V,(2z)=V, (2)-zV, (2) (3.3.2)
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Ornek 3.3.4. K, sag-el trefoil diigiimii ve D, K nin Sekil 3.3.6 da ki diizenli

diyagrami olsun.

2
YN
OO &0

Sekil 3.3.6

D iizerindeki noktali daire yardimiyla bir Skein islemi yapacagiz. Ciinkii bu
dairesel gecis noktasi pozitif yonliidiir, bu yiizden buna D, denmesi gerekir. Bu D |
diyagrami bir Skein islemiyle diger iki diizenli diyagrama doniisiir:

Birisi, pozitif ge¢is noktasiyla negatif gecis noktasinin degismesiyle (alt-iist
edilmesiyle) D_ diizenli diyagrami ve digeri ,  pozitif gecis noktalarinin
kaldirilmasiyla Sekil 3.3.6 daki gibi D, elde edilir. $imdi , D, ve D_ yi +1
cizgisiyle, benzer sekilde D, ile D, 1 da z cizgisiyle birlestirilir. Bu ayirmalar
(3.32) den V, (z) ve V. (2) nin katsayilariyla miimkiindiir. Yine Skein

diyagramuyla, bir ¢ift ¢izgiyle V, (z) nin degerini

+1V, (2)+2zV,, (2)

icin bulabiliriz.
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D_ nin bir agikar diigiim oldugu ve V_ (z) =1 oldugu anlagilir. Buradan D_
yeni bir dal daha olusturmaz. O halde bir daha Skein islemini uygulamayiz.

Bununla beraber D, asikar diigiim (veya halka) degildir. Boylece tekrar Skein islemi
uygulanabilir. Sekil 3.3.6 da goriildiigi gibi D, 1 yine D olarak diisiinerek gecis
noktast daire icine alinir. Ciinkii Sekil 3.3.6 da goriildiigii gibi dairenin igcinde gecis
noktasi pozitiftir. Bu yiizden D, olarak diisiiniiriiz. O halde 6ncekiler gibi sol tarafa

D _ ile sag tarafa D, ile simgeleyebiliriz.

Sekil 3.3.6 daki gibi , tekrar +1 ve z cizgilerini de ¢izebiliriz ve (3.3.2)
anlaminda katsayilarim1 buluruz. Bundan sonra artik D, 1n bir agikar diigiim ve D _ nin

ayrilmis halkalar oldugunu gorebiliriz. Buna gore bu diyagramlar yeni dallara

ayrilmazlar. Boylece K i¢in Skein diyagrami tamamlanir.

VK (z) , K nin orijinal D diizenli diyagramu ile baslayan, sonugcta ortaya ¢ikan

asikar diigiimlerin her biri dogru parcalarinin iizerindeki katsayilar ile ¢arpilarak elde

edilen ifadenin toplam1 Conway polinomu olarak bulunur.
V. (2) =+1V(2)+ 2V (2) + 2’V (2)

V,(z)=1 ve V,(z)=0 oldugundan Conway polinomu

Vi (z)=1+2>
dir.

Buradan Teorem 3.3.2 uygulanirsa
1
VK(t)=1+(ﬁ—T)2 =t —1+t
t

elde edilir. Bu ise sag-el trefoil diigiimiiniin Alexander polinomudur. [1],[9]
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Ornek 3.3.5. 8 Sekilli diigiimiin Conway polinomu icin Skein diyagrami

Sekil 3.3.7 deki gibidir.

SN (poziit
D+@ kesigunler)

Sekil 3.3.7

Asagidaki hesaplama ise Skein diyagraminin sonucudur:
2
V. (2)=V, (2)+2zV (2)-2"V ,(2)
buradan Conway polinomu
V. (2)=1-2°

bulunur. Alexander polinomu da

VK(t)=1—(\/¥—%)2 =—t" +3-t

elde edilir. [1]
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Ornek 3.3.5. Sekil 3.3.8 deki (10s) diigimiinin  Conway polinomu

Sekil 3.3.9 daki adimlarla,

Vi(z)= 28 +47° +72* +52° +1

olarak hesaplanmistir.

7=

\.#."'-""J_‘?")

Sekil 3.3.8
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Onerme 3.3.6. Bir K diigiimii igin A, (1) =1 dir.

ispat: Teorem 3.3.2de t=1 alirsak A, (1)=V_(0) dir. Diger taraftan (3.3.1)
ile z=0almirsa V,(0)=V__(0) bulunur. Buradan K i¢in bir tek diigiim ¢6zme

islemi uygulanirsa V (0) 1in degeri degismez. Bdylece K i¢in bu islem bir ¢ok kez

uygulandiginda en sonunda K bir asikar diigiime doniisiir. Ciinkii, daha Onceden
bilindigi gibi, keyfi bir diigiimiin diizenli diyagramini, onun geg¢is noktalarini
koparma ya da alt-iist yapmak suretiyle, bir agikar diigiimiin diizenli diyagramiyla

degistirilebilir. Sonug olarak
V. 0=V, 0) =1
elde edilir. [1]
Teorem 3.3.7. f(t) Laurent polinomunun asagidaki iki sart1 saglasin.
(D (1) =1

) fO="f™) (3.4.1)

Burada Alexander polinomu f(t) olan diiglim vardir. Benzer olarak g(z) , z® nin
tamsayili bir polinomu ise g(0) = 1 olmak iizere polinomu g(z) Alexander-Conway

polinomu olan bir K diigtimii vardir.

Bu ispatin yapilmasi i¢in, F yonlenmis ylizeyinde M, k_basamaktan

Seifert matrisi olmak tizere

x
t 2det(tM-M") =1(1)

olmas1 gerekir. [1]
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C“tf&w mmﬁo&c/

h
LN Ba

Sekil 3.3.10

Ornek 3.3.8. Sekil 3.3.10 deki diigiim i¢in Alexander polinomu
f=2t7 =10t +17 =10t + 2t (=1-2z° +2z")
dir. [1]
Teorem 3.3.9. K bir diigiim olsun.
(1) =K, K nin yonlenmesinin tersi yonde yonlenmis diigiim ise
A ()=A_ (t) dir
(2) Kmnayna goriintiisii olan diigiim K" ise

A (D=A () dir[1]

KT divdinm;

~
N

Sekil 3.3.11

Asikar diigiimiin Alexander polinomu 1 olup Alexander polinomu 1 olan fakat asikar
olmayan diigtimler de vardir. Sekil 3.3.11 de gosterilen Kinoshita-Terasako

diigiimiiniin Alexander polinomu 1 dir, fakat bu diigiim asikar diigiim degildir.
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Ornek 3.3.10. Eger L ayrik halka ise Ap () =0 dur.
Onerme 3.3.3 den VL(Z) =0 dir ve boylece AL(t) =0 olur. [1]

Teorem 3.3.11. K, #K, , K, ve K, diigiimlerinin (halkalarinin) direk toplamlari

olsun. O halde
A s, D=4, (DA (D)
dir. [1],[4]
ispat: Oncelikle sirasiyla K, ve K, diigiimlerinin F, ve F, Seifert yiizeyleri

olusturulur. Daha sonra uzun bir ¢izgiyle bu yiizeyleri birlestirerek olusturulan

K, #K, yiizeyi de Seifert yiizeyi olur.(Sekil 3.3.12)

XY

Sekil 3.3.12

M, ve M,, K, ve K, nin F,; ve F, den elde edilen Seifert matrisleri oldugu

digiiniilirse, K, # K, nin Seifert matrisi

M=
0 M,
dir.
Boylece
det(M —tM") =det(M, — tM,") = det(M ,—tM ")
olur. [4]
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3.4. Jones Polinomlar:
Jones polinomlar1, mekanik ile ilgili calismalarda kullanilmaktadir.

Tanimm 3.4.1. K bir yonlenmis diigiim ya da halka ve D de K nin diizenli diyagrami
olsun. Bu durumda K nin V¢ (t) Jones polinomu asagidaki aksiyomlar yoluyla tek

bir sekilde tanimlanir:
Aksiyom 1: K bir asikar diiglim ise V ¢ (t) = 1 dir.

Aksiyom 2: D, , D_ , D, Skein diyagramlan ise asagidaki Skein

doniigiimiinii saglar;

1VD+ () -tV ()= (\/; - L] Vio (D) (34.1)
t Ve

Bu polinom 4t igin bir Laurent polinomu oldugundan (vt )2= t dir ve t negatif

tislere sahip olabilir. V¢ (t) polinomu K nin bir invaryantidir.

Jones  polinomunun  hesaplanmasi da  Alexander  polinomunun
hesaplanmasiyla benzerlik tasir. Fakat farkli yonleri de vardir. Bunun i¢in de yonlii

bir Skein diyagramina ihtiyag¢ vardir.

Skein diyagrami kullanarak, p-bilesenli O, asikar halkasi i¢in Jones polinomu

Vi (0 =1,(1).V, (1) +1,(0). Voo (O) + ... + £, (0.V, ()

seklindedir.
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Onerme 3.3.3 de ( p > 2 olmak iizere) O, agikar halkasi i¢in Alexander

polinomunun O oldugu gosterilmisti. Asil fark bu halkanin Jones polinomunun 0’a

esit olmamasidir.

Onerme 3.4.2. p_bilesenli O u asikar halkasi i¢in;

u—1
Vo (0= (=D (\/? + %) (3.4.2)

ispat: [ icin tiimevarim yontemini kullanirsak, p =1 ise Aksiyom 1 saglanir. Simdi

Vo, (D =(=D"" (\/? + %j _

oldugunu kabul edelim.
Sekil 3.3.5 deki Skein diyagrami gz oniinde bulundurulursa D, =D_= O;H ve

D, = Ou iken (3.4.1) Skein doniisiimii ve yukaridaki kabulden,

1 1) 1) 1

~ (= (\/I +—] — (-1 (\/I + _] - (ﬁ __jvo (t)
t Ji Ji Ji)

ve yukaridaki formiiliin sol tarafi paranteze alinip -1 ile carpilirsa,

(-1 (ﬁ +%ju2 G - tj = (-1 (JE +%}M (JE o (ﬁ —%}

Vou(t)(\/_ —ij=(—1)”‘l(ﬁ T ul[\f -—

Jt t

Vo, (0 =(=D"" Exﬁ +

-
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sonucu dogrudan (3.4.2) yi verir. Bu da ispati tamamlar. [1]

Alexander polinomunda oldugu gibi, asagidaki esitlikler yazilabilir:

Vp, () =t*V,, () + 2V, (1)

Vo () =t7V, ()—tzV,, (1)

1
burada zZ = \/E—— dir.
’ ( ﬁj

Simdi Jones polinomunun nasil hesaplandigina bir 6rnek verelim.

Ornek 3.4.3. Sekil 3.4.1 de sag-el trefoil diigiimiiniin Jones polinomunun
hesaplanmasi icin Skein diyagrami ¢izildi. Bu 6rnek Sekil 3.3.6 ile karsilastirilmasi

acisindan ¢ok ilgingtir.

A
Oy &
SN
OO -0

o

Sekil 3.4.1

Bu Skein diyagramindan dolay1

V(1) =2V, (1) + 2V, (1) + £°2°V, (1)
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1

Vo()=1, Voo(t):(_l)(\ﬁ*‘%) ) Z:(ﬁ_ﬁ

j oldugundan

Jones polinomu
Vi) =t+t —t*
elde edilir. [1]

Ornek 3.4.4. 8 sekilli (4,) diigiimiiniin Jones polinomu asagidaki Skein diyagrami

ile hesaplanir.

Sekil 3.4.2
V(1) =2V, (1) +t7'2V,, (1) — t"2°V, (1)

SR SRS SRV )

:tz—t*l(t—l)—(t—2+1)
t t

=t =1+t —t+2—t"
=t 72—t +1—t+t
=t7(1-t+t" = +t*)
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Boylece 8 sekilli diigiimiin Jones polinomu
Vo) =t71—t+t" =+t
elde edilir.[1]

Ornek 3.4.5. Sekil 2.2.5(a) daki (5,) diigiimiiniin Jones polinomunu asagidaki Skein

diyagrama ile hesaplanir.

t’/@\{z

05 {5
& T \=

@0 -0
/ \2
OO=Y =0

Sekil 3.4.3

V(1) =2V, (1) + 2V, (1) + t'2°V, (1) + °2°V, (1)

LN S RE SER NI SN o

=t2—t5(t—%)+t4(t—2+%)+t2(t—2+%)

=2ttt =2t =267+t

5 6

—t—t* 42t =t +t° =t
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Boylece (5,) diigiimiiniin Jones polinomu

5 6

Vi) =t—t"+20 —t*+0 -t

bulunur.

Teorem 3.4.6. K;# K, iki diigiim ya da halkanin direk toplami ise bu durumda

VKI#KZ (t)= VKl (‘[)-VK2 (t)

dir. [1]
1
Teorem 3.4.7. \AOE —(\ﬁ + Tj v, (1).V, (1)
1 2 t 1 2
dir. [7]

Teorem 3.4.8. - K, Knin ters yoniinde yonlenmis bir diigiim ise,
Vg ()= Vi (1)

dir. [7]
Teorem 3.4.9. K", K nin ayna goriintiisii olan diigiim ise,

VK* (t)= VK(tfl)
dir.
Boylece, K amphicheiral bir diigim ise Vi (t) =V, (t™") olur, yani, Vi (1)
simetriktir. [1]
Ornek 3.4.10. K sag-el trefoil diigiimiiniin Jones polinomu

V() =t+t’ —t*

dir ve yukaridaki teoremden, simetrik olmadigindan K amphicheiral de degildir. [1]
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Ornek 3.4.11. Ornek 3.4.4 deki 8 sekilli diigiimiin Jones polinomu simetriktir,
Vo) =t7—t"+1-t+t
dir. [1]
Bir diiglimiin Jones polinomu simetrik ise bu diigiim amphicheiral olmak zorunda

degildir. Asagidaki Ornekte, Jones polinomu simetrik olan, ancak amphicheiral

olmayan bir diigiim gosterilmistir.

Sekil 3.4.4

Ornek 3.4.12. Sekil 3.4.4 deki K diigiimiiniin Jones polinomu
Vo) =t —t7+t =1+t—+1
dir. [1]
Jones polinomlarn ¢ok gii¢lii invaryantlar olmasina ragmen, tam bir invaryant

degildir. Yani; sonsuz sayida denk olmayan diigiim, aym1 Jones polinomuna sahip

olabilir.

K,

’ /
) &5

i of

e
A3)

(

(=) {b)

Sekil 3.4.5
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Ornek 3.4.13.  Sekil 3.4.5(a) ve (b) de goriillen K; ve K, diigiimlerinin Jones

polinomlart aynidir:
Vi () =V O=t"—t"+1-t+t>)*.
Ancak, Alexander polinomlar1

Ay (D=(t"=3+1)
A () =—t7+3t7 =5t +7 =5t +3t> -’

Boylece, K;ve K, denk degildir. [1]

Bu drnege gore, Alexander polinomu ayni1 olmayan ama Jones polinomu ayni

olan diigiimler de vardir. Bunun tersi de miimkiindiir.

H, K,
49
\/\/\“ ey
\_/ . QS0
() (b)
Sekil 3.4.6

Ornek 3.4.14. Sekil 3.4.6 (a) ve (b) de gorillen birbirinden farkli K; ve K,

diigiimlerinin Alexander polinomlar1 da, Jones polinomlar1 da esittir:
A()=2t7—6t" +9—6t+2t
V() ==t +2t7 =3t +5-4t+4t> -3¢ + 2t* - ¢
Onerme 3.4.15. L, p_bilesenli yonlii bir halka olsun. Bu durumda
V() =2

dir.

Bu 6nerme, Jones polinomlarinin asla 0’a esit olmayacagi sonucunu verir. [1]
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Onerme 3.4.16. K bir diigiim ya da halka ise p(K), K ni bilesenlerinin sayisi

olmak iizere,
Vi (=) = (DA (-1)

dir. [1]

3.5. Skein Polinomlar:

Tanmm 3.5.1. K bir yonlenmis diigiim veya halka, D de K nin diizenli diyagrami
olsun. Asagidaki aksiyomlann saglayan, X, y, w negatif kuvvetli de olabilen

degiskenlerle Sk(x,y,w), K nin bir polinomu olarak tanimlanir.
(D) K bir O asikar diigiim ise So(x,y,w) =1 dir.
2) D, .,D., Dy Skein diyagramlar icin

XSp (X,y, W) —yS, (X,y,w) =wS,, (X,y,w) dir.

Sk(x,y,w) polinomu K diigiimii i¢in bir invaryanttir.

Yukanidaki tammda Sk polinomu ii¢ degiskenli olarak verilmistir. Aslinda sadece

iki degiskenlidir. Bunu gostermek icin Pk(v,z) yi gbz Oniine alalim.
(D) K bir O asikar diigiim ise Po(v,z) =1 dir.

2) D,,D_, Dy Skein diyagramlar i¢in

1
—P, (v,z) = VP, (v,z)=2zP, (v,z) dir
v + - o
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Asagidaki 6nerme Pg(v,z) ile Sk(x,y,w) nin gercekten de aymi oldugunu

gosterir.

Onerme 3.5.2. (1) S (l,V,Z) =P, (v,2)
A%

() P}((%a\/;vv\/;}:s]((x’y’w)

dir. [1]

Genel olarak, Skein diyagrami ile tanimlanan polinomlara Skein polinomlar
denir. Pg(v,z) bir Skein polinomunun en genel formudur ve buna Homfly
polinomu da denir. Simdi, Px(v,z) nin Skein doniigiimleriyle Alexander ve Jones

polinomlarinin Skein doniigiimlerinin kargilastiralim.

Onerme 3.5.3. K yonlenmis bir diigiim veya halka olsun.

1 Vo) =P (T —%)

@  A)=P (1 —%)

Buradan, Vk(t) ve Ak(t) nin Pg(v,z) nin 6zel bir durumu oldugu séylenebilir.[7]

) 1-
Ornek 3.5.4. Poo(v,2) =
\/4

dir. [1]

Ornek 3.5.5. K bir sag-el trefoil diigiimii ise Skein polinomu
P (v,z) = 2v: —v+viz®

dir. [1]
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3.6. Kauffman Polinomlar:

Reidemeister Q, , Q, , Q3 hareketleriyle ya da onlarn tersleri uygulanarak bir
digiim diyagramindan diger bir diigiim diyagrami elde edilebilirse bu diigiimlere

denk diigtimler denildigini biliyoruz.

Kauffman polinomu Reidemeister hareketleriyle degismeyen bir diigiim

invaryantidir.

Tamm 3.6.1. Q,,Q; Reidemeister hareketleri ve tersleri olan hareketler diizenli
hareketler denir. O halde, D diizenli diyagramindan bu diizenli hareketlerin sonlu
kez uygulanmasiyla elde edilen bir D’ diizenli diyagrami varsa, D ile D’

diyagramlarina diizenli olarak denktir denir.

f, t degiskenine bagli, diizenli hareketler altida degismeyen bir fonksiyon
olsun. Uygun bir m secimi yapilirsa bu durumda t".f de diigiimler (ya da halkalar)
icin bir invaryant olur. Burada m se¢imi diizenli diyagrama baglhdir. Bu prensibe

Kauffman prensibi denir.

Aslinda Jones polinomuna benzeyen bu invaryant 6zellikle alterne diigtimler

icin 6nemli bir yere sahiptir.

K yonlenmemis bir diigiim ya da halka, D de K nin diizenli diyagrami olsun. D
nin gecis noktalar1 Sekil 3.6.1 deki gibi iki farkli sekilde kesilebilir(splice).

Bu kesme yontemi gegis noktalarinin isaretinden bagimsiz olmalidir.

X XM

Sekil 3.6.1
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Eger D de bir yon belirtilirse yukaridaki islemin (splice) anlami bozulabilir.

Bu durum Sekil 3.6.2 de gosterilmistir.

>< AN
AN A
Sekil 3.6.2

Simdi, Kauffman parantez polinomunu tanimlayalim.

Teorem 3.6.2. K diigiim veya halkasinin yonlenmemis diizenli diyagrami D olsun.
Bu durumda, asagidaki dort sarti saglayan tek bir Pp(A) tamsayili polinomu vardir.
(negatif kuvvetli de olabilir)

(1) Pp(A) diizenli denklik altinda bir invaryanttir.

(2) Bir O asikar diigiimiin asikar diyagrami D ise

P,(A) =1 (3.6.1)
(3) D, iki tane Dy, D, ayrik diyagramlardan olusuyorsa; yani, D=D; D,
ise,

P,(A)=—(A’+A™)P, (AP, (A) (3.6.2)

@) D,D,D’ Sekil 3.6.3 de verilen Skein diyagramlari olsun. Bu durumda
asagidaki esitlik saglanir.

P,(A)=AP,(A)+ AP, (A) (3.6.3)
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D D D’

D

Sekil 3.6.3

Bu sartlar1 saglayan bir diigiim veya halkanin D diizenli diyagrami {iizerinde

tanimlanan Pp(A) polinomuna Kauffman parantez polinomu denir. [1]

K asikar diigiimiiniin Kauffman parantez polinomu 1 olmasi gerekmez. Ornegin
D=C0 ise P,(A)=—A" ve D= CCQise Py(A)=A® (364
dir.[5]

Buradan P, (A) polinomundan Q; i¢inde invaryant olacak sekilde yeni bir
invaryant tanimlanabilir.

Teorem 3.6.3. D, K yonli diigiimii veya halkasinin yonlenmis diizenli diyagrami
olsun. Eger Pp(A) yonlenmemis D diyagrami i¢cin Kauffman parantez polinomu

ve w(D), D nin tait sayisi ise
P (A)=(-A")"PP (A) (3.6.5)

bigciminde tanimlanir. [1]

Buradan, 13D (A), yonlii bir diigiimiin veya halkamin invaryantidir ve 131( (A) ile

gosterilir.

A=t * doniisiimii yapilirsa, 131( (A) polinomu, K nin Vi (t) Jones

polinomuna karsilik gelir.
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1

Yani; ISK (tj) =V (1)

Ornek 3.6.4. Bir L pozitif Hopf halkasmnin bir diizenli diyagramindan,

hesaplayalim.

w(D) =2 dir.

-
QQ L
5 (D AOAD

Sekil 3.6.4

Skein diyagramindaki katsayilar alinarak,

(3.6.6)

P,(A) y1

P,(A)=A’[—(A* +A )] +1+1+ A7 [-(A* + A7)]

— A AT
elde edilir. [9]
w(D)=2 igin,
P (A)=(-A7)(A* A =—A2 A"

ve buradan

1 1 5

P (t )=—t2 -2

bulunur. [1]
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Ornek 3.6.5. Sag-el trefoil diigiimiin diizenli diyagram icin P, (A) y1 bulalim.

A Al

D -

Sekil 3.6.5

Skein diyagramindaki katsayilar almarak (3.6.2), (3.6.4) ve Ornek 3.6.4 den,

P,(A)= A[-A* AT+ ATAT]
=—A7-A’+A’

dir.[5]
Teorem 3.6.6. D, bir diigiimiin (ya da halka) yonlendirilmemis diizenli diyagrami
olsun. O halde, diizenli hareketler altinda degismeyen iki degiskenli Ap(a,X)
polinomu asagidaki ii¢ sart1 saglar.

(1) O asikar diyagram i¢in Ay(a,x) =1 dir.

() D,D',f),f)’ bir tek gecis noktasimin komsulugu disinda aym

olsunlar. Bu komsuluk icinde, bu diigiimiin diizenli diyagram1 Sekil 3.6.6

da gosterilmistir.
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XX =00

Sekil 3.6.6

Bu durumda asagidaki baginti saglanir:
Ap(a,x)+ Ay (a,x) =x{Ag(a,x)+Ag(a,x)}

(3) D,D,D, bir tek gecis noktasimn komsulugu disinda ayni olsunlar.

Bu komsuluk icinde, bu diigiimiin diizenli diyagrami  Sekil 3.6.7 de

gosterilmistir.

(O IRO)

Y D, D

Sekil 3.6.7

Bu durumda asagidaki formiiller saglanir:
(i) Ap(a,x)=aAp (a,Xx)

(i) Ag(a,x)= a_lADO (a,x)

Iki degiskenli Ap(a,x) polinomu bir tektir. Bu invaryant da Kauffman parantez

polinomu gibi diizenli diyagramdan elde edilir. Onceden oldugu gibi, K asikar

diigimii icin Ay (a,Xx) =1 olarak tammlayamayiz. Gergekten de, Ap(a,Xx), Q,

Reidemeister hareketi altinda degismeden kalmaz. Bu durumda €; altinda

degismeyen, Ap(a,X) gibi yeni bir polinom tanimlanacaktir.
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Tanmm 3.6.7. K bir yonlendirilmis bir diigiim (ya da halka) ve D, K nin diizenli

diyagrami olsun. w(D) D nin Tait sayis1 olmak iizere,

Fy(a,x) = aW(D)AD (a,x)

dir.

Teorem 3.6.8. Fy(a,x) K yonli digiimii i¢in bir invaryanttir, D diizenli

diyagramindan da bagimsizdir. Bu invaryanta iki degiskenli Kauffman polinomu

denir. [1]

Ornek 3.6.9. L={0O0 }halkas! i¢in Kauffman polinomu

-1
at+a
-1

A(OO) =

E (a,x)=A,(a,x)=x"'(a+a ") -1

dir. [1]

Ornek 3.6.10. K, Sag-el trefoil diigiimiiniin Kauffman polinomu
Fc(a,x)=a{x*(a+a ) +x(1+a?)—(2a+a ')}

dir. [1]

Asagida, Kauffman polinomu ile Jones polinomu arasindaki baginti verilmistir.

Teorem 3.6.11. K yonlii bir diigiim veya halka olsun. Bu durumda,

3 1 1
Fe(—t 4,t4 +t 4) =V ()

dir. [1]
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4. SONUC

Bu ¢alismada, diigiimlerden elde edilen Alexander, Conway, Jones, Skein ve

Kauffman polinomlar1 hesaplanmstir.

Bu polinomlarin hesaplanmasi icin Seifert yiizeyleri ve daha sonra Seifert

matrisi aragtirllmig ve bunlara bagh olarak Alexander polinomu elde edilmistir.

Daha sonra Conway’in diigiimiin diizenli diyagramindan hareketle matrise ve
Seifert yiizeylerine gerek duymadan Alexander polinomunu hesaplamasi ve daha

sonra da buna benzer yolla Jones polinomunun hesaplamasi érneklendirilmistir.

Yukaridaki polinomlara ilave olarak Kauffman’in parantez polinomu da

incelenmis ve ornekler verilmistir.

Bu polinomlar ve elde edilme yollar1 Diiglim Teorisinde ve diigiimlerin

siniflandirilmas1 probleminde dnemli yer tutmaktadir.
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