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OZET

WEIBULL DAGILIMI VE UYGULAMALARI

ELITOK, Ozkan
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman : Dog. Dr. Hasan ERBAY

EKIM 2006, 59 SAYFA

Weibull dagilimi bir cok alanda yaygin olarak kullanilmaktadir. Weibull
dagilimi kuvvet karakteristigi egrisinin tiim bdlgelerini temsil edebilmektedir. Bu
ozelligi, giivenilirlik ¢alismalarinda Weibull dagilimim diger dagilimlara gore daha

kullanish kilmaktadir.

Bu tezde, Weibull dagilimimin incelenmesi ve uygulama alanlarinin
gosterilmesini amag¢ edinilmistir. Bilimsel literatiiriin taranmasi, bu ¢aligmanin ilk
adimin teskil etmektedir. Ardindan verilerin Weibull dagilimina uyumlulugunu test
icin kullanmilan yontemler, parametre tahmin yontemleri, parametre ve yiizdelikler
icin giiven araliklar iireten yontemler incelenmistir. Son olarak da Weibull dagilimin

dagiliminin uygulanmasi ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Weibull Dagilimi, Maksimum Benzerlik Yontemi, En-Kiigiik

Kareler Yontemleri ve Weibull Dagilimi1 uygulamalar



ABSTRACT

WEIBULL DISTRIBUTION AND ITS APPLICATIONS

Ozkan ELITOK
Kirikkale University
Graduate School Of Natural and Applied Sciences
Department of Mathmetic, M. Sc. Thesis
Supervisor : Assoc. Prof.Dr. Hasan ERBAY

OCTOBER 2006, 59 PAGES

Weibull distribution has been used in a lot of field as common. Weibull
distribution is able to represent all regions of the bathtub curve. This feature makes

Weibull distribution more useful than other distributions in reliability studies.

Our goal in this thesis is to analyze Weibull distribution and show some of its
applications.The first step is the survey of the related scientific literature. Then,
goodness-of-fit tests for Weibull distribution, parameter estimation methods and

confidence interval methods for parameters and percentiles are analyzed.

Finally, it is checked that Reliability analysis, one of applicational fields of

Weibull distribution.

Key Words: Maximum Likelihood Method, Least-squares methods and Weibull

Distribution Applications



TESEKKUR

Tez konusunu bana 6neren ve hazirlanmasi esnasinda biiyiik bilgi birikimiyle
her tiirlii yardimlarimi esirgemeyen danigsman hocam saym Dog¢. Dr. Hasan
ERBAY’a, bugiinlere gelmemde katkis1 olan biitiin hocalarima ve desteklerinden

dolayi aileme tesekkiir ederim.

iii



S

A SN

SIMGELER DIZINI{

Rastlant1 degiskeni

Birikimli Dagilim Fonksiyonu
Giivenilirlik Fonksiyonu
Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
Ariza Hizi Fonksiyonu

Ornek Biiyiikliigii

Ortalama

Standart Sapma
Diger Dagilimlar icin Sekil Parametresi
Diger Olasilik Dagilimlar1 Bicim Parametresi

Weibull Olgek Parametresi

Weibull Sekil Parametresi

Birikimli Dagilim Fonksiyonu Tahmini

Agirlik Faktorii Tahmincisi
Mann Test Istatistigi

Serbestlik Derecesi

Maksimum Benzerlik Fonksiyonu

Maksimum Benzerlik Tahmincisi

Artik Degeri

Hata Olasilig1

v



Gamma Dagilim Fonksiyonu



SEKILLER DIZiNi

SEKIL
2.1 Dagilim Fonksiyonu Grafigi .........cccoevueeimniiiiinniiiiiiiiicciiieee e 10
2.2 Weibull Dagilimi Olasilik Yogunluk Fonksiyonu-Weibull Dagilimi Birikimli

3.1

3.2

3.3

34

3.5

3.6

3.7

Dagilim Fonksiyonu-Weibull Dagilimi1 Ariza Hiz1 Fonksiyonu-Weibull

Dagilimi Giivenilirlik Fonksiyonu Grafikleri ...........occceeiniiiiiiiniiiininiennnne. 21
Weibull Uyum GrafiZi.......oocceeeeiiiiiiiiiiiieiiiiee et 45
Benzetim Programlart AKi$ Semast.......cccoeoeiieeiiiiiiiniiieieriieee e 49
Benzetim Programinda Maksimum Benzerlik Yontem Secimi... .......ccceeene. 53
Maksimum Benzerlik Yontemine Gore Cikt1 Sonuglart.........ccooccceeeieiiennni. 54
Benzetim Programi En Kiiciik Kareler Yontemi Se¢imi........cccoecveeeeiiiienennee 55
Benzetim Programi En Kiiciik Kareler Yontemi Girdi Ekrani ........................ 55
Benzetim Programi En Kiiciik Kareler Yontemi Ciktt Ekrani........................ 56

vi



CiZELGELER DIZiNi

CiZELGE

2.1 Weibull Sekil Parametresinin Farkli Davraniglart..............cccccccovviiniiiiiinnnnnnnn. 20
2.2 Parametre Tahmin YONtEMIETT .......ccueveeiriruininiinienienicieeeeeiceesesteeeeeicecee e 39
3.1 Kopma Mukavemeti DeSerleri.........cc.ueiiiiiiriiiiiiiiiee e e 42
3.2 Verilerin Weibull Grafik Analizi i¢in Hazirlanmasi ..........cccceeeviiieiiniiiennnnne. 43
3.3 Kopma Mukavemeti Verilerine ait Mann Yontemi Hesaplari......................... 47
3.4 Maksimum Benzerlik Yontemi ile

3.5

Program Tarafindan Yapilan Hesaplamalar............cocccceiiiiiiinniiiiniiieeee 50
Agirlikli En Kiigiik Kareler Yontemi ile

Program Tarafindan Yapilan Hesaplamalar............cocccceiiiiiiinniiiiniiiieeee 52

vii



ICINDEKILER

OZET ..ottt ettt i
ABSTRACT ...ttt et ettt ettt e il
TESEKKUR ..ottt iii
SIMGELER DIZINI ......ociiiiiiiiiiiiiciiciniecicie et iv
SEKILLER DIZINT .....ooviiiiiiiceeeeeeeeeeeee et vi
CIZELGELER DIZINI ......ocoiviiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeee e vii
ICINDEKILER ........cocoouiiiititeieteieeceiieeee ettt viii
Lo GIRIS 1ottt 1
1.1. Literatiiriin Gozden Gegirilmesi .........ccueeeerriiiiiiniieteniiieie et 2
1.2. Calismanin Amag ve Kapsami..........cceevviiiiinniiiiiniiieieniieeeeieeeeeee e 4

2. MATERYAL VE YONTEM........ccoooioiiiieieieieeeeeteeee e 6
2.1. Temel Olasilik Bil@iSi «...cccuueeieiieiiiiiiiiie et 6
2.1.1. Bernoulli Denemeleri..........ccccoeoueeriuiiiiiiiiiiiiiniiiniic e 8

2.1.2. Rastlantt De@isKenleri..........ccceiiiiiiiiiniiiieeeeeeeee e 8

2.1.3. Dagilim Fonksiyonu (Birikmis Yogunluk Fonksiyonu)...................... 9

2.1.4. Yogunluk FONKSIYONU........cceitiiimriiiiiiiiieeeeiiiiiieee et 11

2.1.5. Ortalama Deger, Varyans ve Standart Sapma............ccccvveeeeeerennnnnne. 12

2.1.6. Cesitli Yogunluk Fonksiyonlari (Ornek Dagilimlar-............................. 13

2.2, Weibull DaGUImI .....cceiiiiieiiiiiiiee ettt e ee e 17

2.2.1 Weibull Dagilimi

Istatistiksel Ozellikleri (2-Parametreli Weibull igin)......................... 18
2.2.2. Weibull Dagilimi Icin Ozel Durumlar .............c.ccocoeveveevecevereneeenne. 19
2.3.Weibull Dagilimi Uyumluluk Testleri .........ccceeieeiiiieiiiieeeeiee e 21

viii



3

2.3. 1. Welbull Grafik YONEMI .. ccuuueeeniiineeeiee ettt et e e e enaans 21

2.3.2.  Weibull Dagilim1 i¢in Mann Uyumluluk Testi.......ccccceverereneninniencnnenne. 23
2.4.Weibull Parametreleri ve Yiizdeliklerinin Tahmini........ccoooevveeeeivineeeeiinnneene. 24
2.4.1. Maksimum Benzerlik YOMEMI .....uuuvviveenieiiieeeeeieeeee e eeeeannn 25

2.4.1.1. Weibull Parametrelerinin Maksimum

Benzerlik Yontemi ile Tahmini .......ooevveeeeeeiiieieieiieeeeeeee e, 26
2.4.2. En Kiiciik Kareler YONtemi ........cccceeereeierieriereececee e 30

2.4.2.1.Weibull Parametrelerinin
En Kiiciik Kareler Yontemi ile Tahmini........ccccccecevvenenenenenennnincnene, 30

2.4.2.2. Weibull Parametrelerinin

Agirlikl En Kiiciik Kareler Yontemi ile Tahmini.......c..ccceeevevininncnnenee. 32

2.4.3. Weibull Yiizdeliklerinin Tahmini.........ccccoceveneeeerinenenieneneneieieceeenen 33
2.5. Weibull Parametreleri ve Yiizdelikleri icin Giiven Araliklart...........ccccccoeeeeeee. 35
2.5.1. Weibull Sekil Parametresi igin Giiven Araliklart ...........cccoceveieienennnne. 36
2.5.2. Weibull Olgek Parametresi i¢in Giiven Araliklart............c..ccccooeverennne. 37
2.5.3. Weibull Yiizdelikleri i¢in Giiven Araliklar ..........ccccocoveeerenecieiecnnenne. 40
ARASTIRMA BULGULARI......ccciiiiiiiiiiicceeee e 42
3.1. Testlerin ve Tahmin Yontemlerinin Uygulanmasi ...........ccccceevviieeinineeenne 43
3.2. Weibull Uyumluluk Testleri........cccovuiiiimiiieiiniiieiiiiiee et 43
3.2.1. Verilerin Weibull Uyumlulugunun Grafik Yontemle Testi ............... 43
3.2.2. Verilerin Weibull Uyumlulugunun Mann Yontemi ile Testi............. 45

3.3. Weibull Parametreleri ve Yiizdeliklerinin Tahmini

ve Bunlar i¢in Giiven Araliklarmin Olugturulmasi..........ccoceeeveeeseneieneencenenne. 48
TARTISMA VE SONUC .....ooiiiiiiiiit ettt 57
KAYNAKLAR ..ottt 59

ix



1.GIRIS

Hayatimizda bir cok alanda istatistiksel dagilimlar kullamlir. Ornegin bir
bankada herhangi bir islem yapmak i¢in sirada beklerken yanip sénen makinelerin
isleyis prensibinde, asansorlerin ortalama bekleme siirelerinin belirlenmesinde veya
bir havaalanina gelen ortalama yolcu sayisinin belirlenmesi ve bu bilgiye gére ugus
saatlerinin belirlenmesinde oldugu gibi bunlar1 giinliik hayatimizda gérmemiz
mimkiindiir. Ancak c¢ogumuz dagilimlar hakkinda fazla bir bilgiye sahip
olmadigimiz i¢in onlarin giindelik hayatimizda veya bilimsel alanlarda; miihendislik

ve tip gibi, ne kadar 6nemli bir role sahip oldugundan haberdar degiliz.

Istatistiksel dagilimlar1 anlamak icin ilk olarak dagilimin ne ifade ettigini
bilmemiz gerekir. Ornegin bir limana belli bir siire igersinde yanasan gemiler,
herhangi bir anda bir markette hesap 6demek i¢in bekleyen miisteriler yada belli bir

hastaliga yakalanan hastalarin iyilesme siireleri birer dagilim olusturmaktadir.

Dagilimlar veri tiirlerine gore siirekli veya kesikli olmak iizere ikiye ayrilir.
Iste biz siirekli dagilimlardan 6nemli bir uygulama alanina sahip ve ¢ok yonlii bir

dagilim olan Weibull dagilimini inceleyecegiz.

Weibull dagilimi giivenilirlik ¢alismalarinda en yaygin kullanim alanina sahip
olasihik dagilimidir. Weibull modeli ¢ok esnek bir giivenilirlik modeli olugturmamizi
saglar. Sistemlerin, alt sistemlerin, bozulma ve agmmmaya bagli parcalarin hata
olasiliklarim modellemek icin yaygin olarak kullanilir. Weibull dagilimi son yillardaki

giivenilirlik caligmalarimin temelini olusturmaktadir. Ozellikle, seramiklerin, metallerin,



polimerlerin ve kompozit malzemelerin statik ve dinamik mekanik 6zelliklerinin

modellenmesinde yaygin olarak kullanilmaktadir.

Glivenilirlik analizleri, bir sistem, bir sisteme bagl alt sistem veya bir
sistemin icinde yer alan kritik bir parca veya iirtin giivenilirliginin oOl¢iilmesi,
hesaplanmasi ve degerlendirilmesi islemidir. Iste Weibull Dagilimi meydana gelen
istenmeyen arizalarin olusmasini azaltmak yada oOnceden belirlemek amaci ile

kullanilan Giivenilirlik analizlerinin uygulama alanini olusturmaktadir.

1.1  Literatiiriin Gozden Gegirilmesi

D.R. Thoman, v.d, Weibull dagilimi sekil ve 0Olgek parametrelerinin
Maksimum benzerlik yontemiyle tahmini ve parametreler i¢in giiven araliklarinin
olusturulmasini ele alan calismalarinda bu ydnteme has pivotal istatistikler
gelistirmisler ve bu istatistiklerin dagilimmin benzetimini yapip elde ettikleri

degerleri tablolayarak giiven araliklarinin nasil olusturulacagini géstermislerdir.

J. Fernandez-Saez, v.d, kiiciik bir p hata olasiligina karsilik gelen Weibull
alt yiizdeliklerinin maksimum benzerlik ve agirlikli en kiiciik kareler yontemleriyle
tahmin edilmesi ve Weibull alt yiizdelikleri icin giiven araliklar olusturulmasini
konu aldiklann c¢alismalarinda, Weibull sekil ve olcek parametrelerinin
tahminlerinden yararlamip Weibull alt yiizdeliklerinin maksimum benzerlik ve en
kiigiik kareler yontemleriyle tahmin edilmesi i¢in uygun esitlikler gelistirerek tahmin
edilmesini saglamislar; bu tahmin yontemlerine 6zgii pivotal istatistikler gelistirerek,
bu istatistiklerin dagiliminin benzetimini yapip sonuclar1 tablo halinde sunarak

Weibull alt yiizdelikleri i¢in giiven araligi olusturmasini gostermislerdir.



E. Barbero, v.d, Weibull alt yiizdeliklerinin maksimum benzerlik ve agirlikli
en kiiciik kareler yontemlerine gore tahmininde en iyi yontemin belirlenmesine
yonelik yaptiklar1 ¢calismalarinda, maksimum benzerlik ve agirlikli en kiiciik kareler
tahmin yontemlerini en kiiciik standart sapmaya sahip yOntemin en iyi oldugu
kriterine gore kiyaslamayr amaclamiglar ve bunun icin bu yontemlere 6zgii pivotal
istatistiklerin ortalama ve standart sapmalarini bulan bir benzetim ¢aligmasi yaparak
sonuglar1 tablo halinde sunmug ve bu tahmin yontemlerini 6rnek biiyiikliigiine gore
kiyaslamaya imkan vermiglerdir. En iyi yontemin, kiigiik 6rnekler icin Agirlikli En
Kiiciik Kareler tahmin yontemi oldugunu, biiyiik 6rnekler i¢in de yine ayn1 yontemin
farkl1 birikimli dagilim ve agirlik faktorii tahmincileri ile yapilan tahminler oldugunu
ve bu yontemle elde edilen sonuglarin Maksimum Benzerlik yontemiyle elde edilen

sonuclardan daha iyi oldugunu belirtmislerdir.

E. Barbero, v.d, calismalarinda yaptiklar1 benzetim calismasinin sonuglarina

bir egri uydurmuslar ve bu egri formiiliiniin %95 giiven diizeyinde p=0.1 ve
p =0.01 hata olasiliklaria karsilik gelen Weibull yiizdelikleri i¢in giliven alt simr

degerlerinin hesaplanmasinda kullanilmasim onermislerdir. Bu alt sinirlara sirasiyla

A-temel, B-temel malzeme 6zellikleri ad1 verilmektedir.

B. Birgoren, M. H. Dirikolu, farkli Weibull yiizdelikleri ve giiven diizeyleri
icin giiven alt sinir degerlerini hesaplayan bir benzetim programi gelistirmislerdir.
Maksimum benzerlik tahmin yontemini kullandiklar c¢alismalarinda 6rnek veriler
tizerinde programin kullanimini acgiklamiglar, ayrica gelistirdikleri benzetim
algoritmasimin  ¢ok  hizlh  ¢alistigini, dolayisiyla  pratik  hesaplamalarda

kullanilabilecegini ifade etmislerdir.



1.2  Calismanmin Amac¢ ve Kapsam

Bu tez calismasi, Weibull olasilik dagilimi ve uygulamalarinin incelenmesini

kapsamaktadir.

Tez ¢aligmasinda, literatiirde Ozellikle son yillarda gelistirilen parametre ve
yiizdelik tahmini ve giiven araliklarinin olusturulmasina yonelik tahmin ve benzetim
algoritmalar1 genel bir cer¢evede incelenmis, gelistirilen bilgisayar programlarina yer

verilmis ve gercek veriler iizerinde uygulamalar1 gosterilmistir.

Weibull dagilim parametreleri, maksimum benzerlik yontemi icin sayisal kok
bulma algoritmalart kullanilarak, en kiiciik kareler ve agirlikli en kiiciik kareler
yontemleri iginse bu yontemlere ait acik formiiller kullanilarak tahmin edilebilir.
Elde edilen parametre tahminleri i¢in giiven araliklari olusturmak amaciyla, bu
parametre tahminlerine ait dagilim degerleri iireten benzetim calismalart Monte-

Carlo teknigi kullanilarak elde edilebilir.

Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasi ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde
oncelikle, Weibull dagilimmin tanimi ve ©Onemi aciklandiktan sonra, Weibull

dagiliminin uygulama alanlarindan giivenilirlik analizinden s6z edilmistir.

Calismamizin ikinci boliimiinde, Weibull dagiliminin temelini olusturan
Temel olasilik bilgisi verilmis; Weibull ihtimal yogunluk ve dagilim fonksiyonlari,
giivenilirlik analizinde kullanilan hata ve giivenilirlik fonksiyonlar1 verilmis ve
bunlara ait grafikler cizilmistir. Ayrica Weibull dagiliminin istatistiksel 6zellikleri
diger dagilimlarla benzer ozellikleri sunulmus; Weibull dagilimi i¢in uyumluluk
testleri degerlendirilmis ve Weibull parametreleri ve yiizdelikleri igin giiven

araliklar olugturulmasi konusu detayh sekilde ele alinmistir.



Ugiincii boliimde, tamamlanmis istatistiksel veriler {iizerinde Weibull

dagiliminin uygulama ¢aligmalarindan 6rnekler verilmistir.



2.MATERYAL VE YONTEM

2.1 Temel Olasilhik Bilgisi
Olasilik kavramu iki sekilde tanimlanir; Bunlar:

i. On savli tanim: S olaylar uzayinmn elamani olan bir A olayinin gergeklesme

olasilig1 P(A), asagidaki kosullar1 saglayan bir reel say1 ile gosterilir.

a) 0<P(A)<1
b) P(S)=1
D) AnB=¢ = P(AUB)=P(A)+P(B)

ii. Bagil Frekansa Dayali Tanim : Daha ¢ok miihendislerce benimsenen bu

tanima gore, n kez yinelenen bir denemede n, kez gerceklesen bir A olayinin

olasilig

P(A) = lim 2

n—e pn

olarak verilir. S olaylar uzayinin elamani olan A , B ve C olaylari i¢in

a) A=B < B=A : Denklik

b) AUB: A, B yada her iki olayin olmasi olay1 = Birlesim

c) ANB: A ve B olaylarinin her ikisinin de olmasi olay1 = Kesigim
d) ANB=¢: Ayrik olaylar ( Mutually exclusive events )

e) K:Bumnlerolay =S AUA =S5 , ANnA =9

f) C=A-B=A/B: Fark olay

tanimlar1 ve

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)



ozelligi yazilabilir.

Kosullu Olasilik ve Bagimsiz Olaylar: S olaylar uzayinda, olasihigt sifir
olamayan A ve B gibi iki olaydan; A olayimin, B olaymin ger¢ceklesmesi
durumundaki olasiligina A ’nin B kosullu olasilig1 denir ve

P(ANB)

P(AIB)= o E)

olarak hesaplanir. Kosullu olasik ile ilgili baz1 temel 6zellikler,
ANB=¢ (Ayrk Olaylar ) = P(ANnB)=0 = P(AIB)=P(BIA)=0
A>B =P(AnB)=P(B) =P(AIB)=1
[P(AIB)=P(A)<P(BIA)=P(B)] = P(ANB)=P(A)PB)
seklinde verilebilir. Bir A olaymin olasiligini; birlesimi olaylar uzayim olusturan,
ayrik B,,B,,K ,B, olaylarindan yararlanarak ifade etmek istersek;

B,uUB,UL UB, =S ve Bl.ﬁBj:(D ; i=j ve i,j=1,2K ,n

P(ANB,)
P(AIB)=———""— P(ANB,)=P(AIB,)-PB
( ) PGB, = P(ANB)=P( ) -P(B,)
P(A|Bz):M: P(ANB,)=P(AIB,) P(B,)
2
M M M M
_P(ANB,) _ '
P(AIBH)——P(B”) = P(ANB,)=P(AIB ) -P(B,)

Buradan,

Zn:P(AmBi) :iP(AIB,)-P(B,) =P(A)

i=1 i=1

yazilir ki bu olasilikta ¢cok sik kullanilan bir 6zelliktir.



2.1.1 Bernoulli Denemeleri

AeS ; PA=p, P(K) =Q(A)=1- p =g olarak gosterelim. n bagimsiz
deneme (Bernoulli Denemesi) sonucunda A olaymin k kez gerceklesme olasiligi

) n!
PL(A)=Ct-p* g, =
(A) P4 kl(n-k)!
olur.

Ornek: 5 kez atilan bir zarda iist yiize 3 kez 2 gelme olasiligin1 hesaplayiniz.

A : Atilan bir zarda {ist yiize 2 gelme olayr ; p=1/6,4¢=5/6 , n=5,k=3

S 5L (1Y (s5Y
2A)=cplgT === | =] =0.02697
Ps(A)=Cs-p -q 3216 6
Ornek : 4 kez atilan bir ¢ift zarda, iist yiize gelen sayilarin toplaminm 7 olmama
olasiligini hesaplayiniz.

A : Atilan bir ¢ift zarda iist yiize gelen sayilarinin toplaminin 7 olmasi olayi,

p=6/36=1/6 , ¢=5/6 , n=4 , k=0

oo o o a0 AU (1Y (5)'

2.1.2 Rastlanti Degiskenleri

Suana kadar tanim ve islemleri deneme ve olay kavramlari bazinda ele aldik.
Oysa miihendislik uygulamalarinda deneme sonuglar1 olaylarla degil reel sayilarla
ifade edilir. Ornegin bir elektrik devresindeki gerilimin degeri v.b olaylarin olasiligt
yerine; deneme sonucu sayisal degerlerin olasiliklarim1 belirtmek i¢in, olaylar

uzaymdaki her A olaymna kars1 diisiiriilen X(A) reel sayisina Rastlanti Degiskeni

ad1 verilir ve her x degeri icin { X <x} bir olaya kars1 diiser. Ayrica,



P{X =400} =P{X =-00} =0
kosulu saglanir. Ayrik veya siirekli deger alabilen rastlanti degiskenleri cesitli
dagilim ve yogunluk (olasilik) fonksiyonlan ile temsil edilirler. Dagilimlarin tiirii
fiziksel sisteme baglhidir. Bu amagla, bir dizi denemenin sonuglari, kestirim
teorisinden yararlanarak, dagilimin ve/veya parametrelerinin belirlenmesinde

kullanilir.

2.1.3. Dagilim Fonksiyonu ( Birikmis Yogunluk Fonksiyonu )

Bir X rastlant1 degiskeninin dagilim fonksiyonu ;
Fy (x)=F(x)=P{X<x} , -co<x <400
seklinde birikmis bir olasilik olarak tanimlanir. Rastlanti degiskeninin tiiriine gore
siirekli veya ayrik tipten olabilen dagilim fonksiyonlart:
1. F(400)=P(X < +e0) =1
il. F(—0)=P(X<—0)=0
iii. x, 2x, = F(x,) 2 F(x,) : Azalmayan bir fonksiyondur.
iv. F(x") = F(x):Sagdan siireklidir.
ozelliklerini saglarlar.
Ornek: Bir zar atis1 denemesi igin; f; zarm ist yiizeyine gelen saymin i olmasi
olay1 olmak iizere, ayrik rastlant1 degiskeni X,
x, =x(f)=10-i , i=1,2,3,4,5,6
olarak tanimlamyor. F(x) dagilim fonksiyonunu olusturunuz.

x=0 F(0) = P{X<0} =0 (Olas1 Degil)

0<x<9 F(x) = P{(X<x} =0 (Olasi Degil)



x=10 F(10) = P{X<10}=P{f}=1/6
11<x<19  F(x) =P{X<x} =P{f}=1/6
x=20 F(20) = P(X<20}= P{f U f,}=2/6

21<x<29 F(x) =P(X<x} =P{fuf,}=2/6
M M )
51<x<59 F(x) =P{X<x} =P{fUf,ufiUf,Uf}=5/6

x=60 F(60)=P{X<60}=P{f,uf,Uf,UfiUfiUf}=6/6
61<x F(x) =P{X<x} =P{fiUf,Uf,Uf,UfiUf}=6/6
Yukarida 0<x<60 araligindaki x degerlerine karsihik F(x)’in aldig

ihtimal(olasilik) degerleri hesaplanmistir. Buradan F(x) dagilim fonksiyonunun

grafigi ¢izilirse;

6/6 f=m=mmmmmmmmmmemememeemm e ——ce

5/6 | oceccccmccccccccccaceane
4/6 frmmmmmcmcaaaanaannas

3/6 hunasnanennanns .J_
2/6 femmmmmmn-
1/6 fona-

e

Sekil 2.1
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2.1.4 Yogunluk Fonksiyonu

Siirekli bir X rastlant1 degigskeninin yogunluk fonksiyonu,

fX()C) = f(x) =

ar () F(x)= J f(x) dx
dx P

esitliklerini saglayan f(x) fonksiyonu olarak tanimlanmir. Bu tanimin gegerli
olabilmesi i¢in f(x)’in siirekli veya siireksizlik noktalarinin sonlu bir fonksiyon

olmasi gerekir.

Ayrica f(x) azalmayan bir fonksiyon oldugu i¢in,

f(X):MZO
dx
Ply,<X<x}=F(x)-F(x)= f S Codx :dfl)(cX)

Plx<X<x+Axj= | fOdx= f(x)Ar= P{X =x} = Jim f(x)Ar=0

ozellikleri de saglanir. Bu 6zelliklerden sonuncusu siirekli bir rastlanti degiskeninin
reel bir sayiya esit olma olasiliginin sifir oldugunu gostermektedir. Ayrik rastlanti

degiskenleri  i¢in, dagilim  fonksiyonu sigcrama  noktalarinda  sagdan

siireklidir(F (x")=F (xl,)). Her bir sigrama noktasindaki artim ayrik rastlanti
degiskeninin o degeri alma olasiligim verir(P{x =x}=F(x)-F (xlf)) .

Daha genel bir tanim ise

dF (x)

fx)= Iy

= [fG)-f(x) |-6Cx-x),

i

burada

5= {1 eger x=0 ise}

0 eger x #0 ise

11



i

Fa)=PX<x) = 3 fx) = Y P(x)

dir. Genellikle siirekli tip rastlanti degiskenleri i¢in f(x) yogunluk fonksiyonu
versiyonu, ayrik tipte rastlanti degiskenleri i¢in ise P(x,)= f(x;) olasilik yogunluk

fonksiyonu notasyonu kullanilir.

2.1.5 Ortalama Deger, Varyans ve Standart Sapma

Yogunluk fonksiyonu f(x) olan siirekli tip bir rastlanti degiskeni veya

olasilik fonksiyonu P(x;) olan ayrik tip bir rastlant1 degiskeni i¢in ortalama deger;

+oo

E(X):ﬂziz T x-f(x)ydx , E(X)= Z x,-P(x,) = ZN x - f(x)

seklinde ve her iki tip rastlant1 degiskeni i¢in k . mertebeden merkezi moment ise
M, =EX-EX)J
olarak tanimlanir. Olasilikta diger momentlere gore daha cok kullanilan ikinci derece
merkezi momente varyans, varyansin karekokiine standart sapma adi verilir.
V(IX)=EX-EX) =M,

=E[X*-2X -EX)+E*(X)]

= | X2=2X-EC)+ EX(X)]- f(x)dx

X=—o0

= E(X?)-2-E*(X)+ EX(X)

V(X)=EX*)-E*X)

o(X) =+ V(X) = EX*)-E*(X)

12



2.1.6 Cesitli Yogunluk Fonksiyonlar1 (Ornek Dagilimlar)

Stirekli ve aynk tip rastlanti degiskenleri icin pek ¢ok yogunluk/olasilik
fonksiyonlar vardir. Asagida bunlardan tez ¢calismamizi olusturan Weibull Dagilimu icin
ayn1 tipte olan ve benzer uygulama alanlarma sahip siirekli tip rastlant1 degiskenlerinden

bazilar verilecektir.

Ustel Dagilim: Giivenilirlik analizinde en yaygm kullanilan dagilimlardan biri
iistel dagilimdir.Ustel dagilim takip eden rassal degiskenler pozitif deger alirlar.

Ustel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu;
fx)=A-e* , x20,120

olarak yazilir.
Birikimli dagilim fonksiyonu;
F(0)=P(X <x)=| f(x)dx=1-¢ "
0

seklinde ifade edilir. Ayrica beklenen degeri, varyansi ve standart sapmasi asagida

strasiyla gosterilmistir.
E(X)=]x f(x)dx=] x-A-¢ dx=1/2
o 0

+oo

V(X)=E(X?)-E*(X)=[ x> A-edx—(1/4) =1/ A°

o(X)=+JV(X)=1/2

Normal Dagilim: Normal dagilim istatistik biliminde en yaygin kullanilan
dagilim tiiriidiir. Ekonomi, fizik, biyoloji, finans ve daha bircok alanda kargilagilan
verilerin bir ¢cogu normal veya normale yakin dagilim gosterir. Bunun yaninda 6miir

verilerinin baz1 tiirleri de normal dagilima uymaktadir.

13



Eger u ortalama ve o varyansi ile T rassal degiskeni asagidaki olasilik

yogunluk fonksiyonuna sahipse, 7 ’nin normal dagildig1 sdylenir ve T ~ N (i, 0”)

seklinde gosterilir. Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu;

1 -1 (x—p)’
(x)= exp| —- , —oo<<x< o
! \27o p{ 2 o
seklindedir. T ~ N(u, 0”) ise T 'nin birikimli dagilim fonksiyonu;

X _ _ 2
Fx)=P(X <x)= L G2 }d;

1
—_— eX
_J;, 27mo p[ 2 o’
seklinde ifade edilir. Ayrica beklenen degeri, varyansi ve standart sapmasi asagida
sirasiyla gosterilmistir.

-1 (x—p)?
1 = {ET}
. x . e . dx =
oN27w £ a

E(X)=[ x f(x)dx=

V(X)=E(X2)—E2(X)=+(j:°x2-f(x)dx—(ﬂ)2 =5

o(X)=+JV(X)=0
Rayleigh Dagilimi: Ozellikle haberlesme sistemlerinde giiriiltii analizi icin

kullanilir. Weibull dagilimina gore iistiinliigii tek parametre ile verilmesidir.

Rayleigh dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu;
f(x)=2—f-e_(“) , x>0 , a>0
a
Birikimli dagilim fonksiyonu;
2 2
F)=P(X <x)= [ f(1)de=[ 2. e_(”’j dt = 1—5@
—oo ox

seklinde ifade edilir. Ayrica beklenen degeri varyansi ve standart sapmasi asagida

sirasiyla gosterilmistir.
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E(X):Zx‘f(x)dx:ﬁz%-e_(;) dx:%\/;
V(X)=E(X*)-E*(X)

= sz : f(x)dx_(%\/;j

Log-normal Dagilim: Log-normal dagilim c¢ok farkli sekiller alabildiginden,
bircok veri tiiriine uygulanabilen bir modeldir. Bunlarin basinda ekonomide
kullanilan iiretim verileri gelir. Giivenilirlik analizinde de kullanim alanlar
mevcuttur. Ornedin korozyon gibi, kimyasal temelli hatalar igeren birimlerin hata

dagilimlarinin modellenmesinde kullanim alanlarina sahiptir.

Log-normal dagilim yogunluk fonksiyonu;

ey
f(x)_ZG \/Eexp[ 207 } » *x20

Birikimli dagilim fonksiyonu da;

F(x)=P(X <x)=P(nX <Inx)= | f(t)dt=¢-[12_—/fj

ifadeleri ile verilir.
Gama ve Erlang Dagilumi: Gamma dagilimi, iistel dagilimin genellestirilmis
halidir ve siirekli dagilimlar i¢inde 6zel bir oneme sahiptir. Gamma dagilim1 olasilik

yogunluk fonksiyonu;

f(X)=%-(/1x)““e“’ %30 . 430 . a>0
a

15



Birikimli dagilim fonksiyonu;

F(x)=P(X <x) :_T f(¢)dt :f%,(ﬂx)a—le—mdl

ve
T(ar) =[x *dr = (a—1)!
0
seklindeki Gamma fonksiyonunu ifade etmektedir.

Burada o bi¢cim parametresinin pozitif birer tamsayir olmasi halinde
Gamma dagilimi, Erlang dagilimi olarak bilinen bir dagilima doniisiir. Bu durumda

o ’nin pozitif tam degerleri icin olasilik yogunluk ve birikimli dagilim fonksiyonu;

A @t
PO = A e

a-1
F(x)=1- )“—’f et

n=0

olarak tanimlanir.

Yukarnida genel olarak verdigimiz temel olasilik bilgisinin 15181 altinda
olasiliksal olarak dagilimin nasil ifade edildigini 6grenmis olduk. Bu tez caligmasi
Weibull dagilimi hakkinda oldugu icin; dagilimin olasiliksal olarak ne ifade ettigini

bilmemiz, weibull dagilimin1 anlamamiz agisindan son derece énemlidir.
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2.2 Weibull Dagilim

Weibull dagilimi olasilik dagilimlan i¢inde 6nemli bir yere sahiptir. Profesor
Waloddi Weibull tarafindan bulunmustur. Siirekli bir dagilim olan Weibull dagilimi
kuvvet karakteristigi egrisinin tiim bolgelerini karakterize edebilme yetenegine sahip
oldugundan giivenilirlik analizlerinde en yaygin olarak kullanilan dagilimlardan
birisidir. Weibull dagilimi kullanim alanlarina gore iki veya ii¢ parametreli olmak

izere uygulanabilen ¢ok yonlii bir dagilimdar.

3-Parametreli Weibull Dagilim: U¢ parametreli Weibull dagilimi igin ihtimal

yogunluk fonksiyonu asagida verilmistir:

o 2[x0)" [ (x-0)
T ﬁ[ﬁj P[UN

f(x)=20, x20, y>0 >0, =20, @<x<+o

¥ : sekil parametresi
B dlgek parametresi

: yer parametresi

Bu 3-parametreli ihtimal yogunluk fonksiyonu parametrelerin tahmininde

yasanan zorluklardan dolay1 pek fazla tercih edilmez.

2-Parametreli Weibull Dagilimi: Weibull dagiliminin bu versiyonu o6zellikle
malzeme biliminde yogun bir gsekilde kullanilmaktadir. Ayrica riizgar dagilimi ve
degisimi ile ilgili bilgilere gerek duyuldugunda yine weibull dagiliminin bu
versiyonu kullanilir. Bu dagilima ait olasilik yogunluk egrisi simetrik degil ¢arpiktir
ve dagilim sekil ve dl¢ek degiskenleriyle belirtilir. Bu dagilimin altinda kalan alanin

toplam olabilirligi ‘1’ dir.iki parametreli Weibull dagilimi igin Ihtimal Yogunluk
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Fonksiyonu, ii¢ parametreli weibull dagilimi1 ihtimal yogunluk fonksiyonunda @ =0

alinarak elde edilir.

f(x)z%[%j_.exp(—(%Jj . (020 , x>0 , ¥>0 ,B>0

2.2.1 2-Parametreli Weibull Dagihmnn istatistiksel Ozellikleri
Weibull Dagilim Fonksiyonu:

Weibull dagilimi i¢in dagilim fonksiyonu asagidaki yogunluk fonksiyonunun

integralinin ¢oziimii ile elde edilir.

Fo=[ fde=] 1(£J _ -exp(—(ij Jdt: "y

B

Ortalama Degeri, Varyanst ve Standart Sapmasi:

Asagida Weibull dagilimina ait ortalama deger, varyans ve standart sapma

sirasiyla gosterilmistir.

x= E(x){x.f(x)dx:fx-%(%j exp H%j }dx= ﬁ-r[lyﬂj

V(X)=E(X*)-E*(X)

=T -f(x)dx—(ﬁ - F{lHD e .{F(EHJ—FGHH
0 /4 4 4

o =tV(X)=4 \/ F(}%HJ—F[lHJZ
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Weibull Giivenilirlik Fonksiyonu:

Weibull dagilimina ait giivenilirlik fonksiyonu ; dagilim fonksiyonunun

birden ¢ikarilmasi ile elde edilmis olur.

R(x)=1-F(x)=1- 1—em _ e‘[%]

Kosullu Giivenilirlik Fonksiyonu ve Hata Oran Fonksiyonu:

Asagida R(x,x) Weibull kosullu olasilik fonksiyonunu ve A(x) ise hata oran

fonksiyonunu ifade etmektedir.

R(x,x)

_[atx wx)” (2)7
:R(x+x): e [ ﬁ} veya R(x,x)zR(x+x)=e_Mﬂ] _[EJ }
R(X) _[%J R(x)

e

2.2.2  Weibull Dagihm icin Ozel Durumlar

Weibull sekil parametresi ¥ aldigi farkli degerler ile kiivet karakteristigi

egrisinin farkli bolge ve davranislarim karakterize edebilmektedir.

i. =1 olmast durumunda Weibull ihtimal yogunluk fonksiyonu Ustel Dagilim

ihtimal yogunluk fonksiyonuna doniisiir.

leﬁy_l-ex —iy ve =1 iken
1 ﬁ[ﬁj p[ [ﬁ” s
NI AN
T ﬁ(ﬁj p( (ﬁn ﬁ(ﬁj
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oo 1
f(x) 7

elde edilir. Buda Ustel Dagilim ihtimal yogunluk fonksiyonudur.

iil. =2 olmast durumunda Weibull ihtimal yogunluk fonksiyonu Rayleigh

Dagilim ihtimal yogunluk fonksiyonuna doniisiir.

36 G
TN S A IS
T ﬁ(ﬂj p[ (/f” ﬁ[ﬂj

1= )

elde edilir. Buda Rayleigh Dagilim ihtimal yogunluk fonksiyonudur.

iii. Weibull sekil parametresi ¥ ’nin aldig1 farkli degerlere karsilik giivenilirlik

analizinde kullanilan Ariza Hiz1 asagidaki 6zel durumlari saglar.

Cizelge 2.1 Weibull Sekil Parametresinin Farkli Davraniglart

Sekil P(a;/a)metresi Ariza Hizi
0< ¥ <1 Azalan Ariza Hizi
y=1 Sabit Ariza Hizi
1< y<2 Konkav Artan Ariza Hizi
y=2 Lineer Artan Ariza Hizi
Y2 Konveks Artan Ariza Hizi
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it} Fit}

1.2

(a) (b)

A Rt}

L] e a2 4\.8_ & ¢

(© (d)

Sekil 2.2 (a) Weibull Olasilik Yogunluk Fonksiyonu (b) Weibull Birikimli
Dagilim Fonksiyonu (¢) Weibull Ariza Hiz1 Fonksiyonu (d) Weibull
Giivenilirlik Fonksiyonu

2.3 Weibull Dagilimi Uyumluluk Testleri

Bir veri grubunun Weibull dagilimina sahip oldugunu belirlemek igin cesitli
yontemler bulunmaktadir. Biz bu yontemlerden Grafik yontem ve Mann testi olmak
lizere iki yoOntem {izerinde duracagiz. Bu yoOntemler asagida ayrntilanyla

gosterilmektedir.

2.3.1 Weibull Grafik Yontemi

Bir ornekteki verilerin iki parametreli Weibull dagilimma uyumunun grafiksel
olarak test edildigi bir yontemdir. Weibull grafiginde; x ve y eksenleri Oyle

oOlgeklendirilmistir ki cizilen grafik iizerinde veriler Weibull dagilimi takip ediyorlarsa,
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dogrusal veya yaklasik dogrusal bir yol izlerler. Grafik yontemde geleneksel olarak
Weibull olasihik  yogunluk fonksiyonuna 06zgii 0©zel olasihik kagitlarindan
yararlanilmaktadir. Her ornek noktasi igin birikimli olasiliklar hesaplanarak bu 6zel
kagitlara iglenir ve Weibull dagilimina uyumu belirlenir. Ancak giiniimiiz bilgisayar
teknolojisi ve programlart ile bu iglem bilgisayar ortaminda daha dogru ve kolay sekilde

yapilabilmektedir. Grafikte x ekseni verilerin dogal logaritmik degerleridir. y ekseni

verilerin birikimli Weibull olasiliklarim ifade eder.

Weibull birikimli dagilim fonksiyonu;

F(x):l_exp(_(%n

kullamldigida

A
1-F(x)=exp| —-| = = =e '/
)i 1-F (x)
ve logaritma alinirsa;
1 xY
In =| =
1-F (x) B
olur. Tekrar logaritma alinirsa;

1
ln(lnL_F(xJ J— yInx—yIn B

olur.

Y=In|In ; ve A=y, Inx=X,—yIn =B alinirsa;Y = AX +B
1-F (x)

biciminde dogrusal bir denklem elde edilir. Simdi gézlem verilerine karsilik gelen F (x)

degerlerinin hesabi gereklidir. Ornekteki n adet x, de@erini kiigiikten biiyiige

siralayalim: x, <x, <L <x, . x,  ye karsihk gelen tahmini F(x;) degerini F (x,) ile
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gosterelim. F (x, ) nin belirlenmesi i¢in en yaygin kullanilan tahmin ediciler sunlardir

_a -0.5)

F(x) 2.1)
n
. (i-0.3)
)= UY9) 22
F(x) (n+0.4) @2)
. i
F(x)= oD (2.3)

Literatiirde yapilan aragtirmalara gore en dogru sonuclari lireten ve en yaygin

kullamim alanina sahip olan esitlik 2.2’dir. Boylece grafik noktalari;

1
(ln(xi),ln[ln [T(X,)B J 2.4)

olur. Bu nokta ciftleri bir grafikte yaklasik dogrusal yol izlerlerse veriler Weibull

dagilimi takip ediyor anlamina gelir.

2.3.2 Weibull Dagilimu icin Mann Uyumluluk Testi

Mann Uyumluluk Testi, Weibull hata dagilimi i¢in, Mann v.d tarafindan

gelistirilen ©zel bir testtir. Gozlenen veriler x,,x,,K ,x , ayrica bunlarin siralanmig

halleri x, <x, <L <x, ile ifade edilsin.
Hipotezler;

H : Hata Zamanlarn Weibull Dagilimina Uygundur.

H, :Hata Zamanlar1 Weibull Dagilimina Uygun Degildir.
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Mann Test 1statistigi;

M= i=k +1 2.5

burada

k, = LEJ , k= LH—_IJ ve  n:0rnek adetini gosterir.
2

M =7 -7 2.6)

i i+l i

Z =In {—1n(1—[(i_—()'5)jJ} 2.7)
(n+0.25)

ayrica L J ifadesi x sayisin tam kismum ifade eder. M istatistigi, v,,v,
parametrelerine sahip F dagilimi takip eder. Burada v, ve v, dagilima ait serbestlik
dereceleri olup, v, =2k, ve v, =2k, dir. Eger M > F ise H, hipotezi kabul edilir.
v, ve v,'nin se¢ilmis degerlerine kars1 gelen birikimli olasiliklar hesaplanarak tablolar

diizenlenmigtir. Konu ile ilgili kaynaklarda bu tablolara yer verilir. Bu tablolardan

F . , o degeri elde edilebilir.

2.4 Weibull Parametreleri ve Yiizdeliklerinin Tahmini

Boliim 2.2.2°de verilerin Weibull dagilimina uyum gosterip gostermediklerinin
anlasilmasi igin iki farkl test yontemi Onerilmistir. Verilerin, bu testlere gore Weibull
dagilimina uygunluklarinin saglanms oldugunu farz edelim. Bu durumda bu dagilima
ait parametrelerin verilerden tahmin edilmesi 6nemli bir konudur.Weibull dagilim

parametrelerinin tahmini i¢in en yaygm kullanmilan tahmin yontemleri, maksimum
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benzerlik, en kiiciik kareler, agirlikli en kiiciik kareler ve moment yontemleridir. ¥
dagilimmn sekil parametresi ; £ Olgek parametresidir. ¥ ve [ parametreleri

gozlemlerden tahmin edilir. Simdi bu parametrelerin, maksimum benzerlik, en kiigiik

kareler, agirlikli en kiiciik kareler yontemleri ile tahmin edilmesini inceleyelim.

2.4.1 Maksimum Benzerlik Yontemi

Bu yontem Gauss ve daha sonra R.A Fisher tarafindan gelistirilmistir. Yontemin

amaci bilinmeyen kitle parametreleri i¢in tahmin ediciler bulmaktir.
L(6)=L(x,x,,K ,x,.0),x,x,,K ,x, , rassal degiskenleri icin benzerlik
fonksiyonu olsun. Eger 6,6 nmn L(6)’y1 maksimum yapan degeri ise é’ya, € ’nin

maksimum  benzerlik  tahmincisi denir.Olasilik yogunluk fonksiyonu

f (x ; 0) kullanilarak x,,x,,K ,x, rassal degisken degerleri i¢in benzerlik fonksiyonu;
LO)=f(x,;0) f(x,;0)L f(x,;0) seklinde iiretilir. Maksimum benzerlik

tahmin degerleri ise;

=0 denkleminin ¢dziimii ile bulunur.

dL(6)
6

Benzerlik fonksiyonunda & tane parametre varsa,
L@#)=(6,6,K .6)=]] f(x:6.6,K .6)
i=1
olur.

Burada 6,,6,,K .6, parametrelerinin maksimum benzerlik tahmincileri
6,=d (x,x,K,x), 6,=d,(x,%,.K,x,) KK, 8, =d, (x,x,,K ,x,) rassal veya

tesadiifi degiskenleridir. él,éz,K ,ék ; L(6,,6,,K ,6,) 'y maksimum yapan degerlerdir
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Maksimum benzerlik su k adet denklemin ortak ¢oziimiidiir.

dL(6,,6,K .6,)

=0
d6,
dL(6,.6,K .6,)
de, -
M
dL(6,.6,K .6,) _,

de,

2.4.1.1 Weibull Parametrelerinin Maksimum Benzerlik Yontemi ile Tahmini

x,,%,,K ,x, ; parametreleri ¥ ve S olan Weibull dagihmmna uyumlu n adet

n?

rassal(tesadiifi) degisken olsun. Bu degiskenler icin maksimum benzerlik fonksiyonu;

Ly A=I1/0:7:8)

ﬁ}’l
L 7
n 1 n 3 —_— ; (x;)
:Ln. ny-n ( xi)yl e ﬂyl_l
IB i=1
n LSy
4 ]

olur. Simdi her iki tarafin logaritmasi alinirsa;
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InL=n-Iny-ny-ng+(y-1)- ln( nl ( x,)j—%-il(xi)y

NOT: ln(ﬁ( xi)j =In(x,-x,K x,)=Inx +Inx,K +Inx, = > In(x,)

i=1 i=1

olur. Bu ifadeyi yukaridaki In L esitliginde yerine koyarsak;

WL=nly-nyhf+(y-1)Yh(x)-— 3 (x)

i=1 ﬂ}/ i=1

elde etmis oluruz. In L’nin, £ ve ¥ ’ya gore tiirevi alinip sifira esitlenirse;

M:O 2.8)
dp '
M=(lnL)'=O—n7(%J 0 Oﬂ(;’};fy_l ” () =0
[%Hﬂzﬂ > () =0
B _ ¥ .y 29
B ny zl( ) =

Esitlik 2.9’da B gordiigiimiiz yerde B yazarak Weibull 6lgek parametresi

B ’nin tahmin edicisi ,3 ’1 elde etmis oluruz ve

1
3{2(;@)7/” jy (2.10)
Simdi ayn1 islemi bu sefer sekil parametresi y’nin tahmin edicisi 7’1 elde

edebilmek icin y’a gore tiirev alarak yaparsak;

dL(r.p) _,
dy
dL(7.8) _ 1y
p =(InL) 2.11)
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n(%)—n-(l)-lnﬁ+(l) : iln(x,)—(%-i(x,)yj =0 (2.12)

|
m|H
X
1
1
—
=
N—
3
-
=
—_
=
N—
| —
|
ipM=
1
—_
=
N—
3
L
=
=
| —
1
~
o
[um—
(9]
N’

1
g /4

r V
2.13’de p7 yerine 2.10’da elde ettigimiz [ = (Zi J ifadesini koyarsak;
n

i=1

inxww

n -n "
z(xi)y Z(xi)y
=1 i=1
Le oy | 26 ()]
(WZ(’Q) J =n|=— —-n-In 8 (2.14)
- z(xi)y
i=1
dL(y, )
2.14’de buldugumuz tiirevi Esitlik 2.12 (d}/ A) "de yerine yazarsak;
/4

n-

;(xi)y

g[(xi)y.ln(xi)} } | ﬂ}o

> (%) -In(x)

ﬁ—n-lnﬂ+znlln()ci)—n-":1 - +n-Inf=0
/4 i1

z(xi)y
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> n(x)—n| = +2-0 (2.15)

Esitlik 2.15°de y gordiigiimiiz yerde J yazarak Weibull sekil parametresi ¥’ nin

tahmin edicisi 7’1 elde etmis oluruz.

> In(x)—n| =L | +2-0 (2.16)

Esitlik 2.16 sayisal kok bulma yontemlerinden biriyle yaklasik olarak ¢oziilebilir.
Daha sonra esitlik 2.10 ,3 ’1 dogrudan verir. Esitlik 2.16’nin ¢6ziimil icin kdke en hizl

yaklagim gosteren sayisal kok bulma yontemi olan Newton-Raphson yontemi tercih
edilmistir. Buna gore, Newton-Raphson yinelemeleri i¢in genel dongii denklemi;

N N A+(1/9,)-C,/B
Vin = Ve t—= ( k) kz : 2
1/7;+(BH, -C})I B

2.17)

burada A=Zn:1n(xl.)/n,B:ixf" .C, :ixfk Inx , H, :Z":xfk (Inx,)” du.

i=1 i=1 i=1 i=1
Yinelemeler i¢in baslangi¢ noktasi olarak;
2 -1/2
%, = [6/(752 (n—l))[Z(ln x) —(Z(ln xl.)j /nH (2.18)
i=1 i=1
esitligi kullanilir.
Weibull parametrelerinin, maksimum benzerlik yontemiyle tahmini tizerine
kapsaml olarak ¢alisilmistir. Bu tahmincileri hesaplamak igin kesin formiiller yoktur ve

hesaplamalar sayisal iglemler gerektirir. Bu hesaplamalar giiniimiiz bilgisayar

islemcilerinde bir saniyeden daha kisa siirede icra edilebilmektedir.
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2.4.2 En Kiiciik Kareler Yontemi

Bagimli ve bagimsiz degiskenler Y ile X arasindaki bagintinin ¥ = f (X )+¢
oldugunu kabul edelim. x,,x,,K,x, ’lere karsihk degerlerin y,,y,, K,y olmasi
durumunda y, = f(x,)+¢& olacaktir. Burada ¢, i gozlemi icin artik (residual)
degeridir. (x,,y,) nokta ciftlerinin en yakinindan gecen regresyon dogrusunun

bulunmasi icin, artik kareleri toplami en kiigiiklenir; bu yonteme en kiigiik kareler

yontemi adi verilir. Dolayisiyla;

igiz =i[yi _f(xi)]

en kiiciiklenecektir.

Weibull parametreleri, Weibull dagilim fonksiyonu dogrusallagtirilarak en

kii¢iik kareler yontemi ile tahmin edilebilir.

2.4.2.1 Weibull Parametrelerinin En Kiiciik Kareler Yontemi ile Tahmini

x.,x,,K ,x, Weibull dagilhimma sahip n biyiikligiinde bir Ornek ve

x(l),x(z),K +Xn) bu Ornegin swra istatistiklerine ait goézlem degerleri

olsun. F(x) =1—exp [—(x/ i) )7} iki parametreli Weibull dagilim fonksiyonu olmak

izere tistel ifade sag tarafta yalmiz birakilir ve sonra her iki tarafin logaritmasi

| it

olur. Ardindan bir kez daha logaritma alinirsa;

alinirsa;
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In {ln {m}} =yInx—ylnf (2.19)

olur.

Daha once Bolim 2.3.1°de detayli ele alinan bu denklem, dogrusal bir

regresyon denklemidir ve F'(x) icin en yaygin tahminciler sunlardir.

F(x,)=(i=05)/n (2.20)
F(x,)=(i-03)/(n+0.4) 2.21)
F(x,)=il(n+1) (2.22)

Y =In| In ; A=y, Inx=X,—yIn =B alinirsa, esitlik 2.19
l—F(x(,.))

un Y =AX + Bbiciminde bir regresyon denklemi oldugu goriilir. Bu denklemde

F (x(l.)) tahmincilerinden biri, yani esitlik 2.20 , 2.21 ve 2.22’den biri kullanildiginda

Weibull parametreleri ¥ ve f’min tahmini en kiiciik kareler yontemiyle soyle

hesaplanir:

1

7z, =Inx, vey,=In|In ~
(0 DR 1—F(x(i))

olmak iizere;

(Z XORM0) ) _(Z Z(f))(z y(,,))

7= (2.23)

(Zz(i))—(z%)z

ve
B=exp(-t/7) (2.24)

olur. Burada
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f=(Zy<i>—?-Zz@)

dir.

Dolayisiyla tahmin edilen regresyon denklemi:
1 R N
Iny In| ——— |, =7-Inx—y-Inf+¢ (2.25)
1-F(x,)

olur.

2.4.2.2 Weibull Parametrelerinin Agirhkh En Kiiciik Kareler Yontemi ile Tahmini

Bazi arastirmacilar, dogrusal regresyonun olusturulmasinda agirlik faktorlerinin

kullamlmasinin uygunluguna deginmislerdir. Ciinkii en kiigiik kareler yontemi artiklarin

(¢,) aym varyansa sahip oldugu varsayimina dayahdir, ancak Esitlik 2.25 igin bu

varsayim gegersizdir. Agurlikli en kiiciik kareler yontemi uygun agirhik faktorlerinin
secimiyle varyanslar1 esitleyerek bu problemi ortadan kaldirir ve daha iyi tahmin

degerleri iiretir.

Bergman tarafindan hesaplanan agirlik faktorleri;

w(x,)= [(I—F(x(i)))ln(l—F(x(,.) ))}2 (2.26)

Faucher ve Tyson tarafindan 6nerilen agirlik faktorleri;
0.025
W (x,)=3.3F(x,)- 27.5{1 ~(1-F(x,)) } (2.27)

Hung tarafindan gelistirilen agirlik faktorleri;

(2.28)

32



seklindedir.

Agirlikh en kiigiik kareler yontemi ile Weibull parametrelerinin tahmincileri su

sekilde elde edilebilir:

(ZW (x(,.) ))(ZW (x(i) ) XOME! ) ‘(ZW (x(i) ) Z(f))(zw (xm ) y(i))
(2w (v ) (W ) )= (2 () 2 )2

7= (2.29)

veE

B =exp(~t/7) (2.30)

dir. Burada;

0= (W (o)t =7 W ()20 ) - W () (2.31)
(2.32)

Weibull parametre tahminleri 7 ve ,3 degerleri, secilen F (x(l.))ve W(X(i))

tanimlarina gore cesitlilik gosterirler. W(x(i))zl olmasi durumunda, normal en

kiiciik kareler denklemlerine yani Esitlik 2.23 ve Esitlik 2.24’e doniisiir.

2.4.3 Weibull Yiizdeliklerinin Tahmini

Yapisal ve mekanik parcalarin tasariminda kiigiik bir p hata olasihigina karsilik

gelen x, degerlerinin belirlenmesi mithendislik ¢calismalart a¢isindan ¢ok 6nemlidir. Bu

hata olasilig1 6nceden belirlenmek iizere;

P(x< xp) (2.33)

ifadesi; drnegin bir malzemenin kopma mukavemeti degerinin, x,” ye esit veya altinda
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olma olasihigr p ’dir seklinde yorumlanir ve Weibull dagilim fonksiyonuna gore de;
F(x,)=P(x<x,)=p (2.34)
olur. Bu esitligi ¢cozersek;
v
F(x)= 1-5@

2-parametreli weibull dagilim fonksiyonu olmak iizere;

V7
§ l}
F(x,)=1-e {’3 (2.35)
olarak elde edilmis olur. Esitlik 2.35’de elde ettigimiz ifadede 2.34’deki esitligi

kullanirsak,

X, =,3.{1n[1_1pﬂy (2.36)

A

elde edilir. Weibull parametreleri ¥ ve S yerine, bunlarin tahminleri olan 7 ve f

kullamlarak, %, tahmini su sekilde iiretilir:

3 :ﬂ-{ln[ ! ﬂy (2.37)
p l_p

Esitlik 2.37 de Maksimum Benzerlik, En Kiiciik Kareler ya da Agirlikli En

Kiiciik Kareler yontemlerinden elde edilen 7 ve B degerleri kullanilabilir.
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Tiim bu parametre tahmin yontemlerini gordiikten sonra akla gelecek soru: hangi
tahmin yonteminin daha iyi oldugudur. Literatirde Weibull parametre tahmin
yontemlerinden en iyisinin belirlenmesine yonelik ¢alismalar mevcuttur. E. Barbero v.d,
tahmin yontemlerinin kiyaslanmasinda genel bir 6lcii olan; en kiiciik standart sapmaya
sahip olan yontemin en iyi oldugu kriterine gore yaptiklar ¢alismalarinda; Maksimum
Benzerlik, En Kiiciik Kareler ve Aguirlikli En Kiigiik Kareler tahmin yontemlerini bu
oOlciite gore kiyaslayarak; ornek biiyiikliigli » ’in 7’den kiiciik oldugu durumlarda en iyi
tahminin, Agirlikli En Kiiciik Kareler yonteminin 2.22 ve 2.27 esitlikleri kullanilarak
yapilan tahmin oldugunu, 6rnek biiyiikliigiin *in 7’den biiyiik oldugu durumlarda ise
yine Agirlikli En Kiigiik Kareler yonteminin 2.22 ve 2.26 esitlikleri kullanilarak yapilan
tahmin oldugunu belirtmislerdir. Buna karsilik B. Birgoren, tek yonlii giiven araliklar
olusturulmasinda en iyi yontemin, en kiiciik yanhs kapsama olasiligina (False Coverage
Probability) sahip olan tahmin yontemi oldugunu belirtmis ve Maksimum Benzerlik, En
Kiiciik Kareler Yontemi ve Agihikhi En kiiciik Kareler tahmin yontemlerini, bu
dogrultuda yapmis oldugu benzetim caligmasi ile kiyaslayarak en iyi yontemin

Maksimum Benzerlik yontemi oldugunu ispat etmistir.

2.5 Weibull Parametreleri ve Yiizdelikleri icin Giiven Arahlklari

Weibull parametreleri ve yiizdelikleri i¢in giiven araliklar1 konusuna baglamadan

once pivotal istatistik ozelliginden bahsetmek gerekir. Eger Q(X , ) dagilimu biitiin

parametrelerinden bagimsiz dagiliyorsa, Q(X ,0)=0(X,,K ,X, ,0) rassal degiskeni

n?

pivotal istatistik 6zelligi gosterir denir.

Weibull parametrelerinin tahmini i¢in literatiirde bircok yontem vardir. Bunlarin

en Onemlileri; bir onceki bolimde ayrntili olarak anlatilan maksimum benzerlik, en
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kiiciik kareler ve agirlikli en kiiciik kareler yontemleridir.

Maksimum benzerlik yontemi kullamldigi zaman ¥/y ve f/‘ln( BIp )
degiskenleri ¥ ve [ dan bagimsiz olarak dagilirlar. Dolayisiyla y=1 ve f=1
durumunda ¥ ve 7- ln( B ) dagilimlarina sahip olurlar.

E. Barbero v.d, bu pivotal istatistik 6zelliginin en kiiciik kareler ve agirlikli en
kiiciik kareler yontemleri i¢in de gecerli oldugunu, ancak bu pivotal istatistik 6zelliginin

moment yonteminden elde edilen tahminciler icin gegerli olmadigim gostermislerdir.

2.5.1 Weibull Sekil Parametresi icin Giiven Araliklari

Pivotal istatistik ozelliginden dolay1 ¥/y degiskeni ¥ ve [ dan bagimsiz olarak
dagilmaktadir, bu yiizden y=1 alimrsa; /vy, ¥ ile aym dagilima sahip olur. Thoman

v.d, yaptig1 calismalarinda, Monte-Carlo benzetim prosediiriinii takip ederek, maksimum

benzerlik yontemiyle ¥ dagilimmin yiizde noktalarin1 gésteren bir tablo elde etmislerdir.

Daha sonra da bu tablo ile ¥ icin giiven araliklar1 olusturmusglardir. Giiven araliklarim
(#/ty,,,711_,,) olarak hesaplamiglardir. Burada r,,, ve f,_,,, benzetim sonucunda
elde edilen tablo degerleridir:

Pivotal istatistik /7 ile ¥ aym dagilima sahip olduguna gore,

P(t_y, <=<t,,)=1l-a

X =

esitliginde ¥/7y yerine ¥ kullanilabilir ve dolayisiyla alt ve iist simrlar, ¢, ,,, ve t,,,, ¥

nin benzetimiyle elde edilebilir. Esitsizligin her tarafi 1/ ile ¢arpilarak
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A A~

P(—tl‘””z <l<t"iJ:1—a’
vy v v

bulunur; ters alma iglemiyle de;

P(l<}/< 4 J:I—a
ta/Z tl—a/Z

haline gelir. Dolayistyla Weibull sekil parametresi ¥ i¢in (1—¢«) giiven diizeyinde

giiven araligy;

[—f/ 7 } (2.38)

ta/z tl—a/z

seklinde ifade edilir.

2.5.2  Weibull Olcek Parametresi icin Giiven Arahklar
Yine pivotal istatistik 6zelliginden bilindigi iizere, 7 - ln( ,3 /B ) degiskeni ¥ ve

S dan bagimsiz dagilmaktadir. Bu degisken ¥ =1 ve =1 durumunda da #-In ( B ) ile

ayni1 dagilima sahip olmaktadir.

Thoman v.d, f/‘ln( BB ) dagilimimin, Monte-Carlo benzetim teknigi ile

benzetim programim olusturmus ve dagiliminin yiizde noktalarim gosteren bir tablo

hazirlamigtir. Bu tablo ile B igin giiven araliklari olusturmustur. Giiven araliklarr;
(ﬂA-exp(—smz/f/), B -exp(—sl_a,z/f/)) bicimindedir. Buradaki s,,,ve s,_,, tablo

degerleridir.

Pivotal istatistik 7-In ( BB ) ile 7-In ( Y;; ) ayn1 dagilima sahip olduguna gore,
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P|:Sl—a/2 < f/-ln(ﬁ/ﬁ)<SW2J=l—0{

esitliginde alt ve tist siirlar, s, ,,, ve s,,,, 7-1n ( B ) 'nine benzetimiyle elde edilir.

P —Sl‘f”z <ln(ﬁJ<SLj2 =l-«a
¥ B) 7

haline gelir. 4’1 yalmz birakmak i¢in islemlere devam edilirse;

Sian!l? Sl ¥
P[e = <l<e = }:l—a
s BB

Esitsizlik ¥ ile boluniirse;

elde edilir. Buradan 6l¢ek parametresi £ icin giiven araligi formiili;
P[ﬁ‘e—(spa/z/f’) > ﬁ > B_e_(sa/z/f’)] =l-«a
olur. Buradan 6lgek parametresi /3 icin (1—¢) giiven diizeyinde giiven araligy;

[ igin giiven araligi: [ Bl p ‘e_(sl"’”/y)}

elde edilir.

(2.39)

Weibull 6lgek parametresi S icin olusturulan (1—-¢) giiven diizeyinde giiven

araligl, Esitlik 2.39°da ifade edildigi gibi, Olcek parametresi ¥ ’nin tahmin degerini

icermektedir. Bu nedenle olusturulan giiven araligl kesin degildir. Yani Weibull dlgek

parametresi icin elde edilen giiven araligi y’mmn tahmin degerini igermesinden dolay1

tam olarak (1— ) olasiligia karsilik gelmeyebilir.

Diger taraftan Weibull dl¢ek parametresi ¥ icin olusturulan giiven aralig: Esitlik

2.38’de goriildiigii gibi tahmin degeri icermemektedir. Bu nedenle ¥ icin olusturulan

giiven aralig kesindir.
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Maksimum Benzerlik Yontemi, ¥ ve B "1 Newton-Raphson yontemiyle Esitlik
2.17°ye gore tahmin etmektedir. Newton-Raphson yinelemeleri i¢in baslangic noktasi
olarak Esitlik 2.18’deki %, almmaktadir. En Kiiciik Kareler yontemi ile ¥ ve ,3
tahminleri, Esitlik 2.23 ve Esitlik 2.24’e gore yapilmaktadir ve farkhh F, ve W,

secimlerine karsilik gelen 12 farkli kombinasyon icermektedir.

Cizelge 2.2 Parametre Tahmin Yontemleri

Yéntem Yéntem Tipi F; iGirll\l §§itlik W, igia E§itlik
1 En KuglUk Kareler 1.20 Wi=1
2 Agirlikh En Kuglk Kareler 1.20 1.26
3 Agirlikli En Kiigtk Kareler 1.20 1.27
4 Agirlikli En Kiigtk Kareler 1.20 1.28
5 Maksimum Benzerlik - -
6 En Kuglk Kareler 1.21 Wi=1
7 Agirlikh En Kuglk Kareler 1.21 1.26
8 Agirlikli En Kiigtk Kareler 1.21 1.27
9 Agirlikh En Kuglk Kareler 1.21 1.28
10 En Kiglk Kareler 1.22 Wi=1
11 Agirlikh En Kuglk Kareler 1.22 1.26
12 Agirlikh En Kuglk Kareler 1.22 1.27
13 Agirlikli En Kiigtk Kareler 1.22 1.28

Boylece ¥ igin giiven araligi olusturmak amaciyla ¥; ve ,3 icin giiven araligi
olusturmak amaciyla }7-ln( ,3 ) tahmin degerleri elde edilmis olmaktadir. R defa bu
islemler tekrarlanarak bu degiskenlerin R benzetim degerleri ayr1 ayr hesaplanarak,
kiiciikten bilyiige siralanmaktadir. [(R+1)-(1—af)] ‘inci degerleri ¢, ve S, degerlerinin
elde edilmesini saglamaktadir. Benzer sekilde [(R+1)-af] ‘inci degerleri ¢,_, ve S|,

degerlerini vermektedir.
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Bir data dosyasinda, her satirda bir veri olacak sekilde depolanan veriler
kullanilarak ¥ ve B parametre tahminleri, secilen yonteme gore hesaplandiktan sonra,
verilere ait tahmin degerleri, ¥ icin giiven araligi olusturmak amaciyla Esitlik 2.38’de;
B icin giiven araligi olusturmak icinde Esitlik 2.39’da yerlerine konarak ¥ ve £ igin

o giiven diizeyinde giiven araliklar1 olugturulmaktadir.

2.5.3 Weibull Yiizdelikleri icin Giiven Araliklar
Y/v ve f/‘ln( BB ) degiskenlerinin ¥ ve f’ya bagimli olmadiklar ve =1

ve f=1 durumu ile de ¥ ve f/‘ln( B ) dagilimlarina sahip olduklarn Bolim 2.4’de

anlatilmisti.

Esitlik 2.36°da verilen alt yiizdelik formiilii ve esitlik 2.37’de verilen alt yiizdelik

tahmin formiilii birlestirilerek;
#In(%,/x,)=7n(B/B)+(1-7/7)-In(In(1/1- p)) (2.40)

elde edilir.

- ln( ,3 /B ) degiskeni de Esitlik 2.40’a gore pivotal istatistik 6zelligiyle y ve
S dan bagimsiz olarak dagilmaktadir. Dolayisiyla 7-1n ( ,3 /B ) degiskeni benzetilirken
y=1ve B=1 alabilir. 7-In(j/p) degiskeninin yiizde noktalarm bulmak icin bir
benzetim programu gerekir. ¥ ve ,3 Weibull parametre tahminleri hesaplandiktan sonra,

Esitlik 1.40°dan #-In(/3/ ) hesaplanabilir.

Bu prosediiriin siirekli tekrari, }7-ln( ,B / ,B) degiskeni i¢in benzetim degerleri
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elde edilmesini saglar ve bu degerler kullanilarak Weibull alt yiizdelikleri i¢in giiven

araligi olusturulabilir.
7-In ( ,3 /B ) icin giiven araliklan su sekilde olusturulabilir.

P|Clup<BIn(2,/x,)<C,, |=1-a

ardindan esitsizlik ¥ ile boltinerek;

p| S | 2o | Can |y g
7 x, ) 7

elde edilir. x,’yi yalmz birakmak i¢in iglemlere devam edilirse;

denklemi elde edilir. Buradan

P|:_£'p 'e—(CH,/z/}A/) > x > )’(\:p .e_(cmz/};):| :1_a

P
elde edilir. Dolayistyla x, i¢in (1-a) giiven diizeyinde giiven arahg
|:)’&p . e‘(Ca/z/f/) , )’(\f

. e‘(cl—mz/f/):| — 1_ o (241)

p

olur.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1  Testlerin ve Tahmin Yontemlerinin Uygulanmasi

Bu boliimde, ikinci boliimde teorik olarak anlatilan Weibull uyumluluk
testleri, Weibull parametrelerinin ve Weibull yiizdeliklerinin Maksimum Benzerlik,
En Kiiciik Kareler ve Agirlikli En Kiigiik Kareler yontemleriyle tahmin edilmesi ve

giiven araliklarinin olusturulmasi gercek veriler tizerinde izah edilecektir.

Yapilan calismada daha onceden gerceklestirilmis bir kopma mukavemeti
deneyinin verileri degerlendirilmistir. 19 6zdes kompozit malzeme Instron 8516+
universal test makinesinde gerilme deneyine tabi tutularak kopma mukavemetleri
kaydedilmistir. Malzemelerin hepsinde kopma mukavemeti oOl¢iildiigii icin yani
kopmanin gerceklestigi basing degerine kadar ol¢iilmeye devam edildigi i¢in veriler

tamamlanmus verilerdir. Ayrica bu uygulamada o, : Kopma mukavemeti m: Weibull

sekil parametresi o, : Weibull 6l¢ek parametresi olarak ifade edilmektedir.

Cizelge 3.1 Kopma Mukavemeti Degerleri

Test No 1 2 3 4 5 6 7
Kopma Mukavemeti | 545 7 | 5005 | 442 | 473 | 519 |502.7 | 477
[MPa]
Test No 8 9 10 11 12 13 14
Kopma Mukavemeti
[MPa] 510 | 522 | 522 | 522 | 439 |513.6 | 497.5
Test No 15 16 17 18 19

Kopma Mukavemeti

[MPa] 521.6 | 450.9 | 476.5 | 507.3 | 463.5
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3.2  Weibull Uyumluluk Testleri

3.2.1 Verilerin Weibull Uyumlulugunun Grafik Yontemle Testi

Cizelge 3.1°de verilen, kompozit malzemelere ait kopma mukavemeti

degerlerinin Weibull dagilimma uyumlulugunun grafik yontemle test edilmesi MS
EXCEL programi kullanilarak gerceklestirilmistir.Verilerin grafik yontemle Weibull

uyumluluk testlerinin yapilmasi teorik olarak Bolim 2.3.1’de ayrnintilariyla ele

alinmusti.

Bu bolimde, Cizelge 3.1’de verilen kompozit malzemeye ait kopma
mukavemeti verilerinin grafik yontemle uyumluluk testinin MS Excel programi

tarafindan yapilmasi adim adim anlatilacaktir.

Cizelge 3.2 Verilerin Weibull Grafik Analizi icin Hazirlanmasi

Ed Microsoft Excel - ¥erilenin Weibull Uyumluluk Grafigi igin Hazirlanmasi

A E C D E
1 i S5 = (U”:I LN [LN[1£1— F[UM]]) LN (am]
K 430 0 036062474 3 A0362951 F 054499413
3 2 4472 0 037525366 .2 389141012 5091309352
4 3 4509 0,139175263 _1 G9302475 B,111246585
5 4 463 5 00,1907 21649 _1 552595991595 E 136506355
E| 5 A7 0 242268041 -1 28220253 5,159095355
71 6 476 & 0293314433 _1 05590564 5, 166467723
B 7 477 0 345360525 0 BEE7O7EST B 167516491
o 8 497 & 03965907215 -0 551842867 & 209595557
10 9 B2 5 0 445453603 051914459 5 21959564
11 10 502 7 05 0 366512921 F 21959357 1
12 1 507 3 0 551545392 .0 220708967 5 229102545
13 12 510 0 G03092754 0 078956134 B 234410726
14 13 5136 0 554633175 0061250816 G 241444752
15 14 519 0706185567 0 202783192 & 2515903353
16| 15 521 h 0757731959 0 345043257 E 25650101 1
17 16 577 0 509275351 0 504972676 G 257667500
18 17 5772 0 5E0524742 0 579059054 & 257667508
19 18 5327 05125371134 0 SEEE0067S E 277955414
20 19 552 0953917526 1,200551361 G 313548046
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Kompozit malzeme kopma mukavemeti verilerine ait uyumluluk grafiginin
cizilmesi icin ilk adim, verilerin bu analize hazirlanmas1 icin gerekli hesaplamalarin
yapilmasidir. Cizelge 3.2’deki Excel tablosunda Weibull grafik analizi i¢cin gerekli
hesaplamalarin yapilmasi goriilmektedir. Simdi bu hesaplama tablosunun nasil

olusturuldugunu inceleyelim:

Oncelikle 19 adet 6zdes kompozit malzemeye ait kopma mukavemeti
degerleri kiiciikten biiylige dogru siralanarak Cizelge 3.2’de goriillen Excel

tablosunda B siitununa sirali sekilde yerlestirilmistir. C siitunu ise Esitlik 2.10’a gore,
siralanmis verilere ait F‘(O',.) degerlerini gostermektedir. Esitlik 2.10°da yer alan n;

ornek bilyiikliigiinii gostermekte olup gerilme deneyine tabi tutulan kompozit
malzeme sayisina esittir ve 19°dur. D siitunu, grafigin y ekseni Ol¢eklendirmesini

saglayan degerleri icermektedir ve Esitlik 2.4’e gore hesaplanmaktadir. Cizelgenin E
siitununda ise, grafigin x ekseni 6lgegini olusturan ln(a(l.)) isleminin, her veri i¢in
hesaplanan degerleri goriilmektedir. Grafigin cizilmesini saglayan x ve y
eksenlerinin Olceklendirilme islemi Excel programi ile yapildiktan sonra, bu
Olceklere gore Weibull uyum grafigi cizilebilir. Sekil 3.1°de Weibull uyum grafigi

goriilmektedir.
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WEIBULL UYUM GRAFIGI

LN(LN{1/ [1 ~(F. ]]]

Sekil 3.1 Verilere Iliskin Weibull Uyumluluk Grafigi

Sekil 3.1°de cizilen grafikte de goriildiigii gibi, kompozit malzemeye ait
kopma mukavemeti verileri, grafik {izerinde yaklasik dogrusal bir yol izlemektedir;
yani hayali bir dogrunun etrafina yayilmis durumdadir. Bu durum bize kompozit
malzemelere ait kopma mukavemeti degerlerinin Weibull dagilimma uyumunu

gostermektedir.

Bir baska ifadeyle, ©zdes 19 adet kompozit malzemeye ait kopma
mukavemeti degerleri, Weibull grafik yontemi uyumluluk testi sonuglarina gore

Weibull dagilimi takip etmektedir.

3.2.2 Verilerin Weibull Uyumlulugunun Mann Yontemi ile Testi

Ayrintilart boliim 2.3.2°de anlatilan ve Weibull dagilimi iin 6zel olarak
gelistirilmis olan Mann test istatistigi ile, Cizelge 3.1°de verilen kopma mukavemeti

verilerine ait Weibull uyumluluk testi istatistiksel olarak yapilabilmektedir.
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Yontemin ayrintilar teorik olarak Boliim 2.3.2°de anlatilmistir. Bu boliimde Cizelge
3.1’de verilen kompozit malzemeye ait kopma mukavemeti degerlerinin, Weibull
uyumluluk testinin Mann yontemiyle yapilmasi anlatilacaktir. Hem sayisal

hesaplama yoluyla hem de benzetim programiyla elde edilen sonuglar gosterilecektir.

Sifir ve Alternatif hipotezler sdyledir:

H,: Kopma Mukavemeti degerleri Weibull Dagilimma Uygundur.

H, : Kopma Mukavemeti degerleri Weibull Dagilimina Uygun Degildir.

Eger test istatistigi M <F . ise H, hipotezi kabul edilecektir. Yani

verilerin Weibull dagilimma uygunlugu belirlenmis olacaktir. Buradaki v, ve v,
dagilimin serbestlik dereceleri olup, v, =2k, ve v, =2k, dir. « ise giiven diizeyini

gostermektedir. Verilere ait Mann testinin sayisal hesaplama yoluyla yapilmasi Ms
Excel programi yardimiyla gerceklestirilmektedir. Cizelge 3.3’de verilere ait Mann
istatistiginin Excel programiyla hesaplanmasi gosterilmektedir. On dokuz adet 6zdes
kompozit malzemeye ait kopma mukavemeti degerleri, kiiciikten biiylige dogru
siralanarak Cizelge 3.3’de goriilen B siitununa sirali sekilde yerlestirilmiglerdir. C
siitununda ise verilerin dogal logaritmik degerleri hesaplanmistir. D siitunu Esitlik

2. 7’ya gore hesaplanan Z, degerlerini icermektedir. Esitlik 2.5’de verilen Mann
istatistik formiiliinde yer alan M, degerlerinin hesabi, Esitlik 2.6’ya gore yapilmis ve
degerler E siitununa yerlestirilmistir. F siitununda, Esitlik 2.5’de verilen Mann

istatistik formiiliinde yer alan ln(O'(M))—ln(O'()) degerlerinin hesaplamast

yapilmistir. Son olarak G siitunu ise, Esitlik 2.5’deki Mann istatistiginin

hesaplanmasi i¢in pay ve payda toplamlarini gdstermektedir.
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Cizelge 3.3 Kopma Mukavemeti Verilerine ait Mann Yontemi Hesaplari

E3 Microsoft Excel - MANN TEST

A, B C n] E F G
1 i o LM{ci) Z M, In{g;.,}-In{o;]} | {In{o;. }-In{c;}}iM;
2 1 438| 5,08449941) 3 53753] 1.125771 0,005810469 0 0060496504
3 2 442 5,09130988| -2 51176| 0539267 0,019935703 0 05REEE7 52
4 3 450,8) 5,111245558] 1 97247 036633 0,027 5608 0 075224608
5 4 463 ,5| 5,133806358] -1 50609| 0,282833 0020289003 0,07 1733654
B 5 473 615909538 -1 32325] 0,234012 0007372335 00515040354
7 6 476 5| 6,16646772| -1 03924| 0202459 0,001045765 0005180158
g 7 477 B.167516458| -0 88678| 0,180863 0042079065 0 232650292
g 8 497 5| 6 20959556| -0 70591 0,1658667 0010000053 0 0R05E2425
10 9 502,5| 6,21959564| -n 54025] 0,154941 0000397931 0 002565268
1 10 S02.7| 621999357 -0,3353| 0147627 0,009105974 0051702556
12 11 S07 3| 6, 22910254| -0 23766| 0,143166 0005308181 0057076595
13 12 510) 6 23441073| -0 09451{ 0,141364 0007034027 0 049755245
14 13 513 5| 624144475 0046854 014237 0,010459131 0073464375
15 14 519| 6 251903858| 0,189224] 0,146796 00049597127 0034041327
16 15 521 6| 6, 25690101 0 33602| 0,156085 0000766577 0,00491128
17 16 522| B 25786755 0 492105] 0173625 1] a
18 17 522| 6 25766758| 0 66573| 02086862 0020290526 0,097 14965357
19 18 532,7| 6 27795841| n 574591| 0,302583 0035559632 0,117619217
a0 19 552| 5,313584808| 1177175
21
22 |PAY TOPLAM 0,4757
23
24 PAYDA TOPLAM 05222
25
-5 Mann istatistik Degeri (M) 10,9109
27

Esitlik 2.5’de verilen M test istatistigini hesaplamak icin cizelge 3.3’de

gerekli hesaplamalar yapilmistir. Burada &, = % ve k,= %1 dir. Elimizdeki

verilere gore; k, = % =9 ve k,= nT—l =9 olarak bulunur. Buna gore M

istatistigini cizelge 3.3’de yaptigimiz hesaplamalara gore bulabiliriz. M istatistigi
icin; Pay Toplami: 0,475723648 ve degeri Cizelge 3.3’den G10:G19 toplamdir.

Payda Toplami: 0,522239808 dir ve ¢izelge 3.3’den G2:G9 toplamidir. Buna gore

M =0,910929502 olarak hesaplanir. F degeri ise 1-a=0.95 giiven

Vi,Vy,

diizeyinde v, =2k, ve v, =2k, serbestlik derecesinde F dagilim tablo degeridir.
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Buna gore F18,18,0405

=2.22659 olarak F dagilim tablosundan elde edilebilir. Bu

durumda M =0.91093 < Fj;,5,.s sartt gerceklestigi icin H, hipotezi kabul edilir.

Yani kopma mukavemetine ait verilerin Mann uyumluluk yOntemine gore de

Weibull dagilim takip ettikleri goriilmektedir.

3.3  Weibull Parametreleri ve Yiizdeliklerinin Tahmini ve Bunlar i¢in Giiven

Araliklarimin Olusturulmasi

Bu c¢alismada standart C++ programlama dilinde, Weibull parametrelerinin ve
yiizdeliklerinin tahmin edilmesi, giiven araliklarmin ve giiven alt siir degerlerinin
bulunmasi i¢in bir benzetim program gelistirilmistir. Parametre tahmin yontemi olarak
maksimum benzerlik, en kiiciik kareler veya agirlikli en kiiciik kareler yontemleri
kullanilmig ve bu kullanicinin se¢imine birakilmistir. Sekil 3.2 de programin akis semasi

gosterilmektedir.
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Kullanicr Bilgi Girisi

n: Ornek bityiikliigii l

(o1, G2....., 6, ): Dosyadan Ornekteki veri degerleri

R: Benzetim tekrar sayist

a: gliven diizeyi

Parametre Tahmin Yonteminin Se¢imi

p: Alt yiizdelige karsilik gelen kiiciik bir olasilik degeri

Rassal Say1 Uretimi =

'

Diizgiin Dagilimdan Rassal Say1 Uretimi {u,,....,u, } , O<u<l

.

Weibull Degisken Uretimi o,,, =In(1/4,) (m=1, o,=1)

!

Ornek degerlerin iiretilmesi {G, 11, G115 -..., On11}

|

IvIYo L ¥

Benzetim icin Maksimum Benzerlik, En Kiigiik Kareler veya Agirlikli En
Kii¢iik Kareler Yontemlerinden biri ile tahmin

!

M ve 6, parametrelerinin tahmin edilmesi

|

ty, S, ve C,, hesaplanmasi

v

e R tane m benzetim degerinin siralanmasi
e Rtane /mln(6,) benzetim degerlerinin siralanmasi

e Rtane mln (6’p / ap) benzetim degerlerinin siralanmast

e fstenent, S ve C’lerin tahmincisi olan
sira istatistik degerlerinin bulunmasi

!

m, o, Ve o, icin Giiven Araliklarinin Hesaplanmasi

~

o eXp(_ta/z /’ﬁ) ve 6-0 exp(—tl_mzlﬁq)

6, exp(=C,,, /) ve &,exp(—=C,_,, /)

Sekil 3.2 Benzetim Programi Akis Semast
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Bu caligmada benzetim tekrar sayist R=99.999 olarak belirtilmistir. Bu

secimle, (1-a)=0.95, 0.99 veya 0.999 gibi giiven seviyeleri icin sira istatistiklerine
karsilik gelen degerler elde edilebilir. Ornegin (1-2)=0.95 igin [(99.999+1)-(1-) |

’inci deger=95.000 ’inci sira istatistigine karsilik gelir. Ornek biiyiikliigii; kompozit
malzemeler i¢in yapilan deney sonuclarindan elde edilen kopma mukavemeti
degerlerinin sayisi olup n =19 *dur. Ornek grubuna ait veriler, bir data dosyasina her
satirda bir veri olacak sekilde girilmelidir. Program sonucunda farkli parametre
tahmin yoOntemlerine gore elde edilen sonuglar cizelge 3.4’de ve cizelge 3.5°de

gosterilmistir.

Cizelge 3.4 Maksimum Benzerlik Yontemi ile Program Tarafindan Yapilan

Hesaplamalar
Tahmin m icin oy icin ~ 9p
" . 1-a m 6, p G, Giliven
Yontemi G.A G.A Alt Sinin
11.9655 | 496.124 3
18.8625 | 510.179 - - 0.10 | 452.803 | 423.349 |3
25.1268 | 524.543 -
0.95
=x 11.9282 | 496.097 -
23 18.8625 | 510.179 - - 0.01 | 399.767 | 353.191 |3
S 25.0709 | 524.645 &
<z 10.3592 | 490.657
=1 18.8625 | 510.179 - - 0.10 | 452.803 | 408.732
0.99 27.642 | 530.077
. 10.313 | 490.743
18.8625 | 510.179 - - 0.01 | 399.767 | 331.729
27.6657 | 529.959

Cizelge 3.4’de Maksimum Benzerlik tahmin yontemine gore elde edilen
sonuclar gosterilmektedir. p ve a degerleri cesitlendirilerek cizelge 3.4’deki sonuglar

benzetim programindan elde edilmistir.

Malzeme biliminde, & =0.05 ve p=0.05 i¢in giiven alt simirina A-Temel
malzeme 0zelligi; & =0.05 ve p=0.1 i¢in giiven alt sinirina da B-Temel malzeme

ozelligi ad1 verilmektedir.
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Cizelge 3.4’ii inceledigimizde; 6rnek olarak, Weibull sekil parametresi m

icin p=0.01 ve (1-a)=0.95 giiven diizeyinde olusturulan giiven aralig1r 11.9282 ile
25.0709 arasinda oldugu goriilmektedir. Yani sekil parametresi m, %95 olasilikla
bu araliktadir denir. Aym sekilde 6lgek parametresi o, i¢in olusan giiven araligi ise,
Olcek parametresi o, %95 olasilikla 496.097 ile 524.645 degerleri arasindadir
seklinde yorumlanir. Giiven diizeyi (1-&)’nmin artirilmasi ile olusturulan giiven
araliklarinin daha genis araliklart kapsadiklart goriilebilir. (1-)=0.95 oldugu

zaman, Weibull yiizdelik tahmini &,’nin p =0.1 hata olasilig1 ile 452.803 MPa ve

p=0.01 hata olasihg: ile de 399.767 MPa oldugu goriilmektedir. Ornegin

6,=452.803 MPa olmasi demek, 452.803 MPa’dan kiicik gerilmelerde,
malzemenin kirilma olasiligr 0.1°dir seklinde yorumlanir. Diger taraftan gercek o,

degeri bu tahmin degerinden ¢ok farkli olabilir, yani gercek olasilik degeri 0.1’den
daha yiiksek olabilir. Bu durum belirli bir risk oranini1 beraberinde getirir. Giiven alt

sinirlart bu risk oram ile diisiik olasilik degerini iligkilendirerek bir ¢oziim saglar.

Ornegin 423.349 MPa B-Temel malzeme ozelligi, P(o,, <423.349)=0.05

durumuna isaret eder. Baska bir ifadeyle, %95 giivenle o, 423.349’dan biiyiiktiir

seklinde yorumlanir. Giiven diizeyi artirlarak giiven alt sinirlarimin diisiiriilmesi
saglanabilir. Kritik par¢a uygulamalarinda bu seviye %99’a ¢ikarilabilir. Ornegimiz
izerinde bu durumu incelersek, giiven diizeyinin %99’ a cikarilmasiyla giiven alt

sinir degeri 408.732 ’e diiger.

Program farkli tahmin yontemleri icin, farkli & ve p degerlerine gore de

cesitli sonuclar iiretecektir. Elde edilen sonuglara gére yukaridaki benzer yorumlar

yapilabilir.
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Cizelge 3.5 Agirlikli En Kiiciik Kareler Yontemi ile Program Tarafindan Yapilan

Hesaplamalar
Tghmin_ 1-a e & m icin og igin p S Gi?\;,en
Yontemi 0 G.A G.A p Alt Sinini
12.126 | 496.317 —
o 16.0341 | 510.827 - - 0.10 | 443.937 | 424.826 |S w
= 26.2057 | 524.504 2
o 0.95
g 12.1002 | 496.118 o
v 16.0341 | 510.827 - - 0.01 | 383.421 | 354.905 |S »
3 26.1972 | 524.527 e
i }
; 10.4864 | 490.938
] 16.0341 | 510.827 - - 0.10 | 443.937 | 410.151
5 29.181 | 529.775
X 0.99
= 10.5098 | 490.793
O 16.0341 | 510.827 - - 0.01 | 383.421 | 333.22
< 29.1224 | 529.95

Tahmin yontemi olarak en kiiciik kareler veya agirlikli en kiiciik kareler

yonteminin  se¢ilmesi  durumunda, program sonuglart  Cizelge 3.5’de

gosterilmektedir. Bu yontemde farkli F (O'(i)) ve W, secimlerine gore farkli

sonuglar elde edilebilir. Cizelge 3.5, F (0'(,.)) tahmini i¢in Esitlik 2.10 ve W, agirhik

faktorii icinde Esitlik 2.17°ye gore yapilan benzetim sonuglarini igermektedir.

W(l,) =1 sec¢ilmesi durumunda klasik en kiiciik kareler metoduna gore hesaplama

yapilacaktir. Elde edilen sonuglara gore yorumlamalar ¢izelge 3.4°de yapildigr gibi

burada da yapilabilir.

Asagidaki sekillerde, programin, her tahmin yontemine ait girdi ve ¢ikt1 ekranlar
gosterilmektedir. Program kullanicinin girecegi degerlere gore sonuglar liretmektedir.
Program baslangicta kullanicidan; parametre tahmini i¢in bir yontemin belirlenmesini
istemektedir ve ardindan secilen yonteme has girdilerin kullanicidan girilmesi

istenmektedir. Orijinal veriler bir data dosyasinda her satirda bir veri olacak sekilde

52



yerlestirilmistir. Secilen yonteme gore bu girdi ekranlan asagidaki sekillerde detayh

olarak anlatilmistir.

Sekil 3.5’de Maksimum Benzerlik tahmin yoOnteminin se¢imine gore,
kullanict bilgi giris ekram goriilmektedir. Bu yontemin secimiyle, bu yontemle ilgili
girdiler kullanicidan istenmektedir. p hata olasiligi, & giiven diizeyi, R benzetim
tekrar sayisi, Newton-Raphson yontemi icin baslangic degeri m ve n Ornek
bitytikliigiiniin ~ kullanicidan  girilmesi istenmektedir. Sekil 3.3’de kompozit
malzemeye ait veriler i¢cin program girdileri, Sekil 3.4’de ise bu girdilere gore

program ¢iktilar1 goriilmektedir.

ENZETIM_PROGRAMNMNDebug\BEMZETIM_PROGRAMI. exe™

1. MAXIMUM LIKELIHOOD
2. LEAST SQUARES:
Selection of Method :1

Method of Maximum Likelihood

zimulation run number:9999%

numher of observations:1%

percentile <A.B1 for A-basis. B.1 for B-basi
iconfidence level (B.95 for A-bhasis and B-hasis>:@.75

initial m for M.R method{(—1 for automatic computation>:—1

Sekil 3.3 Benzetim Programinda Maksimum Benzerlik Yontem Secimi
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\BENZETIM_PROGRAMNDebug\BEMZETIM_PROGRAMI.exe™

tlation run number:29999

number of observations:19

percentile <@.81 for A-basis, B.1 for B-hasis)>:@0.081

confidence level <(B.95% for A-basis and B-basis)>:@._.95%

initial m for H.R method{-1 for automatic computation>:—-1

izigmaBhat :518.179

lzigmaphat :399 767

lower conf.bound:z353.74

25 Confidence Interval for m @ 11.9534 - 25.148%
2925 Confidence Interval for sB: 496.126 - 524.55

Press any key to continue

Sekil 3.4 Maksimum Benzerlik Yontemine Gore Cikt1 Sonuglar
Sekil 3.5’de parametre tahmin yontemi olarak En Kiiciik Kareler ve Agirlikli En
Kiiciik Kareler tahmin yonteminin secilmesi durumunda girdi ekran1 goriilmektedir.
Kullanicidan F (0'(,.)) tahmin degeri ve W(I.) agirlik faktorii esitlikleri i¢in se¢im
yapmasini istemektedir. Toplam 12 farkli kombinasyondan biri secilerek
hesaplamalar bu kombinasyona gore yapilabilmektedir. Sekil 3.5’de 6rnek olarak

F (0'(1.)) tahmin degeri olarak girdi ekraninda goriilen 1 numaral esitlik, W(I.) agirlik

faktorii icinde 2 numarali esitlik secilmistir. Parametre tahminleri ve giiven araliklar
hesaplamalar1 secilen bu esitliklere gore yapilacaktir. Ardindan kullanicidan R
benzetim tekrar sayisi, n Ornek boyutu, p hata olasiligi ve « giiven diizeyinin
belirlenmesi istenmektedir (Sekil 3.6). Ardindan bu girdilere gére program benzetim

sonuclarini bulmaktadir. Program c¢ikti ekram Sekil 3.7’da gosterilmektedir.
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"CABENZETIM_PROGRAMI\DebugiBENZETIM_PROGRAMI. exe™

1. MAXIMUM LIKELIHOOD
2. LEAST SQUARES:
Selection of Method =2

Method of Least Squares

ESTIMATING Wi

Choose the formula for Fi :

Choose the formula for Wi :

Sekil 3.5 Benzetim Programi En Kiigiik Kareler Yontemi Se¢imi

ENZETIM_PROGRAMIDebug\BENZETIM_PROGRAMI|.exe™

Choose the formula for Fi :1

Choose the formula for Wi =2

cimulation run number:99999

number of ohservations:19

percentile (B.81 for A-basis. B.1 for B-bhasis>:@.81
confidence level <(B.?5 for A-basis and B-basis>:8.95

Press any key to continue

Sekil 3.6 Benzetim Programi En Kiigiik Kareler Yontemi Girdi Ekrani
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lzigmaBhat :5168.827

sigmaphat =383 .421

lower conf.bound:355.886

295 Confidence Interval for m = 12.1876 - 26.1818
295 Confidence Interval for sB: 496.263 - 524.494

Press any key to continue_

Sekil 3.7 Benzetim Programi En Kii¢iik Kareler Yontemi Cikt1 Ekrani
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada giivenilirlik analizi uygulamalarinda ¢ok yaygin bir kullanim
alanina sahip olan Weibull olasilik dagilimi ele alinmistir. Weibull dagilimi ile
benzerlik gosteren ve benzer alanlarda kullanilan dagilimlarin incelenmesi, Weibull
uyumluluk testlerinin yapilmasi, Weibull parametrelerinin ve yiizdeliklerinin
maksimum benzerlik, en kiiciik kareler ve agirlikli en kiiciik kareler yontemleri ile
tahmin edilmesi, parametre ve ylizdeliklere ait giiven araliklarinin olusturulmasi ele

alinmig ve uygulama alanlar1 incelenmistir.

Bu calismada Weibull parametre tahmin yOntemlerinin,dagilimin
belirlenmesinde  kullanilan  uyumluluk testlerinin,parametreler icin  giiven
araliklarinin ve yiizdeliklerinin tahmin yOntemlerinin ayrintili bir sekilde anlatilarak

ve uygulanarak literatiire anlamli ve agiklayici bir kaynak kazandirmaya calisilmistir.

Bilimsel literatiirde, Weibull parametrelerinin ve alt yiizdeliklerinin tahmini
ve parametre ve alt yiizdelikler i¢in giiven araliklarmin olusturulmasi konusunda
yapilmis par¢a parga calismalar mevcuttur.Bu calismalarin 15181 altinda Weibull
dagilimi incelenmis olup ayrmtili olarak bu yontemlerin anlasilabilmesi igin bir

olanak saglanmigtir.
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