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OZET

KOMPAKT-ACIK TOPOLOJI VE HOMEOMORFIZM GRUPLARI UZERINDE

KOMPAKT-ACIK TOPOLOJI YAPISI

AKKUS, ilker
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Hakan SIMSEK

Aralik 2006, 78 Sayfa

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris icin ayrilmustir. Ikinci
boliimde bazi temel tanimlar ve kavramlar ile kompakt-acik topoloji ve sagladigi
baz1 ozellikler verilmistir. Ugiincii boliimde topolojiler igin karsilastirmali bir
inceleme yapilmis ve baz1 teoremlerin esdegerligi verilerek homeomorfizm

gruplarina aktarilmistir. Dordiincii boliim ise tartisma ve sonug icin ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Nokta-acik topoloji, Kompakt-acik topoloji, Topolojik grup,
Uniform yapi1, Uniform yakinsaklik, Regiiler yakinsaklik, Hemikompakt uzay,

Yonlendirilmis kiime



ABSTRACT

COMPACT-OPEN TOPOLOGY AND ITS STRUCTURE ON

HOMEOMORPHISM GROUPS

AKKUS, ilker
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Hakan SIMSEK

DECEMBER 2006, 78 Pages

This thesis contains four chapters. First chapter is devoted to introduction. In
the second chapter, some fundamental definitions and concepts with compact-open
topology and its satisfied some properties are given for later use. In the third chapter
comparative a study for some topologies and some theorems, also its equivalent to
our theorems and to proved. However, some of the properties of the compact-open
topology which we establish are homeomorphism groups. Then in the latest chapter

is devoted to argue and consequence.

Key Words: Point-open topology, Compact-open topology, Topological group,

Uniform structure, Uniform convergence, Regular convergence, Hemicompact

Space, Directed Set
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1.GIRIS

Fonksiyon uzaylar1 ve fonksiyon kiimeleri ile ilgili olarak ilk caligmalar
Ascoli (Le Curve di una Varieta Data di Curve), Arzela (Funzioni di Linee) ve
Hadamard (Sur Certaines Applications Possibles de la Théorie des Ensembles)
tarafindan yapilmistir. Ancak bu ¢alismalar sadece fonksiyon uzay teorisi i¢in degil
genel topolojinin de baslangici olarak kabul edilir. Bundan sonra fonksiyon uzaylari
ile ilgili yeni problemler ortaya c¢ikmis ve bu problemlere cevap arayan Frechet,

Riesz, Weyl ve Hausdorff ile birlikte ¢calismalar devam etmistir.

1935 yilinda Tychonoff (Uber einen Funktionenraum) fonksiyon uzaylari
lizerine insa edilebilecek topolojik yapilari ve bu yapilarla birlikte sagladigi
ozellikleri incelemeye baslamistir ki o bu calismasinda noktasal yakinsakligin
topolojisi olan Y* iizerindeki ¢arpim topolojisini elde etmistir. “Fonksiyon uzay1”
terimi ise Tychonoff dan daha o6nce fonksiyon kiimelerinin topolojik karakteri
hakkindaki bir sorudan (Birkhoff ve Kellog, Invariant Points in Function Spaces)
ortaya cikarak kullanilmaya baglanmistir. Noktasal ve uniform yakinsaklik
kavramlar1 da acik bir sekilde Tukey (Convergence and Uniformity in Topology)
tarafindan verilmistir. Fonksiyon uzaylari icin kompakt-acik topolojinin ilk olarak
sistematik bir bicimde incelenmesi ise Fox (On Topologies for Function Spaces) ve
Arens (A Topology for Spaces of Transformations) e dayanmaktadir. X den X e
taniml siirekli fonksiyonlarin olusturdugu C(X) simifinin metriklesebilir olmas1 da
yine Fox ve Arens tarafindan verilmis, bunun sonucunda Nachbin (Topological
Vector Spaces of Continuous Functions), Shirota (On Locally Convex Vector Spaces

of Continuous Functions) ve Warner (The Topology of Compact Convergence and



Continuous Function Spaces) ise X uzayimnin iizerine konulan bazi ozelliklerle

birlikte C(X) iizerindeki kompakt-acik topolojinin sahip oldugu diger durumlari

ortaya ¢ikarmiglardir.

1.2.Kaynak Ozetleri

Temel tanimlar ve kavramlar i¢cin Genel Topoloji (C. Yildiz), Genel Topoloji
(S. Yiiksel), Algebraic Topology (S. Lefschetz), Topological Groups (L. Pontrjagin),
General Topology (S. Willard), Topology: A First Course (J.R. Munkres), Topologie
Générale (N. Bourbaki) ve Topology (J. Dugundji) ve General Topology (S.

Lipschutz) adl kitaplardan yararlanilmistir.

R.F. Arens in 1945 ve 1946 yillarinda yayinlanan (A Topology for Spaces of
Transformations ve Topologies for Homeomorphism Groups) makalelerinden de
kompakt-agik topoloji ve yapisi, admissible topoloji (joint continuity), uniform yapi,
yonlendirilmis kiime, essiireklilik, regiiler yap1 ve lokal kompaktliligin gerekliligi

incelenmistir.

Topolojilerin esdegerliligi konusunda ise R.H. Fox (On Topologies for
Function Spaces) un makalesinden yararlanilmistir. Son olarak homeomorfizm
gruplart {izerine yaptigimiz aktarimlar icin de yine Arens (Topologies for

Homeomorphism Groups) in makalesinden faydalanmilmistir.

1.3. Calismanin Amaci

Bu calismada fonksiyon uzaylari iizerine konulan kompakt-agik topolojik

yapinin Ozellikleri incelenmis, iizerinde calisilan uzaylara ek sartlar konularak



kompakt-acik topolojinin sagladigi durumlar ortaya cikarilmaya calisilmistir. Daha
sonra kompakt-acik topolojinin bazi bagka uzaylarla iliskisi incelenerek nasil bir
davranis gosterecegi belirlenmeye calisilmistir. Hatta ilk boliimde verdigimiz bazi
teoremlerin esdegerleri, baska bir yoldan verilmis ve ispat edilmistir. Son olarak ise
yine ilk boliimde verdigimiz bazi teorem ve kavramlar, homeomorfizm gruplar

izerine aktarilmaya calisilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1 Temel Tanimlar ve Kavramlar

Tanmm 2.1.1: E evrensel kime ve Ac E olmak tizere, E—A kimesine A
kiimesinin tiimleyeni denir ve A° geklinde gosterilir.
Tanmm 2.1.2: Bir X kiimesinin biitiin alt kiimelerinin olusturdugu kiimelerin

kiimesine, verilen X kiimesinin kuvvet (giic) kiimesi denir ve P(X) seklinde
gosterilir. Bu durumda P(X)={A:Ac X} seklinde yazilr.

Tanmm 2.1.3: A ve B bostan farkli herhangi iki kiime olmak iizere A ve B
arasinda bire-bir ve Orten bir fonksiyon tanimlanabiliyorsa bu kiimelere esdeger
kiimeler, aralarinda tanimlanan bu fonksiyona da bire-bir esleme adi verilir.

Tanmim 2.1.4: Dogal sayilar kiimesi ile esdeger olan kiimeye numaralanabilir kiime
denir.

Tanmm 2.1.5: Numaralanabilir ya da sonlu olan bir kiimeye ise sayilabilir kiime adi
verilir.

Tanmm 2.1.6: A ve B kiimeleri esdeger kiimeler ise bu kiimeler aymi kardinal
sayiya veya ayni kardinaliteye sahiptir, denir. Bir A kiimesinin kardinalitesi #(A)

veya | Al seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.7: X bostan farkli bir kiime ve 7 da asagidaki aksiyomlar1 gercekleyen

P(X) in herhangi bir alt ailesi olsun. Bu takdirde = ailesine X ciimlesi iistiinde bir
topolojik yapt veya topoloji, (X ,7) ikilisine de fopolojik uzay denir. X ciimlesinin

elemanlarina nokta, 7 ailesinin elemanlarina da ag¢ik adi verilir. Asagidaki

aksiyomlar da aciklar aksiyomlaridir:



Al) @,X eT
A3) 7 nun her sonlu veya sonsuz sayidaki elemanlarinin birlesimi 7 ya aittir.

VI'cI (I sonluveyasonsuz) Vie I’ i¢in Aet=|JAer

iel’
A3) 7 nun her sonlu sayidaki elemanlarinin kesisimi de 7 ya aittir.

VJclI (J sonluelemanli ) VjeJ icin AjeT:>ﬂAjeT

jed
Tamm 2.1.8: (X,7) bir topolojik uzay ve A< X olsun. A kiimesini kapsayan bir
U acik kiimesinin her N {ist kiimesine, A kiimesinin komsulugu denir. Yani;
N,Ac X nin bir komsulugu & U cC X aciivar >SAcUcCN
Eger, A={x} ise, bu durumda
N,xe X inbirkomsulugu & IU cCc X agi@ivar 3xeUCN

x noktasi iceren U agik kiimesine de x in agik komsulugu denir. Ayrica N
kiimesi sadece x in komsulugu degil U icindeki biitiin noktalarin komsulugudur.

Herhangi bir xe X noktasinin biitiin komsuluklar ailesini N(x) ile gosterirsek,
N(x)= {N € P(X):N, x in bir komsulugu} dir.

Tamm 2.1.9: (X,7) bir topolojik uzay ve E(x) < N(x) bir alt aile olsun. N(x) in
her N elemani i¢cin £ c N olacak sekilde bir E€ E(x) varsa, E(x) ailesine X

iizerindeki topolojiye gore x noktasinin komsuluklar tabani denir. Bir noktanin
farkli komsuluklar tabani olabilir.

Tamm 2.1.10: (X,7) bir topolojik uzay ve B c7 olsun. 7 topolojisinin her
elemant B nin elemanlarinin herhangi bir birlesimi olarak yazilabiliyorsa, f ya 7

topolojisinin bir tabani (bazt), bazin her bir elemanina da femel agik ad1 verilir. Yani;

.7 icin bir taban< V Ae 7 i¢in 36 S alt ailesi var > A= U B veya

Beé



B, 7 icin bir taban< VAe 7 ve Vae A igin 3B, c ff var aA:UBa dir.

acA

Tamm 2.1.11: (X,7) bir topolojik uzay ve § 7 olsun. & ailesinin elemanlarinin

her sonlu kesisimlerinin olusturdugu aile, 7 icin bir taban olusturuyor ise & ailesine

T topolojisi i¢in bir alt taban denir. Yani, {ﬂ A:pco,p sonlu} smft 7 igin bir

e
taban ise J ailesi bir alt tabandr.

Tamm 2.1.12: (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X verilsin. xe A olmak iizere
G c A olacak sekilde x noktasini iceren en az bir Ge 7 bulunabiliyorsa, x e A
kiimesinin bir i¢ noktast denir. A nin biitiin i¢ noktalarinin olusturdugu kiimeye de
A min igi adi verilir ve A° ile gosterilir.

Tamm 2.1.13: (X,7) bir topolojik uzay ve A< X verilsin. xe X olmak iizere, x i
iceren her Ge 7 agig1 icin GN A #J Ozelligi saglaniyorsa, x e A kiimesinin bir
kapanis noktast denir. A nin biitiin kapanis noktalariin olusturdugu kiimeye de A

nin kapanigt adi verilir ve A seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.14: (X,7) bir topolojik uzay ve bir Ac X alt kiimesi verilsin. Eger

A =X ise, A kilmesine X icinde her yerde yogun denir.
Tanim 2.1.15: Bir topolojik uzayin sayilabilir yogun bir alt ciimlesi varsa, bu uzaya
ayrilabilir uzay adi verilir.

Tamm 2.1.16: (X,7) ve (Y ,z'*) iki topolojik uzay ve fde X den Y ye tanimh

olan bir fonksiyon olmak iizere, ¥ uzayindaki her acigin ters goriintiisii X uzayinda
da agik ise, yani V He 7" icin f~'(H)e 7 oluyorsa, bu durumda f fonksiyonuna

T—17" siirekli, eger tamm ve deger uzaylarindaki topolojiler ayni ise 7 —siirekli veya

kisaca siirekli denir.



Tamm 2.1.17: (X,7) ve (Y ,T*) iki topolojik uzay olmak iizere, bu uzaylar arasinda

birebir orten, siirekli ve tersi de siirekli olacak bicimde bir fonksiyon
tanimlanabiliyorsa, bu fonksiyona bir homeomorfizm, X ve Y topolojik uzaylarina
da homeomorfik veya topolojik denk uzaylar denir.

Tanimm 2.1.18: X uzayinin bir Y uzayi igine gomiilebilir olmasi igin gerek ve yeter
sart X in Y nin bir alt uzayina homeomorf olmasidir.

Tanimm 2.1.19: X bostan farkli bir kiime olsun. X XX den R nin i¢ine tanimlanan
bir d fonksiyonu asagidaki sartlar1 saghyorsa, d ye X {iizerinde bir metrik, (X ,d )
ikilisine de metrik uzay denir:
V x,y,z€ X ig¢in

My) d(x,y)20

M,) d(x,y)=0& x=y

Ms) d(x,y) =d(y,x)

My) d(x,y)<d(x,2)+d(z, )
Her metrik uzay bir topolojik uzay olup, tersi genelde dogru degildir. Metrik
uzaylarda her acik yuvar agik bir ciimle, her kapali yuvar da kapali bir ciimle teskil
eder.

Tamm 2.1.20: (X,d) bir metrik uzay olmak iizere xe X ve r>0 sayisi verilsin.
B(x,r)={ye X :d(x,y)<r} climlesine, x merkezli r yaricapli actk yuvar denir.

Tanmm 2.1.21: X bir vektor uzay1 (reel veya kompleks) olsun. Her xe X vektoriinii
H;CH reel sayisina doniistiiren ve asagidaki sartlar saglayan reel degerli ||: X > R

fonksiyonuna X tizerinde bir norm denir:

‘v’;c,;e X ve Ae R i¢in



No) }H>0 ve H%H:o(:}:ﬁ  (x20)

N a5 = 4]}

Ny [+ 3] <[+] 5]
Uzerinde norm tamimlanmis bir lineer X vektor uzayma normlu vektor uzay: veya
kisaca normlu uzay denir ve (X ,|| ||) ile gosterilir. H}H reel sayisina da x vektdriiniin
normu denir.
Tamm 2.1.22: (X,7) topolojik uzaymin 7 topolojisi, X iizerinde tanimli olan
herhangi bir d metrigi ile olusturulan 7, topolojisi ile cakistyorsa, (X,7) topolojik

uzayina metriklegebilir uzay denir.
Burada cakisma ifadesinden kastimiz, topolojilerin temel aciklarinin ayni olmasi

veya bu iki topolojik uzay arasinda bir homeomorfizmin kurulabilmesidir.

Tamm 2.1.23: (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger her xe X noktasinin sayilabilir

bir komsuluklar tabam varsa, X uzayina birinci sayilabilir uzay denir.

Tamm 2.1.24: (X,7) topolojik uzay1 verilsin. Eger 7 topolojisinin sayilabilir bir

tabani varsa, X uzayina ikinci sayilabilir uzay denir.

Teorem 2.1.1: Her ikinci sayilabilir uzay ayni zamanda birinci sayilabilirdir.

Tamm 2.1.25: (X,7) bir topolojik uzay ve N dogal sayilar kiimesi olsun. Her
ne N i¢in f(n)=x, olacak bicimde N den X e tamimlanan her fonksiyona, X

topolojik uzayinda bir dizi denir ve (x,),. veyakisaca (x,) seklinde gosterilir.



Tamm 2.1.26: (X,7) bir topolojik uzay, (x,) de X de bir dizi ve x,€ X olsun.
(x,) dizisinin x, noktasina yakinsamasi igin gerek ve yeter kosul V N e N(x,) i¢in
dn,e N var 3V n2n i¢in x, € X olmasidir.

Bunun bize ifade ettigi, x, noktasinin her komsulugunda diziye ait sonlu ¢okluktaki
terimler harig, geriye kalan sonsuz cokluktaki terimler komsulugun icindedir. Dizinin

ny,-1nc1 teriminden sonraki terimlerin kiimesine dizinin kuyrugu (sonu) denir ve

X"o = {x’% 2

wl"“} ile gosterilir. Bu durumda, yakinsaklik tanim
x, > X, & VNeN(x) i¢in In,e N var 5V n2n, icin X, <N
seklinde yazilabilir.

Tamm 2.1.27: (X,7) bir topolojik uzay olsun. X in farkli her x ve y noktalari

icin, bir noktanin digerini icermeyen en az bir komsulugu varsa, yani

Vx,ye X,x#yicinqU e N(x) var>ye U veyadVe N(y) vardxeV
ise, X topolojik uzaymna T, —uzay: veya Kolmogorov uzay: denir.
Tamm 2.1.28: (X,7) bir topolojik uzay olmak iizere, X in farkli her x ve y

noktalar1 icin, bu noktalarin her birinin digerini icermeyen en az bir komsulugu
varsa, yani

Vx,ye X,x#yicinqU e N(x) var>ye U ve AV e N(y) var>xe V
ise, X topolojik uzayna 7, —uzay: veya Frechet uzay: denir.
Tamm 2.1.29: (X,7) bir topolojik uzay olsun. X in farkli her x ve y noktalarinin

ayrik komsuluklar1 varsa, yani

Vx,ye X,x#yigcinqUe N(x) ve AVe N(y) var 5UNV =D

ise, X topolojik uzaymna T, —uzay: veya Hausdorff uzay: denir.



Teorem 2.1.2: Her Hausdorff uzay1 bir metrik uzaydir.

Tamm 2.1.30: (X,7) topolojik uzayi, bir F < X kapali kiimesi ve bir de x¢ F

noktast verilsin. Eger F kiimesi ile x noktasimin birbirinden ayrik birer

komsuluklar1 varsa, yani xe X ve x¢ F i¢cin 3U e N(x) ve IV e N(F) var

>3UNV =0 ise, X uzayina regiiler veya diizenli uzay ad1 verilir.

Tamm 2.1.31: (X,7) topolojik uzay1 hem regiiler hem de 7, —uzay1 ise, X uzayina
T, — uzay: denir.

Tamm 2.1.32: (X,7) topolojik uzayi, kapali bir F X alt kiimesi, bir xe X
(x¢ F) noktas1 ve bir de (]R,U ) alisilmis uzayimin [0,1] alt uzay1 verilsin. Eger
siirekli en az bir f:X —>[O,1] , f(x)=0, f(F)=1 fonksiyonu varsa, X uzayina
tamamen diizenli veya tam regiiler uzay denir. f fonksiyonuna da F kiimesi ile x

noktasini ayiriyor denir.

Tamm 2.1.33: (X,7) bir topolojik uzay olsun. X uzaymn birbirinden ayrik
herhangi iki kapali kiimesinin, birbirinden ayrik birer komsuluklar1 varsa, yani
V F,,F, c X kapali kiimeleri i¢in

FNF,=0 iken 3U e N(F)) ve Ve N(F,)) 3UNV =

ise, bu uzaya normal uzay adi verilir.
Uyan 2.1.1: Tanimda ayrik kapali komsuluklar yerine ayrik agik komsuluklar da

almabilir. Ayrica herhangi bir normal uzayin, regiiler uzay ve 7,—uzay1 olmasi

gerekmez.

Tamm 2.1.34: 7, —uzay1 aksiyomunu saglayan her normal uzaya, 7, — uzay1 denir.

10



Bu tanimlardan yola c¢ikarak ayirma aksiyomlart arasindaki bagintiy1
asagidaki sekilde kurabiliriz:

Metrik uzaylar c T, —uzaylar1 c T, —uzaylar1 C T, —uzaylar1 ¢ 7, —uzaylar1 c 7, — uzaylari

Normal uzaylar ¢ Tam regiiler uzaylar 7, —uzaylar1 7, —uzaylar1 T, —uzaylar

Tamm 2.1.35: (X,7) bir topolojik uzay olsun. X in alt kiimelerinin bir (A4,)

iel

ailesi verilsin. Eger X = JA oluyorsa, (A)_, ailesine X uzaymn bir ortiisii

1
iel

denir. Sayet her ie I igin A, kiimeleri, X uzaymn agik alt kiimeleri ise, (A4, )iE ,

ailesine X in a¢ik ortiisii adi verilir.

Tamm 2.1.36: (X,7) uzay: verilsin. Eger X kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu

bir alt ortiisii varsa, X uzayima kompakt uzay denir.

Uyan 2.1.2: Sonlu bir kiime, iizerinde tanimlanan topolojik yap: ne olursa olsun
kompakt bir kiimedir.

Uyar 2.1.3: Bir uzayin her ayrik-kapali alt kiimeler ailesinin sonlu-ayrik bir alt
ailesi varsa bu uzaya kompakt uzay denir.

Teorem 2.1.3: R kapali ve sinirlt her alt aralig1 kompakttir.

Teorem 2.1.4: Bir kompakt uzayin kapal1 her alt kiimesi kompakttir.

Teorem 2.1.5: Bir Hausdorff uzayimin kompakt her alt kiimesi kapalidir.

Teorem 2.1.6: Kompaktlik siirekli fonksiyon altinda korunur.

Teorem 2.1.7: Her kompakt Hausdorff uzay: bir regiiler uzaydir.

Ispat: (X,7) kompakt Hausdorff uzay1 olsun. Kapal bir K < X alt kiimesi ve bir

x¢ K noktasi verilsin. Teorem 2.1.4 den K kiimesi kompakttir. Buradan xe U ,
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K cV ve UNV = olacak sekilde U,V € 7 acik kiimeleri vardir. O halde regiiler

uzay tanimina gore, (X,7) regiiler bir uzaydir.

Tamm 2.1.37: (X,7) topolojik uzay1 verilsin. Eger her xe X noktasi, X uzayinda

kompakt bir komsuluga sahipse, X uzayma lokal kompakt uzay denir.

Uyar 2.1.4: Kompakt bir uzay, her noktasinin kompakt bir komsulugu oldugundan,
her kompakt uzay bir lokal kompakt uzaydir, fakat tersi genelde dogru degildir.
Ornegin; R kiimesi alisilmis topolojik yapisiyla birlikte lokal kompakttir, ancak bu
uzay kompakt degildir.

Uyari 2.1.5: (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger her xe X icin, V kiimesi
kompakt olacak sekilde bir Ve N(x) agik komsulugu varsa, X uzayr bir lokal
kompakt uzaydir.

Teorem 2.1.8: Her lokal kompakt Hausdorff uzayi bir regiiler uzaydir.

ispat: (X ,T) bir lokal kompakt Hausdorff uzay1 ve xe X alalim. Lokal kompakt
uzay tanimindan x noktasinin V gibi kompakt bir komsulugu vardir. X bir
Hausdorff uzay1 oldugundan, Teorem 2.1.5 den, V kiimesi kapalidir. Diger taraftan,

(V,7,) uzayr kompakt Hausdorff uzayr oldugundan, Teorem 2.1.7 den, (V,7,)
uzayi regiilerdir. Buradan (X,7) uzaymin her x noktasi, X uzaymn regiiler kapal
alt uzay1 olan kapali bir komsuluga sahipse, (X,7) uzay bir regiiler uzaydir.

Simdi de inceleyecegimiz konuda faydalanacagimiz kompaktlastirma
kavramindan bahsedelim. Cozecegimiz bir denklem, problem veya ispatlayacagimiz

bir teorem igin bazen elimizdeki uzaylar yeterli olmayabilir. Ornegin; C kompleks

diizlem iizerinde tanimli analitik bir f(z) fonksiyonunun z — oo icin nasil bir

davranig gosterdigini arastirmak i¢in C kompleks diizlemi Riemann kiiresinin bir alt
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uzay1 olarak ele alinir, 6yle ki Riemann kiiresinin kuzey kutbu, "e" notasyonu ile

gosterilen ve ideal nokta diye adlandirilan noktaya karsilik getirilerek, Riemann

kiiresi ile CuU{eo}=C" kiimesi arasinda bire-bir esleme yapilmis olur. Bu da bize
f(z) fonksiyonunun "eo" noktasinda nasil bir davranis gosterdigini inceleme imkani
verir. Bir bagka elamenter 6rnek olarak da x> =2 denkleminin ¢oziimii, Q rasyonel

sayilar kiimesinde imkansizdir. Ancak @Q rasyonel sayilar kiimesine —J2 ve 2
irrasyonel sayilarinin eklenmesi halinde, yani @Q rasyonel sayilar kiimesinin

genisletilmesi durumunda bu denklemi c¢ozmek miimkiindiir. O halde
kompaktlagtirma kavraminin altinda yatan temel diisiince, yukaridaki 6rneklerden de
anlasildig1 gibi verilen topolojik uzayin bir genislemesidir. Simdi kompaktlastirma
tanimini verelim:
Tamm 2.1.38: (X,7) herhangi bir topolojik uzay: ve bir de (Y ,z'*) kompakt uzay1
verilsin. Eger X uzayi, ¥ kompakt uzayinin yogun bir alt uzayma homeomorf ise,
bu durumda Y uzayma, X uzayinin bir kompaktlastirmasi denir.

Konunun giris kisminda bahsettigimiz ‘genisleme’ kavraminin, tanimdaki
‘yogun’ ibaresiyle saglanacagi aciktir.

Teorem 2.1.9: X lokal kompakt uzayi, bir tek y gibi bir nokta ilave edilerek

kompaktlastirilabilir.

ispat: F kiimesi, X uzaymin kapali bir alt kiimesi olsun. F kompakt kiime olmak
tizere, F U{y} kiimeleri de X =X U{y} kiimesinin kapali alt kiimeleridir. X"
bu tip biitiin kapali kiimeleri kapalilar aksiyomunu sagladiklarindan dolay1, X da
bir topolojik uzaydir. X" uzaymn kapali alt kiimelerinin X ile arakesitleri, X

uzayinin kapali alt kiimeleri olduklarindan, X uzayr X" uzay1 i¢ine topolojik olarak
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gomiilebilir. Simdi {f,} smufi, X* m kapal alt kiimelerinin bir sinifi olsun. Bu
durumda {f,} smmifi, sonlu arakesit 6zelligine sahiptir ve belirli iki grup icinde f,
kiimeleri ayriktirlar. O halde bu iki grubu belirmek gerekir. Ilk grubun elemanlar f,
kiimelerinden olugsun. Bu f, kiimeleri, X" m kompakt alt kiimeleri ve hatta X in
kapali kiimelerinden olusur. ikinci grubun elemanlari da f, kiimelerinden olusup, bu
f. kimeleri de F, < X kapali kiimeler olmak lizere, f, =F, U{y} kiimelerinden

meydana gelir. Dolayisiyla f, kiimesi, f, kiimelerinden herhangi birisi olmak iizere

Nf.=N(f.nf,) dir. Bu f,nf, kimeleri ise f, kimelerinin kompakt alt
kiimeleri olup, bu kiimelerin olusturdugu sinif, sonlu arakesit 6zelligine de sahiptir.
Baoylece, f, M f, kiimelerinin arakesiti bostan farkli olup, ayni durum {f.} smufi
icinde saglanir. Simdi de kabul edelim ki, f, kiimeleri olmasmn. Bu durumda
/.= f. = (F.u{y})>y#QD dir. O halde []f, #Q oldugundan X" uzay:
kompakttir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Sonu¢ 2.1.1: Yukandaki ispat igerisinde uzayin lokal kompakt 06zelliginden

faydalanmadigimizdan dolayi, bu teoremin biitiin topolojik uzaylar icin gecerli
oldugu diisiiniilmemelidir. Ciinkii xe X in verilen bir U acik komsulugu icin U
climlesi kompakt degilse ye U olup, boylece X wuzay1 lokal kompakt olmadigi

zaman X uzayimn agik kiimeleri ¢ok iyi davramis gostermezler ve dolayisiyla bu

teorem sadece lokal kompakt uzaylar i¢in gerceklenir.

Tamm 2.1.40: (X,7) bir topolojik uzay ve her hangi iki A,Bc X alt kiimeleri

verilsin. Eger ANB#Q veya ANB#@ ise A ve B kiimelerine baglantili iki
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kiime denir. Eger A NB=Q ve ANB=@ ise A ve B kiimelerine baglantli

olmayan (ayrilnug) iki kiime adi verilir.
Uyar 2.1.6: Bir topolojik uzayda baglantili olmayan iki kiime daima ayriktir, fakat

tersi genelde dogru degildir.

Tamm 2.1.41: (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X verilsin. ANU ve ANV
kiimeleri ayrik ve birlesimleri A y1 verecek sekilde, X uzayinin herhangi iki U ve
V acig1 varsa, A ya baglantisiz bir kiime denir. Sayet A kiimesi baglantisiz degilse,
bu durumda baglantilidir, denir.

Tamm 2.1.42: (X,7) bir topolojik uzay olsun. X kiimesi, baglantili olmayan ve
bos olmayan iki alt kiimenin birlesimine esitse, X uzayima baglantili olmayan uzay
veya baglantisiz uzay adi verilir. Eger X kiimesi, her biri bos olmayan baglantili iki

kiimenin birlesimine esitse (X,7) uzayimna baglantili uzay denir.
Tamm 2.1.43: (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger her xe X noktasinin, X

uzayinda baglantili kiimelerden olusan bir komsuluklar tabani varsa, X uzayma
lokal baglantili uzay denir.
Uyan 2.1.7: X uzaymn lokal baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter sart her xe X

ve her Ve N(x) i¢in xe U cV olacak sekilde baglantili acik bir U komsulugunun

varligidir.

2.2 Kompakt-Acik Topoloji ve Ozellikleri

Tamm 2.2.1: X ve Y iki topolojik uzay olmak iizere X den Y ye tamimli herhangi

fonksiyonlarin olusturdugu sinifi F ile gosterelim. Bu durumda F={f1f:X —>Y}
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dir. F in siirekli olan elemanlarimin olusturdugu smifi da C ile gosterirsek, C < F
oldugu aciktir.

Kc X ve WcY olmak lizere F smifina ait f(K)cW sartint saglayan f
fonksiyonlarinin olusturdugu kiime F nin bir alt smufi olup (K,W) seklinde
gosterilir. Bunu (K,W)={fe€ F| f(K)cW} seklinde de yazabiliriz.

Tamm 2.2.2: xe X ve WY agik olmak iizere, (x,W)={fI1feF,f(x)e W}
seklinde gosterilsin. F iizerindeki topoloji i¢in (x,W) kiimeleri bir alt taban olur.

Bu alt taban tarafindan iiretilen topolojiye nokta-agik topoloji ad1 verilir.

Tanmm 2.2.3: K c X kompakt, W c Y acik olacak sekildeki f fonksiyonlarinin
olusturdugu (K,W) formlari F iizerindeki topoloji i¢in bir alt taban olup, bu alt

taban tarafindan tiretilen topolojiye de kompakt-acik topoloji denir. Kompakt-acik
topoloji bazi1 kaynaklarda k-fopoloji veya dogal (natural) topoloji olarak da

adlandirilabilir.

Her ne kadar k—topoloji ile k—uzay kavramlari birbirine pek yakin gibi
goriinse de literatiirde k —topoloji kompakt-acik topolojiyi, k—uzay ise burada
vermeyecegimiz daha farkli bir tanimi icermektedir.

Tanmm 2.2.4: fe F olacak sekildeki her bir eleman icin, U(f) formu kompakt-
acik topolojiye gore bir komsuluklar tabamidir. O halde i=1,...,n icin her K, c X
kompakt ve her W,cY acgk alt kiimeler olmak iizere U(f) formu:
Uif)=(K,W)n..n(K,,W,) ; f(K)cW,,i=L..n dir. Hatta bu ifade

U(f)=(K,,....K,;W,,...W,) seklinde de gosterilebilir.
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Lemma 2.2.1: Kompakt-acik topolojide alt taban elemanlarinin sonlu adetteki

arakesitleri temel acik oldugundan asagidaki 6zellikler her zaman i¢in gecerlidir.

1)ﬂ K., W) (UKl,WJ VK.cX,WcY
ii) ﬁ(K,Wi):(K,ﬁW.j KcX, VW, cY
i= i=l1
i) ﬁ(K[,W[)C{OKi,OW) VK,.cX,VWcY
i=1 i= i=1

Ispat: i) Ik once ﬂ (K, W) (UKI,WJ oldugunu gosterelim: f & ()(K,,W)

i=1
olsun.. =~ Bu  durumda fe(K.W)n..n(K,,W) dir. O  halde
f(K)cW,...,f(K,)cW  yazabiliriz ki, taraf tarafa birlesim alinirsa

{f(K)u..uUf(K)}cW elde edilir. Buradan da

f(Klu...uKn):f(UKich dir. Bu ise fe{UKi,Wj demektir. Tersine

i=1 i=1

g€ (U Kij alalim. ge n(K .,W) oldugu agiktir. Bdylece esitlik saglanmis olur.

i=1 i=1

i) fe[)(K.W,) olsun. Buradan fe(K,W,)n..n(K,W,) olur, yani

i=1

f(K)cW,,.., f(K)cW, dir. Taraf tarafa arakesit alinirsa

fK)yc{W,Nn..nW,}= ﬂW. elde edilir. Bu ise fe(K ﬂWJ demektir. Ispatin

i=l1

diger yonii de benzer sekilde gosterilir. Sonug olarak esitlik durumu saglanmis olur.
i) fe()(K.W,) alam, yani fe(K,,W,)n..n(K,.W,) dir. Boylece

i=1

f(K)cW,...,f(K,)cW,  yazabiliriz. Taraf tarafa  birlesim  alinirsa
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{f(KH)u..uf(K)}c{W,u..uW,} elde edilir. Buradan da f(OKiJcOWi

i=

olur ki, zaten bu da f e (U Kl.,UWl) demektir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

i=1 i=1

Lemma 2.2.2: X ve Y iki topolojik uzay, K < X kompakt ve W cY acik olsun.

F iizerindeki kompakt-acik topolojiye gore (K,W)c (K , W) 6zelligi her zaman

saglanir.

ispat: g (K, W) alalim. O halde bir xe K i¢in ge (x,Y — W) dir. {x} tek nokta

kiimesi topolojik uzay ne olursa olsun daima kompakt oldugundan (x,Y=W)

kiimesi kompakt-acik topolojiye gére g nin bir acik komsulugudur. Bdoylece

(K,W)ﬁ(x,Y—W)z@ bulunur ki bu, kapanms tamimina goére ge (K,W)

demektir. Dolayisiyla (K, W) c (K, W) elde edilir.
Teorem 2.2.1: i) f={W,:ae I} ciimlesi Y uzay: i¢in bir alt taban olsun. Bu

durumda {(A,W):Ac X kompakt, We S} ciimlesi de F in kompakt-agik

topolojiye gore bir bazi olur.

ii) F={K,:ae I} cimlesi X in kompakt kiimelerinin bir ailesi olmak

iizere, her bir A kompakt ve U D A aci11 icin AC U K, cU olacak sekilde sonlu

i=1
tane K, e kiimeleri vardir. Hatta {(K,W):KeF,We S} ciimlesi F igin bir alt

baz olur.
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Ispat: i) Verilen bir fe(A,V) i¢in fe[(A.W,)<=(A,V) olacak bigimde sonlu

i=1

tane (A,W,), W,e B kiimelerinin var oldugunu gostermemiz gerekir. S bir alt
k(9)

taban ve V' acik oldugundan, her bir V; = ﬂ W; ; olmak iizere V = UV5 yazilabilir.
j=1 5

Simdi f(A)cV oldugundan A igindeki { f~'(V;) M A} kiimeleri agik olup, hatta A

kompakt kiimesi icin agik bir ortii olurlar. Boylece bunlardan A y1 ortecek sekilde

i=1,2,...,n i¢in sonlu tane { f _I(Vi)ﬁA} kiimelerini secebiliriz. Yani A normal

oldugundan kompakthg her bir i=12,..,n i¢cin A,A,,..,A, kiimelerine gore

A=|JA ve A < (V) seklinde elde ederiz.

i=l1

k(i) k(i)
Her bir i =1,2,...,n icin fe Al,V[ (Al,ﬂ j:ﬂ(AnW;,j) oldugundan,
j=1

n k(i)

feNN(A.w,,)= ﬁ (A.V) (A, ' Vijc(A,V) sonucunu elde ederiz. Bu ise

i=1 j=1 i=1

istedigimiz seydir.

ii) fe(AV) verlsin ve ACUKi c f7'(W) olacak sekilde sonlu tane

i=1

K,eF kiimelerini secelim. Buradan i=1,2,...n i¢in fe (K, W) olur. Boylece
fe ﬂ K, W) (UK W] (A,W) elde edilir. Bu ise i) deki gibi ispati tamamlar.
i=1

Ornek 2.2.1: (AxB,V) kiimesi, Z* de Ac X,BcY kompakt ve V cZ agik

olacak sekilde kompakt-acik topoloji icin bir baz formudur. D < X XY kompakt ve
W da D nin bir komsulugu olsun. Eger A ve B cilimleleri, sirasiyla D nin X ve

Y iizerindeki izdiisiimleri ise Ax B kompakt olup (boylece regiiler), D c AX B olur.
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Buradan her de D i¢in AXB deki U,xV, ciimlesi bir komsuluk olur. Hatta

U,xV,c(AxB)NW ciimlesi de d i¢in bir komsuluktur. D kompakt oldugundan

U{U 4 deI} ciimlesinden sonlu bir alt oOrtii  segebiliriz. O  halde

4

DCUU_C,‘_X‘Z’CW ve E,W kompakt olduklarindan Teorem 2.2.1 ii) kosulu
saglanir.

Simdi de C iizerindeki kompakt-acik topoloji i¢in ayirma aksiyomlarini
inceleyelim. Ancak regiilerlik kismimi ispatlarken kullanacagimiz bir ozelligi

yardimci1 teorem olarak en basta verelim.

Teorem 2.2.2: X topolojik uzayinin regiiler olmasi icin gerek ve yeter sart her

x€ X i¢in x in herhangi bir U c X ac¢ig verildiginde xeV cV cU sartim
saglayan en az bir V aciginin bulunmasidir.

Ispat: ik 6nce ispatin gereklilik kismini ispatlayahm: (X,7) bir regiiler uzay ve
U e N(x) olsun. Komguluk tanimi geregince, xe T c U olacak sekilde bir Te 7

acik kiimesi vardir. Buradan, X —T kiimesi kapalidir ve boylece x¢ X —T olur. X

regiiler oldugundan, W NV = olacak sekilde bir We N(X —T) ve bir Ve N(x)

komgulugu vardir. Buradan V < X =W olur. Dolayisiyla, xe VeX-WcTcU

elde edilir. Boylece ispatin ilk yonii tamamlanmis olur.

Simdi de ispatin yeterlilik kismina gegelim. xe X noktasi ve x¢ F olan her

hangi bir F kapali kiimesi verilsin. Bu takdirde X —F kiimesi, x noktasinin acik

bir komsulugudur. Hipotezden, V c X —F olacak sekilde bir V € N(x) komsulugu
vardir. Buradan, X —V kiimesi, F kiimesini kapsayan acgik bir kiimedir. Boylece,

V <V oldugundan, (X —V) NV = elde edilir. O halde (X,7) bir regiiler uzaydir.
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Teorem 2.2.3: Eger Y uzay1 T,—,T,—,T,—, regiiler (diizenli), 7,— veya tamamen
regiiler ise kompakt-acik topolojiyle birlikte C wuzayr da T7,-,7,—,7,—,
regiiler(diizenli), 7, — veya tamamen regiilerdir.
ispat: i1k once T —ozeligini gosterelim: Her xe X icin C de f(x)# g(x) olacak
sekildeki farkli f ve g fonksiyonlarmi alalim. Y wuzay1r 7,6 —ozeligine sahip
oldugundan I3W, e N(f(x))3 g(x)& W, veya IW, e N(g(x))> f(x)& W, dir. Buise
fe(xW)>ge(x,W,) veya ge (x,W,)> f & (x,W,) demektir. Buradan da C nin
kompakt-acik topolojiye gore bir 7 —uzayr oldugu goriilir. Benzer sekilde
T, — 6zelliginin de saglandig1 kolayca gosterilebilir.

Simdi ispati biraz farkli olmasi bakimindan 7, —o6zelligine gecelim. Her

xe X i¢in C de f(x)#g(x) olacak sekildeki farkli f ve g fonksiyonlarini

alalm. Y wuzay1 T,—0zeligine sahip oldugundan W, NW, = sartin1 saglayan
IW, e N(f(x)) ve 3W, e N(g(x)) komsuluklar1 vardir. Dolayisiyla f(x)e W, ve
g(x)e W, elde edilir ki, bu ise fe (x,W,) ve ge(x,W,) demektir. W,"W, =
oldugundan (x,W,)N(x,W,) =3 olup, bdylece C kiimesi kompakt-acik topolojiyle
birlikte bir 7, —uzayidir.

Y uzay: regiiler oldugundan bir 6nceki teorem geregince, f(K)c W olup

W cU olacak sekilde U,W cY aciklar1 mevcuttur. Boylece fe(K,W) ve

(K ,W)C(K ,U) oldugu  goriilir. Yukaridaki Lemma 2.2.2 den da

(K,W) c (K, W) ozelliginin saglandigini zaten biliyoruz. Simdi f fonksiyonu icin
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bir U(f):(Kl,...,Kn;Ul,...,Un):ﬂ(Ki,Ui) komsulugunu alalim. C de f in bir
i=1

baska W(f) komsulugu icin W(f)cW(f)cU(f) in saglandigim gosterirsek

ispat1 tamamlamis oluruz. Her bir i =1,...,n i¢in K, c X kompakt, U, Y acik ve

Y wuzay: regiiler oldugundan W, CV[_/iCU,. olacak bi¢cimde bir W, acigi vardir.

Buradan fe(K,,W,) olup (K,W,)c(K,,U,) oldugu agiktr, dolayisiyla

fe ﬂ(K,’Wi) oldugundan W(f) = ﬂ Cﬂ K, U,)=U(f) dir. Boylece C
= i=1

i=l1 i=l1

kiimesi de kompakt-agik topolojiye gore regiilerdir. Sonug olarak C uzay1 7, — ve

regiilerlik 6zelliklerini sagladigindan, ayni1 zamanda 7, —uzayidir.

Teoremin  tamamen  regiilerlik kismun1  suan ki  bilgilerimizle
ispatlayamayacagimizdan dolayr bu ispati konunun ilerleyen boliimlerinde vermeyi
uygun goriiyoruz.

Uyan 2.2.1: Eger Y uzay1 normal ise C nin de normal olmasi1 gerekmez. Ciinkii

sayillamayan adette 7, —uzayinin kartezyen ¢arpimi, daima bir diskret uzay iizerinde

tanimlanan fonksiyonlarin k —topolojiyle donatilmis bir sinifi olarak alinabilir. Bu

sekilde tanimlanan kartezyen ¢arpim uzay1 normal degildir.(zo)

2.2.1 Topolojilerin Karsilastirilmasi

T ve7 topolojileri aym kiime iizerinde iki farkli topoloji olsunlar. Eger 7
nun her acig1 7° i¢gin de agiksa bu durum 7 7° seklinde yazilir ve 7 topolojisi 7°

dan daha giigliidiir veya 7° topolojisi 7 dan daha zayiftir denir. Buradaki “giiclii” ve

“zay1f” kavramlarin1 Alexandroff ve Hopf D un kullandig1 anlamlariyla ele alacagiz.
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Yani “daha giiclii” topoloji demek daha fazla limit noktasina sahip olmak demektir.

Ancak bazi yazarlar kendi agilarindan bu kavramlara farkli tanimlar yiiklemislerdir.
Bu tamimlardan yola ¢ikarak 7 < z° olmasi demek, 0 sinift 7 nun herhangi bir alt

tabani olmak iizere, secilen bir pe S € J elemani igin, pe V' — § olacak sekilde en

az bir V' e ° ag¢iginin var olmasi demektir.

2.2.2 Admissible Topoloji

Tanmm 2.2.2.1: Siirekli fonksiyonlarin C sinif1 ile iizerinde tanimh bir 7 topolojisi
verilsin. fe€ C ve xe X olmak iizere f(x)eY in verilen her W komsulugu i¢in
geU ve x,eV iken g(x)e W olacak bicimde xe X in bir V komsulugu ve
feC nin bir U-7 komsulugu varsa, diger bir deyisle e:CxX —Y,
e(f,x)= f(x) fonksiyonu siirekli ise, bu durumda 7 topolojisine C sif1 iizerinde
bir Admissible topoloji ad1 verilir.

Kompakt-acik topoloji icin bu ¢ok onemli bir 6zellik olup, hatta asagida
verecegimiz teorem de bu 0zelligin karakteristik bir yapiya sahip oldugunu gosterir.
Teorem 2.2.2.1: X kiimesi bir lokal kompakt Hausdorff uzay1 ise kompakt-agik
topoloji C kiimesi i¢in admissible dir. Hatta bu topoloji, biitiin admissible topolojiler
icinde en giiclii olamdir.

Ispat: 1k once X lokal kompakt olsun veya olmasin C kiimesi iizerindeki
kompakt-acik topolojinin admissible olanlarin i¢inde en giiclii oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in U =(K,W) kiimesi kompakt-agik topolojiye gére C igin bir alt taban

elemant ve 7 da C iizerinde bagka bir admissible topoloji olsun. feU ve xe K
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alalim. Bu durumda xe X in bir V(x) komsulugunu ve f in bir U'(f,x)— 7
komsulugunu bulabiliriz ki boylece U"(f,x) igindeki doniisiimler V(x) in biitiin

noktalarint W da bulunan noktalara doniistiiriirler. K kompakt oldugundan xe K

ve V(x) agik kiimeleri K icin bir Ortli olup bunlarin sonlu tanesiyle de K y1
ortebiliriz. ) halde Kc(V(x)u...uV(x,)) yazabiliriz. Simdi
U'(f)=U"(f,x)N..nU"(f,x,) diyelim. Buradan geU"(f) ve xe K igin
elbette g(x)e W olacaktir. ge (K ,W) olmast i¢cin bu bir kriter olup, buradan
U'(f)cU elde edilir. Boylece kompakt-agik topoloji 7 dan daha gii¢liidiir.

Simdi de X lokal kompakt Hausdorff uzayr oldugunda kompakt-acik
topolojinin admissible oldugunu gosterelim. xe X, fe C ve f(x)eY nin bir W

acik komsulugu verilsin. X regiiler ve f siirekli oldugundan f~'(W) acik kiimesi

icin Oyle bir V(x) acik komsulugu vardir ki X uzay1 lokal kompakt 6zeligine sahip
ve lokal kompakt uzayin her ac¢ik kiimesi kompakt kapanisa sahip oldugundan, m
kiimesi de kompakt olup, m =K secersek K c f'(W) elde edilir. Bu ise
U =(K,W) ciimlesinin f in bir komsulugu demektir. Sonug olarak U ya ait biitiin

doniistimler V' yi W nin icine doniistiiriir. Buradan da kompakt-acik topolojinin

admissible oldugunu goriiriiz.

2.2.3 Lokal Kompakthgin Gerekliligi

Bir Onceki teorem bize, X lokal kompakt oldugunda C icin bir en giiclii
admissible topolojinin var oldugunu gosterir. Bu durum X lokal kompakt olmadigi

zaman nadiren saglanir.
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Teorem 2.2.3.1: X tamamen regiiler ve Y =[0,1] olsun. Eger X den Y ye biitiin

stirekli fonksiyonlarin olusturdugu sinif iizerinde, bir en giiclii admissible topoloji
varsa, X lokal kompakttir.
spat: Teoremde bahsedilen fonksiyonlarn olusturdugu sinifi C ile gosterelim.

fel ve f(x)=0 olsun. 0eY nin bir komsulugu olarak W, cilimlesini alirsak
1¢ W, olur. Simdi C nin 7" gibi bir en gii¢lii admissible topolojiye sahip oldugunu
varsayalim. Buradan f in bir U —7" komsulugu ve x€ X in bir V komsulugu i¢in
yeV ve geU ise g(y)eW, dir. Bizim gostermemiz gereken V ciimlesinin

kompakt oldugudur. v icin Q smifi bir agik ortii olsun. V ciimlesinin timleyeni Q
ile uyumlu bir acik oldugundan Q simift X icin de bir agik ortii olur. F < X kapali,

SeQ icin FcSveWcY ack olmak iizere gel ve g(F)cW kosulunu
saglayan fonksiyonlarin olusturdugu smifi da (F,W) ile gosterelim. (F,W) nin

muhtemel biitiin kiimelerinin olusturdugu smf, C iizerindeki bir topoloji igin alt
taban teskil eder. Bu topolojiyi de 7 ile gosterirsek, 7 topolojisi admissible dir.

Bunu gostermek i¢in ge L, ye X ve g(y)e Y nin bir W komsulugunu alahm. X
regiiler oldugundan y nin dyle bir H komsulugunu bulabiliriz ki, H=T iken
T c g”'(W) dir. Hatta F ciimlesi Q acik ortiisiiniin bir elemanidir. Buradan da

zeT ve he (T,W) iken h(z)e W olup, 7 nun admissible oldugunu goriiriiz.

7" en giicli admissible topoloji ve 7 da admissible oldugundan f in
U =(F,...F;W,..,.W,) -7 komsulugu ve U —7 komsulugu i¢in U" cU olur ki

bunu zaten bagta sdylemistik. Simdi bostan farkh G=V —(F, U..UF,) -7 agk

kiimesini ele alalim. X tamamen regiiler oldugundan reel degerli-siirekli dyle bir r
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fonksiyonu bulabiliriz ki p¢ G i¢in r(p)=0, pe X icin 0<r(p)<1 ve bir
p=z€G icin de r(p)=1 dir. Bu r fonksiyonunun C nin elemani oldugu aciktir.
Ek olarak r nin G nin disinda f ile ¢akismasi i¢in re U™ olmasi gerekir. Fakat
r(z)=1€ (Y -W,) oldugundan r fonksiyonu U nun elemam degildir. Halbuki

re U olmaliydi. Bu ¢eliski G nin bos oldugunu gosterir.  nin V, eleman i¢in

F cV,i=1,..,n olsun. Buradan V c (V, U...uV,) olur. Boylece Q agcik ortiisii %

1 1

icin sonlu bir alt ortilye indirgenebilir. Dolayisiyla V ciimlesi kompakt ve sonug

olarak X lokal kompakttir.

2.2.4 Kompakt-Acik Topolojide Yakinsakhk

Tanmm 2.2.4.1: D kismi sirali bir kiime ve d’,d”e D olmak iizere, bir d € D igin

d>d" ve d>d” oluyorsa, D ye yonlendirilmis bir sistem denir. Yonlendirilmis bir
kiime ise yonlendirilmis bir sistemden bir topolojik uzaya fonksiyon demektir ve x

seklinde gosterilir. X 1n de D de aldig1 deger ise x(d) seklinde degil de genelde
x, bi¢ciminde gosterilir. X uzayimnda x, yonlendirilmis kiime olsun. xe€ X nin her
V(x) komsulugu ve bir d’e D igin d>d’ iken x,eV(x) oluyorsa, x,
yonlendirilmis kiimesi x e yakinsiyor denir ve x, = x ya da ldiergxd =1i§nxd =X
seklinde gosterilir.

X den Y uzayina tanimh fonksiyonlarin yonlendirilmis kiimesi f, ve x, de
X uzaymda yonlendirilmis bir kiime olsun. Bu durumda f (x,) de Y uzayinda

yonlendirilmis bir kiime olur.
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Notasyon 2.2.4.1: Bundan sonra X den Y uzayma giden siirekli fonksiyonlarin
olusturdugu C sinifim kompakt-acik topolojiyle, X uzaymi Hausdorff 6zelligiyle,
Y uzaymi da herhangi bir topolojik uzay olarak ele alacagiz.
Teorem 2.2.4.1: C uzayindaki fonksiyonlarin yonlendirilmis bir kiimesi f, olsun.
Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

i)Eger X de x, > x veY de f,(x,) = f(x) ise C de f, — f dir.

ii) X lokal kompakt olmak iizere, C de f, — f olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul X de x, = x iken Y de f (x,) = f(x) olmasidir.
ispat: i) Kompakt-acik topoloji, biitiin admissible topolojiler icerisinde en giiclii
oldugundan bu durumun ispati olduk¢a kolay yapilabilir. Boylece i) sikki, X
tizerindeki topolojik yap1 ne olursa olsun, biitiin topolojiler i¢in saglanir. Simdi C

iizerinde bagka bir topoloji gdz Oniine alalim ki C i¢indeki her fonksiyon f den
ayrilmis olsun. f in komsuluklari olan U, kiimeleri {f,} icinde ‘residual’
(ayrilmug) kiimelerdir, dolayisiyla U, kiimesi bir v igin #>v olacak sekildeki f,
fonksiyonlarinin hepsini i¢ermektedir. Bu topoloji, her x, ->x ve f — f i¢in
f.(x,) = f(x) oldugundan f in komsulugunda admissible dir. Bdylece yine bu
topolojiye gore f, — f olur. Dolayisiyla daha giiclii olan topoloji i¢inde f, — f
dir.

ii) Bu durum X in lokal kompakt Hausdorff uzay olmasi durumunda

kompakt-acik topolojinin admissible olmasinin ve i) nin bir kombinasyonudur.

‘x, =>x ve f = f ise f (x,)— f(x)  sart1i admissible olma sartina denktir. ii)

icindeki bu tip yakinsaklik, en giiclii admissible topoloji i¢in karakteristik bir

ozelliktir. Hatta C uzayinda, ii) tipindeki yakinsaklig1 ele alirsak, bu yakinsakligin
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C nin agik kiimelerinin olusturdugu bir tabaninin kardinal sayisin1 bilmemize yararl
olacagini sdylemeliyiz.

Teorem 2.2.4.2: X lokal kompakt ve Y herhangi bir topolojik uzay olmak iizere,
X in bir taban1 ‘a’ kardinal sayisina, Y nin bir taban1 da ‘b’ kardinal sayisina
sahip ise C nin bir tabaninin kardinal sayis1 ‘a’ ve ‘b’ den biiylik olamaz.

Ispat: (X) kiimesi, kapamslar1 kompakt olan acik kiimelerin olusturdugu bir sinif

olmak {izere, X uzayi i¢in bir baz olsun. Y uzayinn agiklarinin olusturdugu baz da

(Y) olsun. Siirekli fonksiyonlarin olusturdugu C uzay1 iizerindeki kompakt-acik
topoloji i¢in U, = (171, XZ,...,‘Z;WI,WZ,...,Wn) formu bir bazdir. Burada V,e (X) ve
W.e(Y), i=12,..,n dir. Dolayisiyla bu U, kiimesi kompakt-acik topolojiye gore
temel agiktir. Tersine, (K,W)c C oldugunu kabul edelim ve fe (K,W) verilsin.
xe K olmak iizere f(x)eY nin bir komsulugu W e (Y) olsun. Bir V(x)e (X)
secelim, boylece f (W)CWX olur. K kompakt oldugundan, x. € K,i=12,...,n
noktalarmin V(x,),...,V(x,) sonlu tane acik komsuluklar tarafindan ortiilebilir, yani
K c[V(x)U...0V(x,)] yazlabilir. $imdi U, =(V(x)....V(x,):W, ....W, ) olarak
alalim. Agik olarak fe U, c(K,W) dir. Bundan dolayr U, formundaki kiimeler,
C uzayinda kompakt-acgik topolojiye gore bir baz teskil eder ve U, kiimesi (X) ve
(Y) bazlarimn her ikisinden de daha genis degildir. Bu sonug¢ ise ispatin

tamamlandigim gosterir.
Uyan 2.2.4.1: Eger X lokal kompakt ve X veY wuzaylarimin her ikisi de
numaralanabilir baza sahipse, C de numaralanabilir baza sahiptir. Dolayisiyla bu

durum diziler i¢in C icinde bir yakinsaklik kavrami tanimlamamiza yeterli olacaktir
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ve boylece k —topoloji icindeki bu yakinsaklik, G.Birkhoff @un B —yakinsaklig ile
cakisir. Hatta biitiin yonlendirilmis kiimeler, diziler seklinde alinirsa Teorem 2.2.4.1

de tanimlanan yakinsaklik kavramiyla, B —yakinsaklik kavrami ayn1 anlama gelir.

2.2.5 Uniform Yakinsaklik: Metrik durumu

X den Y uzayma tammh fonksiyonlarin yonlendirilmis bir kiimesi f,,
feC, (Y,d) bir metrik uzay ve Ac X olsun.
Tanmm 2.2.5.1: Verilen bir pozitif r reel sayisi ve her xe A i¢in x den bagimsiz
oyle bir v sayist vardir ki v>v" iken d( f,(x), f(x)) <r oluyorsa, bu durumda A
tizerinde f (x) fonksiyonu f(x) e uniform yakinsaktir, denir.
Tammm 2.2.5.2: X wuzaymm her bir K kompakt alt kiimesi iizerinde f,(x)
fonksiyonu, f(x) fonksiyonuna uniform yakinsiyor ise kompakt kiimeler iizerinde
f, fonksiyonlar kiimesi de f e uniform yakinsaktir, denir.

Notasyon 2.2.5.1: f,geC ve her xe Ac X icin d(f(x),g(x))<r kosulunu

bundan sonra kisaca (f, g)e (A/r) seklinde gosterecegiz.

Teorem 2.2.5.1: Siirekli fonksiyonlarin kompakt-agik topolojiyle donatilmis bir

smuf1 lizerinde yonlendirilmis bir kiime f, olsun. f, fonksiyonlarinin deger uzay1 bir
metrik uzay olmak lizere, f, nin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin

kompakt kiimeler tizerinde uniform yakinsak olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki kompakt kiimeler iizerinde f, fonksiyonu f e uniform
yakinsak olsun. K < X kompakt alt kiimesi icin f in bir (K,W) komsulugu

verilsin. f siirekli ve K kompakt oldugundan ve siirekli fonksiyon altinda
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kompaktlik korundugundan, f(K) goriinti ciimlesi de W nin kompakt bir alt
ctimlesidir. Boylece f(K) ve W ayrnktirlar. Bundan dolayr >0 olmak iizere
d(f(K),W)=r diyelim. Oyle bir v sayist i¢in v>1" iken (f,,f)e (K/r) dir.
Fakat bu gerektirme v>v’ iken f,(K)cW veya f,e (K,W) demektir. Dolayistyla
kompakt-acik topolojiye gore f, — f e yakinsak demektir.

Tersine, (K /r) verilsin ve kompakt-acik topolojiye gore f, — f e yakinsak
olsun. R(z) de zeY merkezli, g yarigapl bir kiireyi gostersin. Her xe K i¢in Oyle

bir V acigt vardir ki Vcf ’I(R( f (x))) dir. K kompakt oldugundan o&yle
X,,X,,...,x, noktalarmi bulunabiliriz ki, bu noktalarin agik komsuluklari, sirasiyla

V.,V,,...,V, kiimeleri olmak iizere K c(V,u..UV,) yazilabilir. Simdi

K, =Krﬂ7i, i=1,...,n seklinde yazarsak , K ve her bir i =1,...,n icin \71 kiimeleri

de kompakt oldugundan K, kiimeleri de kompakt olur. Ayrica S, ler de f(x,)
merkezli, % yarigaph kiireyi gostermek lizere, f(K,)c S,,i=12,...,n oldugundan,

U=(K,,..K,;S,..S,) clmlesi f in kompakt-agik topolojiye gdre bir
komsulugudur. O halde v>v" olacak sekildeki bir v" sayisi icin f, € U olur. Eger
xe K ise bir i i¢cin xe K, olup, f,eU iken f (x)e S, dir. Hatta f(x)e S, elde
edilir. Boylece d(f,(x), f(x))<r veya diger bir ifadeyle (f,,f)e (K/r) dir ve

ispat tamamlanir.
Uyari 2.2.5.1: Her metrik bir uniform yapr teskil ettiginden, deger uzayindaki metrik
sartt yerine uniform yapt durumunu almamizda higbir sakinca yoktur, ancak her

uniform yapi bir metrik teskil edemeyeceginden bu durumun tersi miimkiin degildir.
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Sonu¢ 2.2.5.1: X kompakt uzayindan bir metrik uzaya tanimlanan siirekli
fonksiyonlarn yonlendirilmis kiimesinin kompakt-acik topolojiye gore yakinsak

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X iizerinde uniform yakinsak olmasidir.

2.2.6 Kompakt-Acik Topolojinin Metriklestirilmesi

X kompakt uzayindan bir (Y,d) metrik uzayina giden siirekli fonksiyonlarin

olusturdugu smift C ile gosterelim. C uzaymn, iizerindeki kompakt-acik

topolojiyle birlikte metriklestirilebildigi asikdr bir durum vardir. C {izerinde her

xe X ve f,ge C igin m(f,g)=maxd(f(x),g(x)) seklinde tanimlanan metrik bu

durumu saglar. Burada X uzay1 kompakt olmasaydi sorusu akla gelebilecegi i¢in bu
sorunun cevabini da hemen vermekte fayda goriiyoruz. Eger X kompakt olmasaydi
Y uzayinda tanimli bulunan d metrigine esdeger sinirli bir metrik tanimlayarak yine
C uzayim metriklestirebilirdik. Ancak bu yolla tamimlanan metrik vasitasiyla
iiretilen topoloji, kompakt-acik topolojiyle cakismayabilir. Ciinkii bu durumu
engelleyen en 6nemli Ozellik, olusturulmaya calisilan topolojinin sadece X ve Y
uzaylar iizerindeki topolojilere degil, ayn1 zamanda Y uzay1 iizerindeki metrige de
bagli olmasidir, zira bu metrik, kompakt-acik topoloji iiretmek zorunda da degildir.
Boylece X uzaymin her iki durumunda da iiretilen topolojiler farkli olmak iizere, C
nin metrizasyonu yapilabilir. Sonu¢ olarak, X uzay1 hangi haliyle verilmis olursa
olsun Y uzayr tizerindeki metrik sartinin kaldirlamayacagini goriiriiz. Simdi C
uzayinin, topolojik uzaylarin metriklestirilebilir bir sinifim1 icermesi i¢in gerekli ve
yeterli kosulu vermeden, istedigimiz bu durumu gerceklestirmemize yardimci olacak

bir tanimi1 ve bu tanima gore bazi 6zellikleri verecegiz.
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Tamm 2.2.6.1: X topolojik bir uzay ve her bir H, € X ,ne N kompakt alt kiime

olmak iizere X =H,UH,U..UH, uU... seklinde yazilabiliyorsa ve her K c X
kompakt alt kiimesi K < ( H O..VUH, ) oluyorsa, bu durumda X e hemikompakt
uzay denir.

Asagida baz1 6zellikleri saglayan topolojik uzaylarla hemikompakt uzaylar
arasindaki iliskileri veren ve ileriki konularda faydalanacagimiz birka¢ 6zelligi basit

ispatlariyla birlikte verecegiz.

i) Bir lokal kompakt ve mitkemmel ayrilabilir uzay, hemikompakttir. Verilen
X uzayi icin \7n = H, kompakt olacak sekilde V,,V,,... sayilabilir baz olsun. Buna
gore H,,H,,... kompakt kiimeler dizisi hemikompaktlik tanimindaki biitiin sartlar

saglar.

ii) Hemikompakt bir X wuzayi, birinci sayilabilir ise lokal kompakttir.

X=H UH,U..UH, U.. hemikompakt uzay olsun. Burada H, c H,c H, C...
seklinde alabiliriz. xe X olmak iizere V, DV, D... x in komsuluklar tabani olsun.
Kabul edelim ki V,; komsuluklar1 kompakt kapanisa sahip olmasin. X hemikompakt
oldugundan V, ¢V, ¢ H, olup, buradan V, ¢ H, elde edilir. Simdi bir x, e (V, - H,)
secelim, bu durumda x, — x olur. Dolayisiyla herhangi bir topolojik uzayda x, — x
ise {x,x,,x,,...} kiimesi kompakt olup, X uzay1 hemikompakt oldugundan bir ne N
i¢cin H, >{x,x,x,,..} dir. Hatta x, € H, dir. O halde bu bir ¢eliski olup, X uzay1

lokal kompakttir.
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iii) Mitkemmel ayrilabilir bir topolojik uzayin hemikompakt olmasi icin gerek
ve yeter kosul verilen uzayin lokal kompakt olmasidir. Bu durumun ispati i) ve ii) nin
bir kombinasyonudur.

Teorem 2.2.6.1: Hemikompakt bir uzaydan bir metrik uzaya tanimlanan siirekli
fonksiyonlarin k —topolojiyle donatilmis bir sinifi, metriklestirilebilirdir.
Ispat: k —topolojiyle donatilmis siirekli fonksiyonlarin sinifi C olsun. Bu

fonksiyonlarin tamm kiimesi de X =H, UH,uU..UH, uU... hemikompakt uzay1

olsun. Y uzaymin da m metrigine sahip oldugunu kabul edelim. f,ge C olmak
tizere, m, metrigini, m, (f,g)= mjn{2_", sup [m(f(x), g(x))]} ,xe H,, seklinde

tammlayalim. Simdi de h(f,g)=m +m,+..<1 biciminde tammlarsak, &

fonksiyonu C uzayi lizerinde bir metrik yapisi teskil eder. C iizerinde tanimlanan bu
metrik, k—topoloji iretir. Bunu ispatlamak i¢in Teorem 2.2.5.1 deki kosulun

saglandiginm gostermek gerek ve yeterlidir.

Kompakt kiimeler iizerinde, f, — f uniform yakinsak olsun. >0 verilsin
ve 27" < r olacak sekilde bir ne N secelim. Boylece n' (r—2"”) >0 olur. O halde
v>v" olacak bi¢imde ki bir V' igin, her xe H,u..UH, olmak iizere,
m(f(x), f,(x))<n”(r—27") dir. Bunun anlami m, +m, +...+m, <r—2" demektir.

+m,,, +..<2™" oldugundan, h(f,f,)<r elde edilir.

n+l n+2

Dolayisiyla m

Tersine, h(f,f,)—0 oldugunu kabul edelim. K kompakt kiimesi ve yine
r>0 verilsin. Boylece, bir ne N i¢in K ¢ (H ,UH,U..UH,) olur. (Bu ne N yi
27" <r olacak sekilde yeterince biiyiik olarak secebiliriz). Simdi v >V’ olacak

sekilde bir v varsa h(f,f,)<2™" dir ki, bunun da anlami; m,,m,,...m

n
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metriklerinin hepsi 27" den daha kiigiiktiirler demektir. Eger k <n olacak bi¢cimdeki
bir H, kiimesi iizerinde m(f(x),f,(x)) in degeri 27° dan daha biiyiikse, bu
durumda m, =27 >27" olur. Boylece xe K igin m(f(x),f,(x))<2™" <r elde
edilir. Buise f, — f uniform yakinsak demektir.

Sonu¢ 2.2.6.1: Bir lokal kompakt ayrilabilir metrik uzay iizerinde tanimli, reel

degerli ve siirekli fonksiyonlarin &k —topolojiyle donatilmig bir  simifi,

metriklestirilebilirdir.

Bu yapiya ormnek olarak, Bolim 2.2.15 de biitiin reel degiskenli siirekli

fonksiyonlarin olusturdugu bir sinif1 verecegiz.

2.2.7 Teorem 2.2.6.1 e Karsit Olarak

Bu boliime bundan sonra verecegimiz teoremlerde kullanacagimiz bir tanimi

vererek baslayalim.

Tamm 2.2.7.1: (X,7) bir topolojik uzay ve x,y€ X olsun. x# y nokta ¢ifti i¢in

f(x)# f(y) olacak bigimde, X iizerinde reel degerli ve siirekli bir f fonksiyonu

tanimlanabiliyorsa, bu durumda X uzayina S —uzay1 denir.

Uyar 2.2.7.1: Tanimda istenen fonksiyonun, farkli nokta cifti i¢in farkli deger alma
durumu, ayirma aksiyomlarinin karakteristik 6zelliginden kaynaklanmaktadir. Ciinkii
iizerinde calisigimiz X wuzaymnin topolojisi zayiflatilmis ise, tanimdaki bu kosul,
ayirma aksiyomlarin1 koruyacaktir. Hatta bu durum, her tam regiiler uzay bir
Hausdorff uzay1 oldugu i¢in, bazen tam regiiler uzayin, bazen de Hausdorff uzayimin
bir sonucu olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ancak bu durum, kesinlikle regiilerlik

ozelligini gerektirmez. Bu calismamizda deginmeyecegimiz ancak sdylemekte yarar
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gordiiglimiiz bir durum daha var ki, diizenli uzay 6zelligi tasiyan topolojik yapi
S — uzay1 olmayabilir.

Sonug 2.2.7.1: Ozellikle metrik uzaylar bir S — uzayidir.

Lemma 2.2.7.1: X bir S—uzayi, K ve L de X in ayrik-kompakt iki alt kiimesi
olsunlar. Bu durumda, X {izerinde tamimli, K iizerinde yok olan, L {iizerinde de 1
degerini alacak bicimde reel degerli ve siirekli bir fonksiyon vardir.

Ispat: ik durum olarak L kiimesini tek nokta kiimesi olarak ele alalim. Bu durumda
her bir xe K i¢in L de 1, x de -1 degerini alacak bi¢cimde reel degerli ve siirekli bir

f. fonksiyonu vardir. Hatta f_ fonksiyonu negatif olacak bi¢imde, x in bir V(x)
komsulugu vardir. Daha sonra, benzer sekilde x,,x,,..e€ K noktalar1 igin
V(x,),V(x,),... komsuluklari, K kiimesi i¢in bir agik oOrtii olur. K kompakt
oldugundan, bu acik ortiiden, K y1 ortecek sekilde V(x,),V(x,),...,V(x,) Ortiisiinii
secebiliriz. Simdi de ye X icin f(y) degerini tamimlayalim: f(y) degeri,
fo (¥),-es £, (y) degerlerinin en kii¢tigii pozitif ise o degere esit, degilse yok olan bir
fonksiyon olsun. Boylece f fonksiyonu, L kiimesi tek nokta kiimesi oldugu zaman

Lemma da belirtilen sartlara sahip bir fonksiyon olur.

Eger L kiimesi tek nokta kiimesi degilse, L nin biitiin noktalar1 icin,
yukarida kurdugumuz yapiya benzer olarak, ayr ayri birer fonksiyon kurulacak ve
boylece ispat i¢in genel sonuca ulasilacaktir.

Teorem 2.2.7.1: X bir S —uzayi olmak iizere, X {izerinde tanimli, tiim reel degerli
stirekli fonksiyonlarin k —topolojiyle donatilmig bir simifi birinci sayilabilirlik

aksiyomunu sagliyorsa, bu durumda X uzayr hemikompakttir.
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ispat: fe C fonksiyonu, her xe X icin f(x)=0 degerine sahip sabit bir
fonksiyon olsun. K < X kompakt ve W da 0 in komsulugunda sinirli-acik bir aralik

olmak iizere, bu tip kiimelerden elde edilen (K,W) formlarin olusturdugu
smiflarin  f in komsulugunda k —topoloji i¢in bir baz teskil ettigini soylemistik.
Eger (K,.,W,)c(K,W) ise KcK, ve W,cW olmaldir. Bunlardan W, cW
oldugu aciktir. Biz K < K, oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki K & K, olsun,

yani bir ze K—K, alalm. K, kapal1 ve X bir S—uzay1 oldugundan, W smurl

aralig iizerinde ge (z,WC) olacak sekilde ve K, kiimesi iizerinde yok olan, siirekli
bir g fonksiyonu insa edebiliriz. Boylece ge (K,,W,) olur, fakat ge (K ,W“) elde

edilir. Bu da bize K < K, olmak zorunda oldugunu gosterir.

Simdi kabul edelim ki, feC ig¢in sayilabilir bir baz, fe(K,W,),
n=1,2,... olsun. Eger bu bir baz ise, f in verilen herhangi bir (K,W) komsulugu
i¢in dyle bir n tam sayisi bulabiliriz ki, bu durumda (K,,W,)c (K,W) olur. Biraz
onceki ispatimizdan K c K, dir. Ozellikle, K kiimesi tek bir noktadan olusabilir.
Boylece X = K, UK, U... seklinde yazilabilir ve her bir K kompakt kiimesi aslinda

bir K, kiimesi tarafindan igerilir. Sonug olarak X uzayr hemikompakttir.

Sonug 2.2.7.2: Teorem 2.2.6.1 ve Teorem 2.2.7.1 den su sonucu ¢ikartabiliriz: “Bir
metrik uzaym topolojik ¢arpiminin yine bir metrik uzay olmasi i¢in gerek ve yeter
sart carpimi olusturan faktorlerin sayilabilir adette olmasidir”. Bu 6zellik Topoloji de

kullandigimiz ¢ok yararl bir 6zelliktir.
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2.2.8 Uniform Deger Bolgeli Fonksiyonlarin Siifi

Bu baslik altinda, ilk once uniform uzay kavramini formiiliize etmemizde
yardimci olacak bazi tanimlart verecegiz. Uniform uzaylar, metrik uzaylarin bir

genellestirmesidir. [21]
Y deger uzaymin elemanlar1 tarafindan olusturulmus, verilen her bir kiime
icin, x,ye Y olmak iizere (x,y) siral ¢iftleri tarafindan meydana getirilen bir R

bagintisi vardir. Bu sekilde Y nin her bir alt kiimesi tizerinde tanimlanan bagintilart

R, S,... seklinde gosterirsek, bu bagmtilarin ¥ XY nin birer alt sinifi olacag: agiktir.
X, y€ Y igin biitiin (x, y) sirali ¢iftlerinin olusturdugu ciimlelerde ise RNS, RUS,

Rc S veya S © R durumlarindan birinin saglanacagi da bellidir.

Eger R ve S, Y lizerinde iki bagint1 ise, 6yle bir ye Y icin (x,y)e R ve
(y,z)€ S olmak iizere, biitiin (x,z) nokta ciftlerinin olusturdugu baginti RS
seklinde gosterilir. Bundan faydalanarak R>=RR ve R”:R(R"’l):(R”’I)R
demektir. Sayet her xeY i¢in (x,x)e R (yani R yansimali)) ise ScC RS ve

ozellikle de R" — R™"' dir.

Eger xeY ve R bir bagint1 ise (y,x)e R olacak sekildeki biitin yeY
elemanlarinin olusturdugu kiime R(x) seklinde gosterilir ve buradan R(x)CY
oldugu aciktir. Sayet BcY (B bagint1 degil!) ise B icgindeki x ile biitin R(x)
lerin birlesimini de R(B) ifadesiyle gosterecegiz. Hatta R yansimali ise B < R(B)
dir.

Tanmm 2.2.8.1: Y deger uzayi iizerinde tanimlanan bagintilarin bir ailesi ¥ olsun.

T ailesi asagidaki sartlar1 saglarsa, bir uniform yap1 olarak adlandirilir:
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i) x,yeY olmak iizere, x=7y olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her Re Y
icin (x,y)€ R olmasidir.

ii) R,Se Y icin T < RN S olacak sekilde bir 7€ Y vardir.

iii) Her Re Y icin SS < R olacak bicimde dyle bir Se€ Y vardir ki, boylece

bir Te Y veher ne Z i¢in T" c R dir.

Bir Y uzayi, uniform yapiya sahipse aym zamanda uniform uzay olarak da

adlandirilir. Uniform uzay icin taban, xe ¥ ve Re Y olmak iizere R(x) denklik

siiflaridir. Hatta bu topoloji, “ T topoloji” olarak da adlandirilir.

Eger Y kiimesi hilihazirda bir 7 topolojisine sahipse, bu 7 topolojisi Y ile
uyumlu olmalidir, yani,

iv) Verilen bir U(x)—7 komsulugu ve bir Re Y i¢cin R(x) cU(x), yine
verilen xeY ve Re Y icin x in bir 7—komsulugu R(x) tarafindan icerilmelidir.

Bu iv) sartim1 agagidaki sekilde de ifade edebiliriz:

v) Eger (x,y)e R ise (y,x)e R olmalidir.?V

Uyan 2.2.8.1: “(x,y)e R” ifadesi “x den y ye R den daha az” diye okunur.

Boylece her metrik uzay bir uniform uzaydir. Dolayisiyla metrik uzaylarda saglanan
ozellikler uniform uzaylarda da saglanir. Ancak bu ifadenin tersi her zaman dogru

degildir. Bununla birlikte, “(x, y)e RR” ifadesi “x den y ye iki R den daha az” ve
“SS < R” ifadesi de “iki S, R den daha az” diye okunur.

Tammm 2.2.8.2: Y wuzay: icindeki bir x, yoOnlendirilmis kiimesi asagidaki (*)
aksiyomunu gergekliyorsa, bu durumda x, ye Cauchy yonlendirilmis kiimesi adi

verilir.

(*) Her Re Y igin dyle bir d” vardirki e >d” oldukga (x,,x,)€ R dir.
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Sonug 2.2.8.1: i) 6zelliginden dolay1 bir Cauchy yonlendirilmis kiimesi bir tek limit
noktasina yakinsayabilir.
Tanmm 2.2.8.3: Bir uniform uzay icinde her Cauchy yonlendirilmis kiimesi bir tek

limit noktasina yakinsiyor ise, bu durumda o uzaya Y ya gore tamdir, denir.

2.2.9 Uniform Yakinsaklik: Genel Durum

Notasyon 2.2.9.1: f ve g fonksiyonlari, bir Ac X alt kiimesinden Y uniform
uzayma giden iki fonksiyon olmak iizere, her xe A ve bir ReY igin
(f(x),g(x))€ R oluyorsa, bu durumu kisaca (f,g)e (A/R) seklinde gosterecegiz.
Boylece Ac X oldugundan, X den Y uniform uzayina giden tiim fonksiyonlarin
olusturdugu sinif tizerinde (A/R) ifadesi bir bagiti teskil eder.

Tammm 2.2.9.1: C icginde yonlendirilmis bir kilme f, olsun. f nin Ac X alt
kiimesi iizerinde bir f € C ye uniform yakinsamasi i¢in gerek sart her Re Y icin
oyle bir v' indeksi vardir ki, v>v" oldukea ( f, f,)€ (A/R) olmasidir.

Tamim 2.2.9.2: C icinde yonlendirilmis bir kiime f, olsun. f, nin kompakt kiimeler
izerinde bir fe C ye uniform yakinsamasi i¢in gerek sart f, nin her bir K
kompakt kiimesi lizerinde f e uniform yakinsamasidir.

Teorem 2.2.9.1: Bir topolojik uzaydan bir uniform uzaya tamimli siirekli

fonksiyonlarin  k —topolojilestirilmis bir sinifi {izerindeki f, yOnlendirilmis
kiimesinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart f, nin kompakt kiimeler iizerinde

uniform yakinsak olmasidir.
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ispat: Bu ispat, Teorem 2.2.5.1 ve onun ispatinin bir genellestirmesidir. Boylece

burada tekrar yinelemeyecegiz.

2.2.10 Regiiler Yakinsakhigin Yapisi

Bundan sonraki iki boéliimde X den Y uzayina taniml biitiin fonksiyonlarin
kiimesini F ile bu fonksiyonlardan siirekli olanlarmin olusturdugu sinift da C ile
gosterecegiz. Hatta Y uzayinin da Y gibi bir uniform yapiya sahip oldugunu

varsayacagiz.

F iizerinde (K /R) bagintisi, ki burada K,L,M ... kiimeleri X in kompakt
alt kiimeleri olmak iizere, asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) Her K ve her Re Y iken (f,g)e (K/R) olmast i¢in gerek ve yeter kosul
f =g olmasidir.

ii) Eger Se Y, Rc S ve LUM cK ise (K/R)c(L/S)n(M/S) dir.

iii) (K/R)’ < (K /RR) dir.

Bu ozellikler gosterir ki, (K/R) formundaki bagintilar F igin bir 2

uniform yapisim teskil ederler ve boylece C — F oldugundan, ayni yap1 C kiimesi
icin de gecerlidir.

Tamm 2.2.10.1: Tanimlanan bu 2 uniform yapi, regiiler yakinsakligin yapisi olarak
adlandirilir.

Uyan 2.2.10.1: Buradaki “regiiler yakinsaklik” kavrami yerine “kompakt kiimeler

iizerinde uniform yakinsaklik” kavramini da kullanmamizda hi¢bir sakinca yoktur.
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Bu tip yakinsaklik kavrami 6zellikle analitik fonksiyonlar sinifindaki yaklasim icin
kullanilir.®?

Tamm 2.2.10.2: Bu 2 uniform yapisi tarafindan iiretilen topoloji de regiiler

yakinsakligin topolojisi olarak adlandirilir.

Bu terimlerle birlikte Teorem 2.2.9.1 i tekrar ifade edersek:
Sonu¢ 2.2.10.1: Y uzay:r uniform yapiya sahipken C i¢in k—topoloji, regiiler

yakinsakligin topolojisidir.

2 topolojisiyle ilgili olarak da sunu ifade edebiliriz:
Sonu¢ 2.2.10.2: Regiiler yakinsakligin topolojisi, sadece X ve Y uzaylarinin

topolojilerine baglidir. Bu topolojinin Y nin uniform yapistyla higbir ilgisi yoktur.

Teorem 2.2.3 de C nin k —topoloji ile birlikte tamamen regiiler oldugunu o
an i¢in bilgilerimiz yeterli olmadigindan ispatlayamamistik. Simdi bu ispat1 verelim:
Sonug¢ 2.2.10.3: Eger Y uzay1 tamamen regiiler ise C de k —topolojisiyle birlikte
tamamen regiilerdir.

Ispat: Y uzayi tamamen regiiler oldugundan, bu 6zellik Y iizerinde bir uniform yapi
teskil etmemizi saglar.(zz) Boylece, Sonug 2.2.10.1 den C de uniform yapiya sahip

olur. Buradan da C uzay1 tamamen regiilerdir.*”

2.2.11 C ve F in Tamhg:

Lemma 2.2.11.1: Eger Y uzay1 kendi topolojisine gore tamsa, X den Y ye tamiml

tiim fonksiyonlarin olusturdugu F simifi da 2 topolojisine gore tamdir.
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Ispat: Y ailesi Y deger uzayinda bir uniform yapi olsun. f, € F de fonksiyonlarin
bir Cauchy kiimesi olarak verilsin. xe X olmak iizere, f (x)=y, seklinde
tanimlayalim. $imdi y , Y de bir Cauchy kiimesidir. Gergekten verilen bir Re T
i¢in dyle bir V' vardir ki, v>v" olduk¢a (f,,f, )€ (x/R) olur. Bunun anlamu ise,
(y,,y,)€ R demektir. Buradan da y, nin Y de bir Cauchy kiimesi oldugu sonucuna
variriz. Boylece y, , y gibi bir limit noktasina sahiptir. O halde y = f(x) olmaldur.
Bununla birlikte 2 yapisi iginde bir f, Cauchy kiimesinin f e yakinsadigini

kolaylikla soyleyebiliriz. Sonug olarak, F' ailesi 2 topolojisine gore tamdir.
Lemma 2.2.11.2: Fonksiyonlarin yonlendirilmis bir kiimesinin limit fonksiyonu,
kompakt kiimeler {izerinde uniform yakinsaktir. Hatta X uzayr asagidaki (*) sartini
saglarsa limit fonksiyonu siireklidir.

(*) Eger Ac X in bir limit noktas1 x ise bu durumda A nin x i igceren ve
kapanis1 kompakt olan bir alt kiimesi vardir.
Uyarn 2.2.11.1: Sayet X uzayi lokal kompakt veya birinci sayilabilir bir uzaysa (*)
sart1 kendiliginden saglanmis olur.
ispat: Biz F in 2 topolojisine gore siirekli olmayan fonksiyonlarin olusturdugu

kiimenin, agik bir kiime oldugunu gosterecegiz.

X den Y ye tanimli ve siirekli olmayan bir fonksiyon f olsun. Bu durumda,

Oyle bir xe X noktasi ve bir Re Y bagintis1 vardir ki, y= f(x) olmak iizere x

noktas1 f' (R(y)” ) nin bir limit noktasidir.
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Simdi S® € R olacak bigimde bir S€ Y secelim. Hipotezden, f~' (R(y)”)

nin, x iiceren ve kapanist K kompakt kiimesi olacak bi¢cimde bir alt kiimesi vardir.

Buradan (K/S)e 2 elde edilir.

Bizim eger (g,f)e(K/S) ise g nin de siirekli olmadigini gdstermemiz
gerekir. Kabul edelim ki g fonksiyonu siirekli olsun. O halde x in bir V komsulugu
icin zeV ise (g(2).g(x))e S dir. ze KNV igin ozellikle (y,g(x))e S iken
(f(2),8(z))e S olur. Boylece (y,f(z))eS’cR veya diger bir deyisle
f(2)€ R(y) elde edilir. Fakat bu durum, ze K oldugundan, f(K)c R(y)*
olmasiyla veya K < f~'(R(y)°) ile celisir.

O halde aksi varsaymmimiz yanlis olup, g fonksiyonu siirekli degildir.

Buradan da siirekli olmayan fonksiyonlarin, acik kiimelerin bir ailesini teskil ettigini
sOyleyebiliriz. Dolayisiyla 20 topolojisine gore siirekli fonksiyonlarin olusturdugu
aile de kapal1 bir kiimedir.

Teorem 2.2.11.1: X lokal kompakt ve Y de tam ise X den Y ye tamimli biitiin
stirekli fonksiyonlarin sinifi olan C ailesi de regiiler yakinsakligin 2l yapisina gore
tam dur.

Ispat: X lokal kompakt oldugundan, Lemma 2.2.11.2 deki sart saglanir. Boylece

Lemma 2.2.11.1 ve Lemma 2.2.11.2 den ispat elde edilir.

2.2.12 Essiireklilik; C nin Kompakt Alt Kiimeleri

Tamm 2.2.12.1: X ve Y uzaylari, swrasiyla fl ve Y uniform yapilarina sahip

olsunlar. E ailesi de X uniform uzayindan Y uniform uzayina taniml siirekli
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fonksiyonlarin herhangi bir smifi olmak iizere, her Re Y ve her fe E icin,

(x,y)e S iken (f(x),f(y))e R olacak sekilde bir Sefl bulunabiliyorsa, bu

durumda E ailesine essiireklidir, denir.®®

Uyan 2.2.12.1: Bundan sonra, tanimda verilen R, S ve E arasindaki bagintiy1

sembolik olarak, S E c R seklinde gosterecegiz.

Tanmm 2.2.12.2: X in her kompakt K alt kiimesi, her Re Y ve her fe€ E igin,
x,ye K olmak iizere, (x,y)e S iken (f(x),f(y))€ R olacak bi¢imde, K nin

uniform yapist icinde Oyle bir S bagintis1 bulunabiliyorsa, bu durumda E ailesine

essiirekli (k) denir.

Uyan 2.2.12.2: Her kompakt kiime bir tek uniform yapiya sahiptir.m)

Sonu¢ 2.2.12.1: Bir E ailesi essiirekli ise ayn1 zamanda essiirekli (k) dir. Hatta bu
gereklilikten dolayr E ye ait biitiin fonksiyonlar uniform siireklidir.

Teorem 2.2.12.1: E c C olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir:

i) £ kompakt ise essiirekli (k) dir.
ii) E essiirekli(k) ve Y kompakt ise E° — C da kompakt alt kiimedir.

Burada E® kiimesi, E ye biitiin noktasal limit fonksiyonlarinin ilave edilmesiyle
olusturulan bir kiimedir.
Ispat: i) K, X in kompakt bir alt kiimesi ve R de Y nin Y uniform yapisinin bir

elemant olsun. K kompakt kiimesi iizerinde her f e E fonksiyonu uniform siirekli

oldugundan [20], Te Y ve T’ cR olmak iizere, x,ye K icin, (x,y)e S, iken
( f(x), f(»))eT olacak bigimde, K nin fl uniform yapisina ait bir S, bagntist var

olacaktir.
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E kompakt oldugundan, 20 uniform yakinsakligin yapisinin bir elemani

(K/T) olmak iizere (K/T)(f) bigimindeki acik kiimelerin sonlu tanesiyle E yi

ortebiliriz. O halde E < (K /T)(f,)U...0(K/T)(f,) yazabiliriz.

Simdi S<S§, N..NS, oldugunu kabul edelim. fe€ E ve bir i igin de

(f,f)e(K/T) olarak alalim. Bunun anlami; her x,ye K icin (f(x), f,(x))e T ve

(f(»,f.(»)eT demektir. Eger (x,y)eS ise (f,(x),f(y))eT ve hatta
(f(x), f(y))eT’ R olur. Béylece S E c R elde edilir. [spat tamamlanr.

ii) Ik 6nce E* < C alalim ve her bir xe X ve f, e C yonlendirilmis kiimesi
icin lim £, (x) mevcut olsun. Sayet lim f,(x) = f(x) dersek tanimdan dolay1 f e E”

olur. Simdi T e Y verilsin. Buradan S* c T olacak bicimde bir Se€ Y secelim. Oyle

bir v ve bir Re fl bulabiliriz ki, v>v" iken (f,(x), f(x))€ S ve (x,y)e R iken de

(f.(x), f.(y))€ S olur. Buradan lim f,(y)= f(y) oldugundan f(y)e S(f(x)) elde

edilir. Boylece E deki her bir noktasal limit fonksiyonu stireklidir.

E" kiimesi kendi i¢indeki biitiin fonksiyonlarin noktasal limit fonksiyonlarini
icerdiginden ve noktasal limit fonksiyonlar1 da siirekli oldugundan E* cY* kapali
bir alt kiime olup, Y* kartezyen carprmi kompakt ve “Kompakt bir kiimenin kapali
her alt kiimesi de kompakttir.” teoreminden, E* kiimesi kompakttir.

Uyar 2.2.12.3: Fonksiyonlarin essiirekli bir ailesinin kompaktlik sartin1 sagladigini
gosteren 6zel bir 6rnek i¢cin Ascoli Teoremini (Franklin’in Advanced Calculus kitab,

@9 Sneririz.

s.412) ve Birkhoff-Kellog sabit nokta teoremini
Sonu¢ 2.2.12.2: Y kompakt bir uzay olmak iizere, C nin kompakt alt kiimeleri, C

icindeki fonksiyonlarin kapali-essiirekli (k) kiimeleridir.
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2.2.13 Y Bir Grup Oldugunda C Uzaymm Ozellikleri

Y topolojik uzayimnin elemanlari, bu topolojik yapi icinde siirekli islemler
altinda bir grup yapisi teskil ediyorsa, bu durumda Y uzaymna bir topolojik grup adi

verilir. Biitlin grup islemlerinin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart x, ye ¥ olmak
izere eszamanli olarak x— y nin siirekli olmasidir.””
Uyan 2.2.13.1: Burada x—y nin anlami, YXY —Y giden bir fonksiyon olarak

algilanmalidir. Yine burada Y yi belki degisme ozelligini saglamamasina ragmen

toplamsal notasyonla ele alacagiz.

Bu bolim boyunca Y nin siirekli endomorfizmlerinin (¥ den Y ye
homomorfizmler) ciimlesini E ile, E nin sahip oldugu topolojiyi de admissible
olarak kabul edecegiz. Admissible topoloji olarak almamizdaki kasit ise skalar

carpimun siirekliligidir.

Bir X uzayimdan Y topolojik grubuna giden fonksiyonlarin ciimlesini C* ile
gosterirsek, C” iizerindeki islemler:

1) f,g,he C", h=f+g,yani her xe X igin h(x)= f(x)+ g(x)

2) f,geC", Ae E, g=Af ,yaniher xe X i¢in g(x)=(Af)(x) dir.
Teorem 2.2.13.1: C” bir topolojik grup olsun. Y nin her bir endomorfizmi C* in
icindedir ve eger Y nin endomorfizmlerinin admissible topolojilestirilmis bir sinifi
E ise ayn1 zamanda E, C* 1n endomorfizmlerinin de admissible topolojilestirilmis

bir simifidir.

Ispat: Grup kuramina dayandigi icin bu ispat1 vermeyecegiz.

Simdi, f—ge C" fonksiyonunu iceren(K,W) alt baz elemanini ele alalim.

Buradan her xe K i¢in f(x)—g(x)e W olup, boylece W, —W, c W olacak bi¢imde
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Y nin W, (f(x)) ve W,(g(x)) acik alt kiimelerini elde ederiz. K regiiler, f ve g

fonksiyonlar1 da siirekli olduklarindan f (\701( ) cW, ve g(VﬂK ) c W, olacak
sekilde x in bir V(x) komsulugunu bulabiliriz. K kompakt oldugundan V(x) lerin
sonlu tanesiyle K y1 Ortebiliriz. Bundan dolayr x,..,x,€ K olmak iizere
K cV(x)u..uV(x,) yazabiliriz. O halde i=1,...,n i¢in K, = Kﬁ‘Txi) secersek,

bu sekildeki biitiin K, kiimeleri kompakt olur.

Eger f in komsulugunu U(f)=(K,,...K,;V(f(x))....V(f(x,))) seklinde
tanimlarsak, g nin komsuluguna da benzer sekilde U(g) dersek, bu durumda

U(f)-U(g) < (K,W) olur.

Kabul edelim ki A, Y nin siirekli bir endomorfizmi, fe C* ve (K,W) de
Af €Y nin bir komsulugu olsun. K kompakt, f siirekli ve bdylece f(K) da
kompakt oldugundan A siirekli endomorfizmi f(K) kompakt kiimesi iizerinde
uniform stireklidir. Buradan A4 nin bir N(4) komsulugu ve f(K) nin bir W, acgik
komsulugu icin N(AHW, cW dir. Sayet U(f)=(K.,W,) dersek, buradan da

NAU(f) < (K,W) elde edilir. Sonug olarak skalar ¢arpim siireklidir.

Biz bu durumu lineer uzaylara uygulayabiliriz:
Tanmm 2.2.13.1: L topolojik lineer uzay1 degismeli bir topolojik grup olsun. Ayrica

L de reel sayilarla birlikte ¢arpma islemi tanimli olsun. Eger A ve u iki reel say1
ise f € L olmak iizere,

1) Af siirekliligi, eszamanli olarak A ve f in siirekliligine baghdir.

2) (A+u)f=Af+uf
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3) (WA f =uAf)
4) 1f = f , burada 1 reel birimdir.

Sonug¢ 2.2.13.1: Deger uzay1 L topolojik lineer uzayi olan siirekli fonksiyonlarin

k —topolojiyle donatilmis C sinifi da bir topolojik lineer uzaydir.

2.2.14 Fonksiyonlar icin Bir Norm ve Tam Lineer Uzaylar

Teorem 2.2.14.1: Kompakt bir X uzayindan bir L lineer uzayina tanimh siirekli
fonksiyonlarin k —topolojiyle donatilmis C' uzay1 normlu bir lineer uzaydir. Eger X
uzay1 kompakt olmayan bir § —uzay1 ise, bu durumda C uzayr bir norm a sahip
degildir.
Ispat: Teoremin ilk kismi icin, xe X olmak iizere C uzay: iizerindeki normu
|| f || = max || f (x)” seklinde tamimlayalim. Teorem 2.2.6.1 den dolayr bu norm
k —topolojiye denktir ve bdylece C nin bir normlu lineer uzay oldugu aciktir.

Simdi C nin bir norm a sahip oldugunu kabul edelim. Buradan L uzayinda
0(x) =0 olmak iizere C igindeki O fonksiyonunun bir komsulugu sinirlidir. Ciinkii

bir U komsulugunun smirh olmasi igin 4, -0 ve f, de U icinde bir dizi iken

A, fn” — 0 olmalidir.® Dolayisiyla soziinii ettigimiz bu kosul 0 1n komsulugu icin
saglanir. O halde smirlt bir k —komsulugu olarak (K,,...,K,;W,,...,W,) alirsak,
bunun sonucunda K =K, U..UK, ve W=W, N..NW, olmak iizere 0 fonksiyonu

(K,W) smurli komsuluguna ait olur.
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Eger X # K ise Lemma 2.2.7.1 den K kompakt kiimesi {izerinde yok olan
ve baz1 yerlerde de 1 degerini alan siirekli ve reel degerli bir r fonksiyonunu

bulabiliriz. Hatta y =b # 0 olacak sekilde bir ye W — L elemani secebiliriz.

Simdi L de her xe X ve her bir n tam sayis1 i¢cin f (x)=nr(x)y
fonksiyonunu tanimlayalim. f, ler siirekli ve hepsi de (K,W) nin birer elemani
olduklarindan, onlar K iizerinde yok olurlar. Buradan da (1/n)f  dizisi k — topoloji
icinde 0 noktasina yakinsadigini ifade edebiliriz. Ancak bu durumu kesin bir sekilde
sOyleyemeyiz. Dolayisiyla en azindan bir xe X i¢in ||(1/ n)f n(x)” =b olur. Boylece
X =K oldugu sonucuna variriz ki, K kompakt oldugundan X de kompakttir.

Sonuc 2.2.14.1: L tam normlu lineer bir uzay (Banach uzay1) ve X kompakt ise C

de tam normlu bir lineer uzaydir. Hatta bu norm, xe X olmak iizere

[£]|=max].f o] dir.

2.2.15 R icin k —topoloji ve Tek Reel Degiskenli Siirekli Fonksiyonlar

Biitiin siirekli fonksiyonlarin olusturdugu sinif ¢ok ilging 6zelliklere sahiptir.
Ciinkii bu fonksiyonlarin tanmim ve deger uzaylar1 sadece benzer topolojik uzaylara
sahip olmadiklar1 gibi ayn1 zamanda cebirsel islemler altinda da kapalidirlar. Buna
R reel sayilar kiimesini 6rnek verebiliriz. Bu 6zelliklerden en ¢ok benzer olanlari:

1) Fonksiyonlarin bir reel sabitle carpimu,

2) Fonksiyonlarin toplami,

3) Fonksiyonlarin ¢arpimu,

4) Bir fonksiyonu digerinde yerine koyma (fonksiyonlarin bileskesi) dir.
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Uyan 2.2.15.1: R kiimesi; 1) ve 2) altinda bir lineer uzay, 2) ve 3) altinda birimle

birlikte bir halka, 2), 3) ve 4) altinda da ii¢-islemli bir cebir olur.?®

Burada iki 6zellikten daha bahsedebiliriz:

5) h=fug dersek, h(x) degeri daima f(x) ve g(x) den daha biiyiiktiir,

6) h= f Nng dersek, h(x) degeri daima f(x) ve g(x) den daha kiigiiktiir.
Uyar 2.2.15.2: Verdigimiz ilk dort 6zellik ve mutlak deger fonksiyonunu goz Oniine
alarak  5) ve 6) durumlanmi  fug=(/2)(f+g)+/2)|f-g| ve
fng=0/2)(f+g)-0/2)|f - g seklinde ifade edebiliriz.
Teorem 2.2.15.1: R kiimesi iizerindeki k —topoloji, biitiin 1),...,6) islemlerini

stirekli yapar. Hatta sabit fonksiyonlarin bir alt grubunu reel sayilara topolojik
izomorf (homeomorf) kilar ve x,ye R olmak iizere f(x)€ (c,d) acik araligi igin
geU ve ye(a,b) iken g(y)e (c,d) olacak sekilde x in bir (a,b) komsulugu ve
f inbir U k—komsulugu vardir.

Ispat: 1), 2) ve 3) iin stirekliligi Teorem 2.2.13.1 in ispatindan elde edilir. Teorem
2.2.13.1 in ispatina deginmedigimiz i¢in bunlarin ispatin1 da vermeyecegiz. 5) ve 6)
y1 da yukarida verdigimiz uyaridan dolay: 1), 2) ve 3) e indirgeyebiliriz. Bdylece 5)
ve 6) nmin siirekliligi de buradan elde edilir. Sabit fonksiyonlarin kiimesinin de reel

sayilara homeomorf oldugu aciktir. En son iddiamiz ise admissible olma tanimindan

ortaya ¢ikar.

Simdi biz, ispat1 farkli olmasi1 bakimindan 4) iin siirekliligini inceleyelim.
Sonu¢ 2.2.6.1 den bir fonksiyon dizisinin limitini inceleyecegiz. O halde R de

f,— f. g, — g vebir (x,) reel say: dizisinin de x e yakinsadigin kabul edelim.

Boylece Teorem 2.2.4.1 i) den  f (x,)— f(x) ve buradan da
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g, (f,(x,)) > g(f(x)) elde edilir. Yine ayni teoremden dolay1 bu durumun anlami,

f.(g,) = f(g) demektir ve ispat tamamlanir.

k — topolojinin ilging ve karakteristik bir 6zelligi de:
Sonu¢ 2.2.15.1: R iizerindeki k —topoloji, en giiclii admissible topolojidir. Bu

topolojiye gore 1)....,6) dzellikleri siireklidir.

R iizerindeki k —topolojinin nasil bir davranis gosterdigini anlamak i¢cin R
iizerinde k —komsuluklarin anlamlarin1 geometrik olarak ele almamiz gerekir. O

halde x—ekseni lizerinde kapali ve sinirli bir K araligimi, y—ekseni iizerinde de
baslangi¢ ve bitim noktalari, sirasiyla y, ve y, olan W acik araligim alahm. Bu
durumda sayet her xe K i¢in y, < f(x)<y, ise f fonksiyonu bir k—komsuluk
olan (K,W) ciimlesine aittir. Daha fazla olarak f in bir N komsuluklar tabani i¢in
su yorumu yapabiliriz:

f in grafiginin altinda ve iistiinde sonlu sayida sinirli-yatay dogru parcasini

alarak bu dogru pargalarinin arasinda kalan bolgeyi ele alalim. Her bir parca iizerinde
grafigi f ile ayni tarafta kalacak sekildeki fonksiyonlarin olusturdugu simif, f in
komguluklarinin genel bir formu olup, aym1 zamanda bu sinif N nin bir elemanidir.
Genel olarak bu sekildeki fonksiyonlarin grafiklerinin tamami, iki diisey dogru
arasinda kalip, hi¢cbir zaman diizlemdeki kapali bir aralik icinde yer almaz. Sonug

olarak bu tip fonksiyonlar k —topolojiye gore acik bir kiime meydana getirir.

R deki regiiler yakinsakligin (Teorem 2.2.5.1) metrigi, asagidaki gibi

tanimlanabilir:
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-n<x<n i¢in m, = min{2’” ,sup| f (x)|} olmak iizere bir f fonksiyonunun
normunu || f || =m, +m,+m,+... seklinde olusturabiliriz. Buradan da istenilen
metrigi h(f,g)=|f - g| seklinde tammlayabiliriz.

R deki fonksiyonlar icin bir “uzunluk” kavrami tanimlamamizin hi¢bir yolu

olmadigini biliyoruz. Bdylece R kompakt olmadigindan Teorem 2.2.14.1 vasitasiyla

ancak R yi bir normlu lineer uzay yapabiliriz. Bununla birlikte bu | | “uzunluk”
norm Szelliklerinden farkli olarak bazi ozelliklere de sahiptir:

D |+ sl <] 7] +]el

2) |f|=0e Vxicin f(x)=0

3) & Ave i fise [Af] = |Af]

4) R de |f]| =0 ve x, > xise f,(x)—0

5 0<|4|<1 ise |2 7] < As] <[]

6 > 1 ise | ] <[] <4l 1/

7)

j;n_fn

— 0 ise lim f, siirekli bir fonksiyondur.

Bu 6zelliklerin ispat1 olduk¢a kolaydir.

1) ve 2), f den O fonksiyonuna olan uzaklig1 simgeleyen ( f,0) 1 esiti olan

|| f|| in bir sonucudur. Teorem 2.2.13.1 den, Af in siirekliligi A ve f in

siirekliligine bagh oldugundan 3) de dogrudur. 4) ise k —topolojinin admissible

olmasinin bir sonucudur.
Simdi biz 5) ozelligini ispatlayalim: M, ve L, in her ikisi icin —-n<x<n

olmak iizere M, = min{2"” ,sup|f(x)|} ve L = min{Z"” ,sup|/1f(x)|} olsun. Eger
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|/1| <1 ise kuskusuz L, <M, dir. Burada esitlik durumunu, L, =M A =2"" olmalan
durumunda sdyleyebiliriz. Diger taraftan |/1|Mn <L, dir ki, burada da M, K <2™
olmast durumunda esitlik anlamlidir. O halde n {izerinden 6zetlersek 5) i elde ederiz.

|1/ ,u| <1 olmak tlizere uf fonksiyonuna 5) deki esitsizligi uygularsak;
|1/,u|||,uf|| < ||f|| ve ||f|| < ||,uf|| bulunur. 1lk esitsizligi |,u| ile carparsak,
|| Uf || < | ,u||| f || sonucu ortaya cikar. Bu ise 6) nin ispatlandigini gosterir.

Sonug 2.2.14.2 den dolayr C tamdir. C nin tam olmasinin bir sonucu da 7)

ozelliginin ispatidir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Kompakt-Acik Topoloji i¢cin Karsilastirmal Bir inceleme

R den R ye tanimh siirekli fonksiyonlarin sinifin1 C ile gosterelim. C
iizerinde nokta-acik topoloji ( p ), kompakt-acik topoloji ( &) ve metrik topolojilerini

() ele alalim.

Eger f,geC ise |f(x)—g(x)|21 olacak sekilde bir xe R vardir. C

iizerinde tanimli bulunan metrigi de; Vxe R i¢in

1 ;| f)—gx0)|21
sup{|f(x)—g(x)|} , diger durumlarda

u(f ,g)={
seklinde tanimlayalim.

M bagmusi iyi tanimhdir. Bunun ispat i¢in, her f,, f,,g,,8,€ C olmak
tizere, (f.8,)=(f.-8,) iken u(f.g)=u(f,g,) esitligini gostermek gerekir.
Gergekten f,=f, ve g =g, olduundan |f,(x)—g,(x)|21 ise |f,(x)—g,(x)|=1

olur. Boylece u( f,,g,)=#(f,,g,) dir. Diger durumlarda ise,

#(f.8)=sup{|fi(x)—g,(»)]: xe R}
= sup{|f2(x)—g2(x)| 1X€e R}
:;U(fz’gz)

olur ki, bu da x bagintisinin iyi tanimli oldugunu gosterir. Bundan sonra, u

fonksiyonunun C iizerinde bir metrik oldugunu géstermek kolaydir.

Simdi biz p, k¥ ve u topolojileri arasindaki bagintiy1 inceleyelim:
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pcCk oldugu p ve x nin tanimlarindan agik olsa da yine de bu ispati
verecegiz. O halde p c x < ¢ oldugunu gosterelim. Ilk &nce higbir zaman p o «

olamaz.  Aksini  varsayalim, yanip>k olsun. F  kiimesini de
Fz{ feC:f ([l, 2]) c (3,4)} olarak tanimlayalim. Buradan f €T olmasi i¢in gerek
ve yeter sart f in grafiginin, [1, 2] araligindaki bir par¢asinin y=3 ve y=4

arasindaki agik bir serit icerisinde yer almasidir.

Sekil 3.1

Fakat P :ﬂ{(x,.,Wi):izl, 2,...,n} ciimlesi (C,p) uzayr igin bir baz elemani
degildir. Ornegin; [1,2] kompakt araligindaki 1< x, < x,,, <2 olacak sekilde x,,x,,,
ardistk noktalan i¢in x, ve x,,, noktalar arasinda 4 den daha biiyiik deger alacak

bicimde bir f e C fonksiyonu insa edilebilir. Bu durumu gorsel olarak Sekil 3.2 deki

gibi ifade edebiliriz.
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i xi xi+1 2',
Sekil 3.2

Boylece f ¢ oldugunu goriiriiz. Bu ise p nun her bir P taban elemani i¢cin P ¢ F

demektir ki, buradan da p D x olamaz. O halde p c x olmalidir.

Ikinci olarak ise x < g oldugunu gosterelim. (K,W) ciimlesi & topolojisi
i¢in bir alt taban elemani olsun. f e (K,W) ve siirekli bir g: K — R fonksiyonunu
alalim. Her ke K icin g(k) kuralim da f(k) nin W acik kiimesinin (R de)

timleyenine (W°—kapali) olan uzakligi olarak tamimlayalim. Bu durumda g

bagintisi iyi tanimhidir ve daima negatif olmayan degerler alir.

ix 3
Sekil 3.3
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K kompakt oldugundan g fonksiyonu minimal degerini € da (£ >0) alir. Ciinkii
g(k)=0 ise W acik oldugundan f(k)¢ W olur. Boylece £>0 sayisi, f(K) nin
W* kiimesine olan uzaklig1 olarak adlandirilir. Ancak her k€ K icin f(k) nin W* e
olan uzakligi, en kiiciik € kadardir. f fonksiyonu K dan W ya tanimli oldugu icin,
bu sekilde tanimlanan biitiin fonksiyonlar degerlerini & komsulugunda alirlar.
Dolayisiyla B(f,€) acik diski (K,W) icinde kalir. Bu ise bize (K,W) nin bir
4 —komsguluk oldugunu gosterir. Boylece (K,W)e u olur. Sonug olarak x — u elde
edilir. ¢ k¥ olamayacagi da benzer sekilde gosterilir.

Fonksiyon uzaylar iizerinde tanimlanan topolojiler az veya ¢ok “natural” bir
yolla tanimlanir. Her biri, kendilerine goére 6zel bir durum ifade ettikleri zaman, o
durum i¢in digerlerinden daha yararli 6zelliklere sahip olabilirler. Buna ragmen
kompakt-acik topoloji nedensiz ve karmagsik gibi goriinse de her zaman icin

digerlerinden daha faydalidir. Ornegin; bir r€ R sabitinin bir fonksiyonla carpimi

olan M (f)=rf fonksiyonu siirekli olmak iizere, baska bir s€ R icin s sayist r ye
yaklasttkca M, fonksiyonuna yaklasan bir M fonksiyonu daha tanimlayabiliriz.
Ancak g metrik topolojisine gore r#s iken B(M 1) acik yuvar icinde M,
fonksiyonu bulunmaz. Diger bir deyisle M, den M ye olan uzaklik, daima 1 den
biiyiiktiir. Dolayisiyla r #s oldugunda |rt—st|21 veya |t|21/|r—s| olacak sekilde
daima bir € R bulabiliriz. Burada en azindan 1 =1/(r—s) segersek, s sayisi r ye
yaklastikca 7 sayis1 biiyiiyecegi i¢in, g topolojisine gére M, nin M ye olan

yakinlasmasi da haddinden fazla biiyiiyecektir. Bununla birlikte, k —topolojinin M

fonksiyonunu icerecek bi¢cimde verilen bir F' taban elemani i¢in, |r— s| < J oldukga
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M, ¥ olan bir §>0 sayist vardir. F in & topolojisi igin bir alt taban oldugunu

kabul edersek, ¢ sayilarindan en kiiciik olan1 kadar sonlu adette arakesit alirsak, x

icin baz elde etmis oluruz. Boylece R de K kompakt ve W acik kiimeleri i¢in
M e (K,W) olur. Eger {|k| ke K} kiimesi i¢in b >0 sayis1 bir iist stir ve K nin
goriintiistiniin W ya olan uzakhigi £ ise |r—s| < & =&/b bulunur. Bunun anlami, her
ke K icin |rk—sk|£|r—s|b<£ dur. Dolayisiyla her ke K icin |rk—sk|<€
oldugundan M, e (K,W) dir. Bu ise, r sayist s ye yeterince yaklastiginda, &
topolojiye gore, M, yi icine alacak bicimde M nin en az bir komsulugunun var
oldugunu gosterir.

Diger yandan nokta-acik topoloji (p) en zayif olandir. Ornegin; birim
fonksiyonun her p—komsulugu icindeki fonksiyonlar (sifir fonksiyonu haric),

uzunlugu 1 birim olan araliklarin (bu uzunlugu istedigimiz kadar kiiciik secebiliriz)

sonlu bir ailesi iizerinde tamimli olsunlar. Mesela, her x, i¢in f(x;)=x, birim
fonksiyonunu alir ve fe ﬂ{(xl.,W,.):i: 1,2, 3} kabul edersek, her i=1,2,3 i¢in
x,€ W, olur. g fonksiyonu da x, merkezli, 1/3 birim uzunluklu ii¢ aralik iizerinde
sifir olmayan bir fonksiyon olsun. Boylece g(x;)=x, olmasi icin g nin grafigi bu
araliklar iizerinde yiikselir, x; de yerel maksimum degerini alir ve keskin bir sekilde

soldan saga dogru sifira dogru geri doner.
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Sekil 3.4

Kompakt-agik topoloji bdyle bir zaafa sahip degildir. Ornegin K =[100,200] ve
W =(99,201) alarak, & topolojisinin (K,W) alt taban elemanlari belirleyelim.
Eger fe(K,W) ve (K,W) icindeki her g fonksiyonu K kompakt kiimesi

iizerinde sifirdan farkli olmalidir, ki bu K kompakt araliklar1 100 birim uzunluklu
araliklardir. Boylece kompakt-acik topoloji, uzunlugu 1 birim olan araliklar iizerinde
sifir olmayan siirekli fonksiyonlarin olusturdugu § kiimesinden, birim fonksiyonu

aywrabilir. Yani, S kiimesi, f in p—komsuluklarinin bir arakesiti oldugundan,
kompakt-acik topoloji ye gore S kiimesinde f fonksiyonu bulunmaz, ancak p

topolojisine gore S kiimesi icinde bulunabilir.
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3.2 Teoremlerin Esdegerliligi

Bu boliimde engii¢lii admissible topoloji icin onemli bir kriter ve bunun
sonucunda da yukarida verdigimiz Teorem 2.2.2.1 ve Teorem 2.2.3.1 e esdeger olan,

strastyla Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 yi verecegiz.

X.,Y ve Z i¢ topolojik uzay, h fonksiyonu da her bir sabit z igin

h:XXZ —Y, h(x,z)=h(x) seklinde tamml siirekli bir fonksiyon olsun. h

fonksiyonu ile birlesimli, 4" :Z — C olacak sekilde bir 4" fonksiyonu vardir. Her

zamanki gibi burada C ile bahsedilen kiime, X den Y ye tanumli biitiin siirekli

fonksiyonlarin olusturdugu kiimedir. #° fonksiyonu her xe X icin h_(x)=h(x,z)
olmak {izere, h*(z):hZ bi¢iminde tamimhidir. 4 ile A" arasindaki en ©nemli

benzerlik, siiphesiz onlarin bire-bir olmalaridir. Yani, her bir 4 fonksiyonuna

karsilik yalniz ve yalmz bir &, fonksiyonu karsilik gelmektedir.

Ozellikle her bir i fonksiyonunun siirekliligi, verilen X,Y ve Z uzaylarmin

topolojilerine bagli iken, A" 1n siirekliligi C fonksiyon uzaymin iizerindeki
topolojiye baghdir. Burada bizim amacimiz; & siirekli fonksiyonlarina karsilik gelen
h* fonksiyonlarmn siirekli olacagi, C iizerinde bir topolojik yap1 kurmaktir. Eger
X uzayr lokal kompakt ise daha once verdigimiz Teorem 2.2.3.1 in bir sonucu
olarak bu durumu saglatabiliriz. Ancak bu sart bizi sik sik kisitlayacak bir rol
oynuyor ki ozellikle X in bir fonksiyon uzayr olmasini engelliyor. Hatta tarihsel
notlarda, bu problemden dolay1 yillar 6nce Hurewicz, Fox a bir mektup yazarak X
uzay1 lokal kompakt olmadiginda C {iizerinde yukarida istedigimiz sarta uygun bir
topoloji tantmlamasini istemistir. Fox da cevabinda o an bunun miimkiin olmadiginm

gostermek icin ileride verecegimiz Teorem 3.2.3 ii ispat etmistir. Bu cevaptan yillar
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sonra ise Z uzayi lizerinde bir takim kisitlamalara gidilerek X in lokal kompaktlik
sartinin kaldirilabilecegi (Teorem 3.2.2) yine Fox tarafindan gosterilmistir.

Lemma 3.2.1: C kompakt-acik topolojiye sahip olsun. Bu durumda /4 1n siirekliligi
X,Y ve Z topolojik uzaylari iizerinde higbir kisitlama olmaksizin 4" 1n siirekliligini

gerektirir.

ispat: h siirekli bir fonksiyon olmak iizere, K = X kompakt, W Y acik ve

zo€ h'[(K.W)] alahm. Boylece Kxz,ch™ (W) olur. h siirekli oldugundan
h! (W) agik olup, U,xV, agik kiimelerinin birlesimleri seklinde yazilabilir. K

kompakt oldugundan KXz, kartezyen kiimesi de kompakt olup, z, 1n her bir V,

komsuluguyla birlikte UU . xV. acik-sonlu birlesimlerinin kiimesi de K Xz, y1 orter.

i=1

O halde [V, kiimesi z, m agik bir komsulugu ve [V, ch™'[(K,W)] dir. Bu ise

i=1 i=1
h* fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.1: X regiiler ve lokal kompakt, Y herhangi bir topolojik uzay ve C de
kompakt-acik topolojiye sahip ise, her Z topolojik uzayi i¢in A 1n siirekliligi A°
fonksiyonunun siirekliligine denktir.
Ispat: Lemma 3.2.1 den dolay1 4 1n siirekliligi /" 1 siirekliligini gerektirir. Biz i’
1n siirekliliginin % 1n siirekliligini gerektirdigini gosterecegiz.

WcY agk ve (x,z)€ h'(W)  olsun. h*(zo) fonksiyonu siirekli
oldugundan %"(z,)e (U,W) olacak sekilde X iginde x, n agik bir U komsulugu

vardir. Ciinkii X in lokal kompakt olmasi nedeniyle R cRcU ve R kompakt

olacak sekilde x, in agik bir R komsulugu vardir. C {lizerindeki kompakt-acik
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topolojiye gore (E,W) acik ve h*(zo)e(E,W) olur. Bu durumda A" siirekli
oldugundan z, n agik bir V komsulugu var ve h*(V)C(E,W)C(R,W) dir.

Boylece RxV kiimesi (x,,z,) 1 agik bir komsulugu olup, RXV h™' (W) dir. Bu

ise h fonksiyonunun siirekli olmas1 demektir.
Teorem 3.2.2: X birinci sayilabilir, ¥ her hangi bir topolojik uzay ve C de

kompakt-acik topolojiye sahip olsun. Her birinci sayilabilir Z uzay1 i¢in A& 1n
siirekliligi A" 1n siirekliligine denktir.

Ispat: Yine Lemma 3.2.1 den dolay1 & m siirekliligi 4" 1n siirekliligini gerektirir.
Simdi biz, A" 1n siirekli oldugunu kabul edip 4 1n da siirekli oldugunu gosterecegiz.

Olmayana ergi yontemini kullanarak, A" fonksiyonu siirekli fakat 2 fonksiyonu

stirekli olmasin. Bu durumdan dolay1 bir ¢eliskiye diismeye calisacagiz. O halde h
siirekli olmadigindan her W cY acig icin A~ (W) acik degildir. Buradan bir
(ips2)€ ™' W) moktast igin  (x,,2,)€ [A" W) :[(h“(W))O} dir. (x,2,)
noktasi civarinda ve X XZ nin bir bazi olacak sekilde {G,} simifim belirleyelim.

Her n tam sayisi i¢in (x,,z,) noktalar1 da hem ﬂGi hem de [h'l(W)]c kiimesinin

elemanlart olsunlar. /"(z,) siirekli oldugundan Vxe U igin h'(z,)e (U,W) olacak

sekilde x, in bir U agik komsulugu vardr.

K=Un|Jx, alahm. K kompakt oldugundan (K,W) agik olup, 2" n

n=0
siirekliliginden, z,e k™' [ (K., W)] igin h"(V) < (K.W) olacak sekilde z, mn bir V

komsulugu vardir. O halde Vn>n, i¢in x, e U ve z, €V olmak iizere bir n,e N
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vardir. Boylece n, dan biiylik her ne N i¢in h(x,,z,)e W dir. Bu durum ise
(x,,z,) noktalarinin segilisiyle bir ¢eliski yaratir. Sonug¢ olarak aksi varsayimimiz
yanlis olup, h~' (W) acik ve dolayisiyla i fonksiyonu siireklidir.

Lemma 3.2.2: X ayrlabilir ve metriklestirilebilir bir uzay, ¥ =R ve C nin
topolojisi de Z :[O, 1] icin A 1n siirekliliginin A" 1n siirekliligini gerektiren bir
topoloji olsun. W =(a,b) c Y sinirh-agik bir aralik ve K < X kapali fakat kompakt
olmasin. Bu durumda (K ,W) ciimlesi higbir i¢ nokta icermez.

Ispat: K kompakt olmadigindan, (x,) dizisi K igindeki bir dizi olmak iizere,

an c X kiimesi de kapalidir. Simdi (K ,W) kiimesinin verilen her h"(0)=#h,

n=1

elemant i¢in, A, (x,)=min {1 +b,hy(x,)+ nz} olarak tanimlayalim.

h fonksiyonu Xx{O}u{an}x[O,l] kapali kiimesi {iizerinde taniml

n=1
oldugundan, h 1n siireklilik durumu X x[0,1] normal uzay: iizerine genisletilebilir.
Eger z>0 ise a+nz>1+b olacak sekilde bir ne N vardir. Boylece her pozitif z

sayisi igin 4 (z)e (K,W)" dir.
Hipotezdeki kosullar1 saglayan C nin topolojisine gore h° fonksiyonu
siireKlidir. O halde /"(0)=hye (K.W) =[ (K, W) | dir. Buise (K,W) nmn hicbir

i¢c noktaya sahip olmadigini gosterir.
Lemma 3.2.3: C uzayinin topolojisi daima A" 1n siirekliligi 4 1n siirekliligini

gerektirecek sekilde ise, verilen bir x,€ X , W ¢ Y agig1 ve bir de f, € (x,,W) igin
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(R,W) kiimesi f, € C nin bir komsulugu olacak sekilde x, m bir R komsulugu

vardir.
Ispat: Her (x,f)e XxXC icin ¢@(x,f)=f(x) fonksiyonunu tanimlayalim.

@' (f)=f oldugundan ¢ siireklidir ve boylece ¢ siireklidir. ¢ nin siirekliliginden

¢! (W) aciktir. Buradan da ¢(R,V)c W olacak sekilde f, m bir V, x, m bir R

komsulugu mevcuttur. Sonug olarak f, €V < (R,W) olur ki, bu (R,W) nin f,eC
nin bir komsulugu demektir.

Teorem 3.2.3: X wuzay1 ayrilabilir ve metriklestirilebilir, ¥ =R olsun. C nin
topolojisinin 4 1n siirekliliginin A" 1n siirekliligine esdeger olan topoloji olmasi igin
gerek ve yeter kosul X in lokal kompakt olmasidir.

ispat: W = (a,b) Y sinirli-agik araligi ve C nin topolojisini de her Z uzayi icin A
ve h" siirekliliklerinin esdeger oldugu topoloji olarak ele alalim. Lemma 3.2.3 den,

her x,€ X ve her f,e(x,,W) i¢in (R,W) ciimlesi f,€ C mn komsulugu olacak
sekilde x, m bir R komsulugu vardir. X regiiler oldugundan x, in bir U

komsulugu var ve UcR olup, (EW) ciimlesi de f, i bir komsulugudur. Lemma

3.2.2 den f, fonksiyonu (E,W) kiimesinin bir i¢ noktas1 oldugundan U kompakttir.

Boylece X lokal kompakt olmak zorundadir. Bu ispatta teoremin gereklilik kismin
ispatladik. Yeterlilik kismi da Teorem 3.2.1 in bir sonucu oldugundan, ispat
tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.2.1: X uzay: ayrilabilir ve metriklestirilebilir ancak lokal kompakt degilse
ve Y=R ise C wuzayr kompakt-acik topolojiyle birlikte birinci sayilabilirlik

aksiyomunu saglamaz.
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Ispat: W =(a,b) Y sinirli-agik bir aralik olsun. Eger C uzayi birinci sayilabilirse
Teorem 3.2.2 nin bir uygulamasi olarak iizerinde tanimli ¢ fonksiyonunun siirekli

oldugunu sdyleyebiliriz. Lokal kompakt olmayan X uzaymmn bir x,€ X eleman ve
her f,e€(x,,W) i¢in Lemma 3.2.3 iin ispatindan, (R,W) ciimlesi f,e C in bir
komsulugu olacak sekilde x, i bir R komsulugu vardir. Simdi U cR olacak

sekilde x, m bir U komsulugunu alalim. Buradan f; elemam (E,W) fonksiyon

climlesinin bir i¢ noktas1 olur. Bu ise U ciimlesinin kompakt olmamas1 demektir ki,
Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2 den dolay1 bu bir celigski yaratir. Dolayisiyla aksi
varsayimimiz yanlis olup, C uzayr kompakt-acik topolojisiyle birlikte birinci

sayilabilirlik aksiyomunu saglamaz.

3.3 Homeomorfizm Gruplari icin Kompakt-A¢gk Topoloji

Buraya kadar olan caligmamizda kompakt-acik topolojinin tanimini verip,
sahip oldugu ozellikleri gostererek, bazi yeni tamimlari ifade ettikten sonra bu
tanimlarla birlikte kompakt-agik topolojinin sagladigi bazi 6zellikleri gostermistik.
Bunlar1 yaparken, kiimeler ve bu kiimelerin iizerine koydugumuz belirli sartlarla
calismistik. Bu son bdéliimiimiizde ise kompakt-agik topolojiyi yine belirli sartlar
altinda simdiye kadar inceledigimiz bazi durumlar i¢cin homeomorfizm gruplari
iizerine uygulamaya calisacagiz.

Notasyon 3.3.1: Bu boliim boyunca, X lokal kompakt bir uzay olmak iizere X in

homeomorfizmlerinin olusturdugu grubu H ile gosterecegiz.
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3.3.1 Kompakt-Acik Topolojinin Minimal Ozelligi

X lokal kompakt Hausdorff uzay1 oldugunda siirekli fonksiyonlarmm C sinifi
izerindeki k —topolojinin en giiclii admissible topoloji oldugunu Teorem 2.2.2.1 de
ispat etmistik. Simdi ise bir lokal kompakt Hausdorff uzayinin homeomorfizmlerinin
olusturdugu H grubu icin admissible olma durumunu inceleyecegiz.

Teorem 3.3.1.1: Rasyonel say1 sisteminin homeomorfizmlerinin bir H grubu i¢in
verilen her bir admissible topoloji, H iizerinde verilecek baska bir admissible
topolojiden daha giiclii degildir.

Ispat: H ciimlesi bir admissible topolojiye sahip olsun. Buradan xeV ve he U

icin |h(x)|<1 olacak bigcimde, 0 1 V komsulugunu ve 6zdes homeomorfizmin de
bir U komsulugunu bulabiliriz. Simdi & bir rasyonel sayi olmak iizere, eV
alahm. H iizerinde, F kapali (£ ye yakinsayan bir rasyonel say1 dizisi igermeyecek
bicimde) ve W acik kiimelerinin (F ,W) formunun alt taban komsuluklarinin

olusturdugu yeni bir topoloji tanimlayabiliriz. A¢ik olarak bu topoloji admissibledir.
Bunu ya admissible olma tanimindan ya da H iizerindeki bu yapinin klasik topolojik

grup aksiyomlarmmi saglayip bir topolojik grup olmasimnin sonucu olarak
sdyleyebiliriz. Bizim, ozdeslik fonksiyonunun yeni bir U" =(F,,...,F;W,,....W,)
komsulugunun U tarafindan icerilmedigini godstermemiz gerekmektedir. O halde
e (a,b]cV olacak bicimde bir (a,b] agik-kapali araligimi bulabiliriz. Buradan
(a,b] araliginm F, U F, U...UF, kapal kiimesinden farkli oldugu da aciktir. Ciinkii
en azindan kiimelerden birisi kapali, digeri degildir. Hatta bu (a,b] agik-kapali

araligi ile 10+ ¢ nun uygun bir komsulugunun karsilikli yer degistirebilecegi bir h
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homeomorfizmini de inga edebiliriz. Sonu¢ olarak he U" olup, ancak he U dur.

Boylece istedigimizi elde ettigimizden ispat tamamlanir.

3.3.2 Lokal Baglantih Uzaylarin Homeomorfizmleri

Teorem 3.3.2.1: Lokal baglantili ve lokal kompakt bir Hausdorff uzayinin

homeomorfizmlerinin olusturdugu ciimle H olmak iizere, k—topolojik yapisiyla

birlikte verilen H uzaymnda, he H igin h 1n siirekliligi 4~ in siirekliligine denktir
ve boylece H uzayi bir topolojik grup olur.
Ispat: 1k 6nce ikili grup isleminin siirekli oldugunu gostermemiz gerekmektedir ki,

bu o6zelligi gosterirken X uzayinin lokal baglantili olmasina gerek yoktur. fge H
n bir komsulugu (K,W) olsun. O halde fg(K)cW oldugundan, g(K)c W)
elde edilir. X lokal kompakt oldugundan, her bir xe g(K) elemani igin, m
kompakt ve V(x)c f'(W) olacak bicimde x in acik bir V(x) komsulugunu
bulabiliriz. g siirekli ve K kompakt oldugundan g(K) da kompakttir. Buradan
X,....x, € g(K) noktalarinin V(x,),....,V(x,) sonlu tane komsuluklar igin

V=V(x)u..uV(x,) olmak iizere, g(K)cCV c V c f'(W) yazabiliriz. Boylece

(K,V) ve (V,W) kiimeleri, sirastyla g ve f fonksiyonlarmin komsuluklaridir.

Dolayisiyla g'e (K,V) ve f'e (V,W) ise fg’e(K,W) olmak zorundadir.

h™" fonksiyonunun siireklilik durumunu incelemeye ge¢meden dnce H 1n

k — topolojisinin alt bazin1 teskil eden, L kompakt, baglantili, (L)° #< ve W agik

olmak {iizere, (L,W) formlarin1 olusturalim. Simdi her K kompakt kiimesi igin
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he (K,W) alalim. W agcik kiimesi lokal baglantili oldugundan, her bir xe K igin,
m kompakt ve f (W)CW olacak sekilde baglantili bir V(x) acig1 vardir.
Buradan x,,...,x, noktalar i¢in K c L, U..UL ve L :\Txi) olacak bi¢imde L,
baglantili kiimeleri vardir. Boylece (L,...,L;W,,...W,)c(K,W) elde edilir ki, bu
istedigimiz durumdur.

7" in bir k —komsulugu olarak, L kompakt, baglantili ve (L) = (E)C #O

olmak iizere, (L,W) cumlesini ele alalim. Ispatm ilk kisminda f (L)cGc GcW

ve G kompakt olacak sekilde bir G agigimin var oldugunu gostermistik. Benzer

sekilde v kompakt ve V cVcGcW olacak bicimde bir V acik kiimesi vardir.

Buradan f(G° 017) c L' f(W) elde edilir. Hatta f(x)e (E)C durumu icin bir x

noktasi bulabiliriz. Boylece U, = [x, G'NV ; (E)C Lnf (W)j climlesi f in bir
k —komsulugudur.

heU, ise h(GCﬁV)CLCﬁ f(W) dir. Bu kapsamanin her iki tarafinin
timleyenini alirsak, LU f(W) ch(GU(V)') elde ederiz. h(G) ve h((V))
kiimeleri ayrik agik iki kiime oldugundan ve L nin baglantililigindan, ya L < h(G)
ya da Lc h((\7)") olmalidir. Ancak LcC h((‘7)”) durumu higbir zaman
gerceklenmez. Ciinkii h(x)e (E)( olup x¢ (V)L dir. Boylece L < h(G) olmalidir.

Buradan da h™'(L)c GcW elde edilir. Bu ise h™'e (L,W) dir. Sonug olarak H
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uzay1 kompakt-acik topolojiye sahip oldugunda, ters fonksiyon siireklidir. Diger bir

deyisle, H uzay1 bir topolojik gruptur.

3.3.3 Kompakt-Acik Topolojide Yakinsakhk

Tanmm 3.33.1: D ve A iki yonlendirilmis sistem ise X =DXA de bir
yonlendirilmis sistemdir.*” x, yonlendirilmis bir kiime ve d’>d olmak iizere her
o =(d,v) igin x, =x, olsun. Bu durumda x ya x in yonlendirilmis bir alt kiimesi

denir. Bu x yonlendirilmis alt kiimesini x, seklinde gosterecegiz.

Verdigimiz bu tanimlari, bazi teoremlerin ispatinda faydalanacagimiz
asagidaki Lemma da kullanacagiz.

Lemma 3.3.3.1: x, nin yonlendirilmis bir alt kiimesi x,, ve x, — x ise, bu durumda
x, — x dir. Eger x,, kompakt bir X uzay1 i¢cinde yonlendirilmis kiime ise x, nin

yakinsak bir yonlendirilmis alt kiimesi vardir.

ispat: Ik once ispatimizin birinci kismin1 gosterelim. O halde x, = x oldugunu
kabul edelim. $imdi, eger xe X icin bir V(x) komsulugu verilirse, dyle bir d,
vardir ki, d >d, oldukca x,€V olur. Her ve A ile 0=(d,v) alalm. Boylece
oc>0, oldukca x_ €V elde edilir Burada o,0,eX ve o=(d,v) ve
o, =(d,,v,) olmak iizere, o >0, esitsizliginin anlam1 d >d, ve v>v, demektir.

Dolayistyla x,, — x bulunur.

Simdi de ispatin ikinci kismim yapalim. X kompakt ve x, € X olsun. Her

xe X in bir V(x) komsulugunu ve d >d_ iken x,¢ V(x) kosulunu saglayacak
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bicimde de bir d_  alalm. X kompakt oldugundan, x,,...x, € X noktalar icin
X =V(x)UV..uV(x,) yazabiliriz. O halde d >d,,....d, olmak iizere x, ¢ X elde
edilir. Bu ise bir ¢eliski olup, bir x€ X , her d ve x in V komsulugu icin d’>d
oldukca x, €V olur. Sonu¢ olarak x in komsuluklarinin formu yonlendirilmis
sistem olugundan, x,, — x bulunur.

Teorem 3.3.3.1: X uzay1 lokal kompakt Hausdorff 6zelligine sahip olmak iizere X

in homeomorfizmlerinin olusturdugu bir H grubu iginde, h, yonlendirilmis bir

kiime ise, bu durumda asagidaki (*) 6zelligi saglanir:

(*) k—topolojide h, — h olmas: i¢in gerek ve yeter sart X de x, — x oldukca
h,(x,) — h(x) olmasidir.
Ispat: Ispatin gereklilik kismi oldukga kolay yapilir. k —topolojide A, —>h olsun.

Zira k—topoloji admissible oldugundan ve Teorem 2.2.4.1 in i) durumundan,

x, = x olduk¢a A (x,) = h(x) elde edilir.

Ispatin yeterlilik kisminda ise, x, — x oldukga h (x,)— h(x) ise, h ve
v>pu olmak iizere biitiin A, lerin olusturdugu ve h m g—komsuluklart diye
adlandiracagimz U, kiimeleri vasitasiyla olusturulan D:{h,hv} climlesi {izerinde
bir admissible topoloji olusturabiliriz. (Burada h, #h olma durumunu ayri

diisiinmeliyiz). O halde D {izerindeki bu topoloji admissible oldugundan, bu

topolojiye gore B de h, — h dir. Teorem 2.2.2.1 den k — topoloji her bir admissible
topolojiden daha giiclii oldugundan, k —topolojide de h, — h dir. Boylece ispat

tamamlanir.
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Simdi, Teorem 3.3.2.1 in esasinin yeniden formiilasyonu seklinde bir teoremi
ispatsiz olarak verecegiz.
Teorem 3.3.3.2: X uzay1 lokal kompakt ve lokal baglantili bir Hausdorff uzay1

olmak iizere, X in homeomorfizmlerinin yonlendirilmis kiimesi olan A, x, = x

oldukga A, (x,) —> x ozelligine sahipse, x, — x olduk¢a A, ' (x,) — x olur.

Teorem 3.3.2.1 de istenilen lokal baglantih olma ozelliginin gereksiz
olmadigini gdstermek icin simdi uygulama niteliginde bir 6rnek verecegiz.

Ornek 3.3.3.1: 0,1,2,3,... ve 1/2,1/3,1/4,... sayilarinin olusturdugu ciimleyi X ile

gosterelim. Boylece X lokal kompakt olup, 0 noktasinda lokal baglantili degildir.

k=1,2,3,... icin asagidaki sekilde tamimli, X in homeomorfizmlerinin bir

h,,hy,h;,... dizisini alalim.

m , m=012,..,k—1
h.(m)=< 1/k m=k
m—-1 , m=k+1k+2,...

1/m , m=23,..,k-1
Ym+l) , m=kk+l,..

h, (1/m) ={

X igindeki tek yakinsak dizi 1/m dizisi ve h, (1/m)—0 oldugundan, h,
homeomorfizmi k —topolojiye gore 0Ozdeslik fonksiyonuna yakinsar. Fakat
h,”'(1/k)=k oldugundan, h,~' homeomorfizmide o a iraksar. Buradaki kusur, X

in 0 noktasinda lokal baglantili olmamasindan kaynaklanmaktadir. O halde

istedigimiz lokal baglantililik sart1 gereksiz degildir.
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3.3.4 Gruplar ve Uzaylar icinde Uniform Yapi

Konunun baglangicinda, kompakt-acik topoloji i¢in baz1 6zellikleri incelerken
kiime topolojisi i¢in uniform yap1 tanimini vermistik.""” Simdi kisaca bu tanimi grup

topolojisine gore nasil yorumlayacagimizi ifade etmeye calisalim.

H Dbir topolojik grup olmak iizere, H {izerinde ii¢ tane uniform yapi
kurabiliriz. Bunlardan ilki olan " uniform yapisi, H daki 6zdeslik fonksiyonunun
U komsulugu i¢in xy™' € U sartini saglayan (x,y)e U" ikililerinin olusturdugu U”
bagintis1 tarafindan meydana getirilen yapidir. Ikinci "¢ uniform yap, yine H daki
ozdeslik fonksiyonunun U komsulugu icin x'ye U sartini saglayan (x,y)e ‘U
bagintis1 tarafindan olusturulur. Ugiincii uniform yapi olan “@° ise U* ve U
bagntilar1 yukardaki gibi tanimlanmak iizere, 'U" = 'U N"U" tarafindan olugturulan

yapidir.

Bir topolojik grup " ve " uniform yapilarina gore tam ise konvansiyonel

olarak tamdir, denir.

Teorem 3.3.4.1: Kompakt bir Hausdorff uzayinin homeomorfizmlerinin olusturdugu

k —topolojiyle donatilmis H grubu ‘" uniform yapisi iginde daima tam dir. Fakat
genellikle " ve " yapilarina gore tam degildir.

Ispat: " uniform yapisina gére bir Cauchy yonlendirilmis kiimesi 4, olsun.
Bunun anlami hv’lhﬂ — Ozdes fonksiyon ve h‘,hﬂ’1 — Ozdes fonksiyon demektir. Her
xe X i¢in X kompakt oldugundan A (x), bir A, (x) yakinsak yonlendirilmis alt
kiimesine sahiptir. Teorem 3.3.3.1 ve h,(x)—>y ve hh, " — dzdes fonksiyon

oldugundan dolayi, her x i¢in A (x) yakinsaktir, sonucunu elde ederiz. A (x) in
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limit noktasina h(x) diyelim. Biz k —topolojiye gére h, — h oldugunu gostermek

istiyoruz. Kabul edelim ki x, — x olsun. Eger hv(xd)%h(x) ise, X in

kompakthigimi kullanarak, 5, (x,) — y# h(x) diyelim. Onceki diisiincemize gore,

. —1 1 _ . . g _

}ifghﬂhv' hv,(xd,)—lllﬂhﬂ(xd,)—y olur. Simdi hgnhﬂ(xd,)—hﬂ(x) ve h,(x)— h(x)

oldugundan limlignhﬂ(x d,):lirllilhﬂ(x ) elde ederiz. Son verdigimiz esitlikte sol
y2 My

taraftaki i¢ limit ile sag taraftaki cift limit esitligi saglar.(lg) Boylece bu durum

y=h(x) olmasina neden olur ve bu ¢eliski % (x,) — h(x) oldugunu kanmitlar. O
halde Teorem 2.2.4.2 den k —topolojide h, — h dir. Ayrica bu sonu¢ £ 1n siirekli
oldugunu gostermemizi de saglar. Simdi biz x, — x olduk¢ca A (x,) = h(x)
olacagini biliyoruz. Bundan dolay1 lignli{nhv(xli) cift limiti icin i¢ limit var
oldugundan hyﬂign h,(x,) =1i§n h(x,) esitligi saglanmahidir. Ciinkii A, iizerindeki bu
sart, b~ lizerindeki ayni sarta esdegerdir. Hatta her xe X igin A, ~'(x) fonksiyonu

tek bir limit noktasina yakinsar. Bu yakinsadigi siirekli fonksiyonu A" olarak

gosterelim. Teorem 2.2.4.2 yi tekrar uygularsak, hﬂhv"'(x)—>h(h*(x)) bulunur.
Boylece he H dir. Buise H mn " uniform yapisina gore tam oldugunu gosterir.

H 1 " uniform yapisina gore tam olmadiginmi gostermek igin bir rnek

verelim:

tx , 0<x<1
h (x)= vetzl/n,n=l,2,3,...
2-(x-1) , 1<x<£2

olmak iizere, X :[0, 2] kompakt araliginda tamimli homeomorfizmlerin bir (4,)

dizisini alalim. Buradan A h,~' fonksiyonunun 6zdes fonksiyona uniform yakinsak
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oldugunu goriiriiz. Fakat her xe [0,1] i¢in A,(x) -0 a yakinsar. Ciinkii f siirekli
fonksiyonu i¢in h, — f ise, k—topolojiye gore hvhﬂ"l — ozdes fonksiyon dur.
Dolayisiyla H grubu " uniform yapisina gore tam degildir.

Uyar1 3.3.4.1: X kompakt ve (X,d) bir metrik uzay olmak lizere H lizerinde
tanimlanan bir m, (f,g)=supd(f(x),g(x)),xe X metrigi " uniform yapisi ile
uyumludur.” H iizerindeki bagka bir mz(f,g):max{ml (f.g).m, (f"l,g")}
metriginin de “¢" uniform yapisi ile uyumlu oldugu Oxtoby ve Ulam“” tarafindan

gosterilmistir. Bu metrikler es deger metriklerdir.®” Boylece H grubunun m,

metrigine gore tam olmamasina ragmen m, ye gore tam oldugunu da van Dantzing

gdstermistir.?®
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada oncelikle kompakt-acik topolojinin, topolojik ve geometrik
anlam incelenmis, sagladigi bazi temel topolojik kavramlar verilerek, kompakt-acik
topolojiyle birlikte farkli li¢ yapinin karsilastirilmali bir incelemesi yapilmistir. Daha
sonra bu ozelliklerden faydalanilarak farkli bir yoldan ikinci boliimde verilen bazi
teoremlerin topolojik esdegerleri ifade edilmis ve ispatlanmistir. Son olarak ise
kompakt-acik topolojinin yine ikinci boliimdeki bazi durumlari homeomorfizm

gruplarina aktarilmistir.
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