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OZET

DUZLEMDE VE UZAYDA KINEMATIK GEOMETRI

OZKALDI, Siddika
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman : Prof. Dr. Halit GUNDOGAN

Haziran 2006, 123 sayfa

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris icin ayrilmistir.
Ikinci boliimde bir sonraki boliimde kullanilacak kati cisim hareketine ait temel
kavramlar ele alinmistir. Bu boliimde diizlem displerini, kiiresel displeri ve uzay
displerini temsil eden matris dontisiimleri tanitilmis, bu matrislerin karakteristik
vektorlerinin, yukarida ele alinan displerin geometrik olarak sirasiyla pol noktasti,
donme ekseni ve vida ekseni oldugu gosterilmistir. Ayrica Cayley formiiliinden
yararlanilarak, verilen bir eksen etrafindaki donmeye karsilik gelen pozitif ortogonal
matris bulunmus ve 6rneklendirilerek incelenmistir. Uciincii boliimde, kat1 cismin
siirekli hareketi, displerin parametrelendirilmis bir ctimlesi ile 6zdeslestirilmistir.
Diizlem ve uzay dispinin durumuna gore bir donmenin acisal hiz matrisinin

ozelliklerini genellestirmek icin tanjant operatorler elde edilmistir. Bir uzay dispin

tanjant operatorii screw adi verilen 6—boyutlu bir vektorde toplanmis ve IR* iin



bivektorleriyle screwler bir tutulmustur. Dual sayilar, dual vektorler ve dual matrisler
tanitilmis, screw teorinin temel bilgileri verilerek, dual say1 cebiri, screw koordinat
doniisiimlerinde kullanilmigtir. Boylece dual ortogonal matrisler tanimlanmig ve bir
dual acisal hiz matrisinin iisteli olarak bir vida dispi elde edilmistir. Ayrica, Clifford
Cebir ingaas1 kurulmustur. Genel Oklid skalar ¢carpimi kullanilarak kompleks sayilar
ve Hamilton kuaterniyonlar1 sirasiyla diizlem ve uzayin Clifford cebirleri olarak elde
edilmistir. 3— ve 4— boyutlu uzaylar icin dejenere skalar carpim kullanilarak
diizlem ve dual kuaterniyonlar1 Clifford cebirleri olarak elde edilmistir. Dordiincii

boliim tartisma ve sonug i¢in ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler : Hareket, disp, Cayley formiilii, tanjant operatorii, screw teori
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ABSTRACT

THE KINEMATIC GEOMETRY ON THE PLANE AND SPACE

OZKALDI, Siddika
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Deparment of Mathematics, M. Sc. Thesis
Advisor : Prof. Dr. Halit GUNDOGAN

June 2006, 123 pages

This thesis consists of four sections. The first section is reserved for
indroduction. In the second section, we give basic concepts which is belong to
motion of rigid body that we use in the following sections. In this section presents
the matrix transformations which represent planar, spherical and spatial
displacements. The eigenvectors of these matrices are the pole, rotation axis and
screw axis, of the respective displacements as a geometrically. By using Cayley’s
formula, a positive orthogonal matris is obtained which is corresponding of rotation
about the given axis and are investigated on the related examples. In the third
section, the continuous motion of a rigid body identifies with a parameterized set of
displacements. In this section the tangent operator is introduced to generalize the
properties of the angular velocity matrix of a rotation to the cases of planar and

spatial motion. The elements of the tangent operators of spatial motion can be

iii



reassembled into six dimensional vectors known as screws and the equivalence of
screws to bivectors of IR*. Thus, dual numbers, dual vectors and dual matrices are
also introduced and shown that dual number algebra is presented to screw coordinate
transformations. So, dual orthogonal matrix is defined and the screw displacement is
obtained as the exponential of a dual angular velocity matrix. Also, it is described the
construction of Clifford Algebra. By using general Euclid scalar product, complex
numbers and Hamilton’s quaternions are elements of Clifford algebras of the plane
and space,respectively. By using degenerate scalar products for three and four
dimensional spaces, planar and dual quaternions are found to be Clifford algebras.

The forth sections is reserved for discussion and conclusion.

Key Words : Motion, displacement, Cayley’s formula, the tangent operator, screw

theory.
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1.GIRIS

1.1. Kaynak Ozetleri

Temel kavramlar i¢in An Introduction to Theoretical Kinematics (J. M.
McCarthy), Theoretical Kinematics (O. Bottema, B. Roth), Analitik Geometri
(Riistem Kaya) ve Lineer Cebir (H. Hilmi Hacisalihoglu) adli kitaplardan
yararlanilmistir. J. M. McCarthy, An Introduction to Theoretical Kinematics adl
kitabinda, kati doniisiim, diizlem displeri, kiiresel displer ve uzaysal displer ele
alinmistir. O. Bottema, B. Roth, Theoretical Kinematics adli kitabinda dénmeler icin
Cayley formiilii incelenmistir. J. M. McCarthy, An Introduction to Theoretical
Kinematics adli kitabinda bir kat1 cismin hareketi tanimlanarak, tanjant operatorler
elde edilmistir. H. H. Hacisalihoglu’ nun Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar
Teorisi adl1 kitabinda dual sayilar ve kuaterniyonlar incelenip, J. M. McCarthy, An
Introduction to Theoretical Kinematics adli kitabinda dual say1 cebiri, screw
koordinat doniisiimlerinde kullanilmistir. Boylece ortogonal matrisler tanimlanmis ve
bir dual acisal hiz matrisinin iisteli olarak vida dispi elde edilmistir. P. Lounesto,
Clifford Algebras and Spinors adli kitabinda bivektorler ve Clifford carpimi
tanimlanarak bir Clifford Cebir insas1 kurulmustur. Son olarak J. M. McCarthy, An
Introduction to Theoretical Kinematics adli kitabinda kompleks sayilar,
kuaterniyonlar, diizlem ve dual kuaterniyonlar Clifford Cebirleri olarak elde

edilmistir.



1.2. Calismanin Amaci

Diizlemde ve uzayda hareketlerin ele alinmasi ve bunlarin drneklendirilerek

incelenmesi amaglanmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Kat1 Doniisiimler
2.1.1. Koordinat Doniisiimleri

Kinematik, noktalarin dolayisiyla geometrik yerlerin hareketinin geometrik
ozelliklerini inceler. Bu hareket ardisik donmeler, otelemeler yoluyla yapilir. Eger
cisim bir kati cisimse yani cisimdeki herhangi iki nokta arasindaki uzaklik hic
degismiyorsa bu hareket ardisik bir dteleme bir donme veya ardigik bir dénme ve bir

otelemeyle yapilir.

Matematikte cebir, geometri, ..., dallarina ait bazi kavramlar, kinematik acidan
ele alindiginda bazen degisik isimlendirmeye ugrarlar. Ornegin cebirsel olarak, bir
f i IR" ——IR"
doniistimii
d(x,y)=d(f(x),f ()
ozelligine sahipse f ye bir izometri denir.”” Kinematik acidan bu f doniistimii yer
degistirme olarak adlandirilir. Bu calismada yer degistirme yerine kisaca disp

kavramini kullanacagiz ve bunu D ile gosterecegiz.

IR" Oklid uzayinda bir cismin yer degistirmesinden, cisimdeki biitiin
noktalarin bir D dispi ile belirlenen yeni konumu anlagilacaktir. Bu dispi
gbdzlemenin matematiksel acidan Onemi, cisme yerlestirilen, cisimle baglantili bir
catimin hangi konuma tasindigim1 gozlemektir. Bu catilardan, ilk konumundakine
sabit cati, ikinci konumundakine hareketli cati diyecegiz ve sirasiyla F' ve M ile

gosterecegiz. Boylece bir D dispi,



D:F——M
x—X z[A] x+d
seklinde tanimli uzakli§i koruyan doniisiim olarak ele alimir. Burada x, F de
Olciilen bir noktanin koordinat vektorii ve X ise ayni noktanin M de olgiilen
koordinat vektoriidiir.
Bundan sonra aksi sdylenmedikce, n—boyutlu uzayda bir vektori,

n —boyutlu vektor olarak adlandiracagiz.

Eger hareketli cisim n—boyutlu ise (genellikle n =2 veya n=3) o zaman,

[A] bir nxn tipinden matris ve d , bir n—boyutlu vektdrdiir.

Bu doniisiim uzakligi koruyan bir doniisiim oldugundan M de P ve Q

noktalar1 arasindaki uzaklik Oklid metrigine gore,

d(P,Q)=|P-0Q|

= (P-0) (P-0Q)
dir. Ayrica

D:F——M
p—)P:[A]p+d
q—>Q=[A]q+d

olacagindan

d(P.Q)=|P-0|
=|([Al p+d)-([A]g+d)|

:|[A](p—q)+d—d|



=[[4](p-q)|

~J((A1r-a) ([Al(p-9)

=\/(p—CJ)T[A]T[A](p—q)

dir.
F de p ve g noktalar arasindaki uzaklik Oklid metrigine gore,
d(p.a)=|p—ad|
d(p.g)=y(r-q) (p-q)

dir.

d(P.Q)=d(p.q) | A" |[A]=]1,]

e [A]'H 4]

[A] matrisi ortogonal matris olmak zorundadir. Buna gore [AT} matrisi, [A]

matrisinin hem sag hem de sol inversidir.
det(1, ):det([AT ][A])
1=det(A”)det(A)=det(A)det(A)=(det(A))
Bu durumda det(A)==1 dir.

Tamm 2.1.1.1 : det( A)=1 olacak sekildeki ortogonal matrislere donmeler denir.

det(A)=—1 olacak sekildeki ortogonal matrislere yansimalar denir."”

Yansimalar kat1 doniisiim i¢in saglamasi gereken sart1 saglamakla birlikte bu

calismada bir kat1 cismin konumunu tanimlamakta sadece dénmeler kullanilmstir.



2.1.2. Displer

n—boyutlu bir uzayda bir disp D=(A,d) matris—vektor ciftiyle
tanimlanmustir. Burada [A] , bir nXn tipinden donme matrisi ve d, bir n—boyutlu
vektordiir.
Tanum 2.1.2.1 : D=(A,d ) matris—vektor ¢iftinde eger 6zel olarak

d =0 ise R=(A,0) matris—vektor ¢iftine bir sirf donme,

A=I, ise T=(1,,d) matris—vektor ciftine bir surf dteleme ad verilir."

Tanim 2.1.2.2 : IR" n—boyutlu uzayda displerin ciimlesine, n—boyutlu uzayin

Oklidyen grubu adi verilir ve SE(n) ile gosterilir."”

Teorem 2.1.2.1 : SE(n) asagidaki dzellikleri saglar.
1) D,, D, displerin bileskesi olan D=D, D, de bir disptir.
2) Displerin bileskesi birlesme 6zeligini saglar.
3) 1=(1,,0) dispi 6zdeslik dispidir.
4) Her bir D=(A,d ) dispi yine bir disp olan bir D’lz(AT —A'd ) inversine
sahiptir.
Ispat :1) D, : M,——M, ve D, : F—— M, bir disp ise bileske disp
D=DD,:F—M,
dir. D, ve D, sirasiyla (A.d,) ve (A,.d,) ile verilirse, D, i¢in X =[A]x+d,,
D, i¢in X =[A,|x+d, dir.
DD, (x)=D,([A]x+d,)=[A]([A]x+d,)+d,

= [Al][Az]x+ [Al]dz +d,



elde edilir. Boylece D =D, D, :F —— M , bileske dispi

D=D\D,=(A.d,)(A,.d,)=(AA,, [A]d,+d,)
olarak tanimlanmustir. [A,] ve [A,] birer donme matrisi iken [A,][A,] de bir dsnme
matrisidir.

2) D,=(A.d,),D,=(A.d,) ve D, =(A,,d,) birer disp olsun.

D,(D,D;)=(A, dl)((Az’ d,)(A;. d%))

D,(D,D,)=(A, d,)(AA,, Ad,+d,)

D,(D,D,)=(AAA,, A(Ad,+d,)+d,)

D,(D,D,)=(AAA,, AAd,+Ad, +d,)

D,(D,D,)=(AA,,Ad, +d,)(A,.d,)

D, (D,D;)=((4.. d,)(4,. d,))(4;. d;)

D, (D2D3)=(D]D2)D3

3) 1=(1,,0) ve D=(A,d) displeri verilsin. D i¢in X =[A]x+d, I igin
X =[1,]x=x dir.

DI(x)=D(x)=[A]x+d dir.
Benzer sekilde ID(x)= D(x) oldugundan /=(1,,0) dispi dzdeslik dispidir.

4) D=(A,d) dispiigin X =[A]x+d dir.

X =[Alx+d &[Alx=X-d

e[AT][A]=[A"|(x -4)

e[1,]x=[A"]x-[A"]d



ex=[A"]|Xx-[A"]d
elde edilir.
DM —F
X—— D" (X)=x=[A"]|X-[A"|d

dir. O halde D™ =(A",—A"d) dir.

Sonug 2.1.2.1 : SE(n)bileske islemine gore bir cebirsel gruptur.

2.1.3. Referans Catilarin Degisimi

Bir D dispi

D:F—M
ile verilsin. Sabit F ve hareketli M catilarimin yeni koordinat ¢atilarina bagh F” ve
M’ konumlari

G'":FF——>F ve G:M—M’
ile verilsin. Bu durumda

D :F ——M’

dispi D"=GDG"™" ile verilmistir.

F D » A
G G
F >M'
D' =GDG™



2.1.4. Homogen Doniisiimler
Disp, bir lineer doniisiim degildir. Ornegin bir T =(1,,d) dtelemesi i¢in

T:-F—M
x——T(x)=x+d

olmak ilizere herhangi iki vektor x,y icin
T(x+y)=x+y+d,
T(x)=x+d
T(y)=y+d
dir. Bu durumda
T(x)+T(y) =x+y+2d #T(x+ y)
olup bir 6teleme dolayisiyla bir disp, lineer bir doniisiim degildir.
Boylece IR" in displeri, nXn—matris dontigiimiiyle temsil edilmeyebilir. Bu
durum, H:x,,=1 n—boyutlu hiperdiizlemi gibi IR"" de IR" embeddingi ile

ortadan kaldirilabilir.

IR™ in lineer doniisiimleri, H —hiperdiizleminde kati1 cisim displerinin

roliinii oynar.

IR" de n—boyutlu koordinat vektdrii x=(x,x,,...x,) ise H hiper-
diizleminde n+1-boyutlu vektér x=(x,x,,...,x,,1) dir. Bu, x=(x1) olarak
yazilir.

IR" inbir D=(A,d) dispi IR"" in [T]=[A,d] lineer déniisiimii olur ve

HEEHN



bigiminde verilir. [T]=[A,d] bir lineer doniisiimdiir. Gergekten,

i) Vx=(x1),y=(y,1)e H i¢in x+y =(x+y,1)e H

SR 5 AR

ii) VcelR, Vx =(x,1)eH i¢in cx =(cx,1)e H

o 2 (o

Tanum 2.14.1 : [T]=[A,d] (n+1)x(n+1)—matrisine D =(A,d) dispi ile temsil
edilen homogen doniigiim adi verilir."
Iki dispin bileskesi olan D=D,D,, [T]|=[T;][T,] bi¢iminde homogen

doniigiimlerin carpim matrisi ile verilmistir. 7=(/,,0) 6zdeslik(birim) dispin

n’

I, 0
homogen doniisiimii, [/]= { O" J (n+1)x(n+1)—boyutlu 6zdeslik matrisidir.

AT —A'd
D'=(A",— A"d ) invers dispin homogen doniisiimi ise [T‘l] :{ 0 X } invers

matrisidir.

Sonug 2.1.4.1 : (n+1)x(n+1)—boyutlu homogen déniigiimlerin ciimlesi H (n) ile

gosterilen bir matris grubudur.

10



2.2. Diizlem Displeri

2.2.1. Koordinat Doniisiimleri

Eger x=(x,y) F koordinat ¢atisinda dlgiilen sabit cisimde bir P noktasinin

koordinatlar1 ise M de 6l¢iilen P nin koordinatlari

X =[A]x+d

. o cosf —sinf d | .
ile verilmistir. Burada [A]=] 0 Pt d= p dir.
sin cos

cos@ —sinf d, . o 1
Tanum 2.2.1.1 : [A]=| . ve d = olmak iizere D =(A,d) cifti bir
sin@ cosé d,

D:F——M
xr—X :[A]x+d

doniisiimii tanimlar. Bu doniisiime bir diizlem dispi ad1 verilir.V

M
F
A F
x
X 6

t GUATEE
d, e
| i X

«—d —» -

Sekil 2.1. Biri digerine bagl olarak yer degistiren bir diizlem cismi

cosd —sind

[a1-|

. matrisinin inversi [ATJ matrisidir. Bundan dolay1 [A]
sind cosé@

bir ortogonal matristir, determinant1 1 dir ve bir donme tanimlar.

11



2.2.2. Bir Diizlem Dispinin Polii

Bir genel diizlem dispi icin hareketsiz bir nokta vardir. Bu noktanin
koordinatlar1 her iki F ve M referans ¢atilarinda da aymidir. Bu noktaya pol noktas:

ad1 verilir.\!

Teone, M

SOR

posinon A
-~ posisvon

Sekil 2.2. Bir diizlem dispinin polii
D=(A,d) disp olsun. Diizlem dispinin p pol noktasimnin koordinatlarini
belirleyelim. p pol noktast p=[A]p+d denklemini saglar.
p:[A]p+d (:)[IZ—A]p:d
o -[A-1]p=d
op=—[A-1,]"4d
veya
r=talrea={ 00 o e
N {pl =cos(8) p, —sin(0) p, +d,
p, =sin(8) p, +cos(8) p, +d,

(1=cos®) p, +sin(8) p, =d,
—sin(8) p, +(1—cos8) p, =d,

Sistemin katsayilar matrisinin determinanti

12



1—cos@ sin @
=2-2cos@=0

sin @ 1—cosé@
dir. (Aksi takdirde 2—2cos@ =0 olsaydi cos@ =1=60=0+2kx, ke Z olurdu ki bu

durumda sirf 6teleme olurdu.) Sistem Cramerdir.

d, sin@ d\ . (6 (d, 6
—Llsin| = |=] =% |cos| —
B d, l-cos@ 2 2 2 2
= l-cos® sinf | ) (9)
sin| —
sin@ 1-cos® 2
I-cos@ d, d 0 d 0
) —L lcos| — |+| =% |sin| —
B sin@  d, 2 2 2 2
P = coso sind | ) [0]
sin| —
sin@ 1-cos® 2
elde edilir.

Ozel olarak A=1, iken p=[l,]p+d olacagindan p=-[I,-1,]"'d bir
¢oziim vermez. Disp D =(A,d)=(I,,d) dir. Bu durumda surf Steleme vardir ve

dispin pol noktasi yoktur. Yani sirf telemede, hi¢ bir nokta sabit kalmaz, cismin

biitiin noktalar1 hareketlidir.
Eger p bir D dispinin polii ise, G(p) de referans catinin degisimiyle elde

edilen D"=GDG™" dispinin poliidiir. Gergekten,

D'(G(p))=GDG™(G(p))=G(p)

Pol ve donme acis1 dispin geometrik oOzelikleridir ve referans catidan

bagimsizdir.
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2.2.3. Homogen Doniisiimlerde Pollerin Kullanilmasi

X| |A dix
1] 1o 1]1
matrisini 3X3—tipinden matris formunda yazarsak,

X cosd —sinf d, || x
Y |=|sin@ cos@ d,|ly
1 0 0 1|1

olur. Bu bir diizlem dispinin homogen doniigiim temsilidir.

H (3) matrisi, 3—boyutlu uzayn lineer doniisiimleridir dyle ki diizlem

dispine denk bir yolla z =1 diizlemine etki eder.

Bir D =(A,d ) dispinin polii, homogen doniisiimlere gore yazilan

p| |A djp
1] [o 11
matris karakteristik deger problemini saglar.

A cos@ —sinf d,
Bu [0 1 } =|sinf cos@® d,| matrisinin Kkarakteristik degerlerini
0 0 1

bulalim.
A—cos@ sin@  —d,
—sin@ A-cos€ —d,|=0
0 0 A-1
(1—/1)(/12 —2/10056?+1) =0
21 :1’ 22‘3 :eirié?
A =1 Xkarakteristik degerine karsilik gelen karakteristik vektor, diizlem

dispinin pol noktasidir. Gergekten,
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I HEH S WY

= Ap-1L,p+d=0

= Ap+d=p

Boylece p=—[A-1,]"'d de tammlanan p=(p,, p,,1) polii bu karakteristik

vektordiir.

cos@ —sin@

A, =€ karakteristik degerleri ayrica [A]=|
- sinf cosé

} matrisinin
karakteristik degerleridir.

A, =e” karakteristik degerine karsihk gelen Kkarakteristik vektor
X= (xl,xz,x3) 1 bulalim.

cosd —sinf d, || x X,
sin@ cos@ d, | x, |=€|x,
0 0 Ll x X,

cos(8)x, —sin(8) x, +d,x, = €”x,
sin(6) x, +cos (8) x, +d,x, = e”x,

_ i
Xy =€ X,

x, =t€ IR—{0} denirse
x, =—it X =(t,-it,0)

x =0

elde edilir.

Benzer sekilde A, =e™ karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik

vektor te IR-{0} olmak iizere X = (xf,x;,x;) =(1,i1,0) dir.
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Bu X ve X' dan ¢, ve c, reel ortogonal vektor gifti,

X+X
¢ =
2
X-X .
c, = i
2

formiiliiyle olusturulabilir.

_X+X X-X

G =(1,0,0) c, =

i=(0,2,0)
<c1,c2> =0 oldugundan ¢, L c, dir.

Bu ¢, ve ¢, noktalarin hareketli ¢at1 koordinatlar1 C, ve C, ise,

cos@ —sin@ d, [t
C =[A.d]c,=|sin@ cosé d, | 0|=(tcos,tsinB,0)=cos(8)c, +sin(8)c,
0 0 11]/0

cos@ —sinf d, |
C,=[A.d]c,=|sind cos® d,
0 0 1

=(~tsin8,rcos8,0) =—sin(6)c, +cos(8)c,

S =~ O

olarak bulunur. Bu vektorler IR’ iin z=0 diizlemini gerer ve [A,d] doniisiimii, bu

diizlemdeki reel vektorler iizerinde bir diizlem donmesi roliinii oynar.

2.3. Kiiresel Displer
2.3.1. Koordinat Doniisiimleri
Bir M hareketli ¢catidaki 3 —boyutlu bir cismin sabit bir F' ¢atisina bagh

donmesi

X=[A]x

16



denklemiyle verilir. Burada x ve X swrasiyla F' sabit ¢ati ve M hareketli ¢atidaki

bir noktanin koordinatlaridir.

¢
M

N 3
@] )3

g

Sekil 2.3. Biri digerine bagh olarak 3 — boyutlu bir cismin donmesi
Déniigiimiin bir kat1 doniisiim olabilmesi i¢in [A] matrisi
<X,X> =X"X=x" [AT}[A]xszx=<x,x>

esitligini saglamal1 yani,

(A" ][A]=[£]

olmalhidir. Bu sart, bir matrisin ortogonal matris olma sartidir. Donmeler,

determinant1 1 olan ortogonal matrisler ile verilir. Bu ortogonal matrislerin ciimlesi
SO(3) ile gosterilir ve SO(3) matrislerde carpma islemine gore bir matris
grubudur.m

X = [A]x dontisiimii, baglangigta F' ile ¢akisan M catisinin bir dispi olarak

ele alinabilir. Boyle ele alindiginda, cisimdeki bir P noktasinin ilk konumu x ve son

konumu X dir. X =[A]x ile belli olan déniisiime kiiresel disp adi verilir."”
x, y ve z eksenleri etrafindaki donmeler sirasiyla R, R), ve R ile

gosterilirse,
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A F——M

donme doniisiimii,

cos@ 0 —sin@f1 O 0 cosy -—siny O
[A]=RRR = 0 1 0 0 cos?®d —sind||siny cosy O
sinf 0 cos@ ||0 sin?? cos?? 0 0 1

olarak da bellidir.

2.3.2. Bir Ortogonal Matrisin Karakteristik Vektorleri

[A] nin etkisi altinda hareketli cisimde sabit uzaya gére konumu degismeyen

noktalarin ciimlesi,
[A]x=x
matris denkleminin ¢éziimleridir. Bu denklemi,
[A]x=Ax
karakteristik deger problemine genisletebiliriz. Bu, M deki X koordinatlari, F

deki orijinal x koordinatlarinin bir sabit 4 kati demektir. Biz A =1 i¢in, mevcut

olan c¢oziimleriyle ilgilenecegiz.

[A]xz x denkleminin x=0 dan farkli ¢éziimlerinin olmas1 i¢in [/113 —A]

katsayillar matrisinin determinanti sifir olmalidir. Buna gore genel bir

all alZ a13
A=|a, a, a,, | donme matrisiigin,

a;; 4y Ay

A-a, 12 13
|AL,-Al=0=| a,, A-a, a, |=0

a

a a

31 as, A- Qs3
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=-V+A(a,+a,+a,)—A(M,,+M,, + M) +det[A] =0
karakteristik polinomunu verir. Burada M, i =1,2,3 i—yinci satir ve i—yinci siitun

silinmesiyle elde edilen minordiir.

1
det A

Bir doénme matrisi i¢in det(A)=1 ve A'=A"'= A=A oldugu
kullanilirsa M, = a,; bulunur. Boylece karakteristik polinom,

A =2 (a,+a,+a,)+A(a, +ay,+a;)-1=0
haline gelir. 4 =1 bir kok oldugundan karakteristik polinom

(A-D)[ A =A(a,, +a, +ay, ~1)+1]=0

dir. IZA=a,, +a,, +a,, =a ile gosterilirse,

(a—l)?( (a—l)2 —4)

A =A(a-1)+1=0=> 4, =

2
ve
2 2

denirse,

A =cosfF (\/cos2 6—1)

A,y =cos@Fisinf

/12‘3 — eiiﬁ
elde edilir.

[A] nin A =1 karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik vektor b

olsun. [A] nin etkisi alunda hareketli cisimde konumu degismeyen noktalarin
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climlesi, [A]x:x denkleminin ¢oziimii oldugundan, b yoniinde v=tb dogrusu

tizerindeki biitiin noktalar sabittir. Bu cismin donme eksenidir.

F Didnme ekani

b M

-

7

z

Sekil 2.4. Her bir donme sabit bir eksen etrafinda donmeye indirgenir.

cos@ —-sin@ O
Ozel olarak dénme matrisi [A]: sin@ cos@ O] olsun. [A] matrisinin
0 0 1

karakteristik degerlerini bulalim.

[A]lx=Ax=|Al,-A|=0

A—cos@ sind O

—sin@ A-cos@ 0|=0
0 0 1

(}u—l)(/l2 —2/1c0s¢9+1) =0

A=1, A= A=e"
4 =1 Kkarakteristik degerine karsilik gelen karakteristik vektor b = (b,,b,,b,) olsun.

cosf —sinf 0| b b,

[A]lb=b=|sin€® cosé O] b,|=|b,
0 0 11| b, b,
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cos(6)b, —sin(8)b, =b,
= 1sin(8)b, +cos(8)b, =b,
b, =b,

(1—cos@)b, —sin(6)b, =0
—sin(8)b, +(1—cos8)b, =0

1—cos@ sin @

Sistemin katsayilar matrisinin determinanti =2-2cos8 %0

—sin@ 1-cos@

oldugundan b, =b, =0 dir. Bu durumda b =(0,0,b;) elde edilir.

A, =€’ karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik  vektor
x =(x,,x,,%;) olsun.

cosf —sinf O | x X,
i0

[A]x=€“x=|sin@ cos® O x, |=¢"|x,
0 0 1| x

3

cos(8) x, —sin(8) x, =e“x,

— < x,sin(8)+x, cos(8) = e x,

cos () x, —sin () x, =(cos @ +isin ) x,
= {x,8in(0)+x,cos () =(cos@+isinb)x,

x, =(cos@+isin ) x,

x, =te IR—{0} denirse
=X, =—it
x,=0

Bu durumda x =(z,—it,0) elde edilir.

Benzer sekilde A, =e™ karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik

vektor te IR—{0} olmak iizere x" = (xf,x; X, ): (¢,ir,0) bulunur.
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X ve X dan

X+x
C]:

=(1,0,0)

*

X—X

C, =

i=(0,,0)

reel ortogonal vektorleri olusturulabilir. Bu noktalarin hareketli ¢cati koordinatlar1 C,

ve C, olmak iizere

cos@ —sin@® O]t
C, =[A]c,=|sin@ cos® 0 0|=(tcosb,1sinb,0)
o o 1][0

cos® —sinf O]
C, =[A]c, =|sin@ cosé 0
0o 0 1]

=(—tsin 8, rcos 6, 0)

S =~ O

dir. Bu b ye dik x ve x karakteristik vektorleriyle tanimlanan reel diizlemde

6 —acilik bir donmedir.

.

dimme soseni

=
x w x ilegerilen
karakteristik uzay

Sekil 2.5. Donme matrisi icin ortogonal karakteristik uzay ve b reel karakteristik vektor
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2.3.3. Cayley Formiilii

Orijin etrafinda bir donme hareketi [A]x=X ile verilmekte olup, bir
harekette cismin noktalar1 arasindaki uzaklik sabit kalacagindan,

(re)=(x.X)
dir.

<X—x,X+x>:<X,X>+<X,x>—<x,X>—<x,x>:O
yazilabilir. Bu, dik a¢i1 altinda kesisen ve kenarlar1 X ile x olan bir eskenar

dortgenin kosegenlerinin X +x ve X —x oldugunu ifade eder.

Sekil 2.6. Bir antisimetrik matrisin iglevi

Boylece

f=X-xve g=X+x
vektorleri ortogonal olup, [A] x=X esitligi goz Oniine alinirsa,
f=[A-1]x g=[A+1]x (f.8)=0
bulunur. [A] x =—xdurumu yani [A] ortogonal matrisinin karakteristik degerlerinden

birisinin —1 olma durumu hari¢ tutulursa o zaman [A+1,] matrisi regiilerdir. Bu

durumda,
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x=[A+1]" g

f=(A-1][a+1] "¢
elde edilir.

[B]=[A-1,][A+1,]"
denirse,

f=[Blg

bulunur.

Teorem 2.3.3.1 : | B] matrisi antisimetrik bir matristir.

Ispat : <f,g>:<[B]g,g>:O

8
b, b,-b, 1" [bu&+hg, +..+b,g,
. . . 8, .
[Ble=| i = :
bnl bn2 o bnn . bnlgl -i_bnzg2 +"‘+bnngn
8.
T
(Bg.g)=[Bg] g=0
8
[b11g1+b12g2+...+b1ngn ‘..b111g1+b112g2+"‘+blznglz] : =0
8

bllglgl +b1282g1 +"'+b1ngngl + ”.+bnlg1gn +bn2g2gn +"‘+bnngngn =0

n

Z(bi/' +bji)gigj +>.b,8.8,=0
i%) i=j

elde edilir. Bu esitlik her g ic¢in dogru oldugundan

b, +b, =0, b;=0 =b,=b,, b,=0
%K—J

Ji? i
M

i#j i=j

olmalidir. Bu durumda [B] matrisi antisimetrik bir matristir.
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[B]=[A-1,][A+1]"

[Bl[A+1,]=[A-1,]

[Bl[A]+[B]=[A-1,]

[A]-[B][A]=[1,+B]

[A]lZ, - B]=[1,+B]
dur.

2 ve bir

[B] matrisi antisimetrik bir matris oldugundan detB>0 dir
antisimetrik matrisin tim karakteristik degerleri imajinerdir. Gercekten, [B]

matrisine karsilik gelen antisimetrik bir doniisiim,

B:IR"—— IR"

x——B(x)=Ax
olsun.
(B(x),x)=(Ax,x)=A(x,x)
(x,B(x)) = (x, Ax) = T (x; x)

dir. Burada A, A nin eslenigidir.

B antisimetrik bir doniisiim oldugundan

<B(x), x> = —<x,B(x)>

dir.
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A sirf imajiner veya A =0dir . Ozel olarak A=1igin det(Al,—B)#0 olup
[1, — B] matrisi regiilerdir. Bylece

[All1, - B]=[1, +5]

[Al=[1,+B][1,- 3]
Cayley formiiliinii veya Cayley formiiliine denk olan,

[B]=[A-1,][A+1]"

[Bl[A+1,]=[A-1,]

[Bl[A]+[B]=[A-1,]

[7,+B]=[A]-[B][A]

[1,+B]=[1,—-B][A]

[A]=[1,-B]"[1,+B]
formiiliinii elde ederiz.

Simdi [B] antisimetrik matrisinin Cayley formiilii yardimiyla bir ortogonal

matris tanimladigini gosterelim.

[A] =[1,-B] [1,+5]
(AT =[1,+BT ({1,-B]")
(AT =[1,+8([1,-BT )"
(] =[1,+8"]([2.-5"])"

[A]" =[1,~BI(Z, +B])

dir.
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[A] [A]=[1,-B]([1,+B])"[1,+BI[1,-B] ' =[1,]

olup [A] ortogonal bir matristir.

Genel olarak her [A] ortogonal bir matrisi, antisimetrik bir matris yardimiyla

elde edilemez. Bunun igin [A+ 1, ] matrisi regiiler olmalidir. Ornegin,

1 00
[A]=|0 -1 ©
0 0 -1

matrisi ortogonaldir. Fakat det(A+17;)=0 oldugundan [A+I3] matrisi regiiler
degildir.

Tanmim 2.3.3.1 : A ve I mertebeleri aym olan birer karesel matris olmak

izere, A bir donme matrisi ve A+ 1/ regiiler ise A matrisine Cayley matrisi denir.”?

0o 2 =2
Ornek 2.3.3.1: B=|-2 0 1 | antisimetrik matrisi verilsin. Bu matristen
2 -1 0

Cayley formiilii ile bir pozitif ortogonal matris elde edelim.
A=(I,+B)(I,-B)"
(12 2][1 =2 27"
A=|-2 1 12 1 -1
2 -1 1|2 1 1

115 2/5 o
0o 12 1/2
12/5 3/10 1/2

—3/5 4/5 0}

4/5  3/5

()
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-3/5 0 4/5

A=\ 4/5 0 3/5|=A" ve detA=1 oldugundan A bir dSnme matrisidir.

0 1 0

2.3.4. 3x3 —tipinden Antisimetrik Matrisler

Bir [B] 3x3-tipinden antisimetrik matrisi

0 -b, b,
[B ] =| b 0 -b
-b, b 0

bi¢cimindedir. [B] matrisi sadece 3 tane bagimsiz elemana sahip oldugundan

3x3—tipinden antisimetrik matrisler ciimlesi IR’ arasinda 1—1 bir esleme vardir.

3x3—tipinden antisimetrik matrisler climlesi A, ile gosterilirse bu esleme,

fiA ——— IR

0 —b, b,
[Bl=| b, 0 b |—>f([B])=b=(b,b,.b,)
-b, b 0

ile kurulabilir. Bu doniisiim,
V ye IR i¢in [B]y:be
ozelligine sahiptir.
Cayley formiiliindeki [B] antisimetrik matrisinden elde edilen b vektori,
[A] donme matrisinin A =1 Kkarakteristik degerine karsilik gelen karakteristik
vektordiir. Bunu gormek icin, bu karakteristik vektoriin

[A—I3]x=0
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denkleminin ¢oziimii oldugunu gostermek yeterlidir. Cayley formiiliinde, [A]x=x
yazilirsa,

[A]x=([1,~B)) " [1,+B]x

[1,-B]x=[I,+B]x

[B]x=0
sonucu elde edilir.

[B]x=0

bxx=0

oldugundan [A—1,]x =0 denkleminin bir ¢dziimii olarak b elde edilir.

2.3.5. Rodrigues Denklemi (Donmeler icin)

Bir [A] pozitif ortogonal matrisi verildiginde Cayley formiiliinden bir [B]
antisimetrik matrisi, sabit ve hareketli catiya gore donen bir cismin noktalarinin,
koordinatlar1 arasinda,

X -x=[B](X +x)
bagintisin1 elde etmistik. Antisimetrik matrisler ve vektorel carpim arasindaki iliski
kullanilirsa,

X —x=bx ( X +x)

yazilabilir. Bu denklem, dénmeler i¢in Rodrigues denklemi ve b vektorii de olarak

Rodrigues vektorii olarak bilinir. M
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donme sosani

Sekil 2.7. Bir donme oncesi ve donme sonrasi X ile X in konumlart ve donme ekseni

X ve x arasindaki iliski X ve x in diizleme izdiisiimleri olan X~ ve x'

arasinda da gecerlidir. Gercekten X ve x vektorlerinin, b vektoriinii normal kabul
eden ve O dan gegen diizleme dik izdiisiimleri X~ ve x olsun. Bu durumda b
vektori X, x ve X —x vektorlerine diktir. Sekil 2.7 den

X=X +1b, x=x +b

X' =X-Ab, x =x-1b

[A]x =[A](x—Ab)

[A]x" =[A]x—-A[A]b

[A]x" =X -Ab

[A]x =X~
yazilabilir. [A]x = X donmesinden elde edilen

X—x:bx(X +x)
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denkleminin diizlemdeki karsiligi [A]x" = X donmesi yardimiyla
X' —x =bx(X"+x)
dir. X" —x vektoriiniin biiyiikliigii,
|x x| =[pf|x " +xsin (b, X" +x")
X" =] = el ]
X = =lellx "+

olarak bulunur. Diger taraftan

HX*%—x*H:\/<X*+x*,X*+x*>

[x"+x'|= \/<X XV (X 72 ) (20, X )+ (o)

HX* +x*H:\/<X*, X*>+2<X*, x*>+<x*, x*>

[ = | F 2 feose+ |

* * ~ . e es % .
H X H = Hx H oldugu g6z 6niine alinirsa ve Hx ” =k denirse,

|x +x|= VI +2k% cos 0+ k>
Hx* +x*H =2k> +2k* cos &
HX* +x*H =2k (1+cos8)

[x 2] Jzzcz(l{zcosz (21)

[ o= i cos 2]
2
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o= 2kcos( 2]
2

bulunur. Benzer islemler yapilarak,

x| 2ksin 2]
2
elde edilir.

==l o]

2k sin

*
|x ]

T Zk%t[g}
TRE

bulunur. b vektorii yoniindeki birim vektor s = (sx, Sy sz) ise b vektoriiniin veya

o=

buna denk olan [B] antisimetrik matrisinin bilesenleri,

b, = tan (gj s
2

b, =tan [gj s,

b, = tan (gj s,
2

dir. Buradaki s, s, s, sabitlerine Rodrigues parametreleri adi verilir.

M
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2.3.6. Euler Parametreleri

[A]

ortogonal

matrisi icin Cayley formiilii,

[B]=tan (gj [S] ile belirli olan s birim vektoriiniin bilesenleri cinsinden

[A]=[1-B]"[1+B]

(2] o)

olarak yazilabilir.

cfelthoni2y

matrisindeki sabitlere [A] nin Euler parametreleri denir."V Bu parametreler,

c0=c0s(
clzsin(
c2=sm(
. (8
¢, =sin 3 s,

N |
@
- =

dir. Bu denklem gelistirilirse,

[A]=[1-B]"[1+B]

[A]=

[A]=

8] [rooe(3) ]
oSS [o(S)r ()

dir. X =|cos (gjl—sin [QJS ve gzl/l denirse
2 2 2

33

@ donme acis1

ve



[cosy 0 0 0 —s.siny s siny
X=| 0 cosy 0 |- s ssiny 0 —s_siny
0 0 cosy| |—s,siny s siny 0

cosy s.siny —s siny
X =|—s,siny  cosy s siny

| s,siny —s.siny cosy

elde edilir. det X =cosy dir. X ' = LI oldugundan,
det X

cos’ y + s sin’ —s, siny cosy +s.s, siny s, sinycosy + 5.8, sin’ y
> _ . .2 2 2 .2 . .2
X =| s_sinycosy +s.s, sin"y cos” Y +s, sin” Y —s, Siny cosy +s,s_sin” y
. . 2 . . 2 2 2 . 2
—s, sinycosy +s.s sin" Y s sinycosy +s s sin”y cos” Y +s; sin" Y
B 2 2 s 20|
sin . n . sin
cosy + . Y —s, siny+s.s, v s, siny +s.s, v
cosy T cosy cosy
2 s 2 L)
- . n sin . sin
X'= s.siny +s.s, v cosy + sf, L4 —s, Sy +ss. v
cosy cosy cosy
a2 a2 a2
. sin . sin sin
=5, Siny+s.5. L4 s siny +s.s. L4 cosy +s. Sin ¥
| cosy cosy cosy
2
1 00 0 -5 s in’y S, S8, S,
-1 _ . _ 2
X =cosy|0 1 Oj|+siny| s, O s+ cosy S8, S, S,
2
0 0 1 -s, s, O S8, S,S. S
2 2
sin? v 1- s, —S. S8, 5.8
-1_ . _ 2
X '=cosy[I]+siny[S]+ R s,S
cosy 5,
5.8, 5.8, l-s; -5
2
sin*y 1 0 0] |—s;—s S8, 5.8,
X' =cosy[I]+siny[S]+ 0 1 O+ s, —st—s> s,
cosy 22
0 01 5.8, s,S. -5, =S,
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1 0 0 0 - s, 0 -s. s,

= . sin” ' T
X' =cosy[I]+siny[S]+ 01 O+ s, O =s||ls, 0 =-s

0 01 -s, s, O fl-s, s, O

.2
X"‘:cosl//[l]+sinl//[5]+sm W[I+Sz}
cosy

olarak hesaplariz.
[A]= X "[cos(y)I+sin(y)S |

sin’ w
cosy

[A]=cosy[I]+siny[S]+ [1+Sz][cos(y/)l+sin(y/)5]

[A]=cos” y[I]+siny cosy [S]+siny cosy[§]+sin* [ S* |

+sin21//[I+S2]+%[S][I+S2}

olarak elde edilir. Bu esitlikte [ ][1 +S 2] =0 dir. Gergekten, [S] matrisinin

karakteristik polinomu,

A s, -,
det[AI-S]=|-s. A s,
s, s, A

:/13+/1(sf+s§+sf)
=2+

dir. Cayley-Hamilton Teoremine gore her karesel matris kendi karakteristik

denklemini saglar.”’ O halde,
[ST +[S]=0
dir. Bu durumda, [A] matrisini,
[A]:cos2 l//[l]+sinl,z/cosl,y[S]+singycosl,y[S]+sin2 gz/[S2]+sin2 l//[l+S2]

[A]:coszl//[l]+2$inl//cosy/[S]+sin2l//[Sz]+sin2l//[I+S2]
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[A]=cos” y[I]+2siny cosy[S]+(sin’ p +sin® l//)[S2}+sin2 y|1]

g = oldugundan

[A]:[I]+sin2l//[S]+(1—cos2l//)[$2],

[A]= [I]+sin9[S]+(l—cos€)[Sz]
biciminde elde ederiz.

[S] matrisi antisimetrik bir matris oldugundan

[s7]=-1s1 [T =[s"]

dir.
(Al [1]+sin6[$]+(1-cos)[5°]
[ A" |=[1]-sin0[S]+(1-cos6)[ S |
[A-A" |=2sin6][S]

bulunur,

Boylece bir [A] Cayley matrisi verildiginde, 6 donme agisim ve

s = (sx, S, sz) birim donme eksenini,

cos@ = izA-1
[5]=— [A-A"]
2sin @

esitliklerinden bulabiliriz.

7/9  —4/9  4/9
Ornek 2.3.6.1 : A=|28/45 29/45 —4/9 | matrisi verilsin.
—4/45 28/45 7/9
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719 28/45 -4/45 -
detA=1, A" =|-4/9 29/45 28/45|=A" ve det(A+1)= 5 0 oldugundan
4/9 -4/9 79

A matrisi bir Cayley matrisidir. A matrisine karsilik gelen dénme agisin1 ve donme

eksenini bulalim.

COS@ZE:
2

| W

Donme agis1 @ = arccos (%} =53

bulunur. cosé@ = % ise sinf@ = % dir.

[$]= ! [A-A"]

 2sinf

7/9  —4/9  4/9 719  28/45 -4/45
[S]:% 28/45 29/45 —4/9 |—|-4/9 29/45 28/45
—-4/45 28/45 7/9 4/9 -4/9 7/9

0 -16/15 815
[s]=2{16/15 0  —16/15
-8/15 16/15 0

0 -2/3 1/3

[S]=] 2/3 0 -2/3

-1/3  2/3 0
Donme ekseni sz(sx,s_,sZ)Z(z,l,zj
e 333

dir.
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2.4. Uzay Displeri
2.4.1. Koordinat Doniisiimleri

3—boyutlu uzayda iki kati cismin birbirine bagli konumu, M hareketli

catidaki bir noktanin x =(x,y,z) koordinatlarini, F sabit catisindaki X =(X,Y,Z)

koordinatlar cinsinden belirleyen bir doniisiimle tanimlanir.

Sekil 2.8. Biri digerine bagh bir cismin uzaysal hareketi
Doniisiim,
X =[A]x+d
ile verilmistir. Burada [A] 3x3—tipinden bir dénme matrisi ve d =(d,,d,.d,)

oteleme vektoriidiir. Bu donlisim M  deki noktalar arasindaki uzaklig

korudugundan bir katr déniisiimdiir. Bu doniisiime uzay dispi denir."”
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2.4.2. Bir Dispin Vida Ekseni

Bir uzay dispi etkisi altinda uzayda sabit kalan, hareketli bir cisimdeki

noktalar1 ele alacagiz. Bu ¢ noktalari, disp Oncesi ve sonrasi ayni koordinatlara

sahiptir. Buna gore bu noktalar,
c= [A] c+d
denklemini veya
[1-A]lc=d
denklemini saglamalidir. Bu denklemin ¢oziimii

c:—[A—I]fld

dir. Ancak 3x3—tipinden biitiin dobnme matrisinin karakteristik degerlerinden biri 1

oldugundan [A—7]| matrisi singiilerdir. Sonu¢ olarak bir uzaysal dispin sabit

noktalar1 yoktur.

Genel olarak nXxn—tipinden bir [A] donme matrisi icin n ¢ift ise, bir tek
sabit nokta vardir ve bu nokta dispin pol noktasi olarak adlandirilir. n tek ise, [A]

matrisinin karakteristik degerlerinden biri 1 oldugundan [A—I ] matrisi singiilerdir

ve dispte sabit nokta yoktur.

Her ne kadar bir uzaysal disp sabit noktalara sahip olmasa da vida ekseni
olarak adlandirilan bir sabit dogruya sahiptir. Bu dogru disp 0ncesi ve sonras1 uzayda

ayni konuma sahiptir. Sabit dogru {lizerindeki her bir nokta, dogru boyunca hareket

etmistir.

Bu dogrunun dogrultmani Rodrigues vektorii olarak bilinen [A] matrisinin

donme eksenidir. Bu dogrunun konumunu belirleyelim :
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d", b vektoriine dik bir diizlem iizerine d oteleme vektoriiniin izdiisiimii

olsun.
[I-A]c=d
denklemi, b ye dik diizlemde Otelenen ve b etrafinda donen diizlem dispinin ¢ pol
noktasini tanimlar. Aranan dogru,
L=c+tb
dir. Disp, bu dogru etrafinda bir sirf dsnmeye ve dogru boyunca ds=d —d  miktar

otelemeye indirgenir. Burada s =-—: dir. Buna bir vida dispi denir.V

b
el

R

Sekil 2.9.

Sekil 2.9 dan,
<d,s>:||d||||s||cos(§_¢]:||d||sm¢Ve singo:”‘;_sn oldugundan  (d.s)=ds
dir.
c=[A]c+d
c=[I-B]'[I+B]c+d’
[I-B]c=[I+B]c+[I-B]d

[I-B—I1-B|c=[1-B]d
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[Ble=—L[-B]d
2
elde edilir. Bunu vektor formunda yazarsak,
1 *
[Ble=—=[I-B]d
2
b><c=—5(d ~bxd")
elde edilir. Bu denklemin her iki tarafim1 & ile vektorel ¢arparsak,
1 * *
bx(bxc)= —E(bxd —bx(bxd"))

ax(bxc)=(ac)b—(ab)c ® oldugundan,

(bc)b—(bb)c= L pxar —(bd")b+(bb)d"
RN v

(bb)e =%(b><d* +(bb)d")

c:l bxd v d
2\ bb

dir. Vida ekseni boyunca 6teleme miktar1 d —d" vektoriiniin bityiikliigiidiir.

2.4.3. Rodrigues Denklemi (Uzaysal Disp icin)

Donmeler icin verilen Rodrigues denklemi, L=c+ts vida ekseni

kullanilarak uzaysal dispe kolayca genellestirilebilir. ¢, vida ekseni iizerinde bir

nokta olsun. x ve X yerine x—c ve X —(ds+c) vektorleri kullanilarak Rodrigues

denklemi elde edilir.
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[s 3

Dlx) 5% =c+is

ds

A[x}=X—$—s\_-\ \_

)
A

N
c
&

/a"\J\
ra & \\
i

Sekil 2.10. Disp oncesi ve sonrast x ile X in konumu ve vida ekseni
Rodrigues denklemi,

X —(ds+c)—x+c :bX(X —(ds+c)+x—c)

X —x—ds=bx(X +x—2c—ds)

X—x—ds:bx(X +x—2c)+b><(—ds)
0

X —x=bx(X +x—-2c)+ds

olarak elde edilir. Bu genel bir uzaysal disp icin Rodrigues denklemidir.
Vida ekseni boyunca 6teleme miktar1 olan ds vektoriiniin bityiikligii
(X —x).5=||ds|

ile verilebilir. Ger¢ekten, Rodrigues denkleminden,
X —x=bx(X +x-2c)+ds
X—x= (tan(6/2)s)><(X +x—2c) +||ds||.s

yazilabilir. Her iki tarafi s ile carparsak,

(X —x)s= ((tan(ﬁ/Z)s)X(X +x—2c)).s+||ds||£i§
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(X —x).s=det(tan(8/2)s, (X +x—2c), s)+|ds]|

0

(X - x) S = ||ds||

dir.

2.4.4. Vida Matrisi

Simdiye kadar verilen bir D=(A,d) dispi i¢in vida eksenini, bu eksen
boyunca Gtelemeyi ve bu eksen etrafinda dénmeyi tanimladik.

Simdi verilen L vida eksenine gore, D dispini ve L boyunca d mesafeli, 8
acili vida dispini tanimlayacagiz.
F sabit catisinda, vida ekseni L =c+ts ile verilsin. s vektorii birim vektor

ve c.s =0 oldugunu kabul edelim. Verilen 8 donme acisindan Rodrigues vektorii

b =tan (gjs
2

elde ederiz. b vektoriiniin bilesenlerini kullanarak, [B] antisimetrik matrisi ve
Cayley formiilii yardimiyla [ A] dénme matrisini belirleriz.

Eger vida ekseni F nin orijininden gegiyorsa bu durumda ¢ =0 dir. Oteleme
miktari,

c= [A] c+d

0=[A]0+d"

d =0
olacagindan

ds=d-d
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ds=d
olur. Boylece disp

D’ =(A,ds)
dir.

Eger vida ekseni F nin orijininden gegmiyorsa ¢ #0 dir. Bu durumda bir F’
sabit catisi,

T:F—F,T=(l,c)
otelemesi ile ¢ noktasinda vida ekseni iizerine yerlestirilebilir.
D’ =(A,ds) dispi referans ¢atinin degisiminden,

D=TD'T™" =(I1,¢)(A,ds)(I,—c)=(A,— Ac+ds+c)
olur. Boylece d oteleme vektorii

d=ds+ [I — A] c
olarak bulunur.

Verilen disp icin elde edilen 4x4—tipinden [A,d ] matrisine, vida matrisi

denir."V

Ornek 2.4.4.1 : Vida ekseninin bulunmasi ile ilgili bir 6rnek verelim.

Oteleme vektorii d =(1,2,0) ile D ...2x+y+2z=0 diizlemi verilsin. d nin D
diizlemi iizerindeki dik izdiigiim vektorii d~ = (d;" .d,.,d; ) olsun Vida ekseni boyunca

oteleme vektorii d —d, diizlemin normaline paralel olacagindan
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dir. Ayrica d’ :(dl* .d, ,d;), D nin iizerinde olacagindan, diizlemin noktalarin
saglar.

2x+y+2z=0

2(1-2u)+2—p+2(-2u)=0 :>,u:g

d"=(1/9,14/9,-8/9)
bulunur. Oteleme vektorii

ds=d-d =(1,2,0)—(1/9,14/9,-8/9) = (8/9,4/9,8/9)

dir. b=(2,1,2), b vektorii yoniindeki birim vektor s = (%, l, gj dir.

33
L_L(bxd .
2\ bb

c:l[@+(l/9,l4/9,—8/9)]

2

c=(~1/6,8/9, -5/18)
elde edilir. Bulunan bu ¢ noktas1 D diizlemi iizerinde bir noktadir.

Vida ekseni ¢=(-1/6,8/9, —5/18) noktasindan gegen ve dogrultmani
b=(2,1,2) olan dogrudur.

L=c+1b

L=(~1/6,8/9, —5/18)+1(2,1,2)

L

(-1/6+21,8/9+t, —=5/18+21)

vida eksenidir.
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Simdi L vida ekseni iizerinde bulunan bir noktanin dispten sonra yine vida

ekseni lizerinde bulunacagini gosterelim. Vida iizerinde herhangi bir nokta

X (—1/18,17/18,—1/6) alalim. x noktasinin disp sonrast konumu X =(X1,X2,X3)

olsun. Rodrigues denkleminden,
X —x=bx(X +x-2c)+ds

117 1

(Xl,Xz,X3)_(__ 17 __J

18°18° 6

-l (2.1.2)x (X,,Xz,X3)+(—i,£,—lj—2(—l,§,—3j +[§,i,§j
1818 6 6 9 18 999

xo[32513
6 18 18

bulunur.

8 25
—t+1==
9 18

18 18

1
=>t=—
2

olup X , vida ekseni iizerindedir. Ustelik
Kee(ZE D) (LI L) (228,
6 18 18 18 18 6 999
dir.
Simdi L vida ekseni iizerinde olmayan bir x:(l, 0,0) noktasinin dispten

sonraki konumunu bulalim. x noktasinin disp sonrast konumu X :(X » X, X3)

olsun. Rodrigues denkleminden

X—x:bX(X +x—2c)+ds
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(Xl’Xz’Xs)_(l’O’o)

:[( 2, 1,2)><((X1, X,,X,)+(1,0,0 )—2(—

x=(12.2)
55

bulunur. X noktas1 vida ekseni iizerinde degildir. Ustelik

(X —x).s {0,& EMZ,LEJ =2 as|

5°5 3

dir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Bir Kat1 Cismin Hareketi

Bir kat1 cismin hareketi

D(t):F—M
displerinin bir siirekli dizisi olarak temsil edilebilir. F c¢atis1 sabittir fakat M
hareketli ¢atisinin konumu 7 parametresine bagl olarak degisir. D () nin siirekliligi
D(1,), D(t,) gibi iki dispin arasindaki uzakligin veya buna denk olarak
D(1,)-D(t,) farkinin 6lgiisiinii gerektirir. Bu kavramlar lineer doniigiimler i¢in

tanimlandigindan diizlem ve uzay displeri homogen doniisiimlerle ifade edilmektedir.

Bu, bir hareketin tiirev tanimini basitlestirir.

3.1.1. Displer icin Norm

Koordinat catisinin belirlenmis bir cifti i¢in, nXn—tipinden bir [T] matrisi
ile belli olan bir disp s6z konusudur. Bu matrisin bilyiikliigiiniin bir 6l¢iisii, matrisin
2

n~ boyutlu vektor olarak ele alindigindaki biyiikliigii olarak diisiiniilebilir. Bu

durumda [T]=[t,, t,, --- t,] matrisinin biiyiikligii

magT = f Z t;
i, j=1

dir.
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Lo
[T]=] ¢ . i | matrisinde i—yinci siitun , = (t,.t,,....t,,) 1<i<n, ve
t t

nl nn

2 -
|f,-| =1, +1,,+...+1., oldugundan

magT = Zn:|t,.|2
i=1

olarak yazabiliriz.

Amacimiz igin, magT esitliginde, her bir siitunun bilyiikligini, [7]
matrisinin en biiyiik siitun vektoriiniin biiyiikliigiine sahip olan ile yer degistirelim.

Bu degisimle birlikte ||T|| normu

[/ = </ max (|])

1<i<n

olarak tanimlanir."

t]

||T|| ile magT arasindaki bagint, }iZ::|t,.|2 < nrlrgll;;i(|ti|2=\/;rlrgll2§

oldugundan,
magT <|[T|

dir.
iki [S] ve [T'] matrisi arasindaki uzaklik,
=S| =maxle s

ile verilmistir. Buradas, ve ¢, sirastyla [S] ve [T'] matrislerinin siitunlarina karsilik

gelen vektorlerdir. (1<i<n)

||T|| nin bir matris normu"'? oldugunu gésterelim.
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i) YABIR igin |A+B|<|A|+|B|

||A+B|| = \/;max|ai +b,.|

I<i<n

||A+ B|| < \/; max (|a,.|+ |bi|)
1<i<n

|4+ B <n (max|a

1<i<n

b|)

||A+B|| x/_max|a|+x/_max|b|

1<i<n 1<i<n

|+max

1<i<n

[a+B|<[]l3]

ii) Y A.BIR" iin |AB|<|A||B|

AB nin j—yinci siitunu Zn:b..a, ve ||AB||—\/_max
i=1

i

n
Z i % <Z‘binai|:‘bleal|+‘b2jHaz
i=1

> bas(

)l

1j 2]" i nj

| 900y

a,

)

b,lla

dir.

zrji

1<i<n

(Ucgen Esitsizligi)

n

ibﬁai < \/\blj\z +[p, ’

i=1

a +la,[ +..+]a,[  (Schwartz Esitsizligi)

Zbu a, \/b2 +b;, +...+b, \/|a1| +|a,|

Z 2
Z i % ‘bj‘ Z|"i|
i=l1

Z o ‘b‘\/_max

1<i<n

ZUI<\/_max

1<i<n

| max

1<i<n

b
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\/; S\/;\/;max

I<i<n

n
Z b,a;
i=1

a;| max

I<i<n

b

Her iki tarafin maksimumu alinirsa,

\/; max

1<i<n

S\/;«/;max

I1<i<n

a | max |b,~|

1<i<n

n
Zbﬂi
i=l1

[aB] <[] 8]

elde edilir.
iii) VA< IR", ke IR icin |kA| =|k[|A]

] =V ma

1<i<n

ka,.| = |k|\/;max

1<i<n

a|=|k]|4]

dir.

3.1.2. Matris Operasyonlarinin Siirekliligi

[/ =/ max(

1<i<n

t|) normunu kullanarak [T] dispinin [S] dispine yaklasmast

icin, onlarin (i, j)—yinci elemanlar olan t; lerin s, lere yaklagsmasi gerektigini
gosterecegiz.

x, IR'—— IR

T—>x, (T)=1,

olarak tanimlayalim.
x; fonksiyonunun siirekliligini inceleyelim.
Ve >0 i¢in 35(€) >0 bulmaliyiz > ||T - S|| <0 iken
‘x,.j (T)-x; (S)‘ = ‘t] —slj‘ <&

saglanmalidir.
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ti—si|<5:>max|ti—si|<i

1<i<n A /n

||T—S||<5:>\/;max

I<i<n

(1<i<n), t,=s, =(t, =Sty = Syyseenst,; =, ) olmak iizere

‘ti —s,.‘ :\/(tli _Sn)2 +(12i _S2i)2 +"'+(tni _S"")2

max

1<i<n

ti—s,‘zmax\/(t“ —sli)z+(t2i—szl.)2+...+(tni—sm.)2 (1<i<n)

1<i<n

‘t,.j — ;| < max

1<i<n

ti_si|

o
t—s|<—=

Jn

‘t.. —s,;| < max

v Y I<i<n

i = £ olarak secilirse, X; fonksiyonu siireklidir.
Jn

[R]:[S ][T] carpim matrisinin elemanlari [S ] ve [T] matris elemanlarinin
her birinin rasyonel fonksiyonlaridir. x,(S) ve x,(T) siirekli fonksiyonlarmmn
toplami, farki, carpimi, bolimii de siirekli bir fonksiyon oldugundan [S ] ve [T]
stirekli iken [R]=[S][T] carpim da siireklidir. Ayni nedenle det(7) fonksiyonu da
siireklidir.®
Ve >0 igin 35(£) >0 var 3|T -S| <8 iken |det(T)—det(S)|< e dir.
Bundan dolay1 determinant1 sifirdan farkli matrislerin ciimlesi yani regiiler

matrislerin ciimlesi GL(n) bir siirekli manifolddur.®
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3.1.3. Matris Gruplar

GL(n) ile gosterilen nxn—tipinden regiiler matrislerin ciimlesi matrislerde
carpma islemine gore bir cebirsel gruptur.

1) v [S].[T]e GL(n) icin [S][T]e GL(n)

det([S][T]) =det[S]det[T]

#0 #0

det([S][T])=0

?

2) ¥ [AL[S][T]e GL(n) isin [A]([S][T])~(AI[S])[7]

Matrislerde carpma islemi birlesmeli oldugundan ve
det([A]([S][T])):det(([A][S])[T]);tO oldugundan GL(n) ciimlesi birlesme
ozelligine sahiptir.

3) V[A]e GL(n) igin [A][I]=[I][A]=[A] ve det[I]=1%0 oldugundan
GL(n) ciimlesinin birim elemani [/] birim matrisidir.

4) Determinant: sifirdan farkli her matrisin bir inversi oldugundan GL(n)
ciimlesinin her bir elemani bir inverse sahiptir.

Sonug olarak (GL(n),-) bir gruptur.

Tanim 3.1.3.1 : Bir siirekli manifold ayn1 zamanda bir cebirsel grup ve grup

islemi siirekli ise bir Lie Grubu olarak adlandirilir. "

Sonug 3.1.3.1 : GL(n) bir Lie Grubudur.

Tamm 3.1.3.2 : GL(n) nin matris carpimu altinda cebirsel grup olan alt

ciimlelerine alf gruplar denir.”
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GL(n) nin iki alt grubu, nxn—tipinden dénme matrislerinin ciimlesi SO (n)

ve nxn—tipinden homogen doniigiimlerin ciimlesi H (n) dir.

Uzaysal dénmeler SO(3), diizlem displeri H (3) ve uzaysal displer H (4)

ile temsil edilirler.

SO(n):

[A"A]=[1,] ve det(A)=1 sartm saglayan [A] nxn—tipinden matrislerin
climlesi SO(n) bir Lie grubudur. Gergekten,

1) SO(n) < GL(n) dir.

2) det[1,]=1 ve [I,'|=[I] ] oldugundan I, & SO(n) dir. SO(n)# @

3) V[A].[B]e 5O(n) igin [A][Ble SO(n)

(AB)' (AB)=B" ATAB=B"B=1I, ve det(AB)=det(A)det(B)=1 oldugundan
1,
ABe SO(n) dir.
4) V[A].[B]e SO(n) icin [A][ B ]e 5O(n)
(AB™') (AB™)=(AB") (AB")=BA"AB =BB' =1,
1,

ve

det(AB™)=det(AB")=det(A)det(B")=det(A)det(B)=1

oldugundan AB™' € SO(n) dir.
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H(n):
A d ) .. L .
H (n), [T]: formundaki nXxn—tipinden matrislerin ctimlesidir.
0 1

Burada [A], (n—1)x(n—1)-tipinden bir dSnme matrisi,
d, (n—1)—boyutlu bir siitun vektorii,
0, (n—1)—tane sifirdan olusan satir vektoriidiir.
H (n) ciimlesi bir Lie grubudur. Gergekten,
1) H(n)c GL(n) dir.

n-1 0

2) nXxXn-—tipinden birim matris, In=[1n_1,0]:[ 0 1

:|E H(n) dir.
H(n)#J

3) ¥ [7]=[4.4,1.[8]=[A,.d,]e H (n) icin [T][S]e H (n)

[T][S]:ﬁ‘)‘ ﬂﬁ; df}:[/‘lg‘z A1d21+d1}eH(n) dir.

4V [T)=[4.d,].[S]=[4,.d,]€ H (n) icin [T][ 5™ Je H (n)

o ] e a0

TS™' e H(n) dir.

3.2. Bir Hareketin Tiirevi

Bir kat1 cismin siirekli hareketi,

[7(t)]: IR——GL(n)
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olarak belirli lineer doniisiimlerin parametrelendirilmis bir ciimlesidir. Ozellikle

diizlemsel hareket,

[T(t)]: IR—H (3)
kiiresel hareket,

[7(1)]: IR—S0(3)
ve uzay hareketi,

[T(t)]:IR—H (4)
ile belli olan hareketlerdir.

Genel olarak

[7(t)]: IR—GL(n)

t——T (t)=[1;(t)]
dontigiimiindeki 7; () elemanlarmnin her biri reel degiskenli siirekli bir fonksiyondur.

Ayrica bu matris fonksiyonunun tiirevi, z, (1) elemanlarinin her birinin tiirevleriyle

olusan matristir ve tiirev matrisi [T(t)] ile gosterilir.

Her bir 7, (r) eleman fonksiyonu, 1 =1, komsulugunda
0 (t)=1,(t,)+(t=1,)i,(1,) teget dogrusuyla r,(z,) noktasmna yaklasir. Benzer
yolla [T(t)], [T(to)] a

[L(1) [=[T(1,)]+(t—1, [T(to)}

lineer denklemiyle yaklasir.
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Bu nXn— matris ciimlelerindeki [L(t)} lineer uzayina, [T(t)] ye [T(to)}

da tegettir denilebilir. [T(to)] tiirevine, hareketin [T(to)] da teget dogrultusu adi

verilir.(

3.2.1. Tanjant Operatorii

[T ( t)] :IR—— GL(n) fonksiyonunun F de olusturdugu

Y(1)=[T(1)]y
noktalarinin siirekli ciimlesine y nin ydriingesi denir."” t=t, da Y(t) yoriingesine

teget olan dogrultu,

Y(%) = I:T(to )][T_l (to )]Y(t())
Y(to ) = I:TT_I (to )]Y(to)
tiirevidir. Bu denklemden goriildiigii gibi [TT"I} matrisi, Y (7) yoriingesi iizerindeki

islemle Y (¢) tiirevini hesaplar. Ayrica,

[7()|=[1T7 (1) |[T(1)]

oldugundan [TT"l} matrisi [ 7 (t) | matrisinin tirevini hesaplar.
Tanum 3.2.1.1 : [TT_I] matrisine GL(n) tizerinde tanjant operatir denir."”

Simdi tanjant operatorii sabit bir [S] matrisi olan [R(t)] hareketini ele

alahm. [S] matrisi her [ R(r) | noktasinda [R(t)] tiirevini hesapladigindan,
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[2()]=Is][R(1)]
matris diferensiyel denklemini elde ederiz. Bu denklem r; () fonksiyonlarina bagh

n® —tane diferensiyel denklemden olusan bir lineer diferensiyel denklem sistemidir.
Eger baslangic sarti [R (0)] = [RO] ise 0 zaman sistemin ¢Oziimii
[R (t)] =ce™! dir. Gergekten,
y’ =Sy sabit katsayil diferensiyel denklemin ¢6ziimiinii bulursak,

2 =9
y

y/

=dt= | Sdt

jy J
In|y|=1S+Inc, c=sabit

olarak elde ederiz.

O halde, [ R(0) |=[R,] oldugundan ¢ =[R,] dur.

[R(t)] = [Ro]erm

[r()]-[r13 L)

n=0

(S)” _ (eLs1)
[R(t)]=[R,]| 1 +t[S]+ TR +o..

31

dir. Bu iistel serinin yakinsak oldugunu gostermek i¢in P, ve P, kismi toplamlar
arasindaki farkin normunun sifira yaklagtigini gostermeliyiz.

(e[s])’
k!

dir

n
Serinin kismi toplam1 P, = Z
k=0
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ety sy
n+l n ~ k' P k' H
n+l
p—p)=|UED
(n+1)‘
tn+1
n+l
P, -P _WH[S]
tn+1 |
P, -P, SWH[S]

|t| ve ||[S]|| nin sabit degerleri i¢in n sonsuza giderken ||Pn+l—Pn || degeri sifira

yaklagir.

(:[3])" , (e[s])

2! 31

+... | denkleminin sol tarafini

[R(t)] =[R,]| I +t[S]+

[Ro' 1} ile garparak [ R(0)|=[I] baslangi¢ sartina sahip olacak sekilde [ R(z)] yi
degistirebiliriz ve basit bir formda

[R(t)]:e’m
yazabiliriz. Bu durumda, [S] tanjant operatorii [R(O)]:[I] da [R(t)] nin
tiirevidir, bdylece GL(n) iizerinde tanjant operatorlerin ciimlesi, [I] da teget

dogrultularin climlesine 6zdestir. Gercekten,

[R(O)] da teget dogrultularin ciimlesi [R (0)} ,
[R(1)]= P
[R()]=[5]e" =[] R()]

t=0da [R(0)]=[s]
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dir. Ayrica [R(t)] nin GL(n) lizerindeki tanjant operatorii [S] oldugundan
(R ()] =[STR ()]
t=0da [ R(0)]=[S][7]=[S]

dir.

Doniisiimlerin bu ciimlesi,

[R(1)][R(1,)]= €T = <[ R (1, +1,) ]

ozelligine sahiptir ve bu Ozellikten dolayi, bir parametreli alt grup olarak

adlandirilir.

Tanjant operatorler i¢in tanimlanan 6zel bir islem Lie carpimudir. [T] ve [S]

tanjant operatdrler olsun, bu durumda
[T]x[S]=[TS-ST]

dir. Burada 75, T ile S nin matris ¢carpimidir.

3.2.2. SO(n) nin Tanjant Operatirleri

Donme matrislerinin tanjant operatdrleri, GL(n) uzayinin tanjant operatorleri
gibi tammlanmistir. Bununla beraber GL(n) nin her tanjant operatorii SO (n) nin

tanjant operatdrii degildir. SO(n) nin tanjant operatorlerini tanimlayan ayirici sart,

biitiin donme matrislerinin saglamak zorunda oldugu
(A4 (1) ]=[1,]

bagintisindan elde edilmistir. Her iki tarafin tiirevini alirsak,
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elde ederiz. Sonug olarak [AA"‘]:[AAT]z[Q] tanjant operatorii antisimetriktir.

[Q] matrisi, [A(t)] dénme matrisinin acisal hiz matrisi olarak bilinir.""

nXn—tipinden antisimetrik matrisler

bagimsiz bilesene sahiptir.

n(n—l)
2

Antisimetrik matrislerin ciimlesi bir vektor uzayi olarak ele alindiginda bu say1 bu

climlenin baz vektérlerinin sayisidir. Boylece bir manifold olarak SO(n) nin boyutu

M dir.

Simdi bir ii¢ boyutlu manifold olan SO(3) uzay donmelerinde, bir sabit
agisal hiz matrisi [Q] verildiginde,

[A()]=[2][A()]
matris diferensiyel denkleminin baslangi¢ sarti [A(O)] = [I ] altinda ¢oziimii,

A(t) ="
ile donmelerin bir-parametreli grubunu elde ederiz.

Bu iistel ifadeyi biraz daha basitlestirelim:

0 -a, a,
[Q]=| @ 0 —q | ve [Q] antisimetrik matrisine karsilik gelen vektor
-a, a 0

w=(a,,a,,a,) olsun.
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Q
w=|w|=+a} +a; +a; u=[S] ve =g L2 2p b= denirse,
@ ®

() [0

0O - b
[S]= { c 0 —a] antisimetrik matrisini elde ederiz ve a* +b* +c¢* =1 dir.
b a O

0O - b 0O - b —c*=b* ab ac
[SZJ: ¢c 0 =allc 0 =-a|= ab —c*—a? bc
b a O0||-b a O ac bc —a* -b*

[S3][S][SZ]L N _Oaﬂcab _czz_az ] Z;J[—; _(C) g]
[s]=15] [s]=15"]

"]=-1s] [s*]=[s1s"]=-]5"]

(8 ]=Is1s*)=-[s")=ls]  [s°]=Is)s")=[s7].

2

-

)= 1o G5 1 o |5 s[5 ]

{Ca
2|8

A(r) =I+(g—@+@+...][s]+[(w)2 - (wt)4 + (wt)ﬁ +.-.J[52J

1! 3! 5! 2! 41 6!

A(t):1+;(-1)"( +I;)![s]+(1—§(—1)" ((a;n) '][sz}

N—
. =

A(1)=I+sin(@n)[S]+(1-cos(ar))[ 5" |
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elde edilir. Bu, [Q] tanjant operatoriinden elde edilen w ekseni etrafinda bir sirf

donmenin denklemidir. Donme acis1 @¢ den elde edilir. Eger ¢ yi zaman parametresi

olarak kabul edersek, bu durumda cisim w etrafinda @ sabit acisal hiziyla doner.

Ornek 3.2.2.1 : (Tanjant operatorlerle ilgili bir rnek)

0 0 O
te IR—{0} olmak iizere [B]=|0 0 -t | antisimetrik matrisini ele alalim.
07 O

Bu antisimetrik matristen Cayley formiiliiyle bir ortogonal matris elde edelim.

A()=[1,+B()|[1,-B()]"

- ar -1

0O 0|t 0 O
A(f)=|0 1 —||]0 1 ¢
0 ¢+ 10 — 1

1 0 0
Ar)=|0 1 —t|l0 1/(1+2) —/(1+2)
Ot o o/(+e) 1/(1+0)
1 0 0

A(f)=[0 (1-2)/(1+2)  —2/(1+7)
0 2t/(1+t2) (l—tz)/(1+t2)

1 0 0
detA(r)=1 ve A'(r)=|0 (1-2)/(1+7)  2/(1+7) |=A"(1)

0 —2/(1+r) (1-2)/(1+2)

oldugundan

A(t) bir parametreli bir dsSnme matrisidir. Donme agis1 6 ise
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[0)=

dir.

IA-1_1-¢°

cosf = = >
2 1+1¢
sin@=+/1—cos* @ = 2t2
1+¢
1 0 0
A(t)=|0 cos® -sinf
0 sin@ cosé@

A(t), x—ekseni etrafinda 6 agilik dSnme matrisidir.

Simdi A(z) donme matrisinin tanjant operatoriinii bulalim.

0 0 0
[A(1)]=]0 —4t/(1+t2)2 (2t2—2)/(1+t2)2
0 (2¢+2)/(1+2)  —a/(1+2)

(@]=[aa" (0]

0 0 0 1 0

0o —4/(1+rr)  (22-2)/(1+2) |0 (1-1)/(1+)
0 (20+2)/(1+7)  —af(1+2) |0 -2/(1+r)

0 0
0 0 2f(1+2)
0 2/(1+7) 0
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3.2.3. H (n) nin Tanjant Operatirleri

Homogen doniisiimlerin ciimlesi H (n) nin tanjant operatorleri, GL(n)
uzayinn tanjant operatorleri gibi tamimlanmigtir. Bununla beraber GL(n) nin her

tanjant operatoric H (n) nin tanjant operatorii degildir. H(n) nin tanjant

g A d )
operatorleri, [T]=[A,d]= {0 1} olmak iizere

iy o)y VS e

bagintisini saglamalidir. Burada [Q] = [AAT } hareketli cismin

(n—1)x(n—1)—tipinden agisal hiz matrisi ve v=-— [Q] d+d hareketli cismin

(n—1)—boyutlu lineer hiz vektdriidiir. H(n) nin genel bir [S]=[Q,v] tanjant

- n(n-1)
operatorii  toplam

tane bagimsiz elemani vardir. Bunlardan [Q]

(n-1)(n-2)
2

tane bagimsiz eleman, v ise (n—1) tane bagimsiz eleman igerir.

) . n(n-1) , , )
Boylece H(n) bir 5 —boyutlu bir manifolddur. Ozel olarak H (3)

3—boyuta, H (4) ise 6—boyuta sahiptir.
Simdi H (4) iin

[7(1)])=[S][7(1)]

diferensiyel denkleminden elde edilen 1-—parametreli alt gruplarini inceleyecegiz.

[S ]z[Q, v] bir sabit matristir. =0 aninda sabit ve hareketli ¢atilarin ¢akistigini

kabul ederek, [T (O):I = [I ] baslangic sartiyla diferensiyel denklemin ¢6ziimii
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[T(t)] = ¢
dir.
Bu iistel ifadeyi biraz daha basitlestirmek icin v lineer hiz vektoriini w

acisal hiz vektoriine dik ve w agisal hiz vektoriine paralel iki vektoriin toplami

v.w v.w
VEV—— W+ ——Ww
w.w ww

olarak yazalim.

W.(V L wj =0 oldugundan w L (v —V'—ij ve wi/ 2y dir.
ww ww ww

AT VoW
y———w=cXw, k=—— dersek,
w.w ww

v=cXw+kw

elde edilir.

Once, ¢xw=0 durumunu ele alalim. Bu durumda v = kw dur.
Q v Q kw
[S]: =
0 O 0 0
[Sz}_QkWka_Qz Qkw
1o oflo ol o o
Qw = wxw =0 oldugundan
Q0
[s7]=
0 0
Q wllQ* 0 Q0
S =[s]l s?|= =
15 5 oS )
bu sekilde devam edersek,

5 o
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elde ederiz.
[T(t)] =

[T(t)] _ i(t[s])n

i n!

[T(1)]= 1+1i![5]+;—2![52]+;—3![s3]+...

Q kW 2 2 3 3
[T(t)]:I+L S o e
1o o 200 o 310

I S LI

[+—Q+—Q +—Q +... kwt
(T()]=]" "1 21" T3

I 0 1

e kwt | [A(r) kwr
[T01=1 1}[ 0 1

Burada [ A(7) ], ¢ ile elde edilen dsnme matrisidir.

Simdi genel durumu inceleyelim. [S ], w acisal hizli v lineer hizli genel bir
T(t): F——M hareketinin tanjant operatdrii olsun. Eger bir F’ ¢atisinin orijini

olarak ¢ noktasi ¢Xw ba@intisin1 saglarsa o zaman bu F’ catisindaki [S'] tanjant

operatorii w ya sahiptir ve onceki durumda oldugu gibi w, v lineer hizla aymi

dogrultuya sahiptir. Bu durumda,

151 :{A(f) kwf}

0 1

dir. D:[I, c] ile verilen D:F—— F’doniisiimii, F catisina bagh F’ catisinin

konumunu tanimlar. Referans ¢atinin degisiminden,

[7(r)]=[D]e"! [D'l]

67

0
0

}



CA(r) [1-A(r)]c+hkwt

7)) }

0 1

Bu sonug vida matrisindeki d =ds+[I—A]c ile karsilasunlisa [7(r)]

hareketi bir sirf vida hareketi tanimlar. Eger ¢+ zaman ise o zaman bu hareket, ¢ den

gecen ve w yoOniindeki dogru etrafinda @w= ||w|| acisal hizli bir donme igerir ve kw

lineer hiz1 bu dogru boyuncadir.

3.2.4. Tanjant Operatorlere Karsilik Gelen Vektorler

SO(3) ve H(3) in 3x3—tipinden matrislerle tanimlanan tanjant

operatorlerindeki 9 —tane elemandan sadece 3—tanesi bagimsizdir. Benzer sekilde

H(4) in 4x4-matrislerle taniml tanjant operatorlerinin 16— tane elemanindan

sadece 6—tanesi bagimsizdir. Bu bagimsiz bilesenleri vektorlerde toplayalim.
SO(3) iin bir [Q] tanjant operatriiniin vektdr formu, 3x3—tipinden [Q]

antisimetrik matrisinden elde edilen w vektoriidiir oyle ki [Q] y=wXy dir.
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0 -
H(3) icin, [Q,v]=|w (;v \‘/}; ile verilen 3x3—tipinden [Q,v] tanjant
0 0 O
operatoriinii elde ederiz. Bu durumda bagimsiz bilesenleri 3—boyutlu (w,v,,v,)
vektoriinde, H(4) in bir [S]=[Q,v] tanjant operatérii 6—boyutlu S =(w,v)
vektoriinde toplayabiliriz.

Tanum 3.2.4.1 : H(4) iin bir [S]=[Q,v] tanjant operatdriinden elde edilen

6—boyutlu S =(w,v) vektdriine bir screw adi verilir."

[T]x[S]=[TS-ST] ile taniml Lie carpimi bu tanjant operatdrlerin her
birine karsilik gelen vektorler i¢in bir ¢arpim islemi verir.
S0(3) icin, [C] ve [Q] antisimetrik matrislerine karsilik gelen vektorler

sirastyla ¢ ve w ise o zaman [C]X[Q]=[CQ—QC] Lie carpimindan elde edilen

antisimetrik matrisine karsilik gelen vektor cxw dir. Gergekten,

[0 -a, a,

[C]=| a, 0 —q |isec=(q,a,.a,),
l—a, a O
0 -z y

[Q]=| z 0 -—x|ise w=(x,y,z) dir.
-y x 0

[c]x[Q]=[ca-ac]

0 —-a, a,||0 -z y 0 -z y|| 0 -a a
[C]x[@]=|a, O -a||z 0 —x|-|z 0 —x| a
-a

a

2 1
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0 a,x—a,y a,;x—a,2
[C]X[Q‘] Slay—ax 0 a;y—a,z
azZ—a;Xx  a,2—a,y 0

[C]x[€] bir antisimetrik matristir. Bu matrise karsilik gelen vektor,

(a,z—a,y, a,x—a,z, a,y —a,x) olup buise cxw vektoriidir.
H(n), homogen doniisiimlerin genel durumu icin, [R]=[C,r] ve
[S ] = [Q,v] tanjant operatdrlerin Lie ¢arpimi
[R]x[S]=[RS -SR]
c rl[Q v] [Q v|[C r
BST=1 5 0)l0 o/ 7[0 oo o

ca-QC [Clv-[Q]r]
0 0

[RIx[s]=

[R]x[s]=[ce-ac.[c]v-[Q]]
dir.

Ozel olarak H (3) diizlem displeri igin,

[R]=[cC.r] [s]=[2.v]
0 —c p 0 -w vy
[R]=|c 0 n [S]=|w 0 v,
0 0 O 0 0 O

[R]x[S]=[RS -SR]

O — |0 —w v| |0 —w v [|0O — 7

[R]X[S]=]c O nri{w O v,|-|lw 0 v, flc 0 n
0 0 0jj0 0 O 0 0 0]J/0 0 O
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0 0 —cv,+wr
[R]X[S]=]0 O cv,—wr
00 0

olup [R]X[S] Lie ¢arpimina karsilik gelen vektor, (0, —cv, +wr,, cv, —wr,) dir.

H (4) uzay displeri igin,

[R]=[C.r]
0 -a; a, 1
(R] = a, 0 —a 1
-a, a 0 nl
0o 0 0 O
[s]=[2.v]
0 -z y vy
[s]= z 0 —x v,
-y x 0 v
0 0 0 O
[R]x[S]=[RS -SR]
[0 -a, a, 1][O
[R]x[5]= a, 0 —-a nljl z
-4, 4 0 nil-y
0 0 0 0] 0
[0 -z y w0
z 0 —x v a
-y x 0 v —q
L0 0 0 0] 0
0 a,x—a,y
[R]x[S]= —a,x+a,y 0
—ax+az —a;y+a,z
. 0 0
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-z
0 —x
x 0
0 O
-a, a,
0 -—q
a 0
0 0
ax—a,z
a,y—a,z
0
0

C=(a1,a2,a3)
r=(r.n,1)
w=(x,y,2)

V=(V19V27V3)

—;v, ta,v; + 25 — Y
a,v, —a,v; — Zn + Xr,
—a,v, +a,v, + yr, — xr,

0



dir. [R]X[S ] Lie carpimina karsilik gelen vektor,

(—a3y+a2z, ax—a,z, —a2x+a1y, J
—av, + a,v; + L= yn,av, —a\v; — 2 +.XF'3,—612V1 +(11V2 + yn —Xxr,

olup bu vektor (cxw, cxv—wxr) dir.

3.3. Cok Parametreli Hareket

Bir tek degisken tarafindan parametrelendirilen [T (t)]:IR——GL(n)

matris fonksiyonunu bir cismin hareketini tanimlar. Simdi 9:(6’1,492,...,0)

m

m—degiskeni ile parametrelendirilen ve
[ F(8)]: IR"——GL(n)
ile gosterilen hareketleri ele alacagiz. GL(n) de [F (9)] nin  goriintiisii bir

m—boyutlu yiizeye benzerdir.
[F(Q)J = |:fl (01’62"“’9m)’f2 (61’92"“’9m)""’fn (91’92"“’9"1)1

nin bir 6, (1<i<m) degiskenine gore kismi tiirevi

or ] fon o ¥,
26, | | 06,96 " 96,

nxm matrisidir. Eger 6, degiskenleri 8=6(r) olacak sekilde bir # degiskeninin

fonksiyonlari ise o zaman zincir kuralindan,
. oF | - oF | . oF | .
Fl=|— |6+ — |6, +..+| — |6
7] {991} ' L’ﬁj ’ LWJ !

elde ederiz. Esitligin her iki tarafim1 sagdan [F 'l] ile carparak
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[FF’IJ: a—FF’l 6 + a—FF’l 0, +..+ a—FF’l é
06 '] 06, ? 26 "

1 m

tanjant operatoriinii elde ederiz.

[g_zF 1} matrisleri ayr1 ayrt her bir § parametrelerine karsilik gelen kismi

1

tanjant operatorleridir.

S’, | FF™" | tanjant operatoriine karsilik gelen vektor ve S, a—FF 1 kismi
| jant op silik g 1 5g

1

tanjant operatorlerine karsilik gelen vektorler olsun. Bu durumda

[FF“]: a—FF‘l 6 + a—FF‘l 0, +..+ a—FF’l )
06, ' 106, ? 06 "

tanjant operatoriinii,
S'=8,6,+5,60,+.+5 6,
formunda yazabiliriz. Bu,

=[S, S,S,] ?2 =[7]6]
6,

matris denklemi seklinde verilebilir. Burada [J ],nXm—matrisi cok parametreli

hareketin jakobiyeni olarak bilinir.

Ornek 3.4.1 : ki parametreli hareketin tanjant operatorleri ile bir 6rnek verelim.
. 0 1, | antisimetrik matristen Cayley formiiliiyle bir donme

matrisi elde edelim.
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1+ 01 -, 0
A=|-t, 1 t||t, 1 -t
0 -, 1)0 ¢ 1
1+2 1, i,
1+tl+t;  1+t7+8 1+t +1;
0 l,l 0 1 2 11 2 1 2
tl IZ
A=1-t, 0 1 |~- 2, 2 2, 2 2, 2
I+l +6  1+tf+6 1+t +6
0 -t, O ,
tt, t, t;+1
| L+ + 1 1487 +1; 1+t +1; |
- )
]+ +1 21, 211,
1+82+6  1+tf+6, 1+t +1
Az 21, -1 -1 2t,
- 2, 2 2, 2 2, 2
I+l +1;  1+81+1;  1+6+1
211, 2t, -t +1
| L+ + 1 1+t)+1; 1411 +1; |

detA=1ve AT=A"

oldugundan A bir donme matrisidir.

—4t, (5 +1) _2(tf—t§+1) _2t2(t,2—t22—1)
(142 +22) (142 +2) (142 +22)
9A _ 21t -1 1) 4 411,
o, (1+t12+t22)2 (1+t12+t22)2 (1+t12+t22)2
~ 2(s —1; -1) 4t, 41,12

(1+t12+t22)2

0

0A -2
¥A1= 1+ +1;
1 1 2

2t,
1+17+1;)

(1+t12+t22)2 (1+t]2+t22)2

2
1+88+6 146+

0
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2 242
4e’t, _ 21, (1 —1; +1)

(1+2+22)  (1+2+2)  (1+2+22)
A | 4 4 2(ef —13 +1)
or, (1+2+2)  (1482+2)  (1+82+2)
2, (8 —-65+1)  2(5 -5 +1) -1, (11 +1)
I (1+2+2)  (1+g+2)  (1+2+2)
] o
0 0 1+8) +1;
9A 4 2
atlA - 0 0 1+1) +1;
2, ) 0
R AR BN A |

AA™ = a—AA-1 i+ a—AA‘l 9
or, or, ot or,

tanjant operatoriinii elde ederiz.

3.4. Screw Teorisi

Bu boliimde screwler adi verilen, uzay hareketinin tanjant operatorlerinden

elde edilen 6 —boyutlu vektorler hakkindaki bazi sonuglari sunacagiz.

3.4.1. Screw Koordinat Doniisiimleri

H (4) iin genel tanjant operatorii [S ]:[Q, v] ile verilmistir. Burada [Q]

3x3—tipinden antisimetrik bir matristir ve v bir 3 —boyutlu vektordiir.

w, [Q] dan elde edilen vektor olsun. O zaman [S] ye karsilik gelen ve bir

screw olarak adlandirilan 6—boyutlu vektér §=(w,v) dir. Simdi hareket igin
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referans catiyr degistirdigimizde screwin koordinatlarinin  nasil  degistigini

tanimlayacagiz.

Bir hareket;
T(t):F——M
biciminde parametrelendirilmis bir disp olarak verilsin F sabit ve M hareketli
catilarin yeni koordinat ¢atilarina bagh F” ve M’ konumlari,
D:F——F’, D:M——M’
displeriyle tanimlansin. Bu durumda
T'(t): FF——M’
hareketi,
T'(t)=DT (t)D™

ile tanimlanmastir.

Tt
F (*) - M
D D
E' =M’

T'(¢)=DT(¢)D™"

T (¢) nin tanjant operatorii [S]| olmak iizere, 77(¢) nin [S’] tanjant operatorii
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dir.

Eger disp [D]=[A, d] ise o zaman tanjant operatdrii

[s]=[ DSD™']
A d)[Q v
[S]:_o 1}{0 0

0

elde edilir.

15

0

-A'd

1

L [AQAT —AQATd + Av
[57]= }

[57]=[ AQAT, - AQA"d + Av |

[s=[2.v]

|

denirse, [Q'] bir antisimetrik matristir. Gergekten,

0 -w w,

Q=| w, 0 -w
-w, W 0

a

WZ(Wl’Wz’W3) ve [A]= ay

as
Bu durumda
AT =A"

A= i
detA

a4y 4y

antisimetrik  matrisine

a12

a22

as,

Ay lsy — Ay,

karsilik gelen

bir pozitif ortogonal matris olsun.

Q, Ay Gy |=| =005+ 04505

Q3 Ay Ay

olacagindan

Q' = AQA"

Q1,053 — Axas
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Q433 — dp3ds,

—a,,0,; + a,,4,;

Qy Gz, —03,dy,
—a,,ay, t a4,

a,,ay — a4y 4y,

vektor



a, a4, a4y 0 -w wlla a a,
Q'=la, a, ay| w 0 Wil G 4p
[ G31 G3 Ay || =W, W 0 Jla; ay asg
0 _(W1a31 +w,a;, + W3a33) Wiy + W, 0y, + Wiay,
Q= way, +w,a, +wa,, 0 _(Wlall +wya, + W3al3)
__(W1a21 TWya,, + W3a23) Wia, T W,a,, T Wiy, 0

olarak elde edilir ve Q" bir antisimetrik matristir. Ustelik Q" matrisine karsilik gelen

vektor W ise

W =(w,a,, + Wy, + Wyl . Wy, + Wyl + Wylyy, Wy, + Wyls, + Wiy, )
olup

W= [A] w
dir. Bu durumda v" vektoriinii,

—[AQA" |d =-[Q]d =-Wxd = d xW

olarak elde ederiz. Boylece S =(w,v) screwi

{W:[A]w

\% =d><[A]w+[A]v
ile verilen S"=(W,V) screwi olur.

Bu doniisiim,

Wi | A Ofw
V]| |DA Allv
6x6—tipinden matris denklemi olarak yazilabilir. Burada [D], d den elde edilen

bir antisimetrik matris ve [0] 3x3—tipinden sifir matrisidir.
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3.4.1.1. Bir Screw I¢in Standart Form

w A Ofw . S - .
= koordinat degisiminin 6zel bir hali, F ve M koordinat
Vv DA Aflv

catilarinin bir [T]=[1,d] sirf dtelemesi icin elde edilen screw doniisiimiidiir. Bu

durumda S =(w,v) screwi,

{W=[A]W=[I]W=W

Vv :dx[A]w+[A]v:dx[l]w+[l]v=d><w+v
S'=(W,V) =(w,d><w+v)
ye doniisiir. O halde referans ¢atinin 6telenmesi screwin sadece lineer hiz bilesenini

degistirir. Bu gergek, screwler i¢in bir standart form elde etmede kullanilabilir.

S =(w,v) screwin lineer hiz vektdrii v,

W W (UATY
V=y——w+—w, w.(v——wjzo
w.w w.w ww

VATY VATY
V=y—w+—w

w.w A%

1w

w

olacak sekilde w ya dik ve w ya paralel olan iki bilesene ayrilabilir. =22

w.w
denirse paralel bilesen kw dir. Dik bilesen ise v—kw dir. Ayrica bir ¢ vektoriin,

dik bilesen ¢xw olacak sekilde yani

cCXw=v—kw

esitligi saglanacak sekilde tanimlayabiliriz. Bu denklemin ¢6ziimii,

cXw=v—kw

(ch)Xw:(v—kw)Xw
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(cw)w—(ww).c=vxw

olur. Referans ¢atis1, [T]=[1,-c]| 6telemesiyle degistirilirse bu durumda S =(w,v)

screwi
S’ =(W,V)=(w,—cxw+v)
haline doniisiir. v nin w ya dik bileseni ¢xw alinirsa,
kw=—-cxXw+v
elde edilir. Dolayisiyla yeni referans ¢atida bu screw,
' =(W,V) = (w, kw)
olup w yoniinde acisal ve lineer hiz vektorleri ayni dogrultudadir. Bu catida cisim ¢
ile tamimlanan bir anda bir vida hareketinde hareket eder. Bu vida hareketinin ekseni
L=c+tw

olup hareketin ani screw ekseni olarak adlandirilir.”

wXvy

c= ile tanimli ¢ noktasi, S :(w,v) genel screwini standart formda

ww

yazmak icin kullanilir.

L =c+1tw dogrusu screwin ekseni, k sabiti ise vida adimidir.
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Sekil.3.1. Sabit cati ¢ noktasindayken lineer ve acisal hizlar

vida ekseninde siraya konulmustur.
Bir screwin onemli 6zel bir hali k=0 iken elde edilmistir. Bu durumda
screw,
S = (w, v) = (w,ch+kw) = (w,ch)
formunu alir. Boylece cisim bir agisal hiza sahiptir fakat L =c+w dogrusuna bagh

lineer hizt yoktur. Bu durumda S =(w,cxw) screwi L=c+mw dogrusuna zdes

olarak goriilebilir.
c=p+Aw
c—p=Aw
[C - pj ®ww=0)

®
CEW= BEW=W

Sekil 3.2

L iizerinde iki nokta p=(p,,p,.p;) ve q=(¢,-¢,.q;) olsun. Dogru

iizerinde keyfi bir nokta ¢ =(x,,x,,x,) olmak iizere, bu noktalardan gecen dogru
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XD :xz_pz =x3—p3

9 —P 9P 43— Ds

=t, L=c+t(q—p)

dir. Dogrunun dogrultman vektéri w=g¢g—p, dogru iizerindeki referans nokta
c=p+t,(9—p) dir. L nin Plicker koordinatlari L=(w,cXxw) olarak
tanimlanmugtir. L {izerindeki herhangi bir ¢’ =c+mw noktasi, vektdrel carpim

ifadesinde referans nokta olarak kullanilabilir. Ciinkii ¢’xw = (c+tw)Xw=cxw dir.

Agik olarak dogrunun Pliicker koordinatlari w.(¢cxw)=0 bagintisin saglar.

Screw S =(0,v) formuna sahipken dogru screwlerine bozulan screwler bir

diger hal olarak meydana gelir. Bu agisal hiza sahip olmayan, sadece surf Gtelemeyle

birlestirilmis lineer hiza sahip cisimdeki bir harekete karsilik gelir. Bu screwlerin

bilesenleri w.(wxc)=0 bagmtisini sagladigindan bu bilesenler dogrularin Pliicker

. < .. o . v.w
koordinatlaridir. Bu dogrulara 6zdeslik icin screwin adimi k=—— ve screw
ww

. ) WXy
tizerindeki ¢ =
w.w

noktasi ele alahm. w=0 oldugundan k — oo ve orijine olan

uzaklik ¢ — oo olur. Boylece bu formdaki screwlerin sonsuz adima sahip oldugu

sOylenir ve sonsuzda dogru tanimi yapulir.

3.4.2. Bivektorler

Bir screwin ekseni 3—boyutlu uzayda bir dogrudur. Eger bu uzay IR de
x, =1 hiperdiizlemi gibi embedded ise o zaman her bir dogru O =(0,0,0,0)

orijinden gecen bir 2—boyutlu diizlemle 6zdes olabilir. Eger dogru {iizerinde

82



herhangi iki nokta P=(p,,p,.p;,1) ve 0=(q.q,.q;,1) ise, dizlem P ve Q

noktalarinin lineer kombinasyonlarinin ciimlesidir.

o
Sekil 3.3
J 2]
. .. P, 49 .
Koordinatlar, 4x2—tipinden [P,Q]= matrisinin 6 tane |P,Q|
Ps 4
1 1

2% 2 —mindrleri ile bu diizlemler icin tanimlanmigtir. Bu minérler, diizlemdeki her
bir noktalarin her bir se¢imi i¢in bir sabit carpan farkiyla aymidir. Gergekten,
Vi=a,P+bQ ve V,=a,P+b,Q vektor ¢ifti icin mindrleri hesaplayalim.

V. V,|=|a,P+5,0, a,P+b,0|
determinantin lineerligini ve antisimetrikligini kullanirsak,

|V, , V2| =(ab, —a,b)

P.Q|

olarak yazabiliriz. Boylece |P,Q| ve [V,,V,| mindrleri sadece (ab,—a,b)
carpimiyla birbirinden farklidir. [P, Q] matrisinin mindrlerinin climlesi, bivektorleri
tanimlamak i¢in kullanilmistir.

Bivektorleri aciklamak i¢in uygun bir yol, asagidaki ozellikleri saglayan ve

A ile gosterilen dig garpzmz(9) kullanmaktir. P,Q, R vektorleri ve a,b skalarlari i¢in

1) Lineerlik : PA(aQ+bR)=aPAQ+bPAR
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2) Birlesme Ozelligi : (PAQ)AR = PA(QAR)
3) Antisimetri Ozelligi : PAQ =—QAP

Antisimetri 6zelliginden dolayr PAP =0 dur.

Bu dis carpimi, V|AV, yi elde etmek i¢in kullanacagiz.

VAV, =(a,P+bQ)A(a,P+b,0)=(ab, —a,b) PAQ
dur.

Simdi IR* deki bivektorleri inceleyelim:  P=(p,p,,p;,1) ve
0=(9,,9,-95-1), H:x, =1 hiperdiizleminde iki nokta olsun. H da bu iki noktadan
gecen dogru,

NTP_ XN TP 5T

9—P 49—P, 43— Ds

dir.

P ve Q vektorlerini yer vektorii olarak diisiiniirsek, OP = (Pys Pys P351) Ve
00=(4,,4,45,1) olur. OP ve OQ vektorlerinin gerdigi diizlemde herhangi bir
nokta X =(x,,x,,x,,x,) olsun. Bu durumda

aOP+b0Q = (x,,%,,%,, %, )

(ap1 +bq,,ap, +bq,,ap, +bq3,a+b) :(xl,xz,x3,x4)

x, =ap, +bq,
X, =ap, +bq,
Xy = ap; +bq,
x,=a+b

Bu diizlemin x, =1 hiperdiizlemiyle arakesitini bulalim.

x,=a+b=1,
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X, =ap, +bq, 1<i<3 i¢cin

MTP_KHTP _XNTP
9, — P, 4, — P> 4 — Ds

elde ederiz. Bu durumda P ve Q noktalarindan gegcen dogru, aym zamanda bu

dogrudan gecen diizlemin PAQ bivektoriiyle tanimlanmistir. PAQ acilirsa,

PAQ:(% _pl)e4 ANe +(q2—p2)e4 /\62+(q3—p3)e4 A€
+(P2q3—P3C]2)€2 ey +(p3%_p1%)es Ael+(plq2_p2ql)el A€,

olarak elde edilir.

Bu bivektoriin ilk ti¢ bileseni w=(q, - p;,¢, — P,»¢; — p;) dogrunun yéniinii
tamimlar. Ikinci ii¢ bileseni ise, pxqg=px(g—p)=pxw ile verilmistir. Boylece
L=(w, pxw) dogrusunun Pliicker koordinatlar1 ayn1 zamanda I/R* de bu dogrudan

gecen diizlem tanimlayan bivektoriin bilesenleridir.

3.4.3. Dual Ortogonal Matrisler

ID :{ a+ 8a*‘ a,a €IR, e =0,e+0 } dual sayilar ciimlesi

+:IDXID —— = ID

(A=a+ea’ . B=b+eb’ ) > A+B=(a+b)+e(a"+b")

- IDXID —— = ID

(A=a+ea’,B=b+eb’ ) > A-B=ab+¢(ab’ +a'b)
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islemleriyle birlikte bir birimli ve degismeli halkadir.® (ID,+,-) halkasina dual

sayilar halkasi denir.”

w-{li )

matrislerde ¢carpma islemleriyle birlikte birimli ve degismeli bir halkadir.

a,a € IR}CIRZZ climlesi de matrislerde toplama ve

Teorem 3.4.3.1 : (ID,+,-) dual sayilar halkasi ile (M, +,-) halkasi izomorftur.®
filD— M

a 0
A=a+éa —>f(A):[ . }
a a

ile tanimlanan f doniisiimii bir izomorfizmdir.

Tanim 3.4.3.1 : Dual say1 elemanli vektorlere ve matrislere sirastyla dual vektorler

ve dual matrisler ad1 verilir.”’

Buna gore,

Wi |l A Ofw
V]| |pA Ay
ile verilen screwler icin 6x6—tipinden koordinat doniisiim matrisi
[A]=[A]+¢[D][4]

dual matrisine izomorftur.

S=(w,v) ve §'=(W,V) screwleri sirastyla w=w+ev ve W=W +eV

dual vektorleriyle temsil edilirse, screw doniisiim denklemi,

][ 4]

haline gelir. Gergekten,
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[W]=W+8V

[W]=[a]w+e([D][A]w+[A]v)

ve

A

oldugundan [W]

_A_

w=([A]+€[D][A])(w+ev)

w=[4w+e[a]v+e[D][Alw+ e [D][A]y

w=[A]w+e[A]v+e[D][A]w

[w=[A]w+e([D][a]w+[A]v)

= [fl] w dir.

[A] dual matrisi,

[ir)=[i]

ozelligine sahiptir. Gergekten,

A

AL4]

AL4]

AL4]

=([A]+e[p][A])([A]+£[P][A])
=([a]+e[D][A])([A" |+e[4" ][ D"])

(1 (1] -{p] 1]
[0]

=@ﬂ+{@ﬂ[ﬁj+[1)]@ﬂ}

[A][47]=01

olup [2\] matrisi bir ortogonal matristir. Bu, 3x3 —tipinden dual say1 elemanl [A]

matrisine dual ortogonal matris ad1 verilir.

M
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Ornek 3.4.3.1 : 7 ekseni etrafinda 6 acili ve eksen boyunca d mesafeli vida dispine

karsilik gelen dual ortogonal matrisi bulalim.

cosd —sin@ O
z ekseni etrafinda € acili donme matrisi [A] =|sind cos@ O] ve
0 0 1

z ekseni boyunca Gteleme miktar1 d =(0,0,d)dir. d ye karsilik gelen antisimetrik

0 -d 0
matris [D]: d 0 O0Ofdr.
0O 0 O

| Z]=[A]+¢[D][4]

[cos® —sin@ O 0 —d 0]/lcos@ -—-sin@ O
[2]: sinf cos@ Ol+eld 0 0 sind cosd 0
0 0 1 0 0 ofl o 0 1

[cos@—edsin® —sin@—edcosd® 0
[2]: sin@+&dcos@ cos@—éedsind 0
0 0 1

olarak elde ederiz.

Iki dogru arasindaki dual ag1, 6=6+ed dual sayist ile tammlanir.”’ Burada
0 iki dogrunun dogrultman vektorleri arasindaki a¢1 ve d iki dogru arasindaki en

kisa uzakliktir.

Ayrica f (é) fonksiyonunun 6 = 6 noktasindaki Taylor acilimi

w £(n)
f(é):f(9+8d):nz_(;f fe)(gd)”

n.

f(é)=f(e)+edf’(9)+%(iﬁ+o+...

88



£(8)=r(0)+edr(6)

oldugundan,
sin 6 = sin (@ + &d ) = sin 6+ £d cos 6
cos @ = cos(6+&d) = cos @ —ed sin @

ifadeleriyle bir dual acinin siniis ve kosiniis fonksiyonlarini tanimlayabiliriz.

Boylece z ekseni etrafinda € acili ve eksen boyunca d mesafeli vida dispine

karsilik gelen dual ortogonal matrisi,

cosf —sind 0
[2] =|sind cosd 0O
0 0 1

olarak yazabiliriz.

3.4.3.1 Dual Ustel Matris

[A(t)], bir parametreli dual ortogonal matrislerin bir ciimlesi olsun. [A(t)]

nin tanjant operatorii
[@]-[4][#]

1 L dAlr -

@) 4[4

dir. Ayrica,

o ]o{a]{ [ ] o[ 4]

89



oldugundan [fz] antisimetriktir. [Q] matrisine dual acisal hiz matrisi adi verilir.”

[fl] antisimetrik matrisine karsilik gelen dual vektor w ise bu durumda

[fl] y=wXxy
dir. Bu dual vektor w=w+&w” bigiminde yazilabilir w dual vektoriiniin dual kism

w”, w ya paralel ve w ya dik vektorlere ayrilabilir.

0 o ww' wn'
w =w — w+ w
ww w.w
—_—
CXw k

w’ =cxXw+kw

0 0
WXW ww
Burada ¢ = , k= dir.
ww ww
~ 0
w=w+eEw

Ww=w+e(cxXw+kw)
Ww=w(l+ek)+e(cxw)+ek(cxw)
w=w(l+ek)+e(cxw)(1+ek)

W= (1+¢k)(w+ecxw)

elde ederiz. (w+e&cxw) dual vektdrii ani screw eksenini, k, ise [;\(t)} ile

tanimlanan ani vida hareketinin adimum tanimlar.

Bir [f)] sabit dual agisal hizlh [A] hareketi,
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veya
dA | raTra
Aol
matris diferensiyel denklemin ¢oziimiidiir. Baslangic sarti [A(O)] = [I ] icin ¢oziim

[A(n]=<"

dir.

[fl(t)] , [fl] dan elde edilen w+cxXw ekseni etrafinda bir vida hareketidir.

Bunu gorelim:
[k olarak ¢xw=0 halini ele alahm. Yani vida ekseni sabit koordinat

catisinin orijininden gecerse,
Ww=w+e(cxXw+kw)
w=w+ kw

w=(1+¢k)w

haline gelir. [A(t)] dispi [f)] = (1+&k)[Q] 6zel antisimetrik matrisine sahiptir.

1+¢k)" ([Q])

n!

A(r) =§(

dir. Binom a¢ilimindan
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(1+£k)”:1+(gk)n+n(n‘_l)(ikp)2‘ n(n= 1)'(’1 2)(i]f_)3,+

(1+¢&k)" =1+enk
dir.

-1 & (1+enk) ([Q])

A(r) Z

A(r): = [I]+(1+8k)[§2t]+%(1+28k)[§2t]2 +

A=l + (o] L] +...+€k[Qt]([[]+[ﬂt]+%[£2t]z +j

[A(t)] , [Q] antisimetrik matrisinin iisteli ise,

[A(t)] = 1 ek [Qr] !

[A(r)] =[A(r) ]+ ek [Q][ A(r)]
dual ortogonal matrisini elde ederiz. Bu doniisiim w etrafinda, donme acis1 ||w|| dan

tayin edilen ve Oteleme miktar1 d (7) :kt”w” olan bir disp tanmimlar. Bu hareketin

acisal hizi ||w|| ve lineer hiz1 v=k ||w|| dir. Bu disp k adiml bir vida hareketidir.

1 0 0
Ornek 3.4.3.11 : Ornek 3.2.2.1de A(1)=|0 (1-7)/(1+2*)  —21/(1+7°) | tek

0 2/(1+)  (1-2)/(1+7)

parametreli bir harekete karsilik gelen donme matrisini, & donme agist olmak iizere

_ 2
=——, sinf=
1+¢ 1+¢

- ve bu [A(t)] donme matrisinin tanjant operatoriinii
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0 0 0
[Q]=|]0 0 - 22 " olarak elde etmistik. Simdi [A(t)} bir parametreli dual
r+
0 -2 0
Lt +1 i

ortogonal matrisini bulalim.

[A(t)] =[A(t)]+eke[Q)[A(r) ]

1 0 0 0 0 0 1 0 0
N 1—¢* 2t 2 1-1* 2t
A(t)|=|0 — +&kt| 0 0 - 0 -
[ ()} 1+t* 1+ *+1 1+ 14+
2t 1-¢ 2 2t 1-¢°
0 0 0 0
L 1+ 1+17 ] L P+ 17 1+ 1+8 |
1 0 0 0 0 0
~ -1 2(1-¢2
[An]=|0 =5 -2 hvewlo -2 - ( 2)
I+7 1+1 (F+1) (£ +1)
2t 1-¢
0 _ 2
L 1+ 1+ 0 2(1-r’) __ 4
(t2+1)2 (t2+1)2
1 0 0

dir.

Dual donme agis1 6 olmak iizere
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. LA(t)-1 1=
cos@(t)= Alr)-1 1 t2+€kt 4
2 1+1¢ (t2+1)
dir.
cos@ =cos—edsin @
_ 2 _ 2
1 t2+€kt 3 4¢ : :1 tz—ed 2t2
1+¢ ,2+1) 1+t I+t
2 2
d=2 k= k]
1+1¢ 1+1¢
ol
elde edilir.

Eger screw ekseni orijinden gecmezse, o zaman cXw # (0 dir. Bu durumda

[A(t)] hareketi, referans ¢atinin degisiminden,

[A(I)] _ [ﬁ}e(nsk)[ﬂt] [D—1]

dir. Burada [C], ¢ den elde edilen antisimetrik matris olmak iizere [ﬁ] =[1]+¢[C]

dir.
D[ B]=([1]+elc)) ([1]+elc))
D" [ ]=([r]+e[c" (1] +elc])
zan :[1]+{gc;}+g[c]:[1]
olup
[0 ]=[D" ]= ({1 +elc)) =[1]+e[c"]
dir.

94



:A(l‘): _ |:l’ji|e(l+€k)[ﬂt] |:l§71i|

. : [b]i (1+&k)"

n=0 n '

b
—_
~
N—
Il

[ [ D]

D|(1+er)[Q] D7 |=([1]+e[C)(1+ek)[Q]([1]+¢[ € ])

[ D(+ex)[Q] D7 |=([1]+e[C])((1+ek)[]+(1+ek)[@][ " )

D|(1+en)[Q] D7 |=([1]+e[Cl)([Q]+ek[Q]+[Q][ ¢"])

D](1+ek)[Q) D | =[]+ ek[Q]+e[Q] " |+e[C[Q]

J-tr+evfal+e{[a] ¢’ [+(cllo]

D|(1+ek)[Q][ D

B(+er)[Q][ 5] = (1+et)[@]+£([c][2]-[a][c])

_A(t):| _ e((”gk)[Q]”([C][Q]’[Q][C]))t
olarak elde edilir

[C ][Q]—[Q][C ] antisimetrik matrisi ¢Xw vektoriinden elde edildiginden

[Q]+€([C][Q]—[Q][C]) matrisi w+&cXw vida eksenini tanimlar.
:A(t): _ |:l’ji|e(l+€k)[ﬂt] |:l§71i|
A1) =([1+e[c))([Ar) ]+ e [Q][A(r)])([1]+e[ c"])

AW |=([1+elc])([A(0)]+ek[@l[A(0)]+[a(0)] " ])
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A(r) |=[A(n)]+em[Q][A(r)]+e[A(r)][ " |+e[CI[A(1)]
A(r)]= [A(t)]+8(kt[9][A(t)}+[A(t)][g; }+[C][A(t)ﬂ

A(r) [=[A(0)]+e(ke[@[A(n)]+[CI[A(1)]-[A(1)][c))
A(r): = [A(t)]+g(kt[§z][A(t)]+[c][A(t)]—[A(t)][c][AT (r)][A(r)])

A(r)|=[a()]+e(k[@l+[c]-[a@)][c] A" (1)])[A()]
olarak elde edilir.

Hareketin 6teleme bileseni kt[Q] +[C ] —[A][C ][AT] antisimetrik matrisiyle
tammlanmistir. [C] antisimetrik matrisine karsilik gelen vektor ¢ ise, [A][C ][ATJ

matrisine karsilik gelen vektdriin ¢’ =[A]c oldugunu elde etmistik. Bu durumda
oteleme vektoril,

d(t)=kw+c—[A(t)]c

d(t)=kw+[I—-A(t)]c
vektor formundadir. Bu orijini ¢ den gegmeyen vida dispindeki 6teleme vektorii olan
d=ds +[I - A]c ile karsilastirilirsa, hareket w+&cxw ekseni etrafinda k& adimli

bir vida dispine karsilik gelir.

3.5. Kuaterniyonlar

Bir diizlem dispinin pol noktasinin bilesenleri, bir dénmenin ekseni ve bir
uzaysal dispin screw ekseni, 6zel hiperkompleks sayilar icinde toplanabilir, bunlar

diizlem kuaterniyonlari, kuaterniyonlar ve dual kuaterniyonlar olarak
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adlandirilmistir. Bu boliimde bu hiperkompleks sayilarin temel 6zelliklerini
sunacagiz. Once genel olarak ele alacagiz, daha sonra diizlem, kiiresel ve uzaysal

displere ozellestirecegiz.

3.5.1 Clifford Cebiri

1876 da W.K.Clifford, multivektor ve kuaterniyonlarimi igine alan bir
geometrik cebirin yapisini1 tamamladi. Clifford cebiri olarak bilinen bu cebir, verilen

bir vektor uzayi icin skalar carpimin bir secimiyle tek tiirlii tanimlidir.

Cebirin ingsasi, vektorler arasindaki bir carpimin takdimiyle baglar. Carpim
lineerdir ve birlesmelidir.

X, y,z vektorler ve a,b,c skalarlar ise,

D) (ax)(by+cz)=(ab)xy+(ac)xz (Lineerlik)
2)(xy)z=x(yz) (Birlesme Ozelligi)

Bu ozelliklere ek olarak x ve y vektorleri arasindaki ¢carpim,

xXy+ yx=-2x.y

ozelligini saglamalidir. Burada “.” V vektor uzayi i¢in secilen skalar ¢carpimdir.

3.5.1.1. Dis Cebir ve Clifford Cebiri

IR? vektor uzayinin AIR? dis cebiri,

AIR? = A’ IR ® A'IR* ® A’IR* ® A°IR’
— ——

IR IR?
olarak tanimlidir.”Y’ Bu kesimde kullanilan, alt uzay, bu alt uzaylarin elemanlarin ve

bazlarin1 asagidaki tabloda verildigi gibi kullanacagiz.
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Alt Uzay Elemanlar Baz

IR Skalarlar 1

IR’ Vektorler {e.e,.e)

N’IR’ Bivektorler {e, neye neye, Aey)
NIR’ Hacim Elementi {el Ane, A 63}

Burada, boy(AIR*)=2"=8 dir.

A dig garpim antisimetrik oldugundan IR’ vektdr uzayinin {e,,e,,e,} bazi
e, ne,=—e; ne, i#j
e.ne; =0

ozelliklerini saglar.

3.5.1.2. iki Vektoriin Clifford Carpmm

Tanim 3.5.1.2.1 : CE(IR3) Clifford cebirinin herhangi iki x ve y elemaninin

Clifford ¢arpimi xy ile gosterilir ve
Xy=—XYy+XAY

olarak tanimlanir.®

Vx,ye IR i¢in x.y=y.x ve xAy=—yAx oldugundan
VX=—YX+YAX=—XY—XAY

elde ederiz. Bu durumda,
Xy+ yx=-2x.y

dir.
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IR’ vektor uzayimn {e,,e,,e,} ortonormal bazi,

—

0

L. =—e .e. A = A =—€. N\ e A
e]el e €l+€] el e] €l el 6] ele]

ozelliklerini sagladigindan C€(IR3) Clifford cebirinin baz vektorleri ile AIR® dis

cebirinin baz vektorleri arasinda bir birebir esleme asagidaki sekilde yapilabilir.

Ce R AIRS

1 1

{e.e,.e} {e.e,.e}

{ee,,ee,. e} {e, ne, e neyne, nes)
{ee.e,} {e, ne, ney}

Buna gore,

CL(IR)=AIR>®NIR @ A’IR' ® A'IR®

IR IR}

yazilabilir.

3.5.1.3. Clifford Cebir Carpiminin Matris Formu

Bir Clifford cebirinin baz multivektorlerinin bir siralanisi 6zel olarak

belirtilmisse, o zaman Clifford cebirinin herhangi bir A elemani, 2" —boyutlu sirali
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bir A skalarlari ile temsil edilebilir. Ayrica A,Be C{(V) olmak iizere, AB=C

carpimi

matris denklemlerinden biriyle tanimlanabilir. Burada [A*J ve [B’] 2" x2"

matrisleri agsagidaki gibi tanimlanmustir.

[A+] nin her bir siitunu, bir baz multivektorityle sagdan A nin ¢arpimiyla
elde  edilmistir. Yani  Clifford cebirinin  bir baz  multivektorii
{Le,e,,....e,.ee,,¢ee,..} ise [A*] nin siitunlart A, Ae,, Ae,,..., Ae,, Aee,, Aee;, ...

den elde edilmistir.

[B'] nin her bir siitunu ise bir baz multivektoriiyle soldan B nin ¢arpimiyla

elde edilmistir. Yani [B'] nin siitunlart B,e B,e,B,...,e B,ee,B,ee,B,... den elde

edilmistir.

3.5.1.4. invers

V vektor uzayi, V nin Clifford cebirinde ranki 1 olan multivektorlerinin

ciimlesi olarak ele alinir.
Vx,ye Cl(V) igin xy+ yx=-2x.y oldugundan Vxe C/(V) vektori,
XX+ xx=-2x.x

2xx=-2x.x

XX =—X.X
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- =1
X.X
(_jl
X.X
1 X
X =——
X.X

inversine sahiptir.
Eger Clifford cebirinin bir eleman1 A= xy ise A nin inversi,
Al =y X!
dir.
Bir Ae C/(V) nin inversi, cebir ¢arpiminin matris formuyla elde edilebilir.
le C¢ (V) birim eleman olmak iizere, AA™" =1 elemani matris formuyla
E=[A"]A"
tanimlanmistir. Burada E', 1 baz elemanina karsilik gelen 2" —boyutlu birim vektor,
AT ise A" matrisinin bilesenlerinin siitun siralamasidir. Eger [A+] matrisinin
inversi varsa o zaman
A'=[A]TE

dir.

3.5.1.5. Cift Clifford Cebiri

Cift sayilarnn carpimu ¢ift oldugundan, C/¢(V) nin ¢ift rankh

multivektorlerinin alt ciimlesi bir alt cebir olusturur. Bu alt cebir V nin ¢ift Clifford
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cebiri olarak bilinir ve C/* (V) ile gosterilir. () Cift Clifford cebirinin boyutu 2"

dir.

IR* nin gift Clifford cebiri C¢*(IR*)=IR®A’IR* dir.) C(*(IR*)nin bir
baz1 {1,e,e,} oldugundan boyCt* (IR*)=2 dir.

VCe Ct*(IR?) igin C =c, +c,ee, olacak sekilde c,,c, e IR vardr.

(ee, )2 =(ee,)(ee,)=—ee,e,e, =—1
oldugundan ee, kompleks sayilarin i birimi ile 6zdeslestirilebilir. Bu durumda

Ccrr (IRZ) , C kompleks sayilarin ciimlesi gibi ele alinabilir.

IR® in gift Clifford cebiri C¢*(IR’)=IR®A’IR® dir. C*(IR’) nin bir
bazi {1, e,e;, ese,, e, } oldugundan boyCt* (IR*) =4 tiir.

VHe Cl* (IR3) icin H=H,+Hee,+H,ee +H,ee, olacak sekilde
H,,H,,H,,H, e IR vardir. Baz bivektorleri

i=eye, j=ee k=epe,
ile gosterilirse,
i’ =(e,6,)" = e,e,0,6, = —e,e,0,0, = —1
i’ =(ee )2 =e,ee.e, =—eseee, =—1
k* =(ee, )2 =ee,e6, =—ee,e,e =—1

y= (6263)(6361) =—e,6, =ee, =k

Jk = (e3el )(elez) =—ee, =€ =1
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ki=(ee,)(ee;)=—ee,=ee, = j
ik =(e,e;)(ee,) = ee,0,6, =—€,6, =—j
ki =(ee,)(ee)=e,eee; =—e,e; =—i
ji=(ee)(e,6;)=eeee, =—ee, =—k
dir. Bunlar i, j, k kuaterniyon birimi i¢in ¢arpim kurallaridir. Boylece C/* (IR3 ), ilk

olarak W.R.Hamilton tarafindan tanimlanan kuaterniyon ciimlesidir.

3.5.1.6. Ozel Clifford Cebirleri

IR’ ve IR* iin 6zel dejenere skalar carpimlarindan elde edilen Clifford
cebirlerini inceleyelim. Bu uzaylar, diizlem ve wuzay displerinin homogen

doniisiimlerini tanimlamak i¢in kullanilir.
IR’ de skalar ¢arpim, x=(x,,%,,%,), y=(,,,¥;)€ IR’ igin

d(x,y)=xy=xy,+X,
olarak tamimlanmustir."” Bu ¢arpim, diizlem dispinin homogen formunda kullamlan

x, =1 diizlemindeki standart (Oklid) ¢arpimdir.

Eger IR’ iin baz vektorleri { e,,e,. ¢, } ise,
d(ey.e;)=d((0,0,1),(0,0,1)) =e,.e, =0
oldugundan,

2 _

e, =ee, =—e,.e;te;ne, =0

dir. Bu durumda e; =0 olan Clifford cebiri gereklidir. Boylece C£+(IR3) iin,

kuaterniyonlar i¢cin tanimlanan carpimdan farkli bir carpim kurali olan, bir alt
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ciimlesini elde ederiz. Bu yeni Clifford cebirini C/* (IR3,a’ ) ile gosterelim.
cer (IR3 ,d ) cift Clifford cebirinin 1, e;e,, e;e,,e,e, baz bivektorleri,

(ese, )2 = eeeie = —eesese, =0

(eses )2 = 0,058, = —e,e5e,6, =0

(ee,) =eeee, =—eseee, =—1

(e,e,)(ese,) =—€,e505¢, =0

(e,e,)(ee,) = —ese,6,6, = ese,

(ee,)(ee ) =ee66 =—ee, =ese,
esitliklerini saglar. Bu baz bivektorleri, i, j,k kuaterniyon birimleri ve, & dual
birim(é‘2 :O) olmak iizere, ie, je ve k birimleriyle 6zdeslestirilirse,

i£=ee JE=ese, k=ee,
elde edilir.

Bu durumda C¢* (IR®,d) ift Clifford cebirinin baz bivektorleri {1, ie, je,k }

dir. VAe Cr* (IR3,d) icin A=A, +Aie+A,je+ Ak ile verilmistir. Buna bir

(6]

diizlem kuaterniyonu adi verilir.’ Ciinkii bu, bir diizlem dispinin temsili i¢in

kullanilir.
IR de, x=(x,,%,,%;,%,) y=(> ¥ V5, ¥, ) € IR" igin

d(x’ y) SEXY=EXNN TNV, XY,

olarak tanimlanan dejenere skalar garpzmm(l) kullamlmasiyla elde edilen IR* iin
Clifford cebirini ele alalim. Bu c¢arpim, uzaysal kati cisim displerinin homogen

temsilinde kullanilan x, =1 hiperdiizlemindeki Oklid ¢arprmudir.
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Eger IR* iin baz vektorleri { e,,¢,, e,,¢,} ise,
d(e,.e,)=d((0,0,0,1),(0,0,0,1))=e¢,.c, =0
oldugundan,

e; =ee,=—e,e,te,ne,=0
dir.

Cl(IR')=IR®A'IR' ® A’IR* ® A’IR* ® A'IR* oldugundan
Cl*(IR')=IR®AN’IR* ®A'IR* dir.¥ C¢*(IR',d) ift Clifford cebirinin baz
multivektorleri, {1, e,e,,e56,,€.6,,€,¢,,€,6,,¢,6,,¢,¢,¢.¢,} dir.  e,e,, 60, €6,
bivektorleri, i,/,k kuaterniyon birimleridir. ee,e.e, multivektorii (ee,ese,)’ =0
Ozelligine sahiptir. ee,e;e, =€ ile gosterilirse, i=ee,, j=ee, k=epe,

bivektoriiyle,

ie =(e,e,)(ee,0:6,) = ese,e.e,e58, = eese.e, = e,e
j€=(ee,)(eeee,) =eeeeee, =eeee, =ee,
ke =(ee,)(eeee,)=(ee, )2 ee, =e.e,
elde edilir. Bu durumda C/¢* (IR4,d ) cift Clifford cebirinin baz multivektorleri
{Li, j,k,ie, je,ke, e} dir. C1* (IR4,d) nin herhangi bir elemant,
H=H,+Hi+H,j+Hk+H ie+Hje+H%ke+H’e
1se,
H=H,+eH,+(H +¢eH,)i+(H,+¢eH,) j+(H,+eH, )k

bir dual kuaterniyonudur.
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3.5.2. Diizlem Kuaterniyonlari
3.5.2.1. Diizlem Displeri

Diizlem kuaterniyonlarini, diizlem displerini tanimlamak i¢in kullanacagiz.
3x3—homogen doniisiimiinin @ A=1 Kkarakteristik degerine karsihik gelen

karakteristik vektor,

Cp, 1 | (d,/2)sin(6/2)—(d,/2)cos(6/2)
sin(6/2 )
P> _ (dl/2)cos(6’/2)+(d2/2)sin(9/2)
sin(6/2)
1 1

dir. p=(p,, p,,1) diizlemin pol noktasidir. p =(p,, p,,1) nin bilesenleri,
Z =cos(6/2)+ p,sin(6/2)ie - p,sin(6/2) je+sin(6/2)k
formiilityle C/* (IR3,d ) cift Clifford cebirinin bir Z = z, + zji€ + z, j€ + z;k elemanh

diizlem dispine 6zdes olarak kullanilmistir. Bu denklemde pol noktalar1 yerine

yazilirsa,

Z =cos(6/2)+((d,/2)cos(6/2)+(d,/2)sin(6/2))ie
—((d,/2)sin(6/2)—(d,/2)cos(6/2)) je+sin(6/2)k

z, = cos(6)2)
z,=(d,/2)cos(6/2)+(d,/2)sin(6/2)
2, =—(d,/2)sin(6/2) +(d,/2)cos(6/2)
2, =sin(6/2)

olarak elde ederiz. 8, d, ve d, parametreleri,

cos @ =cos’ (8/2)—sin*(6/2)=z; — 22
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sin @ = 2sin (6/2)cos(6/2) =2z,z,
d =2(z2,—2,%)
d,=2(z,2,+2,2,)
formiilleriyle Z den elde edilmiglerdir.
IR’ de bir X=(x,y,1) noktasi, Clifford cebirinin bir X = yie—xje+k
elemaniyla 6zdeslestirilirse, Z nin eslenigi Z" =z, — zji€ — 7, j€ — 7,k ve
(i) =0  (je)’=0  k*=-1
(ie)(je)=0 (je)k=ie k(ie)=je
k(je)=—ie (ie)k=-je
i€ =ee JE=ese, k=ee,
olmak iizere ZXZ carpimu asagidaki sekilde elde edilir.
ZXZ =(z,+zi€+2z,j€+2.k)(vie—xje+k)(z, — zjie— 7, j€— 7;k)
7XZ' =(2 +zj)k+((zj —23)y+(22,2,) x+d, +2(2,2, +z1z3))i8
+((2z3z4 )y+(=z5 +25 ) x+2(=z,2, + 2,25 )) je

dir. Burada, X =ZXZ" denirse

X' =((cos8) y+(sin@)x+d,)ic+((sin@) y—(cos@)x—d,) je+k

X' =((sin@)x+(cos8) y+d,)ic—((cos@)x—(sin@) y+d,) je+k

y denirse X" denirse

X' =vie-xje+k
y =(sin@)x+(cos8) y+d,

x"=(cos@)x—(sinB) y+d,
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X cos@ —sin@ d, || x
Yy |=|sin€@ cos€® d,|y
1 0 0 1|1

dir. Gériildiigii gibi X”, X in diizlem dispinin sonucundaki resmidir.

3.5.2.2. IR* de Vektorler
Z=7,+Zjice+Z,je+Zk diizlem kuaterniyonu, Z=(Z,Z,,Z,,Z,)e IR",
dort boyutlu vektor olarak yazilabilir.

@ acili bir sirf donme,

12=(2.,2,,2,,Z,)= icosg+£sing, —ising+ﬁcosg, sing, cosg
) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

dir ve d =(d,,d,) otelemeli bir sirf Steleme,
D=(D,D,,D,,D,)= (%,%,0,1)

dir.
Iki DZ diizlem kuaterniyonun carpimindan DZ vektorleri meydana gelir.
DZ vektorlerinin bilesenlerini Clifford cebirinin matris formundaki temsiliyle elde

edelim.
DZ=[D"|Z
veya

DZ=[7 |D
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dir. [D+] matrisini belirleyelim: C¢* ( IR.d ) cift Clifford cebirinin baz bivektorleri
{ie, je,k,1} ise, D=(D,,D,,D,,D,) vektoriinii D =D, +Djie+ D, je+ D;k olarak
yazilabiliriz.
(D)(ie)=(D,+Djie+D, je+ D;k)(i€) = D,ie+0+0+ D, je
(D)(je)=(D,+Djie+D, je+D;k)( je) =D, je+0+0-D,ie
(D)(k)=(D,+Djie+ D, je + D;k) (k)= D,k — D, je + D,ie — D,
(D)(1)=D, +D,ie+D, je+D;k

D, -D, D, D
D

)

- |p, D, -D
)=l D41 D

N

0 0 -D, D,
dir. Benzer sekilde, [Z ’] matrisini belirleyelim: C/* (IR3,d ) cift Clifford cebirinin
baz bivektorleri { i, je,k,1} oldugundan Z=(Z,,Z,,Z,,Z,) vektoriini
Z=Z7Z,+Zjie+Z,je+Zk olarak yazabiliriz.
(ie)(Z2)=(ie)(Z,+ Zjie+Z,je+Z k) =Z,ie+0+0-Z, je
(je)(z2)=(je)(z,+Zjie+Z,je+Zk)=Z,je+0+Z,ie
(K)(Z2)=(k)(Z,+Zjie+Z,je+Zk)=Zk+Z je-Z,ie—-Z,

((2)=2,+Zjie+Z,je+Zk

zZ, 7, -Z, Z,
2 ]- -Z, Z, Z, Z,
0o 0 z, Z
0 0 -z, Z

3

~

dir.
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Simdi daha once elde ettigimiz X = ZXZ" diizlem dispini matris formu ile de

elde edelim.

x'=2xz =z |[x ]z

| d, , . 6]
—Ccos—+—=sin—
2 2 2
0 1 x y _dl L4 p2]
_1 0 y —x ?Sln ?COSE
[x"|z=
0O 0 0 1 .
sin—
0O 0 -1 O 2
coSs—
L 2 i
e, . L. 6 d,
ycos—+ xsin———sin—+—=cos—
2 2 2 2 2
. 0 . , . 06
ysin——xcos———cos———=sin—
[X’]Z= 2 2 2 2 2
CcOoS—
2
—sin—
L 2
. d, . d, d, 6 d, 0]
cosS— —sin— ——sin—+-—2c0S— ——C0S———=Sin—
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
) o d, d, . 6 d, 0
sin— cos— ——tcos———=sin— —sin———=coS—
T 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2] - 2
0 0 CcoS— —sin—
2
0 0 sin — CcOS—
L 2 2 i
ycos@+xsinf+d, y
i . e ysin@—xcos€—d, —x
X'=7ZXZ =|Z X = =
[z ][x] | 1
0 0

elde edilir. Yani X”, X in diizlem dispinin sonucunda elde edilmistir.
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3.5.3. Kuaterniyonlar
3.5.3.1. Donmeler

Donmeler,

Z=c,tcitc,jtck
kuaterniyonu i¢ine bir dénmenin c,, ¢, c,,c, Euler parametrelerinin toplanmasiyla
cer (IR3 ) cift Clifford cebirinin elemanlariyla 6zdeslestirilebilir.

6 donme agis1 ve s = (sx,sy,sz) donme eksenine gore Z =c, +ci+c,j+ck
kuaterniyonunun yazilisi,

Z :cos§+ s, sin(gji+sV sin(gjj+sZ sin(gjk

2 2 : 2 2

olur Z bir birim kuaterniyondur.

IR’ deki bir X=(x,y,z) vektorii, vektér kuaterniyon (sirf kuaterniyon)
olarak C/(* (IR3) iin bir X = xi+ yj+ zk elemaniyla 6zdeslestirilmistir.

Donme X =ZXZ kuaterniyon denklemiyle verilmistir. Burada Z*, Z nin
eslenigi olup Z" =c¢,—cji—c,j—ck dir. X'=ZXZ" kuaterniyonunu, kuaterniyon

carpimini matris formunu kullanarak elde edelim.

3.5.3.2 Kuaterniyon Carpimimin Matris Formu

Bir Z=Z,+Zi+Z,j+Zk kuaterniyonun bilesenlerini, IR* de
72=(2,,2,,2,,Z,)e IR" vektoriiyle 6zdeslestirelim. Ornegin, z—ekseni etrafinda 6

acilik dénme igin, donme ekseni s = (sx, S sz) =(0,0,1) olacagindan,
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. (6 . [0 . (6 0
Z=|s.sin| —|,s sin| — |,s_sin| — |,cOS—
2) 2) - 2 2
7= 0,0,Sin(gj,cosg
2 2

dir. Z vektorii Z = cos§+ sin (gjk kuaterniyonu ile tammmlanmustir. Birim donme
(0 =27 olacagindan) Z =(0,0,0,1) vektoriiyle olur.

Iki G ve Z kuaterniyonun ¢arpimi olan GZ vektorii,

GZ=|G"|Z veya GZ=[Z |G

matris carpimiyla verilmistir. [G+] ve [Z _] matrislerini hesaplayalim. Baz
vektorleri { i, j,k,1} oldugundan,

Z=7Z,+Zi+Z,j+Zk

G=G,+Gi+G,j+Gk

(G)(i)=(G,+G,i+G,j+Gik)(i)=G,i—G, -G,k +G,j

(G)(J)=(G,+Gi+G,j+Gik)(j)=G,j+Gk-G,—Gii

(G)(k)=(G,+G,i+G,j+Gk)(k)=G,k—G,j+G,i—G,

(G)(1)=G,+Gi+G,j+Gk

G, -G, G, G,
[ G+] — G, G, -G G,
-G, G, G, G,
-G, -G, -G, G,

vE

(N (2)=(i)(Z,+ Zi+Z,j+Zk)=Z,i-Z,+ Z,k—Z,j
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(N Z2)=(J)NZ,+Zi+Z,j+Zk)=Z,j-Zk—-Z,+Zii

(K)(Z2)=(k)(Z,+Zi+Z,j+Zk)=Z,k+Z j-Z,i—Z,

N
N
|
N
N

[Z_] _ -Z, . Z Z,
zZ, -Z, Z, Z,
_Zl _Zz _Zs Z4

diir.

Karsilik gelen kuaterniyonlar birim biiyiikliige sahip oldugundan ve her bir
siitun diger tiim siitunlara ortogonal oldugundan bu matrislerin her biri bir

4% 4 — tipinden ortogonal matristir.

. (9) . (9) . (ej 0
Z=|s. sin| —|,s sin| —|,s sin| — |,co8—
2) " 2 2 2

X =(x,y,20)

olmak iizere X =ZXZ" matris formu X = [Z * J [Z - ]* X ile verildigi diistiniilebilir.

cos—  —s.sin— s sin— s sin—
2 2 2
s, sin— cos—  —s.sin— s sin—
[ 7+ ] _ 2 2 2 2
—s,sin— s sin—  cos— s sin—
T2 2 2 2
. . . 0
—s,sin— —s sin— —s sin— cos—
L 2 2 2 2
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cos—  —s.sin— s sin— —s sin—
2 2 2 2
§_sin— cos—  —s . sin— —s sin—
-7 c2 2 2 T2
Z | = 9
—-s,sin— s sin—  CcOS—  —s_sSin—
2 2 2 2
. . . 0
s.sin— s sin— s sin— = coS—
L 2 2 2 2

Burada sT:[s s

x y

0 -s, s,
S=ls, 0 -5
s, s, 0

olacagindan,

71-

%7~

cosg 0 0 0
2
0 cosg 0 |+|s,sin—
2 2
0 0 cos— s sin—
2] L7 2
cos— —s sin— 5 sin—
2 2 y 2
s.sin— cOoS— —s_sin—
: 2 2 2
. ) o
s sin— s sin— CcOS —
iy 2 2 2

cos (gj I +sin (gj S (sin gj K
2 2 2
— (sin gj s
2
cos (gj I +sin (gj N (sin gj s
* 2 2 2
(sin gj sT
2

Cos—
2

COS—
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—s_sin—
2

s sin—
T2

sZ] ve s ye karsiik gelen antisimetrik matris

s, sin 5

-, smE




olarak yazilabilir.

CcoS —

s, sin —

_S 1
)

_sx

.0 .0 0 .0 .6
SySll'lf sxsm— COSE —SZSlIlf sysm—
8 Y, 8 6 8
-5, SiIn— s, Sin — S SIn — COS — —5, SIn —
iy N X
. . , 6
COS — S~ S1In — —S, SIn — S+ SIn — COS —
T Y L) 2
9 6 6 8 9
—5. S1In — COS — S, SIn — Sy SIn — S SIn —
) 2 LY T2 YT R

[zj[z*’ } = <os (gjl +2sin @%{gj S +sin’ (gj S2 +sin’ (gj(l +5%) 0

dir.

0" 1

—5, sin—
—s,, sin —

—s, sin —

COS —

cos’ [gjl+2sin(§jcos(§]$+sin2(ng2 +sin’ (gj(lhgz) =I+(sin@)S +(1-cos ) S>

olup, bu 6 donme

acistna  ve s donme eksenine gore tanimlanan

[A]=1+(sinB)S +(1-cosH)S* donme matrisidir. Bu durumda,

2]z ]-|

dir.

3.5.4. Dual Kuaterniyonlar

[T]:[A,d] koordinat doniisiimii, bir 7Z=7+€Z° dual kuaterniyonu ile
temsil edilebilen F sabit catidan M hareketli catiya bir cismin konumunu tanimlar.

Z=Z7+¢Z" dual kuaterniyonunun Z = z, + z,i€ + z, j€ + z;k reel kismu, [A]

donmesinin Euler parametreleriyle tammlanmugti. Z° dual kismu ise

115




A :lDZ
2

ile verilmistir. Burada D =d,i+d,j+d;k, d =(d,,d,.d,) oteleme vektoriinden elde

edilen bir sirf kuaterniyondur.

d oteleme vektdrii, d=ds+c—[A]c vida dispinin parametrelerine gore

yazilsin. Bu vektorlerin her birinin kuaterniyon formunda yazilistyla,
D=dS+C-ZCZ

elde ederiz ve

z° =1DZ
2

ZO:%(dS+C—ZCZ*)Z

VA =%(dSZ+CZ—ZC)

olur. Bu ifadeyi agarsak,
1 - - +
A =§([z las+[z ]c-[z"]c)

A :%([Z](dS+C)—[Z*]C)

olarak elde ederiz.

cos—  —s.sin— s sin— s sin—
2 2 2 2
Cl
s, sin— cos—  —s.sin— s sin—
[ 7+ } C 2 2 2 2114
. . . C,
—s,sin— s sin— cos— s sin—
2 2 2 210
. . . 0
—s,sin— —s sin— —s_sin— cos—
L 2 2 2 2
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€, C08S——C,S5, sin—+¢,s, sin—
2 2 T2

8, 8In—+c¢, COS——¢,s, sin—
2 2 2

—c,s.sin—+c¢,s_sin—+ ¢, COS—
1 2 3
4 2 * 2 2

—c,s, sin 3 c,s, sin 5 ¢S, sin 3

ve
COSE s, sinE =S, sinE s, sinE ) )
(dlsx +d,s, +d,s, ) s +c
—s_sin— cos— s sin— §_ sin—
x y ds +d,s +d.s |s +c
(7 ](as+)= 02 29 02 ; (dis, +dys, +dss,) s, +c,
s, sin— —s sin— cos— s sin— (dis, +dys, +dss., )5, +c,
y 2 2 2 ¢ 2
- 0 -
—s sin— —s sin— —s_Sin—  COS—
L 2 ’ 2 2 2
olacagindan,

A :%([z-](dﬁc)—[zjc)

i .6 . 6 6 6 6
2¢,s.sin——2c,s, sin—+d,s, s, cos—+d,s.s, cos—+d,s> cos—
y yox X 2 x 2

xS xy

—2¢s, sinng 2c,s, sin§+ ds.s cosg+ dys_s, cos§+ dzsi cosg

.0 .0 0 4 0
2¢,s, sin——2c,s _sin—+d,s.s, cos—+d,s s, cos—+d,s; cos—
y x Xy y 2 2

—d,s, sing —d,s, sing —d,s, sing

: - .. e e * .
dir. d =d;s +d,s, +d,s_ oldugu goz 6niine alinirsa ve s =cXs denirse,
* _ * * * _
s = (SX’Sy’ s, ) = (CZSZ —C38,, = (S, +638,,C8 _CZSx)

y

olur. Bu durumda,

117



. 9 *
s +2sin—s_
2

N—

1
IS
(@)
@]
w
7N\

Y
(@}
(@]
»
7~ N\
N [T DD
N—

. 0 *
s.+2sin—s.
y 2 y

sZ+2singsZ
2

N—

|
QU
Z.
]
|

| &
N
2.
=)
NSNS

fo:—(z

olarak elde ederiz.

s=s+&cxs dual vektori vida eksenini temsil etsin ve @=0+¢&d, §

boyunca Oteleme ve § ekseni etrafindaki donmeyi tanimlayan dual a¢i olsun. O

zaman,

Z2=7+¢eZ"

A 4 . (6). AN . (6
Z=cos—+s sin| — |i+s sin| — |j+s_sin| — |k
2 2 i 2 ) 2
d). 8 (d 0 . (0 «).
+€&| —| = [sin—+| —cos| — |5, +sin| — |5, |i
2 2 \2 2)" 2)"
d 0 . (0) )., [d 0 AN
+| —cos| — |s, +sin| — |5, |j+| —cos| — |s +sin| —|s, |k
2 2)” 2) " 2 2)° 2)°
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Z =cos(8/2)+¢&(—(d/2)sin(8/2))+| s, (sin(8/2)+&(d/2)cos(6/2))+esin(8/2)s,

cos(%+€d) sin(%-#é‘d)

sm(%+ d)

+| s, (sin(6/2)+&(d/2)cos(6/2))+€sin(6/2)s.

sm(%+€d)

+| 5, (sin (6/2)+&(d/2)cos(6/2))+€sin(6/2) s J

olur.

s sin(¢+ed)+esin(6/2)s, =s, sin(é/2)+€sin(t9/2) s, +€&*(d/2)cos(6/2)s,

S(sin(%-%—sd))

=5, sin(6/2)+esin(4/2)s;
=, sin(6/2) +£sin(8/2)cxs,
=sin(8/2)(s, +£cxs,)
=sin(8/2)(s

ve benzer sekilde,

s, (sin(6/2)+&(d/2)cos(6/2))+esin(8/2) s, == sin(é/Z)(§),)

sin(%+£d)

s, (sin(6/2)+¢&(d/2)cos(6/2))+€sin(6/2)s) = sin(é/2)(§

sin($+ed)

olacagindan,

R 6 . . (6). . (6). . . (6
Z=cos—+S§ sin| — |i+§ sin| — |j+5_sin| — |k
2 2 ’ 2 : 2

olarak elde ederiz.
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Boylece bir dual kuaterniyonun bilesenleri, uzaysal dispin dual Euler
parametreleri olarak bilinen dual uyarlamalariyla Euler parametreleri yerine

konularak elde edilmjstir.(l)

Dual Euler parametrelerini kullanarak [A}:[A]+8[D][A] dual ortogonal
. .. . (8 0 . [0 ) )
matrisini, donme matrisi olan A=[I ]+251n E coS E [S ]+251n E [S ] nin bir

dual uyarlamasiyla,

N AN AN A
A—[I]+ZSln[EJcos[Ej[S]+251n (EJ[S ]
olarak ifade edebiliriz.

w=w+ev, W=(w,v) screwinin dual vektor formu olsun. Bu dual vektorii,

A

w=(w +ev)i+(w, +ev,) j+(w,+ev)k
dual kuaterniyonuyla ozdeslestirilebiliriz. Buna bir dual vektor kuaterniyonu adi
verilir.’ Eger w, F referans catisinda bir screwin koordinatlarini tanimlarsa, o

zaman diger M catisinda dl¢iilen screwin koordinatlar

A7 5 A Sk
w =7ZwZ

A

dontigiimilyle tanimlanan w dual kuaterniyonuyla verilmistir. Burada 7', Z nmn

eslenigidir.

3.5.4.1. IR® de Vektorler
7=7+€Z" dual kuaterniyonu, sekiz boyutlu 7= (Z,ZO)E IR® vektorii

olarak yazilabilir. Iki dual kuaterniyonun ¢arpimi GZ yi hesaplayalim.
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7=7+¢e2" ve G=G+&G® dual say bilesenleriyle 4—boyutlu vektorler,
[éﬂ:[Gﬂw[G“} ile [z“]:[z-]w[z“-] 4x4—tipinden dual matrisler
olsun. Béylece bunlar
G2 =[6)2 ve 62=[27]6
matris denklemlerini saglar. Bu bagmtilar matris carpimlarindan,
{ GZ }[[GJ [0] ][z}
62/ | |[e"] [o']7
veya
{ GZ }[[z] [0] }[G}
o2/ (2] [z ]l
olarak hesaplayabiliriz. Bu durumda W = Z#wZ" doniisiim denklemini
bigiminde yazabiliriz. [ 2* ][ 2| carpim matrisi, dual uyarlamalarla

[2*}[2*]* _ cos’ [§j1+25m(§}os(gj§+sinz (SJSZ +sin’ (SJ(I+§2) 0

0" 1

olarak elde edilir. Boylece bu doniisiim bir kat1 cisim dispi tanimlar.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada kati cisim hareketine ait temel kavramlar ele alinmistir. Diizlem
displerini, kiiresel displeri ve uzay displerini temsil eden matris doniisiimleri
tanmitilmistir. Cayley formiiliinden faydalanilarak, verilen bir eksen etrafindaki
donmeye karsilik gelen pozitif ortogonal matris bulunmustur. Bir kat1 cismin siirekli
hareketi kullanilarak tanjant operatorler elde edilmis ve Ornekler iizerinde
incelenmistir. Screw teorinin temel bilgileri verilerek, dual sayi1 cebiri, screw
koordinat doniisiimlerinde kullanilmistir. Boylece dual ortogonal matrisler
tanimlanmis ve bir dual acisal hiz matrisinin iisteli olarak bir vida dispi elde
edilmistir. Clifford Cebir insas1 kurularak kompleks sayilar, kuaterniyonlar, diizlem

ve dual kuaterniyonlar Clifford Cebirleri olarak elde edilmistir.
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