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Ortogonal doniisiim tabanli matris algoritmalari, matris hesaplamalarinda
Oonemli bir rol oynar. Bunun nedenlerinden bazilari: (1) Ortogonal doniisiimler
sayisal olarak kararlidir ki, matrisin sayisal ranki istenildiginde 6zellikle 6nemlidir,
(2) Bu doniisiimler 2-normu korur, bdylece problemleri sadelestirmede kullanilirlar,
(3) Ortogonal doniigiim tabanli matris ayrisimlar1 genellikle 6nemli derecede az
islemle veri ekleme/¢cikarma yapan giivenilir usullerdir, (4) Bu ayrisimlar noise
supression teknikleri ve diger sinyal isleme uygulamalarinda 6nemli bir rol oynayan
matris tizerinde tanimlanmis belirli altuzaylar hakkinda 6nemli bilgiler verir.

Zaman degisimli problemlerde, ¢ok fazla veri ekleme/¢cikarma isleminden
sonra tekil deger ayristmini (SVD) hesaplamak alternatif ayrigimlan cekici kilan
hesapsal olarak pahali bir siirectir. Bu tezde SVD’ye alternatif olan ULVD iizerine

odaklanacagiz.



Bu tezde baslangictan ULVD’yi hesaplayan 6zyineli bir algoritma sunacagiz.
Bu algoritma mevcut algoritmalarin tersine matrisin rankinin kiigiikk veya biiyiik
olmasim ayirmaz. Algoritmamizin diger tiim SVD algoritmalarindan daha hizh

oldugunu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Matris hesaplamasi, Matris ayrisimi, Tekil deger ayrisimi,

SVD, ULV ayrisimi, ULVD.
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ULV DECOMPOSITION AND ITS APPLICATIONS
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Matrix algorithms based on orthogonal transformations play an important role
in matrix computations. Some of the reasons for this are: (1) Orthogonal
transformations are numerically stable, which is particularly important when the
numerical rank of a matrix is an issue, (2) These transformations preserve the two-
norm, thus, can be used to simplify problems, (3) Matrix decompositions based on
orthogonal transformations are often easy to update/downdate in a reliabele fashion
with considerable less computation, (4) These decompositions can yield information
about certain subspaces defined on the matrix which play an essential role in noise

supression techniques and other signal processing applications.

For the time varying applications, computing the singular value

decomposition (SVD) after each update/downdate is computationaly expensive
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process which makes alternative decompositions attractive. This thesis focuses on

ULV decomposition (ULVD), an alternative to the SVD.

In this thesis we present a recursive algorithm that computes ULVD from
scratch. Unlike current algorithms it does not distinguish whether the matrix is high

or low rank. It is shown that our algorithm is faster than all stable SVD algorithms.

Key Words: Matrix computation, Matrix decomposition, Singular value

decomposition, SVD, ULV decomposition, ULVD.
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1. GIRIS

Ortogonal doniisiimlere dayanan matris algoritmasi, matris hesaplamalarinda
onemli bir rol oynar. Bunun icin bircok sebep vardir; birincisi, ortogonal doniisiimler
sayisal olarak kararlidir ki bu matrisin sayisal ranki konu oldugunda gercekten
onemlidir. Ikincisi, bu doniisiimler 2-normu korur, boylece bu, problemi
basitlestirmede kullanilabilir. Ugiinciisii, ortogonal déniisiimlere temel olan matris
ayrisimlarinin, olduk¢a az islem ile giivenilir bir sekilde satir eklenmesi\¢cikarilmasi
genellikle kolaydir. Son olarak bu ayrisimlar, noise supression tekniklerde ve diger
sinyal igleme uygulamalarinda zaruri bir rol oynayan matris iizerinde tanimlanmig

baz1 altuzaylar hakkinda bilgi verebilir.

Genellikle kullanilan ortogonal doniistimler, tekil deger ayrisimlaridir (SVD)
[8], [3], [12]. SVD giivenli bir bicimde bir matrisin i¢cindeki near-rank hatalarin arar
ve biitiin gerekli altuzay bilgilerini verir. Ciinkii SVD algoritmas1 gercekten
giivenilirdir ve sayisal olarak kararhdir, en kiigiik kareler ve toplam en kiiciik kareler

degerler arasi tayininde oldukca yaygin uygulamalar olarak kullamilir [13], [14].

SVD cok kuvvetli bir ara¢ olmakla beraber, baz1 sakincalar1 vardir. Ornegin
eski verinin silindigi ve/vaya yeni verinin eklendigi zaman degisimli problemler i¢in,
SVD ayrigsmay1 hesapsal olarak talep eder. Bu, alternatif ¢coziimlemeleri cekici hale

getirir.

Alternatiflerden bir tanesi ranki ortaya ¢ikaran QR (RRQR) ayrigimidir [15],
[16]. QR kolay degistirilebilen bir ayrisimdir. Bununla birlikte, kirlilik altuzay: temel

gerektiren uygulamalar icin daha az kullanmighdir.



Ranki ortaya cikaran c¢ift yonlii ortogonal ayristmlar URVD ve ULVD,
sayisal siralamalar ve arzu edilen altuzay igin giivenilir hesaplamalar saglayan diger
umut verici alternatiflerdir [11]. Bu ayrisimlar ilk olarak Faddeev, Kublanowskaya
ve Faddeeva [17] ve Hanson ve Lawson [18] tarafindan tartisilmistir. Bir zamanlar
tamamen unutulmus olsalar da, URVD ve ULVD algoritmalarini ilk olarak ortaya
cikaran Stewart tarafindan arastirmacilarin dikkatine sunulmustur [9], [10]. Bu tezde

ULVD iizerine yogunlasilacaktir.

1-1 Genel Bakis

Tez boyunca iki ULVD iligkili algoritma anlatilacaktir. Bu problemlerde,
veri matrislerinin sayisal ranki ve kiigiik tekil degerlerle iligkilendirilmis altuzaylar
icin temeller aranmistir. Bu altuzaylar, noise altuzay olarak ta adlandirilir. {1k olarak
baslangictan ULVD’yi hesaplayan bir tekrarlamali algoritma Onerilir. Simdiki
algoritmalardan farkli olarak, anlatilacak olan algoritma, matrisin yiiksek veya
diisiik rankli olup olmadigim ayirt etmez. ilk olarak baslangi¢ matrisini, ortogonal
matrisleri kullanarak bidiagonallestirir. Sonrasinda bidiagonal matrisi iki hemen
hemen esit bloga boler. Daha sonra her blogun ULVD’sini hesaplayarak, bloklar
birlestirir. Bu, verilecek algoritmanin diger tiim SVD algoritmalarindan daha hizli

oldugunu gostermistir.

1-2 Literatiiriin Gozden Gegirilmesi

ULV aynisimi, SVD gibi, ayn1 rank bilgisini ve yaklasik aym altuzay

bilgisini saglar. Oldukca etkili ve kesin bigcimde degistirilebilir. Stewart bir ULVD



algoritmas1 Onermistir [9]. Stewart’in algoritmasi matrisi ortogonal doniisiimlerden
ticgensel formlara doniistiiriir. Bundan sonra tekil degerleri ¢oziimleme basarilincaya
kadar tek tek kaziyarak yukar1 dogru tasir. Bu algoritma yiiksek rankli matrisler icin
daha uygundur. Sonrasinda Fierro ve Hansen [19] baska bir ULVD algoritmasi
olusturmuslardir. Stewart’in algoritmasinin tersine en biiyligiiyle baslayarak daha

biiyilik degerleri tek tek kaziyarak iicgensel matriste yukar1 dogru tasir.

1-3 Calismanin Amaci

Tezin kalan kismui su sekilde yapilandirilmistir. ikinci boliimdeki lineer cebir
ve niimerik analizin anlatiminin ardindan {iigiincii boliimde ranki veren ortogonal
ayrisimlan tartisacagiz. Daha sonra ULV ayrisimu ile ilgili algoritmalar verecegiz ve

SVD algoritmasindan daha hizli oldugunu gosterecegiz.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu iinite temel notasyonlara ve cebirsel kavramlara ayrilmustir. ileriki
boliimlerde bu incelemede siklikla kullanilacak olan lineer cebir ve niimerik analizin

temel kavramlarindan kisaca bahsedilecektir.

2.1 Lineer cebirin gozden gecirilmesi
2.1.1 Vektorler ve matrisler

Tamm 1: Bir reel n—vektor x, i=L12,...,n icin x,e R olmak lizere, n tane reel

sayinin

x=|. (1.1)

formunda siralanmasidir.

Skalar x;, ler x’in bilesenleri olarak adlandirilir. Tiim reel n vektorlerinin

kiimesi R" olarak gosterilir. Tez boyunca vektorler kalin, kiiciik harfle

gosterilecektir.

Tanmm 2: Tim elemanlan sifir olan vektore sifir vektorii denir ve boyutundan
bagimsiz olarak 0 ’la gosterilir. i—inci bileseni 1 olan ve diger bilesenleri 0 olan

vektore i —inci birim vektor ad1 verilir ve e, seklinde gosterilir.

Tanmm 3: Bir mxn reel A matrisi m satirh, n sttunlu dikdortgensel reel sayi



dizisidir. Yani

a, 4ap a,
a a a
21 22 2
A= : o (1.2)
aml amZ amn

i=12,....om ve j=12,...,n i¢in aijeR bicimindedir. Skalar a, A’nin
elemanlaridir. mxn reel matrisinin tim kiimeleri R™" seklinde gosterilir. Tez
boyunca matrisler biiyiik harfle gosterilecektir.

Verilen bir mXn matrisi i¢in @, vektorii A 'nin i—inci siitunu olmak iizere
genellikle A =(a,,a,,...,a,) yazihmm kullanilacaktir. Bununla birlikte a,
i=12,....om, j=12,...,n, A matrisinin elemanlar1 olmak iizere cogunlukla

A= (%) notasyonu kullanilacaktir.

Matrisler ve alt matrisler icin MATLAB isaretleme sistemini de kullanacagiz.

Ornegin A ’nin i’den j’ye kadar satirlarini, k *dan [’ye kadar siitunlarini alip elde
edecegimiz alt matrisi A(i: j,k:l) seklinde gosterilecek. A(:,k:[) seklindeki
gosterim ise A matrisinin & dan [ ye tiim siitunlarimi isaret edecek. Benzer bir

sekilde A(i: j,:) A matrisinin i ’den j’ ye tiim satirlarin1 gosterecek.

Bu tez boyunca dikkatimizi yalmz reel matrisler iizerinde toplayacagiz. Bu

boliimiin devaminda matrislerin diger cesitleri hakkinda kisaca bilgi vermektedir.

Tanmm 4: Bir mXn boyutlu A matrisi m=n ise karedir. Bu durumda A matrisi

icin n—inci derecedendir denir.

Tanmm 5: Eger bir matrisin tiim girdileri sifir ise sifir matrisi olarak adlandirilir ve

boyutuna bakilmaksizin 0 ile gosterilir.



Tanmim 6: Bir kare I=(/;) matrisi

l_l eger i=]j
0 eger i#j

seklinde tanimlaniyorsa birim matris adini alir.
Tanmm 7: A mXxn boyutlu bir matris olsun. A ’nin devrigi, elemanlari bl.j =a;
i=12,..,n, ve j=1,2,..,m seklinde verilen nxXm boyutlu B matrisidir ve

B=A"

seklinde yazilir.

2.1.2 Matrisin Altuzaylari

Tanmm 8: Bir vektorler kiimesi olan, icinde vektor toplamasi, skalar vektor ¢arpimi
gibi iglemlerin tamimlandigi V vektor uzaym ele alalim. Eger V ’nin alt kiimesi
olan W, V ’nin yapabildigi vektor islemlerini kullanabilen bir vektor uzayi ise

W ye V ’nin altuzay! denir.

Verilen bir Ae R™" matrisinin en 6nemli iki alt uzayi, deger ve ¢ekirdek alt

uzaylardir.

Tamm 9: Bir A matrisinin deger altuzay: asagidaki sekilde tanimlanir.
range(A)z{yzAx‘xe R"} (1.3)

Tamm 10: Bir A matrisi i¢in Ax =0 esitliginin ¢oziim kiimesi A 'nin ¢ekirdek alt
uzayini verir ve

ker(A) ={xe R"|Ax =0} (1.4)

sekilde gosterilir.



Tamm 11: Eger Zal.xl. =0 , a,=a,=..=a,=0 olmasm gerektiriyor ise
i=1

{x,x,,....x,} € R" vektor kiimesi lineer bagimsizdir denir. V vektdr uzayinn,

azami sayidaki lineer bagimsiz vektorlerinin kiimesine V ’nin bir bazi denir. V ’nin

bazi i¢cindeki vektor sayisina V ’nin boyu denir ve dim(V) seklinde gosterilir.

Tamm 12: Ae R™" matrisinin ranki
rank(A) =dim(range(A)) (1.5)

olarak tanimlanir ve eger rank(A)=min(m,n) ise A icin tam dereceli denir. Aksi

halde A eksik derecelidir.
Tanmm 13: Eger A kare ve tam dereceli ise A tekil olmayan matristir denir.

Teorem 2.1: A kare ve tekil olmayan bir matris olsun. A ’'nin tersi olarak

adlandirilan

ATA=AA"'=1 (1.6)

seklinde, benzersiz bir A~ matrisi vardir.
Ispat : Bir A kare matrisinin B ve C gibi iki tane tersinin oldugunu varsayalim. Bu
durumda ters matrisin tamimindan dolayr A matrisinin tersi B ise

AB=BA=1 (1.7)
ve eger A matrisinin tersi C ise benzer diisiinceyle

AC=CA =1 (1.8)
yazariz. Eger B = C oldugunu gosterirsek ispatimiz tamamlanmig olur. Bunun icin

(1.7) ve (1.8) ifadelerini ve matrisin ¢carpma islemine gore birlesme 6zelligini géz



Ontine alarak
B=IB=(CA)B=C(AB)=CI=C

esitligin elde ederiz. Bu da istenendir. O

Tamm 14: A 'min sozde tersi
¥ T A\ AT
A"=(A"A) A (1.9)

seklinde tanimlanir.

2.2 Normlar

Normlar sayisal problemlerin ¢oziimlerindeki hatalar1 ve hassaliklar1 6lgmek
icin kullanilirlar. Bunlar sayisal metotlarin yakinsamalarini olusturmakta ve
yakinsamalarin oranlarin1 tahmin etmekte kismen kullanilirlar. Normlar, kesin

degerlerin reel cizgi iizerindeki uzakligini belirlemeye yararlar.

2.2.1 Vektor Normlari

Bir (vektér) norm ||.|:R" - R seklinde bir fonksiyondur ve herhangi
x,yeR" ve ae R igin:
. ||x]=20, x=0&|x|=0,
2. Jex|=laf]+].
3. ||x+y|<|x|+]|y|. (icgen esitsizligi)

durumunu saglar.

Verilen bir x € R" vektorii i¢in birka¢ onemli norm asagidaki gibidir.



® Fuclid normu

. 12
I=1,=( 3117 ] 210

bicimindedir ve 2—norm olarak ta bilinir.

® o0 - norm
| x|, =max]| x| @.11)
o I —norm
||x||1:g|x,~|- 2.12)
2.2.2 Matris Normlari
Vektor normlara benzer sekilde matris normlan da ||.[:R™ —R

seklinde ve herhangi A,Be R™" ve ae R i¢in asagidaki kosullar1 saglayan bir

fonksiyondur.
L. |A]20.ve |[A|=0=A=0,
2 Jaaf=lof]A].
3. [a+B[<]A]+|B].
Onemli birkag matris normu su sekildedir.

® 1—norm: Siitun normu da denir.

Al = mss 3 |-
I<j<n £ v

® oco—porm: Satir normu da denir.



Al =max S,
1<i<m = U

o 2 —norm: Euclid normu da denir.

Al —<Z\ a,[ )"

lj—

o Frobenius norm:

A, = >3

=1 j-1
Frobenius norm ve 2—norm , altcarpim 6zelligi olarak bilinen
| AB[<[Al]B] (2.13)
esitsizligini saglar.
Tanmm 15: Eger keyfi bir x vektorii icin

[ax] <[A]l<] (2.14)

esitsizligi gecerli ise, ||A|| matris normuna ||x|| vektdr normu ile uygundur denir.

Teorem 2.2: |A|, —(Z\ Ik

l]—

matris normu ile
3 n 2 12
e, = %
i=1
vektdr normu uygundur.

Ispat: Cauchy-Schwarz esitsizligini goz oniine alarak

Jasl; =3

i=1

Yax,

Jj=1

10



yazariz. Buradan

[Axl, <[[A]L ][,

oldugu goriiliir. O

(2.15)

Tanmm 16: Belirli bir vektdr normu icin buna uygun matris normlart arasinda en

kiicligline matrisin stmir normu veya en kiiciik iist suurt denir ve ekiis(A) ile

gosterilir.

Bir A matrisinin ||x|| vektdr normuna ait sinir normu veya ekiis(A)

denilince
[Ax] < e+
esitsizligini saglayan bir & sayisi anlagilir ki; bu biitiin vektorler i¢in

ekiis(A) = min @

seklinde tanimlanir. (2.14)iin sonucundan

olarak yazilir. Eger x # 0 olmak iizere

7=
[

aliirsa ||z|| =1 olacagindan

11

(2.16)

(2.17)

2.18)



[A]l=sup][Az]

J¢ll=t
yazilir.

O halde

[A], = sup 2L (2.19)

o [+

matris 2 —normunu tarif eder.

2.3 Ortogonal Doniisiimler

Boliim (2.2.1) ve (2.2.2) de tartisildig1 gibi ortogonal doniisiimlerin normlari
korumasi, onlari, en kiigiikk kareler problemlerinin ve toplam en kiigiikk kareler

problemlerinin ¢oziimleri icin giiclii bir ara¢ yapar.

Tanmm 17: n boyutlu Q kare matrisi igin

Q'Q=I, (3.20)
ise Q ortogonaldir denir. Bu durumun QQ" =1 esitligini de sagladig agikardir.

Bir vektoriin ortogonal matrisle carpilmasina ortogonal dontisiim denir.
Teorem 2.3: Ortogonal doniisiimler 2 —normu korur.

ispat: Q ortogonal matris, x vektdr ve A bir matris olmak iizere
||Qx|| §=<Qx,Qx>=xT QTQ x=xTx=||x||j (3.21)

esitliginden vektoriin ortogonal doniisiimii i¢in esitligin saglandig goriiliir.

Ote yandan A matrisinin 2 —normu

12



[All, = max | Ax]

Jl,=1
dir. Simdi ||QA|| , normunu bulalim. Tanimdan

[QA, = max |[QAx]

|=],=t
dir. y =Ax aldigimizda
[QA], = max|Qy],
elde ederiz. (3.21) den ||Qy||2 = ||y||2 oldugundan

[QA], = max|[Ax]

Jx[=1
=[Al,
elde ederiz.O

Teorem 2.4: Q, n boyutlu bir ortogonal matris ise

Q' =Q" (3.22)
dir.
Ispat: Q ortogonal oldugundan Q"Q =1, 6zelligindedir. Esitligin iki tarafini
sagdan Q' ile carpildiginda

Q'QQ'=L,Q"

bulunur. QQ™' =1, esitligin solunda ve I, Q' =Q"' esitligin saginda yerlerine
yazilirsa

QT — Q—l

elde edilir.O

Teorem 2.5: Q ortogonal ise

13



jol, =1 323

dir.

Ispat: Matris normu tanimindan

Q| = sup Qx| , — sup =l —1

x=0 ||.X'|| 2 x=0 ||.X'|| 5

bulunur. O

Teorem 2.6: 2xX2 boyutlu Q matrisi ortogonal ise [0,27] araliindaki benzersiz

bir € agis1 igin

Q- cos@ sinf (3.24)
| =sin@ cos®@ '

seklindedir.

Ispat: 2x2 boyutlu Q matrisi ortogonal oldugundan QQ" =1, ve A=detQ=1

. a b r P e
dir. Q= 4 alirsak Q" =Q :Xade esitliginden
c

( a b] ( d —b)
Q= - (3.25)
c d - a

b
elde edilir. Matris esitliginden a=d, c=—b ve dolayisiyla Q:( 6; J ve
-b a

a®+b*> =1 bulunur. Bu durumda (a,b) noktas1 birim ¢ember iizerine diiser. Bu

durum [0,27] araliginda benzersiz bir € acisi icin a =cosé, b=sinf seklinde

cos@ sind
elde

yazilabilecegini gosterir. Degerler yerine yazildiginda Q= .
—sinf cosé

edilir. O

Devam eden alt boliimlerde, bu tezde sik¢a kullanilacak olan iki ortogonal

14



doniisiim izah edilecektir: Givens ve Householder.

2.3.1 Givens Doniisiimii

Bir vektoriin verilen bilesenini yok edecek bir ortogonal matris aranmaktadir.
Boyle bir ortogonal doniisiim, Givens olarak adlandirilan bir diizlem doniisiimdiir.

Baz1 0igin c¢=cosf ve s=sinf oldugunda, I, birim matrisinin ranki 2 olan bir

modifikasyonudur.(3.24)

1 0 -0 -0

i—1|0 c s 0
J(@i,k,0)= : R : (3.26)

j—10 —s c 0

0 0 0 1

x € R" bir vektor iken J(i,k,0) ile ¢arpilmadan 6nce J(i,k,f) x = y olacak sekilde
yeR", y=x i,j bilesenleri haric ve
Yy, =cx; +s5x;
Y, =—sx,+cx, (3.27)

elde edilir.

Eger

C:xi/fy’ s:xj/’}/, /y:,,(xiz—l—sz.), (328)

seklinde diizenlenirse
c s|lx

v
[0] (3.29)

elde edilir.

15



GIVENS algoritmas1 «,3 € R igin ¢,s vey’ y1
—sa+cB=0

olacak sekilde kurar.

Yukaridaki gibi tanimladigimiz Givens doniisiimiiniin ¢carpildigr x vektoriinii

saat yoniinde 6 kadar dondiirdiigiinii gdzlemleyelim.

e 2
Ornek 2.1: x =(

23

j ve 6 :% radyan olsun. O halde ortogonal Givens matrisi
J= cosf sinf) 1 NCEES
| -sin@ cos8) 2| _1 3

o2 ke
2l B3 23 2

bulunur. Sekil (2.1) de goriilecektir.

olacaktir. Buradan

Sekil 2.1: Diizlem Dondiirmesi

23T

A
v

x vektoril saat yoniinde 7/6 radyan donmiistiir.

16



Cizelge 2.1: Givens Algoritmasi

Girdi: o ve § skalarlan

c

Cikti: [ S] [g]:{g] seklindeki c,s,~ skalarlar
c

—S
¢, 5,7]= GIVENS (av, 3)

(1 if(6=0)

@ =l s=0 y=o;
@ elseif (|8]>]al)

4) t=af/B; tt=~1+1;

) Szl/l[; c=ts, 'Y:ttﬂ;
(6) else
(N t=pa; =1+

(8) c=1/tt; s=tc; y=tta;

2.3.2 Householder Doniisiimii
Genellikle H seklinde gosterecegimiz Householder matrisi, v sifir olmayan

n—vektor olacak sekilde

H:In—lva, ,u:lvTv (3.30)
W 2

formundaki bir matristir. H ile carpma islemine Householder doniisiimii denir.

Verilmis bir x vektorii i¢in v ’yi

17



v=xtoe , o=|x|, (3.31)

seklinde alirsak Hx =zxo0e, elde edilir. v vektoriiniin isaretini se¢ciminde bir

potansiyel tehlike vardir. Ornegin, o, =x"e, almirsa;
vViv=(x+toe) (x+oe)=0"+200,+0> =20(c tq,), (3.32)

boylelikle ;1 =0 (0 £q,) olur. Eger x, e, carpimina yakinsa o ~ |01| ve iptal olur.

Bu p icinde biiyiik bir bagil hataya sebep olabilir. Bunu engelleyebilmek i¢in
v=x-+sgn(o)oe, u:a(a—|—|al|) (3.33)

alinir.

Teorem 2.7: Householder matrisi hem ortogonal hem de simetriktir. Yani H bir

Householder matrisi olmak iizere
H=H"=H"' (3.34)

dir.

Ispat: H=1 —%(VVT) matrisindeki v"v ifadesinin reel say1 degeri oldugu
v’y

asikardir. Oncelikle H" = H oldugunu gosterelim.

I"=1 ve (va)T = (vT )T v" =" yerine yazildiginda

H' =1, —%(VVT)ZH

elde edilir.

Simdi H" =H™" oldugunu gosterelim. Bunun igin HH" =1, oldugunu

18



gostermek yeterlidir.

2 2
=1, _W(WT)_W(WT)-’_W(WTWT)
burada vw'ww' =v( v =@ v)»' degeri igin
2 2 4
HH' =1, —W(VVT)—W(VVT) W(WT )=1,

elde edilir.O

Sekil 2.2: Householder Yansimasi

span (v)*

Givens doniisiimiindeki transformasyon matrisi sekil (2.1)deki gibi

cos @ sin @ . . . )
= ) seklinde ortogonal bir matrisle carpilarak negatif yonde &6
—sin @ cos
acis1 kadar dondiiriirken, Householder yansimasinda da v, =cos@ olarak

diisiiniildiigiinde vektor,
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H_(]—zvf —2v]v2J_(cos(2t9) —sin(26?)j_(cosaf —sinaj

=2v,v, 1-2v; —sin(26) —cos(260) —sinay  —cosa&
matrisiyle carpilacaktir. Householder doniisiimii sekil (2.2)de de goriildiigii gibi

vektorii pozitif yonde 26 kadar dondiirmektedir.

Durum bdyle iken Householder yansimasinin yer yer Givens doniisiimiinden
kullanisli olmasinin sebebi, vektoriin i—inci elemanindan sonraki elemanlarin
hepsini birden sifirliyor olmasidir. Goriilecegi gibi Givens doniisiimiinde bu islem

her eleman icin ayr1 ayr1 yapilmaktadir.

Cizelge 2.2: Householder Algoritmasi

Girdi: Bir n—vektor x

Cikti: Bir n—vektor v
A

[v,u,0 ]I=HOUSE(x )

() o= (xTx)l/2 ;

2 a,=x"e;

3) o=-—sgn(o,)oc;

4 v=x-oe;

®) u:a(0+|al|);
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Ranki Veren QR Ayrisimi

Bir mxn A matrisinin (m > n) bir QR ayrisimi, Q € R™" ortogonal yani;

Q'Q=1I, ve ReR"™ iist liggensel olacak sekilde

A:Q[R] (1.1)
0

olarak verilmistir.

Q ortogonal matrisini asagidaki bicimde parcalansin:
Q=(Q, Q,). Q,cR™, Q,eR™"™ (1.2)
Bu durumda (1.1) ve (1.2) den
A=QR (1.3)
elde edilir.

A€ R™" matrisinin ranki n oldugu zaman Q, ortogonal matrisinin siitunlart
range(A) nin ortogonal bir tabanidir. Bu tezde, bu durumla ilgilenilmeyecek olsa ta,
rank(A)=r<n oldugunda (1.1) , R,,€R™ st tiggensel ve sifir olmayan

kosegen girisli matris olmak iizere

A_Ru R, 1.4
=lo o (1.4)

seklinde modifiye edilebilir. (1.4) formundaki gibi bir QR ayrisim1 ranki ortaya

cikaran QR (RRQR) ayrisimi olarak adlandirilir.
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3.2 Tam Ortogonal Ayrisimlar

Sagdan ortogonal doniisiimleri kullanarak ayrisimin kalitesini artirmak

miimkiindiir. Bu durumda U € R™™ ve V&€ R"™ ortogonal matrisleri ve T € R™"
tekil olmayan matrisi kdsegen olabilecek sekilde (alt iicgensel veya iist iicgensel

matris) sifir olmayan kosegen girigleri olan

[T 0] ;
A=U \% 2.5)
0 0

formunda bir ayrisim elde edilir. Devam eden alt boliimlerde kosegen form detayli

gosterilecektir.

3.2.1 Tekil Deger Ayrisim

(2.5) durumundaki ayrisim, orta matris kdsegen matris oldugunda, A
matrisinin tekil deger aynsimi (SVD: Singular Value Decomposition) olarak
isimlendirilir. SVD matrisin rankini ortaya ¢ikarmak icin en ¢ok kullanilan tekniktir.

Aym zamanda en kiicilk kareler problemleri ve toplam en kiiciikk kareler
problemlerinin hesaplanmasinda kullanighdir. U € R™™ ve V € R™" ’nin her ikisi

ortogonal ve X € R™ kosegen olacak sekilde, ranki r olan A matrisinin SVD

formu
Z T
A=U 0 \Y% (2.6)

seklindedir. A ’nin tekil degerleri olarak isimlendirilen ¥ nin kdsegen elemanlar1 o,

ler

0,>20,>.0,>0,,=..=0,=0 (2.7)
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siralamasina sahiptir. U ’nun ve V ’nin i —inci siitunlan, sirasiyla i —inci sol ve

sag tekil vektorler olarak isimlendirilir.

Boylece (2.6)daki SVD ,

,

T
E o.uv,
i=1

seklinde genisletilebilir.

1 2
Ornek 3.2: A=|2 0 | matrisinin tekil deger ayrisimin1 bulalim.
0 2

karakteristik polinomu

(A=35)A—4)(A—4)=20(A—4) = (A—4)(A> —=94) = (1 -9)(A—4)(A—0) dir.

AA" un 6zdegerleri
A=9,4=4ve 4,=0 dur.
A matrisinin tekil degerleri
0,=3ve 0,=2 dir.

A ’nin sol tekil vektorleri AA” ’un 6zvektorleridir.

2.8)

QI-AAT)u=0 ¢oziimiinde, (5 2 4) un biitin katlanmn AA"un 4 =9

ozdegerleriyle iliskilendirilmis 6zvektorii oldugunu buluruz. Ve (41-AA")u=0 m

¢oziimiinde (0 6 —3)" i katlarini igeren AA” un diger 6zvektdriinii buluruz.

Istedigimiz temsilcileri Euclid normuyla
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seklinde hesaplariz.

Bunlar A’nin sol tekil vektorleridir ve otogonaldir. v,ve v, sag Ozvektorleri

A" A’nin 6zvektorlerini hesaplayarak bulabiliriz. Yine de v, ve v,

formiilityle kolayca bulunur.

A’nin tekil degerlerini ve tekil vektorlerini elde etmis olduk. Simdi U, ¥ ve

V'’yi kolayca kurabiliriz.

W

0 245
U=(u, u, u)=—=|2 6 5
4 -3 245

o 0 30
=0 o |= 2
0 O 0
1 (1 2
V: = —
(v ») 5(2 _J
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5 0 -25
A=USV =2 ¢ J5
35
4 3 25

S O W
S o O

oldugu kolayca goriilebilir.

3.3 Sayisal Rank ve Sayisal Tekil Altuzaylar

Eger m>n olmak iizere bir A€ R™" matrisininr <n seklinde bir
matematiksel ranki varsa, yaklasik matris A+E, r den biiyilk n ye yakin bir
matematiksel ranka sahiptir. Bu durum, yuvarlama hatalarint1 barindiran bu
matrislerin rankim1 hesaplamanin imkansiz oldugunu anlatir. Fakat E, A ’dan
yeterince kiiciikse rank eksikligine olduk¢a kapalidir ve sayisal rank eksikligi olarak
gbz Oniine alinabilir. A 'nin tekil degerleri ve sayisal ranki arasindaki iyi bir tanim

Stewart tarafindan verilmistir.

Tamm 16: Bir A matrisi i¢in
k = min{rank(B)||A — B, <e) (3.9)

ise k sayisal € —rank: vardir denir.

Tanimdan dolay1 o, ler A ’nin tekil degerleri olmak lizere A matrisinin

sayisal €—ranki’nin k olmasi icin gerek ve yeter sart

0,20,2.0,>€>0,,,2..0, (3.10)

dir.

Farzedelim ki (3.2.1)’deki A matrisinin sayisal ranki k& olsun. A ’nin

(2.6)’da  verilen  tekil  deger  ayrisimu Y, =diag (01,02,. ..,ak) ve
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X, =diag(o,,,,0,.,,-..,0,) kdsegen matrisle olmak iizere

™

L0
|V, V) (3.11)
0

A=(U, U,)

S S

seklindedir.

A, =U_ZXV, alarak, tanim (15)ten,
A=A, =|AV,],<e. V=000 7). (3.12)

dir. Ayrica,
range(Vz):span{le,sz,...,vn} (3.13)

A matrisinin sayisal ¢cekirdek uzayi veya kirlilik uzay1 denir.
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4. TARTISMA VE SONUC

SVD matrislerin rankini ve alt uzay bilgilerini 6grenmek icin kullanilan ana
aractir ama hesapsal olarak zordur ve yenilenmesi zordur. Bu nedenle ULVD,

SVD’yi yaklagtirmak i¢in kullanilir.

Bugiinkii yontemlerle, baslangictan ULVD’yi hesaplamak, SVD’yi
hesaplamaktan ¢ok daha az zaman alir. ULVD algoritmalar1 zayif bir baglangi¢ olan
A’nin QR aynisimi ile baglar ve durum tahmini, azaltma ve temizleme gibi

basamaklarla devam eder.
Bu bolimde, ranki k& olan mxn boyutunda bir matris icin,

98

4mn’ —%n3 —F?n2 —30n"? _12k+9

nlogn+O(n) maliyetinin floplar, kiigiik

floplar1 icin, sabit SVD algoritmasinin tiim uygulamalar1 yerine, 6zyineli ULVD

(RULV) algoritmas1 uygulanacaktir.

4.1 Ozyineli ULVD Algoritmasi

Kolaylik olmasi amaciyla A, n boyutlu bir kare matris olarak alinsin.
Cizelge (4.3)te verilen algoritmada, BIDIAGONAL yo6ntemi, bidiagonal B € R™"

matrisini ve ortogonal U, V" € R™" matrislerini

A=U"BVY (1.1)
sekilde hesaplar.

Burada;
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B=| ¢ - (1.2)

¢nfl an

dir.

Cizelge 4.3:ULVD Algoritmasi

Girdi: Bir nxn A matrisi
Cikti: A ’nin sayisal rank1 £, C € R™ alt iiggensel matrisi ve U,V e R™
ortogonal matrisleri
[k, U,C,V]=ULVD(A)
(D) n=size(A);
(2) (U, B,.V,]=BIDIAGONALFORM(A);

3) [k,U,C,V]I=RECULVD(#,U,,B,.V,.€);

Bundan sonra, RECULVD algoritmas1 tekrarlayarak B ’nin ULV ayrisimini

hesaplar. Detaylar ¢izelge (4.4)te gosterilmistir.

RECULVD o6nce B ’yi

r n—r
B— r B, 0 (13)
Lo b aue '
n—r—1 0 B,

seklinde parcalar. Burada B, ve B, yaklasik olarak ayni boyuttadir. Bundan sonra
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her B,, i=1,2 (1.3) deki gibi pargalanir ve bu islem B, nin boyutu n"? den kiigiik
yada esit olana kadar devam eder. Bunun ardindan her B, 'nin ULVD’si

e” L' H <1, 6” L' H <1 olmak iizere

L 0 r

B, =U"|"' A (1.4)
FI Gl

B,—uo|™ Yy (1.4)
F2 G2

olarak hesaplanir. Temel durumda SVD B,’nin ULV aynisimin elde etmek igin

kullanilir. Bu yontem matrisin SVD’sini hesaplar.

MERGE, (1.4) deki B, ve B, matrislerini ¢izelge (4.4)te verilen algoritmay1

elde etmek i¢in birlestirir.

L, 0 0 0 .
FF G, 0 0 :
o |=UuYBVe, =|® (1.5)
0 0 L, 0 &
0 0 F, G, &

Burada U”,V® e R™ ortogonal matrislerdir. Bu asagidaki gibi gosterilebilir.

@ .
_ [oévl (r,.)] 16)

AV, (1)

Daha sonra birlestirilmis matris REORDER algoritmasi ile U®, v e R

ortogonal matrisler iken
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L 0 0 0 L 0 0 0
0L 0 0 F G 0 0
2zl 2l |=u¥ | o VO (1.7)
F 0 G, 0 0 0 L, 0
0 F, 0 G, 0 0 F, G,

elde etmek i¢in yeniden diizenlenir. Bu durumda algoritmanin geri kalan1 SHAVE ve

UPDATE algoritmalariyla elde edilen z" gibi bir satir1 toplamaya benzer.

SHAVE algoritmasi U, v e rr ortogonal matrislerini asagidaki gibi

hesaplar.

B L, 0 0 0

L 0 0L 0 0

2 el |=UY | 7 | V@ (1.8)

F G FF 0 G, 0

0 F, 0 G,
Burada L—|™ °| 7 (Z'z!), F E-0) & an | matri
urada = , & =&, %), — . alt ucgensel matris ve
0 L2 123 0 F2 ¢cg

C:H Z, 2, H dir.

Sonug¢ olarak UPDATE yontemi, (1.8)deki matrisi U,V e R™ ortogonal

matrislerini hesaplamak icin

L o

L 0 r|-r T

e oalmU e ey (1.9)
F G

seklinde giinceller.

Cizelge (4.3)te verilen algoritmanin karmasasimnin “flop” un toplamlar ve

carpimlar tanimini kullanarak hesabi
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Cizelge 4.4: Ozyineli ULVD Algoritmasi

Girdi: A nm boyutu N, B € R"" bidiagonal matrisi, A=UBYV"
olacak sekilde Ue R™, V&€ R™ ortogonal matrisleri ve ¢ hata 6ntahmini.
Cikti: C & R™ alt iiggensel matrisi, B 'nin sayisal ranki k ve. B=UCV’

olacak sekilde Ue R™™, V€ R"™ ortogonal matrisleri.
[£,U, C,V] =RECULVD (N,U,B,V,e)
(1) [m,n] =size (B);
(2) r =floor (m/2);
3) if (r>n")
4 B, =B{d:r,l:r+1); B,=B(r+2:m,r+2:n);
5) U, =0C1:r); U, r+1:n);
6) V,=V(1l:r); V,(,r+1:n);
(7) [k,,U,,B,,V,]=RECULVD(N,U,,B,,V,,¢);
) [k,,U,,B,,V,]=RECULVD(N,U,,B,,V,,¢);
9 [U,B,V]=MERGE (m,n,r,B(r+1,r+1),B(r+1,r+2),
U,.,B,,V,,U,,B,.V,);
(10) [k,U,B,V]= REORDER((r,k,k,,U,B,V);
(11) [U,B,V]=SHAVE (k,U,B,V);
(12) [k,U,B,V]=UPDATE (k,U,B,V,¢)
(13) else
(14) [k, U,B,V]=SVD(B,¢);

(15) endif
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98

4mn* —%if +?n2 —30nY? — 12k+9

nlogn+0(n) (1.10)

dir. Bu durum onerme (4.2) de gosterilecektir.

Cizelge (4.4)te verilen algoritmanin ilk 6nce problemi her seviyede daha
kiigiik boyutlu iki alt probleme boldiigii goriiliir. Simdiki dnerme seviyelerin toplam

say1sini verir.

Onerme 4.1: Cizelge (4.4)te verilen algoritmanmn terminolojisini varsayarsak,

RULV’nin [/ seviyelerinin sayisi
1
I =—[log, n] (1.11)
2
ile verilir.

Seviyelerin sayisint hesapladiktan sonra arttk RULV algoritmasinin hesap

karmagasinin yukarida s6z edildigi gibi oldugu gosterilebilir.

Onerme 4.2: mxn boyutlu, ranki kolan A matrisi, cizelge (4.3)te verilen

algoritmaya uygulansin. A nin ULV ayrisimin elde etmek i¢in

4mn® —%lf +%n2 —30nY? —@nlogn+0(n)

Verir.

Ispat: A matrisinin cizelge (4.3)te verilen algoritmamin uygulandig1 seviyelerinin
sayisimi [ alalim. Cizelge (4.4)te verilen algoritmanin 14. basamagindaki biitiin SVD

lerinin maliyeti
21><(b0yutu S% olan bir matrisin her SVD'sinin maliyeti) (1.12)

seklinde verilir.
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Bundan baska, i </—1 i¢in i —inci seviyede boyutu g den kii¢iik olan bir matrisin

2" veri eklemesi vardir. Bu nedenle veri eklemeler, cizelge (4.4)te verilen

algoritmanin 12.  basamagma  gelindiginde  biitin  veri  eklemeleri

%[ng —ny(2k, —1)+ (k; —k,)] maliyetli, n, boyutlu, ranki k, olan bir matris igin

-1
Z 2" x (boyutu <

i=0

n

Y olan bir matrisin veri ekleme maliyeti) (1.13)

ekler. [ :%[log2 n] verilerek , (1.12) ve (1.13)ye bidiagonallestirme basamaginin

maliyeti eklenerek ispat tamamlanir.O
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