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OZET

INTEGRAL DONUSUMLERI VE BAZI UYGULAMALARI

BICER, Cenker
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Prof. Dr. Kerim KOCA

Subat 2006, 131 sayfa

Tez {i¢ temel boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde ama¢ ve konunun
gelisimi hakkinda 6n bilgiler verilmistir. Ikinci boliimde integral déniisiimleri
hakkinda temel bilgiler ve Fourier doniisiimiiniin temelini olusturan periyodik olaylar
i¢in Fourier serileri incelenmistir. Uciincii boliimde ise 6zel integral cekirdeklerine
sahip Fourier, Laplace ve Mellin doniisiimleri ortaya konulmustur. Ayrica bu
boliimde integral doniisiimlerin fiziksel ve istatistiksel bazi uygulamalar1 {izerinde

durulmus ve konuya iligkin 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Integral doniisiimleri, Fourier déniisiimleri, Laplace
doniigiimleri, Mellin doniistimleri, Karakteristik fonksiyon,

Dagilimlar, Momentler.



ABSTRACT

INTEGRAL TRANSFORMS AND SOME APPLICATIONS

BICER, Cenker
Kirikkale University
Graduate School Of Natural and Applied Sciences
Deparment of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor : Prof. Dr. Kerim KOCA

February 2006, 131 pages

This thesis consists of three chapters. In the first chapter, our objectives are
listed and a short background on the subject is given. In the second chapter, some
fundamental knowledge on integral transformations are stated and Fourier series of
periodic events which are the basis of Fourier transformation are analyzed. In the
third chapter, the transformations those have special integral kernels such as Fourier,
Laplace and Mellin transformations are presented. Furthermore some examples on

the physical an statistical applications of the integral transformations are given.

Key Words: Integral transformations, Fourier transformations, Laplace
transformations, Mellin transformations, Characteristic function,

Distributions, Moments.
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1. GIRIS

1.1.  Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlanmasinda Ingilizce yazilmis bazi kitaplardan yararlanilmistir.
Once [Murray] [G. B Folland] kaynaklarmdan Fourier Doniisiimiiniin cesitli temel
ozellikleri 6grenilmistir. [Myn. Tu] kaynagindan ise konuyla iligkin bazi teoremler
alinarak ispatlanmistir. [R. Yarasa] dan Dagilim ve genellestirilmis fonksiyonlar

hakkinda bilgi edinilmistir.

Tezin esas uygulama kismi [Debnath] kaynagi esas alinarak hazirlanmisg
ozellikle Fourier Doniisiimiinden hareket edilerek Mellin Doniisiimiiniin ortaya
konulusu ve bu déniisiimiin Istatistiksel uygulamalar1 hakkinda bu kaynaktan genis
olarak yararlanilmistir. Yine Laplace ve Mellin déniisiimiiniin Istatistiksel

uygulamalarinda [C. Giffin] kaynagindan yararlanilmistir.

1.2. Cahsmanin Amaci

Bilindigi gibi genel integral dontisiimleri ¢ok genis ve degisik uygulamalara
sahiptir. Ornegin Laplace ve Fourier doniisiimleri gerek adi tiirevli gerekse kismi
tirevli denklemlerde Baglangi¢ ve Sinir Deger problemlerinin ¢éziimlerinde giiglii
bir ara¢ olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ayrica konvoliisyon tipi integral denklemlerin
coziimlerinde, belli tipten bazi genellestirilmis integrallerin hesaplanmasinda bu tip
integral doniisimler biiyilk kolayliklar saglamaktadir. Bu nedenle integral

doniistimlerin temel bilimler ve miihendislikte uygulama alanlar1 ¢ok yaygindir.



Bu tezin temel amaci ise belli tipten integral doniisiimlerinin Istatistik
biliminde nasil kullanildigimi arastirmak ve Orneklerle konuyu agiklamaktir. Bu
amactan hareketle Fourier DoOniisimii ve bu doniisimde uygun bir degisken
degistirmesi yapilarak elde edilen Mellin Doniisiimii yardimiyla Olasilik yogunluk
fonksiyonu, Dagilim fonksiyonu ve karakteristik fonksiyonlar ile beklenen deger

kavramlar1 arasindaki iliskiler ortaya konmustur.

Tez, integral doniisiimlerin Istatistiksel uygulamalar1 hakkinda doktora

yapacak dgrenciler i¢in temel bir kaynak niteligindedir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. integral Déniisiimleri ve Ozellikleri

Bu kesimde, tezin temelini olusturan bazi kavramlar ve tanimlar {izerinde

durulacaktr.

Tamim 2.1.1. f, [a ,b] araliginda tanimlanmis reel degerli bir fonksiyon olmak tizere

F[f@)]=F(e)=[K(x,a) f(x)dx 2.1.1)

ifadesine f fonksiyonunun [a,b] "deki Integral Déniisiimii denir. Burada K(x,a)
iki degiskenli fonksiyonuna Integral Déniisiimiiniin Cekirdegi adi verilir. F ise

Integral Déniisiim Operatérii olarak isimlendirilir.

n- boyutlu Oklid Uzaymda, bir integral doniisiim benzer sekilde

x=(X,%,,...,x,), a=(a,,a,,....a,)eR" ve DcR" olmak iizere
F[f(x)]=F(a)= j K(x,a) f(x)dx (2.12)
D
olarak tanimlanir.

Herhangi bir fonksiyonun her zaman tlirev ve integralinin olmayacagi gibi her
f reel degerli fonksiyonunun da integral doniisiimii olmayabilir. Hangi
fonksiyonlarin hangi kosullar altinda integral doniistimlerinin 6zellikle de Fourier,
Laplace, Mellin doniisiimlerinin mevcut oldugu 3. Boliimde verilecektir.

Integral déniisiimiin cesitli 6zellikleri Banach Uzay1, L , Uzay1, Hilbert Uzay1

gibi cesitli uzaylarda incelenebilir ve gelistirilebilir. K(x,s) ¢ekirdek fonksiyonunun



ozel segimlerine gore (2.1.1) Integral Déoniisiimii; Fourier, Laplace, Hankel, Mellin

doniigtiimii adlarini alir.

Integral bagmtilarmin tamami integral déniisiimleri i¢in de gecerlidir.

Ornegin c,,c, reel sabitler olmak iizere

Fle f(0)+c, g0)]=¢, F[f(0)]+c, F[g(x)] (2.1.3)
lineerlik 6zelligi saglanr.

Tamim 2.1.2. F(a), f(x) fonksiyonunun bir Integral Déniisiimii iken

f)=F"'[F(a)] (2.1.4)
oluyorsa f(x)’e, F(a) fonksiyonunun Ters Integral Déniisiimii denir.

Tanmim 2.1.3. f ve g integral doniisiimlerine sahip fonksiyonlar olmak iizere

Ff®]=F[gx)] (2.1.5)
olmast f(x)=g(x) olmasi gerektiriyorsa F integral donilistimiine Teklik 6zelligini

saglar denir.
Tanim 2.1.4. Bir D bdlgesinin kompakt bir M alt bolgesi iizerinde sifirdan farkls;

bolgenin disinda 6zdes olarak sifir ve klasik anlamda tiireve sahip bir ¢

fonksiyonuna, D iizerinde bir Test Fonksiyonu denir.

Tanmim 2.1.5. Her @test fonksiyonuna bir say1 karsilik getiren bir f fonksiyonuna
Fonksiyonel denir ve karsilik getirdigi say1 < f ,¢> seklinde gosterilir.

Tamim 2.1.6. Bir f fonksiyoneli asagidaki ozellikleri saglarsa bu fonksiyonele

Lineer ve Stireklidir denir:



a) ¢, ,c, sabitleri i¢in

<f’c1 ¢t (pz>:<f’cl (P1>+<f,02 (”2>

2.1.6
=C1<f,(/71>+cz<f,§0z> ( :

dir.

b) Her {p,}”

. test fonksiyonu dizisine karsilik elde edilen {( f ,¢n>}:0 dizisi sifira
yakinsar.

Tamm 2.1.7. Siirekli ve lineer bir fonksiyonele Genellestirilmis Fonksiyon veya

Dagilim Fonksiyonu denir.

Genellestirilmis birim fonksiyon
b
(1,¢>:j¢(x) dx (2.1.7)

olarak tanimlanir. Genellestirilmis fonksiyonlarin bir noktadaki degerinden

bahsedilemez, yani f(x,) yazilis sekli anlamsizdir. Ayrica f(x)=g(x) ise
(f.9)=(g.p) yazilis1 dogrudur.

Adi fonksiyonlarin  klasik tiirevleri olmayabilir. Ancak dagilim
(genellestirilmis) fonksiyonlarinin her basamaktan tiirevleri daima vardir. Bu tiirevler

de birer dagilim (genellestirilmis) fonksiyonudur.

Tamim kullanilarak
(fo)=—(f.0)=(f.—¢') (2.1.8)

oldugu gosterilebilir. Diger taraftan f ve g iki genellestirilmis fonksiyon ise

(f&).p)=—(fg.9)
=—(/.g9)
=—(/.((gp)-2'p)
=—(f.(g0))+(f.g'p)



(f'.g0)+(f.g' o)

=(g/".0)+{g' [.0) (2.1.9)
=(gf'+8' f.9)
dir.
Ornegin;
ST 2.1.10
u(x)= 1 ,x>0 (2.1.10)

Heaviside birim basamak fonksiyonunun klasik anlamda tiirevi olmadig:

halde <u'(x),qo(x)>‘ , =¢(0) tirevi mevcuttur.

Bir f(x) genellestirilmis fonksiyonunun 4% 1inc1 basamaktan tiirevi

< f “‘)(x),qo(x)>=(—1)’c < 10" )> olarak tanimlanir. Buna gore Heaviside birim

basamak fonksiyonunun & inc1 basamaktan tiirevi <u(" '(x), go(x)> =(=1)" 7 (0) dur.

2.2.  Periyodik Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Tanmim 2.2.1. Bir f(x) fonksiyonu verilsin. Tanimli oldugu yerdeki her x i¢in
f(x+p)=f(x)

olacak sekilde bir p pozitif sayist varsa bu takdirde f(x)’e p periyotlu bir

fonksiyon veya f(x), p periyoduna sahiptir denir. Bir fonksiyon periyodik ise

periyot tek olmayabilir.

Tanim 2.2.2. f(x) periyodik bir fonksiyon olsun. Pozitif p periyotlarinin en

kiigiigiine f'(x) ’in asli (esas) periyodu veya f(x)’in basit periyodu denir.

f(x+ p)=f(x) periyodik fonksiyonu asagidaki temel 6zelliklere sahiptir:



a+? L

2 2
1) j F(x)dx = j f(x) dx, (a,herhangi bir sabit say1)

WP P

2 2

dir. Ozel olarak az% alindiginda

, 3
[ o) de=[f(x)dx
0 P

2

olur.

ptx X

2) j F(x) dx= j F(x) dx
p 0

3) gx)= I f(@®) dt, (f(x+p)=f(x)) olarak tanimlanan fonksiyonu g6z Oniine
0

alinsin. Bu durumda

P
2
[ () dx =0 g(x+p)=g(x)
-p

dir.

a+p

p
4 [ fx)de=]f(x) d
a 0

dir.



2.3. Dirichlet Kosullar

2z periyotlu f(x) fonksiyonu (— 7[,7[) araliginda tanimlanmis asagidaki
Ozellikleri saglayan bir fonksiyon olsun.
1 f(x), (— T, 72') araliginda siirekli veya pargali siirekli bir fonksiyondur.
2) f(x) fonksiyonunun bir periyot icindeki maksimum ve minimumlar1 sonlu sayida

olsun.

3) f(x) fonksiyonu bir periyot araliginda mutlak integrallenebilir yani,

f|f(x)|dx=M <o

Ozelligini saglasin.
Tanmim 2.3.1. 1),2) ve 3) ozelliklerine bir f (x) fonksiyonu icin Dirichlet Kosullar

denir.

2.4. Fourier Serileri

Fiziksel bir olayr modelleyen diferensiyel denklem elde edildikten sonra
uygun bir bolgede bu denklemin genel ¢dzlimii yerine bastan verilen bazi kosullari
saglayan ¢Oziimiin bulunmasi, bir Cauchy problemi olarak bilinir. Bu kosullar
baslangi¢ kosullar1 olabilecegi gibi sinir kosullar1 da olabilir. Matematik-Fizigin bazi
denklemlerinin genel ¢6ziimleri elde edebildigi halde ¢ogu denklemlerin (6zellikle de
eliptik tipten olanlarinin) genel ¢dziimleri bulunamamaktadir. Bu durumda genel
¢dziim yerine amaca uygun olarak dzel tipten ¢oziimler aranmir. Ornegin iistel tipten,
degiskenlerine ayrilabilir tipten belli tipten ¢oziimler genel olarak keyfi sabitler

kapsar. Bu tip ¢oziimler genel ¢6zlimiin bir alt sinifin1 olusturur. Verilen baslangi¢ ve



sinir kosullar1 elde edilen genel ¢oziime veya belli tipten ¢oziime uygulanarak keyfi
fonksiyonlarin veya keyfi parametrelerin yok edilmesinde kullanilir. Cogu zaman

siir kosullart uygulandiginda ¢6ziimler ne NV olmak tlizere n sayilarina bagl ¢ikar.

Fiziksel denklemlerin biiyiik ¢ogunlugu lineerdir. Eger denklem lineer ise her bir »
icin elde edilen ¢oziimlerin sabitlerle ¢arpilip toplanmasi da lineer denklemi saglar.
Bu durumda serisel ¢oziime ulasilir. Sinir kosullarinin uygulanmasi sirasinda bazi
keyfi sabitler yok edilmisti. Serisel ¢oziime baslangi¢c kosullar1 uygulandiginda geri
kalan keyfi sabitler de yok edilmek istendiginde bu defa Fourier serileri ve Fourier
katsayilar1 ile karsilasilir. Fourier serileri baslangi¢ kosullarinin uygulanmasi
sirasinda ortaya ¢ikabilecegi gibi, siir kosullarinin uygulanmasi sirasinda da
karsilagilabilir.

Tanmim 2.4.1. f(x), (— L,L) araliginda tanimlanmis bir fonksiyon olsun ve bu

araligin disinda  f(x+2L) = f(x)ozelligi saglanacak sekilde periyodik olarak

genisletilebilsin. Bu durumda

a4y = nrx . NmTX
5 +Z[a"cos( 7 )+ b, sin( 3 )} (2.4.1)

n=1

ifadesine f(x)’ in Fourier serisi veya Fourier a¢ilimi denir. Burada a, ve b, ’ler

Fourier Katsayilar: adini alir ve

L
a, :%If(x)cos(nzx)dx n=0,1,2,..
! (2.4.2)
1 nix
b =— x)sin dx ,n=1,2,..
= j f@)sin(==)
olarak hesaplanir. Bazen f(x) fonksiyonunun Fourier agilimi
Do ZCn cos(nt+@,) (2.4.3)

2

n=1



seklinde de yazilabilir. Bu durumda c, cos(nz+¢,) genel terimine f(x)’in n.

Harmonik fonksiyonu denir.
Eger f(x) P=2L periyotlu periyodik bir fonksiyon ise ¢ herhangi bir reel

say1 olmak {izere

c+2L

niwx

1 T
a =— x)cos dx ,n=0,1,2,...
= j f@)eos(—=)
| <2t (2.44)
nrx
b =— x)sin dx ,n=1,2,..
= j f@)sin==)
yazilabilir. Ciinkii sin(n;[x)ve cos(nzx)fonksiyonlarmm her ikisi de p=2L ile

periyodik fonksiyonlardir. Ayrica f(x) de p=2L ile periyodik ise bunlarin

72Xy ve f(x)sin(ZZE

arpimlar1 olan X)cos
carp S (x)cos( 7 7

) fonksiyonlar1 da p=2L ile
periyodiktir.
(2.44) esitliginde c¢=-L alindiginda buradan (2.4.2) esitsizliklerinin

dogrulugu goriiliir. Diger taraftan (2.4.1)’deki a70 sabit sayis1

L
ag _ 1
=57 _ij(x) dx (2.4.5)

olarak verilir.
Ozel olarak L =7 segildiginde (2.4.2) ve (2.4.3) esitlikleri basitlesir ve
f(x)’in periyodu p=2x olur. Boylece

a—zo + i [a, cos(nx)+Db, sin(nx)] (2.4.6)

n=1

Fourier serisine iligskin katsayilar;

10



ay =§ j F(x)dx (2.4.7)

an:ljf(x)cos(nx)dx n=0,1,2,... (2.4.8)
ﬂ'-—/r

bnzljf(x)sin(nx)dx n=1,2,.. (2.4.9)
ﬂ'.—;r

bi¢iminde elde edilir..

11



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Fourier integralleri ve Fourier Doniisiimleri
3.1.1. Fourier Integralleri

Periyodik olaylarin incelenmesinde periyodik fonksiyonlar i¢in Fourier serisi
kavrami giiclii bir aractir. Eger bir olay periyodik degil veya periyodu sonsuz ise bu
olayin incelenmesinde Fourier serisi kullanilamaz. Bu c¢esit problemlerde (Mekanik,
Elektrik sistemleri vs.) etki eden kuvvet veya voltaj periyotsuz olabilir. Ornegin bir
defa olusan ve tekrarlanmayan ¢esitli darbe hareketleri gibi fakat verilen periyodik
bir fonksiyonun periyodu sonsuza gittiginde Fourier serisinin limiti varsa bu taktirde
Fourier serisine benzer fakat farkli bir gosterilim sekli elde edebiliriz, fonksiyonun
Fourier integral gosterilimi ad1 verilen bu kavram 6rnek 3.1.1 yardimi ile asagidaki
gibi agiklanabilir.

Ornek 3.1.1. 2 L=4 periyotlu f,(x) fonksiyonu

,—1l<x<l
,—2<x<—1,1<x<2

1
o

olarak tanimlansin.

AL

\ £

1
|
4 -2 -1 1 2 4

Sekil 3.1. 2 L=4 Periyotlu Fonksiyonun Grafigi

Bu periyodik fonksiyonun, periyodunun biiyliyerek sonsuza gitmesi halinde

periyodik olmayan bir sekle doniistiigii durum incelensin.

12



Bunun i¢in L=4,L=8 ve L—o i¢in fonksiyonun grafigi asagidaki gibi

olacaktir.
A
f(x)
I - 8 _ 4 —4|1 Il 4 8
L =4
AfL (x)
- 8 - 1‘ I1 8
L =38
Af L (x)
:_1—
. ;
L — o
Sekil 3.2. Periyodun Sonsuza Gitmesi
f1 (x) ¢ift fonksiyon oldugundan
2
]‘L()c):%nta1 cos(%)ﬂz2 cos( Zx)+...+an cos(nﬂx)Jr...

seklinde Fourier serisine agilabilir. Burada

2L
ao——jdx:Z
LO
. N
sin(—)
an—zj-cos(nﬂx)dxzz L
0 L L (ﬂ)
L

dir. a,, % frekansinin fonksiyonu olarak degismektedir. a,,’de

=T

diyelim. Bu durumda

13

(3.11)



2 sinw,

==
L w,

olur. w, ler n ye ardisik degerler verilerek elde edilebilir ve ardisik iki deger
arasindaki fark sabit olup bu fark % dir. n indisi tamsayr olduklarindan a,

amplitiidleri (w,, degistikce) siirekli bir egri gostermezler. a,,’ler y:—Smw

w
egrisinde w nin sadece ardisik degerlerine karsilik gelen % aralikli ordinat
degerleridir. Bu nedenle a,, nin grafigi olan amplitiid spektrumuna Cizgi Spektrumu

denir. Bu durum Sekil 3.3.’de L=2,L=4,L— o0 igin ¢izilmis a, 'nin grafiklerinde

belirgin olarak goriilmektedir.

A

1 \ ! n=4 T

A 4

Sekil 3.3. Cizgi Spektrumu

L sonsuz biyiidiikce (3.1.1) esitligi ile gosterilen f;(x) serisinin

terimlerinin frekanslar1 giderek siklagmakta ve katsayilar1 da sifira yaklagmaktadir.
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Bundan dolay1 f; (x) serisini, limiti integral olan sonsuz kii¢iik terimlerin toplami

olarak diistiniilebilir. Dogal olarak, bu durumda f(x) periyodik degildir.

Her sonlu (—L,L) araliginda Dirichlet kosullarini saglayan ve (—oo,oo)

araliginda mutlak integrallenebilir olan f(x) fonksiyonunun

f()=3Y C,e"mx ,(w=%) (3.1.2)

n=—

seklindeki seri agilimi ele alindiginda C,, katsayilari

c =L Tf(x)e"’"” dx
"ol
olup bunlarin seride yerine yazilmasiyla
f(x)= i {L j f(x)e™ dx} e
i 2L 7,
veya x ile carpilip boliinmesiyle

S(x)= i{i f fluye™™ dx}e""“ (%) (3.1.3)

inwx s

elde edilir. Bu toplamin L — o igin ¢""*’in limiti alindiginda w:% ’den goriilecegi

gibi L — o olurken, w kiiciilerek sifira yaklagmaktadir.
Burada nw=n% ifadesine genel terim frekans: denir. iki ardisik frekans

arasindaki fark % olup bunu

(n+1)7r_ﬂ:£:Aw
L L L

ile gostererek (3.1.3) de yerine konuldugunda
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0 L
f="73 {i jf(u)e"'"wu du}"”ﬁwuw (3.1.4)

u=—L

n=—00
olur. Burada
;L , .
¢O“4Wﬁ:3 IfﬁﬁeﬂnwumleMwa
u=-L

olmak tizere (3.1.4) serisi

fx)= D p(naw) (3.1.5)

n=—00
seklini alir. Ayrica L—>o  oldugunda Aw sifira yaklasir. Diger taraftan n— oo
icin nAw  harmonikleri siirekli degiseceginden spektrumda  siirekli
siralanacaklardir. Diger bir deyisle nw’ya kars1 gelen tek tek harmonikler yerine

limit halinde n» Aw—w alinabilir.

L— o (Aw—0) igin (3.1.5) toplaminin limiti Riemann integrali tanimindan
0
[o(wyaw
—00
ifadesine esit olacaktir. O halde L — o i¢in (3.1.4) esitligi

f(x):i [ [ jf(u)efwudu]e"“dw (3.1.6)

W=—00| UY=—00

bicimine gelir.

Bu esitlik limit olarak elde edilmis periyodik olmayan f(x) fonksiyonunu

stirekli harmonikler ile gosterme olanagi verir. (3.1.6) esitliginin gecerli olmasi i¢in

asagidaki kosullarin saglanmasi yeterlidir
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1) f(x),—o<x<ooaraliginda tanimlanmis reel degerli bir fonksiyon ve sonlu sayida

sureksizlik noktalar1 bulunabilir.

2) Bir x; siireksizlik noktasindaki degeri

Fi0)=2f (i +0)+ £ (g ~0)]

dir.

3) f(x),—oo<x<oo aralifinda mutlak integrallenebilir, yani

0

[17@0)|dx<m

olacak sekilde M sayist mevcuttur.

Tanmim 3.1.1. 1), 2) ve 3) kosullarinin saglanmasi durumunda (3.1.6) esitligine f(x)
fonksiyonunun Fourier Integral gosterilimi denir.

Tamim 3.1.2. 1), 2), 3) ozelliklerine f(x) in Fourier Integral gosterilimi igin
Dirichlet kosullar1 denir.

Not : Periyodik fonksiyonlarin Fourier serisi gosteriliminde oldugu gibi sonsuz
periyotlu f(x) fonksiyonunun bir Fourier integral gosterilimine sahip olmasi i¢in

Dirichlet kosullarinin saglanmasi yeterli fakat gerekli degildir.

3.1.2. Fourier Doniisiimleri ve Ters Fourier Doniisiimleri

Tezin amacinda da belirtildigi gibi Fourier doniisiimlerinin ¢ok genis
kullanim alanlar1 mevcuttur, 6zellikle periyodik olmayan ya da sonsuz periyotlu
olaylarin incelenmesinde Fourier doniigiimleri ile karsilagilir. En yaygin olarak
Matematik-Fizik’in klasik denklemleri igin verilen baglangic ve smir deger

problemlerinin ¢dziimiinde; Istatistikte dagilim fonksiyonlar1 ve karakteristik

17



fonksiyonlar1 arasindaki iliskileri belirtmede; Matematik de elementer islemlerle

sonucu bulunamayan genellestirilmis integrallerin hesaplanmasinda kullanilir..

Tamm 3.1.3. f(x) R’ de Dirichlet sartlarim saglayan bir fonksiyon olmak iizere,

1 7 A
Fla)=—— (x)e"““dx (3.1.7)
7l
fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Bu taktirde

1 7 -
= [ F(a)e* da (3.1.8)
0= | re
fonksiyonuna  f(x) fonksiyonunun Fourier integrali denir. Burada F (o)
fonksiyonuna da f(x)’in Fourier déniigiimii denir ve F(a)=F [ f (x)] ile

gosterilir, ayrica f(x) fonksiyonuna da F (a) fonksiyonunun Ters Fourier

doniisiimii denir. Bu ifade f(x)=F" [F (a)] bigiminde gosterilir.

3.1.3. Fourier Déniisiimiiniin Baz1 Ozellikleri
Teorem 3.1.1. ]—"[f(x)] = F(a) ve a € R olmak iizere

f[f(x—a)]:e’iaaf[f(x)] (3.1.9)
dir. Bu 6zellige Fourier Déniigiimiiniin Oteleme(Shifting) Ozelligi denir.

Ispat: Fourier doniisiimii tanimindan

1 < .
f[f(x—a)]:— j- f(x—a)e"™ dx ,x—a=¢,dx=dg
272
— 1 T —ia(a+g)d
7 Lf(g)e 5

ﬁ | f@eas

=" Ff ()]

_ _-iaa

18



elde edilir.

Teorem 3.1.2. ]-"[f(x)] =F(a) ve a € R olmak iizere
f[f(@]:ﬁF(%) (3.1.10)

dir.

Ispat: Fourier déniisiimii tanimindan

f[f(ax)

(ax)e ™" dx

Pl

yazilabilir. Elde edilen integrale ax=¢ doniisiimiinii uygulayalim.Bu durumda

dx= ! d¢,x= 2 olacagindan son integral
a a

Flfa)- r f reoeas

()1

:E Lf() “—ds
T @ s
1
|a] a

dir. Burada |a| olmasinin nedeni integral sinirlarinin (—o©) dan  (+©) a

olmasindandir. Cilinkii a<0  ise ax=¢ doniislimiinde integral doniisiimleri

(+o0) dan (—o0) a olur.

Teorem 3.1.3. f[f(x)] = F(a) ve a € R olmak iizere

f[ei"xf(x)]z Fla-a) (3.1.11)

dir.
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Ispat: Fourier déniisiimii tanimindan

Flemr]-g= | e reoenar
Ak

—lx(a u)f( x) dx

(a)

ﬁ\ ﬁ\

T

elde edilir.

Teorem 3.1.4. Eger f(x)’ in Fourier donlisgiimii

F(a)=ﬁ j F(x)e“" dx

ise

Fl 1 (=) |=F[f (%)]

dir. Burada eslenik i yerine —i yazilacak anlamindadir.

Ispat: Ters Fourier doniisiimii tanimindan

F(a)e ' da

fen== |

yazilabilir. Esitligin her iki tarafinin esleniginin alinmasiyla

F(a)e* da

o

elde edilir. f(—x) ifadesinin Fourier doniisiimiiniin alinmasiyla

ke ] ok

7Z'

7=

|‘| —3

7Z'

olur. Ayrica

gz ]

yazilabilir. Bu ifadenin de eslenigi alinacak olursa

F(a) e “dadx

F(a)e'* dadx

(3.1.12)

(3.1.13)

(3.1.14)

(3.1.16)

(3.1.17)



T\ 1 T iax 1 T —iax
f[f(X)FExLe ﬁa_f_w”“)e dadx (3.1.18)

elde edilir. Burada integral igerisindeki iistel ifadelerin isaretleri yer degistirebilir.

Boylece (3.1.16) ve (3.1.18) ifadeleri esit olacaktir. Buradan

FLA())=Fr ()]
elde edilir.

Teorem 3.1.5. ]:[f(x)] = F () olmak iizere

FIF(x)]=f(-a) (3.1.19)
dir.

Ispat: Ters Fourier doniisiimii tanimindan

F(a)e“* da

Lo
f(X):Ea j )
=F'[F(a)]

dir. Burada x ile ¢ ’nin yerleri degistirilip & yerine de —a kullanilirsa

f(—a) =ﬁgij(x) e dx

=FLF(x)]
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.1.6. f(x), R ’de parcal siirekli ve | X |—>oo icin f(x)—0 olsun. Eger f
ve f' tirevi R ’de mutlak integrallenebilen fonksiyonlar ise bu durumda
Flf'W]=ia F[f(x)] (3.1.20)

dir.
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Ispat: Fourier doniisiimii tanimindan

Flrw] =ﬁ [ e ax

Tl ~ {f(x) e e j}w +ia x_]: f(x)e"**dx

dir. Hipotezden f(x)e™ |

xX=

=0 olacagindan yukaridaki integral

Flf'@]=

\/;_7[ iajwf(x) e dx
=iaF [ f (x)]

olup bu da istenilen ozelliktir. Burada e f(x)|  ifadesi lim [ rm]”

anlamindadir.

Bu o6zellik genellestirilmek istenirse  f(x)’in (n—1). basamaga kadar
tiirevleri R ’de siirekli ancak n. basamaktan tiirevi R ’de pargali siirekli, f(x) ve
(n—1). basamaga kadar olan tiirev fonksiyonlari |x |—>oo icin sifira gidiyorsa bu
durumda

FLf"@]=(ia) F[f(0)]=(a)' F(a), n=0.12,.. (3.1.21)
elde edilir.

Iki veya daha fazla bagimsiz degiskene sahip fonksiyonlarm kismi

tiirevlerinin Fourier doniistimleri i¢in (3.1.21) ve (3.1.21) sonuglar1 yine gegerli

olacaktir. Ornegin iki bagimsiz degiskene sahip u(x,t) fonksiyonunu goz Oniine

alalim, u (x, t) fonksiyonunun kismi tiirevlerine ait Fourier doniigiimleri

2
F 8_u :iaU(a,t), F Ou :—azU(a,t)
ox ox*
2 2 (3.1.22)
F a_u :d_U F o u _ d'u
ot | dt’ ot dr’
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seklindedir.

Tanmim 3.1.4. f(x) ve g(x) integrallenebilen herhangi iki fonksiyon ise

(f*g)(X)=ﬁ f fx=Dg(t)dt=f(x)*g(x)=H (x) (3.1.23)

—00

ifadesine f ile g ’nin Konvoliisyon Carpimi denir.

Konvoliisyon ¢arpimi,

f*g=g*f, S*(g*h)=(f*g)*h,
[+l =(f*g)+(f*h), [*N2md=f=\2r5*f

ozelliklerine sahiptir. Tanimdan hareket ederek bu 6zellikler kolayca goriilebilir.

Teorem 3.1.7. f(x) ve g(x) fonksiyonlart ayr1 ayr1 Fourier doniisiimlerine sahipler

ve F[f(x):l =F(a), ]—"[g(x)] =G(a) ise, bu durumda
F[f(x)*g(x)]=F(a)G(a) (3.1.24)
veya
f(x)*g(x)=F"[F(a)G(a)] (3.1.25)
veya daha genel hali ile
T f(x—t)g(t) dt = ]O. ¢“F(a)G(a) da (3.1.26)
dir.

Ispat: Fourier doniisiimii tanimindan,

1

Ff(x)*g(x)] :ij[ﬂx)*g(x)] i g

yazilabilir. Buradan F [ f(x)* g(x)] ifadesi agik olarak yazilacak olursa eger
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1
~
—_
~
N

*
oq
—_~
=
N—
| —
Il

I‘I e 8

{ ]E f(x—1)g(?) dt} e dx

0

=
8

e f(x—1t)g(t)dt dx

N N N N N
TE'—;S | e—38
8

I‘\ e 8

=
8

e—iax+iat—iatf(x_t)g(t)dt dx

| e—ys

8

g(e™™ [ e f(x—1t) dx dt

X=—00

8
Nl— O~ N= N =
g- & 8- §

\II © 8

T

8

g(t)e ™ F(a) dt

I‘I e 8

8

I
T
o)
Q
O

elde edilir.

Teorem 3.1.8. f(x) fonksiyonunun Fourier donlisimi F I: f (x)] =F (a) olmak

lizere
[lf@f ax= [ |F@f da (3.1.27)
dir.

Ispat: Teorem (3.1.7.) den

T fx-ng(t)dt= T ¢ F(a)G(a)da

yazilabilir. Esitligin solundaki integralde wu=x-¢, degisken degistirmesi

yapildiginda df = —du olur. Boylece

]E f(u)g(x—u)duz T e"”F(a)G(a)da (3.1.28)

olur. Bu sonu¢ tiim reel x degerleri icin gecerlidir. Ozel olarak x =0 alinirsa

(3.1.28) ifadesinden

0

T fw)g(—u)du= j F(a)G(a)da (3.1.29)

= a=—w0
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elde edilir. Burada 6zel olarak g(u)= f(-u) segilirse

G(a)=F[()]=F| /(-u)|=F[ f ()] =F () (3.1.30)

olur ve (3.1.29) ifadesi de bu se¢ime gore

u j wf(u)W)dwa j wF(a)F(a_)da o1
veya

[lff de= [ |F(a)] da (3.1.32)
bulunur.

Tanim 3.1.5. (3.1.32) esitligine Fourier déniisiimleri i¢in Parseval Ozdesligi denir.

f(x) ve g(x) karesi integrallenebilen iki fonksiyon olmak iizere bu

fonksiyonlarin i¢ ¢arpimlari ( f, g) seklinde tanimlanirsa

o0

(f.8)=[ f(x)g(x)dx (3.1.33)

—00

olur. Boylece || f || normu

A =(r.0)= I £ (x) f (x)dr= f | ()] dx (3.1.34)

X=—00 X=—00

olarak tanimlanir ve buradan
I71=171=17 71 (3.1.35)
dir. Bu Fourier doniistimiiniin iiniter oldugunu gosterir. || f || Fiziksel olarak enerjinin

Olciisiidiir ve ||F || ise fin gili¢c spektrumunu temsil eder.

Teorem 3.1.9. ]—"[f(y)] =F(a) ve }"[g(x)} =G(a) olsun. Bu durumda
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T f(x)g(x) dx= T F(a)G(a) da (3.1.36)

o=—%0

dir.
fspat.‘
T F(a)G(a)da = T ﬁ T e f(y)dy ;,, T e g(x)dxda
a=-© a=-o y=—0
= ia_]: y_]l e_i“yf(y)dy x:[w eia"mdx da
- i Tw Tw Tw e f(y)eg(x)dvdrda
= i T T T e_i“(x_y)f(y)m da dy dx

J. J.ef"”y ) dardy dx

y=—0a=

= T g(x)— 5(x y)f( )a’ydx

Il
'—-8
OQ

dir. Burada ozel olarak g(x)=f(x) segilirse (3.1.31) Parseval Ozdesligindeki

sonug elde edilir.

3.1.4. Fourier Doniisiimiiniin Adi Tiirevli Denklemlere Uygulanmasi
n. basamaktan sabit katsayili lineer diferansiyel denklemi

Ly = f(x) (3.1.37)

seklinde verilsin. Burada L n. basamaktan ve D = di olmak tizere
X

L=aD"+a, D"'+..+aD+a,, (a,a,,...,a, reelsabitler)  (3.1.38)
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seklinde bir diferensiyel operatordiir.

n nl
an d Y +a d Y
dx"

pd =g et ayy = f(x
Lax"! =/{x) (3.1.39)

sabit katsayilh homojen olmayan diferansiyel denkleminde f(x) Fourier
doniigiimiine sahip bir fonksiyon olsun, F[y(x)]=Y(a) ve F[f(x)]=F(a) olmak
tizere Fourier doniisiimiiniin Ozellikleri de kullanilarak her iki tarafin Fourier

déniisiimii alindiginda

|a,(ia) +a,, (ia) " +..+a (ia)+a, |¥ (@)= F(a) (3.1.40)
veya

P(ia)Y(a)=F(a) (3.1.41)

elde edilir. Burada

Hmﬁé%Wf

olarak kullanilmigtir. Benzer olarak Q(a) = olarak alinirsa (3.1.41) ifadesi

1
P(ia)

Y(a)=F(a)0(a) (3.1.42)
bigiminde yazilir. F' [Q(a)]:q(x) olmak {izere teorem (3.1.7) nin

kullanilmastyla

y(x)= [ £()a(x-1)a (3.1.43)

=—0

¢Ozlimii elde edilir.

Coziimiin fiziksel bir sonucunu elde etmek icin bir darbe fonksiyonu

uygulamasi olan f (x)=4(x) durumunu goz éniine alalim. Bu durumda
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L{G(x)}=5(x) (3.1.44)

ifadesi ortaya ¢ikar. Bu denklemin ¢6ziimiinii (3.1.42) nin tersinden yazacak olursak

GQ):f”[U%;Q@ﬁ}:U%;qU) (3.145)

olarak elde edilir. Boylece ¢oziim ( 3.1.43)’den ( 3.1.44 ) denkleminin ¢oziimii
y(x)= [ £(6)G(x—t)dt (3.1.46)

olarak elde edilir.

Ornek 3.1.2.  I(t) basit bir devredeki elektrik akimi, R rezistans ve L de

indiktans olmak tizere

L%+mzmg (3.1.47)

diferensiyel denklemi gegerlidir. Burada E(t)uygulanan elektro manyetik giictiir.

E(t) =E, ¢ 'l olarak alinirsa (3.1.47) ifadesi

L£+RI=E06_”M

3.1.48
7 ( )

olur. 1 zamanina bagli olarak esitligin her iki tarafina Fourier doniisiimii uygularsak

]—"[I(t)] =}(a) olmak iizere

(iaL+R)}(a)= E, '[ e el

t=—0

1
N2
1 Mo ©
—E e edt+ | e e dt
\ 277'- ’ _t_[oo I!O :|
1
N2
1
N2

E() J' et(a—ia)dt+ T et(ia+a)dtj|
t=0

! 1
EO . + . }
la—1la a+ia

veya
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}(a)_\/%iL[{a—g)?(az+az)} (3.1.49)

elde edilir. Buradan (3.1.49) ‘un ters Fourier doniisiimii

1 [2aE, | e

1=z i ajw(am}(a”“z)
L

da

(3.1.50)

_ak, T e
Tl o (a—Rij+(a2 +a2)
L

bicimindedir. Bu integral ise Cauchy Rezidii teoremi ile ¢oziilebilir, >0 igin

Cauchy Rezidii teoremine gore

_aEO

I(t) irL

ZEi{kalan a:% + kalan azia} (3.1.51)

yazilabilir. Buradan

1. Reziidi i¢in

. Ri e
(a5 )
a> (0{ l)( 2 az)

dir

. Ri e
gﬁ[a__] Ri
L (a—;j(a—ia)(aﬂ'a)

—at —at

e e
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dir. Buna gore

L —at
1(1)=2Logp| ©” ¢
il ) ( Rj
a —— 2a| a——
(3.1.52)
_R
B e _ 2ale*
| R—aL R*-a*I’
olur. Benzer sekilde ¢ <0 i¢in yine Cauchy Rezidii teoreminden
1(1) = Loz tim (o +ia)
irL a—-ia Ri . .
a-— |(a—ia)(a+ia)
L
_ 2aE, e
- i 3.1.53
L —ia— &(—Zia) ( )
L
_ 2aE)| -Le"
L ( alL+R ) 2a
Eoeat
(aL + R)
olur. t =0 da akim siireklidir ve
at
I(O) = lll’Iol ioe 2
t—>
(aL +R) (3.1.54)
—_ EO
aL+R

dir. Eger E(t) = 5(t) alinirsa E(a) = ve dolayisi ile

1
2z

veya
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1

A 1
I(a)= . 3.1.55
() 2ril (a_ Ri j G.1.53)
L
elde edilir. Bu ifadenin ters Fourier doniisiimii alinirsa
1 1 137 &
I()z—r— —— — | ———
() N2 27 l‘L_-[O a—&
L (3.1.56)
_1
L

¢ozlimii elde edilir. Boylece ¢t — oo durumunda akimin sifira gitmesi beklenir.

Ornek 3.1.3.  f(x) Fourier doniisiimiine sahip bir fonksiyon ve a da bir sabit

olmak lizere

2
‘;xz‘ +d’u = f(x) (3.1.57)

diferensiyel denklemini goz Sniine alahm F(a)=F[ f(x)] olmak iizere (3.1.57)
esitliginin her iki tarafinin fourier dontigiimii alinirsa

—(izazU(a))+a2U(a) =F(a)
(a2 +a2)U(a) =F(a)

(3.1.58)
veya
Fla
U(a) = o S_ a)z
(3.1.59)
olur. Teorem (3.1.7) ye gore bu sonug
1 0
u(x):EJ-f(t)g(x—t)dt (3.1.60)

bigiminde yazlabilir. Burada g(x)z}"_l[ ler z}zl\/ge(—aw) dir. Boylece
a’+a’| a

¢O0zim
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(3.1.61)

olur.

3.1.5. Fourier Doniisiimleri Yardimiyla Integral Denklemlerinin Coziimleri

Konvoliisyon tipinden basit integral denklemleri Fourier  doniisiimii
kullanilarak ¢6ziilebilir. Bunu birka¢ 6rnekle agiklayalim.

Ornek 3.1.4.  1lk olarak

J 7 (0l (x-0)ai 25 (x)=u() 3166

esitligi ile verilen konvoliisyon cekirdegine sahip Fredholm Integral denklemini ele

alalim burada g (x) ve u(x) verilmis birer fonksiyon, A ise bilinen bir parametredir.

(3.1.66) denkleminin her iki tarafinin Fourier doniisiimiinii alirsak Teorem (3.1.7)

nin de kullanilmasiyla

f(x)*g(x):% J- f(H)g(x—1)dt

2z 2

—00

olmak tlizere

0

J.f(t)g(x—t)dt+lf(x)=u(x)

27F (@) G(a)+AF (a)=U(a) (3.1.67)
elde edilir veya buradan

F(a)= (3.1.68)
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bulunur. Eger hesaplanan bu ifadenin ters Fourier doniistimii alinirsa

zarF

F (F(“)) \/—J;

U(a) (3.1.69)

L5 o ,
f(x):EaLe 272G (a)+ 4

1 . . .
— olarak alinirsa bu fonksiyona ait Fourier
X

¢oziimii elde edilir. Ozel olarak g(x) =

doniistimii

e—[ax l dx
X

\ll P 8

8

2
2
I

=

|
—_— N — —_
- #- 8

Il
=
N

(Cosax - iSinax)ldx
X

lSmax dx

1
Cosax dx—
V —o0

=
| e—y3 g'—.s

8

sgno

olur. (3.1.69) esitliginde bu ¢6ziimii yerine yazacak olursak aranan fonksiyon

laxda

fx \2 7za_J‘ /1+z7rSgna

olarak elde edilir. Eger 4 =1 ve g( ) ! (FJ olarak alinirsa
X

1 T —iax
G(a) =E J: e E(dex
' (3.1.70)
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olur. Busonug, A =1 alinarak (3.1.69) da yerine yazilirsa

= U(a)eiax
N AT
- L T Flu'(x)]F|V2re ™ | da

elde edilir.

Ornek 3.1.5. (x) bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere

[ F(x-8)f (8)ds=—— (3.1.71)

integral denklemini ¢ozelim. ilk olarak (3.1.71) denkleminin her iki tarafin Fourier

doniisiimiinii alalim. Bu durumda konvoliisyon teoreminin de kullanilmasiyla

70 &)= 7= | F(xle(x-e)az

ve
FLr(x)g(x)]=F(a)G(a)
olmasi nedeniyle
V27 F[ f(x) f(x)]=N27F (a) F () (3.1.72)
elde edilir. Diger taraftan (3.1.71) denkleminin sag tarafina da Fourier doniisiimii

uygulanirsa
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I 1%
F e*lax ’x
{xzﬂ“az} N2 x_'L
\F [ Lozx (3.1.73)
T 20 x +a
\f o
2 a

bulunur. Elde edilen (3.1.72) ve (3.1.73) sonuglar1 yerine yazilirsa

ﬂF(a)F(a):\/%e

~dla|

a
1 —ala
F2 (Q)ZZ e
1
F(a): @e 2 (3.1.74)

elde edilir. Son olarak bilinmeyen fonksiyon f (x) ’1 bulabilmek i¢in (3.1.74)

esitliginin ters Fourier doniisiimii alinirsa

1 1 N 1
Wra| &y Ly
1 4a
2Wra a* +4x°

.
7 a*+4x*

elde edilir.
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Ornek 3.1.6.  f(x) Fourier déniisiimiine sahip bilinmeyen bir fonksiyon olmak

uzere

T f(tzdt _ (3.1.75)
2 (x—1) +a®

X+ b
integral denklemini ¢ozelim.
Coziimii elde edebilmek icin ilk olarak (3.1.75) denkleminin iki tarafinin Fourier

doniistimiini alalim Teorem (3.1.7 ) nin géz oniline alinmasiyla esitligin sol tarafinin

Fourier doniisiimii

X +a

\/EF(a)z{ _ 2} (3.1.76)

olur. Burada

1 |z el
F = |= 3.1.77
{xz +a2} 2 a ( )

dir. Buna gore

~dfa|

(3.1.78)

X +a a

ﬂF(a)f[ ! Z}ZMF((I)\/%@

olur. (3.1.75) esitliginin sag tarafinin Fourier dontisiimii ise

1 7 e
F 2 2 |7
x“ +b 2 b

dir. Elde edilen bu sonugclar (3.1.75) e gére yerlerine yazilirlarsa

~dld| ~blal
x/27rF(a)\/z < - \/E <
2 a 2 b

e g3 )i

veya
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_ L [a) e
F(a)—\/ﬁ(bje (3.1.79)

elde edilir. (3.1.79) un her iki tarafinin Fourier donilistimii alinirsa f° (x) bilinmeyen

fonksiyonu

:L ( 1 ﬁ —‘Ul‘(b—a)ﬂ'axd
1=z [ i)

:ZZb{kb—;)—m+(b—;)+mj

__a _2(b-q)
27b (b-a) +x°
_a _(b-q)

b (b - a)z +x?
olarak bulunur.

Ornek 3.1.7.  f ve g Fourier doniisiimiine sahip iki fonksiyon olmak {izere

f(1)+4 T e M (1)de = g (x) (3.1.80)

t=—0

integral denklemini ¢ozelim. Burada gverilmis, f ise bilinmeyen bir
fonksiyondur. F =F [ f ] olmak iizere (3.1.80) denkleminin her iki tarafinin

Fourier doniisiimii alinirsa

F(a)+427F (a) T “o My = G(a)

00

F(a)+427zF (a)

X=—00 x=0

F(a)+427F (a)

( e—lar+axdx+ J. —iax— axde _ G(O!)

] 6(a)

a—ia 1a+a

F(a)+427F (a)

2 _G( )

ﬁ_@_ @_ @_
&1‘ N N N
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elde edilir. Buradan F(a) ¢oziiliirse

G(Ot)(a2 +a2)

o 184 (3.1.81)

F(a)=
olur. (3.1.81) in her iki tarafinin ters Fourier doniisiimiiniin alinmasiyla f (x)

bilinmeyen fonksiyonu

i Gle)( )
f(x)_ﬁ J:we a’+a’+8a

da (3.1.82)

olarak bulunur. Ozel olarak a =1 ve g (x) =e " olarak segilirse

» JZ_[T Xda]( ca)

P+a*+8

da

1 1 1
e B (i)

P+a’+8

2 1
_ 1 Tetax\/;(1+a2J(lz+a2)da

I +a”+8

olur. Diger taraftan x>0 igin

T +a

=—00 o=—x0

f(x):l( j cosax321 ~da+i I sinozx321 2da]

o0

=2 j CoOsaX—

da (3.1.83)
T 3+«

2
a=0
1
=—e

3

-3x

elde edilir. Eger x <0 ise
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f(x)=xe" (3.1.84)

dir. Sonug olarak f'(x) aranan fonksiyonu

f(x)=3e™

olarak elde edilir.

3.1.6. Fourier Doniisiimiiniin Kismi Tiirevli Denklemlere Uygulanmasi

Bu boéliimde; Fourier doniisiimii kullanilarak farkli tipteki lineer kismi tiirevli
denklemler icin baslangic ve smir deger problemlerinin ¢oziimiiniin nasil elde
edilecegini drnekler ile agiklayacagiz.

Ornek 3.1.8.  (Yar diizlemde Dirichlet problemi )

y>0 ,—0o<x<oo yart diizleminde

U t+u,=Au=0 ,—0o<x<o ,y>0 (3.1.85)
u(x,0)=f(x) ,—o<x<o (3.1.86)
|x|—>+oo,y—>+oo icin u(x,y)—)O (3.1.87)

seklinde tanimlanan smir deger problemini géz Oniine alalim. u(x,y) ¢Ozimiu

Fourier doniisiimiine sahip ve u(x, y) nin sadece x degiskenine gore Fourier
dontlistimii

U(a,y)= %7; .[ e u(x,y)dx (3.1.88)

dir. Ayrica (3.1.85) ve (3.1.86) nin Fourier doniistimleri sirastyla

d’U(a,y)

2y ~a*U(a,y)=0 (3.1.89)
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U(a,0)=F(a) (3.1.90)

U(a,y) >0 ,y—> (3.1.91)
oldugu kolayca elde edilebilir. (3.1.89) denkleminin ¢ézlimii ise

U(a,y) =Ce ™ +Ce” (3.1.92)
dir. Baslangi¢ ve sinir degerleri de kullanilirsa

U(a.0)=C,+C, = F ()
olur. y—>+w icin U (a, y) — 0 olmas1 gerekmektedir. Diger taraftan o >0
oldugunda e “* — 0, e“” — o olacagindan C, =0 olmalidir. Ayrica buna karsilik

a <0 oldugunda e ™ —> o ve e” — 0 olacak ve C, =0 degerini alacaktir. O
halde tiim bu kosullar1 saglayan ¢6ziim
U(a,y)=F(a)e!™ (3.1.93)

olur. (3.1.93) sonucuna Teorem (3.1.7.) nin uygulanmasiyla

1=
N Jf(g)g(x_g)dg (3.1.94)
E=—0
olur. Burada
g(x)=7" [e_‘“‘y}
o ] e
7 a=—wn
0
iy o oo
T | g
1
\/ﬂ zx+y y—ix
_|2_ Y
T X +y

dir. Bu ifadeyi (3.1.94) esitliginde yerine yazacak olursak
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1
u 27[Jf \/7 f) +y2d§

=—00

_Y
3 el

(X

(3.1.95)

¢Ozlimiinii elde ederiz.
Tanim 3.1.6. (3.1.95 ) esitligine {ist yar1 diizlemde iki boyutlu Laplace denklemi ig¢in
Poisson integral formiilii denir. Baglangic degerinin verilmesi halinde bu integral tek

anlaml olarak

lim u(x, ) j f(f){hm ——}dé (3.1.96)
+y

yo 2 e (x—)

seklinde hesaplanir. Burada delta fonksiyonunun Cauchy tanimi olan

|
S(x—&)=lim L —— (3.1.97)
T y—oo® 72'( 5) +y2

ifadesi kullanilirsa

o 1
lim u(x,y) SO lim = &
yooe Jw {% T(x=&) +y } (3.1.98)

= [ F@60r- o

E=—0
elde edilir. Bu ifade x noktasinda ¢ift kutuplu bir kaynagin bu noktada Laplace

denkleminin bir ¢oziimii gibi yorumlanabilir.

{1, |x| <a
H(a—|x|): ,aeR
0, |x| >a
olmak iizere
f(x)=T,H (a-|x|) (3.1.99)

olarak secilirse
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a(§-x) 47

1, { ( x+a J ( xX—a H
=—| arctan —arctan

T Yy Yy

T, { ( x+a j ( x—a H
= —arctan< tan| arctan —arctan

T y y

xX+a xX—a
tan {arctan [ ﬂ —tan {arctan ( ﬂ
Yy Yy
1+ tan {arctan ( x+da H tan {arctan ( x—d H
Yy Yy

xX+a x-—a
Y Y
x

T,
= —arctan
T xX+a —a
Y Yy

T 2a
=—arctan 2—2)/2]
Vs x’+y'—a

T,
= —arctan
T

elde edilir.
Bir diger 6zel durum olarak f(x)=&(x) olsun. Bu durum igin ¢oziim

(3.1.95) den esitliginden

Izu(x,f):% [ S T
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T f(v)5(v - x)dv

S ()

1
X+

N 3= 8=

VY

olarak bulunur.

Tanim 3.1.7. Bir Sinir-Deger probleminde denklemle birlikte sinir kosulu olarak
¢Oziimiin sinirdaki tiirevi veya sinirin normali dogrultusundaki tiirevi verilirse bu tiir
problemlere Neumann Problemi denir.

Ornek 3.1.9.

y>0 yari-diizleminde

u, +u,, =0 ,—0<x<o 31100
u,(x,0)=g(x) ,—0<x<oo (3.1.100)

y—ooigin u ¢dziimi sinirl
x—>o0 i¢in u ve u, siirh
olarak verilen Neumann problemini inceleyelim. Once v(x,y)=u ,(x,y) diyelim. Bu

durumda
y
u(x,y)= | v(x,n)dn+a (3.1.101)
n=a

yazilabilir. Burada a keyfi bir sabittir. Bdylece Neumann Problemi

2 2 52 52
ST D
ox~ oy~ Ox oy- oy

V(x,0)=u,(x,0)=g(x)

(3.1.102)

sekline gelir. Bir dnceki Dirichlet probleminin ¢dziimiinden
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v(x, y)—y I M (3.1.103)
G 07 +y?

yazilabilir. Buradan Neumann probleminin ¢6ziimii (3.1.101) yardimiyla

1 glg)dg
u(x, y)—;n_[ Ugf mdﬂ

1 7 ¢
_I I” g(s) _dndc
w2t =)+

1L I g(s )— j %dﬂdg

T .2, 2.7, (—x)+n
17 (R
2ﬂg_f_mg(g) g{(g_x)zwz ¢

olarak bulunur. Bu sonuca bir sabit ilave edilebilir, diger bir ifadeyle bir Neumann
probleminin ¢éziimii bir sabit farkiyla sonsuz ¢okluktadir.

Ornek 3.1.10. x ekseni boyunca yerlestirilmis bir boyutlu metal ¢ubuk iizerindeki
zamana bagli 1s1 yayilimi

u =Ku —00< X< t>0 (3.1.104)

t xx

bir boyutlu 1s1 denklemini saglar. Baslangi¢ kosulu
u(x,O):f(x), —0 < x <00, (3.1.105)
u(x,t) sl ¢>0,|x| > i¢in

olsun. Burada K ortamin yogunluguyla ilgili bir sabit f (x) ise Fourier doniisiimiine

sahip verilmis bir fonksiyondur. Diger taraftan u(x,¢) ¢oziimiiniin Fourier doniistimii

T u(x,t)e" " dx

1
E X=—00

olur ve (3.1.21) den

U(a,t)=

Flu, |=(-iay KF[u(x,0]=-a’ KU(a,1) (3.1.106)

Ve
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J u e dx=U, (3.1.107)

Flu]- Jﬁ

dir. Bu durumda verilen 1s1 denkleminin her iki tarafinin Fourier doniisiimii alinirsa

Flusu, J=Flu]-Flu, ]

(3.1.108)
U +a’ KU=0

olur. Bu birinci basamaktan bir denklem olup dogrudan integralleme ile ¢6ziim
Ula,t)=F(a)e <" (3.1.109)

seklinde elde edilir. Ayrica

T u(x,0)e"“" dx

1

:% [ fe™ dv=F(a)

X=—00

U(x,0)=

yazilir. Boylece doniismiis denklemin ¢oziimii

Uer,t)=U(a,0)e ** =F(a)e ¥ = j F(x)e " dee ™ (3.1.110)

dir. Bunun her iki tarafinin Ters Fourier Doniisiimiiniin alinmasiyla verilen

Baslangi¢-Deger probleminin ¢oziimii

u(x,t)= [F(a)e-“ } i gy G.1.111)

e

olarak bulunur. G(a)=e"

Kot

nin Ters Fourier Doniistimii
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27 Kt
, (3.1.112)
2Kt
olacagindan u(x,?) ¢oziimii (3.1.112)’nin de kullanilmasiyla
~(x=¢)*
u(x,t)= f@g)e "' dg
Tt I
bulunur.
Ornek 3.1.11.
utt:Czuxx ,—o<x<wo ,t>0 (3.1.113)

u(x,0)=£(x) u,(x,00=g(x) ,~0<x<w
biciminde verilen baglangic deger probleminin ¢ézlimiinii arastiralim. Burada f (x)

ve g(x) Fourier doniisiimiine sahip iki fonksiyondur. Belirtilen Baslangi¢c-Deger

probleminin ¢ézimii, u(x,?) 'nin x degiskenine gore Fourier doniisiimii alindiginda

U(a,t)= I u(x,t)e’ " dx

1
N2l
olur ve (3.1.21) den

F[ Cu,, |=(-ia) CFlu(x,t)]=-a’ CU(a,1) (3.1.114)

yazilabilir. Diger taraftan

J. u, e de=U, (3.1.115)

ol gz L

olup. (3.1.113) iin her iki tarafinin Fourier doniisiimiiniin alinmasiyla

U, +a CU(a,t)=0 (3.1.116)
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U(a,0)=F(a)

dU (a,t) _6(a) (3.1.117)
dt ),

elde edilir. Bu doniisiimiin ¢0ziimii sabit katsayili adi tiirevli denklem olup genel
¢O0zim
Ul(a,t)=A4e“" + Be™™ (3.1.118)

dir. Verilen denklem kararli bir denklem oldugundan baslangi¢ verilerinin

kullanilmastyla
A+B=F(a)
ve
A-B=—G(a)
iCa
bulunur. Buradan A= F(a) + G.(a) ve B= F(a) - G.(a) oldugu kolayca
2 2iCa 2 2iCa

hesaplanabilir. Bulunan bu katsayilar (3.1.118) de yerine yazilirsa

o225

_ %F(Of)(eicm +e—iCat)+ 21-20( G(a)(eiCat +€—iCat)

(3.1.119)

olur. Bunun her iki tarafinin ters Fourier doniisiimii alinirsa (3.1.113) baslangi¢ deger
probleminin ¢éziimii

1

I ; 1 iCat —iCat 1 iCat —iCat
u(x,t)zﬁazjwe’“x{EF(a)(e’C“ +e )+2iCaG(a)(eC —e @ )}a’a

47



:%[f(erCt)Jr f(x—Ct)]+%T [ 6(a) [ evduda

[ x+Ct

:%[f(x+Ct)+f(x—Ct)]+% j \/_LC Ve dardu

Lu=x—Ct =

u=x—Ct

x+Ct

:—[f x+Ct)+ f(x—=Cr) |+ 21C J- g(“)d”}

Lu=x—Ct

olarak elde edilir. Bu sonu¢ dalga denklemi i¢in D’ Alambert ¢6ziimii olarak bilinir.

Bu metot dalga denkleminin birka¢ 6zelligi i¢in 6nemli yer tutar. D’Alambert

¢Oziimiinlin gecerli olabilmesi i¢in f (x) ve g(x)’in Fourier doniisiimiine sahip
olmast yaninda f(x)’in iki defa g(x)’in de bir defa siirekli tiiretilebilir olmas
gerekir.  f (xirC ) terimi x+Ct, x—Ct karakteristikleri boyunca dalganin
yayildigini gosterir.

Sonug olarak ¢6ziim baslangi¢ degerlerine baglidir. Diger bir deyisle f (x)
veya g(x) deki herhangi bir degisme u (x,7) de de kiigiik bir degisime sebep olur.

_xz

Ornegin 6zel olarak f(x) =e " ve g(x) =0 ve C =1 secilecek olursa bir 6nceki

¢Oziimiinden
O
u(x,t)zE e +e (3.1.120)

elde edilir.
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3.1.7. Fourier Kosiniis ve Fourier Siniis Doniisiimleri
Tanim 3.1.8. Eger f(x), R ’de tanimli, Fourier doniisiimiine sahip tek bir fonksiyon
ise f(x)’in Fourier Integrali

f(x)z\/z T sin(axx)doa T f(u)sin(au)du
4 a=0 u=0

:\/z T {T f(u)sin(au)du}sin(ax)da
T

a=0_u=0

seklindedir. Eger 6zel olarak
F(a)= [ f(u)sin(au)du (3.1.121)
u=0
alimirsa f(x)’in tek olmasi halinde Fourier integrali

f(x)zz T F (a)sin(ax)da (3.1.122)
T =

a=0

olur. F () fonksiyonuna f(x)’in Fourier Siniis Doniigiimii denir ve F,[ f(x)]
seklinde gosterilir. Ayrica f(x) fonksiyonuna da F,(a) nin Ters Fourier Siniis

Déniisiimii denir ve F,'[ F,(a)] ile gosterilir.

Benzer sekilde eger f(x), R’de Fourier donilisimiine sahip c¢ift bir

fonksiyon ise f(x)’in Fourier integrali
f(x):\/% T cos(ax)da T S (u)cos(au)du
a=0 u=0
olur. Buradan
F@)= [ f)cos(au)du (3.1123)
u=0

i

almirsa f(x) ’in Fourier integrali
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f(x)z\/% [ F(a)cos(ax)da (3.1.124)

olur.

Tamm 3.1.9. F.(a) fonksiyonuna f(x)’in Fourier Kosiniis Déniisiimii denir ve
F.[f(x)] ile gosterilir. Ayrica, f(x) fonksiyonuna da F,(a)’ nin Ters Fourier

Kosiniis Doniisiimii denir ve F,'[ F, ()] bigiminde de gosterilir.
Ornek 3.1.12. a>0 olmak iizere %[ e |= \/z (L oldugunu gosterelim.

zr a2+a2)

Tanimdan direkt olarak

2 o0
*‘” I cos (xx e “dx
ﬂ-r—O
© —iax zax
/2 _[ e ~ax gy
T

1 2 F xa-Ha raza)
2ﬁ [ J
__\/5a—za+a+za
2\« a +a
e
7 at+at

olur.

z a2+a2)

Ornek 3.1.13. a>0 olmak iizere 7 [ |= \/z (L oldugunu gosterelim.

Fourier Siniis doniistimii tanimdan direkt olarak

_7:[ _‘”‘] \/7I031n ax e “dx

2% e —e
R el cE - axd
xJ.O 2 ’
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1 2 atia—a+ia
2i\r d*+adt

]2 a
N7 a*+a’

olur.

Ornek 3.1.14. F.” [le'”} = \/z arctan [zj oldugunu goésterelim.
a r s

Fourier Siniis doniistimii tanimindan

f—l|:le—sa}:\/zw e
Cla T2, a

olarak yazilabilir. Ayrica 6rnek (3.1.7.2) den

e \/7[sm ax e da = \/5
st +x?

oldugu bilinmektedir. Bu sonug kullanilarak (3.1.125) ifadesi

\/7j —sin(ax)da = \/7.[{ " sin ax)da}ds
s=s _a=0
2 b
:\/;‘sz-s[x%sz}ds
(o]
=lim, [— arctan
t—o0 Vs X _
=\/: {——arctan(i }
X
{2
= [—arctan| —
T s

Ornek 3.1.15. g(x)=erfc(ax)= J‘ edt olmak iizere g(x)’in Fourier Siniis

t=ax

)da (3.1.125)

t

olur.

doniistimiiniin
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0!2
f[e;fc ax] {1 e‘“’}
oldugunu gosterelim. Fourier Siniis doniisiimiiniin tanimidan

}"[erfc (ax ] \/7.[ erfe(ax)sin (ax )dx

T e didx

t=ax

\s

22
T T - sin (ax )dtdx

=0 t=ax

integral sirasinin degistirilmesiyle

F. [erfc(ax)]

bulunur.
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3.1.7.1.Fourier Kosiniis ve Fourier Siniis Doniisiimlerinin Bazi1 Ozellikleri

Fourier Kosinlis ve Fourier Siniis doniisiimlerinin lineerlik ve &teleme
ozellikleri gibi birkag 6zelligi vardir. Bu tiir 6zellikler kullanilarak birgok iglemlerin
sonucu dogrudan yazilabilir.

Teorem 3.1.10. f(x)’in Fourier Kosiniis doniisiimii

£ ()] 2 | sos(e) (sh = )

ve f(x)’in Fourier Siniis doniigiimii

£ i) (spis = ()

ise bu takdirde a pozitif reel bir sabit olmak tlizere

£ f(ax)] :%Fc (%) (3.1.126)
ve

f;[f(ax)]zéﬂ(%j (3.1.127)
dir.
ispat: Once

FL(@))=1r (%]

oldugunu gosterelim. Fourier Kosiniis doniisiimii tanimindan
2 o0
F. [f(ax)] = \/; J cos(ax) f(x)dx
x=0
2 0
:\/:Icos(ax)f(ax)dx ,ax=u ,dx=-—
4 x=0
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=ch(zj
a a

olur. Fourier Siniis doniisiimii tanimindan
2 0
F. =,/— | si U= ,dx =—
2 [f(ax)] ,fﬂism(ax)f(x)dx u=ax ,dx

:\/% Zsm(%jf(u)du

u

=1E(z]
a a

Teorem 3.1.11. f(x) Fourier Kosiniis doniisiimiine sahip R ’de parcali siirekli bir

elde edilir.

fonksiyon ve f(x) ’in Fourier Kosiniis doniisimii 7, |: f (x):l =F.(a), ayrica u—>oo
icin  f(u)—>0 olsun. Eger f,f',f" tirevi R’de mutlak integrallenebilen

fonksiyonlar ise bu takdirde

]:cl:f ] aF \/7f (3.1.128)

Ve

FL " (x) \/7f (3.1.129)

dir.

Ispat: Once Fourier Kosiniis doniisiimii tantmin1 kullanarak

FL /' (x)]=aF (a \ff

oldugunu gosterelim.
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ANAE: ]\fjf (x)cos (ax )dx

=0

[hm £ () cos(acx)

m

b}+a]2 £ () sin (ax) d

x=0

aF, (@)= (0)

olur. Diger taraftan

FLr()]-

§]|l\)

T /" (x)cos(ax)dx

o f'(x)sm(ax)dxﬂ

x=0

{ +ajf sin ( )dx}}

{ 7'(0)+a hmf( )sin(ax)h

o f(x)cos(ax)dx}}
=—a’F(a \ff

x=0
Teorem 3.1.12. f(x) Fourier Siniis doniisiimiine sahip R ’de parcali siirekli bir

I
SHES
]

hmf( )cos(ax)

b—w

Il
3 [

alw

S}

olur.

fonksiyon ve f(x)’in Fourier Siniis doniisiimii 7, [ f (x)} =F (a), ayrica u—o0

icin  f(u)—>0 olsun. Eger f,f’,f" tirevi R’de mutlak integrallenebilen

fonksiyonlar ise bu takdirde

[ f(x)]=-aF.(a) (3.1.130)
ve

.E[f”(x)]=—a2FS(a)+\/%af(0) (3.1.131)

dir.
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Ispat: Fourier Siniis doniisiimii tanimini kullanarak
L1 (x)]=-aF (a)

oldugunu gosterelim.
F [f’(x)] = \/% _[ £ (x)sin(ax)dx

- g e

- aF, (a)

[7 o0

}—a_[ 1 (x)cos(ax)dx

x=0

0

olur. Diger taraftan

F, [f"(x)] =\ J £ (x)sin(ax )dx

= E{ l]ggf( x)sin(a aI 1" (x)cos( )dx}}

o]

@Ln; £(x )cos(ax)‘b+a [ /(x s1n(ax)dx}}

(@) (Zar0) |

Teorem 3.1.13. (Konvoliisyon teoremi) f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 Fourier Kosiniis

elde edilir.

déniisiimlerine sahip ve F.[f(x)]=F.(a), %[ g(x)]=G,(a) ise bu taktirde

‘7_—;1[}76(0() ].j [ x+§ +g(|x §|)] (3.1.132)

veya buna denk olarak

]: )cos( ax)dazé T F (&) g(x+&)+g(lx-&)|de (3.1.133)

é=0

dir.
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Ispat: Ispat1 yaparken ters Fourier Kosiniis doniisiimiinii kullanalim. Bu tanima gore

F[F ()G, (a)]= \/7.[F a)cos(ax)da

a=0

\f (;L)G cos(ax) {\f 5'[0 f(£)cos(a& df}

= I jf(f)G () cos(ax)cos( o) déder

:7_2[ ]jojjof(g) Gc(a)%[cos(aﬁa&f)+cos(|ax—a§|):|d§da
= %%jof(g){\/%iGc(a)[cos(ax+a§)+cos(|ax—a§|)]da}dcf

-5z [ atere)al-g) e
olur. Diger taraftan Ters Fourier doniisiimiiniin kullanilmasiyla (3.1.133)
T Jeos(ax)da = \/7 F [F :|
=5§[0f(§)[ g(x+&)+g(lx—gl)]as
elde edilir. Bu da (3.1.133) ifadesini ispatlar. Burada 6zel olarak x =0 segcilirse

]O a)da = jf (£)dé
=0 (3.1.134)

olur eger g(x)=f(x) olacak bigimde segilirse G, (x)=F. (x) olur (3.1.134)

c

esitliginde verilenler yerine yazilirsa boylece
[IF
a=0

bulunur. Bu sonug Fourier Kosiniis déniisiimii i¢in Parseval Ozdesligi olarak bilinir.

a)fda=[|f(&)de (3.1.135)

Tamamen benzer olarak
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j F. (a)G,(a)cos(ax)da = zj G, (a)cos(ax) I f(&)sin(ax)déda

I I G, (a)f(&)cos(ax)sin(ax)déda

Il
m\a
i 8
T 8

f(cf)\/% T G, (a)cos(ax)sin(ax)dadé

a=0

f(E)e(x+8)+g(x-¢)]de

N |~

—38 E'—:S

N | —
e
I

olur. Boylece

F (@6, @)]= 5= | 7@l elo-g))as
veya buna denk olarak
PR @G @] == | F(@eer&)rale-e)as

ﬁ'.:S
=

0

B (3.1.136)
= I f(x)g(x) dx
olur. Burada g(x) =f (x) secip ve (3.1.136) da yerine yazarsak
[ |7 (o) da = [] f(&)fde (3.1.137)

elde edilir. Bu sonug Fourier Siniis doniisiimii i¢in Parseval Ozdesligi olarak bilinir.
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3.1.7.2. Kismi Tiirevli Denklemlerin Fourier Kosiniis ve Fourier Siniis

Doniisiimleri Yardimyla Coziimii

Bu boliimde Fourier Siniis ve Fourier Kosiniis doniisiimlerinin kismi tiirevli
denklemlerde nasil kullanilabilecegini drneklerle agiklayacagiz.
Ornek 3.1.16. (Yar diizlemde bir boyutlu Difiizyon denklemi ) x ekseni boyunca

yerlestirilmis bir boyutlu metal ¢ubuk {izerine zamana bagli 1s1 yayilimi

ou _Kézu

LKL w<x<m 130 (3.1.138)
X

denklemini saglar. Burada K ortamin yogunlugu ile ilgili bir sabittir. Bu denklem
icin baslangi¢ kosulu

u(x,O)zO ,0<x <00 (3.1.139)
olsun. Sinir kosulu ise

a)u(O,t):f(t) 20 x> oo, u(x,t)—)O (3.1.140)
veya

b) ux(O,t):f(t) 20 x> o, u(x,t)—)O (3.1.141)
olsun. Bu problemi 6nce a sikkinda verilen sinir kosulu ile ¢6zelim. Eger (3.1.138) -

(3.1.140) ile verilen ifadelerin x degiskenine gore her iki tarafinin Fourier Siniis

doniistimii alinirsa

v, . , 2

=K Us(a,t)+\/;Kaf(t) (3.1.142)
U, (2,0)=0 (3.1.143)
U, (0,0)= /(1) (3.1.144)

elde edilir. U, (a, 0) =0 sinir kosulu altinda bu diferensiyel denklemin ¢oziimii
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U, (a,t)= \/zKaJ. f(r)e " ar (3.1.145)
T =0
olur. (3.1.145) denkleminin ters Fourier Siniis doniigiimii alinirsa
u(x.t (Kjf )F a0 ar
7=0
2 ° [ z'a
\/7K.|‘f \/7J-smaxae dodrt
ﬂ-a—O
B B 0 ae— t—ra +iox _ae—K(t—r)az—iax
=,|—K = dod
\/; rjof(r)\/;aIOL 2 J '
P t P 0 ae K(t-7)o? +iax K(t r)azfiax
= =K = —\d —— |da |d
\/; ,J.Of(r)\/;{ IO( 2 j “ I{ 2 “|1

a=

olur. Burada a =K (r—7) dersek

t ; 7,,(%;]1:: . w[m;)i;i
2 2 a a a a a a
(s = 2] o2 j{z— i | 2

a

22

= \/%\/% %K jof (T)[jo aeﬂ{a%j :“da—jo aeia[a%) ‘X‘;’da} dr
\/7\/3 Kjf ]0. (y”ﬂ%je‘”’%— T [y”z ;;je"’yzi):/z dr
=0 X 2

_r ——
402 44*

PR T O 0 D I S - A D
_\/;\/ZziKrjof(T)e Iﬁ[zaje 2y If(zaje 2y“2]dT
2 [21  f s
:J;J;#,Lf(f)e I
_ 22 |
S
ixr -
ffjf()lem

elde edilir. Tekrar a = K (t - r) aliirsa sinir-deger probleminin ¢ézimii
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dr (3.1.146)

olarak bulunur. Ozel olarak f (t) =T, gibi bir reel sabit olarak secilirse bu durumda

(3.1.145) denkleminin Fourier Sintis doniigiimii

Us(a,z)z\/%%[l—e-mz] (3.1.147)

olup. Buradan

—s Te—s

Il
f=1

I
|5

1R
NN

olur.

Simdi (3.1.138) denklemini (3.1.141) ile verilen siir kosulu altinda Fourier
Kosiniis doniisiimii yardimiyla ¢dzelim eger (3.1.138 ) - (3.1.141) ile verilen
ifadelerin sadece x degiskenine gore her iki tarafinin Fourier Kosiniis doniigiimleri

alinirsa

du, . 2
el CAACHE \/;Kf(t) (3.1.148)
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U, (,0)=0 (3.1.149)

U, (0,¢)=f(¢) (3.1.150)

olur. U, (,0) =0 smir kosulu altinda bu diferensiyel denklemin ¢oziimii

U, (a,t)= (Kjf e K g (3.1.151)

olur. Buradan (3.1.151) denkleminin ters Fourier Kosiniis doniisiimiiniin alinmasiyla

¢Ozlim
2 2
K [ —K(t-)a }d
u(xt)=~| K] /(e g
2 K(-7)a?
K — dod
‘/7; jf ,/ cos(ax)e adr

2 t

2K i —K(t—r)azd d
- J- f(z [ cos(ax) adr
K /()
“d
o
seklinde elde edilir.

Ornek 3.1.17. (Ceyrek diizlemde Laplace denklemi)
u +u,=0 ,0<x ,y <o
u(O,y)za ,aeR (3.1.152)
u(x,y)—)O 7t =X+t >

biciminde verilen denklemin ¢oziimiinii Fourier Siniis doniistimii yardimiyla elde

etmeye calisalm. ilk olarak (3.1.152) ile verilen denklemlerin Fourier Siniis

doniistimleri alinirsa

U.(0,y)=a (3.1.153)
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olur. Bu homojen olmayan denklemin ¢6ziimii

U (a,y)=4e™ + Za
T a

dir. Burada A, U, (a, 0) =0 ile simirlanmais bir sabittir. Sonug olarak

Us(a,y)zg %(1—&}’) (3.1.154)

olup. Buradan u(x,y) (3.1.154) ifadesinin ters Fourier Siniis déniisiimiinin

alinmasiyla

<
—_
=
<
~
Il
[\
N}
—38
R |~
—_—

l—e ™ ) sin(ax)da

a=0
:a_Z_a z—Arctan(zn
7\ 2 X
:2—aArctan[£j
T y
olarak bulunur.
Ornek 3.1.18.
u,+u, =0 ,0<x<oo ,0<y<b

u(O,y)zO ,u(x,y)—)O ,X —> 00 ve O<y<b (3.1.155)
u(x,b):O ,u(x,O):f(x) ,0<x<oo

seklinde verilen sinir-deger probleminin ¢oziimiinii arastiralim. (3.1.155) ile verilen

denklemlere Fourier Siniis doniisiimii uygulanirsa

2
d lﬁ“ ~a’U, =0
dy
U, (a,b)=0 (3.1.156)
Us ’O :F;(a)

olur. Bu denklemin ¢6ziimi de

sinh (a (b - y))
sinh (ab)

U (a,y)=F,(a) (3.1.157)

63



dir. Elde edilen (3.1.157) ifadesinin ters Fourier Siniis doniisiimii alinirsa

u(x,y) \/7-[ Smlslmh )y))sin(ax)da

:_f“f sin( at)dt}sinh(a(b—y)) _

d
11 sinh (ab) sin(ax)da

olup. Limit @b — oo durumunda

sinh(a(b—y)) Cay
sinh () ~e (3.1.158)

. o osinh(a(b-y))
dir. u(x,y) ¢dziimiinde : yerine e *’ yazilirsa bu durumda
smh(ab)

w()=2 | [ £(1)sin(ar)sin(ax)e “dide

200 0

== ““dad
s j-f Ism at sm(ax) odt

:% I £(¢) ]:Ocos(a(x—t))—cos(a(x+t))e‘”dadt
_1 y Y
_ﬂt;l.of(t) (x—z‘)ery2 (x+t)2+y2 a

olur.

3.1.8. Belli Tipten Bazi Integrallerin Fourier Déniisiimleri Yardimiyla

Hesaplanmasi

Belirli integrallerin tam olarak hesaplanmasinda Fourier doniistimleri
kullanilabilir. Metod tamamen basit ve kesin ¢dziim vermesinin yani sira belli tip

genellestirilmis integrallerin hesabinda giiclii bir metottur.
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Ornek 3.1.19.

dx a>0  ,bh>0 (3.1.159)

Hab)- | =B
S (x2 + az)
(x)= ¢ olsun. Bu

integralini goz oniine alahm. Diger taraftan f(x)=e b

durumda

2
F(a)z\/;aziaz (3.1.160)

2 b
G(a)z\/;a2+b2 (3.1.161)

oldugu kolayca elde edilir. Teorem (3.1.7) den

j F(a)G(a)da - Jiof(x)g(—x)dx

a=—0

olup buradan

[ _E [ e
;[ x+a x+b2) 2abx=-[me dx

0

— 1 e—x(a+b)dx
ab ?,
Vs
ab (a + b)

bulunur.

Ornek 3.1.20. Fourier doniisiimii yardimiyla

® -pP
[ X T ) g [@j (3.1.162)
Soa +x 2
oldugunu gosterelim. f (x) =e “ olarak alindiginda
2 a
F (o :\ﬁ— 3.1.163)
() r (a2 +a2) (
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olacaktir. g(x)=x"", (0< p<1) dersek

Gc(a)z\/%T cos(ax)x""dx (3.1.164)

_ \/%a”l"( p)eos| 22

elde edilir. Eger Fourier Kosiniis doniisiimii i¢in verilen Parseval 6zdesligi olan

ifadesinde bu degerler kullanilirsa

0 2 0
2—acos P F(p)j ada _ Ix”_le_""dx
=0

7r 2 i+
2 T a’d 1 7
24 cos| 22 I( )I 0; azz—J-t"*le*tdx
pa 2 Lo +ta a’
2a Tp T dda F(P)
—cos| — |’ =
T 2 (p)a-[oa2+a2 a’
@ 2
ada Vs V4

I 2. 2 A opil Sec(_pj
Lo +a 2a

elde edilir.

Ornek 3.1.21. a>0ve b>0 olmak iizere Fourier doniisiimii yardimiyla

x=0(a2+x2)(b2+x2)dx:2(a+b) (3.1.165)

—ax —bx

oldugunu gosterelim. f (x) =e “ ve g(x) =e " olmak tizere bu fonksiyonlara ait

Fourier Siniis doniistimleri sirasi ile

2
F;(a):\/;aziaz (3.1.166)

Ve
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2
Gs(oc)=\/;0520+‘b2 (3.1.167)

dir. Fourier Kosiniis doniisiimii i¢in verilen Teorem (3.1.13) gore

—38

IOFS(O!)GS(a)da :%g 0g(§)[f(§+x)+f(§—x)]d§

yazilabilir. Burada x =0 olarak alinirsa

[ F(a)G.(a)da= [ g(£)£(£)de (3.1.168)

&=0

olur. (3.1.168) in her iki tarafinin ters Fourier Siniis doniisiimii alinirsa

© 2 ©
a o
da =2 (a+h)§d
| v o i s KR
7
2(a+b)
elde edilir. Buda istenen sonugctur.
Ornek 3.1.22. a >0 olmak iizere
K x’ T
=L (3.1.169)
M) )
Idugu gostereli - dersek f'(x)=-—>— ol g
oldugu gosterelim f (x) 2(x2+a2) ersek f(x) (x2+a2)2 olur ve f(x) ‘in

Fourier dontisiimii

F(a)z\/%(ije” (3.1.170)

dir. Teorem (3.1.8) ile verilen Parseval 6zdesligine gore

J 1= [ |71 ()] da
o aZr (3.1.171)

= ajjow‘(ia)]:[f(x)]r da
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olur. (3.1.171) ifadesinde secilen f (x) fonksiyonu ve (3.1.170) sonucu yerine

yazilirsa
K x’ Tt a1 L
] (x2+a2)4 dx:E _J: a (2a)2e da
T 2 2aa
= ae “da
(za)z aJ—.O
Vs

bigiminde elde edilir.

3.1.9. Matematiksel istatistikte Fourier Doniisiimlerinin Uygulamalari

Olasilik teorisi ve matematiksel istatistikte bir rasgele degiskenin dagiliminin
veya momentlerinin belirlenebilmesi i¢in karakteristik fonksiyon dnemli bir yer tutar.
Bir rasgele degiskenin karakteristik fonksiyonunu elde etmek i¢in X rasgele

degiskeninin olasilik fonksiyonunun fourier doniigiimii kullanilir.

Bir olasilik deneyinin sonuglarinin kiimesi olan ) 6rnek uzaymin elemanlari

cok degisik tiirde olabilir. Rasgele degiskenler yardimiyla Q ’nin her elemanina reel

sayilar kiimesinden bir say1 karsilik getirilir, dyle ki (Q, U, P) olasilik uzayindaki

VAeU igin P(A) olasiligr reel sayilardaki B Borel cebiri iizerinde kurulmus

uygun bir olasilik Olgiisii ile verilmektedir. Boylece teorik olarak incelenmesi
gereken olasilik Olgiileri Borel cebiri iizerindeki olasilik ol¢iilerine indirgenmis

olmaktadir.
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Tamm 3.1.10. (Q,U, P) bir olasilik uzay1 ve

X:Q—>R
w—)X(w)

olmak lizere, Va € R ig¢in, {w eQ: X (w) < a} eU ise X fonksiyonuna bir rasgele

degisken denir. Rasgele degiskenler genellikle X,Y,Z,U,V,... gibi biiylik harflerle

gosterilir.

Tanim 3.1.11. Bir f:R — R fonksiyonu i¢in

1) f(x)20, xeR

2) T f(x)dx =1

ozelliklerini sagliyorsa f fonksiyonuna olasilik yogunluk fonksiyonu denir.
Tanmim 3.1.12. Bir X rasgele degiskeninin F dagilim fonksiyonu bir f olasilik

yogunluk fonksiyonu yardimiyla
F()= [ f)dx, —o<x<o (3.1.172)

olarak yazilabiliyorsa X rasgele degiskenine mutlak siirekli veya kisaca siirekli

rasgele degisken ve f fonksiyonuna X ’in olasilik yogunluk fonksiyonu denir. X
rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu ise F (x) biciminde gosterilir. Buradaki
dagilim fonksiyonunun gosterilim sekli Fourier donilisiimii anlaminda degil sadece

bi¢imsel olarak bir benzerliktir.

X rasgele degiskeni ile ilgili olasilik hesaplari X rasgele degiskeninin

dagilim fonksiyonunu, dolayistyla olasilik dagilimini belirleyen f* olasilik yogunluk

fonksiyonu yardimiyla da yapilabilir. Siirekli rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu

stirekli bir fonksiyon oldugundan Va,b e R, a <b igin,
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P(X=a)=0,

P(X<a)=P(X<a)= ]if(x)dx,
P(aSXSb):P(a<XSb)zP(a£X<b):P(a<X<b)=jf(x)dx,

P(XZa):P(X>a):Tf(x)dx

olur.

Tamim 3.1.13. X bir rasgele degisken ve g: R > R, VB e B (R) igin

{x:g(x)e B} e B (R)bzelligine sahip bir fonksiyon olmak iizere:
i) X kesiklive ) |g(x)| f(x) <o oldugunda

(g) Zg(X)f (x) (3.1.173)

i1) X stirekli ve J-| g(x)| f(x) <o oldugunda

E(g(x))= jg(x)f(x)dx (3.1.174)

degerine g(x) ’nin beklenen degeri denir.
Tanim 3.1.14. t reel bir degisken olmak lizere X rasgele degiskeninin

itX

™ =cos(tX)+isin(tX) kompleks fonksiyonu verilsin. E(e™) ortalama degeri

¢t ’nin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon ise X rasgele degiskeninin karakteristik

fonksiyonu olarak bilinir. Boylece X rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu
E(e™) = ¢, (t) = E[cos(tX)]+iE[sin(tX)] (3.1.175)

dir.
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a) X kesikli rasgele degisken ise, yani sonlu sayida yada sayilabilir sonsuzlukta

X,,X,,... degerlerini p,, p,,... olasiliklar1 ile aliyorsa, karakteristik fonksiyon

g ()= pe™, (3.1.176)
k=1

b) X siirekli rasgele degisken ve X ’in olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) ise,

karakteristik fonksiyon
b, ()= [ € f(x)dx, (-o0<x<+o0) (3.1.177)

dir.

X stirekli rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu olasilik yogunluk
fonksiyonunun Fourier dontistimiidiir.
Tamim 3.1.15. X ve Y bagimsiz iki rasgele degisken ise, Z=X+Y rasgele

degiskeninin karakteristik fonksiyonu

G, (1) =Py (1) = B (D) y (1) (3.1.178)

seklindedir. Simdi temel iki teoremi ispatsiz olarak verelim. Bunlarin ispatlar ¢esitli
olasilik kitaplarinda bulunabilir.
Teorem 3.1.14. Karakteristik fonksiyon ¢’nin biitiin degerleri i¢in tanimlidir ve

asagidaki ozellikleri saglar:

a) ¢, (0)=1,

b) ¢, (1) <1, —oco<t<oo,

c¢) Tiim reel eksen lizerinde diizgiin siireklidir.
d) ¢,..,(t)=e"p,(ta), teR,(ave bsabit)

dir.
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Teorem 3.1.15. X rasgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu, kendi karakteristik

fonksiyonuyla tek olarak belirtilir.

f(x)=ijwexp(—itx)¢x(t)dt. (3.1.179)
seklinde tek olarak belirtilebilir.
Teorem 3.1.16. m, = E(X"), X rasgele degiskeninin merkezi k. momenti ve

¢, (¢), X ’in karakteristik fonksiyonu ise momentler ve karakteristik fonksiyonlar

arasinda asagidaki bagintilar vardir:

d(¢y (1)
dt

) dz(f;(z(t)) Cim, GO 5 80)

Tdit

t=0 t=0

Ispat: X siirekli rasgele degisken ise

d(@t(z)) _ Tise* sy, w ~ [ f(s)ds =iECX) = im,

d 2 o
(3.1.181)
k 0 k ©
4 (¢ (5;(’)) _ jw st f(syds, 8O (sz(o)) =it [O s F(s)ds = i*m,
elde edilir.
Teorem 3.1.17. Bir X rasgele degiskeninin n. momenti varsa k <n igin
k
4 4x (1) (Z’;(t))} —"E(XY) (3.1.182)
t=0

dir.

Teorem 3.1.18. Bir X rasgele degiskeninin olasilik(yogunluk) fonksiyonu f,
dagilim fonksiyonu F ve karakteristik fonksiyonu ¢ olmak iizere:

1) x,x, €R,(x <x,) noktalarinda F siirekli ise
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—ltrl ztx2

F(x,)—F(x,)= hm— j —¢(t)dt

dir.
i1) X siirekli rasgele degisken ise,

—ith

f(x)_lunhmlj'1 C e h(t)dt

h—0 T—o 27[
ve
[ lpo)|de <o
ise
F@ === [ e gndr
2 2, ’
iii) X kesikli rasgele degisken ise
T

f(x)=lim i j I G(0)di

dir.

(3.1.183)

(3.1.184)

(3.1.185)

(3.1.186)

(3.1.187)

Ornek 3.1.23. ¢(t)=€, ceR karakteristik fonksiyonuna karsilik gelen dagilimi

bulalim.
x, < x, i¢in, Teorem (3.1.18) den

1 T —itx, _—itx, )

F(x,)—F(x,)=lim— j —°
Toe 27 < it

1 T e—it(c—xl)_e—it(c—xz)

=lim—

Toe 27 <, it

7 . .
zlimLJ. sm(c—xl)—sm(c—xz)dt

T—)oo27z-_T t

.1 fsin(c—x,)—sin(c—x
:hm_J‘ ( 1) ( Z)dt

T—)ooﬂ-o t
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olmak iizere,

! a>0
T . ~ s
Pml sin(at) o 21
o ! — ,a<0
2

oldugu g6z Oniine alinirsa

x,,X, <c igin

b

F(xz)_F(x1)=%_% =0

x,,X, >c igin

F(x»—F(xl):‘?l—(‘?l]:o,

x, <c <X, igin

F(xz)—F(xJ%—(;jzl

dir. Dagilim fonksiyonunun 6zelliklerinden,

0 ,x,<
F(x,) = vlimw[F(xz)—F(xl)]:{l ’: >z (3.1.188)
% X, >

bulunur (3.1.188) ifadesine ise ¢ noktasinda yogunlasmis dagilimdir denir.

Ornek 3.1.24. ¢(t):e’t2/2, karakteristik fonksiyonu siirekli bir dagilima karsilik

gelmektedir. Bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunu Teorem (3.1.18.)

yardimiyla bulunmak istenirse

0 0

[lp@ldi= [ e Par=\27 <o

olmak lizere
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-
f=o— j e g(1)dt

R *+2inx
1 (12

olarak elde edilir.

3.2. Laplace Doniisiimleri

Laplace doniistimleri’nin diferensiyel ve integral denklemlerin ¢oziimiinde
onemli bir arag niteliine sahip olmasi ve ayrica piir matematigin ¢esitli alanlari ile
cok sayida yakin iligkiye sahip bulunmasi nedeniyle bu tiirden doniisiimler son
yillarda artan ilgi kaynagi olmustur.

Tanmm 3.2. 1. (x) fonksiyonu sonlu ya da sonsuz a <x<b araliginda tanimlh s

bir parametre ve belli bir fonksiyon K (s, x) olmak iizere genel bir integral dontlisiim
b

T(f(x))zIK(s,x)f(x)dx:F(S) (3.2.1)

a

seklindedir. Burada K (s,x) doniisiimiin gekirdegi adim alir. Eger a =0, b=o0 ve

K (s,x) =e " olarak alinirsa (3.2.1) in 6zel durumu olan ve L ile gosterilen
b
LLf(x)]= [ e f(x)de=F(s) (3.2.2)

xX=a

integral doniisiimiine Laplace Doniisiimii denir.
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Bu integral bir genellestirilmis integraldir ve

© b

I e_”f(x)dx =lim e_”f(x)dx (3.2.3)

b—w
x=0 x=0

ile tanimhidir sag taraftaki limit var sol taraftaki integral yakinsaktir., yani belli bir

degeri vardir.

Her fonksiyonun Laplace doniisiimii yoktur. Bunun i¢in baz1 tanimlar ve bir

teorem verelim.

Teorem 3.2.1. (Ustel Basamaktan Kavrami) Her x > x, igin e

f(x)‘ < M olacak
sekilde o, M ve x,sabitleri var ise f (x) fonksiyonu ¢« iistel basamaktandir denir.

Ornek 3.2.1. f (x):e4x fonksiyonunun {istel basamaktan olup olmadigim

gosterelim.
4x
lime ™ |e*| = lim—
X—>0 X—>00 e
) 1
=lim———
X—0 6(0"4)"
=0, a>4

oldugundan « >4 i¢in « iistel basamaktir.

Ornek 3.2.2. f(x)=cos(7x) fonksiyonunun iiste] basamaktan olup olmadigim

gosterelim.
c o |
lime cos(7x)‘ =lim—
X—0 X—0 eax
=0, a>0

oldugundan « {istel basamaktandir.
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Ornek 3.2.3. f (x) =e" fonksiyonunun iistel basamaktan olup olmadig aragtiralim

lime ™ (s-)

X—>0

2 .
e ‘:hme

X—>00
)
=lime * *

X—>0

=00
oldugundan « iistel basamaktan degildir.
Tanim 3.2. 2. (Acik Aralikta Pargali Siireklilik)
Bir f (x) fonksiyonu asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda

a < x < b agik araliginda parcali stireklidir.

1) Sonlu sayida x,,x,,x,,...,x, siireksizlik noktalar1 disinda a <x <5 araliginin her
noktasinda siireklidir.

ii) Stireksizlik noktalarinda f(x)’in sag ve sol limitleri vardur.

Tanim 3.2. 3. (Kapali Aralikta Pargali Siireklilik)

Bir f (x) fonksiyonu asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda

a < x <bkapali araliginda parcal siireklidir.

i) f(x) fonksiyonu a<x<b arah@inda parcali siireklidir.

i) f (x) fonksiyonunun x = a noktasinda sag ve x =5 noktasinda sol limiti vardir.
Teorem 3.2.2. f (x) fonksiyonu her sonlu kapali a<x<b, b>0 aralif1 iizerinde
parcali siirekli ve f (x) fonksiyonu ¢ iistel basamaktan ise bu durumda s >« igin
f(x)’in Laplace doniisiimii vardir.

Ornek 3.2.4. f (x) =x" fonksiyonunun Laplace doéniligiimiinii bulalim. Tanimdan

kisaca
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E[f(x)] = i e " x"dx

1

n+l

S
x

e—uundu
0

I —— 8

- L1, s>0

n+l

s
dir.
: ax . a
Tanimdan hareket edilerck L'[e ] = R s>a, E[sm(ax)] = L
L[cos(ax)] -2
s +a’
olur.
. -1, x<4 )
Ornek 3.2.5. f(x)= {1 4 fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulalim
, X
LLf(x)]=F(s)
4 0
= I e (—1)dx+ I e (l)dx
x=0 x=4
—sx 4 )
_¢ } +1lim | e ™dx
s x=0 b x=4
—4s
_¢ —l+lim{—le”’ +le4s}
S s box| S
—4s
_¢ —l ,s>0
s s
dir.
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f(x) F(s):ﬁ[f(x)]
1 1 1
S
X 1
2 5
3 x" ,(neN) n!
Sn+1
3
4 \/; %\/;s_z
! Vs
5 /x i
s
6 eax 1
s—a
- sin (ax) a
s’ +a’
3 Cos(ax) N
s +a’
sinh (ax) a
? s’ —a’
10 cosh (ax) Sziaz
xneax n!
11 (S_a)nJrl
xsin (ax 2as
B ) T
xcos(ax) s?—a?
E s
e sin (bx) b
14 (S—a)2+b2
e’ sin (bx) s—a
15 (S—a)2+b2

Tablo 3.2.1. Belli Baz1 Fonksiyonlarin Laplace Doniisiimleri
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Her fonksiyonun Laplace doniisiimiinii sadece tanimdan giderek bulmak
zaman kaybi yaninda son derece uzun islemleri gerektirir. Bununla beraber ¢ok
kullanilan bazi fonksiyonlarin Laplace doniisiimlerinin bilinmesi yaninda ayrica
Laplace doniisiimlerinin temel 6zellikleri bilinirse, belli tipten bazi fonksiyonlarin
Laplace doniisiimlerinden faydalanarak tablodan bulunmayan ¢ok sayida

fonksiyonun Laplace doniistimii bulunabilir.

3.2.1. Laplace Déniisiimiiniin Baz1 Ozellikleri

Laplace doniisiimlerinin bulunmasinda son derece yararl olan bazi teoremler

vardir. Bu teoremlerin ifadelerini sadelestirmek i¢in oncelikle bir tanim verelim :

Tamm 3.2. 4.Asagidaki kosullarin saglanmasi halinde f (x)e E, dir denir.
i) f(x) fonksiyonu 0 < x <ooaraliginda her x igin tanimlidur.
i) f (x) fonksiyonu her kapali 0 < x<b ,b> 0 araliginda parcali stireklidir.

iii) f'(x) fonksiyonu « iistel basamaktandr..

Bu kosullar f fonksiyonunun Laplace doniigiimiiniin varligimi  gerektiren

kosullardir.

Teorem 3.2.3. (Lineerlik Ozelligi)

fi(x)eE,ve f,(x)eE,ise bu durumda herhangi ¢ ve ¢, sabitleri igin |,
afi(x)+e,f,(x)eE, ve

£[clfl (x)+c,f, (x)] = clﬁ[fl (x)] +c,L [fz (x):l (3.2.4)

dir.
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Ispat : Laplace doniisiimii tanimindan

£[clfl +czf2 ] je‘x[clf Jrczf2 ):'dx

0

- [ e Tan(is [ e les (0

—CII ' x)dx+cz.[ e f, (x)dx
—clL’[f }+c2,c[f2 )]
dir.

Ornek 3.2.6. f(x)=2sin(x)+cos(2x) fonksiyonunun Laplace doniisiimii Laplace

dontistimiiniin lineerlik 6zelligi kullanilarak

L’[f :| L'[2s1n +3c0s(2x):|
=2L [sm ]+3£[cos(2x)]
2 3s
_+_
s +1 57 +4

bi¢iminde elde edilir.

Teorem 3.2.4. f(x)e E, ise bu durumda herhangi bir a sabiti i¢in

E[e”xf(x)]:F(s—a) (3.2.5)
dir.

fspat:
L’[f ] F j ’”f( )dx , S>a+a

ifadesinde s yerine s+ a yazilirsa bu taktirde
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e
0

=[]

olup teorem bdylece ispatlanmis olur.

u'—.S

Ornek 3.2.7. f(x)=e"sin(5x)fonksiyonunun Laplace dniisiimiinii  bulalim.

Teorem (3.2.4) ye gére a=-2 ve f (x) = sin(Sx) olarak secilirse

= L[ f(x)]
= L’[sin(Sx)]
5

C§2 425

olduguna gore
L’[e’zx sin (Sx)] =F(s+2)

(s+ 2)2 +25
dir.

Teorem 3.2.5. f (x) € E ise, bu durumda herhangi pozitif »n sayisi i¢in

L’[x”f(x)] "

dir.

Ispat : 11k olarak n =1i¢in teoremin dogrulugunu gosterelim

d d o
s (s)=- deo f(x)dx
d

—EF E[Xf :l
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n=n—1 i¢in teoremin dogru oldugunu kabul edelim yani

n— dn !
Ll ()] =) o= [F ()] (3:2.7)
olsun. Simdi teoremin 7 i¢in de dogru oldugunu gosterelim

nd" nd”w

() S0 = () [ e o

i d" T
“(N ) G [

S j xe ™ f (x)

v ]
dir. Boylece ispat tamamlanmisg olur.

Ornek 3.2.8. f(x)=xcos(ax) fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulalim,

Teorem (3.2.5) ¢ gére n=1ve f(x)=cos(ax) olarak segilirlerse

=LLf(%)]
= [,[cos(ax)]
(s2 +a2)

dir. Buradan

E[xcos(ax)]:—%( s j

S +a
_ Sz—az
- N2
(s2+a2)

olarak bulunur.

Ornek 3.2.9. f(x)=xe™ fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulalim. Teorem

(3.2.5) e gore n=1ve f(x)=e* olarak segilirlerse
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olarak sonuca ulasilir.

Teorem 3.2.6. f(x)eE, ve lim S() mevcut ise, bu durumda

-0t x
S()|_ T
L|—=|=| F(t)dt 3.2.8

|: X :| t'—[ ( ) ( )
dir.
i ) S (x) . 3
spat : g(x)= fonksiyonu tanimlansin bu durumda f(x)=xg(x) olur.

X

Buradan esitligin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulandiginda
d
L[f(x):lz—gﬁ[g(x)] (3.2.9)
veya

F(s)=- (3.2.10)

= (3.2.11)
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veya
S 7
/;[ . }_tLF(z)dz (3.2.12)

olur. Diger taraftan f (x) o — Ustel mertebeden olmasi nedeniyle

() _,

lim g (x) =lim

X—>0 X—>0 X

dir.

NOT: Eger L[ f(x)]=F(s) ise imF(s)=0 dur.

§—>0

_ sin(3x)

Ornek 3.2.10. g (x) fonksiyonunun Laplace doniigiimiinii bulalim.

g(x) _ sm(3x) cE,
X
ve
i + sm(3x) _3
x—>00 X

dir. Ayrica f(x)=sin(3x) olarak aliirsa

L[ £ (x)]- £[sin(33)]
_ 3
s +9

olur. Buradan Teorem (3.2.6) ya gore aranan ¢6ziim

g
dt

(1)

~

Il
Il =38
!

~
8]

+

O

~

Il
Te—3
w
S
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b

= lim arctan (

b—w

T Ky
=——arctan| —
2 (3j

W | ~

t=s

dir.

Ornek 3.2.11. Teorem (3.2.6) y1 kullanarak I SIX e integralinin degerini bulalim.
X

x=0

Teorem (3.2.6) e gore

ECIR T I p

X =0 X t=s

dir. Bu ifade s — 0 i¢in limit alinirsa

/{@} :jof(X) dsz F(t)dt

X t=0

bi¢cimindedir. Bu formiil, problemlerin ¢dziimlerinin elde edilisinin diger yontemlerle

zor oldugu integralleri bulmada kullanilabilir:

L[sinx]= o

oldugundan

J-smxdx:j 21 dt
2o X 2ot +1
b
=lim 5
boe 717 +1

dt

. b
= lim arctan t|
b—w =0

bulunur.
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Teorem 3.2.7. f,f'€E_,ve £[f(x)} = F(s) olsun. Bu takdirde

L[ f'(x)]=sF(s)-£(0) (3.2.13)
L[ f"(x)]=5"F(s)-s£(0)-f"(0) (3.2.14)
dir.

Ispat : Laplace déniisiimii tanimindan
E[f’(x)] = .[ e f'(x)dx
x=0

b
= 11713; ‘!‘0 e f'(x)dx

=lim e_”f(x)‘iio +5 j. e_”f(x)dx}

b—w

= 1152 e’s‘[’f(b)—f(0)+s j e”f(x)dx}

=g I e_sxf(x)dx—f(O)
x=0
=sF (s)— f (0)
olup buda (3.2.13) in dogru oldugunu gosterir. Yine benzer olarak

L7 (x))=sLLr(x)]=1(0)
s[5 (s)- £ (0)]- £'(0)
=s"F(s)-sf(0)—f"(0)

olup boylece (3.2.14) ispatlanmis olur.

Genellestirme: 1, /", /",.... f"" e E, ve E[f(x):l =F(s)ise

L[/ ()] =5"F ()= 7 (0) =21/ (0) ..~/ " (0) =1 (0) 3.215)
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dir. Burada f(x)ve ilk (n—1). basamaga kadar tirevleri x>0 igin o —iistel
basamaktan ve £ (x)e E, dur.

Teorem 3.2.8. f(x)€E, ve E[f(x)] = F(s) ise bu durumda

/;[ Iof(t)dt} =LF () (3.2.16)

dir.

Ispat : Once g(x)= I f(t)dt fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda

t=0
g'(x)=/f(x) olur. Ayrica g(0)=0 oldugu agiktir. g'(x)=f(x)’in her iki
tarafinin Laplace doniisiimii alinirsa

£lg'(x)]=5L[2(x)]-2(0)

=sL[&(x)] (3.2.17)
=L[f(%)]
=F(s)
yani
Llg(x)] =§F(s) (3.2.18)
veya
L{jof(t)dt}zéF(s)
bulunur.

X

Ornek 3.2.12. g(x) = J‘ sinh(2t)dt olarak tanimlanan fonksiyonun Laplace

t=0

doniisiimiinii bulalim. f (x)=sinh(2x) oldugundan
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=L[f(x)]
=L [sinh (2x)]

s’ —4

olur. Buradan Teorem (3.2.8) geregince

5“ sinh(2f)d’}:§(s22—4J

=0

dir.

Ornek 3.2.13. g(x)= _[ ﬂalt fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulalim.

0
1
=1lim —Zdu
boo 4 14y
=S
= lim arctan u|
b—o
= lim (arctan b —arctan s)
b—0
T
=——arctans
2

= arctan (1]
Ky
oldugundan

[I Lntdt} =—arctan(ij

olur.

Teorem 3.2.9. E[f(x)} = F(s) ise

L[ f(ax)] =éFG] (3.2.19)
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dir.

Ispat : Laplace doniisiimii tanimimi1 kullanarak

[,[f(ax)} = j e_”‘f(ax)dx

dir.

Teorem 3.2.10. f € E,, [,[f(x)]=F(a) ve f(x+T)=f(x) ise

1 T

Ll f(x)]= — [ e f(x)ax (3.2.20)
dir.
ispat :
E[f(x)] = | e f(x)dx
- . e (3.2.21)
= J. e’”f(x)der j e’”f(x)dx+~--+ I e™ (x)dx+-~~

yazilabilir. (3.2.21) esitliginin sagindaki ikinci integral i¢in x =7+ 7, liglincii integral
icin x=t+27,---,n+1. integral i¢in ise x =¢+nr degisken degistirmesi yapilirsa bu

durumda

T

z{f(g]:jeﬂf@yﬁ+jeﬂmdf@+fyﬁ+

=0 t=0

et j e_s(”("_l)r)f(t—i-(n—l)r)dt—i----

t=0
= J' e f(t)dt+e™ j e f(r)dt+e™ j e f(r)dt+
=0 -

t =0 =0

ot e e ()t
t=0
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olur. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

3.2.2. Ters Laplace Doniisiimleri
Verilen bir F (s) fonksiyonunun £ [F (s)] ile gosterilen bir ters Laplace

doniisiimii  vardir  ve L'[ f (x)}:F (s) ozelligine sahip bir diger f(x)

fonksiyonudur. Ornegin F (s):l ise £'[F(s)]=1 dir. Ciinkii E[l]zl dir. Bir
s s

baska Ornek olarak F (s) —

2

. 1 )
o ise bu durumda EI[F(s)]=E{ - }=smx

s”+1

dir. Baz1 kaynaklarda ters Laplace doniistimii

L'[F(s)]= f(x)zﬁ T e“F(s)ds  ¢>0 (3.2.22)

seklinde verilir.

Teorem 3.2.11. (Lineerlik Ozeligi) F (s)ve F,(s) fonksiyonlarinin ters Laplace
doniistimleri var ise, bu durumda herhangi ¢, ve c, sabitleri igin
o [CIE (s)+c,F, (s)] =c L [Fl (s)] +e, L [FZ (s)] (3.2.23)

dir
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Ispat : Ters Laplace doniisiimii tanimindan

c+ioo

o [chl (s)+¢,F, (s)] = J. e [chl (s)+¢,F, (s)]ds

§=c—io0

c+io c+io

- j e‘“[chl(s)]ds-i- I e‘“[c]Fz(s)]dsdx

=c L' I:Fl (s)] +c,L [FZ (s)]

dir.

Verilen bir fonksiyonun ters Laplace doniisiimiinii bulmada yukaridaki
Ozellik yaninda gerektiginde tam kare yontemi ve basit kesirlere ayirma ydntemi
kullanilir.

2s

(s2 +1)

Ornek 3.2.14. F(s)= fonksiyonunun Ters Laplace doniisiimiinii bulalim.

2

F (S): 28 fonksiyonu a =1 olmak iizere aynen tabloda formil 12

(S2 +1)2

olarak var. O halde

. 2s

(s2 +1)2

=Xxsinx

dir.

Ornek 3.2.15. F (S)=L fonksiyonunun Ters Laplace doniislimiinii bulalim.

NA
NEA

L ’in ters Laplace doniisiimii tabloda yok ancak L' {—} =— olarak var. O

Vs Vs |

halde ters Laplace doniisiimiiniin lineerlik 6zeligi kullanilarak

“[F-Ee ]
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bulunur.

Ornek 3.2.16. F(s)= fonksiyonunun ters Laplace déniisiimiinii bulalim.

s2—=2s5+9

Tabloya bakildiginda tabloda bu bigimde bir fonksiyon yoktur. Kesrin paydasi tam

kare yapilirsa
2549 =5 =25 +1-149 = (s~ 1) +(VB)’

olup buradan

1 _ 1
57 —=2549 (s—1)2+(\/§)2
1 \B
\/g(s—l)2+(\/§)2

bulunur. Tabloda Formiil 14’e gére a=1, b= J8 olarak alinirsa
& [2;} - 5L o 3
s2=2s+9] /8 (S_1)2+(\/§)

= %e" sin(x/gx)

olur.

s+2

Ornek 3.2.17. F (s) =————— fonksiyonunun ters Laplace doniigtimiinii bulalim.

s —3s+4

Bu fonksiyon tabloda yoktur, kesrin paydasi tam kare yapilirsa

2 2
S2—3S+4=S2—3S+2—2+4: s—é + ﬂ
4 4 2

2
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ve buna gore

s+2 B s+2
s’ =3s+4 ( 3j2 ﬁz
s—=| +| —
2 2
3 V7

olarak yazilirsa

3 V7
== N
r [i} _ 2 w70 2
S2—3S+4 3 2 \/7 : 3 2 \/7 :
S—=| +| — —=| +| —
( 2j 2 ( 2) 2
3 3
=e? cos ﬁx +/7¢* sin ﬁx
2 2
elde edilir.
Ornek 3.2.18. F (s)=; fonksiyonunun ters Laplace doniisiimiinii
(s+ 1)(s2 + 1)

bulalim.

1 _ A +BS+C
(s+1)(s2+1) s+l s2+1

biciminde yazilirsa

1=A(s* +1)+(Bs+C)(s+1)
=(4+B)s’+(B+C)s+A4+C

dir. Buradan 4, Bve C’yi ¢ozersek

A+B=0

B+C=0 :>A=l,B:—l,C:l
2 2 2

A+C =1
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olur. Buna gore

el el
(s+1)(s +1) 2 s+1] 2 sP+1] 2 st+1

1 _ )
=—¢ ' ——cosx+—sinx
2 2

2
dir.
Ornek 3.2.19. F(s)= (52 " 1) (S12 i 8) fonksiyonunun ters Laplace déniisiimiinii
bulalim.
1 _As+B Cs+d

(S2+1)(s2+4s+8) s?+1 +sz+4s+8

biciminde yazilir ve buradan A, B, C ve D ‘yi ¢ozersek A= _6;45 , B= %,
4 9
C =—, D =— olarak bulunur. O halde
65 65
1 __ 65 65,65 65
(S2+1)(S2+4S+8) s*+1 S +4s+8
4 5 7 1 4 s+2 1 2

=—— +— +— —
655 +1 655 +1 65(s+2)s’+2° 130 (s+2)s’ +2°
dir. Buradan ters Laplace dontigiimii alinirsa

1 1 __i 1 S l 1 1
ol [(52+1)(s2+4s+8)] os- L2+1}+6SE L%J

LA s+2 R 2
65 |(s+2)s°+2° | 130 |(s+2)s*+2°

= —icosx+lsinx+ie"2x cos(Zx) +Le_2x sin(2x)
65 65 130

elde edilir.
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3.2.3. Konvoliisyon ve Birim Basamak Fonksiyonu

Tanim 3.2. 5. f(x) ve g(x) € E_ olmak iizere
f(x)*g(x) = '[ f(t)g(x—t)dt (3.2.24)

ile tanimli isleme f° (x) ile g(x) ’in Konvoliisyonu veya Konvoliisyon ¢arpimi denir.

Ormegin f(x)=¢" ve g(x)=x ise, bu iki fonksiyona ait Konvoliisyon ¢arpim,

f(x)*g(x):T " (x—t)di
x]g edi - J'te”dt

t=0

dir.

Konvoliisyon ¢arpiminin asagidaki 6zelliklerinin dogru oldugu tanimindan

hareket edilerek kolayca gosterilebilir. [ (x) * g(x) = .[ f (t)g(x —t) dt olmak tizere

t=0

D) f(x)*g(x)=g(x)* 1 (x)
i) £ (x)*[g(x)*h(x)]=[ £ (x)*g(x)]*h(x)
i) f(x)*[g(x)Fh(x)] = (x)*g(x) [7[ £ (x)*h(x)]

saglanir.
Teorem 3.2.12. (Konvoliisyon teoremi) E[f(x)] = F(s) ve E[g(x)] = G(s) ise,

bu durumda
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ﬁ[f(x)*g(x)] = L[f(x)].ﬁ[g(x)] =F(s).G(s) (3.2.25)
dir.
Ispat : Ispat1 yapabilmek i¢in Konvoliisyon ¢arpimi ve Laplace déniisiimii tanimi

kullanilirsa

L[ f(x)*g(x)]= Te [Ij" (x—t d{

= T Te“f x t dtdx

x=01¢=0

(3.2.26)

elde edilir. (3.2.26) de u=x—-t ve v=t¢, 0<¢<x degisken degistirmesi yaparsak

u>0, v>0 ve

1 0
=1 oldugundan
0 1

E[f(x ] Ij —slem) g u) dudy

v=0u=0

e s | e eu)an

—E[f x :Iﬁ[g x]
=F(s)G(s)

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur. Konvoliisyon teoremi igin
L' I:F(S)G(s):l=f(x)*g(x)=g(x)*f(x) (3.2.27)
yazilis bi¢cimi ¢ok kullanilir. Bu form daha ¢ok ters Laplace doniisiimiiniin

bulunmasinda son derece kolaylik saglar.

Ornek 3.2.20. L + ters Laplace doniisiimiinii hesaplayalim.
s(s +4)
)
3(32 + 4) s)\s*+4
olup buradan F'(s , G(s)= dersek
b ()=1 . 6ls) =
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Ve

1
)
LS}
+ o
AN
| IS
Il

el
2 s*+4
:%sin(Zx)
=g(x)

olur. Teorem (3.2.12) den

1

B

Il Il
Le—3 ~
—_
0] =
o -
N *
~ 09
—_— —_
= =
| A —
-
N—
S

~

= [ (lsin 2tjldt
t=0 2
1
= —(1 —Cos 2x)
4
elde edilir.
Ornek 3.2.21. L' {( ! )2} ters Laplace doniisiimiinii bulalim. Burada
s—1

F(s)=G(s) :SL_ olarak alinirsa f(x)=g(x)=e"olur. Teorem (3.2.12) nin goz

Oniline alinmastyla

c' {(S_ll)z ] = [F(s)G(s)]
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bulunur.

Ornek 3.2.22. L { ters Laplace doniisiimiinii bulalim. Burada

F(S)zL ve G(s)= !

. dersek f(x)=e", g(x)=e"" olup buradan
s — 5§ —

) R S P s)G(s
= ALt
(e )

olur.
Tanim 3.2. 6. (Birim Basamak Fonksiyonu)

u, (x):u(x):{o’ x<0 (3.2.28)

1, x=0
Biciminde taniml u(x) fonksiyonuna birim basamak fonksiyonu denir. Herhangi

bir ¢ sayisi i¢in birim basamak fonksiyonu

0, x<c

uc(x)zu(x—c)z{ (3.2.29)

1, x=>c
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ile tanimhidir.
Teorem 3.2.13. u, (x) = u(x—c) = {

1

L'[uc (x)] =—e

N

dir.

x<c

olmak uzere

x=c

Ispat : Laplace doniisiimii tanimindan

L[uc(x)] = T e u, (x)dx

=0

=

—n

x=0 x=c

o0

=lim | e ¥dx

b—o
X=C

et +e
=lim

b—w S

1 -
=—c ,s>0

K

olur.

Teorem 3.2.14. f(x) eE ve [,[f(x)] = F(S) olsun. Ayrica

olmak tlizere

e " 0dx+ I e ldx

O<x<ec

xX>c

ﬁ[ux (x)f(x—c)] = e_”[,[f(x)]

dir.

Ispat : Laplace doniisiimii tanimindan

0

ﬁ[ux (x)f(x—c)]: J- e’”‘f(x—c)dx

x=0

= j e 0dx + T e““f(x—c)dx
x=0 x=c
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= J- e"”‘f(x—c)dx ,x—c =t dersek

X=c

= T e (1) dt
=e ]E e f(t)dt
= e’“F(s)
olur. Boylece EI:ux (x)f(x—c)] = e’“ﬁ[f(x)] dir.

. 0, x<4
Ornek 3.2.23. k(x)= 5 fonksiyonun Laplace  doniisiimiinii
(x — 4) x>4

hesaplayalim. k(x) fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii hesaplayabilmemiz igin
k(x) fonksiyonunu uygun bir f(x) fonksiyonun segimi ile
k(x)=u(x—4)f(x—4)

seklinde yazilabilmemiz gerekir. f (x) = x” olarak secilirse k(x) fonksiyonu

0, x<4
k(x)zu(x—4)f(x—4):{(96_4)2 o4
olur. Boylece
E[f(x):l = _[ e x dx
_2
=3
oldugundan
LLk(x)]= £lu(x-4) f (x-4)]
45 2
=e —
s
diir.
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0, x<-—

Ornek 3.2.24. g(x)= 2 fonksiyonun Laplace déniisiimiinii bulalim.
siny x>2
2

sin x = cos (x - %j yazilabildiginden

0, 0<x<Z
2

olur. Burada f(x)=cosx ve x>0 olup buradan

LLf(x)]=F(s)
=£[cosx]

N

s +1

olur. Boylece ¢ =% icin

bulunur.
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3.2.4. Konvoliisyon Tiiriinden Integral Denklemlerde Laplace Doniisiimiiniin

Uygulamalan

Tanim 3.2. 7. (x) ve k(x) verilmis fonksiyonlar olmak iizere

F(x)=y(x)+ j (x—0)y(t)di (3.2.33)

ile verilen denklem Konvoliisyon tiiriinde bir integral denklem olarak bilinir. Laplace
dontistimleri yardimi ile bu tiirden integral denklemler kolayca c¢oziilebilir. Eger

(3.2.33) ile verilen denklemin her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa

L[/ ()= £ (0)]+ [k ()] L ()] 3234

olur. Boylece

L y(x)] :% (3.2.35)

elde edilir. (3.2.35) in sag tarafi s ’nin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon taninabilir
bir déniisiim ise bu durumda y(x) ¢oziimii elde edilir.

Ornek 3.2.25. y(x) =x + J- sin(x - t) y(t)dt olarak verilen Konvoliisyon tiirtindeki
t=0

integral denklemini ¢ozelim. Verilen denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimii

uygulanirsa

L’[y(x)] zﬁ[x3]+£[sinx]ﬁ[y(x)}

olur. Buradan £ |: y (x)] ifadesi
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olur. Bilinmeyen y(x) fonksiyonunu bulabilmek icin elde edilen sonuca ters

Laplace doniigiimii uygulayalim. Boylece

olur.

Ornek 3.2.26. f

4t3jf sin(t—f)dp

olarak verilen Konvoliisyon

tiiriindeki integral denklemini ¢6zelim. Verilen denklemin her iki tarafina Laplace

doniisiimii uygulanirsa

L[ f(t)]=4L[e]-3L[ f(t)]L[sint]
olur. Buradan
£Lr]= 1+34££[[stl]nx]
4
=1+s21+1
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st st +4

elde edilir. Boylece bilinmeyen f(¢) fonksiyonu

s st+4

sk
K 2 s +4

:t+§sin(2t)

Fle)=L" [iz+ 3 }

olur.

3.3.  Mellin Doniisiimleri

Bu kesimde Mellin doniisiimleri incelenecek ve ¢esitli uygulamalari {izerinde
durulacaktir. Fourier doniisiimii kullanilarak Mellin doniisimii ve ters Mellin
doniistimiiniin nasil elde edildigi, Mellin doniisiimiiniin temel 6zellikleri yaninda bu

dontistimlerin matematiksel istatistikte nasil kullanildig1 incelenecektir.

Mellin doniisiimii ilk olarak asal sayilar iizerinde Riemann(1876) tarafindan
tanimlanmistir. Fakat ac¢ik formiilii Cahen(1894) tarafindan verilmistir. Mellin(1896-

1902) ise Mellin doniisiimii ve ters Mellin doniisiimiinii tanimlamistir.

Tamm 3.3.1. g(&) Fourier déniisiimiine sahip bir fonksiyon olsun. Bu taktirde g (&)

fonksiyonuna ait Fourier ve ters Fourier doniigiimleri

f[g(f)]zG(a)Zﬁ w e g (&) dx (3.3.1)

F[G(a)]=g(¢)= I ¢“G(a)da (3:3.2)

@H
y
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olur. Burada e =x ve ¢ bir sabit olmak iizere ia =c—p degisken degistirmeleri

yapilirsa (3.3.1) ve (3.3.2) esitlikleri sirasiyla

G(ip—ic):L I x""g(logx)dx (3.3.3)
27[ x=0

g(logx)=—— [ x7G(ip—ic)dp (3.3.4)
272- p=c—iw©

sekline gelir. %x”g(log x)= f(x) ve G(ip—ic)= f(p) olarak alimrsa (3.3.3)-

T
(3.3.4) den
f(p)= [ 1 (x)dx (33.5)
A\~
1 c+ioo e
f(x)=%p_cf_mx * 1 (p)dp (3.3.6)

elde edilir. (3.3.5) esitligiyle verilen ifadeye f (x) fonksiyonunun Mellin doniisiimii

denir ve

o0

./\/l[f(x)]:?(p)z .[xp’lf(x)dx (3.3.7)

x=0

olarak ya da f(p)= M[ f(x), p] ile gosterilir. Burada p Mellin déniisiimiiniin

kompleks degiskenidir. (3.3.6) esitligiyle verilen ifadeye de 7( p) fonksiyonunun

ters Mellin doniigiimii denir ve
M [T (p)]=r(x)= [ x77(p)dp (33.8)

olarak gosterilir.
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Ornek 3.3.1. f(x)=¢" ,n>0 fonksiyonunun Mellin déniisiimiinii bulalim. Mellin
doniistimii tanimindan
ML (x)] =M™ ]

-1 -
xP e dx

p-1
1
(iJ e’ —dt
n n

Il
>I?'—-S

(=]

~

Il
S [ — Le—3

.|
=
3
=

olur.

Ornek 3.3.2. f (x)=% fonksiyonunun Mellin doniisiimiinii bulalim. Mellin
+X

doniisiimii tanimindan

1
M| f(x)|=M| —
[re)] =21
= J‘ X! L dx
2o I+x
dir. Burada x = L doniisiimii uygulanirsa dx = %dt olup
1+1¢ (1 - t)

t=0

ML ()= j(llrjplﬁ(l’j (1—1f)2 !
1

_ j 7 (1- t)("’“)_1 dt

t=0

=B p.(1-p)]
=T(p)r(1-p)

dir. Bu sonug ise gamma fonksiyonunun
[(p)T(1-p)=rcosec(zp)

olarak bilinen 6zelligidir. Boylece
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1

M[—} _ reosce(xp)

1+x

olur.

Ornek 3.3.3. f (x)z(e‘”—l)_1 fonksiyonunun Mellin doniigiimiinii bulalim. Yine

Mellin déniisiimii tanimindan

ML ])= M|

e

= x].jo xP! 1_1 dx

ex

olur. Diger taraftan geometrik seriden e * <1 olmak iizere ie"”‘ = ifadesini
n=0 —€
yazabiliriz. Buradan ie"”‘ =——olup boylece
n=1 -
./\/l[ ! }z J-x”’1 ! dx
e'-1] 7, e —1
= i I xP e ™ dx
n=l x=0
-3 L(p)
n=l1 np
=1
=T ( p) Zn_p ,p>1
n=1
olur.
Tanim 3.3.2. b>1, beR ve a¢ Z_U{O} ise
= 1
{(b,a)=), - (3.3.9)
n=0 (Cl + n)

ifadesiyle verilen fonksiyona Genellestirilmis Zeta fonksiyonu denir. Ozel olarak

a =1 segcilirse
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(3.3.10)

olur. Burada ¢ (b,1) ifadesine Zeta fonksiyonu denir ve kisaca ¢ (b) ile gosterilir.

Eger ornek 6.2. nin sonucu Zeta fonksiyonu kullanilarak ifade edilmek

istenirse

1 < |
M{e —1} ;n_p
P)2
n=0

()41?)

LN

olur.

Ornek 3.3.4. f ( ) (e —1) fonksiyonunun Mellin doniisiimiinii bulalim. Mellin

doniistimii tanimindan

olur.
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Ornek 3.3.5. f (x)z(e’*ﬁtl)_1 fonksiyonunun Mellin déniisiimiinii bulalim. Once

ifadesini

e +1

biciminde yazalim. Bu taktirde

M e
e +1 e'—-1 e* -1

T(p)E ()2 T () E(p)
:(1—21”’)F(p)§(p)

olur.

Ornek 3.3.6. f(x)= fonksiyonunun Mellin déniisiimiinii bulalim. Mellin

n

1+x

doniistimii tanimindan

1
M) L

= .[ xp—l 1 . dx
o (1+x)

olup burada x = IL doniisiimii uygulanirsa dx = ( ! )2 dt dir ve
—1 -t

1-¢

wor e ety

1
= [ (=)

t=0
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—jt‘”l ()" dt

=B p.(n-p)]
L(p)T(n-p)
F(p—l—n—p)
L(p)T(n-p)

r(n)

elde edilir. Ayrica

M [T (p)T(n-p)]= C(x)

oldugu da bu sonugtan agik olarak goriilmektedir.

Ornek 3.3.7. cosax ve sinax olarak verilen fonksiyonlarinin Mellin déniisiimlerini

bulahim. Bu fonksiyonlara ait Mellin déniisiimlerini bulabilmek ig¢in f(x)=e""
diyelim. Bu durumda f'(x) fonksiyonunun Mellin d6niisiimii

M[f(x)]=M[e™]

o0
1 —i
= '[ xP e dx

F
p) (cos 27[ —isin2Z j

o) 2o

2 o

olur. Diger taraftan e = cosax —isinax 6zdesligi dogru oldugundan
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M [e”"”] =M [cos (ax)—isin (ax)]

0 x”! [cos (ax) —isin (ax)] dx

I| ———y 8

X

o0

x"" cos(ax)dx—i '[ x" sin(ax) dx

—38

x=0 x=0

=M [cos (ax)] -M |:—i sin (ax)]

elde edilir ve buradan

M[cos(ax)]=—2) (cosﬁj

P
F“ 2 (3.3.11)
M [sin(ax)] = o(zf) (sin %)
bulunur.

3.3.1. Mellin Déniisiimiiniin Baz1 Ozellikleri

Teorem 3.3.1. f(x) Mellin doniisiimiine sahip bir fonksiyon ve @ >0 olmak iizere

Ml:f(ax)]=a_p7(p) (3.3.12)
dir.

Ispat : Mellin doniisiimii tanimindan

0

M[f(ax)}: Ix”_]f(ax)dx

x=0

olur.

Teorem 3.3.2. f (x) Mellin doniisiimiine sahip bir fonksiyon ve a € R olmak iizere,

M[xf(x)]=F(p+a) (3.3.13)
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dir.

Ispat : Mellin doniisiimii tanimindan

—38

xp_lx“f(x)dx

0

M[x"f(x)} =

X

0

= j x(’”“)_lf(x)dx:f(p+a)

x=0
dir. Bu 6zellige Mellin dontistimiiniin Jteleme 6zelligi denir.

Teorem 3.3.3. f(x) Mellin doniisiimiine sahip bir fonksiyon ve a € R olmak iizere,

M[f(x“)]zé?(ﬁ) (3.3.14)

a
dir.

Ispat : Mellin doniisiimii tanimindan

|
IS}

M[f(xa)]:x'[oxp_lf(xa)dx u =xa, dx = MT du
a
jo xpilf(x“ )a’x = :O ut_ c{(u) du

olur.

Teorem 3.3.4. f(x) Mellin doniisiimiine sahip bir fonksiyon olmak iizere

M{lf(lﬂzf(l—p) (3.3.15)

dir.
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Ispat : Mellin doniisiimii tanimindan

S IREEOE

gy I
_ioxp_zfe)dx x'=u ,dxz—u—zdu
_ jo G)H u f (u) du

= [ ()

=uf;o(1—p)

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.5. f(x) Mellin déniisiimiine sahip bir fonksiyon ise

d

Ml:logxf(x)]:E?(p) (3.3.16)

dir.

Ispat: Mellin déniisiimii gz dniine alinirsa

0

/\/l[logxf(x)] = j x"logx f(x)dx

x=0

dir. Ayrica dix" " =(logx)x"" oldugundan

M[log(x)f(x)} = Toéxp—lf(x)dx

d o0
=— | x”" f(x)dx
) (x)

elde edilir.

Teorem 3.3.6. f(x)  Mellin  doniigimine  sahip  bir  fonksiyon  olsun.

lim [x”flf(x)] =0 ve lim[xpflf(x)] =0 oluyorsa bu taktirde,

x—0" X—>o0
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M[f'(x)]==(p-1)f(p-1) (3.3.17)

dir. Ayrica  lim [x”“f’(x)} =0 ve lim [x”"f’(x)} =0 oluyorsa

x—0"

M[f"(x)]=(p-1)(p-2)f(p-2) (3.3.18)
dir.

Ispat : Mellin doniisiimii tanimindan

ML ()= [ s ()

bulunur. Yine Mellin doniisiimii tanimindan

ML ()= [ (e

il (= [ (ot
:0—(p—1) T x"’zf(x)dx
——(p=Dtim[ ()] = [ (p=2)x (x)ds

=—(p-1)[0-(p-2)7(r-2)]
~(p=-1)(p-2)7(p-2)

olup boylece (3.3.18) in dogru oldugu goriilmiis olur.
Bu  sonug  genellestirilmek  istenirse  r=0,1,2,...,(n—1)  igin

lim [xp_’"lf(’) (x)} =0 ve lim[x”"’"lf(") (x)} =0 oluyorsa

x—0
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M| (x) = (-1) L(p) f(p-n) (3.3.19)

dir. Bu ifadenin dogrulugunu gosterebilmek i¢in n iizerinden tlimevarim metodunu
kullanalim 6nce (3.3.19) un n—1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim ve # i¢in dogru

oldugunu gosterelim. (3.3.19) da n yerine n—1 yazarsak

M[ 7 ()] = (1) % F(p-n+1) (3.3.20)

olur. Diger taraftan kismi integrasyon metodunun da kullanilmasiyla

I e T
(- —2) 7

olur ve bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.7. f(x) Mellin déniisiimiine sahip bir fonksiyon ve r=0,1,2,...,(n—1)

i¢in , lim [x’” wret pr7l) (x)} =0 ve lim [x’” wret g r7l) (x)} =0 oluyorsa bu taktirde,

x—0" X—0

i) My (x)]=-p7 (p)

ity M[x*"(x) ]=(-1) p(p+1) 1 (p)

veya en genel olarak
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i) M1 (5)] = (1) 22 7 ) (3.3.21)

dir.
Ispat : Mellin déniisiimii tanimindan hareket edilerek

o0

M I:xf'(x)] = x_[o x"7xf!(x)dx

= .[ x” f'(x)dx

= limx”f(x)‘zzo -p J. x?! (x) dx

a—®n
x=0

=0-pf(p)=-rf(p)

bi¢ciminde oldugu goriiliir. Diger taraftan

0

M[xzf"(x)] = J. xP7x? £ (x) dx

x=0
= I xP " (x)dx
x=0
:limx”“f’(x)‘jzo —(p+1) J- x f'(x)dx
x=0

=0—(p+1) T x”f’(x)dx

00
a

limx”f"(x)‘ P xP7 f (x)dx
- =0

a—>o

(o)
=(p+1)pf(p)

X

dir. (3.3.21) {in dogrulugunu gostermek bu esitligin énce n—1 i¢in dogru oldugunu
kabul edelim. Yani

,1_1F(p+n—1)~

M @)= ()7 S ()

esitligi dogru olsun. bu durumda Mellin doniisiimii tanimindan hareket edilerek
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.8. f(x) Mellin doéniisiimiine sahip bir fonksiyon olsun. Ayrica

r=012,...,(n=1) dcin lim[x" /" (x)]=0 ve lim[x"f ) (x)]=0

x—0"

olmak lizere
M[D*f(x)]=p"F(p) (3.3.22)
dir ya da en genel hali ile

M[D"f(x)|=(-1)"p"f(p) (3.3.23)

dir. Burada D = xi dir.
dx

Ispat : Oncelikle

M[D*f (x)|= M[ D4 (x)} ]
= M[xf"(x)+xf"(x)]
= M f"(x) [+ M[xf"(x) ]
=(-1) p(p+1) f(p)-pf(P)
=(-1)' P’/ (p)

N N
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dir. (3.3.23) ifadesinin dogrulugunu gosterebilmek i¢in bu ifadenin n—1 igin dogru
oldugunu kabul edelim ve » iizerinden tiime varim metodunu kullanalim. (3.3.23) de

n yerine n—1 yazilirsa

MDD f(x)]=(-1)" p"" F(p) (3.3.24)

olur. Boylece Mellin doniisiimii tanim1 gézoniinde bulundurulursa

o0

“ p=1 y(n-1)
» p_[x D f(x)dx

x=0

- lim[x"D(”_l)f(x)]

a—x

=0-pM [D(H)f(x)}
=—p(-1)" p"' 7 (p)
=(-1)""/(p)

olur. Boylece (3.3.23) iin dogru oldugu goriilmiis oldu.

Teorem 3.3.9. f (x) Mellin doniistimiine sahip bir fonksiyon ve bu fonksiyona ait

Mellin déniisiimii ~ M([ f(x)]=f(p) olsun. 1, = j f(t)ae, I,= jzn_l f(t)ar

t=0

olmak tlizere
Mﬁf(z)dz}:—%}?(pﬂ) (3.3.25)

veya en genel hali ile

M(1,f(x)]=(-1) f(p+n) (3.3.26)

dir.
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X

Ispat : F(x)= .[f(t)dt almrsa F'(x) = f(x) olur. Ayrica F(0)=0 dir. Buna

t=0

gore (3.3.17) den
Ml:f(x) :F'(x),p] = —(p—l)/\/l[j f(t)dt,p—l} (3.3.27)

dir. Bu esitlikte p yerine p+1 alindiginda

M{jof(t)dt,p} :—%M[f(x),p+1]
=T (r+)

olur. Diger taraftan (3.3.26) ifadesinin dogrulugunu gostermek icin bu esitligin dnce

n—1ligin dogru, yani

M[I,_f(x)]= /\/{ j Inzf(t)a’t} =(-1)"" F(r(—p)f(p+n—1)

2o p+n—1)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda

ML f(x)]= M“I f(t)dt}

— LML, (x).p+1]

p
) s ()
L'(p) ~

p
(_ )nl_(p_i_n)f(l?"'n)

olur. Boylece (3.3.26) esitliginin dogru oldugu goriilmiis olur.
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3.3.2. Mellin Déniisiimii icin Konvoliisyon Tipi Teoremler

f ve g ler Mellin doniisiimiine sahip fonksiyonlar olmak {izere,

r)el- [ r)s] 3%

f(x)eg(x)= [ f(x£)g(&)x

£=0

islemlerini tanimlayalim. Simdi bu islemlere iliskin asagidaki iki teoremi verebiliriz:

Teorem 3.3.10. f(x) ve g(x) ler Mellin doniisimiine sahip fonksiyonlar ve

sirastyla /\/l[f(x)] = 7(}9) , ./\/l[g(x)] = g(p) olmak {izere
M1 (x)*g(x)]=7(p)2(p)
dir.

Ispat : Mellin déniisiimii taniminda (3.3.28) ifadesi yerine yazilirsa

)¢

K x \dx
p-1 1224
) Jof(g)g(é]f )

RHE
;)

(né)"" g(n)dndé

M (x)*g(x)] ZMLIOf(f)g(fj@}

Il
—38

=
Il
(=}

Il
—38
~
—_
i
~
—38
=
]
OQ_

T
(=}

X

f(é)

Il
(=)
?\'—.8 1l
(=}

ENL(E) [ n" g (n)dndé

n=0

Mg Te—s Te—s

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.3.11. f(x) ve g(x) Mellin déniisiimiine sahip iki fonksiyon ve bunlara
ait Mellin doniisiimleri sirastyla M [ f (x)] =f(p), M [ g (x)] = g(p) olmak iizere

M[f(x)og(x)]=7(p)g(1-p) (33.31)
dir.

Ispat : Mellin doniisiimii taniminda (3.3.29) ifadesi yerine yazilirsa

Mol ] 7(s0)e(ens

Il
—38

o [ 1 (x8) g (Exeds

o0

=
Il
(=]

Il
UIT"—.S

g(&) [ x'f (x€)dxdé

) o dndé
§j )=

(=}
=
I
(=}

Il
—3
oQ
—_
v
~
—38
VR
S

— [ &g (&) [ p (n)22de

=0 =0 S
= [ &7retg(o)f (p)ds
£=0
=7 (p) | £g(£0é
£=0
=f(p)g(1-p)
olur. Ayrica buradan
M F(1-p)g(p)]|= [ (st)f (¢)dt (3.3.32)

oldugu sdylenebilir. Ozel olarak g(7)=e™" alirsa

o0

f(p)=["e'dt=T(p) (3.3.33)

x=0

olur ve
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M []‘(1—p)r(p)] = Te"”f(t)dt (3.3.34)

elde edilir. Buise f(¢) fonksiyonunun Laplace doniisimiidiir.

3.3.3. Mellin Déniisiimiiniin Istatistiksel Uygulamalar

Mellin  doniisiimii  rasgele degiskenlerin c¢esitli kombinasyonlarinin
dagilimlarin1 bulmada oldukg¢a kullanigli bir yontemdir. Ayrica doniisiim rasgele
degiskenlerden cesitli aritmetik islemler sonucunda elde edilen rasgele degisken veya
degiskenlere ait dagilim fonksiyonunun ve bu dagilima ait momentlerin kestiriminde

biiyiik kolayliklar saglar.
Teorem 3.3.12. X, ve X, pozitif tanimli, birbirinden bagimsiz ve sirastyla £, (x,) ve
fs (xz) olasilik yogunluk fonksiyonlarina sahip rasgele degiskenler olsun. ¥, = X X,
bi¢ciminde tanimlanan yeni rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu h( yl)
olmak iizere

Mh()]= MLA ()] ML 1 ()] (3:3.35)
dir.
Ispat : Oncelikle Y, = X, X, rasgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu h( yl)i elde
etmek i¢in Y, =X, diyelim. Y, ve Y, rasgele degiskenlerine ait ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu

h(ypyz)=Lﬁ(“yV—;jJ§(yz)

Yo

dir. Buradan Y, rasgele degiskeninin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu
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I f[r sz(yz)dyz (3.3.36)

=02

olur. (3.3.36) nin Mellin doniistimii Teorem (3.3.10) geregince
!
Ml:h(%)] = M|:I|_ ( sz J’z)dyZ}
0
1y

- (2

|
=/1(p)1:(p)

olarak bulunur. Ters Mellin doniisiimii ise

c+ib

1. .
h(yl)zﬁllgg j »h(p)dp (3.3.37)

c—ib
dir. Bu teoremin bir sonucu olarak, iki rasgele degiskenin ¢carpimi olarak tanimlanan
yeni rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonunun (3.3.37) ifadesine denk

oldugu sodylenebilir.

Tamm 3.3.3. X bir rasgele degisken olmak lizere m, = E(X") ifadesine X rasgele

degiskeninin sifira gore k. momenti denir.

X , pozitif aralikta taniml bir rasgele degisken olsun. Bu rasgele degiskene

ait olasilik yogunluk fonksiyonunun 6zel olarak p =2 i¢in Mellin doniisiimii alinirsa
MLF()]=F(2)= | o (x)d=E()

elde edilir. Baska bir ifadeyle p=2 igin f(x)in Mellin doniisiimii X in beklenen

degeridir. Diger taraftan bir rasgele degiskenin varyansi

Var (X)=E(X*)-[E(X)]

olarak bilinir. Varyans, Mellin doniistimii kullanilarak
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~ 2

var(x)=7()-[7(2)]
biciminde de ifade edilebilir.

Stirekli ve pozitif tamimhi bir X rasgele degiskeninin sifir etrafinda .

momenti Mellin doniistimii kullanilarak da  elde edilebilir. pile knin yer
degistirmesiyle k. moment

m,=E(X*)=M[ f(x).k+1] (3.3.38)
olarak yazilabilir.
Teorem 3.3.13. X pozitif arahkta tammli, sirekli ve f(x) olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken, ayrica ae€R olmak flizere Y =aX

biciminde tanimlanan rasgele degiskenin k. momenti
E(Y*)=d' M[ f(x).k+1]=da" f(k+1) (3.3.39)
dir.

Ispat : (3.3.38) ifadesinden faydalanarak

E(r*)=E| (@) |

olur.

Ornek 3.3.8. X rasgele degiskeni [0,1] araliginda Diizgiin dagilima sahip olsun. X

rasgele degiskeninin k. momenti hesaplayalim. X rasgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu

f(x):{l’ 0<x<l1

0, d.y.
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dir. Buradan
E[ X = M[ f(x).k+1]
= j xkf(x)dx

x=0

1

k+1
olur. Ozel olarak Y =15X alalim. Bu durumda Y rasgele degiskeninin k. momenti
Teorem (3.3.13) e gbre a =15 olarak alinirsa
E[Y*]=d" f(k+1)
=15" £ (k+1)

15
k+1

olur.

Teorem 3.3.14. X pozitif arahkta tamml, sirekli ve f(x) olasilik yogunluk
fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken, ayrica heR olmak iizere Y =X’
biciminde tanimlanan rasgele degiskenin k. momenti

E[Y*]=f(bk+1) (3.3.40)
dir.
Ispat : Basit bir hesapla

E(Y"):E[(X”)q

- EI:Xk:”k:bk
=M f(x).bk +1]
= f(bk+1)

oldugu goriiliir.
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Ornek 3.3.9. X rasgele degiskeni [0,1] araliginda diizgiin dagilima sahip bir rasgele

degisken olmak {izere Y = X° olarak tanimlanan rasgele degiskenin k. momentini

hesaplayalim. Teorem (3.3.14) den
E(Y*)=f(bk+1)

dir. Buradan b =3 olarak segildiginde ¥ = X~ rasgele degiskenin k. momenti

1
k) _
E(Y )_3k+1
olur.

Ozel olarak Teorem (3.3.14) de bh=-1 olarak almirsa Y =X"' olarak

tanimlanan rasgele degiskenin k. momenti

=ML (x).1-k] (3.3.41)
=/ (1-k)

olur.

Teorem 3.3.15. X, X, swast ile f,(x,) ve f,(x,) olasilik yogunluk fonksiyonlarina

sahip birbirinden bagimsiz ve pozitif aralikta tanimli iki rasgele degisken olmak

tizere ¥ = X, X, biciminde tanimlanan yeni rasgele degiskenin k. momenti
E(Y*)=f(k+1) £, (k+1) (3.3.42)

dir.
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Ispat : Beklenen deger tanimindan

:Z(k+1)f2(k+1)
olur.

Teorem 3.3.16. X,, X, swastile f,(x,) ve f,(x,) olasihk yogunluk fonksiyonlarma

sahip birbirinden bagimsiz ve pozitif bir bolgede tanimli iki rasgele degisken olmak

X, .. . .. . .
lizere Y =— bigiminde tanimlanan yeni rasgele degiskenin k. momenti
2

E(Y*)= £ (k) £, (1-k) (3.3.43)

dir.

Ispat : Tanimlanan Y rasgele degiskenini X, ile L rasgele degiskenlerinin
2

carpimlar1 gibi diisiinelim. Bu durumda
X k
k) _— 1
E(Y )E[ X;j ]
B k
3]
e[ ()]
= £/ JE| () |

—M[ (), k+1]/\/l[f2 x,),1- k]
= fi(k+1) 7, (1-k)

]

olur.
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Ornek 3.3.10. X, X, ikisi de [0,1] arahginda diizgin dagilima sahip rasgele

: X : : .
degiskenler olsun. Y =—1 olarak tamimlanan rasgele degiskenin k. momentini

2

bulalim. Teorem (3.3.16) dan k. moment

M[h(y)ke+1]=[ £ (). k+1]M[ f(x,).1-k]
1
1
1-k°

olarak bulunur.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezin hazirlanigindaki temel amag, ¢ok genis uygulama alanina sahip olan
Integral doniisiimlerinin 6zelliklerini diizlemsel halde incelemektir. Ozel integral
dontistimleri olan Fourier, Laplace ve Mellin doniisiimlerinin temel 6zellikleri bu
tezde verilmistir. Benzer tanim ve kavramlar bazi kiigiik gosterim farkliliklar1 ile

yliksek boyutlu uzaylarda da verilebilir.

Genel teorinin yaninda Fourier, Laplace ve Mellin doniisiimlerinin bazi
fiziksel problemlere, ozellikle de istatistikteki bazi konulara iligkin uygulamalari
tizerinde durulmustur. Bu konu istatistikteki diger alanlara 6zellikle olasilik teorisine
uygulanabilir niteliktedir. Integral déniisiimleri, istatistikte, mithendislikte ve temel
bilimlerdeki bazi problemlerin ¢oziimlerini oldukc¢a kolaylastirmaktadir. Mellin
doniigiimiiniin istatistiksel uygulamalari, gelistirilmeye ve orijinal sonuglar ortaya

koymaya olduk¢a miisaittir.
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