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Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir. Tkinci
boliimde bazi temel tanimlar ve kavramlar ile orgiiniin tanimi1 hakkinda kisa bilgi
verildi. Artin oOrgii temsili ve Konfigiirasyon uzaymna bagh tanim verildi.
Konfigiirasyon uzay: incelendi. Ugiincii boliimde ise, N =3 ifadesine yonelik bir
algoritma irdelenecektir. n-bilesenli 6rgii verildigi zaman minimal uzunluga sahip, B,
Artin o6rgii temsilini bulan algoritma i¢in bir 6rnek verildi. Minimal gegisli 6rgii elde
etme problemi notasyon olarak ¢oziimde ve cizimde ekonomik yollar vermektedir.
Artin orgii kelimesinin uzunlugu ile bahsedilen kavram 6rgii diyagraminda verilen
gecitlerin sayisidir. Minimum gecit sayis1 orgiiniin kompleksligiyle ilgili bir olgiit
verir. Fiziksel anlamda ise toplam manyetik alanlarin biiyiikliigiiniin tahmini igin

kullanilmaktadir. Dordiincii boliim ise tartigma ve sonug i¢in ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Orgii, Diigiim Teorisi, Artin Temsili, Wraplar
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BRAID CONCEPT AND MINIMUM CROSSING WITH 3-BRAIDS

KARTAL, Osman
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Deparment of Mathematics, M. Sc. Thesis
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This work (thesis work) is classified into four sections. The first section is
allocated to foreword. In second section some basic definitions and concepts also
definition of braid with it are mentioned in brief. Braid description of Artin is
introduced and definition of this description in related to configuration space is also
made. We researched on that configuration space in this section too. In third section
a algorithm based on N =3 valve will be scrutinized. If a braid with component n is
given, B braid description of Artin in minimal length sets an example for algorithm.
The problem of obtaining minimal crossing braid offers as notation economical
ways in solution and diagram. The concept denoted by length of word of Artin braid
is the number of crossing in braid diagram. Minimum number of crossing sets a
criteria of complexity of braid. It is used in physical sense for estimation purpose of
size of complete magnetic surfaces. Last section is allocated to discussion and

conclusion.
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1. GIRIS

Orgiiler, insanh@in en eski buluslari arasinda yer alir. Onlar pratik amagh
olarak halat yapiminda, sa¢ orgiisiinde, desen dokumalarin dekorasyonunda hatta

kutsal mekanlarda bile kullanilmistir.

Matematige konu olarak girmesi, ilk defa 1891 yilinda Hurtwitz’in bir
belgesinde iistii kapali bir fikir olarak yer almistir. Ger¢ek anlamda 1925 senesinde
bir belgede Alman Matematik¢i Emil Artin tarafindan gerceklestirilmistir. [1930
yillar1 baginda, diigiimler calismasi olarak Emil Artin (matematiksel) orgiiler
kavramini ortaya attigim1 sdyleyenlerde vardi.] Artin, oOrgiileri diigiim teorisi ve
bagintilarimi arastirmak i¢in kullanmistir. Diigtim teorisindeki 6nemli problemlerden
birisi diigiimleri siniflandirmaktir. En basit diigiim olan yonca diigiimii, kendi icine
biikiilen bir dairedir ve ii¢ ge¢isi vardir. Matematikgiler diigtimleri, gegis sayilarina
-ipi bir yiizeye koydugunuzda kendi iizerinden gectigi yerlerin sayisi- gore
siniflandirirlar. Aym1 zamanda 13 ya da daha az gecisi olan 13 bin kadar diigiim
siniflandirmiglardir. Eger her diigiime farkli bir isim eslenebilseydi, diigtimleri

birbirinden ayirmak kolay olurdu.

1950 yillarinda orgii kavrami diger alanlarda kullanilmaya baslanarak orgii
calismalarina yeni bir ivme kazandirdi. Mesela biyoloji de -DNA caligmalarinda-
kullanilmaktadir. DNA sarmallar1 kopyalanirken ve yeniden birlestirilirken diigiimler

ve halkalar olustururlar, daha sonra hiicre boliinmesinde diizlesirler.

Diigiim teorisinin en soyut uygulamalarindan biri de parcacik fizigi

alanindadir. Diger taraftan iistiin bir basariyla Artin’in orijinal amacint ve



orgiiniin kullanim alanini, teorisini saglamlastirmak i¢in V. John uygulamaya
koymustur. 1980’lerin basinda, Vaughaan Jones, degismezlik polinomu denilen
diigiimleri isimlendirmekte kullanabilen bir cesit cebir ifadesi ortaya c¢ikardi. Bu bir
polinomun digerinden farkli oldugunu gostermekteydi, yani bu sekilde
matematikciler bunu farkli diigiimleri birbirinden ayirmak icin kullandi. Boyle
gelismeler ve daha fazlasi 13-26 Temmuz 1986 yilinda, Santa Cruz’da
gerceklestirilen Artin’in orgii gruplar {izerindeki bir toplantiya konu olmustur ve
konferansta (J.S. Birman ve A. Libgober tarafindan diizenlenmis) AMS Cagdas
Matematik serileri arasinda yer alan 78 cilt olarak toplanti tutanaklar1 ortaya
cikmistir. Giiniimiizde ise, bazi matematiksel konularda oOrgiilerin kullanilmasi
mevcuttur: Topoloji (diigiimler, baglantilar, sabit nokta teorisi), geometri, dinamik

sistemler gibi...

1.1. Kaynak Ozetleri

Birinci ve ikinci boliimde temel kavramlar1 verirken Knot theory and its
application (K. Murasugi), Braids and Coverings (V. L. Hansen) adl kitaplardan

yararlanilmistir.

Uciincii boliimde ise, temel olarak Mimimum crossing numbers for 3-braids
(M. Berger, J. Phys) adli makalesinden ve Theory of braids (E. Martin), The third
order braids invariants ve Energy-crossing number relations for magnetic fields (M.
Berger), Braids and Coverings (V. L. Hansen), Configuration spaces (E. Fadell ve L.
Neuwirth), Braids and links and mapping class groups (J. Birman) adl1 kitaplardan

yararlamilmistir.



1.2. Calismanin Amaci

Biz burada bir 3-bilesenli bir 6rgiiye yonelik Berger’in ortaya c¢ikardigi bir
algoritmay1 arastirdik. Bu algoritma bir 3-6rgii verildiginde bu orgiiden, minimal
gecise sahip bir orgiiyii elde etme islemini gerceklestirmektedir. Aym1 zamanda
diigiimden orgiiniin elde edilmesi ile konfigiirasyon uzay: incelendi. Orgiilerin

kelime problemi hakkinda kisa bilgi verildi.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Temel Tanim ve Kavramlar

Tanmm 2.1.1 : Tanim kiimesindeki her bir 68eyi deger kiimesinde bir tek noktaya
gotiiren kurala fonksiyon ya da doniisiim denir. f:A — B bir fonksiyon olsun.
Kiime olarak bu kural
f=ley:y =}

biciminde verilir.

Tanmm 2.1.2 : (X ,7) bir topolojik uzay, I=[a,b]c R birim kapali aralik oyle ki
izerinde R den indirgenen alisilmis topoloji olsun. x,ye X olmak iizere f(a)=x
ve f(b)=y olacak sekilde Idan X e siirekli bir f fonksiyonu varsa (f:1— X),
f fonksiyonuna x den y ye bir egri (veya yol) denir. x noktasina egrinin baslangic

noktasi, y noktasina da egrinin bitim noktasi denir.

Eger f(a)=x= f(b)=y ise, egriye kapal1 egri denir. Eger f(a)=x= f(b)
ve f fonksiyonu a,b noktalar hari¢ birebir (1-1) ise, f ye basit kapali egri
(Jordan egrisi) denir.

Tanmm 2.1.3 : Permiitasyonlar, nesnelerin siralamisidir. »,ne N ve r <nolmak
iizere, n elemanli bir A kiimesinin birbirinden farkli r elemanlarinin her bir
siralanisina  (dizilisine) A kiimesinin r-li permiitasyonu veya herhangi bir A
kiimesinden A kiimesine bire-bir ve orten bir fonksiyona A nin bir permiitasyonu

denir.



Tamm 2.1.4 : (G,0) matematik yapis1 asagidaki aksiyonlar1 saglarsa bu matematik
yapiya grup denir.
G1) G kiimesi "o"iglemine gore kapalidir.
Vx,yeG=>x0ye G
G2) "o"igleminin birlesme 6zeligi vardir.
Vx,y,2€ G = xo(yoz)=(x0y)oz
G3) G kiimesinin "o"iglemine gore etkisiz (birim) eleman1 vardir.
(Vxe G ve dee G):xoe:eox:x
G4) G nin her elemaninin "o" iglemine gore bir tersi vardir.
(Vxe G ve dye G):>xoy:yox:e
Tanmm 2.1.5 : Bir 6rgii verildiginde bu orgiiden bir diiglim elde edilebilir. Bir o -

orgiisiiniin bir dikdortgen seklindeki diyagraminin tepesinde yer alan A, A,,...,A,

noktalarin1 ayni diyagramin tabaninda yer alan her biri ayri ayn A, A,,...,A

noktalarina baglayalim. Bu noktalan kare diginda uzanan egrilerin grubuyla baglar

1sek,

/f/ -

Sekil 2.1 Diigiim Teorisi



bu takdirde dogal yolla bir orgiiden diigiimii veya diigiimiin diizenli diyagramini
olustururuz. Bu yolla elde edilmis bir diigtime, diigtimiin regiiler diyagrami denir.

Tamm 2.1.6 : Bir diigiim, S' egrisinin oklidyen ii¢ uzaya (R’ veya S’ yuvarma)
gomiilmesidir. Daha genel manada S* nin ™" ya gomiilmesi islemidir. Bu, yiiksek

mertebeden diiglim teorisinin ¢aligma alanmdir.

Genel manada, bir diigiim i:S' — S° olmak iizere i(S') =k doniisiimiiniin
goriintiisidiir. Kisaca, bir diigiim basit kapali bir egri ya da bu tipteki egrilerin sinifi
olarak g6z Oniine alinir.

Tamm 2.1.7 : A kiimesinde tanimli bir denklik bagintis1 £ (8 bagmtisi yansiyan,
simetrik ve gecisli) olsun. (x,y)e f ise, y elemanina, B bagintisi ile x elemanina
denk eleman denir. A kiimesinde x elemanina denk olan tiim elemanlarinin
kiimesine x in denklik sinifi denir. x elemanminin denklik simifi x veya [x]
biciminde gosterilir.

=x={ylye Ar(xy)e B}
dir.
Tanmm 2.1.8 : Bu kapali egrilere bir ok isareti ile bir yonlendirme yapilabilir. Bu
yonlendirme asagidaki ornekteki gibi iki farkli sekilde yapilabilir. Sekil 2.2(a) da sag
el trefoil diigiimii ve Sekil 2.2(b) de sol el treofil diiglimii (yonca yapragi)
gosterilmistir.
Tamm 2.1.9 : p(K) =K ya K diigiimiiniin izdiisiimii denir. Ayrica K nimn yonii de
K ya baghdir. Bununla birlikte, K, cesitli kesisim noktalara sahip oldugundan,

diizlemde basit kapali bir egri olmadigina dikkat etmeliyiz.



(a) (b)

Sekil 2.2

Tanim 2.1.10 : Kabul edelim ki, D, iki bilesenli yonlii bir
L= {K 1K }
halkasinin diizenli diyagrami olsun. D nin gecisli noktalari, K, ve K, nm

kesisimlerinin yansimalari olan c,,c,,...,c, dir. Bu durumda,
1. . .
lk(K1 K, ) = E{SIgn(c1 )+ sign(c,)+...+ sign(c,, )}

ifadelerine, K, ve K, nin halkalanma sayis1 denir.

Halkalanma sayis1 K, e K, nin siralamasindan bagimsizdir.
Ik =(K,,K,)=1k(K,,K,)
Tamm 2.1.11 : K ve K diigiimlerinin diizenli diyagramlari sirasiyla D ve D' olsun.

Eger D diizenli diyagramimi Sekil 2.3 deki ©,,€,,Q, veya onlarin tersleri olan

hareketlerin sonlu kez uygulanmasi yoluyla D diizenli diyagramina
doniistiiriilebilirse, bu durumda D ve D' diyagramlarina denktir denir ve D =D’ ile
gosterilir.

Tammm 2.1.12 : B’ iin yiizeyi olan S° de 2n tane nokta alahm. (n,n) Tangles

dedigimiz ifade; B’ de bu 2n noktay1 birbirini kesmeyecek sekilde birlestiren n tane



egrinin olusturdugu yapidir. (Bakiniz Sekil 2.23)

Q, j /

\
e
Q, «—
/
| .
o | >
Sekil 2.3

Tanmm 2.1.13 : Algoritma, bir islemin insanlar veya makineler tarafindan basamak
basamak yapilmasidir.
Tanmm 2.1.14 : X bostan farkli bir kiime ve 7, X in kuvvet kiimesi olan P(X) in bir

altkiimesi olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan 7z ailesine X {izerinde bir topoloji



(veya topolojik yap1) denir.
i) d,Xer,

ii) 7 ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti yine 7 ya aittir; yani

ALALALLLLA et igin[)A e,

i=1
ili) 7 ya ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi yine 7 ya aittir; yani

viA.}

iel

C 7 igin UA,-ET

iel
dir.

Tanim 2.1.15 : M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki 6nermeler dogru ise M
bir n-boyutlu topolojik manifold (veya kisaca topolojik n-manifold) dur denir:

(M1) M bir Hausdorff uzayidir.

(M2) M nin her bir acik alt ciimlesi E"e veya E"in bir acik alt ciimlesine
homeomorftur.

(M3) M sayilabilir coklukta agik ciimlelerle ortiilebilir.

Tamm 2.1.16 : M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C* sinifindan bir
diferensiyellenebilir yapi tanimlanabilirse M ye C* sinifindan diferensiyellenebilir
manifold denir.

Tammm 2.1.17 : M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger (M,Z_.)uzay1
irtibath (baglantil1) ise M ye bir irtibatli manifold ad1 verilir.

Tanmm 2.1.18 : X ve Y Hausdorff uzaylar ve f:X — f(X) bir homeomorfizm ise
f: X — Y doniisiimiine gomiilme (embedding) doniisiimii denir.

Tamm 2.1.19 : M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da E” in bir acik alt kiimesi
olsun. O zaman Tanmim 2.1.3 geregince U bir ¥ homeomorfizmi ile M nin bir W agik

alt kiimesine eslenebilir.



v:UcCE"->WcM
(l//,W) ikilisine M de bir harita (veya koordinat komsulugu) denir. ue U ig¢in
v(wu)e M dir ve
v(u) = ()cl (u),x,(u),...,x, (u)), x,(u)e R, 1<i<n
dir. Burada x; (u) reel (gergel) sayisina y/(u)€ M noktasinin i-yinci koordinati ve
u,:U —R
fonksiyonuna da u nun i-yinci Oklid koordinat fonksiyonu denir.
X, =u; oy W —>R
fonksiyonuna W nin i-yinci Oklid koordinat fonksiyonu denir.
Tanmm 2.1.20 : X bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde eger
1) X yay baglantili (veya irtibatli) topolojik uzay,
2) p:X — x sirekli,
3) Vxe X i¢in x in bir U -komsulugu vardir.
Sartlar1 saglaniyorsa (X, p) sirali ikilisine Ortii uzayi denir. p ye ortii doniigiimii adi
verilir.
Tamm 2.1.21 : (X,Tl) ve (Y,z'z) iki topolojik uzay ve f: (X,”z'l ) — (Y,z'z) bir
fonksiyon olsun. Asagidaki 6zellikler saglamyorsa, f fonksiyonuna homeomorfizm
(topolojik es yap1 resmi veya topolojik doniisiim) denir.
i) f fonksiyonu birebir (1-1) ve ortendir.
ii) f ve f' fonksiyonlar siireklidir.
Buna denk olarak eger f: X — Y fonksiyonu birebir (1-1) ve orten olup,
Uc X agiktir & f(U), Y de agiktir,

sartin1 sagliyorsa, f e bir homeomorfizmdir denir.

10



(f™)™" = f oldugundan f~' fonksiyonunun siirekli olmasi icin X in her
acik kiimesinin resminin Y uzayinda acik olmas1 gerekmektedir.
Tanmm 2.1.22 : Eger X ve Y uzaylan arasinda bir homeomorfizm varsa, X ve Y
topolojik uzaylarina homeomorf (topolojik denk) uzaylar denir.
Tanmm 2.1.23 : Y bir topolojik uzay olsun. Kabaca Y nin iki alt uzayr homotoptur
denir. Sayet; birinden digerine siirekli bir deformasyonla gecilebiliyorsa, olay1 daha
kolay anlatabilmek i¢in Y ye ait basit egrilerin 6rnegini ele alalim.

I[=[01]={xe R:0<x<1}

kapali araligin1 gostersin. I da ki topoloji bildigimiz topolojidir. Yani x,ye€ R
olmak iizere |x— y| =d(x,y) metrik uzay: ile basit egri diye; f:1—Y siirekli

fonksiyonlarin Y topolojik uzayindaki goriintiisiine denir.

Sekil 2.4

a ve [ iki basit egri iseler &, f ya homotoptur denir.(Bakiniz Sekil 2.4)
Tanmm 2.1.24 : (A,q,.a,.q;.....a,) ve (B,B.B,.B;.....5,) aym tiirden iki
matematik yapi, f:A — B bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu {1,2,3,...,n}

kiimesinin her i eleman: i¢in ¢, bagtisim S, bagintisina doniistiiriiyorsa, f

fonksiyonuna denk yap1 doniisiimii (veya homomorfizm) denir. Birebir (1-1) ve orten

bir denk yap1 doniisiimiine es yap1 doniisiimii (veya izomorfizm) denir.

2.2. Orgiiler

11



Tammm 2.2.1 : Bir kiipiin iist yiizeyinde n tane nokta A,A,,...,A, ve alt

yiizeyindeki n tane noktayi da A,A,..., A ile isaretleyelim. Bu noktalar tamamen

n

keyfi yerlestirilmis olup bunlar1 6zel koordinatlar olarak isimlendirecegiz. R’ de B

nin koordinatlar:
B={(x,y,2)10<x,y,z<1}

seklindedir. A ,A,,...,A, ve A'I,A'z,...,A'n noktalarin asagidaki sekilde secelim:

n

AL LA =L,
2 n+l1 2 n+l1

A=l Lol oA=Ly
2 n+l1 2 n+l1

A nin ingasindan dolay1 A, nin altinda kalir,

o
v
<«

Sekil 2.5 B nin sekli

Simdi de B de A,,A,,....,A, ve A,A,,....,A

n

. yi n tane egri (poligonal egri)
yoluyla birlestirelim. Bu n egri birbirini kesmez. A, yi A, ye birlestirilmesi

gerekmez fakat A, yi A, ile (i ve j ayrk indislerdir) birlestirmemeliyiz. Bu

poligonal egrileri sicim olarak adlandiracagiz. Simdi B yi ikiye bdlen ve B nin

tabanina paralel olan keyfi bir E diizlemini diisiinelim. Eger E her bir sicimi en ¢ok

12



bir kez keserse B deki n egriye n-orgii denir.”!

Ornek 2.2.1 : Sekil 2.6(a) ve (b), her ikisi de 1-orgiilerinin 6rnekleri fakat burada c

ise 1-orgii degildir. Sekil 2.6(d) ve (e) 2-orgiilerinin ayrica (f) de 3-6rgiilerinin en

X

tipik ornekleridir.

(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Sekil 2.6

Eger, bir kiip icerisinde iki tane n-orgiisii verilmigse, bu sicimlerden birisini
basit hareketi yoluyla digerine ¢evirebiliyor isek, o zaman, bu iki n-6rgiiniin es deger
olduklarini sdyleyebiliriz.

Ornek 2.2.2 : Sekil 2.7 de goriilen iki rgii esit degerde oldugunu gosterir.

T

®

Sekil 2.7

Bir @ n-orgiisiiniin asagidaki gibi baglanmus iplik¢iklerinin var oldugunu

13



kabul edelim: A, den A'l.l ye ..., A, den A'l.ﬂe iplik¢ikler baglanmis olsun. Bu

takdirde o ya bir permiitasyon tayin edebiliriz.

il i2 e in

Bu permiitasyona o6rgii permiitasyonu denir. Ornedin birim o6rgii, esitlik
permiitasyonuna denk gelir.

1 2 -« n

1 2 - n

Ornek 2.2.3 : Sekil 2.6(d) icin rgii permiitasyonu

@ ﬁz(l 2),

Sekil 2.7 icin orgii permiitasyonu ise

1230

Iki 6rgii ayn1 degerde ise, yani denk ise onlara karsilik gelen orgii permiitasyonlari da
esit olur; bu nedenle orgii permiitasyonu ise bir drgil invaryantidir.

Tammm 2.2.2 : Kabul edelim ki B, tiim n-orgiilerin bir sinifi olsun (tam olarak
orgiilerin denklik siniflarinin kiimesi olsun). B, nin iki n-orgiisi & ve S olmak
lizere @ ve [ nin ¢arpimi olan 6rgii tanimlanabilir. Ik olarak & y1 iceren kiip B y1
iceren kiiple yapigtirtlir. Bu kiip @ ve £ nin dik olarak yapistirilmasiyla elde edilir.

Sekil 2.8 (a¢ik olarak bu karesel kat1 cismi kiip olarak diisiinebiliriz)

14



T
RN
o1 1S
2 pre

Sekil 2.8 @ Orgiiniin Carpimi

e

¢

Bu orgilye « ve [ orgiilerinin carpimi denir ve off olarak ifade edilir. Benzer
olarak fa carpimi da tammlanir. (Bakimiz Sekil 2.9). Genel olarak off = fa
yazilamaz. Yani aff ve Ba nin denk orgiiler olmasi gerekmez. Bu nedenle orgiiler

grubu degismeli degildir.

\ A
/\/\

Sekil 2.9 Sa Orgiiniin Carpimi

O

/

Tamim 2.2.3 : Kabul edelim ki B, nin tiim n-orgiilerin denklik siniflarinin kiimesi
olsun. B nin iki n-orgiisii & ve S olmak lizere @ ve £ nin ¢arpimi olan af8 y1 bir
onceki tanimda ifade ettik. Simdi B, nin grup oldugunu gosterelim.

(i) Orgiilerin kapali 6zeligine sahip oldugu aciktir.

15



(ii) Orgiiler degismeli olmamasina ragmen birlesme 6zeligine sahiptir. Yani
(af)y = a(By)

olur. (Sekil 2.10)

(iii) Birim eleman e basit olarak asikar ¢rgiiye denk gelir ve
e=ea=ux

dir. (Sekil 2.11)

7 salt f
AN N N q(g
- . ____:é\éu

B

Sekil 2.10 Sekil 2.11

(iv) Simdi ters eleman1 bulalim. Herhangi bir & nin tersini bulmak i¢in & nin ayna

goriintiisii olan " ya bakalim. Eger kiipiin ayna goriintiisiinii diisiiniirsek @ nin

goriintiisti de ayna goriintiisii olarak bu aynada yansitilir.
ada=aa =e

yazariz. & nin ters elemani olan &” y1 o' ile gosteririz. Yani
ala=aa =e

dir. (Sekil 2.12)

|\
I

Sekil 2.12
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Bunlarin hepsi n-6rgiilerin grup olmasi i¢in temel teskil eder. Bu durumda bu gruba

n-orgii grubu denir ve B, ile gosterilir.

Bu gruplarin yapisini biraz daha agalim. Ilk oncelikle B, ={e}(1-6rgii)
grubu, sadece bir eleman igeren asikar orgiidiir. B, elemanlar1 Sekil 2.13 de [(a) sol

kivrim, (b) de sag kivrim] gosterildigi gibi orgiilerin iki tiiriine es degerdedir.

%

(a) (b)

DA AN

Sekil 2.13

Onerme 2.2.1 : Eger iki tane 2-orgii grubunun sicimleri ayni kivrim sayisma sahip

ve ayn1 yonde kivrilmigsa bu orgii gruplari es degerdedir (veya denktir).

'

Simdi n-6rgiileri arasinda, A, i A, eve A,,, i A, ye ve geriye kalan A, ve

A, (i # j,i+Dsicimlerini birbirlerine baglayarak, n-orgiileri olustururuz. Bakiniz

Sekil 2.14(a)

A A, A Ay A, A Ay A Ay A,
o, o’
Ay A, A Ay, A, A A, A A, A,
(a) (b)
Sekil 2.14

17



Biz, bu baglantilar1 o, ile ifade edebiliriz. Bu yolla 1 den n-1 e kadar &zel n-
orgiilerini 0,,0,,...,0,_, yardimiyla yazabiliriz. Sekil 2.14(b) de o, nin tersini yani
n-orgiilerin ;' ini ¢izebiliriz. Simdi de biz bu rgii grubundan herhangi bir elemani
ifade etmek icin, bu temsili kullanabiliriz. Ornegin, Sekil 2.15 de o6rgii temsilini

a =0,0,0, 0,0, yazabiliriz.

‘\/

()

a

Sekil 2.15

~' lerin halkalanmalar1 yoluyla bir temsil elde edebiliriz.

1

B den o, ve O

Bunun igin her bir gegiti bir karesel bolge icine almaliyiz. Her bir seviyede bir gecit
olacak sekilde orgii alt bolgelere boliiniir. [Eger aym seviyede iki gegit nokta varsa, o
zaman birini hafif¢e yukari, digerini hafifce asagi dogru ¢ekerek (yerini degistirerek),

ayn1 seviyede iki gecit nokta bulunmasi problemini ortadan kaldirabiliriz.]

Bu dikdortgenlerin her birinde, yapisal olarak, o, veya o;' seklinde bir
baginti temsiline sahip oluruz. S orgiilerini bu yolla o, ve o' gerenlerine

aynistirabiliriz. Ornek olarak, Sekil 2.16 deki 6rgii temsili, 0;'0,0,0,0," dir.

18



Sekil 2.16

1

Bu yiizden, verilmis herhangi bir orgiiyli, o, ve o, nin sinirli gerenleri

olarak aciklayabiliriz. Bu sebeple, o,,0,,0;,...,0,_, alt oérgii gerenleri B, grubunu

olusturur. Aym zamanda bu o©,,0,,0,,...,0,, Orgiilere B, grubunu olusturan

>~ n-1
gerenler denir. Ornegin, herhangi bir 2-6rgii, m >0 ve

o/' =0,0,0,...0,
%/—/

m—tan e

ve

o" =000 ...07"

m—tan e

m

olan yerde o)" veya o," olarak yazilir. B,, bir tek eleman o, tarafindan iiretilir.

Bu yolla orgii cebirsel olarak ifade edilmis olur. Ustelik, bu cebirsel ifadeler
tek degildir. Ornegin, 0,0, ve 0,0, iki orgiileri, Sekil 2.17 da 4-orgiilerine es

degerdedir.

19



A A

0,05 =050,

Sekil 2.17

Bu yiizden, B, (4-orgii gruplan), o©,0,=0,0, esitligini icerir. Bunun
yaninda, 0,0,0, ve 0,0,0, 3-Orgiilere esit degerde oldugu i¢in (bakimz Sekil 2.7),
asagidaki bagintiya sahiptir.

0,0,0,=0,0,0,

Bu genel n-orgii (n>3) oldugunda da korunur. Diizenli diyagram birkag

ekstra ilave edilmis kesismeyen iplikciklere de sahip olabilir. Bakimiz Sekil 2.18 ve

L
AR

0,0,0, =0,0,0,

Sekil 2.19.

Sekil 2.18
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~

0,00, =0;0,0;

Sekil 2.19

Bu esitlikler, 6rgii grubunun (6rgii) iliskileri ad1 verilir. Gergekte, eger iki n-
orgiileri esit degerde olursa, o zaman bu esitlikler yardimiyla birini digerine

doniistiirebiliriz. Bakiniz Ornek, (1) ifadesinde oldugu gibi.

B, orgii grubunda temel bagintilar asagida verilmistir.

1) 0,0,=0,0, (i-j=2)
2) o0

i+l

(D

o,=0,00, ([(=123,...,n-2)

i+ i+

Yukarida (1) ifadesinde verdigimiz 0,0, = 0,0, ifadesinin sekli asagidadir.
(Bakinmiz Sekil 2.20)

! Il

Sekil 2.20

Aym sekilde (1) ifadesinde verdigimiz o©,0,,,0, =0

i i+l

0.0, ifadenin seklide

i+ i+

asagidaki gibidir. (Bakimz Sekil 2.21)
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Sekil 2.21

Orgiilerde 0.0, =e gibi, degersiz iliskilerde mevcuttur ve 0,0 ;=0,0,;bu

tip bagintilar1 dikkate almayacagiz.

Simdiye kadar tartisma konusu yaptigimiz degisik iliskileri toparlayacak
olursak, onun gerenleri olan 0,,0,,0,,...,0,_, nin terimlerinden B, ni yazabilir ve

bu temel iliskiler,

I o,=0, (i-j=2) j

B, =[0'1,62,...,0'”_1
0,0,,0; =0,,,0,0,, (i=12,...,n-2)

seklinde verilebilir. Bu temsile B, nin Artin temsili denir.*

Ornegin,
B, = (0-1 | —) >
B, = (0-1’0-2 lo0,0, = 0-20-10-2)9
B, =(0,,0,,0,10,0,=0,0,,0,0,0,=0,0,0,,0,0,0, =0,0,0,).
Burada, degersiz (birim) iliskiler 0,0," = e haricinde, B, in higbir iliskileri yoktur

ve bu iliski eksikligini “_”

ile ifade ediyoruz.

Simdi kisaca bir B, orgii grubundan da bahsedelim. Artin’in B, iin'*! temsili,
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yukarda verdigimiz (1) ifadesinde oldugu gibi gerenleri o,,0,,0, olan ifadeye
sahiptir. Bu B, 4-0rgii grubuna band-gerenler temsili adi verilir. Ciinkii, 4 disk
ciftlerinin baglantilari1 kurma gorevini iistlenen 6 band kullanir. B, i¢in band

gerenler 1< j <i <4 igin, asagida verilen ifadelerle tanimlanir:

o c.,0,0. .00,

a. =0 =2 +0:0,40,0,,...0,,

ij i-1

buradaki ifadeler, i ve j baglantisin1 saglayan yari-biikkiimlii band’a benzerlik

gostermektedirler.

Eger n-0rgii grubu B, i¢in band gerenleri genellestirilecek olunursa, bunlar
cift-indekslenmis isaretle gostermek daha iyi olur. Biz 6 gerenler i¢in, kolaylik
olmasi i¢in asagidaki isaret ifadelerini verecegiz:

ay =4, Ay =dy, ayp =4ad;,

Ay =4y, ay =b, ay =b,.
Boylece, B, iin 6 band-gerenleri a,,a,,a,,a,,b,,b, olur ve bunlar asagida verildigi
gibi standart gerenler arasinda yer alirlar.

a, =0, a,=0,, a, =0,,
1 1 2 2 3 3 (2)

a, =0,'0,'0,0,0,, b, =o0;'0,0,, b, =0, 0,0,.
Bunlar grafik olarak soyle gosterebiliriz. Sekil 2.22.
—_— — — —
. > 1\5
_\_) — _/r \% \/

a, a, as a, b, b,

|

Sekil 2.22

Teorem 2.2.1 (B, icin Band-Geren temsili) : B, ifadesi, a,,a,,a;,a,.b,b,

gerenlerine sahip olan bir temsiline sahiptir ve baglantilar1 asagidaki gibi tanimlanir:
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a4y, = 04,4, i=12,

3

a.,a; =ab, =ba,, ®
Ispat : (1) ifadesindeki gerenleri, (2) de yer alan baglantilar1 kullanarak yerlerini
degistirirsek, B, ifadesi, a,,a,,a;,a,,b,,b, gerenlerine sahip olan bir temsili olur ve

baglantilar asagidaki gibi tanimlanir:

a,da; = aza,, a,a,a; = a,a,a,, a,a;a, = aa,ds;,

“4)
a,a,a, =a,a,a,, a,b, =a,a,, a,b, = a,a,.
Asagidaki bagintilar1 géz Oniine alalim:
@ ab, =a,a,, aa,a, =a,a,a, < a,a, =ba,,
@it) a,b, =a,a,, a,a,a, =aa,a, & a,a, =b,a,,
(iii) a,b, =aja,, a,aa, =a,a,a, < a,a,=Db,a,.
Bu nedenle (4) deki ifade asagidaki ifadelere doniisiir:
aa, =a,a,, ab =ba,=a,a,, (5)

a,a, =b,a,, a,b,=b,a,=a,a,.

(3) deki diger bagmtilar, (5) deki bagintilardan elde edildigi i¢in, ispatimiz burada

tamamlanmustir. [10]

Yukarida verdigimiz bilgilere dayanarak B, ifadesini asagida ifade edildigi
gibi yazabiliriz.

a,a; =daza,, a,a, =a,a,
B, =|a,,a,,a,,a,asa,a, =a,a,a, =a,a,a, =a,a,a,

a,a,,4; =a,,4,d;,

2.3. Diigiimden Orgiiniin Elde Edilmesi

Herhangi bir diigiim verildiginde bu diiglimden bir Orgiiniin nasil elde

edilecegini verecegiz. Orgiiyii bir kiip icerisinde verilen iplikciler olarak diisiinelim.
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Bu iplikgilerin kiipiin iist yiizeyini kestikleri noktalar1 A,,A,,...,A  ve alt yiizeyini

n

kestigi noktalar1 da A'I,Alz,...,A'

n

ile gosterelim. Kiipiin iist yiizeyinde bulunan

A, A,,...,A, noktalarim paralel yaylarla kiipiin diginda A,,A,,...,A, noktalaryla
birlestirelim. (Bakiniz Sekil 2.1). Bu dogal yolla orgiiden bir diigiim veya bir
halkanin regiiler diyagramini elde ederiz. Bu yolla elde edilen diigiime o 6rgiisiinden
elde edilen K diigiimii (halkasi) denir. Aksine olarak K ya kapali 6rgii (o0 nin
kapanisi) denir. Alisilmis olarak her bir iplik¢igin yonlendirilmesini A, den A, ye
dogru veririz. Boylece yonlendirilmis bir diigiim (halka) elde ederiz. Tersine olarak
yonlendirilmis bir diigiimden (halkadan da) uygun degisiklikleri yaparak
yonlendirilmis kapali orgiiler elde ederiz. Ornek 2.3.1 de ve onun diyagraminda bir
digiimden nasil orgii elde edilecegi verilmistir. Asagidaki Alexander Teoremi
bununla ilgilidir.

Teorem 2.3.1 (Alexander Teoremi) : Bir yonlendirilmis diigiim (halka) verildigi
zaman, ona yonlendirilmesiyle birlikte denk olan ve bir 6rgii tarafindan olusturulmusg
bir diigiim (halka) vardir.

Ispat : Kabul edelim ki K diigiimiiniin regiiler diyagrami D olsun. Ik olarak diigiimii

bir gecit noktast olmayan P, noktasindan keselim. Daha sonra o noktadan asalim.

Boylece Sekil 2.23 de gosterilen bir (1,1)-tangles elde etmis oluruz. Bu tanglesin bir
o Orgiisii verdigini gostermek istiyoruz. Daha Once ifade edildigi gibi orgiiden elde

edilen diigiim K ya denktir.

Eger T tanglesi m tane lokal maksimuma sahipse m tanede lokal minimuma

sahiptir. m =0 olmas1 durumunda T, 1-6rgii olup ispata gerek yoktur.
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I

<
()

Sekil 2.23 (1,1) Tangles

Kabul edelim ki m > 0 olsun. Bu durumda Sekil 2.24(a) da gosterilen T de a lokal
minimumunu b lokal maksimumuna gétiiren bir ab yayini diisiinelim. Ustelik kabul

edelim ki ab diger tanglesleri n tane noktada kessin. ab de n+l noktay1

a=ay,a,,a,,....a, ,a, =b ile gosterelim ve her bir a,a,,, yay:1 diger tangleslerin

> n-1°"n

sadece bir noktasini ihtiva etsin Sekil 2.24(a). Daha sonra ﬁ yayin daha biiyiik

olan a,P P, a, yayiyla yer degistirelim. T tanglesi diginda daha biiyiik PP, yay

vardir ve a,P, yay1 ve a,P, yayni eger a,a, yayi diger kisimlarin iizerinden (veya

altindan) gegiyorsa bu durumda a,P, ve a,P, yaylari da diger kisimlarindan her

birinin iizerinden (veya altindan) gececek sekilde secelim. Bu islemin sonucundan

(2,2)-tangles elde edilir. Bakimiz Sekil 2.24(b).
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Sekil 2.24 Gegit Noktalarinda Durum

Bu (2,2)-tanglesin dort bitim noktasindan egrilerle birlestirirsek orijinal

diigiime denk olan bir diigiim elde ederiz (bu tangle de a=a, artik bir lokal

minimum  degildir ve g, yeni lokal minimumdur). Benzer olarak

a,a,,a,a,,...,a, a, yaylarindan hareketle (n+1,n+1)-tangles elde edilir ki burada

a ve b de lokal maksimum veya lokal minimum yoktur ve en fazla n—1 lokal
maksimum veya lokal minimum vardir. Bu sekilde devam ederek higbir lokal
maksimum veya lokal minimumun olmadigi duruma ulagilir. Bu tangles bizim
istedigimiz orgiidiir.

Ornek 2.3.1 : Sekil 2.25(a)-(d) de yukaridaki ispatin bir diigiim i¢in pratikte isleyisi

verilmistir. Bu 6rgiiden olusturulan diigiim yukaridaki diigiime denktir.
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() (b) (c) (d)

Sekil 2.25 Diigiimden Orgii Elde Edilmesi

Simdi eger iki orgii denk ise bu durumda onlarm diigtimlerinin de (6rgiiniin
kapanis1 olan) denk oldugu hemen sdylenebilir. Uyarmaliyiz ki denk olmayan
orgiilerin kapanislarindan denk diigiimlerde elde etmek miimkiindiir. Ornegin Sekil

2.26 de verilen denk olmayan diigiimlerin kapanislar asikar diigtime denktir.

£ < S

Sekil 2.26 Denk Olmayan Diigiimlerin Orgiileri

Ayrica eger Orgii teorisini diigiim teorisine uygulamak istersek denk
digiimleri elde etmek icin oOrgiileri nasil kisitlayacagimizi 6ncelikle agiklamaliyiz.
Bunun i¢in orgiilerin M-denkligi kavramini verelim.

Tammm 2.3.1: B, =U,,,B, olsun. Yani B_, tim B,,B,,...B, gruplarinin birlesimi

olsun. B_ da asagidaki islemleri tanimlayalim. Bunlara Markov hareketleri de denir.
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(1) Eger B, B, grubunun elemani ise (yani  bir n-orgiiyse) M, operasyonu f yi
7By~ n-orgiisiine doniistiiriir. Burada y8y”' ye B nin konjugesi denir. y ise B, de
herhangi bir n-orgiidiir. Bakiniz Sekil 2.27(a).

(2) M, operasyonuf3 yi ya iki tane (n+1)-orgii olan Bo, veya fo,' ye

doniistiiriir. Burada o©,, (n+1)-orgii olan B, in bir gerenidir. Bakimz $ekil

n+l

2.27(b).

4 AKX
\)” ine

(a) (

Sekil 2.27 Markov Hareketlerinin Etkisi

Ornek 2.3.2 : Sekil 2.27(a) da B, iin bir =0,0,'0, elemamin M, operasyonu
alinda nasil degistigini gostermektedir. Kisaca, B,y8y”' olmaktadir. Burada
y=0,0;' olmaktadir. Sekil 2.27(b) de B, iin bir §=0,0,'0,0," elemanin M,
operasyonu altinda nasil degistigini gostermektedir. Yani, B, in fo, veya fo;'

eleman1 olmaktadir.

Tanmm 2.3.2 : B_ in iki eleman o ve B olsun. Eger o ya Markov hareketleri M, ve
M, yi ve onlarmn tersleri olan M,"' ve M' yi sonlu kez uygulayarak o dan f ya

doniistiirebiliyorsak bu takdirde o y1 § ya Markov denktir (M-denk) deriz ve o ~ mf3
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yazariz. Eger ot ~ v ise ve B ~ mat ise bu durumda o ve B ya Markov denktir denir.

Asagidaki teorem Markov denkligin Orgii ve Diigiim arasinda temel kavram
oldugunu gosterir.

Teorem 2.3.2 (Markov Teoremi) : 3, ve B, orgiilerinden tiireyen iki yonlendirilmis
diigim K, K, olsun. Bu takdirde
K, =K, & B~uB,

dir.

2.4. Orgii indeksi

Tanmm 2.4.1 : Bir K diigiimii (halkasi) sonsuz sayida orgiiden olusturulabilir.
Boylece orgiilerin ciimlesinde (K y1 olusturan) en kiiciik bilegen sayisia sahip « ile
gosterilen orgii vardir. Bu a orgiisiinde K nin minimum 6rgiisii (temsili) ve K nin
sicimlerinin sayisina K nin 6rgii indeksi denir ve b(K) ile gosterilir (K nin minimum
orgii temsili tek degildir). Ornegin 6rgii indeksi 1 olan tek diigiim agikar diigiimdiir.

Onerme 2.4.1 : K nin 6rgii indeksi b(K) bir invaryanttir.

Orgii indeksi 2 olan diigiimler genelde listelemek zordur. Yani n#0, F1

icin sadece (n,2) tipindeki tor diigiimleridir.

Orgii indeksi 3 olan diigiimleri genelde listelemek zordur. (Bakiniz Sekil
2.28). Orgii indeksini belirleyen genel bir algoritma su ana kadar verilmemistir.

Heniiz 6rgii indeksini belirleyen genel bir algoritma yoktur."!
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et

Sekil 2.28 Orgii indeksi 3 Olan Orgii

2.5. Konfigiirasyon Uzaylari

M boyutu 2 veya daha fazla olan bir baglantihi manifold olsun. n>1
tamsayist i¢in F (M) ile ikiser ikiser ayrk olan n-lileri igeren
M XM X...xM carpimim gosterelim. Yani

F (M) :{(xl,xz,...,xn)e MXMx...XM :x, ;txj,i * j}
M deki n tane sirali nokta kiimesi iizerinde tanimhi F, (M) nin konfigiirasyon uzayi
oldugunu diisiinebiliriz. Manifoldlarin boyutu 2 ya da daha fazla oldugu ig¢in
MXMXx..xM nin herhangi iki koordinatt ayni olan sonlu adetteki alt
manifoldlarinin ayrilmasiyla olusan bu yap1 baglantilidir. m >0 bir tamsay1 olsun.
0, =14,.9,,...,q,,}1le M nin m tane ayrik ciftlerinden olusan (g, € M) alt kiimesini

gosterelim. m =0 ise Q, bos kiimedir.

F,,M)=FM/Q,)
ile tammmlayalim. {1,2,...,n}lizerindeki tiim permiitasyonlarin grubu X  olsun.

F,(M)lizerinde X, nin bir dogal sag islemi vardir. Bu islem,

u:FM)xx —F (M)



doniisiimii olup koordinatlarinin permiitasyonlarin yoluyla

(X, Xy 0e X, )0) = (X, Xys.0 X, )O = (Xotys Xo(2)>++ s X))
ile tanimlanir. Standart bagint1 yoluyla

C.M)=F,M)/X,
ile isimlendirelim. F, (M)nin g islemi altinda n-li farkli elemanlarin (x, € M)
yoriingeleri permiitasyon yoluyla ayrik iseler ayni yoriingededirler. Buradan C, (M)
uzay1r M deki siralanmamis n ayrik noktalarin bir uzayidir. Bu uzay siralanmamis n
tane noktanin konfigiirasyon uzayidir. F,(M)den C, (M)ye bir doniisim X,
ifadesini tanimlar.

p, F,(M)—C,(M)

doniisiimii 6zel olarak n!-kath ortii uzayidir.

Bu yapinin E’ iizerine tasmmasiyla 6zel olarak asagidaki Teorem 2.5.2 yi
verebiliriz.
Teorem 2.5.1 : Kabul edelim ki n > 2 olsun ve 1 <r <n iele alalim.
n.F,,(M)—>F, (M),
ile tammlanan
ﬂ(xl,xz,...,xn)= (xl,xz,...,x,),
haritasi, 0 zaman
Eoirney (M)
nitelik ile yerel bir ag teskil eder.

Teorem 2.5.2 : F,(E*), E* diizleminin n-sirali noktalarmin konfigiirasyon uzay1

icin
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7 (F (EH)=0, 22
dir. Daha genel olarak, n>1, m >0 i¢in

r(F_(E»))=0, =2

n,m

dir.!"

E’ deki bir yay, [0,1] in A, :[0,]]— E’ yoluyla E’ e gomiilmesi olarak
diisiinebiliriz.
Tamm 2.5.1 : Eger A’={A",A%,...,A°} dan A'={A' A" .. A'} e z-

permiitasyona sahip geometrik orgii yoluyla bir homotopi bagintis1 varsa A’ ve A'

orgiilerine denktir veya homotopiktir deriz. Bir bagka ifadeyle, eger n tane siirekli
F, :[01]x[0,1] — E’ 1<i<n
doniisiimii mevcut ise ve A’ ve A' e homotopiktir denir. Burada fonksiyonlar

0<t<1, 1<i<n

F(1,0)=A] (1)
F,(t) = A (1)

0<s<l1, 1<i<n

'

F,(0,5)=P,
F.(,5)=P,

(i)
sartin1 saglarlar. Eger A’ :[0,]] > E’ ii AJ(t)=F,(t,s) araciligiyla tammlarsak, o
zaman A° ={A°,A%,.. A}, her biri 0<s<I icin (7-permiitasyonu ile) bir

geometrik n-orgiisiidiir.

M deki orgii uzaymnin konfigiirasyon uzayma bakalim. Bu M =E* icin

Artin’in  geometrik Orgiisiidiir. F, (M) de ¢, taban noktasim goz Oniine
alalm.c, = p,(c¢,), C,(M) de bir taban noktasidir. C, (M) nin esas grubunda keyfi

bir Be z,(C,(M),c,) eleman olan B y1 f:[01]]=C, (M), fO)=f1)=c,
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ilmegiyle temsil edelim. p,:F,(M)—=C, (M) ortii doniisiimiinde
f:loi]—- F, (M), f©)=c, olan f nin bir lifti vardir. re[0]1], i#j igin

f®)=F veMde 1<i<n, icin f :[01]—M seklinde f=(f,.fo.fsrcenf,)

J

yaymn disiinebiliriz. M de (£;(0), £,(0), £3(0)..... £,0)) ve p.(7D)=p,(F0)=c,

oldugundan 7 pertiimasyonu olup (7,(0), £,(0), £, (0)..... f,(0)) da M dedir.”!

A :fol]sMmx[ol] 1<i<n, A.()=(f().1) gomme  doniisiimii
tanimlayalim. Burada A =3" A, ifadesi M x[0,1] iizerinde n bilesenli olup &rgii
tamim ve sartlarini saglar. Ozel olarak M ><[0,1] deki A sistemi M =M X[O,l] in
P.,P,,P,,...,P, noktalarin1 ¢, € F,(M) koordinatlar1 yardimiyla m den m e
olan 7 permiitasyonu yoluyla M x{1} nin P ,P,,P,,....,P, ye gotiiren ozel bir

sistemdir.

Bu A sistemini veya daha genel olarak Be 7z,(C,(M),c,) homotopi sinifini
n bilesen iizerinde M deki 7 permiitasyonlarnin orgiisii olarak adlandirilir.™
zT, (Cn (M ),EO) grubu n bilesenli M iizerinde renklendirilmis grup olarak
adlandirilr.”!
Teorem 2.5.3 : Artin Orgii grubu B(n), 71'1(Cn (Ez),co) esas grubuyla kanonik

ozdeslenebilir.”!

Ozellikle, B(n) nin bir grup olduguna dair bir ispata sahibiz. Asagida B(n)
ve 7T, (C” (E 2),co) in serbest olarak 6zdeslenmesi vardir. X, ifadesi i¢in homotopi

dizisi p,: F,(E*) — C,(E*) asagidaki temel bagintiya indirgenir.
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1 7,(F,(E*),¢,)—2—7,(C,(E*).c, )—=o X, > 1
Eger tamimlamay1 kullanirsak;
B(n)=1,(C,(E*).c,)
ve
H(m =,(F,(E").5,)
dersek H(n) nin elemanlart bilesenlerin permiitasyonuyla birlikte n bilesenli

orgiidiir. Bir onceki paragrafta bu orgiiye renklendirilmis 6rgii ad1 verilir.

Teorem 2.5.4 (Artin Temsili) : n bilesenli geometrik 6rgiiniin B(n) grubu gerenleri

0,,0,,0,,...,0,_, olan ve tamimlanan bagntilar1 asagidaki sekilde verilen bir

n—1

temsile sahiptir. """’
56,=6,6, |i-j=22 1<ij<n-1
0,0,,0,=0,,0,0,, l<isn-2

Ispat : B, soyut grubunun gerenleri &,,8,,8,,...,6, , ve tanimlanan bagintilari ise

() 6,6,=6,6, |i-j22 1<i,j<n-1

ile verilsin. Bu takdirde

1,:B — B(n),
asikar homomorfizmi vardir. Bu homomorfizm &, yi o, ye tasir. (1) ve (2)
bagmtlar1 B, ve B(n) aym oldugu i¢in iyi tanimlanmistir. Biz simdi 7z, nin bir

izomorfizm oldugunu kanitlayalim.

B(n) orgii grubu icin

1— H(n)—L—B(n)—=>Y, —1
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dizisini elde ederiz. Burada
Hn) =7, (F(E®).c,)

ile 6zdeslenen renklendirilmis orgii grubu ve 7, ise permiitasyon homomorfizmidir.

B, soyut grubu i¢in

7 :B —>2,
seklinde verilen ve &, degerini (i,i +1)€ 2, transpozisyonu iizerinde i yi i+1 ile yer
degistiren bir permiitasyonuna doniistiiren dogal bir 1-1 6rten homomorfizmi vardir.
Migkiler (1) ve (2) ye uygun olarak Y, deki transpozisyonlari (pozisyon degistirme)
ayn1 i¢in homomorfizm 7, iyi tanimlanmustir. Ayrica transpozisyonlar 2. degerini
tirettigi icin o da surjektiftir.

H, =ker? ,
7 in cekirdegini gostersin.

p,H, —B,
de dogrulan homomorfizm olsun. B, soyut grubu i¢in, 7,

l-H —25B 233y -1

n

kisa dizisini elde ederiz. 7,(0,) = (i,i +1), ifadesi 2., dedir. Buradan
1 » H 25 B %5 3% - 1
4 i, 1

1 - H®m —— B(n) — 2, — 1

elde ederiz.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. 3-Orgiiler i¢cin Minimum Gecis Sayilari

B de bir orgii ifadesi, iki paralel yiizey arasinda birbirlerini sarmalayan ard
arda gelen sicimlerin gecis yerlerini ortaya koyar. Bu konuyla ilgili 3-orgiilere
yonelik bir 6nceki boliimde verdigimiz Artin temsiliginden faydalanacagiz.

{0,,0,100,0,=0,0,0,}
Bir ifadenin uzunlugu, basitce karakterlerin sayisal ifadesidir: Eger

B=o{cloc®clc ... (6)

ise 0 zaman

L(B) =|a | +| 8| +|av. | +| o] +|ers | + ...
dir. Bir ¢ok degisik orgii kelimesi ayn1 topolojik B oOrgiisiine denk gelir. Asagida
Sekil 3.1 de verilen B orgiisii 6nce L(B,) =12 uzunlugunda olup B, ifadesi ile

gosterildi. Bu orgiiden buna denk olan L(B_. ) =8 uzunluguna sahip olan orgii elde

min )

edildi.

Ayni zamanda Sekil 3.1 deki diyagramlar, orgiiniin bir ylizey (x-z yiizeyi)
lizerindeki resmini ifade eder. Iplikgiler, yukardan x-eksenine paralel olarak
siralanmis, asagiya dogru yonlendirilmis ve y-ekseni yoniinde birbirleri etrafinda
dolagsarak sonlanmigtir. Bununla beraber, baska yansimalarda miimkiin olabilir,
ornegin bir silindir tizerine yansima gibi. Minimal kelimeler iplikg¢ilerin baslangicta
verilen her bir gecitte diizgiin (veya eskenar) iicgenlerle bitiminde elde edilmistir.
Bundan baska yani silindirik yansimalardan bagka arastirmacilar tarafindan

bulunmustur.
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Sekil 3.1

3-orgiilerinin minimum edilmesine yonelik algoritma, Artin temsiligindeki
terimlerden agiklanacaktir. Bununla birlikte, algoritma ile ilgili ispatlar geometrik 3-

orgiilerin yapisal (diizen) alanlarinin analizi iizerine dayanacaktir.

3.1.1. Algoritma

Tanim 3.1.1.1: A=o0,0,0, =0,0,0,.
Tammm 3.1.1.2 : Bir A kelimesi verildiginde bu kelimede o, in o, ile
degistirilmesiyle veya o, nin o, ile degistirilmesiyle elde edilen orgii A olsun.
Omegin,

A=0,0,°0]' = A=0,0"0;
gibi. A ifadesi A kelimesi iizerinde 3 iplik i¢in diizgiin bir doniise karsilik gelir ve
diger tiim orgii elemanlarindan korunur.

AA=AA  ve AAT=ATA (7
anlaminda elde edilen orgii kelimesi A olsun. A? ifadesi Artin orgiisiiniin merkezidir
ve ii¢ Orgiide tam bir doniise karsilik gelir. Garsi’de ¢6ziimiinde de 6nemli rol oynar.

Tanmm 3.1.1.3 : Asagidaki dort ifadenin her birisi wrap olarak isimlendirilir.

38



- -1 -1
0,0, 0,0, o, 0, o, O, ®)

Algoritma:

(i) Verilen B, orgiisiinde Ave A" in tiim olusumlari arastirilir. Bu olusumlar her

nerede bulunursa AA=AA kullamilarak Alar sola alimir. Bu isleme A'B, formu
bulununcaya kadar devam edilir. Ornegin,
o Ao A = (0,8)0;, A oA =~0,}
= (A'o,)o, A"
= No,0,° A"
= No,(0,7)A"! o7 =0 =670}
= No,(o,'0," A"
= No,0,'0;'A”

= No,0,' 0,'A"
%K_J

= Ao, A"

= N(0;'A™) fo;'a" =atoy
SUNCN

= ANAN'o]!

= @MHAel N = AT = AA A=A}
= (A’A)A 07!

= N’AN o7

= NAN o}

= No;'
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Dikkat etmeliyiz ki A"B, de B,, A dan bagimsizdur.

(ii) Simdi de 0,0,0, = 0,0,0, temel iliskisini kullanarak ortadan wraplar kaldirilir.
0,0,=Ac;' o0,0,=Ac,' o/'0;'=A"c, o,'0]'=A"0, ©)

Ifadeleri yardimiyla B de biitiin wraplar1 aragtiracagiz ve onlari rnegin, 0,0, i

Ao ile yer degistirerek kaldiralim. Bu adimda en solda (i) bagintisinda oldugu gibi

yeni A lar elde edilir. Bu durumda sonug ya B = A"B, ya da B = A'B, seklindedir.

Burada

—h

B, =0/0,"0"0,"...0/"0," (10)

dir. Bagmtidan r,q lar pozitif tamsayilardir (r,qge Z*) ve g = Zqi , F= Zrl. dir.
i=1 i=1

W(B) ye B ifadesinin writhesi denir ve ¢ nin iislerinin cebirsel toplamindan olusur.
W(B)=3p+q—r

dir.

(iii) Bu bagmut (ii) bagintisinin kismen tersidir. Kesinligini saglamak i¢in p >0 ve

B =A"B, oldugunu kabul edelim. Bu durumda A min sada oldugu herhangi bir

zamanda ondan 0,0, wrapmi bulmak icin kelimeden geriye kalan ilk o' ile

birlestirelim. Bu durum her zaman yapildiginda uzunluk, (7) de verilen bagintilar

yoluyla indirgenir. Bu durumda
B=A'cl0,"...0""0,"
=ANct (A'A)oy" ooy {AtA=e}
=ANo"A'Ac," ...oM"0;"™
=A (crf‘ A )AO'; "olmoy™ {0'1’“ A =A'oh }

= A (Aot Aoy ..ot oy
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=AN'AN'cl Ao, ...oMm0;"

=(APAY ol AGy ooy ATAT = AP = A
= (AP“ )O'Z?IAG;" .olmoy

=A"clAc;" ..o 0,

—h

=A"0! A0, 0,0, ...00" ;"

e
=A"0!Ac;'0,0,"...00 0,
_ APl __g -1 -1 G =T s | -n _ ~—nh+l
=A"0,A0,; (020'21)...01 o, {02—0'2 ,0,0," =0," }
= A'60AG; (077)...ot oy

N P =1 5=+l I 5 "m
=A"05 Ao, 0, ...0/"0,

— APl 54 1) sritl I T —

=A 0'2'(A0'2 )0'21 ...o/"o, {A0'2 —0'20'1}
APl —n+l G e
=AN"c(0,0,)0,"" ...00" 0"

_ APl g A 4 s

=AN"ol0,0,0,"" .. .00,

olur. Bu isleme hi¢ A kalmayinca ya (p <r) kadar veya hi¢ o,' kalmayinca ya
(p=r) kadar devam edilir. Sonu¢ olarak ortaya cikan ifadeye B, , olarak
isimlendirilir.

Teorem 3.1.1.1 : Herhangi bir B orgiisii verilsin. Bu durumda AB,, bir tektir. Buna
ilave olarak herhangi bir B orgiistiniin B, kelimesi minimum L uzunluguna sahip

olanidir ve bu kelime tek bir sekilde olusturulmustur.

Ispat : 3.1.3 boliimde bu teoremin ispat1 verilecektir.

Simdi burada 6rnek (Sekil 3.1) ve algoritmanin kisa bir agiklamasini yapalim;

(i) bagintisinda uzunluk L olsun. L, her defasinda (7) den dolay1 6 kez azaltilmistir.

Yani A ve A arasinda bir yok etme séz konusudur. (i) bagmtisi i¢in drnekte diger
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baska yok etme s6z konusu olabilir. (ii) bagintisinda ise L iki wrapina almasiyla (7)
den artirilir. Fakat AA™' nin iptaliyle daha fazla yok etme de soz konusu olabilir.
Boylece, ifadenin bir yerinde o,0, agilimi yapilmigsa ve diger bir yerinde o;'c'
acilimi yapilmigsa daha sonra yok etme sonunda net uzunluk 2 kez azalir. Eger (ii)
bagintisindan sonra hala A ifadesi kalmigsa, o zaman onlan (iii) bagintisinda oldugu
gibi wrap i¢ine koymak en faydali yol olur. Sekil 3.1 bize asagidaki 6rnegi verir;
burada
B, = 0-20-1_20-2_20-10-2_10-10-220-10-2
dir. Biz burada B, degerini bulalim.
B, = 0-20-1_20-2_20-10-2_10-10-220-10-2

= 0-20-1_20-2_20-10-2_10-1 (0-22 )0-10-2 {0-5 = O-;H = 0'20'2,0'; = 0-2}

= 6261_262_20-162_161 (0-20-2 )0-10-2

=o0,0,’0,°0,0,'0,0,0,0,0,

= (7261_202_20102_1610-2 (02610-2) {(72(71(72 = A}

=0,0,'0,°0,0, 0,0, (A)

=0,0,’0,°0,0,'0,0,A

= 6261_262_26162_161 (GzA) {GzA = AGI}

=0,0,°0;’0,0;'0,(Ac))

=0,0,0,°0,0,'0,A0,

=0,0,'0,'0,0; (O-IA)O-l {O-lA = Ao-z}

= (72(71_2(72_2(71(72_1 (AO‘2 )(71

=0,0,’0,°0,0,'A0,0,

42



_ -2 __-2 !
- GZGI 02 Gl (0-2 A)0-20-1
_ -2 -2 -1
_0-20-1 0-2 O-l (Ao-l )0-20-1
_ -2 __-2 -1
=0,0,°0, 0,A0, 0,0,

2 -2 -1
=0,0, 0, (O-lA)O-l 0,0,

-2 __-2 !
=0,0, 0, (A(72 )0-1 0,0,

-2 -2 -1
=0,0, 0, Ao,0, 0,0,
_ -2 -2 -1
_0-20-1 (0-2 A)O-Zo-l 0-20-1
_ -2 -2 -1
- GZGI (AGI )0-20-1 0-20-1

-2 -2 -1
=0,0, Ao, 0,0, 0,0,
_ -2 -2 !
- 02 (Gl A)O-l 0-20-1 0-20-1
_ -2 -2 -1
_0-2 (AO-Z )O-l 0-20-1 0-20-1
_ -2 -2 -1
=o0,A0,°0,°0,0, 0,0,
= (0'2A)0'2‘20'1‘20'20'1‘10'20'1
= (AO-1 )0-2_20-1_20-20-1_10-20-1
=A0,0,°0,°0,0, 0,0, =AB,
_ -2 -2 !
- AO_I (62 Xo-l )GZGI GZGI
_ -1 -1 -1 __-1 -1
_Ao-l (0-2 0-2 )(O-l O-l )0-20-1 0-20-1
_A -1 -1 __-1__-1 !
=A0,0, 0, 0, 0, 0,0, 0,0,
_ -1 -1 -1 -1 -1
_AGIGZ (62 Gl )O-l 0-261 GZGI
_ -1 -1 -1 -1
_AO-IO-Z (A 0-2)0-1 0-20-1 0-20-1
=Ao,0,'N'0,0]'0,0,'0,0,

=Ao,0,'A0,0,'0,0," (0-20-1)
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{0-20-1 = Ao-z_l}



= Ao-lo-z_lA_lazal_lazal_l (Aaz_l)

—1 -1 -1 -1 -1
=Ao,0, A 0,0, 0,0, Ao,
=Ac,0;,'A 0,070, (07 A)o;! {or'a=n0;'}
_ Z1 A1 -1 1) -1
=Ao,0, A 0,0, 0, (A0'2 )0'2

—1 A-1 -1 -1 -1
=Ao,0, A 0,0, 0,A0; 0,
= Ac,0,'A 0,07 (0,A)0; 03! lo.A=40}
=Ao,0,'N'0,0,'(Ac,)o; o
=Ao,0,'N'0,0]'Ac,0;'0;'
=A0,0,'A"0,(07"A)o,05' 07 {or'a=n0;"}
=A0,0,'A70,(A03" 0,07 07
=Ao,0,'N'0,A0,'0,0,'0;'

1 a-1 -1 -1 -1
=Ao,0,'A(0,A)0,'0,0,'0; {o,A=A0,}
=Ao,0,'N'(Ao,)0,'0,0;' 05
=Ao,0,'N'Ac,0,'0,0;'0;'

=Ao,0,'A'Ac,0,'0,0,'0;

e

=Ao,0,'0,0,'0,0,'0;'

1¥2 1¥2 1¥2 2
_ -1 -1 -1 -1 1 o=l _ (DD _ 2
- Ao-lo-Z 0-162 Gl (0-2 0-2 ) {0-2 0-2 - 0-2 - 0-2 }
= Ac,0;'0,0,'0,(07)

1¥2 1¥2 1 2
_ -1 -1 2 _
=Ao,0, 0,0, 0,0, =AB,

-1 -1 -2

= (Ao-l )0-2 0,0, 0,0, {Ao-l = O-zA}

=(0,A)0;,'0,0;'0,0;
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=o0,A0,'0,0,'0,0,°

=0,(A0;")o,07'0,05 Ac;' =0,0,}
=o0,(0,0,)0,0;'0,0;

=0,0,0,0,0, 0,0,

=(0,0,)0,0,)0,'0,0;" lo=0'.0,0,=062,00, =07}
=(02)o? Jor' 0,07’
=o0,0.0,'0,0,° =B,
Ifade etmeliyiz ki acik 3-orgiiler bu yolla minimum uzunluklu hale getirilebilir. Acik
orgiiler icin Orgiiniin st ve alt diizlemleri 6zdeslestirir. Bu takdirde orgiiyii ikiye
bolebiliriz ve bu iki par¢anin pozisyonlarini alt ve iist edebiliriz: Eger B =B B, ise
bu takdirde B, iist parcay: alt B, ile yer degistirebilir ve B=B,B_ elde ederiz.
Kabul edelim ki (ii) de B =A"B, den orgiiyii minimize ederiz. B, ifadesi (10) da

verilmistir. p nin ¢ift oldugunu varsayalim. (iii) adiminin uygulanmasiyla B . elde

n

edilir. Buna alternatif olarak Orgiiniin en stten en alta dogru bir kismim alt st
edebiliriz. Ornegin r, # 0 ise
B=A'cl"o{"...00"0,"

=Ao"o" ...00"0;" {esitligin sagdan o} ,soldan o, isleme konur}

(o Wator .at-o o)

=o,"Nolo?" ..ol"o," o)

=o0,"Nolo" ..ol (0'2' oy ) {0'2' oy = e}

=o,"Nolo" ..ol

7 AP f
=o0,"ANolol ..ol
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= (0';"" A )alq‘ ol ..ol {G;’"’ A =ANo)" }
= (APO';’"’ )crf‘ or ..o
=ANo; ool ..o
Bu durumda normal form degismis olmasina ragmen uzunluk degismez. (iii) nin

uygulamasi olarak B ile ayni uzunlukta fakat baska bir sonug elde edilir.

n

Ikinci durumda p tek ise bu durumda da indirgeme s6z konusu olup &rgiiniin
ilk ve son harflerine bakilir. Farkl1 ise yok edilir. Ornegin 7, # 0 ise
B=A'cl"0,"...0""0,"
=Ao/0,"...0"0; {esitligin sagdan o;" ,soldan &' isleme konur}
= (0';‘ )Apaf‘ o,"...ol"0c," (0'2“)
=o0,'Nofo,"...o/"0," o}
= (O'Z_IAP Aot o (0';""02“) {O'Z"‘AP =No;",0,"0; = 02”"*“}
:(APO'I_I f"a;"...al"’(a;’"’“)
=Ao'cl0," ..ol 0,
Eger orgiiniin ilk ve son harfleri aym iseler sonuncusu ile wrap olusturulur. Ornegin,
B=A'clo"...00"
=Ao"0" ...0f" {esitligin sagdan o;"',soldan o;" isleme konur}
(o Woror oto?) o =0l =a1)
=o,Nolo? ...ol"o;'
=()otror . (ora') oA =No,.00 =0}
= (0, )ot 0 .. (or)

— AP 9 59 am~1
=Ao,0/'0/"...0]
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=ANo,0,0; 0o ..ol
H—/

:
=AN'o,0,0]'c 0" ...c""

R W R S
=N (ac; for o ..o

=A'Ac;'of o ..ot

=(AFA)os'op o o A = AN A= AT

= (A" o' ot ..o

=N 'o o op!

Bu sekilde Acift iistlii hale getirilir ve (iii) bagintis1 uygulanarak indirgenir.

3.1.2. 3-Orgiilerin Minimum Gegisli Hale Getirilmesi

Tamm 3.1.2.1 : F,,C ={(a,b,c)la,b,ce C,a #b,b #c,c #a} olsun. (11)
Tamm 3.1.2.2 : Bir geometrik orgii y:[0,1] — F, ;€ egrisidir. y egrisinin, =0,
t =1 aninda y(a),y(b) ve y(c) gibi ii¢ noktanin da icinde oldugu hareketin egrisi
olarak diisiinebiliriz. 1ki geometrik y, ve y, orgiilerinin denk olmast igin gerek ve

yeter sart € x{0} ve €x{l} de ézdeslenen ve ¥, 1 ¥, ye doniistiiren izotopik
deformasyonun mevcut olmasidir. a, b, ¢ nin baslangic pozisyonu olarak asagidaki
se¢imi yapmamiz uygundur.

7(0) = (a.b,c)0) = (0.1,2). (12)
Ayni zamanda (1) degeri de 0,1,2 noktalarinin permiitasyonundan ibarettir.

Tanm 3.1.23 : @,.0, .0, bir formlarini ve onlarn integralleri A,,4

ﬂ'ca

ab bc?

degerlerini asagidaki gibi tanimlariz.
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1 db—da

“~2iz b-a (3)
ve
2ar)=[" o, (14)
Buradan,
2, (y0) =4, () = ; log 20 =) (15)

in gb(O)—a(O)
yazariz. Yani A, degeri kompleks diizlem iizerindeki Riemann yiizeyinde deger alir.
Tamm 3.1.24 : v, ,,v, ve vy ile gosterilen winding sayilar asagidaki sekilde

tanimlanir.

W, =Re A, (y(1) = Im——log 2D =40

1
2r ¢ b(0) - a(0) (16)

Bu olgii 0 ve t zaman araliginda a ve b iplik¢ikleri arasindaki birim tam doniisiin

sayisidir. Ayni zamanda toplam winding sayist ise,
W =y, O)+vy, O+, @) (7
ile tammlanir.

Tamm 3.1.2.5 : 7, C R, kiimesi tim admissible iclilerin simift (y,,,y,.,¥.,)

olsun. Admissible nin anlami; kompleks (ya da Euclid) uzayda bu winding sayilarina

sahip olan liggen olmasidir.

Sag el yonlenmis ve bozulmamais iiggen i¢in (l//a,,, Vies V/m) admissible ti¢liisii

su sartlar1 saglar:
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0<(y, ~v,,)modi <
1
0<(w, —Ww)mod1<5 (18)

0 <~y ~ 3 Jmodi <
sol el yonlenmis ii¢genler i¢in ise,

0<(pr, —v, Jmodi <3
1
0<(y,, —l//bc)mod1<5 (19)

0<~(y, ~v,,)modi <
sartlar saglar.

Tanim 3.1.2.6 : 0<(y, -y, )modl < %
1
0 < (l//hc - l//ca )mOdl < E

0<~(y, -3 Jmod1 <

sartin1 saglayan 7, de baglantili bolgeye sag el yonlenmis prizma denir. Benzer

sekilde

0 < (l//ah - l//ca )mOdl < %
1
0 < (l//ca - ')th)mOdl < E

0<~(y, —v.,)modi <

sartin saglayan 7, de baglantili bolgeye sol el yonlenmis prizma adi verilir.
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Eger (v,,.w,..¥.,) admissible iigliisii uyumlu ise, 0 zaman

W + 5.9, + 5, +2)
bu sayilarda uyumludur ve burada x herhangi bir reel sayidir. Boylece, 7, geometrisi
asikar olmayan sadece (1,1,1) yOniine dik bir ylizeydir. Boyle bir yiizey, @ =0
yiizeyidir.
Tamm 3.1.2.7 : P, c 7, diizlemi asagidaki gibi olsun.

P, =AW Voo W) 1 Wy + Ve + W, =0} (20)
Bu durumda tiim iicgensel bolgeler prizmanm dilimlenmesine karsilik gelir. Bu
bolgelerin kenarlart (yani prizmanin yiizleri) yasaklanmistir. Koseleri (a, b ve c) ise
(prizmanin kenarlar1) bozulmus ticgensel alanlardir. P, de a, b ve ¢ ye karsilik gelen
ticgensel bolge eskenar iicgeni olusturur. Koordinatlari,

¢, =06y, —2W
yoluyla ¢,,.4, .., olarak belirleyelim. @, -koselerinde tamsayi 6 nin ¢arpanidir. Bu

durumda 7, den P, iizerine doniisiim,

(l/jab ’ Wbc ’ l//ca ) - (¢ab 4 ¢bv ’ ¢va ) = 6(l/jab ’ va ’ l//ca )_ Z(W’W’W) (21)

ile verilir. Toplam winding sayilant y,; =y (1), izotop deformasyon altinda
invaryanttir. Yani eger y, ve ¥, denk ise bu takdirde ¥, , =y, , dir. Bunu gdormek
icin, y ifadesi, @, ifade seklinin integrasyonu aracilifiyla elde edilir. @, kapal
olup bu integral ¥, ve , egrilerin homotopik olmalar1 nedeniyle aynidir. Orgiilere

yonelik yiliksek mertebeden kanatlanma sayilart benzer bicimde tanimlanabilir.
Ornegin, iiciincii mertebeden invaryant;

7D

l//abv = 7(0) (ﬂ“abwbv + ﬂ“bvwva + /1 @ )iabwca - ﬂ“bvwab _/’ivaa)bc ) (22)

ca~"ab
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ye C egrisi a, b ve c aralarindaki acidan dogan ve faz egrisi olarak isimlendirilen
birer 7 € 7, ve ¥ € P, egrilerini dogurur. Biraz 6nceki ifadeye benzer olarak 7, ~ 7,
olmasi igin gerek ve yeter sart egrilerden birisinden izotopik deformasyon altinda
digeri elde edilebiliyor olmasidir. Burada 7, = (Wab’l//bc")”va) degeri izotopik

deformasyon altinda invaryanttir. Baslangic noktalar1 da %(0) = (0,0,0) olarak

alinmustir.

Sekil 3.2

Teorem 3.1.2.1 : Iki geometrik 6rgiiniin, yani y, ~ 7, icin denk olmas! i¢in gerek ve
yeter sart 7, ~ 7, olmasidir.

Ispat : Kabul edelim ki p, ~y, olsun. Bu durumda sabit bir s, igin ve
I'¢,0)=y,@), I'(t,]) = y,(¢) ifadelerini saglayan bir I'(¢,s) bir homotopisi vardir.
Ayrica T'(t,s,) bir geometrik orgiidiir. Benzer sekilde 7, ~ 7, oldugundan T'(z,s,)
nin varligl ve 7, ifadesi lizerinde bir yol oldugunu ve I'(t,0)= 7,(0), INANE 7, (1)
ifadelerinde saglanacagini ifade etmektedir.

G:F,C—r,

egrisi verilsin. Burada (), 77(t):G(7(t)) egrileri  (13), (14) ve (16) sartlar
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tarafindan verilmistir. y, ~ 7, oldugunu kabul edelim. Bu takdirde herhangi bir sabit
s icin T(t,s) = G(['(z,s)) olur. Bu ise 7, ~ 7, ifadesini saglanmasidir. ¥, ~ 7, olsun.
O zaman

INGORI U079 ()
homotopisi mevcuttur. ¥,(¢), 7, (¢t) asagidaki sekilde tanimlansin ve

[(t,s) = (a,b,c)t,s)
seklinde bir homotopi olusturalim.

a(t,s)=1-s)a,(t)+ sa,(t) 23)
ve ikinci olarak,

1y (t,5) = (1= 5)|b, (1) — a, ()| + s|b, (1) — a, (1)| (24)
olsun. Bu takdirde,

b(t,s) = a(t,s) + 1, (t,s)eV» " (25)
ve sonug olarak

ct,s)=a(t,s)+r, (t,s)eV"" (26)

dir. (Sin(y , (t,5)—w, (t,5)) # 0) Bu ifadede

., (t,8) _ r,(t,s)
Sin(l//ab (,5) =¥, (1, 5)) Sin(Wab (,8) =y, (, 5))

27)

dir. (t,s) nin soyutlanmug degerleri icin, bozulma oldugunu bir ifade eder.
Siireklilikten Sin(y/ab t,s)—y,.(t, s)): 0, r,(t,s) ifadesini segebiliriz. I'(,s)
ifadesini gerekirse I'(z,s) nin bozulma yapisindan ¢ikarabiliriz.

Teorem 3.1.2.2 : Geometrik orgiilerin sinif1 tamamen ve tek bir sekilde (i), (ii) ve
(ii1) ile belirlenir.

HW=2Wl) =2y, +v, +v.,)
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(i) P kelimesi, pes pese gelen harfleri 6zdes olmayacak sekilde A, B ve C gibi ii¢
harften olusan bir kelimedir.
(iii) Bir s nin isareti s {—1,1} dir.
Ispat : (i) 7 faz egrisi, artan bir W degerinin (1,1,1) yoniinde engel olmaksizin da
deforme olabildigi i¢in, her zaman sunu yazabiliriz.

W(t)=tW(1) (28)
Bu durumda, (28) i saglayan iki denk geometrik oOrgiiler sadece P, deki ¥
islevlerinde farklilasacaktir. Diger taraftan (17) den biliyoruz ki,

W =y, O)+vy, O+, @)
dir. (17) ve (28) sartlar1 birlikte diisiiniirsek yani,

WD =W =y, )+, () +y,, 1) (29)

olur. Burada y; =y, (1) ifadeyi dikkate alarak 7 =1 i¢in
WwWhH=wb=y,DO+y, D+y, D

=V TV TV
yazabiliriz. Bu ifadesinin aynisi ile taraf tarafa toplarsak asagidaki ifadeyi elde
ederiz. Yani
W) =2y, + ¥ +¥e)

olur.

(ii) 7 egrisi dogrularin kesisme noktasindan gectigi zaman a, b ve ¢ noktalart ayni
dogru iizerindedir. Eger a noktas1 ortadaysa bir A kesisme noktasini, eger b noktasi
da ortadaysa bir B kesisme noktas1 ve ¢ noktasi ortadaysa C kesisme noktasi olur.
t =0 dan baslayarak, baslangi¢ noktasi icin B yazalim. [(a,b,c) =(0,1,2) olmasi,

tanim1 saglamak igin sec¢ildi] ve 7 kesisme noktasini direkt gectigi zaman bir
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isaretten bahsedilir.

7 egrisinin deformasyonu sadece Sekil 3.2 de goriildiigii gibi kesisme
noktasindan ilmiklenmisse kelimede degisebilir. Boylece kelime sadece tekrar
edilmis harflerin (veya degerlerin) silinmesi ve ilavesi araciligiyla degisebilir. Aksine
olarak eger kelime tekrar edilmis harfleri icerirse, o zaman bunlar izotopik
deformasyon tarafindan yok edilebilir. Bu isleme baska bir yinelenen harfler
kalmayana kadar devam edilir. Ornegin,

BACABBABC = BACAABC = BACBC
—— ——

(iii) ¥ egrisi alterne olarak sol yonlenmis ve sag yonlenmis taraf prizmaya geger. s
isareti # in egrisinin gectigi ilk prizmamn isaretini acik¢a ifade eder. Ornegin;
P=BACBC ise, o zaman bu kesigsme noktasi icin iki secenek vardir. Bunlardan biri
sol yonlenmis prizmadan gegen o, ve (s=-1), digeri ise o0;' sag yonlenmis

prizmadan gegen ve (s =1) dir. Buna gore s e {—1,1} dir.

3.1.3. Artin Orgiisiiniin Faz Egrileri

o, ve 0, den elde edilen artin orgiisii, ¥ veya 7 seklinde resmedildiginde
neye benzer? Artin Orgiisiinde her bir o orgiiniin gecislerine karsilik gelen a, b ve ¢
den bagslayip reel eksende sona eren siralamasi permiitasyonla belirlenen geometrik
bir orgiidiir. o ya karsilik gelen 7 faz egrisi prizmanin yiiziinde baslayan ve
prizmanin kenarinda sona eren egridir. Benzer olarak ¥ egrisi P, {in bir kosesinden
baslayan ve bir ticgensel bolgeyi boydan boya gecen ve yeni bir kdsede sona eren
egridir. Aym1 zamanda her bir o, W de *1/2 kadar degisir. 0,0,0, =0,0,0,

ozelligi Sekil 3.3 de gosterilmistir. Bu kelimelerin her birisi A nin yar1 doniisiimiine

54



karsilik gelir. Onlarin faz egrileri olan ¥ (prizma kenarinda) dikey yay olup W nin

artma yoniinde iken ¥ projeksiyonu bir noktada kalir.

I

I»

e
0
=

h

Sekil 3.3

Sekil 3.4 0,0,0, veya 0,0,0, Orgiilerine karsilik gelen ¥ faz egrisini Sekil
3.4 ve Sekil 3.5 ise (0,1,2) den baslayan ve o, ve o,'c,' wraplarini gosterir. Her
ikisi de B kosesinden A kosesine gegisi gosterir. Herhangi bir koseden baslandiginda,
4 tane komsu nokta vardir. Bunlara direkt olarak 4 hareket o,,0,,0,',0, yoluyla
ya da A nim kuvvetlerinin wrap formuna ilavesiyle ulagilir. 7 faz egrisi grubunun

merkezine bir ¢arpan bulunmasi faydalidir.

.9/\5‘38 -

<

C

Sekil 3.4
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>, ~b-~c R A
Y

Sekil 3.5

Tamm 3.1.3.1 : Eger 7, ~ 7, (7, egrisi ¥, ye doniisiirse) ise, bunlara karsilik gelen
faz egrileri 7, ve ¥, olmak lizere 7, =%, olur. Ciinkii Sekil 3.4 ve 3.5 de goriilecegi
izere (9) sartindan 77(0'1‘ ‘o, 1)1 }7(0'1) araciliftyla A=0 (tek bir nokta iceren egri)

olur.

Simdi 3.1.1 boliimiinde verdigimiz teoremi ifade edip ispatlayalim.

Teorem 3.1.1.1 : Herhangi bir B 6rgiisii verilsin. Bu durumda A°B, bir tektir. Buna
ilave olarak herhangi bir B orgiisiiniin B, kelimesi minimum L uzunluguna sahip
olanidir ve bu kelime tek bir sekilde olusturulmustur.

Ispat : 7 faz egrisine sahip olan bir B orgiisii olsun. Ayrica [}7] onun = ye gore
denklik smift olsun. [}7] nin her bir eleman1 ayn1 minimum kose nokta dizisi P ye
sahip olur. A gecisi P deki yiizler arasindaki gegis 1,2,4,5,7,8,... gibi ayn1 kelime
uzunluguna sahiptir. (Buna gore o,,0,'0,' ,Ac,,A"0;",...) Her bir gegis
verildiginde tek bir o kullanimiyla tam olarak bir yol vardir. Bu takdirde B, Artin
orgii kelimesinde sadece bir o kullanilmasiyla her bir gecisi saglayan ¥, egrisi
vardir. L(P) = (P deki harf sayis1)-1 olsun. Bu takdirde L(B,)=L(P) dir. Eger
y+7, ise ¥ ve 7, ifadesi A nmin p inci kuvvetine gore farklidir. Writhe bir

invaryant oldugundan p = (W(}_/)—W(}_/2 ))/3 yazarz. Kelimenin uzunlugu A larm
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nerde olduguna gore degisim gosterebilir veya 7 nin 7, nin iist veya altina
tirmanmastyla degisebilir. A°B, nin tam uzunlugu, A ve o' lerden wraplarin

olusmasiyla veya A™' ve ¢ larm wrap olusturmasiyla azalir. Su halde eger p pozitif

(p=0) ise A ile o' ler arasinda dagihir. Eger p>r ise p!/r!(p-r)! yolla bu

gerceklesir. Bir tek dagihm ilk po™" nin wrapa déniisiimii yoluyla belirlenir.

Bu N >3 i¢in N-orgiilerin konfigiirasyon uzaymda minimallestirilmesi
problemini sonug¢landirir. N-orgiileri i¢in konfigiirasyon uzayini boyutu asagidaki
yolla hesaplanabilir: Her t degeri icin orgiiyii ilk iplik¢igi (x,y)=(0,0) da kalan
orgiiye doniistiiriiriiz. Bu ise 2(N-1) boyutta olmasidir. Gegitleri dondiirmek ve

Olgmek 2 den biiyiik boyutlar i¢in zordur. Bu nedenle uzayin boyutu P, e

benzemelidir. [2(N-2)]

3.2. Kelime Problemi

Bir S n-orgiisii verildiginde buna denk olan bir baska B n-orgiisii olmasi
icin & bu orgiilere karsihk gelen B, oOrgiisiiniin elemanlarinin esit olmasidir.
Notasyonlar1 azaltahm ve 3 ve B ile orgiileri isaret edelim. Buradan B ve S nin

(B=p) esit olup olmadigina dair pratik bir metodun gerekliligi aragtirilmalidir. Bu

problemin ¢oziimii cebir agisindan kelime problemi olarak adlandirilir.

Orgiiler igin kelime problemi: “Herhangi iki 3, ve [, orgiileri verildiginde
B, =B, olup olmadigini ifade eden bir algoritma var midir?” ile agiklanir. Bu
soruyu biraz degistirsek “ B, (B, =, = BB, =1) ifadesini saglayan orgii

algoritmasi nedir?” seklinde de yazabiliriz.
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Boyle bir metod mevcut olup, bu algoritmayr hazirlamak icin gerekli
asamalar1 asagida verecegiz.
1. Adim: Bu soruda verilen Orgiiniin saf Orgii olup olmadigidir. Bu soruyu
sormaktaki amacimiz 1 in (agikar 6rgii) saf 6rgii oldugundan, £ orgiisii verildiginde

bu orgii saf orgii degilse hemen £ nin 1 olmadigini sGyleriz ve algoritma sonlanir.

[ orgistiniin  saf orgii olup olmadigini belirlemek kolaydir. £ nin
permiitasyonunu goz Oniine alalim. z(f) = (1) ise f asikar (saf) orgiidiir.
2. Adim: S saf 6rgii ise tanimdan biliyoruz ki
1 2 - n

ol 27
dir. Bu takdirde orgii

B=o0,0a,...c,,
sekline doniistiiriiliir.
3. Adm: S=qa,x,...a,

orgiistinde her bir @, nin asikar olup olmadiginin arastirilmasi.

Bu asamalardan sonra kelime probleminin ¢dziime sahip oldugu sdylenebilir.
Ayrica biliyoruz ki kelime problemi serbest grup yapisinda ¢oziilmektedir. Bu islem

burada sozii edilen 3 asama ve daha fazlasim gerektirmektedir. Kelime problemi B,

de cozme girisimi, yukarda verilen 3 adimdan sonra ortaya cikan Orgii yapisinin

serbest grubun elemanlar1 olmasindan faydalanarak yapilir. Buna bagh olarak B, de

¢cOziime ulagilir.

Bu problem ¢ok daha detayh aragtirmalar gerektirmektedir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Orgii ve orgiilerin diigiim teorisi hakkinda bilgi verildi. Ayrica herhangi bir
diigiim verildiginde bu diiglimden bir 6rgiiniin nasil elde edildigini 6rnekle agikladik.

Diger taraftan konfigiirasyon uzaylar1 hakkinda bilgi verdik.

Verilen bir n =3-bilesenli orgii i¢in (minimal uzunluguna sahip) Berger’in
ortaya attig1 algoritmay1 inceledik. Bu algoritma bir n = 3 -bilesenli 6rgii verildiginde
bundan minimal gecise sahip bir orgii elde etme islemini yapmaktadir. Minimal
gecisli orgli elde etme problemi notasyon olarak ¢oziimde ve c¢izimde ekonomik
yollar vermektedir. Bu algoritma Simsek ve arkadaslar1 tarafindan bilgisayar
programi haline de doniistiiriilmiistiir. Aynm zamanda minimum gegit sayis1 (6rgiiniin
kompleksligiyle ilgili bir 6lciit) fiziksel anlamda ise toplam manyetik alanlarin
biiyiikliigiiniin tahmini i¢in kullanilmaktadir. Freedman ve He 1991 tiiplerde toplam
enerji miktarinin biiyiikligiinii minimal gecisli orgiiye bagh ifade etmislerdir.
Boylesi hesaplamalar giinesin  atmosferdeki manyetik alanlarinin ~ Orgiisii

calismalarinda énemlidir.
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