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OZET

BERNSTEIN POLINOMLARI, q-BERNSTEIN POLINOMLARI VE

YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

AYDIN, Didem
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ali Aral

HAZIRAN 2007, 74 Sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir. Tkinci
boliimde bazi temel tanimlar ve kavramlar verilmistir. Uglincii boliimde Bernstein
polinomlar1 ve g-Bernstein polinomlarinin temel 6zellikleri incelenmis, bu konu ile
ilgili makaleler gdzden gecirilmistir. Dordiincii boliim ise tartisma ve sonug igin

ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: ileri fark operatorii, Lineer pozitif operator, Bernstein

polinomu, g-Bernstein polinomu, Siireklilik modiilii, Korovkin

teoremi, Voronovskaya teoremi.



ABSTRACT

BERNSTEIN POLYNOMIALS, q-BERNSTEIN POLYNOMIALS AND

APPROXIMATION PROPERTIES

AYDIN, Didem
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ali ARAL

JUNE 2007, 74 Pages

This thesis contains four chapters. First chapter is devoted to introduction. In
the second chapter, some fundamental definitions and concepts are given. In the third
chapter, some properties of Bernstein and g-Bernstein polynomials and some papers,
related this matter, are studied. Then in the latest chapter is devoted to argue and

consequence.

Key Words: Forward differences, Linear positive operator, Bernstein polynomial,

g-Bernstein polynomial, Modulus of continuity, Korovkin theorem,

Voronovkaya’ s theorem.
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Cla,b]
L(f;x)
B,(f:x)
B(f3x)
w(f36)

L,(f.x)_f(x)

SIMGELER DiZiNi

[a,b] araliginda siirekli olan fonksiyonlarin uzayi.

L lineer pozitif operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi.
Bernstein polinomlarinin f fonksiyonuna uygulanmasi.

g -Bernstein polinomlarimin f fonksiyonuna uygulanmasi.
f fonksiyonunun siireklilik modiilii.

L (f;x)operatoriiniin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi



1.GIRIS

Matematigin yaklasimlar teorisi, olasilik teorisi, sayilar teorisi gibi bir¢ok
dalinda Bernstein polinomlar1 6nemli uygulamalara sahiptir. Sade bir yapis1 ve

onemli ozellikleri oldugundan Bernstein polinomlarimin kullanimi oldukg¢a yaygindir.

[0,1] araligi lizerinde stirekli f fonksiyonu icin Bernstein polinomu,
~| 7 k k n—k
B(fix)=)_| If|=|¥0=0"", xe[0]]
k) (n
seklinde tammlanmaktadir. Analitik fonksiyonlar icin bu tip gosterimlerin mevcut

oldugu bilinmektedir. Buna gore f fonksiyonunun herhangi bir mertebeden

tirevinin olmasi1 gerekir. Bernstein polinomlar1 bu acidan daha kullanishdir.

Bernstein polinomlarinin olusturulmast i¢in ~ f nin K degerlerinin bilinmesi
n

yeterlidir.

Bernstein polinomlarinin [0,1] araliginda siirekli bir f fonksiyonuna diizgiin

yakinsadig1 gosterilmistir. Bu acidan Bernstein polinomlar1t Weierstrass teoreminde
adi gecen P (x) polinomuna bir Ornektir. Diger yandan bir f fonksiyonunun

siireklilik modiilil tanimlanmis ve stireklilik modiilii yardimiyla Bernstein polinomlar

dizisinin f fonksiyonuna yaklasim hizi hesaplanmustir.

g-analizinin yaklasim teorisinde kullanimi son yillarda giderek artan bir
calisgma alam1 olmustur. Bu calismada tek degiskenli g-Bernstein operatorleri
incelenip yaklagim o6zellikleri tamitilmigtir. Daha sonra iki degiskenli g-Bernstein

polinomlar1 verilerek benzer 6zellikler incelenmistir.



1.2 Kaynak Ozetleri

Bu tez hazirlanirken materyal ve yontem kisminda H. Hilmi Hacisalihoglu ve
Akif Haciyev in “Lineer Pozitif Operator Dizilerinin Yakinsakligr” kitabindan ve
G.M.Phillips in “Interpolation and Approximation Polynomials” adli kitabindan
yararlanilmistir. daha sonra D.D Stancu nun “On the Monotonicity of the Sequence
Formed by the First Order Derivatives of Bernstein Polynomials” adli makalesi
incelenmis, ardisik iki Bernstein polinomu arasindaki fark ve ardisik iki Bernstein

polinomunun tiirevleri arasindaki fark boliinmiis farklar yardimiyla ispatlanmastir.

Diger yandan G.M.Phillips in “Bernstein Polynomials Based on g-Integers”
ve “On Generalized Bernstein Polynomials” adli makaleleri incelenmis g-Bernstein
polinomlarmin ileri farklarla goOsterimi ispatlanmis ve yaklasim ozellikleri

incelenmistir.

Son boliimde ise Dan Barbosu nun “Some Generalized Bivariate Bernstein
Operators” adli makalesi incelenmis, iki degiskenli q-Bernstein polinomlarinin temel

ozellikleri verilmis, stireklilik modiilii yardimiyla yaklasim hizi hesaplanmistir.

1.3. Calismanin Amaci

Bernstein polinomlari, g-Bernstein polinomlar1 ve iki degiskenli g-Bernstein
polinomlarmin &zellikleri incelenmistir. Ayrica bu polinomlarin ileri farklar,

boliinmiis farklar ve g-farklar ile ifade edilebilecegi gosterilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Weierstrass Yaklasim Teoremi

f fonksiyonu [a,b] araligi iizerinde siirekli fonksiyon uzayinda olmak iizere
her £>0 icin | f (x)—P"(x)|<€ olacak sekilde n.dereceden bir P,(x) polinom

dizisi vardir. Yani her siirekli f fonksiyonuna karsilik gelen P (x) polinomlar

dizisi vardir.

Tamm 2.1.1: f fonksiyonunun x, ve x, gibi iki farkli noktadaki degeri bilinsin.

P(x) = f(x), P(x,)= f(x,) 2.1.1)
sartin1 saglayan ve f fonksiyonuna yaklasan P polinomuna lineer interpolasyon

polinomu denir. Geometrik olarak P polinomu vardir ve tektir.

f fonksiyonunun  x;, ve x, deki degerlerinden yararlanarak lineer
interpolasyon polinomunu, f(x) e yaklasmak i¢in kullanacagiz.
(2.1.1) sartin1 saglayan ve P(x)=ax+b formunda olan lineer interpolasyon
polinomunu bulmak i¢in ax, +b = f(x,), ax, +b= f(x,) lineer denklem sistemini

¢ozmek gerekir. Bu denklemin iki farkli gdsterimi vardir.

2.2 Lagrange Formu

X—X, X—X

P(x)= [

]f(xl)+ l]f(xz)-
X, — X, X, — X



2.3 Newton Formu

P(x):f(x1)+(x_x1)

f<x2>—f<xl>]

X, — X
dir. x, — x, i¢in limit alinirsa Taylor serisinin ilk iki terimi elde edilir. Benzer olarak
n+1 tane farkli x,,x,,...,x, noktalar i¢in f(x j) (0 < j <n) degerleri bilindiginde
f fonksiyonuna yaklasan ve P,(x;)= f(x;) sartin1 saglayan n. dereceden
P(x)=a,+ax+...+ax"
seklindeki interpolasyon polinomunu bulabiliriz. Bunun i¢in  x,,x,,...,x, gibi n+1
bilinmeyenli
P(x)=ay,+ax,+..+ax"=f(x,), (j=01....n)

formundaki n+1 tane lineer denklemden olusan sistemi cozmek gerekir. Bu

denklemin ¢oziimii tektir Bu sistemin yani;

2
Lox, % o x4 f(x)
1 x xl2 x| _ f(x)
1 x, x> ... x"||a,] [fx)

2 n
I x, x,7 ... X
1 x x> ... x"
detV=| ' ! ! :H(x,.—xj):to
S O i
1 x x? ... x"

n n n

olmasi gerekir. Kabuliimiizden dolay1 bu determinant sifirdan farklidir. Ornegin
n=2 icin detV = (x, — x,)(x, — x,)(x, — x,)

dir.. Buradaki P, (x) polinomuna n.dereceden interpolasyon polinomu denir.



Teorem 2.3.1: xvex,,x,...,x, apsisleri, [a,b] kapali aralifina ait noktalar olsun.

fve f ninilk n tiirevi bu aralik iizerinde siirekli ve f"*" tiirevi (a,b) araliginda

mevcut olsun. Bu durumda x e bagh ¢ € (a,b) icin

A 23.1)
(n+1)! o

SX)—Px)=(x—x)(x—x)...(x—x,)
esitligi saglanir.
Ispat: Ispat icin Rolle teoremini n +1 kez ard arda uygulariz. Rolle teoremine gore

fonksiyonun iki sifir yeri arasinda, tiirevinin sifir oldugu en az bir nokta vardir.

Xy, X,,...,X, noktalario dan farkli olmak iizere .

_ B = x)r—x).(x—x,) _
g(x) = f(x)—P,(x) (a_XO)(a_xl)m(a_xn)(f(a) P(a)), a€(a,b)

fonksiyonunu ele alalim.

g fonksiyonunun x,,x,,...,x,,a olmak lizere n+2 tane sifir yeri vardir.
Burada g fonksiyonuna Rolle teoremi uygulanirsa, g’ fonksiyonunun sifir oldugu
n+1 tane nokta vardir. Bu sekilde g fonksiyonuna Rolle teoremi uygulanmaya
devam edilirse  g” fonksiyonunun sifir oldugu n tane

g"" fonksiyonunun sifir oldugu n—1 tane

g""" fonksiyonunun sifir oldugu 1 tane nokta

vardir. Bu noktayr ¢, ile gosterirsek,

(n+1)!(f(a)—P,(a))

(a—x)(a—x)...(a —x,)

0=F""(C)~

olur. Son esitlikte v yerine x yazilirsa (2.3.1) esitligi elde edilir.



Tamm 2.3.1: x, x,,x,,...,x, noktalart [a,b] araligina ait noktalar olsun.

f[xo,xl,---,xn]— f(xo) N f(x,,)

B (xy —x)(xy —x,)...(x,—x,) (x, —x)(x, —x,)...(x, —x,_,)

ifadesine f fonksiyonunun x,,x,,...,x, noktalarindaki boliinmiis farki denir. Ayrica

boliinmiis fark

fXos Xioees X, | = p— (2.3.2)
seklinde de gosterilebilir. | x,x,,%,,...,x, ,] igin (2.3.2) tekrar diizenlenirse
Flxxg, 2, x| =(x=x,) fx XX, |+ F[ X0, X X, | (2.3.3)
elde edilir. Simdi tiimevarim yontemini kullanarak
FIA]=P ) +(x—x,) . (x=x,) f[% X0 s X,
oldugunu gosterelim.
n=0 igin
Fla]= F ]+ (xr=x) £ [ %] (2.3.4)

esitligi saglanir.
n=1 icin f [x, xo], (2.3.3) ten bulunup (2.3.4) de yerine yazilirsa
FIx) = F D]+ (=) f oo x|+ (=) (=) f [0, .0,
flx]=PR@) +(x—x,)(x—x) f[xxx]
bulunur. Burada P(x), f nin 1. dereceden olan interpolasyon polinomudur. Bu

islemlere ayn1i mantikla devam edilirse
flx]=P ) +(x—x)...(x—=x,) f[x. %5, x,

bulunur. Bu formiil (2.3.1) ile karsilagtirilirsa



(n+1)
f[X,x(),xl,,_,,xn] :f—(é})
(n+1)!
elde edilir.

Tanim 2.3.2: (Forward (ileri) Fark) Yk, j >0 icin
Af(xj):f(xj+l)_f(xj) ve Ak+lf(xj):Akf(ijrl)_Akf(xj)
tanimlanan A operatoriine ileri fark operatorii denir.

Teorem 2.3.2: Vk, j >0 icin x; = j olmak iizere

A f(x)
k!

f[ xj,le,...,ijrk]:
esitligi gecerlidir.
Ispat: Tiimevarim yontemini kullanalim.
k =0 i¢in dogrudur.
k >0 icin (2.3.6) esitliginin dogru oldugunu kabul edelim.

k+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim:

f[le,...,kaH]—f[xj,...,xj+k ]
f[xj’xj+1"“’xj+k+l]:

Xjskar —X;
1 (AL Ay
k+1 k! k!

B Ak“f(xj)
Y

dir. Boylece (2.3.6) esitligi k 41 icin de dogrudur.

(2.3.5)

seklinde

(2.3.6)



2.4. Siireklilik Modiilii ve Ozellikleri

Tanmm 2.4.1 / CR smurl bir aralik ve f:7 — R siirekli bir fonksiyon olsun.
Keyfi 6 >0 i¢in

W(6) = w(f36)= sup |f(x)— f ()

x,yel
‘xfy‘<b

seklinde tanimlanan fonksiyona f nin siireklilik modiilii denir.

w, ¢ min bir fonksiyonu durumundadir
Siireklilik modiilti i¢in agsagidaki lemmalar verilebilir:

Lemma 2.4.1: w fonksiyonu monoton artandir.
Ispat: 0<§ <6, olsun. Bu durumda |x—y|<§, kosulunu saglayan (x,y) say:
ciftlerinin kiimesi |x— y| <6, kosulunu saglayan say1 ciftlerinin kiimesinden daha
genistir. Kiimelerdeki supremum kavramini diisitiniirsek siireklilik modiiliiniin tanimi
geregince

w(f36) <w(f;6,)
oldugu goriiliir.
Lemma 2.4.2: f | da siirekli ise %15} w(f;6)=0 dir.

Ispat: f siirekli ise Ve>0 icin 3§>0 sayist vardir ki |x—y|<6 icin

|f(x)—f(y)| < e dir.Yani lim f(x) = f(y) dir. Bu durumda 6 —0 i¢in x —y
olacagindan | f—f (y)| < ¢ gerceklenir. Dolayisiyla %IIIOI w(f;6)=0 dir.
Lemma 2.4.3: f diizgiin siirekli < %IIIOI w(f;6)=0

Ispat: Teoremin gerek sarti:

Diizgiin siirekli her fonksiyon siirekli oldugundan 6nceki lemmadan agiktir.



Yeter sart i¢in,
Ve >0 icin dn sayst vardir ki 6 <n icin w(f;0) <e dir.
Vx,t €1 igin |t — x| < § oldugunda | f(r)— f(x)|<e
esitsizligi gerceklenir. Oyleyse f diizgiin siirekli bir fonksiyondur.
Lemma 2.4.4: f [ da siirekli, m >1 ve m € N olmak iizere
w( fymé) <mw(f;0)
dir.

Ispat: w(f:6)= sup |f(1)— f(x)

x,tel
[x—1|<é

, siireklilik modiilii taniminda ¢ yerine x4 h

yazilirsa,

w(f;6)= sup |f(x+h)—f(x)|.

x,x+hel
‘h‘<(5

|f(t+mh)—f (1) = \ [f(r+(k+1)h)—f(t+kh)]

k=0

oldugundan

w(fsmé) = sup |f(t+u)— f()

tt+uel
‘u‘<m5

, (u yerine mu yazilirsa)

= sup |f(t+mu)—f(0)

tt+muel
‘u‘<5

m—1

< sup Zf(t—i—(k—i—l)u)—f(t—i—ku)

tt+muel | p—q
‘u‘<5

<mw(f;0).
Lemma 2.4.5: f [ da siirekli ve V>0 reel sayisi igin
w(f3A0) < (A+Dw(f36)

esitsizligi saglanir.



Ispat: Siireklilik modiilii artan oldugundan m < A < m+1 igin
w(f3A60) <w(f;(m~+1)6)
<(m+1Dw(f;6)
SA+Dw(f30).

Lemma 2.4.6: f [ da siirekli ise;

[f ()= f ] Sw(fir—x)

esitsizligi saglanir.

Ispat: w( f3

1) = sup |f(O)=f(0)

r=xi<pi—

= sup|f (1) — f ()|

x,tel

>|f(O—f) .

Lemma 2.4.7: f [ da siirekli ise

If()— f)| <

1+—|t;x|]w(f;6)

esitsizligi saglanir.
Ispat: Bir onceki lemmadan

-

|fO—f@)] <w §1+—;JWUﬁ)

[lr=
s

bulunur.

Lemma 2.4.8: f [ da siirekli bir fonksiyon olmak iizere
w(f;0) =0« f sabit

dir.

Ispat: Gerek sart asikardir. Yeter sart icin,

10



w(f;6) = sup ]If(t) —f()|=0
i

Vx,t€[a,b] igin |f(t)— f(0)|=0= f(t)= f(x)= f sabittir.

Lemma 2.4.9: Eger f [ da siirekli ve 6, <6, ise

W(f;‘sz) < 2W(f;51)
62 B 61

esitsizligi saglanir.

Ispat: w(f;6,)= W[f§51

> |N©>

)
<|1+-2
)

1

w(f;51)§22—2w(f;61)

elde edilir.
Lemma 2.4.10: f [ da siirekli, (6n)—>0 pozitif terimli bir dizi ve s f

fonksiyonuna bagh bir sabit olmak iizere;

W(f;(sn) 2 cf 611

dir.
Ispat:
1 1
w(fi)=w| f16, =< |1+ |w(f36,)
1+6
=—w(f36,)

n

olup yakinsak her dizi smirh oldugundan her ne€ N i¢in ¢, +1<c olacak sekilde

bir ¢ sabiti vardir. Bu durumda

5, ML irisy

c
yani

6,c, <w(f36,)

11



WD g

esitsizligi saglanir. Burada ¢, =
c

Simdi f fonksiyonunun r. mertebeden siireklilik modiiliinii tanimlayalim.
f fonksiyonunun ileri farklar1 Tanim 2.3.2 de verilmisti.
he R, r>1 tamsayisi ve reel degerli bir f fonksiyonu i¢in

A fx)=fx+h—fx),

ALf) =4, (A f(),r>2. 2.4.1)

Oncelikle fecC [O,l] olsun. C [0, l] uzayinda norm

|#]]= max].f 0]

0<x<1
ile gosterilir. 6 >0, r >1 tamsayis1 i¢in f fonksiyonunun r. mertebeden siireklilik

modiilu

w,(f,8) =max A f

‘h‘gé

\. (2.4.2)
olarak verilir. Simdi siireklilik modiilii ile ilgili 6rnekler verelim:
Ornek 2.4.1: f(x)=+/x+1,x€ [—1,1] olsun. 0<§ <% icin w(f;6)= J§ dir.

O0<h<é ve xe[—l—l—h,l—h] olsun. a >0 ve b >0 igin

Ja+b<a++b (2.4.3)

esitsizliginden,

Jx+1+h—Jx+1<n,

Jx+1=Jx+1-h<n (2.4.4)

dir ve boylece

w(f:6) <6 .

12



bulunur. Diger yandan herhangi bir x =—1+6 noktasi i¢in,

dir.

rHl-x+1-6=+6

Ornek 2.4.2: f(x) =sinx olsun. 0<§ g% igin f € C[—m,7] ve w(f;6)<5§.

Gergekten Ortalama Deger Teoremi nden |h| <6 i¢in

dir.

|sin(x+ h) —sin x| < |h| <é

Simdi f fonksiyonunun r. mertebeden siireklilik modiilii i¢cin birka¢ 6nemli

ozellik verelim.

salinimlidir ve [0, 1] araliginin hemen hemen her noktasinda tiirevlidir.

Eger f fonksiyonu, [0,1] araliginda mutlak siirekli ise [0,1] araliginda sinirh

Lemma 2.4.11 de kullanilan w, [0,1] ya da kisaca w, ifadesi, p>1

tamsayist i¢in f'” mutlak siirekli ve £ esash simirli olmak iizere f € C|0,]]

deki tiim fonksiyonlarin sinifim gosterir.

Lemma 2.4.11:f€C[0,l], 6>0, 6,>6,>0, A>1, a€R ve s, r,n tamsayl

olmak tizere n>1 ve 1<s<r olsun.

a)Eger f €W ise

w,(f6)<8|f"

b) w,(f:0) <27 w (f:6) <2

71

c)Eger fcW, ise

w,(f30) <6 w,_ (f.6).

13

(2.4.5)

(2.4.6)



d) w,(f16,)—w,(f:8) < 2w (f.r(6,—8,)).

Ispat: Oncelikle asagidaki 6zdesligi verelim.

t

At’f(x):f...ff(”(x—ktl—|—...—|—t,)dtl...dt,. (2.4.7)
0

0

(2.4.5) deki esitsizlik (2.4.7) den aciktir. Gergekten

w,(f;é):maxHAt’fH

15

dt,...dt,

= b

<max]---ﬂf<’)(x+tl+...+t,)
0 0

gr‘r‘labx‘f(’)(ﬁﬂ—t1 +.o 4|t
i<

<é

f(r)

(2.4.7) de r yerine s yazilirsa ve her iki yanin (r — s) .leri fark: alinirsa
A F@=A7(AF) ) = [ [ATFO (bt +oot, )y (2.4.8)
0 0

Buradan (c) agiktir. Diger seceneklerin ispati i¢in tiimevarimla ispatlanan asagidaki

formiilii kullanmamiz gerekir.

Al f(x)= 2[;](— l)rfk f(x+kt). (2.4.9)
Boylece
Z[F;S] —(141) " =2

ozdesligi ile (b) nin ispati
r 7= r—s—k s
Alfx)=> L (1) AN (x+ k)
k=0

ile tamamlanir.

14



(d) nin ispati icin  w,.(f;6,)= ‘A:f(xo)‘ olsun. Eger |t| <6, ise bu
w,(f36,)=w,(f;6,) anlamina gelir. Buradan (d) aciktir. 6, <t < 6, olsun. Buradan
W, (f36,) = w,(£36) <[ £ ()| = |7 £ (x)

<|A]F O = A £ (xy)

<3
k=0

,
k ‘Ak(p&l)f(xo +k61)

< 2’w(f,r(t—6l))
< 2’w(f,r((52 —(51))

dir. —6, <t <—4, olmas1 durumunda ispat benzer sekilde yapilir.

2.5 Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y iki fonksiyon uzayr olsun. Eger X den alinan herhangi bir f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu durumda
X uzayinda bir operator tammmlanmis olur ve

g(x) = L(f;x)
biciminde gosterilir. X uzayr L operatoriiniin tamim bolgesidir ve X = D(L) ile
gosterilir. Bu durumda L(f;x) = g(x), Y uzayin bir eleman1 olur ve bu sekildeki
g fonksiyonlar1 kiimesine L operatoriiniin deger kiimesi denir. Bu kiime de R(L)
ile gosterilir.
Tamm 2.5.1: f; ve f,, X uzaymda herhangi iki fonksiyon, a ve b keyfi iki reel
say1 olmak {izere L operatoril;

L(af, +bf,; x) = aL( f,;x) + DL( f,; %)

15



kosulunu gercekliyorsa L operatoriine lineer operator denir.
Tamm 2.5.2: X" ={feX:f>0},Y"={geY:g>0} fonksiyon simflarini géz
Oniine alahm. Eger X uzayinda tanmimlanmis L lineer operatorii X~ kiimesindeki
herhangi bir f fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa o taktirde bu lineer
operatore Lineer Pozitif Operator denir.

f >0 oldugunda L(f;x)>0 dir. Ozel olarak L(0;x) =0 oldugu goriiliir.
Lemma 2.5.1: Lineer pozitif operatdrler monotondur.
Ispat: Her x icin g(x)> f(x) ise g(x)— f(x)>0 dir. L lineer pozitif operatdr
oldugundan

Lig—f:x)=0
L lineer oldugundan

L(g:x)—L(f:x) =0
dir. Dolayisiyla

L(g;x) = L(f3x)
dir. Bu esitsizlikte lineer pozitif L operatoriiniin monoton oldugunu gosterir. Ayrica

L operatoriiniin monotonlugundan

—fI< f<lf|= L(=|f

2x) < L(f30) < L(| f]x)
ve L nin lineerliginden

—L(|f

2x) SL(f0) < L(|f]:x) = [L(f:0| < L(| f]:x)
yazilabilir.

Teorem 2.5.1: (Bohmann-Korovkin Teoremi) Eger (L ) lineer pozitif operatorler
dizisi [a,b] araliginda;

L1,x"1 2.5.1)

16



L(t,x) x (2.5.2)

L”(tr",x):x2 (2.5.3)
kosullarni gercekliyorsa o taktirde C [a,b] uzayinda olan ve tiim reel eksende sinirl
herhangi bir f fonksiyonu i¢in n — oo iken

L(f,0-f(x) a<x<b

dir.

Ispat: f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugundan tiim x ler icin

|f|<M (2.5.4)
olacak sekilde M pozitif tamsayis1 vardir.

fe C[a,b] oldugu icin Ve >0 sayisina karsilik Oyle bir 6 >0 vardir ki
teR ve xe [a,b] icin |t — x| < 6 oldugunda

|f@)—fx)|<e (2.5.5)
saglanir.
x,te[a,b] oldugunda (2.5.5) esitsizligi f fonksiyonunun [a,b] araliginda diizgiin
stirekli olmasindan dolay1 gerceklenir. xe[a,b], tg?[a,b] oldugunda ise (2.5.5)
esitsizligi, f fonksiyonu a noktasinda soldan ve b noktasinda sagdan siirekli bir
fonksiyon oldugu icin gergeklenir.

(2.5.4) ve (2.5.5) esitsizliklerinden dolay1 her r € R ve x €|[a,b] i¢in

|fO—fo|<e+ 2(?24 (t—x) (2.5.6)

esitsizligi  gerceklenir.  Ciinkii |t —x| <6 oldugunda | foO—-f (x)| <eg ve

2A2/I (t — x)z >0 oldugundan |f(t) - f(x)| <e+ M

52

(r—x)° saglanir,

17



2
<t _ x) >1 olacagindan Zéﬂ(t — x)z >2M

|t - x| >6 oldugunda ise 5

saglanir. Bu durumda ¢ > 0 i¢in (2.5.4) esitsizliginden

|f O — fF@ [ fO+]f )

(t—x) +e (2.5.7)

esitsizligi ger¢eklenir. Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden

L(f:0)— f@||=|L, (f@©) = fx):x)+ FOL, L x) = £ (x)

<|L, (O — )|+ £E, 10— 1]

<|L(r o= reofs+ 17,0 1]

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki ikinci terim (2.5.1) den dolay1 sifira yakinsar.

Yani,
7L, ;0 =1 <e, (n— oo iken e, — 0)

esitsizligini saglayan ¢, dizisi vardir. O halde

L, (f)— fxx)| <

L (lf 0= folx)|+e, (2.5.8)

esitsizligi saglanir. Simdi birinci terimi hesaplayalim. (2.5.7) esitsizliginden ve lineer

pozitif operatoriin 6zelliklerinden dolay1

|z (17 ®— £ o)

<L, [54—2;3 (t—x)z;x]

18



=¢eL (I;x)+ 2(?24 L, ((t — x)z ;x)
—=eL (I;x) +26—A2/[[Ln (£5x) = 2xL, (1) + XL, (1; x)]
2M 2 2 2
= g[Ln(l;x)—l]—f—s—f—?{[Ln (t ;x)—x }—Zx[Ln(t;x)—x]—f—x [L”(l;x)—l]}

2M 2M aM
— 5+[€+6—2x2][L”(l;x)—l]+6—2[L” (ﬂ;x)—xz}_yx[Ln(t;x)—x]

elde edilir. x € [a,b] oldugundan

2M 2M a4M 4M
[€+ 5 x2]§€+ 5 2,[ 5 x< 5 b]
dir. O halde
CI:Z(S—]‘,Z/I,C2:2bC1,C3:5+C1b2

esitliklerini kabul edersek

L (t;x)— x|| +C,

FO- fEx)| <e+C L, (¢5x) -2+, L,(L;x)—1]

L,
yazilabilir ve burada e >0 istenildigi kadar kiigiik secilebilen bir sayidir. (2.5.1),

(2.5.2) ve (2.5.3) esitsizliklerinden dolay1 n — oo icin

FO - fx)|—0

L,

olur. Bu sonug ve (2.5.6) esitsizliginden yararlanarak

L(f:0)— f(x)]—0

oldugu goriiliir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Bernstein Polinomlari

[0,1] araligi iizerinde taniml siirekli f fonksiyonlan icin Bernstein polinomlar
dizisi,

n

B,(f;x)= Z[Z]f [S] X(1-x"", xe€0.]

k=0
seklinde verilmisti. B, operatorii siirekli fonksiyonlar uzayindan siirekli fonksiyonlar
uzayma doniisiim yapar, yani
B :C[0,1]— C[0,1]
Eger f fonksiyonu siirekli ise B,(f;x) in f(x) e diizgiin yakinsadigim
gosterecegiz. Bu durum, Weierstrass teoremindeki n.dereceden polinomun yapisina

bir 6rnektir. Analitik fonksiyonlar i¢in bu tip gosterimlerin mevcut oldugu biliniyor.

Buna gore f nin herhangi bir mertebeden tiirevinin olmasi gerekir. Bernstein
polinomlar1 bu agidan daha kullamishidir. Hatta f nin k degerlerinin bilinmesi
n

Bernstein polinomlarinin olugturulmasi i¢in yeterlidir.

3.1.1 Bernstein Polinomlarimin Ozellikleri

L B,(f:0)=f(0) ve B,(f;)=f() .
Bernstein polinomlar1 f fonksiyonunu onun O ve 1 ug¢ noktalarindaki degerinde

interpole eder.

20



n

2. B,l(l;X)ZZ[Z]x (1-x0)"" =(x+(1-x)) =1

k=0

3. f(t)=x i¢in

B (t;x)= Z[Z]%xk (1—x)*
N [”]Ex"(l—x)”"
n

nlk n—1 .
—= oldugundan,
kln (k-1

n

B, (1:x) = Z[Z_l]x 1—x*

yazilabilir.Bu esitlikte k& yerine k +1 yazilirsa

n—1

B, ()= [n ]: 1])ck+1 (1—x)"*"

k=0

n—1 _1
:xZ[nk ]Xk (1_x)nfk71
k=0

=x(x+1—x)""
=x
elde edilir. f(t) = x” icin

B, (tz;x)

_Z[ ]—x (1—x)"*

2

_ n—k
Z k'(n i A=)

21



- (n=D! &k

_ n—k

S oo Y

R (n—=D! k-1 1 (n—1)! Kl oank

i Z “—Din—poi 7Y
n n—1

— ”_12 (n—2)! xk—Z(l_x)n—k +£Z (n—1! xk(l_x)n—k—l

n = k-=-2(n—k)! n=k!ln—k—1)!

—1&3 —-2)!
— 2 n Z (n—2) A 1— x)n7k72 +£B”71(1;x)
n ‘Skln—k—-2)! n

1
B ,(Lx)+— Bn ((Lx)

olur.

4. Her a,b € R ve her f,gEC[O,l] icin

B, (af +bg;x)=aB,(f;x)+bB,(g;x)

esitligi saglandigindan dolay1 Bernstein polinomlar operatérii lineerdir.

S. B, (f) monoton bir operatordiir.

Vx € [a,b] icin
f()=0=B,(fix)=0

sartin1 sagladigini gosterelim.

B,(1;x) =1 oldugundan m < f(x) <M ise x€[0,1] i¢in
B,(m;x)<B,(f;x)<B,(M;x)=m<B,(f;x) <M

dir.m=0 alinirsa ve f(x)>0ise x € [0,1] icin B, (f;x)>0 dir.
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n

Teorem 3.1.1: Bernstein polinomlart B, ( f;x):Z[Z]Ak f(0)x* seklinde de

k=0

yazilabilir. Burada A, Tanim 2.3.2 de tanimlanan ileri fark operatoriidiir.

n

& n k| & n—k . .
Ispat: B (f;x)= Z r f ; x (I—x)"" , (1—x) in Binom acilim1 yapilirsa

e R

k +s =1t denirse,
B,(fix) = 2”)[2 ! [S][Z] (1) ]x [’Z]

n
= [t]A’f(O)x’

t=0

bulunur. $imdi B, (x",x) polinomunu hesaplayalim.(2.3.5) den

AW!
S =1 ()

oldugunu biliniyor. & :l, x,=0 ve f(x)=x" almrsa n*A*f(0)=k! dir. Teorem
n

3.1.1 den

n

B (x“;x) = Z[Z]A"f(O) X = Z[Z]%f

k=0 k=0

nlk! :
dir. a, :[k]—k denirse
n

n! ﬂ:n(n—l)---(n—(k—l—l))

ak:k!(n—k)!nk n"

23



el

B,(x";x)=a,+ax+-+ax"

icin

bulunur. Ornegin f(x) = x* icin
2 n 0 n n 2 2
B, (x ;x)z[o]A f(0)+[1]Af(0)X+[2]A J(0)x
seklinde yazilir.

AF(O)= f[%]—f(O), A*f(0) = f[%]—2f(%)+f(0) olup

2
2

n n

Bn(xz;X)zinrn(n_l) [i2

]x2 :x2+£(1—x)
n 2 n

dir.
n k n—k ..
Lemma 3.1.1: P, (x)= [k]x (1—x)"" olmak iizere;

n

T, ()= (k—nx) P, (x).

k=0
seklindeT, . fonksiyonunu tanimlayalim.Bu taktirde her x € R i¢in
a)T, (=1
b) T, (x) =0,
¢) T,,(x)=nx(1—x);
d)7,,.,(x)=x1-0)(T, () +nT,, (), r>1;

e) X = x(1—x) olmak tizere

T, ,(x)=3n"X"—2nX" +nX (1-2x)".

24



Ispat: (a) ve (b) 3.1.1 de birinci ve iiciincii 6zellikte verilmistir. (c) ise Teorem 3.1.1

de gosterilmisti. Simdi (d) nin ispatinm yapalim.

oo

! n—k—1
— mxu (1—x)"" k(=0 — (n—k)x}
RO
_x(l—x)(k nx)

yazilabilir. Diger taraftan

n

T! (x)= Z{—nr(k - nx)ri1 P, (x)+(k—nx) P/, (x)}

k=0

1
= _”ﬂ;z r—1 (X) +—7:1 r+l (X)
’ x(1—x) ~

olup boylece d) sikkinin ispati tamamlanmis olur.

(d) de ozel olarak r =2 yazilip T, ;(x) hesaplanirsa
T, ,(x)= X {T,/,(x)+2nT,, (x)}
=nX (1 — 2x)

bulunur.

(e) nin ispati i¢in 7, ,(x) ve T, ;(x) in tiirevleri alimrsa
T/, (x) = nx(1—x)(1-2x),
T/ (x)=n(1-2x)" —2nX

elde edilir. Buradan 7, ,(x) (d) den hesaplanirsa

T,,(0 =X T, (x)+3nT,,(x)]

= X[n(l—Zx)2 —2nX +3n2X}

25



= Xn(l — 2)()2 —2nX* +3n°X’
olup bu da e) sikkinin ispatin1 verir.
Teorem 3.1.2: B, (f;x) in tiirevi, k. ileri fark yardim ile n>0 igin asagidaki
gibidir.

n

BL(fi)=(n+ D> A [HLH][ ;

]xk 1—x)"" .

. n+l1 I’l+1 k
Ispat: B (f;x)= [ ]x" (1—x)"*"*
P a(f ;[ k ]f S

dir. Simdi B, fonksiyonunun x e gore tiirevini alalim.

B vn+l(,f; x)

(n+1 k |di . nt—k
:;[ k ]f[m]a[ (=]

ntl 41 k k=1 1tk " (n+1 k B -
_;[ X ]f[n_—l—l]kx (1—x) ;[ r ]f[n+1](n+l k) x*(1—x)

olup, k yerine k +1 yazilirsa

n +1 1 X ok n +1
anﬂ(f;X):z[Z—l—l] (k+1)f[k+ ]x (]_x) _Z[nk

k=0 n+1 k=0

k k o n—k
(n+1—k)f[n+l]x (1—x)

elde edilir.
G| T | ve - T = e || esitlikler yuk
k_|_1 =(n k ve (n k =(n k eS1tlikier yu arl

yerine yazilirsa

B'n+1(f;x>=(n+1>2"j[2] f[ﬁﬂ]—f[nil] X (1= 2y

elde edilir. Tanim 2.3.2 den
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n

B'n+1(f;x)=(n+l)iAf[nLH][k

] XA—x)"*
yazabiliriz. (2.3.5) den

B, (fi)= Z J”(C)[Z] R
elde edilir.

Teorem 3.1.3: f € C[0,1] olsun. Ve >0 olmak iizere In, €N > Vn> n icin

B,(f;x)— f(x)|<e

2 2
—x] :[E] —2x£+x2 ifadesi ~ operatorde  yerine  yazilirsa
n

n 2
Z[E—x] [Z] xk(l—x)”’k:Bn(tz;x)—ZxBn(t;x)—l—szn(l;x)

k=0 \ 1

Bernstein polinomlarinin dordiincii 6zelliginden

n 2
Z[E—x] [Z] FA=x)"F=x —l—f(l—x)—2xx—l-x2
n

k=0 \ "N

_ x(1—x)

n

(3.1.1)

yazilabilir.

k=0

B,(fix)—f(x)= Z[f [S] - f(X)][Z] x(1=x""

6 > 0 bir say1 olmak iizere

oo

kiimesini tanimlayalim ve

k
——X
n
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Bn(f;x)_f(x):Z+Z: A1+A2

keSs k¢S

seklinde toplamu ikiye ayiralim.

2
kESéé[k—x] LZZI
n 0

dir. Ayrica [O,l] araliginda siirekli her fonksiyon sinirli oldugundan

<

‘4ﬂ—ﬂw
n

k
fwhmﬂsm
olacak sekilde M >0 sayis1 vardir. Buna gore

|M=ZP&}ﬂw

kes;

—
=~

n] xk (1_ x)nfk

<2,

kes;

fﬁ}ﬂm
n

Z]xk (1 _ x)nfk

<My [Z] (=)

keS;

gzMié_lz[f_x] [Z]xk(l—x)”k . (3.1.1)den

k=0 n

2M x(1—x) M
= 2 < 2
o n 2né

dir. f, [0,1] iizerinde siirekli oldugundan aymi zamanda da diizgiin siireklidir. O
zaman Ve >0 icin dn, > |x—x’| <6 sartin1 saglayan her x i¢in |f(x)—f(x')| <§

dir. Simdi A, igin iist stnir bulalim.

4| =

Z[f[%]_f(x)][Z]x" (11— xy*

kS,
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<>

kS,

f[f]—ﬂx)
n

n kl n—k
kx(—x)

ExM| kg ok _E
<52[k]x (=" =2

k=0
dir. Buradan

M €
+_

|B,1(f;x)—f(x)|§|A1|+|A2|<2n62 >

olup 6 sayis1 n, > % sartin1 saglayacak sekilde segilirse
€

M +i<t4 i,

|B,1(f;x)—f(x)|§2n062 S So+o

elde edilir. O zaman B, (f;x) polinomu, f fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

Teorem 3.1.4: Eger fcC' [O,l] ise Bn/( fix) dizisi f’(x) fonksiyonuna diizgiin
yakinsaktir.
Ispat: k >1 icin (2.3.5) den

/ - / k n—k k k 1
B (fi)=3f <¢>[Z] e R

seklinde yazildigini biliyoruz.
!/ / k !/ / k
ro=r{lro-r(t)
n n
oldugundan

Bl (fi)= Zf[%][Z] - +i[f’(<>—f’[§]][2] -t

k=0 k=0
‘= 8,(x)+ S5, (x)

seklinde gosterilebilir. f' € C [0, l] oldugundan
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Ve>0icin 36>0 oyleki ‘4—5‘ <6 ise |£1(O)— f’[f] <§
n n
yazilabilir. Buradan
€

S <= 3.1.2

5./ < (3.1
olur. Bir 6nceki teoremden

lim S, (x)=0 (3.1.3)

n—0o0

dir. Oyleyse (3.1.2) ve (3.1.3) den
lim B],,(f30— f'(x0)=0
dir.

Tamm 3.1.2:Eger x,,x, € [a,b] icin A\ € [0, l] olmak iizere
FOX+A=2x) SAL()+ A=) f(x)
oluyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon adi verilir. Geometrik olarak y = f(x)
egrisi verildiginde, egrinin iist tarafinda kalan bolgeyi, yani
K:{(x,y):xe[a,b] vey> f(x)}
ciimlesini gozoniine alalim. [a,b] araligindaki herhangi iki x, ve x, noktast i¢in
x, < x, olsun. Egri lizerinde A(xl, f (xl)), B(xz, f (xz)) noktalarin birlestiren [AB]
dogru parcasi iizerinde bulunan noktalar, A € [0, l] olmak iizere,
P(Ax, +(1=2)x,, A f (x)+ A=) f(x,))
tipindeki noktalardir. Eger f fonksiyonu [a,b] de konveks ise

F O +0=2x) <Af () +A=N) f(x,)
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esitsizligi saglanacagindan P noktalarinin timii K bolgesindedir. Yani [AB] dogru

parcasinin biitiin noktalar1 K bolgesindedir. O halde K bolgesi konveks bir
climledir.

Ayrica f fonksiyonunun ikinci tlirevi mevcut ve f"(x) >0 ise, f fonksiyonu

[a,b] de konvekstir.
Teorem 3.1.5: f, [a,b] de konveks < f[x,,x,,x,]>0 dur.

Ispat: < Eger boliinmiis farki degistirmeden, elemanlarin sirasim degistirirsek ki bu

Tamim 2.3.1 de gordiigiimiiz simetrik formdur ve
a<x,<x<x,<b icin f [xo,xl,xz] >0 oldugu gostermek yeterlidir. Boylece

indirgeme bagintisi, (2.3.2) esitliginden

f[xo,xl,x2]20<:)f[xl,xz]Zf[xo,xl] (3.1.4)
elde edilir.
f [xl,xz]:M ve f [Xo,xl]:M esitlikleri (3.1.4) de yerlerine
XX X=X
yazilirsa

f(xz)_f(x1) > f(x1)_f(xo)

X, =X X — X

bulunur. Esitsizlik diizenlenirse
(x1 - xo)f(xz) + (xz - x1)f(x0) > (xz - xo)f(x1) (315)
olur. Esitsizligin her iki yam (x, — x,) ile boliiniirse

Mf(xz)—i—uf(xo) > f(x)

(X2 - xo) (xz - xo)

bulunur.
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M:)\ ve le—/\ denirse x, = x, — A (x, — x,) olup

(xz - xo) (xz - xo)

X, — X X, — X
_ 2 1 1 0
Axy +(1=N)x, = x, + X,
X, =Xy Xy =Xy

elde edilir. Buradan
AfG) +A=N) f(x) = fAxy +A=M)x,)

dir.

Teorem 3.1.6: f, [O, 1] araliginda konveks ise n >1ve x € [O, 1] icin
B,(f:x) = f(x)

dir.

Ispat: x€(0,1] i¢in

Bn(f;x)=Zn:(Z]ij -

k=0

xk:

E, A = (n]xk (1-x)"™ denirse
n k

n

n "
ZA" :AO +A1 +>\1 +"'An :Z[k]xk(l_x)nk :1

k=0 k=0

dir.

k=0

doAx = Zf[”}c"(l—x)"" =B, (t;x)=x
k=0 n\k

dir. Bu durumda

B(fi0) =3 A\Sx)> f

i)\kxk] = f(x)

elde edilir.
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Teorem 3.1.7: (E.V. Voronovskaya) f€C?[0,1] olsun. Burada C*[0,1];

f [O, 1] — R ikinci mertebeden tiirevlenebilen siirekli fonksiyonlarin normlu uzayini

gostermek iizere

liﬂm‘ n[f(x)—B”(f;x)]—f”(x)@ =0 (3.1.6)
dir.
Ispat: f” € C[0,1] oldugundan
lim g(x,1)=0 ve &wg(x,t) =M < oo (3.1.7)
olmak iizere
— t_ 2
gl =(t—x)" f(t)—f(x)—(t—X)f'(X)—ﬂf"(x) (3.1.8)

2

fonksiyonu sinirlidir.

e>0ve xe [0,1] olsun. f”, [0, l] araliginda diizgiin siirekli oldugundan

|x—t|<5:>|g(x,t)

<c/4 (3.1.9)

olacak sekilde x ten bagimsiz bir 6 > 0 sayis1 vardir.

g

kiimesini tanimlayalim. Buradan (3.1.8) kullanilarak

n>1 igin

A (x,0)=A, :{k:‘k—x
n

B,(f;x)—f(x)—f'(x)

T;l,l ('x) o f”(x)
- T, ,(x)

2n?

-3" [5 x][ﬁ—x]z (1= 2 (3.1.10)
_k:O kg n’ ) n o

elde edilir. Lemma 3.1.1 den T,,(x) ve T, ,(x) nin degerleri yerine yazilirsa
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Bn(f;x)—f(x)—%

x(l—x)‘

[E - x]2 X (1=

n

=

SRR

n kA,

ST”’ZEX) ]+MZ[ ][——x]zx (1—x)""

ke A,

€ MZ” n\(k ), 0k

k=0 n

5 M
=—+—T ,(x
16n  n*s ()
E M 2 2 2 X 2
=—+ 3X"—— X" +—(1-2x
16n  &*n° n n3( )
£ oM
“16n  16n°6*

elde edilir. Eger n> M / (356 2) segilirse

f -0 _

n[B,(fix)— f(x)]— :

bulunur.

Teorem 3.1.8: [0,1] araliginda diizgiin siirekli olsun.

e

esitsizligi saglanir. Burada c sabit bir sayidir.

<cw|f

ispat: B (f;x)— f(x)| = i [Z]f[%] x* (l—x)nfk ) i [Z]xk (1_x>nfk
<3| [E)- s 1) 0
olup Lemma 2.4.6 dan

34




k
——X
n

B,l(f;x)—f(X)ISIZlW[f;

e
e
oo

) 12
(k) n—k ~(nk o, n—k x|k n—k
Z[—] [k]x (l—x) —2x [k];x 1—x)"4+x Z[k]x (1I—x) ]

dir. Lemma 2.4.7 den

Bn(f;x)—f(x)|gw(f;g)i[1+‘%_x

dir. Holder esitsizligi uygulanirsa,

B,(f:x)— f(0] < w(f;a)[ual

k=0 \ 7 k=0 k=0

<w(f;<5)k1—|—61

12
_ w(f;&){1+6l[m] J

n

1
)| 1+67"
<w(f )[ + 2\/;]

olup yukarida ¢ =

yazilirsa

1
2Jn

NINEDVRNTINN U U RO DU
B,(f30)— f () W[f,z &]z 3w[f, &]

elde edilir.

Ornek 3.1.1: f(x) =

x—%‘ fonksiyonu i¢in Bernstein polinomunun f(x) e

yakinsadigini gosterelim.

n

B,(f;x)=)

r=0

r 1

2

[”] * (1=x)"

r

x:% icin B,(f;x) ile f(x) arasindaki fark e, olsun. Oyleyse
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dir.n ¢ift olsun.V r icin

e ey A

esitligi vardir ve bu esitligin her iki yan1 r :% icin sifirdir. Buradan devam edilirse

(-5

r r=0

n

2"e = Z

r=0

r 1

n 2

elde edilir. Yukanidaki esitlikte son toplamu ikiye ayirirsak,

L

oldugundan

il RS M

elde edilir ve

r>1

B -

W2 (n W2 (n—1 " (n—1 -
Z;Z[r]_zrz;[r—l]_;[r—l]_z

bulunur. (3.1.11) den cok biiyiik # ler i¢in

o Ly
n 2n+1 n/z 27Tn

dir. Son olarak
n!~27mn [2]
€
seklinde de verilen Stirling Formiilii " kullamlarak

1(2n 2"
L, ~

"2\ n)”
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esitligi gosterilmistir. Bu formiil,

|| maksimum normu gosterdiginde f(x)=

1
x__
2

fonksiyonu i¢in || f—B.f || in yaklagim hizi, nin sifira yaklasim hizindan daha

1
Jn

hizlidir.
y A
ot
2
0 1 1 x>
2
Sekil 3.1 [O, 1] araliginda f(x) = x—% fonksiyonu

Teorem 3.1.9: f € C[0,1] ve f € C|0,1] olmak iizere;

3 n -
Bn(f;x)—f(X)ISZn Pw(fin )

dir.

Ispat: B (f;x)= i[Z]xk (1- x)””‘ f [k]

k=0

B,(Lx)=1,B,(:x) = x ve B,(F"1x) = 2 + 20—
n

oldugu gosterilmisti.

B, ((t—x);x) =B, (t;x)—xB,(1;x) =x—x=0
ve

B, ((t — x)z;x) _xl=zx
n
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dir. x € [O, 1] icin x(1—x) < i dir. Ortalama Deger Teoreminden

FO-fO=f(OC—x); x<(<t

dir. Esitligin sag tarafina f (x)(t — x) eklenip cikarilirsa;

fO=FQO=(f Q=)=+ f () —x) (3.1.12)
olup mutlak degeri alinirsa Lemma 2.4.7 den

-

|r—x|\f'(<)—f'(x)\§|z—x|w(f';6) HT] (3.1.13)

elde edilir. (3.1.12) esitligi Bernstein operatoriine uygulanirsa,
B, (f()— f(x):x)=B,((£ ()= £ ()t —x):x)+ £ (0)B, ((t = x):x)

elde edilir.

B,(f:x)— fO|<B, (| fO)— f)]:x)+ f(x)|B,1Lx) 1]
- k n—k k
-l
N k n—k ' ' k
SN (1—x)""|f (C)—f(x)\;—x

dir. Lemma 2.4.7 den devam edilirse

|B,(f:0)— f(x)]
~[(n] n—k C ok k .
Sk:o k]/‘ (1-x) w(f,é);—x 1+ ;—xé ]
NENTAR i |k 1 (n) ik Y
:w(f;é) ;[k]x (l—x) ;—x +g;[k]x (l—x) [;—x]

elde edilir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

38



B,(f3x)— f (0] <w(f'56)

sl oo o]

12
:w(f';é) [x(l—x)] +l[x(l—x)]

n 1) n

1 11

<w(f18)|—=+——
—W<f 2Jn 64n

~

bulunur. Yukarida § =n"* yazlirsa,

L_f_lnl/z]

N

B,(f:x)— f(0)|=w(f';6)

_ %nl/zw(f';nl/z)

elde edilir.
fx)eC [0,1] olsun. n.dereceden Bernstein polinomu B, (f;x) ile gosterilsin

ve

P, (x)= ["]x (1-x)""
’ k
icin

B,(f;x)= iﬂ,k (x0) f [S]

(

seklinde tanimlansin. Stancu’nun % makalesinde

fx)=B,(f;x)+R,(f:x)
Bernstein yaklasim formiiliiniin kalintist olan R (f;x) ispatlanmis ve boliinmiis

farklarla gosterimi,
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n—1
R (f3x) =202 X)Z P 0f

k=0

x__

k k+1l

seklinde verilmistir. x(1—x) c¢arpiminin yukaridaki ifadede bulunmasi : B, (f;0) =
ve B (f;1)=1 olmas ile aciklanabilir.

[0,1] aralign iizerinde f(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden boliinmiis
farklar sinirli ise, yani M,(f), [O,l] araligi iizerindeki f(x) fonksiyonlarinin ikinci

mertebeden boliinmiis farklarin en kiiciik tist sinir1 ise asagidaki esitsizlik saglanir.

IR, (f10)] < x“

M(f)

{B'n( f ;x)} dizisinin monotonlugunu gostermek i¢in, iki ardisik Bernstein

polinomunun farki i¢in bir formiil bulalim.

Teorem 3.1.10: B, ,(f;x) ve B,(f;x) Bernstein polinomlar: arasindaki fark:

o o 1.14
B, (f:x)—B,(f;%) T an _H)Z e )f[n n ] © :

seklinde ifade edilebilir.

Ispat: Oncelikle B,.,(f;x) polinomunu yazalim.

o +1 n+l 1
BnH(f;x):Z[nk ]xk(l—x)”“k f[nL_H]-i—( X)) O+ X" () (3.1.15)

dir. B (f;x) ise

Bn(f;X)ZZn:xﬂ,k(X)f[ ]+Z(l X)P,,k(X)f[ ]

k=0 k=0

seklinde yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki ilk toplamda k yerine k —1 yazilirsa

B,(f:x) = Z[knl] A 1—x)" [%]ﬂ”“faw

k=1
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k

+;[:]*k (1= 1 [;] (1-x)" £ (0 (3.1.16)

elde edilir. (3.1.15) ve (3.1.16) kullanilarak

B, (f;x)—B,(f;x)

Sl VA o

n k n n+1 n+1 (n
= ve =
k—1) n+1-klk k n+l—k\k

ifadeleri yukarida yerine yazilirsa

B,..(fix)=B,(f:x)

:_Z[ Hnﬂ—k [kgl]_nj—Tjkf[nf—l]+f[%]} <=

elde edilir. Burada k yerine k +1 yazilirsa

B, (f;x)—=B,(f;x)

__nl n k"’l k n-+1 k+1 k_|_1 Ry ik
N kz;[kﬂ]{n ! [ ] n—kf[n+l]+f[ n ]}x (1)

elde edilir. Ayrica
n+1_ n [(n—1
k) k+1| k

oldugundan

Bn+1 (f’ X)— Bn (f, x) =—x(1— )C)HZ[ ] n 1-k

n k_ n(n+1) k+1 n k+1
{n—kf[n] (k+l)(n—k)f[n+l]+k+1f[ n ]Jl

yazilabilir. f(x) fonksiyonunun
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k k41 k+1

n'n+1’ n

noktalarindaki boliinmiis farklari

k k+1 k+1

n n+l n
_ (K)o (k1) n (ke
_n(n+1){n_kf[n] (k+1)(n—k)f[n+1]+k+1f[ n ]}

dir. Boylece (3.1.14) bagintis1 ispatlanmig olur.

Simdi yiiksek mertebeden konveks fonksiyonlar kavrami i¢in asagidaki tanimi
verelim.

Tanmm 3.1.3: I aralig1 {izerinde tamimli reel degerli bir fonksiyonun, I iizerinde n + 2
farkli noktada, n+1. mertebeden tiim boliinmiis farklar pozitif ise bu fonksiyon I
tizerinde n. mertebeden konvekstir denir. Eger I iizerinde n + 2 farkli noktada, n+1.
mertebeden tiim boliinmiis farklar1 negatif olmayan ise bu fonksiyon I {izerinde

n.mertebeden konkav olmayandir denir.

Teorem 3.1.13: Eger f(x) fonksiyonu, [O,l] aralig1 lizerinde birinci mertebeden
konveks ise, {Bn( f ;x)} Bernstein polinomlar dizisi (0,1) araliginda azalandir yani;
XE (0,1) ve n=1,2,... i¢in

B,(f;x)>B,.,(f:x)
dir. Eger f(x), [0, l] aralig1 lizerinde konkav olmayan bir fonksiyon ise, {Bn f ;x)}
dizisi [0,1] araligi lizerinde azalmayandir yani;
X€E [0,1] ve n=1,2,...i¢in

B,(f;x)> B, (f;x)
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dir. Bu sonug ilk defa 1954 te Temple"" ve sonra 1957 de Arama? ; 1958 de ise
Schoenberg"? ye dahil edilmistir.

(3.1.14) dzdesligi, Bernstein polinomlarinin birinci mertebeden tiirevi ile olusturulan
dizinin, monotonlugunu ¢alismak i¢in yararli olacaktir.

Teorem 3.1.14: [O, 1] aralig1 iizerinde iki ardisik Bernstein polinomunun tiirevleri

arasindaki fark,

2x—1 & k k+1 k+1
B' ;x —B' ;_x =
n+l(f ) n(f ) n(n—l—l); n— lk( )f " }’l—'—l ]
n—Dx(1—x k k—l—l k+2 k+2
~ (n=Dx( )Z:nw()
nn+l) = n n+l’ n
1 E’k+1’k+1’k+2l G117
n+1" |n n+1 n n+l
dir.
Ispat : (3.1.14) 6zdesliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
B, (fix)—=B'(f:x) (3.1.18)
2x—1 & k k+1 k+1| x( k k+1 k+1
B e L
nn+1) = n'n+l’ n n(n+1)k o n n+l’

elde edilir.

P ()= [l’l ; 1] k! (1 - x)nilfk — [n]: 1] (n—1—k)x* (1 B x>n72—k

olup, bu esitlik (3.1.18) de yerine yazilirsa

= k k+1 k+1] (=1} wok [k k+1 k+1
- — = e (1—x =, ,
; n— lk( )f{n +1 n ; k ( ) f n n+l "

—i[”;l](n—l—k)x" (1—x) " f

ﬁ k+1 k+1l
n'n+l’ n

elde edilir. Esitligin sagindaki ilk toplamda &k yerine k +1 yazilirsa,
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n—1 n—1(n—2 n—1 n—1 [(n—2
= ve =

k+1) k+1{ k k n—1—-k\| k

oldugundan;

n—1
l& k+1 w] (3.1.19)

: :1 'n ()
k=0 1.k f ]

n'n+l’ n

k+1 k+2 k+2
- _1 ) 5 -
= ),; 24 (%) [ [ n n+l n

|

bulunur. Boliinmiis farklarin tekrarlama formiiliinii kullanarak asagidaki sekilde elde

edilir.
5 k+1 k+2 k+2 _n ¥ k+1 k+2 k+2 B 5 k+1 k+2
n n n+l n 2 n n+l’ n n n n+l
ve
k+1 k k+1 k+2 — i+ |k k k+1 k—|-2 k k+1 k+1
n+1'n’ n “n+l n on n+l nn—|—1 n
dir. Sonug olarak esitligi
7 k+1 k+2 k+2 B E k+1 k+1
n n+l’ n n'n+l’ n
:g E k+1 k+2 k+2 1 k+1’k’k+l’k+2 (3.1.20)
nln n n+l’ n n+l" |n+1'n n n+l

seklinde yazabiliriz. (3.1.19) ve (3.1.20) esitlikleri kullanilarak (3.1.18) esitligi bizi

istenen (3.1.17) formiiliine gotiiriir.
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3.2. q- tamsayilari iizerinde Bernstein Polinomlari
Bernstein polinomlari, bir ¢ok 6zellige sahip oldugundan ¢esitli genellestirmeler ileri
siiriilmiistiir. Bu boliimde g-tamsayilari i¢in genellestirmeler verilecektir.

fec [0, l] icin klasik Bernstein polinomu

B.(fix)= Z(Z] I (Sj X(l—x™

k=0

seklinde tanimlanmisti. Simdi ¢ -Bernstein polinomlari i¢in birka¢ tanim verelim.

Negatif olmayan bir ¢ tamsayisi i¢in, ¢ -tamsayisi [z] ile gosterilir ve

seklinde tanimlanir

q faktoriyel: [z] ! ile gosterilir ve

[i]!Z{[iHi_l]“‘[l]» i=1,2,

1 , 1=0

seklinde tanimlanir. g-binom katsayisi ise ile gosterilir ve

n [n][n—l]---[n—r—l—l]

]!

seklinde tanimlanir. Simdi ¢ -farklar1 tanimlayalim

r

x; = []] olsun.

X, = — =q’ [k +1] (3.2.1)

dir. Eger k =0 ise,
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f[x B CJO)—fx) fxg)— f(x)
PR T X%, - g

dir.
f(xj+1)_f(xj):Aqf(xj)

olarak tanimlanirsa

]: fof') (3.2.2)

! [xj Xj p

seklinde yazilabilir. Boylece g fark A_f(x;) ileileri fark Af(x;) aynidir. Ancak

. . k . . .
g =1 olmadik¢a, k >2 i¢in k. mertebeden g-fark A_ f(x,) ile k. mertebeden ileri

fark A* f(x ;) ayni degildir. (2.3.2) den, boliinmiis farklar i¢in indirgeme bagintisi ve

(3.2.2) den

f[xj,xj+1,xj+2] _ quqrffljﬂ) B Aqi;ij)]/(xj+2 _xj)

elde edilir.(3.2.1) den devam edilirse

olup, ikinci mertebeden boliinmiis fark

Aqf(XjH) - quf(Xj)
q2j+l [2]

RTINS (323)

seklinde yazilabilir. (3.2.3) den
ATf(x) =4, f(x;,)—gA, f(x))
seklinde tanimlanirsa,

AL f(x)

f[xj,xj+1’xj+2] = q2j+1 [2]

elde edilir. [3] I= [3] [2] [l] olmak iizere {i¢iincii mertebeden boliinmiis fark
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A;f(xJLH) - quqf(xj)
q3j+3 [3] !

f[xj’xj+l’xj+2’xj+3]:

. . eye 0 1
dir. Bu sekilde devam edilirse A f(x;)= f(x;) ve A f(x,)=A, f(x;) olmak
lizere k >0 tamsayis1 i¢in
A )= A () — g AL f(x)
seklinde tanimlanir.

g -Bernstein polinomunu ise,

n—r—1

R ) (3.2.4)
s=0

B (=31

r=0

r
seklinde tamimlanir. Burada f , her n pozitif tamsayist icin f fonksiyonunun

n—r—1
X = ﬁ noktasindaki degerini verir. n—r=0 igin H (1—¢'x) carpiminin
n 5=0

degerini bir olarak kabul edelim. (3.2.4) de ¢ =1 yazilirsa klasik Bernstein polinomu

elde edilir. Klasik Bernstein polinomlarinda oldugu gibi ¢ -Bernstein polinomlar1 da

f fonksiyonunu [O, 1] araligimin ug¢ noktalarinda interpole eder. Yani
BI(f:0)=f(0) ve Bi(f:D=f(1) (3.2.5)

dir. (3.2.4) de tanimlanan B’ operatorii lineer olup, 0 < g <1 i¢in [0,1] araligindan

P e doniisim yapan monoton bir operatordiir. Simdi ispatlayacagimiz teorem g-

farklan icerir ve ¢ =1 alindiginda sonu¢ Teorem 3.1.1 i verir.

Teorem 3.2.1: x;, = [j] ve [k]!: [k][k —1]...[1] olmak iizere her j,k >0 icin

ALf(x)

f[xj’xj+1""’xj+k]:qk(2j+k—1)/zw (3.2.6)

esitligi vardir.
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Ispat: Ispat1 k iizerinden tiimevarim yardimiyla yapalim.
Her j >0 ve k=0 icin esitlik dogrudur.

k>0 ve her j>0 i¢in dogru olsun.

f[xjH,...kaH]—f[xj,...xj+k]

X

f[xj’xj+1""xj+k+l]:
k1 X

o AfOgy) A
_qj [k-l—l] qk(2j+k+l)/2 [k]! qk(2j+k—1)/2 [k]!

_ A];f(xj+1)_qkA];f(xj)
q(k+1)(2j+k)/2 [k"‘l]'

AT
= q(k+1)(2j+k)/2 [k +1]|

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmistir.

Lemma 3.2.1: x; = []] , ¢>0 veher j, k>0 icin

f(ijrkfr)

r=0

a ror(r— k
A =3(-1)q" ”/z[r

dir. Ispat1 Schoeneberg(zo) , Lee and Phillips(zl) tarafindan yapilmistir.

Teorem 3.2.2: Genellestirilmis Bernstein polinomu,
Af=1= f([J]/[”D

ve
Af =00 —a AT, r>]

olmak iizere

BY(f:x) =Z"j\':]A;fox’ (32.7)

seklinde yazilabilir.

Ispat. Burada, ispat1 tiimevarim yardimiyla Phillips(l) de yapilan,
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s(s—1)

n—r—1 n—r o

[[a-gn=>(-1)q > S (3.2.8)
S

s=0 s=0

Ozdesligini kullanmamiz gerekir. (3.2.8) de ¢=1 yazlirsa bu 6zdeslik binom

acilimina doniisiir. (3.2.8) esitligi (3.2.4) te yerine yazilirsa

n—r s(s—=1)

Biro=3 £ g 2 M e
—o F] =0 s
elde edilir. Burada ¢ yerine r +s yazilirsa
njin—r| [n]’ [n—r]! ﬂ_n t
Ml s | [n—r]![r]! [n—r—s]![s]! [t]! tl|r
elde edilir. Bu esitlik yukarida yerine yazilirsa
" \n t —r (t—r)(t—r-1) t
BI(f;x0)=)_ t XY (-1)g 2 |
t=0 r=0

elde edilir. Boylece lemma (3.2.1) den

B!(f;x)= ZMA;fO x'

t=0

bulunur. Tamm 2.3.1 ve (3.2.6) dan x; =[] ve ¢ € (x,,x,) igin

ALf(x)
qk(k*l)/Z [k] ‘

790
[]!

f[xo’xn""xk]:

dir. Oyleyse f(x)=x" fonksiyonu igin k dan biiyiik mertebeli tiirevler sifir
olacagindan ¢ farklarda sifirdir ve Teorem 3.2.2 den Vn>k igin B’(x";x)

polinomu k .dereceden bir polinomdur.

Teorem 3.2.2 den
B'(1;x)=1 (3.2.9)
dir. f(x) = x ise

Agfo :fo =0
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ve
Ay = 1= F=Vn]
olup Teorem 3.2.2 den
B!(x;x)=x (3.2.10)
elde edilir. f(x) = x” ise,
AZ fo=1=0,

A fy=fi—fy=1[n]

-

) 2
A,z,fo =f, =1+ f +4qf, :[%] —(+q9)

esitlikleri icin (3.2.7) den Bernstein polinomu

B! (x*;x) =

n
O]Ag fox" +

n
1

}A;fox—i—

n
JA; fox2

seklinde yazilabilir. Boylece

x(1—x)

[n]

bulunur. B!(l;x), B!(x;x) ve B! (x*;x) icin yukaridaki ifadeler, ¢=1 olmasi

B/(x*;x)=x"+ (3.2.11)

durumunda, klasik Bernstein polinomu icin elde ettigimiz esitliklere indirgenir.
Korovkin Teoremi yardimi ile genellestirilmis Bernstein polinomlarn igin

yakinsaklik, bize Teorem 3.2.3 icin yol gosterir.

Teorem 3.2.3 (q,), 0<g, <1 ve n— oo igin g, —1 kosulunu saglayan bir dizi
olsun. Eger her bir feC [0,1] icin g=g¢q, ise (3.2.4) de tamimlanan B(f;x)

polinomu, [0,1] araliginda f(x) e diizgiin yakinsar.
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Ispat: (3.2.9) ve (3.2.10) da f(x)=x ve f(x)=1 icin B!(f;x)= f(x) oldugu
gosterildi. n— oo igin g, —1 oldugundan (3.2.11) den f(x)=x" igin B’(f;x)
f(x) e diizgiin yakinsaktir. Ayn1 zamanda 0 <g, <1 oldugundan B’ operatorii

monotondur ve ispat Bohmann-Korovkin Teoremi uygulanarak tamamlanir.

Teoremin sonucunda ¢ =1 i¢in, Teorem 3.1.6 ve Teorem 3.1.7 ye indirgenir.
Teorem 3.2.4: Eger f, [0,1] aralig iizerinde konveks ise, her n>1 ve 0<¢g <1
olmak iizere [0,1] araligindaki her x i¢in

B!(f:x) = f(x) (3.2.12)
dir.

ispat [0,1] araligindan alinan her bir x i¢in ve 0 <r <n icin

]
X, =
]
ve
n n—r—1
A = X g(l—qx)

olsun. 0< ¢ <1 ve x€[0,1] i¢in A, >0 dir. (3.2.9) ve (3.2.10) dan sira ile

Z)\r :>\()+)\1 ++)\n

r=0
n
r=0

n—r—l1

T

n
r 5=0

=B/(Lx)=1

ve
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ZAr'xr = >‘0x0 + )‘1x1 +eet )\n'xn
r=0
n—r—1

T =)

5=

n

-l

=B'(t;x)=x

dir. Boylece

BI(fi0 =S N f(x)> f

r=0

E"jA,x,] — f)

r=0
elde edilir.

Teorem 3.2.5: Eger f(x) fonksiyonu, [0,1] araliginda konveks ise, [O,l] aralifinda
B!(f;x) ve B! (f;x) polinomlari, her n >?2 ve g parametresinin ayn1 degeri i¢in,

B! (f:x)>B!(f:x) (3.2.13)
sartin1 saglar. Aksi halde f lineerise B! ,(f;x)= B!(f;x) olur.

ispat: ¢=1 icin bu teoremin 6zel hali Davis® tarafindan verilmistir. iki ardisik

in kuvvetlerinin terimleri ile ifade

Bernstein polinomu arasindaki fark 1
—X

edilmistir. Eger ¢ =1 ise bu ifade dogru olmaz. Ispata Orug ve Phillipsm den devam

edilirse 0 < g <1 i¢in

Bl (f;x)= Zf[ 4 ]]

veE

n—r—1

I (1-a's)

s=0

n

B!(f; x)—Zf[m]

I’l

n—1 -1

dir. Iki ardisik Bernstein polinomu arasindaki fark, H (1 — q“x) ile carpilirsa

s=0
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-1

(B, (0 B0 [T (1-a)

5s=0

n—r—2 n—1 -1

:Z;f[[n[i]l]] ”:1 X 11 (1_4‘Yx)g(1—q“x)
—iof[%] l: X lll(l—qsx)[[;(l—q x)l
=Z;f[[n[i]l]] - x Hz(l—q“x)nnz(l—q x)l Hl(l—q x)l
_Zf[%] ’: x Hl(l—qyx)nnl(l—q x)l l_i (l—q x)l
E;fhj?q]nrlxsjilﬁ—QX)l—;;f“}] x’ii@—qx)l
elde edilir.
W.(x)=x" ﬁ (l—q“x)l (3.2.14)

olsun. Buradan
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n | -
=x Sz,l:[ril(l—q x) (1_61”7#1)6)71 Txg 11
=x" H (1 q x) [1 q"- -1 ]

=x H (1 qx)

s=n—r—1
elde edilir. W,(x) ve W (x) terimleri atilarak yukaridaki sonuglar birlestirilirse

-1

|[BL(f3%) =Bl (f35)] ﬁ(l—q“x)

& (I -
=

r=0 r

1 n—r—1 - [r] n
W+ W)= 32 f W] )

n—1

:rnz_;f [n[i]l] f:[n[ ]’"]W(x)+2f[[ 7] ]] | Watg l—ri;f[%] W (x)
elde edilir. ikinci toplamda 7 yerine r—1 yazilirsa

[BY(f:0— BI(f:)] ﬁ)(l—qsx)l
S S oo
—Zf[%] “lw
:if[[n[i]l]] n|| - ]W(X)+j21f[—l]]]\zl%Wr(x)q Zf[[—]] W (x)
dir.

ST il e 01 (219
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olsun. O zaman

n—1 -1 n—1

[BL(fs0)—Bl(f:0| [[1-a'x) =) ’:

r=1

a, W.(x) (3.2.16)

seklinde yazilabilir. (3.2.14) den goriiliiyor ki 0< ¢ <1 i¢in W (x), [0,1] araliginda

negatif degildir ve bdylece (3.2.16) den, her bir a, nin negatif olmadigini gostermek

yeterlidir.
[n—r]_ [r] X, ve [r_]:x enirse
DT T T
N L ) R R e A A A a1 |
PRI W T e T =
O e N 1 4
S P T e

dir. (3.2.15) ve konvekslik tanimindan
a, =Af(x)+A=X)f ()= fAx+1-A)x,) >0
dir. O halde
B! (f;x)>B!(f;x)
dir. Bernstein polinomlar1 f i araligin u¢ noktalarinda interpole ettiginden bu esitlik

x=0 ve x=1 icin de saglanir. O0<x<1 icin B! (f;x)=B!(f;x) iken
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0<r<n-—1 olmak {iizere ardisik

noktalar1 arasindaki her bir aralikta f

[n=1]
lineer ise, sifirdan farkli her a, icin bu esitsizlik kesin vardir. Boylece ispat

tamamlanmig olur.

Klasik Bernstein polinomlarinda gosterildigi gibi, [0,1] araliginda ¢ -

Bernstein polinomlarinin birinci tiirevinin, f nin birinci tiirevine diizgiin yakinsak
oldugunu ispatlayalim.

0<g,<1 ve n—oo i¢in g, —1 olsun. Burada genellestirilmis Bernstein

"]

operatdriiniin farkli gosterimini kullanmamiz gerekir. Yani f, = f [—] icin

[n]

n—r—2

X [T (1-4,x) (3.2.17)

n—1
r 5=0

32’1(f;x)=n2f,[

olsun. Burada B’ (f:;x) ile B’ (f;x) birbirinden farkhdir. Ciinkii BY (f;x)
polinomunda g=g¢, , dir ve f fonksiyonu [r]/ [n—l] noktalarinda deger alir.

Teorem 3.2.2 den

B!(f;x)= ZmA fox'
r=0

dir. (3.2.17) denklemi ¢ -farklar yardimiyla yazilirsa

n_l r r
e (3.2.18)

dir. (3.2.18) formiiliinden

n—l1

Bl (f;0)=)

r=0

B¢ (I;x)—1=0,

n>1 igin
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n—1
B! (x;x)—x= —qu
]

n—1

ve n>3 icin

BY (x*;x)—x* = [n_l]x [q” [n—l][n—Z]_l]xz

[

oldugunu gosterelim.

B (x;x)= n_llef + n-l A, f,x
n—1 \7""» - 0 q,70 1 q,7 0
:[n—l]ﬂx
]
_1-gy ' 1-g,
l—g, 1—gq,
n—l1
:l_q”n x
l—gq,

elde edilir. BY_,(x*;x) operatorii

n—1

n—1
0 > lA; fox2

B, ,(x’;x) =

0 0 n—1
Atlnfox + 1 Aﬂlnfox—i_

seklinde yazilabilir. Buradan

A f,=0,
1
Aq,,fo =hHh—F :[_]2
]
ve
2f 1
AL fo=Ffi—(U+a) /i +4q,f, =—]2—(1+qn)[—]2
] ]

esitlikleri yukarida yerine yazilirsa, n >3 icin

57



i

B! (X} x)—x" = [n—l]ix—l—

]

elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse

qn[n—l]z[n—Z]_l]xz

[n]

1
2

4,

» 2+gq, 1+¢q

-4, — [n] [n]z

2

n

lg"[l(xz;x)—x2 :L][l—[i x4+

d

elde edilir. Boylece 3271( fix)), [0,1] araliginda 1, x ve x’ fonksiyonlar: icin f
ye diizglin yakisaktir. f?zfl( fix), [0,1] araliginda monoton operatér oldugundan
Bohman-Korovkin teoreminden her f € C [O, 1] icin EL( fix) [O, 1] araliginda f ye
diizgiin yakinsaktir.

Simdi g -farklarla ifade edilen B?(f;x) polinomunun tiirevini alalim.

n n—1 n
Bj/(f;x)zzr ]A fox'™ 1— r+1)[ A;ﬂ“fox’
r=1 r+1
dir. Esitligin sag tarafi [r + 1] ile carpip boliiniirse ve
n n
r+1{=|n
=
esitligi yukarida yerine yazilirsa
B (1) "2 e I
n ’ r:O r+1] ()
ol r+1 ,
=2l A ([n)A, f)x (3.2.19)

elde edilir. Eger f’ varsa yeterince bilyiik n ler igin [n]A o Jo 1lef '(0) birbirine

yakindir. Eger rl

[r—f—l]

ifadesi ihmal edilirse (3.2.18) den
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n—1

B! (f3x)= Z[n:llA; (M)A, £,)x =B, ([n)A, fix) (3.2.20)

r=0

elde edilir. Operatorler lineer oldugundan (3.2.20) deki E’L ([n]A 0 f ;x) ile

B!, ( s x) operatoriinil karsilastirabiliriz. Bu iki operator arasindaki fark

n—1

B (750 B (1), 15 =2 7 <l 7 )

r=0

nl (1 g;x) 3.2.21)

<:]3

©
Il
o

seklinde yazilabilir. f € C'[0,1] olsun. Ortalama Deger Teoreminden 0<6<1

f

olacak sekilde 6§ € R vardir. Yani 0<6 <1 i¢in
:P

=, f=f I —[n]| |

[r+1]_m

[n] [n]

[r—H]

]

[n] [n]

W

[n]

dir. Buradan

- [r+1] [r] ]

r—l—l]

)T
{ED) o () (D ) (-t
=) V) ) M] B ]

:f'[m]—f’[%ww ([r+1]—[r])

d
dir. Burada
[r+1=14q,+q, ++q,
ve
[r]=1+q,+ ¢
esitlikleri yerine yazilirsa

[r]+6q;

[n]

£ =nA, f, = f’[%]—%ﬁf’
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bulunur. n — oo igin ¢, —1 ve fe€C' [O, 1] oldugundan her >0 i¢in N =N (e)
sayis1 vardir 0yleki her n > N icin

£ =nA, f,

<e, 0<r<n-1

dir. (3.2.21), (3.2.9), (3.2.10) ve (3.2.11) esitliklerinden

”j,r"ﬁz(l—q:x):g.

s=0

n—l1

B (f';x) — B! ([n]Aqn f;x)‘ < 82

r=0

dir. € >0 sayisiigcin N =N (5) vardir 6yleki

By (f5) =By (s, i<
dir. Boylece

[r] +0q,

[n]

=0

fim £, ~[n]A, £, = lim f ’[%]—qif '

bulunur.
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3.3 iki Degiskenli Genellestirilmis Bernstein Operatorleri

Klasik Bernstein operatorii, her bir f € C [O, l] icin

B,,(f;X)=i(ZJf (ijk(l—ﬂ”‘k , xe[0,1]

k=0
seklinde tanimlanmisti. Simdi iki degiskenli g -Bernstein operatorlerini

tanimlayalim.
I* :[O,I]X[O,l] birim kare ve bu kare iizerinde tamimh iki degiskenli reel
fonksiyonlarin uzayt R’ = { flf:I"— ]R} ile gosterilsin. Her bir feR"

fonksiyonu ve her g,, g, > 0 pozitif reel sayilari i¢in

m m—n—1
B (fix =B (H=)_1, ’; # I (1-g7%) (3.3.1)
7=0 1 5=0
veE
ny ny—r,—1
B (fix,)=B (H=)_F, m v TT (1-4,7x) (3.3.2)
: =0 2 5,=0

operatorleri sirastyla (3.2.1) operatoriiniin parametrik geniglemeleridir. (3.3.1) ve

(3.3.2) de n—r =0 i¢in carpimun degeri 1 dir. Burada f_, f, ve f.

1, Zf[%,y] ,

veE
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seklinde tamimlanir. Acik¢ca ¢, =g, =1 ise (3.3.1) ve (3.3.2) esitlikleri, klasik

Bernstein operatoriiniin parametrik geniglemelerine doniistir.

Lemma 3.3.1: (3.2.1) operatériiniin parametrik genislemeleri olan (3.3.1) ve (3.3.2)

operatorleri C (I 2) de lineer pozitif operatorlerdir.

Lemma 3.3.2: fcC (I 2) olsun. (3.3.1) operatdrii her y€[0,1] i¢in asagidaki

interpolasyon 6zelliklerine sahiptir.

) B (f:0.0)=f(0,)

i) Bfl (fsLy)=rf(1y)

n

. . X n
Ispat: i) B’ (f;x,y)zz:fr1 rl
! r=0 1

m_n—

1
X" H (1 —q x)
5=0

n—1

o LT1=a"x)+

51=0

n

:fo 1

=2 . nl
xH<1_q151x)+”'+fn [n x"
1

5,=0

dir. Yukaridaki esitlikte x yerine 0 ve f, yerine i=0,L---,n i¢in f, = f M,y]
yazilirsa
. n

B (£:0.0)=fy| = F|1.y|=FO.)
elde edilir.

. X n

i) B (fLy)=1,| |=f|y|=r0y)
dir
Lemma 3.3.3: x € [O, 1] ve feC (I 2) icin (3.3.2) operatorii asagidaki interpolasyon

ozelliklerine sahiptir.
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D) B (f13,0)= f(x.0)
i) B (f3x.1) = f(x.D)
Ispati, lemma (3.3.2) nin ispatina benzer sekilde yaplir.
Lemma 3.3.4: Bj‘l ve BV operatorleri C(I 2) uzay1 iizerinde degismeli olsun.
Carpimlart  olan B, (f;x,y):C (I 2)—>C (I 2) seklinde tanimlanan operator

f €C(I?) ile birlikte

ny—r—l1

x”y H (1 a'x) [ (1-a"y) 334)

5,=0

noomn

B, (f; xy)—ZZf“

lineer pozitif operatordiir.

Ispat: B*B’ (f;x,y)=B" (B’ (f;x.y))

ny—r,—1
=B Zf,z * T1 (1—q;2y)]
r=0 5,=0
m [n ny—r,—1
=31 T (1=4."y) B (£,)
n=0|" =0 !
ny ny—r,—1 n n—r—
S T -0 2 T -
n=0|"2 5,=0 olh
noom n—h— ny—r,—1
—ZZfﬁ . x”y’z I (1-gx JIT (1-a.")
=0 1= 5,=0

bulunur. Benzer sekilde (3.3.4) te B, , operatoriiniin pozitifligi ve lineerliginden

m—n— ny—r,—1

IS H(l a’x) 1 (1-0."y)

5,=0

BB (fix, y)—Zwa

=0 =

esitligi saglanir.
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Lemma 3.3.5: iki degiskenli genellestirilmis Bernstein operatorii, f fonksiyonunu

birim karenin dort kdsesinde interpole eder. Yani
B, ,.(f30,0)= f(0,0)
B, (f;iLh=f@D
B, , (f:1,0)= f(1,0)
B, , (f;0,1)= f(0,1)
esitlikleri saglanir.

Lemma 3.3.6: ¢, fonksiyonu, e,:/ =1 olmak iizere e, Sy =x'y’

L]

(0<i+j<2,j,icZ) seklinde tanimlanan bir test fonksiyonu olsun. (x,y)€ I’
icin asagidaki esitlikler saglanir.

a) B, , (€y;x,y) = ey(x,y)

b) B, , (€,:%, ) =e,(x,y)

©) B, , (ey:;x,y)=¢y(x,y)

d) B, , (e;x,y)=¢,(x,y)

x(1—x
e) B, , (€,:X,y) = ey(x,y)+ ([n] )
1

f) Bn1 RO (€02;X, y) =e, (x’ y) +%

Simdi bu esitliklerin bazilarim gosterelim.

Ispat b) B, . (€y;x,y) =¢,(x,y)

ny—r—l1

m—ri—1
]xnyrz 1:[() (1_%Slx) H (1_qZS2y)

5,=0

n

noom
Bnl,n2 (‘frl,r2 5 X, y) = szn,rz
r=0 =0

nn,
hih
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N e L =t e .
Rl | (IR v T AR
—ri-l ny ny—ry—1
—Zr_l H(l g"x )Z:yzn(l 0" y)

5=0 »=0[""2 5,=0

dir. Bu esitlikte r yerine r+1 yazilirsa

m —1 m—1—2 , ) m—h s
B,,, (el();x’y):; nlrl X 1:[() (1—q15‘x);l’:ﬂyrz Sl_:[o (1_‘12 zy)
i nl -1 7 e K = r2 7 ! K
=xy ATT (=g )Y e T (1-4.y)
=0l N 5=0 r=0" 5,20
=¢,(x,y)

elde edilir.

C) Bnl My (601;x’ y) = eOl ('x’ y)

m T il ny—h -1
(em X, y) = ZZ . [[n ]] H (1 — q15'1x) H (1 — qzs'z y)
n=0n=0]" 2] 5=0 5,=0
=S T ) S e T )
n=0| i 5=0 =0 [”z] r 5,=0
P "ﬁl(l—qﬁx) ZM T 217_2[71(1 ")
=0l i 50 =0 [”lz] [”z z
B n n, rlnlfrlfl B n2_1]| ny—r,—1
_rlzo I’i X H)(l ql )Z:ly I"—l] [l’l —I"]' L[() (1 q2 y)
dir. Burada r yerine r+1 yazilirsa
mn n, m—r—1 s n nz_l , n,—n—l s
Bnl,n2(e()l;x’y)zz xrl H (1_q11x)z ]yz H (1_%2)})
n=0l" 5=0 =1 n—1 5=0
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n m—rn—1 ny—1 _ ny—r,—2
_ Z nl xrl 1— K nZ 1 r 1 5y
= q,"x)y o I (1=ay
n=o | 5=0 n=o| b 5,=0
= ¢y (%, y)

elde edilir.

_Z;[rl [nll]][i[ill]_!l]!xr‘ 1ljol(l qllx); rrljyz 1;[0 <l—q22y>
D eI (e (R
S T a3 T -

i n . | 1 i1 o n, -1 N
+n1;x rl—ll 11:[0 (l q, x)rzzo ", y 1:[0 (l—q2 y)
Iy —1] 22, —2] s w] o
— i 1— 5 " 1— 5
] ; 4 l;lo (1-a X)Z:o nl 1:[0 (1-4."y)
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T S T )y Y y (e
[”l]rl:O h 5,=0 ql =0 }’2 55=0 q2
[nl]_l 2 X

f +_

[”l] ' [”1]
:x2+x(1_x)
]
bulunur.
f)(3.3.4)ten
nm—n—1 ny—r,—1
g ain =SS [ 1) T -0
0 r,=0 nz 50 50

nm—rn—1

x H (1 - qf‘x)

51=0

1

>

=0

=0l h n2]

- e

= Bnl (e()’x)Bn2 (62’ y)
dir. Buradaki B, ve B, genellestirilmis Bernstein operatorleri, G.M. Phillips

@ ve e:l—1, e(x)=x(1i=0,12) tek

tarafindan tamitilan operatorlerdir
degiskenli test fonksiyonlaridir. Phillipsm) den bu operatorler asagidaki esitlikleri

saglar.

yd—y)
[”z]

Her x,y €l icin B, (%) =¢,(x), B, (e;;y)=e,(y)+
dir. Bu iki esitlik kullanilarak,
-y

B"l,nz (602 5 X, y) = €n (X, y) +
[1,]

operatorii elde edilir.
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Teorem 3.3.1: ¢, =q,(n,), q, =q,(n,) ve n,n, — oo i¢in ¢, (n)—1 olsun. O
zaman f €C (I 2) icin (3.3.4) te tamimlanan iki degiskenli genellestirilmis Bernstein
polinomlan dizisi /° iizerinde f(x,y) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

Ispat: ¢-tamsayisimin tanimindan ve hipotezden n, — oo iken ¢, = ¢q,(n,) —1 dir.
Buradan n, — oo ise [n,|— oo olup benzer sekilde n, — oo igin [n,] — oo olur.
Burada Lemma 3.3.6 kullanilirsa n,,n, — oo iken [ * de, BW,2 (el,j;x, y) polinomu
e, ye diizgin yakinsar. Iki degiskenli polinomlar icin Korovkin test teoremi

uygulanarak

Bnl,n2 (f;x’ y): f(-x’ }’)
bulunur.

Teorem 3.3.2: I° de simirhi bir f:1° — R fonksiyonu igin

(3.3.5)

9 1 1
f_Bnl,nz(f) ‘ S_ D
H . 4W[ B

dir. Burada || ||OO diizgiin normu ve w ise birinci mertebeden siireklilik modiiliinii
gostermektedir.

Ispat: f:I° — R iki degiskenli simirli bir fonksiyon olsun. /* de tammli tek

degiskenli sinirl biitiin fonksiyonlarin kiimesini R’ " ile gosterelim. O zaman birinci

mertebeden siireklilik modiilii

w:R% —10,1]
doniisiim yapan bir fonksiyondur. Her bir f € R’ " ve her bir (61, 62) €R? igin

w(6,.8,) =sup{| f(x.y) = f(x', ¥ (x. y) € I (x y) € I [x— x| <8,

y=y|<é8} (336)
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dir. Siireklilik modiilii monoton artan bir fonksiyondur. Yani
(6.8,)€R? . (6',8",) € R? igin
0, <6, ve 6, <o, = w(6,,6,) <w(6,,6," (3.3.7)

dir. Lemma 3.3.6 (a) dan

B, . (fix,9)— f(xy)

noon m—n—l ny—r,—1
3o T (-0 T (-a9) P22 e
r=0 r,=0 7’1 r2 5=0 5,=0 nl] I’lz]
noon m—n—1 ny—r,—1
<330y T (1) TT (1) 22 e
1i7=0 r,=0 hin 5=0 5,=0 nl] n2]

dir. Siireklilik modiilii artan oldugundan

1]

[] Ia]) [N
f ; fley)<w x|, y
n| ] ] [1,]
< m—xMH ﬂ—y\/mﬂw L L1 G3s
] [1,] (n] [n,]
dir. (3.3.7) ve (3.3.8) den devam edilirse,
) (s
K=wl——,—|X ||l ——1 x" I—¢q " x)+1|x
o ) Y g L T
icin
B, (fix,y)—f(xy)|<K (3.3.9)

olur. Schwarz esitsizligi uygulanirsa, bir tanesi
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m—i—l 2
%_X‘[ nl xrl H (l_qISIX) [ j
1 51=0

IN

3
—_—
= |T

2 —
—x] ]Zl X" H (1—ql“x) [Z

1 5=0

= {Bn1 (e;x)—2x B, (¢;;x)+ B, (eo;x)} B, (¢:x)

x(1—x)

]

_ x(1—x)

]

=x’4 —2x 4+

4[n]
elde edilir. Benzer sekilde

oy

2

n,
n

=0

ny—nr—1
v IT (1-4."y)
=0

4[n,]

elde edilir. Buradan (3.3.9), (3.3.10) ve (3.3.11) esitsizlikleri birlestirilirse

:EW[; ;]
4 (Jm] ]

1 1 1 1
Bnl,m(f;x’y)_f(x7y)éw s N +1 \H’lz——i—l
i ‘ [«/[”1] ,/[nz]][ 2yn, ][ 2n,

(3.3.10)

(3.3.11)

(3.3.12)

bulunur. (3.3.12) den, supremum hesaplanarak (3.3.5) ile devam edilirse ispat

tamamlanir.
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Not: i) Eger ¢ ,=g,=1 ise (3.3.4) operatori, ilk kez Stancu'® tarafindan

incelenen iki degiskenli klasik Bernstein operatoriine doniisiir.

Bu durumda Teorem 3.3.1 ve 3.3.2.nin sonuglari, Stancu'®!'”

nin iyi bilinen
sonuclarina uygundur.
il) Eger ¢,=1,q,=1 veya ¢q,=1, g, =1 ise bir diger ilging Bernstein type

operatorii meydana gelir. Bu operatorlerin yaklasim 6zellikleri, iki degiskenli klasik

Bernstein operatoriiniin 6zellikleri ile benzerdir.
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