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OZET
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Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Prof. Dr. Kerim Koca

Haziran 2007, 95 sayfa

Bu c¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde ¢alismanin amaci ve
kullamilan kaynaklar hakkinda 6n bilgiler verilmistir. Ikinci boliimde gerekli temel
kavramlar verilmis, daha sonra Lebesgue integrali, Riemann integrali ve Lebesgue-
Stieltjes integrali, Istatistikteki uygulamalar1 incelenmistir. Dordiincii boliim ise

Tartisma ve Sonug’a yer verilmistir.
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ABSTRACT

LEBESGUE INTEGRAL AND SOME APPLICATIONS TO STATISTICS

TUNCEL, Altan
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M.Sc. Thesis
Supervisor : Prof. Dr. Kerim Koca

June 2007, 95 pages

This study consists of four chapters. In the first chapter, the goal of the study
and detailed literature review is given. In the second chapter, definitions and basic
concepts are given, then some applications of Lebesgue, Riemann and Lebesgue-
Stieltjes integrals in statistics are analyzed. The last chapter is devoted to discussion and

conclusion.
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1. GIRIS

Olcii ve Lebesgue integrali kavramlar1 uygulama alam olarak en cok istatistikte
kullanilmakla beraber Reel Analizin temel konularindan biridir. Ozellikle 6lcii ve buna

bagli kavramlarin istatistik ile ilgisi 1933 yilinda A.N. Kolmogorov tarafindan ortaya
konmustur. Bilindigi gibi olasilik uzayr F 6zelliginin saglandigi (Q,U, P) igliisiidiir.

Burada Q evrensel kiilme, U Q iizerinde bir o -cebir ve P, Q iizerinde bir olasilik
Olciisiidiir. Olasiligin temel konular: reel analiz ve Olcii kavramlariyla birlestirildiginde
baz1 istatistiksel olaylar daha sade bicimde ortaya konmakta ve istatistiksel modeller
yardimiyla daha iyi analiz edilmektedir. Ornegin son boliimde incelenen Fatou lemmasi
sinirlt yakinsama ve monoton yakinsaklik teoremleri bu konuya iliskin en tipik
ozelliklerdir. Bu konu “Arastirma Bulgular1” alt bashginda detayli bir sekilde

incelenmistir.

Reel analizin konular ile olasilik ve istatistik teorisinin konularini iligkilendiren
bol miktarda kitap ve makale bulmak miimkiindiir. Hatta 1970’1i yillardan sonra olasilik
ve istatistigin konular1 topolojik kavramlar yardimiyla da aciklanmaya calisiimistir. Bu

konuya iliskin daha genis bilgi i¢in [4] nolu kaynagin son boliimiine bakilabilir.

1.1. Tezin Amaci

Bu tezin esas amaci Ol¢ii ve Lebesgue integrali hakkinda bilinen temel 6zellikleri

incelemektir. Daha sonra bu temel Ozellik ve kurallardan yararlanarak olasilik ve



istatistik teorisinde yeni sonuglar ortaya koymaktir. Reel analizin Lebesgue ol¢iisii ve
integrali ile ilgili sonuclarini, istatistigin baska bir alanina uygulamay1 aragtirmak diger
bir amactir. Uygulamali matematigin problemlerinde genellestirmeler yapilmak
istendiginde genellikle diisiiniilen ilk metod Riemann anlamindaki integralden Lebesgue
anlamindaki integrale gecmek seklindedir. Ciinkii Lebesgue anlamindaki integral
Riemann anlamindaki integralden daha geneldir ve Riemann anlaminda mevcut olmayan
bir integral Lebesgue anlaminda mevcut olabilir. Riemann anlamindaki integralde
fonksiyonun tanim araliginin veya tanmim bdolgesinin uygun sekilde parcalanmasi ve
fonksiyonlarin bu pargalar iizerinde sinirli degerler almasi esas oldugu halde Lebesgue
integralinde fonksiyonun tanim kiimesinin bir kiimeler sinifi olmasi ve bu kiimeler
smifinin o -cebir olmast gerekliligi ©ne c¢ikmaktadir. Ayrica integrali alinacak
fonksiyonun olciilebilir bir fonksiyon olmasi da diger bir kosuldur. Tanim bdlgesi
degismedigi siirece Riemann anlamindaki integralin sonucu fonksiyona bagli oldugu
halde Lebesgue anlaminda integralde sonu¢ o -cebir iizerinde tamimlanan Olgiiye
baglidir. Ciinkii bir o -cebir lizerinde birden fazla dl¢ii tanimlanabilir. Ayrica Riemann
anlamindaki integralde sonug¢ bolgenin parcalanis seklinden bagimsiz oldugu halde
Lebesgue integralinde sonug¢ fonlsiyonun tanim kiimesinin o -cebir yapisina ve o -cebir

tizerinde tanilanan Olgiiye baglidir.

Bu benzerlik ve farkliliklardan yararlanarak Riemann anlaminda gegerli olmayan
bazi problemin c¢oziimlerini Lebesgue anlaminda arastirmak yine bu tezin amagclar

arasindadir.

Bu tezde verilen temel kavramlardan yararlanilarak arastirmaya yonelik yeni



sonuclar ortaya konulabilir. Ornegin bilinen ¢esitli uzaylarda norm, metrik, 6lcii, o -
cebir gibi kavramlar vererek Lebesgue anlaminda integraller tanimlanabilir ve 6zellikleri

karsilastirmali olarak incelenebilir.

1.2. Kaynak Ozetleri

Oncelikle konuya M. Balcr'nin Reel Analiz kitabinin  incelenmesiyle
baslanmistir. Bu kitaptan o -cebir, Ol¢ii ve Ozellikleri incelendikten sonra R.B. Ash’in
Reel Analysis and Probability ve M. Capinski ve E. Kopp’un Measure, Integral and
Probability isimli kitaplardan ileri diizeyde 6l¢ii ve Lebesgue integraline iligkin kurallar
incelenmistir. S.V. Fomin ve A.N. Kolmogorovun Olgiim, Lebesgue Integrali ve Hilbert
Uzaylart adli ceviri kitabindan ise Riemann ve Lebesgue anlamindaki integraller

karsilastirmali olarak ele alinmistir. H.L. Royden’in Reel Analysis kitabindan ise £

»
uzay1l ve bu uzaydaki norm ozellikleri incelenerek bu uzaydaki Lebesgue integralinin
sagladigi bazi bagintilar Ogrenilmistir. Lebesgue integrali ve Lebesgue Ol¢iisii
kavramlarinin olasilik ve istatistik teorisine uygulamasi ile ilgili kisim ise H.
Korezlioglu ve A. Hayfavi’nin Elements of Probability Theory adli kitabindan ve
Lebesgue-Stieltjes integralinin Ozellikleri, istatistie uygulamalar1 i¢in J.L. Dobb’un

Probability and Statistics adli makalesi incelenmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1 Kiime Teorisinin Temel Kavramlari

Tanmm 2.1.1: A < R olsun. Her xe A icin x = a olacak sekilde bir areel sayis1 varsa A
kiimesi alttan simirlidir denir ve asayisina da A kiimesinin bir alt sinir1 denir. Benzer
olarak, A kiimesinin her x elamani icin x < b olacak sekilde bir b reel sayis1 varsa A
kiimesi istten sinirlidir denir ve b sayisina da A kiimesinin bir st sinirt adi verilir.
Alttan ve listten sinirh olan kiimeye kisaca, sinirli kiime adi verilir. Bir kiime i¢in & bir
ist sinir ise, k’dan biiyiilk her sayr da bir iist sinirdir. Benzer olarak, m degeri A
kiimesinin bir alt sinir1 ise m ’den kiiciik her sayr A kiimesinin bir alt simiridir. Bu
durumda {istten sinirl bir kiimenin sonsuz ¢oklukta iist sinir1, alttan sinirli bir kiimenin

sonsuz ¢oklukta alt sinir1 vardir denilebilir.

Tanim 2.1.2: Ustten sinirli bir A kiimesinin iist simirlarinin en kiigiigiine A kiimesinin
en kiiciik iist sinir1 veya supremumu denir ve sup A ile gosterilir. Alttan sinirli bir A
kiimesinin alt sinirlarinin en biiyiigiine de A kiimesinin en biiyiikk alt sinir1 veya

infimumu denir ve inf A ile gosterilir.

Tanmm 2.1.3: Bir A kiimesinin en kii¢iik sinir1 A kiimesinin bir elemani ise bu elemana
kiimenin en biiyiik eleman1 veya maksimum eleman1 denir. Benzer olarak, A kiimesinin
en biiyiik alt sinir1 A kiimesine ait ise bu elemanina A kiimesinin en kiigiik elemani

veya minimum elemani adi verilir.

Tanmm 2.1.4: X ve Y herhangi iki kiime olsun. X kiimesinin her bir elemanin1 Y



kiimesinin bir ve yalmiz bir elemanina karsilik getiren f kuralina X den Y ’ye bir

fonksiyon denir ve

f:X->Y
biciminde gosterilir. X kiimesine tanim kiimesi, Y kiimesine de deger kiimesi denir.

A cXveBcY olmak iizere,

f(A)={f(x):xe A}
kiimesine A’ nin f altindaki goriintiisii denir.
f(B)={xe X: f(x)e B}
kiimesine de B’nin f altndaki ters goriintiisii adi verilir. Eger f(X)=Y ise f

fonksiyonu ortendir denir. x,,x,€ X olsun. x, #x, i¢in f(x)#f(x,) ise f

fonksiyonuna birebir fonksiyon adi verilir. Hem birebir hem de orten olan fonksiyona

birebir orten fonksiyon denir.

Tamm 2.1.5: fiN-R , seklindeki bir fonksiyona reel say1 dizisi denir ve
n— f(n)=5(n)

(S, )T =(S,,....5,,...) seklinde sirali ¢okluk olarak gosterilir. S, € R sayisina dizinin

genel terimi adi verilir.

Tanim 2.1.6: € >0ve ae R olsun.
M :{xe ]R:|x—a|<8}=(a—8,a+€)

aralifina a 'nin € —komsulugu adi verilir.

Tamm 2.1.7: () reel say1 dizisi verilsin. Her £ >0 sayist igin n>n,(£) oldugunda



|S, —s|<& olacak sekilde (&) dogal sayis1 ve se R sayist bulunabiliyorsa S ye

dizinin limitidir denir ve limS, =5 veya S, — s seklinde yazilir. Limiti mevcut olan

n—oo

dizilere yakinsak, aksi halde raksaktir denir.

Tamm 2.1.8: Her ne N i¢in x, <M olacak sekilde bir M sayisi varsa (x, )T dizisi
iistten sinirlidir denir. M sayisina da bu dizinin bir iist sinir1 ad1 verilir. Ust simirlarin en
kiicligiine dizinin en kiiciik iist sinir1 veya supremumu denir. sup x, ile gOsterilir. Her
ne Nigin x, >m olacak sekilde bir mreel sayis1 varsa (x, )T dizisi alttan sinirlidir

denir, m sayisina da bu dizinin bir alt simir1 adi verilir. Alt sinirlarin en biiyiigiine

dizinin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu denir ve inf x_ ile gosterilir. Bir dizi alttan ve

istten siurli ise bu diziye sinirh dizi denir.

Tamm 2.1.9: (x, )T reel sayilarin bir dizisi olsun.

lim sup x, =inf (sup xnj

= n=m

lim inf x, = sup (inf xnj

m=1 nzm

sayilarina sirastyla, (x, )T dizisinin {ist limiti ve alt limiti denir.
Bu tanimi1 asagidaki sekilde de ifade edebiliriz.

Tamm 2.1.10: X bir kiime (A,)" dizisi de X kiimesinin alt kiimelerinin bir dizisi

olsun. Bu durumda



o0

liminf A, :O(ﬁ Anj

m=1 \ n=m

kiimelerine sirasi ile ( ) dizisinin {ist limiti ve alt limiti denir. Eger

limsupA, =liminfA, = A

ise (A,) dizisi yakinsak bir dizi ve limiti de A’dir denir.

Tamm 2.1.11: Her ne N i¢in A, c A,,, ise (A ) dizisi artan bir dizidir denir. Benzer

n+l
olarak Her ne N i¢in A, D A, ise (A, ):o dizisi azalan bir dizidir denir. Eger i # j i¢in
ANA =@ ise (A,) dizisine ayrik dizi ad1 verilir.

Tanmm 2.1.12: A ve B iki kiime olsun. Eger A kiimesinden B kiimesine birebir orten

bir f fonksiyonu varsa A ile B kiimeleri birbirine denktir denir ve A = B ile gosterilir.

Tammm 2.1.13: Bir A kiimesi dogal sayilar kiimesi ile birebir eslenebiliyorsa A

kiimesine sayilabilir kiime denir.

2.2 Kiime Smiflari

Tamm 2.2.1: X # O bir kiilme olmak iizere X ’ in alt kiimelerinden olusan bir kiimeye

sinif denir. X , n elemanli bir kiime ise X kiimesinin alt kiimelerinin sayis1 2" olur.

Tanmm 2.2.2: Bir X kiimesinin bog olmayan herhangi bir sinifi U olsun. Eger;

1.V A,Be U i¢in A\Be U



2.V ABeU i¢cin AuBeU

oluyorsa U sinifina bir halka denir.

Tanmm 2.2.3: Bir X kiimesinin bog olmayan herhangi bir sinifi U olsun. Eger;

1.V A,Be Uigin A\Be U

2. ie N olmak iizere A, € U oldugunda UA; eU

i=1

oluyorsa U simnifina X iizerinde o —halka adi verilir.

Tanmm 2.2.4: X # @ bir kiime olmak tizere, X kiimesinin alt kiimelerinin bir simf1 U
olsun. Eger;

1.XeU,

2.V AeUigin A =X\AeU,
3i=1,2,...,n icin A, € U oldugunda UAWEU
i=1

oluyor ise U sinifina X iizerinde bir cebir denir.

Tanmm 2.2.5: X # & bir kiime olmak iizere X ‘in alt kiimelerinin bir sinift U olsun.

1.XeU

2.Her AcUigin A'=X\AeU

3. ie N olmak iizere A, € U oldugunda UAn € U oluyor ise U smifina X iizerinde

i=1

bir o —cebir denir.

Uyari 2.2.1: Her o —cebir bir cebirdir, fakat bunun tersi dogru degildir.

Teorem 2.2.1: U sinift X iizerinde bir cebir ve (A

n

)T, U smifi iizerinde herhangi bir



dizi ise U siifinda her n# m i¢in B, N B, =& olacak sekilde bir (B, )T dizisi vardir ve

Us,=Ua4,
n=l n=l
dir.

Ispat: (A, ):o dizisi yardimiyla terimleri
n—1
B=A.B,=A,,..B,=A /| JA =A NA N N..NA,,
k=1

olan (B, ) dizisi tammlayalim U cebir oldugundan her n igin,
B,=A NANAN.NA_eU
olur. (B, ):o dizisi terimleri tanimindan; her 7 icin,

B cA

n

dir. (B,)” dizisindeki B, ve B, terimleri m <n olmak iizere;

B, =A NANAN.NA N..NA

B,=A NANAN.NA
olarak yazabilir.Her zaman B, c A, olacagindan (B, N B,)c (A, NB,) olur. Boylece

(B,NB,)=A,NA NAN.NA N.NA

(B,NB,)cJ
elde edilir. Dolayisiyla;

(B,NB,)=0

dir. O halde (B,) " ayrik bir dizidir. Her n igin B, C A, oldugundan;



2.1

Uz <U4
n=l n=l

olacaktir. ye UAW alalim. O halde 3 » i¢in ye A ’dir. p= min{n (Y€ AP} olarak

n=1

tanimlanirsa ye Ap olacaktir. Bu durumda;

p-1 !
B,=A,NANAN.NA_ =A r{UAnj

n=1

p-1
olup p elemanin tanimindan y ¢ U A, dir. O halde;

n=1

p-1 d oo
‘dir. ye A, ve ye (U Anj oldugundan ye B, olacaktir. Boylece ye (U Bn] elde

n=1 n=1

edilir. Boylece;

Us, oA, 2.2)

bulunur. Bu da ispati1 tamamlar.

Teorem 2.2.2: Herhangi bir X kiimesinde U, ve U, smiflar1i o—cebirise U, "U,

o — cebirdir.

Ispat: U, "U, ‘nin o —cebir kosullarin1 sagladigini gosterelim.

10



I.XeU, ve XeU, = XeU nNU,;

2.AeU,NU,= AeU, ve AeU, ise A'eU, ve A'eU, = A €eU,nNU, olur.

3.(A,)] U nU, dabirdiziolsun A, eU, ve A, eU, =|JA,eU, ve| A, eU,

i=1 i=1

dir. O halde UAW € U, NU, olup gerekli ii¢ kosul saglandig1 icin U, "U, o —cebirdir .

i=1

Teorem 2.2.3: U smifit X iizerinde bir o —cebir olsun. Eger i =1,2,... icin A, eU ise

ﬂ A €U o —cebirdir.

i=1
Ispat: ie N icin A eU ve U bir o —cebir olsun. Bu durumda OAn e U olur OAi
i=1 i=1

birlesimini de i>nigin A = alinabilir. Boylece

AUAU.L.UA u@u@u...:OA elU

i=1

olur. Diger taraftan A €U i¢in A'e U dirve U o —cebir oldugundan

0 AlelU

i=1

dir. Boylece,

olur.

Tamm 2.2.6: X ’ in biitiin alt kiimelerinin siifin1 P(X )ile gosterelim. P(X) in X

tizerinde bir o —cebiroldugu kolayca gosterilebilir. Bir U smifimm  kapsayan

11



o —cebirlerin en kiiciigine U smifinin iirettigi (dogurdugu ) o —cebir denir ve o(U)
ile gosterilir.

U smifin1 kapsayan o —cebirlerinin kiimesi bos degildir. Ciinkii en azindan
kuvvet kiimesi P(X) U smifini kapsayan bir o —cebirdir. U smifini kapsayan tim

o —cebirlerin kesisimleri de bir o —cebir oldugundan U siifim1 kapsayan en kiiciik bir

o —cebir vardir.

Tamm 2.2.7: U, ve U, simf1 X iizerinde herhangi iki kiime sinift olmak tizere U, c U,

ise U, smifi U, smifindan daha kiigiiktiir denir.

Tanim 2.2.8: R=Ru {—oo, oo} kiimesine genisletilmis reel sayilar kiimesi denir.

2.3 Borel Kiimeleri

Simdi R reel sayilar kiimesini ve bunun alt araliklarin1 g6z oniine alalim. Kapali
kiimelerin herhangi bir simmifinin kesisiminin kapali ve kapali kiimelerin herhangi bir
sonlu smifinin birlesiminin kapali olmasina karsin, kapali kiimelerin sayilabilir bir
sinifinin birlesiminin kapali olmas1 gerekmemektedir. Ornek olarak rasyonel sayilar
kiimesi ele alindiginda bu kiime her biri yalmizca bir tek say: iceren kapali kiimelerin
sayilabilir bir sinifinin birlesimidir. Ancak birlesim kiimesi aciktir. Kapali kiimelerin bir
o —cebiri ile ilgilenildiginde, agik ve kapali kiimelerden daha genel olan bazi kiime

tiplerini de ele almak gerekmektedir.

Tamm 2.3.1: R ’de acik araliklarin sinifinin dogurdugu minimal o —cebirene Borel

12



o —cebiri denir ve B (R)ile gosterilir. Borel ¢ —cebirinin her elemanina Borel kiimesi

denir.

Teorem 2.3.1: B (R) Borel cebiri agagidaki simiflar tarafindan iiretilebilir:
1. R ’nin tiim kapali alt araliklarin sinifi [a,b] ,

2. R’deki (—oo,b] bicimindeki araliklarin sinifi,

3. R ’deki (a,b] bicimdeki araliklarin sinifi,

Ispat: B, B, ve B, (1), (2) ve (3) siklarinda belirtilen simiflarin dogurdugu
o —cebirini gostermek iizere,

1. B(R) Borel cebiri R ’nin tiim agik alt kiimelerini kapsadigindan ve tiimleme altinda

kapali oldugundan R ’nin tiim kapali alt kiimelerini de kapsar. Kapali alt kiimelerinin

dogurdugu B, oldugundan B, B (R) oldugu agiktir.
2. (—oo,b] bicimindeki kiimeler zaten kapali oldugundan 2, sinifina aittir. Dolayisiyla
B, c B, dir. (a,b]=(-o,b]N(~o,a] seklinde yazabileceginden (a,b] tipindeki yari
acik araliklar 23, ye aittir. Bundan dolay1r 2, c 2, oldugu aciktir. Buna gore ;

B, c B,c B, cB(R) (2.3)

yazilabilir. Diger taraftan,

(a,b):[](a,b-lj

n=1 n

yazilabileceginden £25,, R ’deki tiim acik araliklar1 kapsar. Bu durumda
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B(R)c B, (2.4)

olur 2.3) ve (2.4)’den B, = B,=2, =2 (R) bulunur.

2.4. Olcii

Tamm 2.4.1: Bir kiime sinifindaki her bir kiimeyi, bir genisletilmis reel say1 ile esleyen

fonksiyona kiime fonksiyonu denir.

Ornegin her bir araligi, arah@n uzunluguna karsilik getiren bir fonksiyon kiime

fonksiyonudur. Bu fonksiyon asagidaki ozellikleri saglar:

1. {1}, ayrik araliklarin sayilabilir sinifi olsun.Yani her n#miginl, NI, = O ise;

f[glnj=£(11)+£(12)+£(13)+...,

2. 1(D)=0.
Sonug¢ olarak reel sayilarin her A acik kiimesi, ayrik ve acgik araliklarin sayilabilir

birlesimi seklinde ifade edilebildiginden A acik kiimesinin uzunlugu

C(A) = £(1)+ (1) +0(1,) 4= 0(1,)
olur. Burada;

A:UIk ve her n#miginl, NI =<

k=1
dir. Bilindigi gibi, bir 7 araligimin ¢(/) uzunlugu araligin ug noktalarnin farki olarak

tanimlanir. Uzunluk s6z konusu oldugu zaman, tanim bdlgesi biitiin araliklarin simifi

olarak  alinabilir.  Uzunluk kavraminin araliklardan daha genis kiimelere
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genisletilmesinin diisliniilmesi dogaldir. Bu diisiinceyi gerceklestirmek amaciyla,
ornegin bir acik kiimenin uzunlugunu o acik kiimeyi olusturan agik araliklarin
uzunluklari toplam1 olarak yorumlanabilecegi gosterilmisti.

Tamm 2.4.2: U smfi, X iizerinde bir o —cebir olsun. Bu takdirde (X,U) ikilisine

bir ol¢iilebilir uzay; U simifinin her bir elamanina da 6l¢iilebilir kiime denir.

Tamim 2.4.3: (X,U) olgiilebilir uzay olsun. Eger #:U — R fonksiyonu asagidaki
ozellikleri sagliyorsa x# fonksiyonuna U {izerinde bir ol¢iidiir denir.
1. u(9)=0,

2.V AeU igin u(A)20,

3.V iel icin AeU ve ANA =0, i# j olmak iizere ﬂ(OA,.j:ilu(Ai) dir.
i=1

i=1
Burada I herhangi bir indis kiimesidir. 3 6zelligine Olciimiin sayilabilir toplamsallik

ozelligi denir.
Tamm 2.4.4: (X,U,u) iglisiine bir dlgii uzayr denir. Ozel olarak u(X)=1 ise u

oOlciisiine bir olasilik dl¢iisii denir.

Teorem 2.4.1: 1, U 0 —cebirinde tanimli sayilabilir toplamsal bir 8l¢ii olsun. (E, )’

U o —cebirinde herhangi bir dizi olmak iizere;

n=l1

ﬂ(OEaniﬂ(En)

olur.
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Ispat: Teorem 2.2.1 ‘de U o —cebirindebir (B,) ayrik dizisinin var oldugu ifade

edilmisti. Yani;

oldugundan,

(0 J=#{0e)

ve (B, )ayrik bir dizi oldugundan,

ﬂ@&}éﬂ(&)

dir. O halde;

=)

ﬂ@En)=#(QBHJ=§#(BH)S;ME")

bulunur. Boylece teorem ispatlanir.

Teorem 2.4.2: (Ol¢iimiin Monotonluk Ozelligi) #, U o —cebirinde taniml1 sayilabilir

toplamsal bir 6l¢ii olsun. A,Be U ve Ac Bise u(A)< u(B)olur.

Ispat: Ac B ise B=AU(B\A) ve An(B\A)=@ oldugundan
#(B)=u(A)+u(B\A)

yazilabilir. Buradan x#(B\A)20 oldugundan u(A)< u(B) bulunur.
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2.5. Dis Olcii ve Lebesgue Olciisii

Bu boliimde uzunluk kavramini araliklardan daha karmasik kiimeler igin
tanimlayacagiz. Ornegin bir agik kiimenin uzunlugunu, bu kiimeyi olusturan agik, ayrik

araliklarin uzunluklari toplami olarak tanimlayacagiz.

Acaba R ’nin alt kiimelerinin 99 sinifi tizerinde tanimli olan

1. A, R ’nin her bir E alt kiimesi lizerinde taniml1 olmak iizere 9 = P(R) dir.
2. Her bir [ aralig i¢in A(1)=1(1) dur.
3. Eger (E,), ayrik bir dizi ve A4 bu dizi iizerinde tammli ise A(U E nj => A(E,)
4. A fonksiyonu 6telemeye gore degismezdir, yani ye R i¢in;
E+y={x+y:xe E}
olmak iizere A(E+y)=A(E)
Ozelliklerini saglayan bir A fonksiyonunun bulunup bulunmayacagin arastiralim.

Bu dort 6zelligi saglayan bir kiime fonksiyonu tanimlamak miimkiin degildir. Bu

nedenle A fonksiyonunu P(R) iizerinde degilde daha dar bir o —cebiri lizerinde
tanimlayalim. Yani 9 olarak P(R) kuvvet kiimesi degil, iizerinde A fonksiyonunu
tanimlayabilecegimiz uygun bir ¢ —cebirini alacagiz.

Tamm 2.5.1: X bir kiime, P(X), X’ in tiim alt kiimelerinin kiimesi olsun. Eger
4 :P(X)— R fonksiyonu

1. 4 (9)=0,
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2.Her E€ P(X) igin ' (E)=0,

3.AcBc X icin y (A)<u (B),

4. Her ne N i¢in A, € P(X) oldugunda 'u*(UAan @ (A)
n=1

il gk

ozelliklerini sagliyorsa 4 fonksiyonuna X iizerinde bir dis 6l¢ii denir.

Tanmm 2.5.2: Ac R kiimesini goz Oniine alalim. Elemanlar1 A kiimesini orten araliklar

sinifinin her se¢imi i¢in, sinifi olusturan araliklarin toplami olan kiimenin en biiyiik alt

sinirina A kiimesinin Lebesgue dis olgiisii denir ve A" (A) ile gosterilir.

Boylece tanimi daha acik matematiksel sembollerle ifade etmek istersek

Z, ={i£(ln): Vn igin I,=(a,,b,) ve ACOIﬂ}
n=1

n=l
olmak iizere
A (A)=inf Z,

bi¢ciminde tamimlanan A~ fonksiyonu bir dis olciidiir. Bu dis olcii Lebesgue dis
olgiisiidiir ve dis 6lciimiin  6zelliklerini saglar. Bir g dis 6lciisiine gore olgiilebilen
Ac X kiimeler sinifini EUI(X , ,u*) ile gosterelim. A" Lebesgue dis olgiisiine gore
Olciilebilen, R * nin alt kiimelerinin sinif1 kisaca 91 ile gosterelim ve 9’ nin o —cebir
ozelliklerini de sagladigi aciktir. Lebesgue dis 6lciisii olan A ' hem im(R, ,u*)
sinifina hem de B (R) smifina da olan kisitlamasia Lebesgue Olgiisii denir, A ile

gosterilir. Bu iki ifadeyi birbirinden ayirmak gerektiginde, iizerinde Lebesgue 0lciisiiniin
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tanimlandigi simf  belirtilir. Yani B(R) iizerinde Lebesgue olgiisii veya 9

tizerindeki Lebesgue ol¢iisii gibi.

Teorem 2.5.1: (Dis Olgiimiin alt toplamsallik ozelligi ) {A,} reel sayr kiimelerinin

sayilabilir bir sinif1 ise
w[Ua )< a)
n=1 n=1

dir.
Ispat: En az bir A, i¢in u'(A,)=o0 ise Y u (A,)=co olacagindan teorem dogrudur.
n=1

Her n icin 4 (A,) <eoolsun. £ >0 verildiginde 4 tammindan  bir {In’ ;} sinif1

bulunabilir. Bu smif i¢in;

A cL_Jllm ve 2£(1M)<y*(An)+2—i

saglanir. Burada [(1,) ,I, aralifin boyudur. Bdylece her bir A, icin elde edilen

{IWA}Asmlflmn birlesimi olan Ulm smifi sayilabilir kiimelerin sayilabilir birlesimi
i=1

oldugu i¢in sayilabilirdir. Ayrica hernigin A, C {In!i} oldugundan

Ua, cUr{z,.}
n=l1 n=1

dir. O halde;

oo

7 (QAn]sgz(lm):zge(lm)

n=1
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yazilabilir. Diger taraftan

o

zzl—n =1 olmasi nedeniyle

n=1

=3 (4 (4,))+e

n=1

bulunur. Bu sonug her € >0 i¢in dogru oldugundan,
w[Uaf<Zu(a)
n=l1 n=1
elde edilir.

Teorem 2.5.2: Ac R kiimesi sayilabilir kiime ise 4 (A)=0 dir.

Ispat: A sayilabilir oldugundan A=|J{a,}] n=12.. yazlabilir £>0

a,eA
sl qess . . £ £ .
verildiginde her n i¢in I, =| a, ———,a,+—— | araliklar sistemini g6z Oniine alalim.
2n+1 n 2n+1

I, kiimesinin tammindan agik¢a goriilecegi gibi {I,} toplulugu A kiimesinin bir

= =

ortiisiidiir. Yani Ac| )1, olup 4" (A)=)¢(1,)= £ e ve w1 (A)<e ifadesi

n
n=1 n=l1 n=1 2

her € > 0igin dogru oldugundan x (A)=0 bulunur.
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Sonug 2.5.1 : A kiimesi sayilabilirse 4 (A)=0.

Teorem 2.5.3: ] herhangi bir sonlu aralik olsun. O zaman  (I)<I(1) ’dir.

Ispat:

1. Eger 1 =(a,b):> 1 C(a,b):>,u*(1)ﬁ(b—a)=l(1)

2. Eger I =|a,b]ise bu durumda her £ >0igin / < (a—¢&,b—¢€) olacaktir. Bu durumda
(1)< (b+e—(a—€))=b—a+2e=1(I)+2¢ ve & keyfi bir sabit oldugu i¢in £ >0
icin 4 (1)<I(I) bulunur.

3. Eger I =(a,b]ise bu durumda I < (a,b+€) olacag agikur.

4. Eger I =|a,b) ise bu durumda I < (a—&,b) olup buradan u (&) <(a—a)=0 olur.

Teorem 2.54: Bir aralifin dig Olctimii araligin  uzunluguna esittir. Yani,

*

W (1)=¢(1) dr.

Ispat: Teorem oncelikle ] = [a,b] kapali araligi icin ispatlayahm.Her &£>0 igin
[a.b]c(a—€e,b—€)  yazabiliiz.  Dig  Olgiimiin ~ tanimindan  hareketle
U [a,b]=1t(a—€,b+€)=b—a+2¢ olup her €>0igin bu ifade dogru oldugundan

U la,b]<b-a (2.5)
bulunur.

{I,} acik araliklarin sayilabilir toplulugu [a,b] araliginin bir ortiisii olsun. Boylece,

o

[a.b] = Olk olur. Ayrica, [a,b] < E(U ij < iﬁ(lk) olup buradan
k=1 k=1

k=1
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b—asié(lk)

k=1

yazabiliriz. [a,b] yi 6rten {1, } acik araliklar toplulugunun sonlu bir alt toplulugu

[b—a]cglk

olacak sekilde bulunabilir. O halde en az bir k i¢in ae I, olacaktir. Bu ozelliklerin
saglandig1 agik aralig (a,,b,)ile gosterelim. Yani a, <a<b, olur. b <b ise b € [a,b]
olacagi agiktir. {1, }, [a,b] kapal1 araliginin sonlu acik araliklar ortiisii oldugundan en
az bir (a,,b,) icin b e (a,,b,) yani a,<b <b, olur. Eger b, <b ise b, € (as,b;)
olacak sekilde bir 7, vardir. Bu sekilde devam edildiginde {7, }ZZI toplulugundan
a, <b,_, <b, olacak sekilde sonlu bir (a,,b,),(a,,b,),....(a,.b,) araliklar toplulugu elde

edilir. Bu sekilde bir dizi olusturmak i¢in, a, <b <b, olmahdir. Bdylece;

m

gf(lk)zgﬁ(ai,bi):(bl—a1)+(b2—a2)+...+(bm—am)
ya da;
Zﬁ(lk)zbm +(b,,—a,)+..+(b—a,)—q

olup her i i¢in a, <b_, elde edilir. Eger b, —a, >0 terimleri toplamda ihmal edilirse

> ¢(1,)2b, —a, bulunur. Oysa b, >b ve g <a oldugundan b,—a, >b—a olacags
k=1

icin iﬁ(lk)Zb—a olur. Diger taraftan; iﬁ(lk)sif(lk) dir. O halde
k=1 k=1 k=1
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ié (I,)>b—a ifadesi [a,b] araliginin her {I,} acgik araliklar ortiisii icin dogru
k=1

oldugundan inf {z l k} icin de her zaman dogru olacaktir. Yani;

k=1
' [a.b]>b-a (2.6)

dir. Boylece (2.5) ve (2.6) ifadelerinden 4" [a,b]=b—a=1[a,b] bulunur.

2.6. Olciilebilir Kiimeler
Tamm 2.6.1: Her AcR kiimesi igin; & (A)=p (ANE)+u (A N E’) esitligi
gercekleniyorsa, E c Rve E' =R\ E olmak iizere E kiimesine (Lebesgue) olgiilebilir

kiime ya da 4 ’ye gore olciilebilir kiime denir.

Her zaman A=(ANE)+ (A NE' ) oldugundan dig Olciimiin alt toplamsallik
ozelliginden 4 (A)Su (ANE)+u (A NE' ) esitsizligi daima saglanir. O halde E

kiimesinin  Olciilebilir  kiime olmast i¢cin her bir AcR  kiimesi ic¢in

ES ES

W (A)z2u (AnE)+u (AmE’) kosulunun saglandigim gostermek yeterli olacaktir.

Olgiilebilir kiime tanimi, E ve E' kiimelerine gore simetrik oldugundan E kiimesi
olgiilebilir ise E' kiimesi de olgiilebilirdir. Ayrica E, veE, olgiilebilir kiime ise
E\E,=E NE, kiimesi de tamm geregi Ol¢iilebilir kiimelerdir. Ornegin E=0,
AcR igin; g (A)Su (AnD)+4 (ANR) oldugundan & ve biitiin reel sayilarin

R kiimesi Ol¢iilebilirdir.
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Teorem 2.6.1: 1" (E)=0 ise E kiimesi dlgiilebilirdir.

Ispat: AcR herhangi bir alt kiime olsun. Bu durumda (ANE)cE olacagindan
1 (ANE)<u (E)=0"dir. 4 (ANE)<0 olamayacag i¢in ve 4 (ANE)=0 ve
aym zamanda AD (A NE' ) oldugundan 4 (A)2u (A NE' ) ya da

*

w(A)zu (A NE' ) +4 (ANE) oldugundan E kiimesi dlgiilebilirdir.

Teorem 2.6.2: E, ve E, 6lciilebilir kiimeler ise E, U E, kiimesi de ol¢iilebilirdir.

Ispat: A kiimesi, Ac R olmak iizere herhangi bir kiime olsun. E, &lgciilebilir kiime
oldugundan; u (A)2u (ANE)+u (Am E’) esitsizligi saglanur. (Am E’) cR ve E,
Olciilebilir kiime oldugundan, olg¢iilebilir kiime tanimindan
,u*(AmE’)=ﬂ*((AmEl’)mE2)+ﬂ*((AmEf)mE§)
esitligi her zaman yazilabilir. u° (A NE ’) yerine yazildiginda
(A= (ANE)+u ((AmEl’)mE2)+,u*((AmEf)mE£)
olacaktir. Teorem 2.4.1’deki dis Olciiniin alt toplamsallik 6zelligi kullanilarak
u [(AmEl)u((AmE{)mEz)} <y (AmE1)+,u*[(AmEf)mE2]

yazilabilir.Buradan

,u*(A)Z,U*[(AmEl)u((AmE{)mEz)}ﬁu*[(AmE{)mEz],

Zlu*[(AmEl)u(Aﬂ(EfﬁEz))J_FIU*[(Am(EluEZ)I)},
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Zﬂ*[Am(El U(E mEz))}tu*[(Aﬁ(ElUEz)t)}
Z,u*[Am(EluEf)m(EluEz)}+,u*[(Am(El uEz)t)}

> 1’ [AN(E, uEz)]+,u*[(Am(El uEz)t)}
oldugundan E, U E, kiimesinin 0l¢iilebilir kiimedir.

Benzer sekilde E, N E, kiimesinin de Olgiilebilir oldugu gosterilebilir.

Teorem 2.6.3:AcR herhangi bir kiime olmak liizere FE,,E,,---,E, Olgiilebilir

kiimelerin sonlu bir dizisi icin 4 {A N (U Elﬂ = z U (ANE,) dir.
i=1

i=1

Ispat: Teoremin ispatin1 7 iizerinden Tiimevarim metodunu kullanarak yapalim. n =1

icin teoremin dogrulugu aciktir. Simdi n—1 tane E;, kiimesinin bulunmas: halinde

teoremin dogru oldugunu varsayarsak, E, ’ler ayrik kiimeler oldugu i¢in

_Aﬁ[oEij_mEn:(AmEn)’

i=1

e ) =aef e

i=1 i=1

yazilabilir. E kiimelerinin her biri 6l¢iilebilir oldugundan

Aol

=ﬂ*(AﬂEn)+ﬂ*{Am(GEiﬂ

i=1

olup teoremin n—1 kiime i¢in dogru oldugu varsayildigindan
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elde edilir.

Sonug 2.6.1: (Sonlu Toplamsallik ) E, lgiilebilir kiimelerin sonlu ayrik bir dizisi ise;

ﬂ*{Aﬁ(QEiﬂ=iZ:‘,ﬂ*(AmEi)
dur.

Teorem 2.64: £ E,,---,E  Olciilebilir kiimeler olmak {iizere bu kiimeler iginden

secilen herhangi bir kiime toplulugunun sonlu birlesimleri ve kesisimleri de

Olciilebilirdir.

Ispat: Once UEl. kiimesinin olgiilebilir bir kiime oldugunu gosterelim. E; veE,
i=1

olgiilebilir kiimeler oldugu i¢in Teorem 2.6.2°den E, U E, kiimesi 0l¢iilebilirdir.

Ayni nedenden dolayr (E, UE,)UE, kiimesi de olgiilebilirdir. Boyle devam ederse

verilen birlesim kiimesinin Ol¢iilebilir oldugu goriiliir. Simdi de ﬂEi sonlu kesisim
i=1

i=1 i=1

kiimesinin 6lciilebilir kiime oldugunu gosterelim. ﬂEl. = (U Erj olup sonlu birlesimler

Olciilebilir oldugundan sonlu kesisimler de ol¢iilebilir kiimedir.
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Teorem 2.6.5: Olgiilebilir kiimelerin 9t simifi bir ¢ —cebirdir (Lebesgue cebiri). Yani

Olciilebilir bir kiimenin tiimleyeni Olgiilebilirdir ve Olciilebilir kiimelerin sayilabilir

toplulugunun birlesimi (veya kesisimi ) ol¢iilebilirdir.

Ispat: 90U sinifimin bir kiime cebiri oldugu kabul edilirse gosterilmesi gereken tek sey,

sayilabilir ¢okluktaki ol¢iilebilir kiimelerin birlesimlerinin de ol¢iilebilir oldugunu

ispatlamaktir. Bunun i¢in 9 simfinda (E, )T ayrik dizisini goz Oniine alalim ve

F, = UEk olarak tanimlanan kiimenin o6l¢iilebilir oldugu gosterelim. Eger E = UEk

k=1 k=1

dersek F,c E ve F' D E'olacagi agiktir. AcR ve F, ler olgiilebilir kiimeler

*

oldugundan; u (A)=u (ANF,)+u (Aan’) dir. Diger taraftan F' > E' oldugu igin
(Aan’) - (AmE’) ve dolayisiyla; ,u*(Aan’)Z,u* (AmE’) dir. Boylece;

w(A)zu (ANF,)+u (ANE'),

ot

k=1

ve buradan

n

(20| Uan) [ (ane)

k=1

elde edilir . E, ayrik dizi oldugundan;

s

,u*(A)Zgﬂ*(AmEkH,u*(AmE’)2/1*{ (AmEk)}ﬁu*(AmE’),

=~
1l
LN

27



o

,u*(A)zy*{Am(UEkD+,u*(AmE’) >4 (ANE)+u" (ANE"),

k=1

yazilabilir. O halde FE =UEk kiimesi Olciilebilir bir kiimedir. $imdi ispati

k=1

O siifindaki herhangi bir (4,)" dizisi i¢in yapahm. (A,)" dizisi yardimiyla Teorem

2.2.1’den bir (E, )T ayrik dizisi tanimlanabilir. Bu dizinin terimleri;

n—1

E =A.E,=A\A,...E =A\JA

i=1

olarak ifade edilirse her nicin A € 91 oldugundan E, € 91 olur. Ayrica;

dir. Ayrik diziler i¢in yapilan ispattan dolay1 UAke M oldugu aciktir. Boylece

k=1

oOlciilebilir kiimelerin 9 sinif1 bir o —cebirdir.

Teorem 2.6.6: Her a€ R igin (a,0) dlgiilebilirdir.

Ispat: A herhangi bir kime olsun. A ,=An(a,»),A, =AN(—,a] olarak
tanimlandiginda (a,0)’in olgiilebilir oldugunu gostermek icin
L (A)+u (A)<u (A) oldugu gosterilmelidir. Eger g (A)=c ise teorem
gerceklesmektedir. Diger taraftan 4 (A)<oo olsun. Ayrica her &>0sayst igin
D> e(1,)<Su (A)+eolacak sekilde A yi rten sayilabilir bir {/,} araliklar simfi

bulunabilir. Bu durumda 1, =1,N(a,) ve I, =1 N(—o,a] olmak iizere
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I)+€(I)=,u(1)+,u(1) yazilabilir. O halde AICOI; ve
P

ﬂ*(Al)Sﬂ*[OléjSiﬂ(lé) ve AZCOI: oldugundan

n=l1 i=1

esitsizlikleri yazilabilir. Boylece

oo =

i (A () <[ (1) (L) <2(1) < (a)ve

n=1 n=1

bulunur. £ keyfi pozitif bir say1 oldugundan (A )+4 (A,)<u (A) olup bu da
(a,0) kiimesinin dlgiilebilir oldugunu gosterir.

Teorem 2.6.7: Her Borel kiimesi 6l¢iilebilirdir. Ozel olarak her agik ve kapali kiimeler
Olciilebilirdir.

Ispat: Olciilebilir ciimlelerin 90t siifi bir & —cebir oldugundan her a icin (—oo,a]

olgiilebilirdir. Ciinkii (—o0,a]=(a,)" oldugu i¢in Sl¢iilebilirdir.

() =U[ <2

ol n
oldugundan (—oe,b) 6l¢iilebilirdir. O halde a <b olmak iizere; (a,b) =(—o0,b) N (a,oo)

acik araligy Olgiilebilirdir. Halbuki her agik kiime sayilabilir cokluktaki acik araliklarin
bir birlesimidir; yani olgiilebilirdir. Demek ki 91 sinif1 biitiin agik kiimeleri iceren en

kiiciik o —cebirdir. Borel kiimeleri agik araliklari iceren en kiigiik ¢ — cebir oldugundan

her Borel kiimesi ol¢iilebilirdir.
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Eger E Olgiilebilir kiime ise #(E) Lebesgue dlgiisii E 'nin dis Olgiisii olarak
tanimlanabilir. Dolayisiyla 4 kiime fonksiyonu, g fonksiyonun 90 6lciilebilir kiime

ailesine kisitlanmast ile elde edilir. Yani; her E€ 9 igin 4 (E)=u(E) dir.

Teorem 2.6.8: (E,) " dlgiilebilir kiimelerin ayrik bir dizisi ise ﬂ(U Eij => u(E,) dir.
i=1

i=1
Ispat: {E,,....E,} ayrk 6l¢iilebilir kiimelerin sonlu bir sinift olsun. Dis Sl¢iimiin sonlu
alt toplamsallik 6zelliginden; ﬂ*(o Eij = Zn: 4 (E,) sonucu yazilabilir. toplamsaldir.
i=1 =1
Olg¢ii fonksiyonunun tanimindan dolay1
,U(UIEJ - gﬂ(Ei)
yazilabilir. (E,)" ler 6l¢iilebilir kiimelerin ayrik bir dizisi oldugunda ise

0 E > LnJ E
i=1 i=1

yazilabilir. Boylece;

ﬂ[QEiJZﬂ{QE,)=Zn:,ﬂ(Ei)

i=

yani;

,U(UEJZZ,U(E) 2.7)

olur. Bu esitsizligin sol yan1 n’den bagimsiz ve bu esitsizlik her n i¢in dogru

oldugundan
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u[UEJZZﬂ(E) 2.8)

elde edilir. Esitsizligin tersi Teorem 2.4.1 yardimiyla dogrudan yazilabilir. Yani;

U (U E[j <> u(E;) oldugundan (2.7) ve (2.8) esitsizliklerinden
=1

i=1

0

i=1

Z y ( E, )
i=1
elde edilir.

Teorem 2.6.9: Her ne N i¢in E_ ler dlgiilebilir kiimeler olsun.

1. EgerE, c E,,, ise 0 zaman /‘(U Enj =limu(E,)

n—soo
n=1

2. Eger E,DE,, ve u(E)<oo ise, 0 zaman ﬂ(ﬂEnjzlim,u(En)
et n—se0

dir.

ispat:

1.F, =E, olsun ve her i >1 i¢in F, =E,\ E,_, kiimelerini gbz oniine alalim. Bu durumda

s

Il
—

F, :UEi ve F, Oolcilebilir ayrik kiimeler oldugundan Teorem 2.6.8 in de
i=1

l

kullanilmasiyla

ﬂ[@ﬂ}ﬂ(@ ,«j=iﬂ(f3)

i=1 i=1 i=1

veE
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n—eo n—oo 1 n—soo
i=

> u(F) —hmz,u —limﬂ( j—hm,u )
i=1
yazilabilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur .

2. E:ﬂE ve F ,=E\E,, olsun (F,)" dizisi aynk oldugundan ve E,\E=|]JF,

i=1

yazilabilir. O halde

w(E\E)= (Q jzgm - u(E \E.)
dir. Diger taraftan E c E, oldugundan E, = EU(E,\E) ve E,,, C E, oldugundan
E =E, U(E\E,,) yazlabilir. Boylece

N(E\E)=D ,E, =E, N(E\E, )=0

i+1

olmasi nedeniyle
H(E)=p(E)+u(ENE),
#(E)=u(E )+ u(E\E.,)
elde edilir. ¢£(E,) <o oldugundan her k igin g(E,) <o dir. O halde
H(ENE)=pu(E)-u(E),
H(ENE,)=u(E)=p(E,)
olup

E \E :z E \EH—I
k=1

yazilabilir. Buradan
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= limg[ﬂ(Ei)_ﬂ(Em)]

n—seo

=lim| u(E, )~ u(E,)]

n—oo

= u(E)-timu(E,)]

n—oo

elde ederiz. Ote yandan g (E,)<oo oldugundan;

u(E)=lima(E,)

n—oo

ve boylece

u(ﬁEn}gmwu(En)

n=1

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Ornek 2.6.1: Genel olarak E, ve E, olgiilebilir kiimeler ise;

M(E)+u(E,)=u(E VE,)+u(E NE,)
dir. E, ve E, herhangi iki 6l¢iilebilir kiimeler oldugundan E, =(E,\E,)U(E, NE,) ve
(E\E,)N(E,NE,)=& dir. Aym sekilde, E,=(E,\E)U(E NE,) ve
(E,\E,)N(E,NE,)=< oldugundan  &lgiimiiniin ayrik kiimelerin birlesimleri olan

E, ve E,kiimelerindeki degerleri sirasiyla;
H(E)=u(E\E,)+u(E NE,)

H(E,)=p(E,\E )+ u(E NE,)
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olur. Buradan u(E,)+u(E,)=u(E\E,)+u(E NE,)+u(E,\E)+u(E NE,) elde
edilir. Bu kiimeler ayrik kiimelerdir ve (E,\E,)U(E, NE,)U(E,\E,)=(E, VE,) dur.
Boylece u(E UE,)=u(E\E,)+u(E NE,)+u(E,\E) yazlabilir. O halde bu

esitlik kullanilarak; u#(E, )+ u(E,)=u(E VE,)+ u(E NE,) bulunur.

Ornek 2.6.2: Cantor kiimesi Olciilebilir ve 6lciisiiniin sifir oldugunu gosterilim.

Oncelikle Cantor kiimesinin nasil elde edildigine bakalim. Reel sayilardaki [O,l] kapali
- g : . L : 12
arahgmm C; ile gosterelim ve C; evrensel kiime olsun. C, kiimesinden j,, = 33
- < o . . 1
acik araliim cikaralim ve bu araligi V, ile gosterelim. Geriye uzunluklari 3 olan
1 2 e -
I, = 0’5 ve I, = 5,1 kapal araliklar1 kalir. Bunlarin ikisine birden C, diyelim.
Yani C,=1,0l, olsun. Daha sonra [, ve I,  araliklarindan
12 7 8 L . Lo
V,=J,,0ul,,= 39 ) 379 kiimesini ¢ikaralm. Geriye kalan C, kiimesi
uzunluklari é olan dort kapal araliktan olusur. Yani C,=1,, Ul,,Ul,;UI,,. Ik 5

asama sekil 2.6.1 de goriilmektedir.
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Sekil 2.6.1. Cantor Kiimesinin ilk 5 Adimi

Bu sekilde devam edilirse genel olarak n’inci asamada atilan agik araliklar 2" tanedir.

n—1

2 2"
Boylece V, = UJn,k olup kalan kapali araliklar ise 2" tanedir. Ayrica C, = Uln’k c

n
k=1 k=1

ve V ’i1 meydana getiren her bir araligin uzunlugu 7 ‘dir ve bu araliklar birbirinden

ayriktir. ( Bakimz Sekil 2.6.1) kalan C, kiimelerinin C = ﬂCn bigimindeki kesisimine

n=1

Cantor kiimesi ad1 verilir.

Reel sayilarda kapali araliklar olgiilebilirdir. Her n i¢in C, sayilabilir ¢oklukta
kapal1 araliklarin birlesimi oldugundan ve 9J1 sinifinin o —cebir yapisindan C, kiimeleri

oOlciilebilirdir ve yine ayn1 nedenden Cantor kiimesi ol¢iilebilirdir. C [0,1] oldugundan

C =ﬂCn =[O,1]\U C! yazilabilir. Cantor kiimesinin tanimina gore her n ic¢in C,

n=1 n=l1
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.. 1
kiimelerinin olusumunda, uzunluklari 3—n olan ayrik araliklardan 2" tane atilmaktadir.

Boylece;

ﬂ(C)=ﬂ[O,1]—ﬂ[0C;j :ﬂ[o’ll—gll(q) :1%2(%)’1_1

n=1 n=1

oldugundan; #(C)=0 bulunur.

Ornek 2.6.3: Her # icin I = {x: ! 1 <x <l} olduguna gore E = Uln kiimesinin
n+ n

n=1

I, =<x: ! Sx<l ise [, = x:le<1 A, = x:le<1 -
n+l1 n 2 2

olacag agiktir. Buradan [, ayrik araliklar i¢in Lebesgue ol¢iisii

1 1 1 1 1
ﬂ, I :1__,1 I :———,_,_’ﬂ I -
(1) 2 (%) 2 3 (7,) n n+l

olur. Bu durumda,

A{an}:,.HZJ(I”)=(1—%}6—%}.”{%_#)zl_ﬁ

ve

oo n 1
AL ), |=limA|| JI |=lim|1-——|=1
U a0 eml =2
bulunur.

Ornek 2.6.4: Her n icin Inz(n—%,n+%jolduguna gore E:UIn kiimesinin

n=1

Lebesgue ol¢iimii
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k
A(E)=lim ) 27" =2
n=1

k—>o0

olur.

Olciilebilir Fonksiyonlar

Daha onceki kesimlerde kiimelerin 6l¢iilebilirligini gordiik. Bu kesimde ise bir
o-cebiri  lizerinde tamimlanmis  genisletilmis reel degerli  fonksiyonlarin
Olciilebilirliginden bahsedecegiz. Fonksiyonlarin olciilebilirligi, Lebesgue integrali
kavraminda 6nemli rol almaktadir. Fonksiyonlarda ol¢iilebilme, goriintii araliklarina

iligkin ters goriintiilerinin o-cebirine ait olup olmadigi ile ilgili bir kavamdir.

Tamm 2.7.1: (X,U) olgiilebilir bir uzay ve Ae U olsun. Eger her € R igin
(=) ={xe X : f(x)<a}eU
oluyorsa f:X —>[—oo,o0| fonksiyonuna X iizerinde Lebesgue anlaminda 6lgiilebilirdir
veya kisaca Olciilebilir fonksiyon denir.
X lizerinde tanimli, genisletilmis reel degerli Olciilebilir biitiin fonksiyonlarin

stifim M (X,U) ile gosterelim.

Tamm 2.7.2: X =R ve U =B (R)olsun f:R — R olmak iizere, eger her e R igin

f((=ee.a])={xe R: f(x)<a}e B(R)
oluyorsa her agik kiime Borel cebirine ait oldugundan f ’e Borel 6l¢iilebilir ya da Borel

fonksiyonu denir. R 'nin Borel kiimesi olmayan fakat Lebesgue Ol¢iilebilir alt kiimeleri
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mevcut oldugundan. R ’de herbir Borel olciilebilir fonksiyon Lebesgue anlaminda
Olciilebilirdir.
Lemma 2.7.1: (X,U) 6lgiilebilir bir uzay olsun. O zaman f:X — R i¢in asagidaki

ifadeler birbirine denktir.

lL.VaeR A,=f"((a))={x:f(x)>a}eU (2.9)
2.VaeR B,=f"([a,))={x:f(x)2a}eU (2.10)
3.VaeR C,=f"((-~a))={x:f(x)<a}eU (2.11)

4.V aeR D,=f"((-wa])={x:f(x)<a}eU. (2.12)
Ispat: A, ifadesi ile D, ifadesi birbirinin tiimleyeni oldugundan kiimelerden biri
U smifina ait ise digeri de aym sinifa aittir. Dolayisiyla B, ifadesi ile C, ifadesi i¢inde

ayni durum gecerlidir.

Simdi (2.9) ve (2.10) ifadelerinin denk olduklarin1 gosterilim. (2.9) ifadesi dogru

olsun. Bu durumda herne N i¢in
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yazilabilir. Bu durumda B, e U olur. Bdylece (2.9)=(2.10) elde edilir. Benzer

diisince ile A,=(]JC | olacagindan (2.10)=>(2.9)olur. Bu durumda
o ot

n

(2.9) ve (2.10) denktir. Benzer sekilde (2.11) ve (2.12) denk oldugu da gosterilebilir.

Uyari 2.7.1 :Eger I =(a,b) ise,

ve I =[a,b]ise;

fH([a0])= 7 ((=.b] N ae0)
F (oot ([a)

yazilabilir. Eger f Olciilebilir ise esitligin sag tarafindaki ifadeler de ol¢iilebilirdir.

Benzer 6zellik benzer sekilde yari acik araliklar i¢in de gecerlidir .
Teorem 2.7.1: ce R sabit ve file greel degerli ol¢iilebilir iki fonksiyon olsun. Bu

takdirde f+c, cf, f+g.8—f.f>, fg ve | f | fonksiyonlar1 da ol¢iilebilirdir.

Ispat: Lemma 2.7.1°deki (2.11) kosulunu kullanirsak,

{x:f(x)+c<a} ={x:f(x)<a—c}
oldugundan f olciilebilir oldugunda f +c¢ nin de Olgiilebilir oldugu goriiliir. Ayni

diisiinceyle ¢ > 0 oldugunda

c

{x:cf(x)<a}:{x:f(x)<ﬂ}
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yazilabileceginden c¢f ’in tanimindan Ol¢iilebilirdir. ¢ =0 iken; c¢f sabit fonksiyon
olacagindan ve sabit fonksiyon 6l¢iilebilir oldugundan c¢f ’de Olgiilebilirdir.

a 20 olmak iizere
{x: £ (x)>a} ={x:fz(x)>\/a}u{x:f2(x)>—\/a}
yazilabileceginden f olciilebilir oldugunda tanim nedeniyle f* de 6lciilebilirdir. & <0
icin {x f? (x)> a} = X oldugundan f? yine dl¢iilebilirdir.
Simdi f+g fonksiyonunun &lgiilebilir oldugunu gosterelim. (f+g)(x)>a olmasi

i¢in gerek ve yeter sart f(x)>r g(x)>a—r olacak sekilde r rasyonel sayisinin var

olmasidir.  Boylece  {x: f(x)+g(x)>a}= ELJQ({x:f(x) >rjn{x:g(x)> a—r})

yazilabilir. Rasyonel sayilar sayilabilir oldugundan esitligin sag tarafindaki kiime ve

dolayisiyla f + g Olgiilebilirdir. g olgiilebilir oldugundan —g =(—1) g de dlgiilebilirdir.

O halde g-—f Olgilebilirdir. Dolayisiyla (f + g)2 de ol¢iilebilirdir. Buna gore
fe :%[( f+g) —ri- gZJ seklinde yazildiginda fg’ nin de 6lciilebilir oldugu acikca

goriilmektedir.

a <0 igin {x : ‘ f (x)‘ > a'} =X e U olacagindan |f| her zaman &lgiilebilirdir. >0 ise

{x:‘f(x)‘ >0!} ={x:f(x)>a}u{x:f(x)<—a}
olacagindan birlesimdeki her bir kiime ayr1 ayr Olciilebilir oldugundan esitligin

solundaki kiime de Olciilebilirdir. Dolayisiyla | f | Olciilebilirdir. Fakat tersi dogru

degildir.
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Teorem 2.7.2: (f, )T tanim bolgeleri aymi olan oOlciilebilir fonksiyonlarin ardisik bir

dizisi olsun. Bu durumda max fos mm f , supf,, inf f , limsup f , liminf f
neN neN n—ee n—yeo

fonksiyonlarinin tiimii 6l¢iilebilirdir.

Ispat: Asagidaki kiimelerin 6lciilebilir oldugunu gostermek teoremin ispati igin

yeterlidir:

{x:(n}gxfn)(x)>0{} :Q{x:fn (x)>a}

{x (r?}]?f )( )>a}:ﬂ{x:fn(x)>a}
olacaktir. Her n ig¢in  f, ’ler olgiilebilir oldugundan birlesimler de Ol¢iilebilirdir.

Dolayisiyla esitligin solundaki kiime olgiilebilir. Benzer sekilde her n icin  f ’ler

Olciilebilir oldugundan kesisimleri de dlciilebilirdir. Diger taraftan

el oo 1974

n=k

{ (1nrll:f) } ﬂ{x Za}

yazilabilir. Her n i¢in f, ’ler dl¢iilebilir oldugundan birinci esitsizlikteki birlesimler de

Olgiilebilirdir. Dolayisiyla esitligin solundaki kiime Oolgiilebilirdir. O halde sup f,

olciilebilirdir. Benzer sekilde her n i¢cin  f, ’ler dlgiilebilir oldugundan kesisimleri de

oOlciilebilirdir, yani inf f, fonksiyonu da Olg¢iilebilirdir.
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n—co m2l\ s, m>1 >

lim sup f, =inf (sup fn) , lim inf f, = sup(ir>1f fn)

oldugu bilinmektedir. i, =sup f, ve g, :ir>1f f, dersek bu ifadeler de Olgiilebilir

nzm

fonksiyonlar olur. infh, ve supg, ’in de Olgiilebilir oldugu acgiktir. O zaman

m

limsup f, =inf i, ve liminf f, =suph, oldugundan limsup f, ve liminf f ifadeleri

de olc¢iilebilirdir.

Tamm 2.7.7: f : X — R fonksiyonu verilsin.Buradan

olarak tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlarina sirasiyla f’ in pozitif ve negatif kismi

denir.

Bu fonksiyonlar X iizerinde negatif degerler almadiklar1 yani f* ve f~ negatif

olmayan fonksiyonlar oldugu aciktir. (Bakimiz Sekil 2.7.1)
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‘-.K_{,rx.-“ [

-"fx'k.ﬂ. |

Sekil 2.7.1 f fonksiyonun pozitif ve negatif kisimlari

Lemma 2.7.2: f’in swrasiyla pozitif ve negatif kismu olan f* ve f~ asagidaki

ozelliklere sahiptir.
Lf=f"-f

2\ f=1" =
L1
3 =5+ )

_ 1
5 =2 (s1-1)

Ispat: Tanimdan hareket ederek ispati basit islemlerle yapabiliriz.

Sonug: f: X — R fonksiyonun &lgiilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart f* ve f~

fonksiyonlarinin 6lciilebilir olmasidir.

Tamm 2.7.8: Bir A kiimesi i¢in

3 1 ,xe A
Aa= 0 ,x¢gA

seklinde tanimlanan y, fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.
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X, fonksiyonunun Olgiilebilir olmas: i¢in gerek ve yeter kosul A’min Olgiilebilir

olmasidir. Gergekten

X ,a<0
7 ((a0))=14 0<a<l
g ,a=>1

oldugundan her @€ R i¢in y, fonksiyonu oOlgiilebilirdir.

Ornek 2.7.1: f :R — R monoton azalan bir fonksiyon olsun. Bu durumda f Borel
olciilebilirdir. Ciinkii, f monoton azalan oldugundan b<a iken f(a)< f(b) olur.
{xeR:f(x)>a}=f"((a,))=(-=,8)e B(R) oldugundan f fonksiyonu

Olciilebilirdir.

Ornek 2.7.2:1, R ’nin bir alt araligi olsun. f:/ — R fonksiyonu monoton artan ise
dlciilebilirdir. Burada o — cebir olarak kuvvet kiimesini alalim. (7,U) olgiilebilir uzay
olsun. Dolayisiyla f olgiilebilirdir. Her e R igin {xe I: f(x)<a}e U ise bu kiime

ya [ araligi ya da [ 'nin bir alt araligidir veya tek elemanli bir kiime ya da & kiimedir.

Her iki durumda da ortaya c¢ikan kiimeler Olgiilebilirdir. O halde f fonksiyonu da
olgiilebilirdir. [ =[a,b] i¢in f fonksiyonu artan oldugundan xel igin
f(a)< f(x)< f(b) olacag agiktir. Diger taraftan

azf(b)= {xel:f(x)<a}=[ab]=IcU,

f(a)San(b):{xe I:f(x)Sa}c[a,b]zl,
={xel:f(x)<a}eU (U=P(I)),
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afzf(a):{xeI:f(x)éaf}z{a}clz{a}eU
={xel:f(x)<a}leU

a<f(a)= {xelf(x)<a}=DeU olacagindan f fonksiyonu olgiilebilirdir.

2.8. Smirh Olgiilebilir Fonksiyonlarn integrali

f, E =[a,b] kapali araliginda sinirli ve olgiilebilir fonksiyon olsun. Ayrica 8 ve [

0 < f(x)< B olacak sekilde iki reel say1 olarak verilsin. [6, f] araligini, 6= inf f (x)

ve fB=supf(x)olmak iizere O=y <y,<..<y, <y, =B olacak bicimde

xeE

YisYys-s ¥, noktalar1 yardimiyla n parcaya bolelim. Bu noktalar Y ekseni
tizerindedir. [0, ,5] araligi bu sekilde boliinerek elde edilen noktalarin kiimesine, bu
aralifin pargalanisi denir. k =1,2,...,n olmak iizere, y, , < f(x)<y, olacak sekilde,
[a,b] kapal1 araliginin tiim x noktalarinin kiimesine E, diyelim. Yani k£ =1,2,...,n i¢in
E, ={x: ya < f(x)< yk} olsun. f Olciilebilir fonksiyon oldugundan E, kiimeleri

Olciilebilirdir. Bu kiimelerin her biri ayrik olmak iizere

S = Z )’k:u(Ek)
k=1

§= z yk—llu(Ek )
k=1

toplamlarim1 goz oniine alalim. [0, ,5] araliginin herbir parcalanmalari i¢in [ =inf (5)

J =sup(s) ifadelerini tanimlayalim.
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Tamm 2.8.1: [=inf(S),J =sup(s)ifadelerine swrasiyla f’nin [a,b] arahf:

tizerindeki alt ve iist Lebesgue integralleri denir ve

b

Izj.f(x)dx , szf(x)dx

a

ile gosterilir. Tanimdan 7 <J oldugu aciktir.

Tamm 2.8.2: Eger tim parcalanmalar icin I1=J ya da

I= limzn:yk,u(Ek)z limzn:yk_l,u(Ek)z J oluyorsa f fonksiyonu [a,b] araligs
nen et nen =

tizerinde Lebesgue anlaminda integrallenebilir denir. Eger tiim parcalanmalara karsi

I #Joluyorsa f’nin [a,b] aralif iizerinde Lebesgue integrali yoktur denir. f ’nin

[a,b] aralig: iizerinde Lebesgue integrali varsa sonludur. Sekil 2.8.1° de gbriildiigii gibi

yvii(E,) degerleri, noktalarla isaretli dikddrtgenlerin alani ve  degeri ise ¢izgili

taranmis olan dikdortgenlerin alamidir. E, kiimesi ise X ekseni lizerinde bu
dikdortgenlerin tabanina karsilik gelen araliklar kiimesini gostermektedir. O zaman

Lebesgue integrali y= f(x) egrisi, x=a ve x=»b dogrular tarafindan simirlanan

sinirli alant ifade etmektedir.
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Sekil 2.8.1 Lebesgue Integralinin Geometrik Gosterimi

Basit Fonksiyonlarin integrali

Tamm 2.9.1: Reel degerli bir ¢ fonksiyonu eger ol¢iilebilirse ve yalnizca sonlu sayida

degerler alabiliyorsa yani goriintii kiimesi sonlu elemanlardan olusuyorsa bu fonksiyona

basit fonksiyon denir.

@ reel degerli basit fonksiyon ve degerleri de {¢,,,,...,@,} olsun. ¢’ nin
sifirdan farkli olan degerlerinin kiimesi A =¢™' ({a;})={x:0(x)=a} ve 7z, de A

kiimesinin karakteristik fonksiyonu olmak lizere eger A, kiimeleri dlgiilebilirse

o(x)= ZaiIAi (x)
i=1
gosterilim sekli mevcuttur. A, kiimelerinin se¢imi tek olmadigindan ¢ ’nin gosterimi de

tek degildir. Bu gosterimde A, kiimeleri ayrik ve ¢, ’ler ise sifir olmayan birbirinden

farkl: sabitlerdir.
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Tamm 2.9.2: (X,U,u) bir 6l¢ii uzay olsun. @;’ler negatif olmayan reel sayilar ve A,

i=1,2,...,n, U smifina ait ayrik kiimeler olmak tizere
Ua=x
i=1
ise qu’,u => au(A) ifadesine
X i=1

plx)=Yaz, ()

biciminde tanimlanan ¢ fonksiyonunun # Ol¢iisiine gore Lebesgue integrali denir.
Bu tamima gore ¢@’nin 4 ’ye gore integrali ya negatif olmayan bir reel say1 ya da

Olciiniin sonlu olmadig: hale karsilik gelen +oo degerine esittir.

Teorem 2.9.1: (X,U, 1) bir dl¢ii uzay1 ve @ ve ¥ negatif olmayan fonksiyonlar olmak

uzere

1.]cqod,u=ej pdu, ce R" =(0,+)
X X

2. [(p+y)du=[ pdu+[ydu
X X X

3.V xe X i¢in ¢(x)£l//(x):>J‘ ¢d,u£jy1d,u
X X
dir.

ispat:

L o(x)=> ez, (x) olsun. | JA = X olmak iizere Lebesgue integralinin
i=1

i=1
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tanimindan c@ = anf X, olup boylece I codu = an M(A cZa L(A,) olur.

2. b,b,,...,b, negatif olmayan reel sayilar, B,,B,,...,B, kiimeleri U smifina ait ayrik

kiimeler ve y = Zbk X, olmak tizere UA X ve UB = X oldugundan

i=1 k=1

P+Y =Y 01, +D by
i=1 k=1

= Z::, OXanx) T ;bkl(zsmx)

_;agsz +Zb 21

k=1 =l (ANBy)

z a +b X (A5,

i=l k=1

n

yazilabilir. A; N B, ’lar ayrik oldugundan
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elde edilir.

3. V xeXigin ¢(x)<y(x) oldugunda ¥ —¢ negatif olmayan bir fonksiyondur.
Diger taraftan
[wdu=[(p+(y-9))du=| pdu+|(v-9)du
X X X X
yazilabilir. i — ¢ integrali negatif olmayan bir genisletilmis reel say1 olacagi i¢in
[ pdus<|yadu
X X
esitsizligi daima gecerlidir.

Ornek 2.9.1: Asagida verilen ¢ fonksiyonlarinin E iizerinden Lebesgue integrallerini

hesaplayalim

Lo(x)=[x], E=[0,10],
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lf[[x}]dx=0;1([0,1))+1u([1,2))+2ﬂ([2,3))+...+9ﬂ([9,10))+10ﬂ([10,10])

= 45,

2. p(x) =[], E=[0.2],

}[[xz]]dxz O,U([O,l])+1,u([l,\/§})+Z,U([\/E,\/g})+3,u([\/§,4})+4,u([4,4])
=11-43-+2,

3. ¢(x) = [[sin x]], E= [0, 27[],

zfﬂsin x]]dx=Oﬂqogn+1ﬂq§,%D+Oﬂ((§,7rD—lﬂ((ﬂ, 27))

:—ﬂ"

2.10. Pozitif Fonksiyonlarin integrali

Bu kesimde basit fonksiyonlarin integrallerinden yararlanarak pozitif
fonksiyonlarin integralini tamimlayip, bu fonksiyonlarin integraline ait oOzellikler

incelenecektir.

Tamm 2.10.1: (X,U, ,u) bir Olcii uzayr ve f negatif olmayan Olgiilebilir bir fonksiyon

olsun. ¢ negatif olmayan basit bir fonksiyon ve ,u{x p(x)# 0} < oo olmak iizere

jfdﬂ=sup{j¢du:¢ﬁf}

genisletilmis reel sayisina f fonksiyonunun g Olgiisiine gore integrali denir. Ayrica

E € U olmak iizere f fonksiyonunun g Olciisiine gore E iizerindeki integrali
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[fdu=[fx,du
dir.

Teorem 2.10.1: f ve g negatif olmayan Olgiilebilir fonksiyonlar ve E,Fe U olsun.
Bu takdirde:

1. Her xe X i¢in

f(x)<g(x)= [ fdu<|gdu 2.13
X X

dir.

2. ECF ise
[ raus|gdu 2.14
E F

dir.

Ispat:

1.Tanim 2.10.1° den sup{j¢dﬂ:0£(p£ f}c sup{j¢d,u:0£¢£ g} olacag aciktir.
X X

Buradan

.[fd,u:sup{j(od,u:OS(oSf}

X X
Ssup{j(od,u:OS(pS g}
X

ngdﬂ
X

elde edilir.

2. E c F olmak iizere yine Tanmim 2.10.1” den
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sup{f¢d,u:0£¢£f}c sup{.[(pd,u:OS¢Sf}

olur.

Bu durumda (f x,) <(f %, )olur. Boylece
[ fredus<[faedp=[fdu<|s du
X X E F

bulunur.

oo

1

Teorem 2.10.2: (Monoton Yakinsakhk Teoremi) (X,U,u) bir dlgii uzayr ve (f,)
negatif olmayan Olgiilebilir bir fonksiyonlar dizisi olsun. Eger genel terimi f, olan

monoton artan dizi f fonksiyonuna yakinsar yani her x i¢in f, — f ise

hmjf )du= jfdﬂ *dur.

Ispat: ( f, )T Olciilebilir fonksiyonlarin bir dizisi oldugundan f de Olciilebilirdir.

f,<f oldugundan Teorem 2.10.1’ deki (2.13) nedeniyle j £ (x)du= j fdu

yazilabilir. f, = f oldugundan hm .[ f,(x)du= J. fdu elde edilir.

Teorem 2.10.3: (Fatou Lemmast) (X,U,u) bir 6l¢ii uzayr ve (f,)  negatif olmayan

Olciilebilir bir fonksiyonlar dizisi ise .[ liminf f, (x)du < hm inf J. f, (x)du dir.

n—o0

Ispat: &, =inf{f,,f,. ...} diyelim. liminf £, —sup(mf £, j oldugundan m<n igin

m>1 n>m

g, < f, olacagi agiktir. Dolayisiyla m <n igin
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J' X)dﬂ<jf d,u:>jg dﬂ<jhm1nff( )du
= lim [ g, duslim [ f,du
X X

bulunur.

g, artanve lim g, =supg, =liminf f oldugundan Teorem 2.10.2’ den dolay1

jhmmff du:jrlnizggm )dﬂ_hmjg d,u<hm1an.f
X

n—o0

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.
Teorem 2.10.4: (Beppo-Levi Teoremi) (X,U,x) bir dlgii uzayr ve Y |f;| olgiilebilir
k=1

fonksiyonlarin bir serisi olsun. Bu takdirde Z| fk| serisi her x icin yakinsak ve
k=1

ij|fk| sonlu ise j(ifkjdﬂ:ijfkdﬂ’dlf-

k=1 k=1 x

ispat: g, =fit+tf,+..+f, olsun. hm g8, = z f. yazilabilir. Teorem 2.10.2" den

k=1
I(szjdﬂ = I(,{gm”gn)dﬂ =£gm”jgndﬂ = m[(ﬁ +f+tf,)du
x \ k=1 X b% ¥
i3 au - 5 [0
X \ k=1 k=1\_x
bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.10.5: (X,U,u) bir dlgii uzayr ve f>0olsun. Bu takdirde U iizerinde

= j f du seklinde tanimlanan V' fonksiyonu bir 6l¢iidiir.
A

54



Ispat: Eger A=Q ise fy, her yerde sifirdir. Dolayisiyla

V(@)= fdu=]frodp=0

£(X)=0 olur. f>0 oldugundan

V(A)=[fdu>[0du=0=V(4)20

yazilabilir. Diger taraftan A = U A, olmak lizere f, = Z f X, esitligi ile tanimlanan
k=1

i=1

(f, )T monoton artan dizisini ele alindiginda
Ifndﬂ = I(ZfZAk jdﬂ ZZUJCZ@ Jdﬂ = Z[Ifdluj =>v(4)
X X \ k=1 =1\ X o\ x —

bulunur. Diger taraftan, lim f, = f z Xz = f X, oldugundan Teorem 2.10.2” den
e pari

V(QAkj=V(A)=jfdu=jmdu=j;gmwfndu

elde edilir. Buda V'’ nin U iizerinde bir dl¢ii fonksiyonu oldugunu gosterir.
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2.11 integrallenebilen Fonksiyonlar

fT, f fonksiyonun pozitif kismi ve f~, f fonksiyonun negatif kismi olsun. Yani
f*(x)=max{f(x),0} ve f (x)=max{-f(x),0}tammlansin. Dogal olarak  f
olgiilebilir ise f* ve f~de olcilebilirdir. Boylece f=f"—f ve |f|=f"+f"
oldugundan asagidaki tanimlar verilebilir:

Tamm 2.11.1: (X,U, ) bir 6l¢ii uzay1 ve f negatif olmayan dlgiilebilir bir fonksiyon

olsun. f* ve f~ fonksiyonlarinin her ikisi de sonlu integrale sahip ise f fonksiyonu

X {izerinde integrallenebilirdir denir ve bu integral
[fau=[fdu-]fdu
X X X

reel sayisidir.

Eger Ec U ise f fonksiyonunun u’ye gore E iizerindeki integrali
[fdu=|rdu-[rdu
E E E

biciminde ifade edilebilir. Bu sekilde integrallenebilen olciilebilir fonksiyonlarin sinifini

L(E) ile gosterelim. Eger integrallenebilirlik kuralinda 6l¢ii  uzayim

X =R,U =8(R) olarak secilir ve =1 Lebesgue 0l¢iisii olarak alinirsa, j fdAa

R

integraline Lebesgue integrali ad1 verilir.
Lemma 2.11.1: f ve g fonksiyonlar1 E iizerinde integrallenebilir olsun.

1.c>0 ve c¢f negatif olmayan Ol¢iilebilir bir fonksiyon ise .[ cfdu= cj fdu,
E

E
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2. f + g negatif olmayan ol¢iilebilir bir fonksiyon ise I (f+g)du= j fdu+ j gdu,
E E

E

3. f<g ise Ifd,uzjgd,u,
E E

4.A ve B kimeleri, E  lizerinde Olgiilebilir ayrnk  kiimeler ise

| rau=[rdu+|gdn.

dir.

Ispat: Lemma’nin ispat1 tanimdan hareket edilerek basit islemlerle yapilabilir.

Teorem 2.11.1: (X,U,u) bir 6l¢ii uzayr ve f 6lgiilebilir bir fonksiyon ve £, X

tizerinde u Olclisiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin sinift olsun. Eger

fels | f |e L ozelligi gercekleniyorsa

[fdu

£j|f|dy dir.
X

Ispat: Tanim 3.4.1’den fe £ olmasi icin f* ve f~ fonksiyonlar: sonlu integrallere

sahip olmalidir. | f | = f"+ f oldugundan | f | fonksiyonun integrallenebilir olmasi icin

gerek ve yeter sart f* ve f~ fonksiyonlarinin integrallenebilir olmasidir. Dolayisiyla f°

nin integralenebilir olmasi | f|’ nin integralelenebilir olmasina denktir. O zaman

[fau=\[f du-[f au<|frdu-[f du=]fdu

elde edilir.
Teorem 2.11.2: (X,U,u) bir olgii uzayr ve f:X —[0,00] Olgiilebilir bir fonksiyon

olsun. Bu takdirde >0 i¢in B, ={x: f (x) > @} olmak iizere
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u(Ba)S%Ifdﬂséifdu

Bﬂ

dir.
Ispat: Her xe X icin 0< oy, (x)< f x5, (x)< f(x) oldugundan (3.1) nedeniyle

[, dus|fr, <[ rdu
X X X
yazilabilir.

[ox, du=a|y, du=a| du=au(B,),
X X

o

[ 1 20,du= ] fap,

B(Z

olduklarindan
ap(B,)< [ fdu<|fdu
B, e
elde edilir. Boylece bu esitsizligi &’ ya bolersek ispati tamamlanmis oluruz.
Teorem 2.11.3: (Lebesgue Yakinsaklik Teoremi) (X,U,u) bir dlgii uzay1 ve g, ise

X {izerinde integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Ayrica ( f, )T X {izerinde ol¢iilebilen
reel degerli fonksiyonlar dizisi ve hemen hemen her xe X  icin

lim f, (x) = f (x) oldugunu kabul edelim. Eger her n icin

1 (X)‘ <g(x) esitsizligi
saglanacak sekilde integrallenebilen g(x) fonksiyonu varsa, f ve f, fonksiyonlari

integrallenebilirdir ve lim j £ (x j x)du= j lim £, (x)du d.

n—oo
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Ispat:

f. (x)‘ < g(x) oldugu icin ‘ f (x)‘ < g(x) esitsizligi yazilabilir. g integrallenebilir
oldugundan hemen hemen her xe X icin g(x)’ in X iizerinden integrali sonludur.
(g+f,) Olgiilebilir negatif olmayan fonksiyonlarin bir dizisi ise her xe X igin

lim(g+f,)=(g+f) yazlabilir. Teorem 3.3.3’ den

[+ )<t [ 7.+ )

X

veE

X

[fdu+[gdu<iim|gdu+liminf [ f,du
X n—oo % n—oo %
yazilabilir. Dolayisiyla
[ fdu<timint [ f,du
X e X
olur. Benzer diisiince ile (g — f,) dizisi i¢in uygulanirsa

[(g=r)du<iim|[(g~,)du

X

esitsizligi elde edilir. Buradan
[edu-|fdus 1imjgd,u+1iminf(—jfn d,uj
X X e X e X
yazilabilir. Dolayisiyla
[ fdu< liminf(—jfn d,u] =—limsup [ f,du= [ fdu>limsup [ f,du
X X X X X

ve diger taraftan

lij}{losupjfndﬂsJ'fdﬂS}li_)rp”infjfndﬂ
X X X
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oldugu i¢in lim f, (x) = f (x) elde edilir. Bdylece ispati tamamlamis oluruz.
Sonug 2.11.1: (Sinirh Yakinsaklik Teoremi) (X,U, ) bir 6l¢ii uzayr ve her ne N
icin f, € £ olsun. Ayrica (f,) dizisi i¢in her n ve her x igin ‘ fn(x)‘SM olacak

sekilde M reel sayisinin bulundugunu varsayalim. Her x i¢in f(x)=1lim f, (x) ise

li_)rpm[fn du= | fdpd.
X X

Sonug 2.11.2 : (f, )T Olciilebilir fonksiyonlarin monoton artan ve negatif olmayan bir
dizisi olsun. Eger ( f, )T hemen hemen her yerde sinirli bir f fonksiyonuna yakinsak ve

M sonluise f integrallenebilirdir ve lim j f,du= I fdw’dr.
e X X

Uyart 2.11.1: Eger (f,)” hemen hemen her yerde f fonksiyonuna yakinsayan
Olciilebilir bir fonksiyonlarin dizisi ise; Fatou Lemmasi, Monoton Yakinsaklik Teoremi

ve Lebesgue Yakinsaklik Teoremlerinin her biri .[ f icin uygun varsayimlar altinda
j f integralinin limiti cinsinden ifade edilebilecegini belirtir. Bu varsayimlardan en

zayif olan1 Fatou Lemmasidir. Bu lemmaya gore f, ’lerin alttan sinirh oldugunu ya da
daha genel bir ifade ile bir integrallenebilir fonksiyon ile sinirli oldugunun varsayilmasi
yeterli olacaktir. Dolayisiyla Fatou Lemmasinin sonucu otekilerden daha zayiftir.
Lebesgue Yakinsaklik teoremi ise f,’lerin alttan ve iistten integrallenebilir

fonksiyonlarla sinirli olmasini varsaymaktadir. Monoton Yakinsaklik Teoremi ise

yukarida sozii edilen iki teoremden ortaya c¢ikan karmasik bir yaklagimdir. Buna gore
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f,’lerin alttan bir integrallenebilir fonksiyon ile sinirli oldugu ve iistten de f limit

fonksiyonunun kendisi ile sinirlandirilmasi hipotez olarak alinmistir. Dogal olarak f

integrallenebilirdir, ¢linkii bu durum Lebesgue Yakinsaklik teoreminin 6zel bir halidir.
Ancak Fatou Lemmasinin ve Monoton Yakinsaklik Teoreminin Lebesgue Yakinsaklik

Toremine gore daha iyi olan yam integrallenemeyen f fonksiyonlarina da
uygulanabiliyor olmasi ve f nin integrallenebilir oldugunu gostermesi i¢in iyi bir yol

olusudur. Yalnizca integralin negatif olmama 6zelligini kullanarak Fatou Lemmas1 ve

Monoton Yakinsaklik Teoreminden birini digeri yardimiyla elde edebiliriz.

2.12 RIEMANN INTEGRALI

f fonksiyonu [a,b] kapal1 araliginda tanimli ve sinirlt reel degerli bir fonksiyon
olsun. a=x,<x <x,<..<x,_, <x, =b olacak sekilde x,,x,,x,,...,x, noktalariyla n
tane alt aralifa bolelim. P={x,,x,x,,...x,} kiimesine [a,b] kapali araliginin
boliintlisii veya parcalanmasi adi verilir. k=1,2,3,...,n olmak iizere x, —x,_, =Ax,

olsun. Ax, degerinin en bilyiigiine, bu P boliintiisiiniin normu denir. xe [x,_,x, ] i¢in
M, =sup{f(x):x_ <x<x]
m, =inf { f (x):x_ Sx<x}

dersek bu durumda
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S=0(f.P)=3 M,Ax,

k=1
s=A(f.P)=) mAx,
k=1

olarak tanimlanan ifadelere sirasiyla f fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen
Ust Darboux Toplami1 ve Alt Darboux Toplami adi verilir. Her zaman Ax, >0 ve
M, > m, oldugundan, iist toplam S, alt toplam olan s degerinden kiiciik olamaz. Yani
S>s oldugu igin, U(f,P)=S=s=A(f,P) yazlabilir. [a,b] araliginn P

parcalanmasi degisirse buna bagl olarak degisen bu noktalar icin S ve s toplamlart da

degisir. Boylece iist toplamlar i¢in bir kiime ve alt toplamlar i¢in bir kiime elde edilir.

Miimkiin olan tiim parcalanmalar igin, / =sup(S) ve J =inf (s) olsun. Bu sekilde her

zaman var olan [ ve Jdegerlerine swrasiyla [a,b] arahginda f  fonksiyonun iist

Darboux ve alt Darboux integralleri denir ve sirasiyla

b, b
Izjf(x)dx:th(f,P) ve J :jf(x)dx:hmA(f’p)
ile gosterilir. [a,b] herhangi bir araliginin P pargalanmast i¢in A(f,P)<1<U (f,P)

ve A(f,P)<J<U(f,P) yazlabilir. Ayrica iist Darboux integrali hicbir zaman bir alt

Darboux integralden kiiciik olamaz. Eger iist Darboux ve alt Darboux integralleri

birbirine esit ise f  fonksiyonuna [a,b] araliginda Riemann anlaminda

integrallenebilirdir denir ve

(R)jf(x)dx

a
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ile gosterilir. Bu ifadeleri geometrik olarak da yorumlamak miimkiindiir.

SEKIL 2.12.1 Riemann Integralinin Geometrik Gosterimi

Sekil 2.12.1 de goriildiigii gibi s=A(f,P) :kaAxk noktali olarak tarali alan ve

k=1

S=U(f ,P):ZM Ax, oldugu aciktir. Ayrica bu egri, x=a ve x=bdogrular

k=1

b
tarafindan sinirlanan alan j f (x)dx olmak iizere

a

b

sSIf(x)deS

esitsizligi saglanir.
Riemann ve Alt Darboux, Ust Darboux toplamlarinin asagidaki ozellikleri vardir:

1. P, [a,b] araliginin herhangi bir parcalanmast ise  A(f,P)<U(f,P) dur.
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2. [a,b] araliginin herhangi iki parcalanmast P, ve P, olsun. Eger P, c P, ise P,
parcalanmasina F,’den daha incedir denir. P, parcalanmasi £, ’den daha ince ise
A(f.R)SA(f.R) ve U(f.R)2U(f.B) dr.

3. Eger P ve P [ab] arahigmin herhangi iki parcalanmasi ise

A(f,R)<U(f,B) dr.

Teorem 2.12.1: [a,b] kapali araliginda tanimli ve smirli olan f fonksiyonunun

Riemann anlaminda integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her & >0sayisi

verildiginde, herhangi bir parcalanma icin S —s < £ olmasidir.

Ispat. £>0 sayis1 verildiginde, herhangi bir parcalanma icin S—s<e& olsun.

s<J<I<S oldugundan 0</-J<S-s<¢& yazilabilir ve & keyfi oldugundan

€—0 i¢in I=J olur. Bu da f fonksiyonunun [a,b] kapali araliginda Riemann

anlaminda integrallenebilir oldugunu gosterir.

2.13 Lebesgue integrali ile Riemann Integrali Arasindaki Iliski

Daha onceki boliimde, siirekli fonksiyonlarin oldukg¢a genis bir genellemesi olan
olciilebilir fonksiyonlarin temel ozellikleri incelenmisti. Riemann Integrali gecerli
degildir. Ciinkii genel olarak olciilebilir fonksiyonlar icin kullanilamaz. Ornegin
irrasyonel noktalarda sifir, rasyonel noktalarda bir olan Dirichlet fonksiyonu
Olciilebilirdir. Bu fonksiyonun Riemann anlaminda integrali yoktur. Bu ornekten de

goriildiigi gibi Riemann integralinin Olgiilebilir fonksiyonlar icin pek de kullanigh
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olmadigr  soylenebilir. Bunun nedeni Riemann integralinin  tanimindan

kaynaklanmaktadir. Klasik analizden de bilindigi gibi bir f fonksiyonunun Riemann
integralinin mevcut olmasi i¢in  f’ nin tamim araliginda siirekli olmasi ya da siireksiz
oldugu noktalar kiimesinin cok genis olmamasi gerekir. Baska bir deyisle f,

integrallenme bolgesinde sinirli salinimli olmalidir. Teorem 2.11.1°den anlasilacagi gibi
sinirlt fonksiyonlarin Riemann anlaminda integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
siireksiz oldugu noktalarin kiimesinin ol¢iimiiniin sifir olmasidir. Lebesgue integralinin
temeli ise Riemann integralinin tersine x noktalarinin x -ekseni iizerindeki yakinliklar
ile degil fonksiyonlarin degerlerinin bu noktalardaki yakinliklar ile ilgilidir. Ayrica
Lebesgue integrali, herhangi bir 6lciim uzayinda tanimlanabilir. Ornek olarak olasilik

uzay1 verilebilir. Ancak ayn1 durum genel olarak Riemann integrali icin gegerli degildir.

Lemma 2.13.1 f: [a,b] — R simirl bir fonksiyon olsun.

1. f Riemann anlaminda integrallenebilir < f, [a,b] kapali araliginin hemen hemen

her noktasinda siireklidir.

2. f Riemann anlaminda integrallenebiliyorsa Lebesgue anlaminda da

integrallenebilirdir ve her iki integral birbirine esittir.

Ispat: Tanimlardan hareket ederek bu lemmanin ispat: yapilabilir.

214 £, Uzaylan

(X,U,u) bir 6lgii uzayr olsun. 0< p<oo ve M(X,U) X iizerinde taniml

genisletilmis reel degerli Olciilebilir biitlin fonksiyonlarin kiimesi olmak {iizere
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Z, :{fe M(X.U):|f|" e L’(X,U,,u)} kiimesine p.inci  kuvvetten Lebesgue

anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi denir. Ozel olarak p =1 alinirsa bu

smifi £ yada £ ile gosterecegiz. Onceki bolimde belirtmis oldugumuz gibi f

2

fonksiyonunun integrallenebilir olmast ile | f

nin integrallenebilir olmasi

aymdir. fe £ ve aeR ise afe L’ dir. | f |P integrallenebilir oldugunda |0{|p | f|"de

integrallenebilirdir. Diger taraftan f,ge £ ise f+ge £ dir.

9

£+ gl (] +el) < (2mas{lr ||} ) <2 (11 +[s]")

oldugundan | f +g|p integrallenebilir oldugundan f+ge £ ’dir. Bu durumda £

uzay1 bir vektor uzayidir. Bu uzay tizerinde p =1 olmak iizere

||f||p=(f|fr du] cos

seklinde tanimlanan |||| : £, — R norm bir yart normdur. Norm olabilmesi igin,

1. ||f||p =0 < hemen hemen her yerde f =0,

2.aeR ve fe £, ||6Kf||p=|a|||f

P 2

3.7 +el=<lrl, +lsl,

sartlarinin saglanmasi gerekir. Bu yar1 normu, norm yapabilmek i¢in (1) kosulunun tiim
f'leri¢in saglamasi1 gerektigini gostermemiz gerekir. Bunun i¢in de asagidaki denklik

sinifin1 gbz Oniine alalim.
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f ~ g & hemen hemen her yerde f = g bagntis1 bir denklik bagimitisidir ve £ uzayini
denklik siniflarina ayirir. Bu denklik sinifinin elamanlarini [ f ] ile gosterirsek bu tipteki

elemanlarin kiimesi olan L;, tizerinde

U1, =, =it au ]

fonksiyonu bir normdur. Denklik sinifi olusturmamizdaki amag birbirine hemen hemen
her yerde esit olan fonksiyonlar1 bir sinifta toplamaktir. Boylece hepsini tek bir eleman

gibi diisiinebiliriz. Simdi bu konuyuda icine alan bazi1 6nemli esitsizlikleri verelim;

1. (Holder Esitsizligi) p>1, l+l=1 olsun. fe L, ge L, ise fge L dirve
P 4

|7el, <111, el
esitsizligi saglanir.

2. (Minkowsky Esitsizligi) Eger p>1, f,ge L, ise f+ge L, dirve

| +8l, <I71, +lel,

esitsizligi saglanir. Bu esitsizliklerin ispatlar1 Arastirma Bulgular1 kisminda verilmistir.

Tanim 2.14.1: Bir (X,

. ) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X icinde bir limite

sahipse, bu (X ,

) norm uzayma tam normlu uzay veya Banach uzayr denir.

Uygulamalarda bir (X , ) normlu uzaymin tamligin1 ya da Banach uzayir oldugunu
ispatlamak i¢in X ’de keyfi bir (x,) Cauchy dizisi alinip bunun X ’de yakinsak yani

lim

m—seo

X, — xm|| =0 oldugunu gostermek gerekir.
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Lemma 2.14.1: (Riesz-Fisher ) (X,U,u) bir 6l¢ii uzay1 ve 1< p <eo olsun. L, uzay:

1
p
I£1, = [I |fI” dﬂj
X
normu altinda tamdir.

Ispat: Bu Lemmanin ispati igin [17]” e bakilabilir.

2.15. £ _Uzayn

Tamm 2.15.1: (X,U, u) bir dlgii uzay1 E < X ve E kiimesi g—bos < X in

1. Be A,2. u(B)=03. EcBiseve E€c A,y(E)c x(B)= #(E)=0. Yani 6l¢iisii
sifir olan ve ol¢iilebilen her kiime x —bostur.

Tanmm 2.15.2 : E local 4 —bostur & Sonlu olciilii her Se A kiimesi icin SNE
M —bostur.

Ornek 2.15.1: X = [O,l] c R ve bu araliktaki rasyonel sayilarin kiimesi A, irrasyonel
sayilarin kiimesi B olsun. Bu durmda U ={J,A,B,X}smifi X iizerinde bir
o —cebidir. ©: X — R 6lgiisiinii

1,C=AveyaC=A
u(C)=
0,C=CveyaC=X
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olarak tanimlayalim. E :{O,%,l} kiimesi # —bostur. Ciinkii A kiimesi (1), (2) ve (3)

1 1

PN

M —bos degildir. Ciinkii U ’da F ’i kapsayan ve 0l¢iisii sifir olan bir kiime yoktur.

ozelliklerini saglayan bir kiimedir. Ancak E¢ U’ dir. Ancak F ={ } kiimesi

Tamm 2.15.2 : (X,U, u) bir ol¢ii uzayr olsun. Eger X in her u—bos alt kiimesi U

o — cebirine aitse (X,U, u)dl¢ii uzayma tamdir denir.
Tamm 2.15.3 : (X,U,u) bir 6l¢ii uzayt ve Ec X olsun. Sonlu 8lgiilii her Se U
kiimesi icin S N E kiimesi g —bos ise E kiimesine lokal x—bostur denir.

Sonug 2.15.1 :

1. X’ in her bir 4 —bos kiimesi lokal g —bostur.
2. u Olgiisii o—sonluise X ’in her lokal u—boskiimesi lokal u—bostur.

3. Local u—bos kiimelerinin sayilabilir birlesimleri lokal g —bostur.

Tamm 2.154: (X,U,u) bir o6lgii uzayit ve f:X >R Olgilebilir olsun.

{xe X :‘ f(x)‘>M } lokal u—bos olacak sekilde M sayisi varsa f fonksiyonuna

o

esas smurl  fonksiyon denir ve £ ile gosterili. M, >M olmak iizere

{xeX :‘ f (x)‘>M1} local M—bos kiimenin her alt kiimesi de lokal

14— bostur. {x e X: ‘ f (x)‘ >M } lokal [ —bosolacak sekildle M  sayilarmm

infumumuna f’ nin £ uzayindaki normu denir ve || f ||w ile gosterilir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Olasihik Olciisii ve Olasihk Uzaylar:

Olasilik uzayi, Olay ve Olasilik ol¢iisii kavramlar1 fonksiyonlar teorisinde Olcii
uzay1 Ol¢iilebilir kiime ve Ol¢ii kavramlarinin 6zel bir halidir. Bu kavram ilk kez 1933
yilinda A.N. Kolmogorov tarafindan verilmistir. Bu kavram hem olasilik teorisinin hem

de onunla ilgili matematik kavramlarinin gelisiminde onemli rol oynamustir.

Daha oOnceki boliimlerde verilen tamimlarda kullanilan bazi semboller bu
boliimde farkli anlamda kullanilacak olup X ile borel oOlciilebilir bir fonksiyon olan

rasgele degiskeni gosterecegiz.

Tanmm 3.1.1: Q= ve U, Q'da bir o—cebirolsun. Bu durumda her bir Aec U

kiimesine olay denir.

Tanim 3.1.2: U, Q'da bir o —cebir olmak iizere,

P:U —>[0.1]
A—P(A)

olarak tanimlanan P fonksiyonu

1. V AeU igin P(A)20,

3. U 'daki ayrik kiimelerin herbir (A, )" dizisi i¢in
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P[QAn}gP(m

ozelliklerine sahip ise P fonksiyonuna U iizerinde bir olasilik 6lgiisii denir. P(A)

degerine A'nin olasilik 6l¢iisii veya A' nin olasiligr ad verilir. Bu 6zelliklere olasilik

aksiyomlar1 ad1 verilir. Ozellikle 3. iincii aksiyom o —alt toplamsallik olarak adlandirilir.

Eger sonlu tane olay icin gecerli oldugunda P olasilig1 sonlu toplamsaldir.

Tamm 3.1.3: Q bos olmayan bir kiilme U ve Q'da bir o —cebirise P fonksiyonu U

lizerinde bir olasilik Slgiisii olmak tizere (Q,U, P) iigliisiine olasilik uzayi adi verilir.

Lemma 3.1.1: (Q,U ,P) bir olasilik uzay1 olsun. Bu durumda

1. P(D)=0,

2. ALA,,---,A,, U'da ayrik kiimeler olmak tizere P(OAJzZn:P(Aj),
3. P(A')=1-P(4A),

4.Ac B ise P(A)<P(B),

5.P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB),

6.0<P(A)<],

7.P[0AJS§P(A) ve P[QAJSZP(A),

i=1

8. U'daki (A,) dizisinde A c A, c..c A, C...veyad DA, D..DA D..

lim P(4,)=P(lim(4,))

n—o0 n—oo
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ozellikleri gecerlidir.

Ispat: Bu Lemmanin ispat igin [16] > ya bakabilirsiniz.

3.2 Rasgele Degiskenler

Bir olasilik deneyinin tiim sonuglarinin kiimesi olan € Ornek uzaymnin elemanlar

cok degisik bicimde olabilir. Rasgele degisken yardimiyla Q ’nin elemanlarina reel
sayllar eglenmektedir, dyleki (Q,U,P) olasihk uzayindaki her Ae U igin P(A)
olasilig1 reel sayilardaki 2% (R) Borel cebiri iizerinde kurulmus uygun bir olasilik
Olciisii ile verilmektedir. Boylece teorik olarak incelenmesi gereken olasilik olgiileri
Borel cebiri iizerindeki olasilik dl¢iilerine indirgenmis olur.

Tamm 3.2.1 (Q,U, P) bir olasilik uzayi ve

X: Q>R
o— X (o)

olmak iizere her xe R icin,

{X <x}={weQ: X (w)<x}eU
ise X fonksiyonuna rasgele degisken denir.
Yukandaki tanimda (Q,U,P) olasihk uzayr (Q,U) ikilisi ile degistirilirse X
fonksiyonuna oOlciilebilir veya U —dlciilebilir fonksiyon denir. Her rasgele degisken
ayn1 zamanda bir Olgiilebilir fonksiyondur, ancak bir U —0lgiilebilir fonksiyonunun

rasgele degisken olmast icin € daki U o —cebiri lizerinde bir P olasilik Ol¢iisiiniin
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var olmas1 gerekir. Bir U —0lgiilebilir fonksiyonu yardimiyla U iizerinde degisik

olasilik oOlciileri tammlayarak degisik rasgele degiskenler elde edebiliriz.

Ornek 3.2.1 (Q,U, P) bir olasilik uzay1, Ae U

X:Q—>R

0= X (0)=1,(4)~]

0 ,wezA
1 ,WE A

olmak iizere X bir rasgele degiskendir. Gergekten, xe R icin

x<0 ise (X<x)=QeU
0<x<l ise (X<x)=AeU
x21 ise (X<x)=QeU

oldugundan X =1, bir rasgele degiskendir.

Teorem 3.2.1: X ve Y herhangi iki rasgele degisken ise ce R sabit olsun. Bu

takdirde X +¢, ¢X, X+Y, Y-X, X? XY ve |X| fonksiyonlar1 da rasgele
degiskendir.

Ispat: Teorem 2.7.1° de f ve g yerine X ve Y yazilir ve benzer islemler yaparsak

teorem ispatlanabilir.

Teorem 3.2.2: (Xn):o rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. Bu durumda max X,,

minX,, supX,, inf X , limsupX,, lim inf X  fonksiyonlarin tiimii rasgele

<
nsk neN neN n—ee n—ee

degiskendir.

Ispat: Teorem 2.7.2 de (f,)" yerine (X,) yazilir ve benzer islemler yaparsak teorem

ispatlanabilir.
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Tanim 3.2.2: (Q,U , P) bir olasilik uzayi, X : Q — R bir rasgele degisken olsun.

P, (B)=P(X'(B))=P(X e B), Be B(R)

fonksiyonuna X rasgele degiskenin olasilik dagilimi veya sadece dagilimi denir. X
rasgele degisken ve B (R) Borel kiimesi oldugundan {X € B}e U oldugu agiktir. Buna
gore esitligin sag tarafindaki olasilik her zaman mevcuttur. Dolayistyla P, fonksiyonu
2 (R)’de tamimlidir. Bu fonksiyon 2 (R)’ de olasiliktir. Gergekten P, fonksiyonun
Tanim 4.2° deki olasilik aksiyomlarimi sagladigi agiktir. Boylece (Q,U,P) uzayinda
taniml her bir X :Q — R rasgele degiskeni yeni bir (R,Q?(]R),PX) olasilik uzayi

uretir.

3.3 Dagilim Fonksiyonlar:

Olasilik dagilimi kiimenin bir fonksiyonu oldugundan bunun 6zelliklerinin
klasik reel analiz metotlariyla incelenmesi kolay degildir. Bundan dolayr olasilik
dagilim ile reel degiskenli bir fonksiyon arasinda baginti kurmak cok énemlidir. Boyle
bir bagintiyr dagilim fonksiyonu yardimiyla elde edebiliriz. Simdi de bu kavram ve

bunun Ozellikleri tizerinde duralim.

Tanim 3.3.1 (Q, U, P) bir olasilik uzay1 ve X bir rasgele degisken olmak iizere,

F:R—[0,1]
x> F(x)=P(X <x)=P(X " (—c0,x])
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fonksiyonuna X rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu denir. Bu fonksiyon asagidaki

ozelliklere sahiptir.

1. F, R' de monoton artan yani x<y= F(x)<F(y), Vx,yeR

2 F, R’ desoldan siireklidir lim F(y)=F(x),

y—ox,y<x

3.1im F(x)=0 ; lim F(x)=1.

x——o0 X—>+oo

B (R)'deki her olasilik 6lgiisii yardimiyla bu ii¢ 6zellige sahip bir dagilim
fonksiyonu tanimlanabilir.Boyle tanimlanan P fonksiyonu genisletme teoremindeki
ozellikleri saglamaktadir ve F fonksiyonu yardimiyla P(X ‘1(—oo,x])=F (x) olacak
sekilde 2 (IR)’ de yani Borel cebri iizerinde bir tek P olasilik dlgiisii tanimlanmus olur.

Boyle belirlenen P olasilik olciisiine Lebesgue-Stieltjes olasilik Olciisii ad1 verilir. Daha
sonraki boliimlerde gosterilecegi gibi, X rasgele degiskenin Olciilebilirligi Lebesgue

integralinin tanimlanabilmesi i¢in en 6nemli kosullardan biridir.

Olgiilebilirlik dagilim fonksiyonun tanimlanmasi iginde ¢ok oOnemlidir. X

rasgele degiskenin dagilim fonksiyonunu F(x) ile gosterirsek
F(x)=P(X Sx)zP(X _1(—oo,x)) bu sonug¢ gosteriyor ki, rasgele degiskenlerin

dagilim fonksiyonun tanimi da rasgele degiskenin olciilebilir olmasini gerektirir.

3.4. Kesikli Rasgele Degiskenler ve Olasilik Fonksiyonlar:

Tamm 3.4.1: X rasgele degiskenin deger kiimesi sonlu veya sayilabilir oldugunda X ’e

kesikli rasgele degisken ve X ’° in belirledigi olasilik dagilimina da kesikli dagilim denir.
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Kesikli X rasgele degiskenin aldigi degerlerinin  kiimesi D, olsun, X rasgele

degiskenin xe D, degerlerini almasi olasiligi,

P(X =x)=P{we Q: X (w)=x} olmak iizere

ZP(X=X)=P{U(X=x)}=1

xe Dy xe Dy
olur. Kesikli X rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu F (x)=P(X <x) olmak iizere

F fonksiyonu bir basamak fonksiyonudur.

Tamm 3.4.2: (Q,U, P) bir olasilik uzay ve X , bu uzayda tammli bir rasgele degisken
olsun. Bu takdirde

1. f(x)20 xe D,

2. ) f(x)=1

xe Dy

ozelikleri saglaniyorsa

P(X =x) xe D,
0 ,dy

9=r(x=2)-|

fonksiyonuna X rasgele degiskenin olasilik fonksiyonu denir.

3.5 Siirekli Rasgele Degiskenler ve Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari

Tamm 3.5.1: Bir f:R — R fonksiyonu olsun.

L.f(x)20 xeR
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2. [ f(x)=1
ozelliklerini saglhiyorsa f fonksiyonuna olasilik yogunluk fonksiyonu denir.

Tamm 3.5.2 : Bir X rasgele degiskenin F dagilim fonksiyonu bir f olasilik yogunluk

fonksiyonu yardimiyla

olarak yazilabiliyorsa X rasgele degiskenine mutlak siirekli veya kisaca siirekli rasgele

degisken ve f fonksiyonuna X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
denir. X rasgele degiskeni siirekli ise

dF(x)
f(x): dx
0 ,d.y

, F(x) in tiirevlenebildigi yerlerde

yazilabilir.

3.6. Lebesgue-Stieltjes integrali

Lebesgue integrali tanimlandiginda dikkate alinan fonksiyonun Lebesgue
anlaminda ol¢iilebilir kiimede tanimlandigi ve Lebesgue anlaminda ol¢iilebilir oldugu
kabul edilmisitir. Simdi Stieltjes 6l¢iimii kavramindan yola ¢ikarak araliklarin Stieltjes
Olciimii ve elementer kiimlerin Stieltjes Ol¢limii tanim1 yardimiyla, Stieltjes anlaminda
Olciilebilir kiime kavrami da tamimlayabiliriz. Burada 6nemli olan araliklarin Stieltjes

Olclimiidiir.
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Lebesgue Olctimiinde oldugu gibi Stieltjes Olctimiinde de
(a,b), (a,b], [a,b), [a,b] araliklarinin dl¢iimiinii tammlamak gerekir. Bu araliklarin

Olciimii herhangi bir F fonksiyonu yardimiyla tamimlanir. F fonksiyonu, monoton

artan ve soldan siirekli bagka bir deyisle F(x—0)=F(x) kosulunu saglayan bir

fonksiyon olsun. F(x) fonksiyonu yardimiyla araliklarin Stieltjes Slgiimleri asagidaki
gibi tanimlanir.

1. u[a,b]=F(b+0)-F(a),

2. ulab) = F (b)-F (a).

3. u(a,b]=F(b+0)-F(a+0),

4. p(a,b)=F(b)—F(a+0).

Stieltjes dl¢iimiiniin taniminda yer alan F (x) fonksiyonu Sekil 4.1°de verilmistir.

0 X X
Sekil 3.6.1 Monoton azalmayan soldan siirekli bir fonksiyon

x, =[x, x,] seklinde yazilabildigi icin #(x, )= p[x,,x,]=F (x, +0)—F (x,)=h, olur.

Bu durumda Lebesgue oOl¢iimiinde farkli olarak, bir noktanin Stieltjes Ol¢iimii sifir
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olmayabilir. Ancak, Olciimiin kiimeler icin tanimlanmasi, daha sonra dis 6l¢iim kavrami
ve Olctim kavrami, Lebesgue Olciimiinde oldugu gibidir. Bu a¢idan simdi ele alinan
Olciime Lebesgue-Stieltjes Olctimii denir. Lebesgue integrali kavraminda Lebesgue-
Stieltjes integrali Ol¢ciimii dikkate alinirsa, Lebesgue-Stieltjes integrali de Once basit
fonksiyonlar i¢cin daha sonrada olciilebilir fonksiyonlar i¢in tanimlanabilir. Lebesgue-

Stieltjes Olgtimii 4, ile gosterilir. Bu 6l¢ii F fonksiyonu yardimiyla ortaya ¢ikan dl¢iim

anlamina gelir. Eger Lebesgue-Stieltjes Olclimiine gore integral tanimlanmigsa, bu

integrali
J.f(x) du, veya jf(x) dF
A A

seklinde yazilabilir.

Buradan Lebesgue-Stieltjes integralinin Lebesgue integralinden farkinin sadece
Olctimiin secimine bagli oldugu ortaya ¢ikmaktadir. Daha oncede ifade edildigi gibi,
sonlu sayida degerlere sahip olan 6l¢iilebilir fonksiyona basit fonksiyon denir. Lebesgue
Olciim teorisi, Stieltjes Olclimii icin de gecerlidir. Basit fonksiyon kavraminda da
Olctimiin Lebesgue anlaminda ol¢iilebilirlik s6z konusudur. Benzer olarak Stieltjes
anlaminda da ol¢iilebilirlik so6z konusudur. Bu acidan da Olgiilebilirlik i¢in gerek ve
yeter kosul, verilmis fonksiyonun diizgiin yakinsak basit fonksiyonlar dizisinin limiti

gibi gosterilebilmesidir. Bu ifade genel Stieltjes integralinin basit fonksiyonlarin limiti

gibi tammlamaya imkan verir. Ornegin f(x) fonksiyonu basit fonksiyon ise

A, ={x:f(x)=y,} Stieljes anlaminda &lgiilebilir bir fonksiyondur. A, ’nin dl¢iimii

o

U (A,) olsun. iyn,uF(Aw) mutlak yakinsak bir seri yani )

n=l n=l1

Yty (A,) < oo ise bu
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serinin toplamina, f(x) basit fonksiyonun A:UAn kiimesi {izerindeki Stieltjes

n=1

integrali denir ve J' f (x) dF seklinde ifade edilir.

A

[£(x)dty =Y y,,4,

A n=l
Eger f(x) fonksiyonu Lebesgue-Stieltjes anlaminda 6lgiilebilir bir fonksiyon

ise basit fonksiyonlarin ( f, (x)):o dizisinin diizgiin yakinsak limiti seklinde ifade edilir.
Yani f(x)=lim f,(x). Bu durumda f(x) fonksiyonunun A kiimesi iizerinde

Lebesgue-Stieltjes integrali
[ £(x) dpy =1lim £, (x) dpy
A

seklinde tanimlabilir.

3.7. Beklenen Deger

Rasgele degiskenin agirliklart olasiliklar oldugundan bir rasgele degiskenin
beklenen degeri o rasgele degiskenin agirlikli ortalamast oldugu bilinmektedir. Rasgele
degiskenin beklenen degeri s6z konusu oldugunda Lebesgue-Stieltjes integrali daha
onemlidir ve bu integralin tanimi1 da Lebesgue integralinin tanimina benzer sekildedir.
Lebesgue-Stieltjes integrali ile Lebesgue integralinin farki tanimlanan olciiye baghidir.
Integralin tanim siirecine dikkat edilirse her iki integralin tamim siirecide aymdir. Bu
acidan Lebesgue integralinin olasilik teorisinde bazi uygulamalart Lebesgue-Stieltjes

integrali icinde gegerlidir.
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X rasgele degiskeni (Q,U,P) olasilik uzayinda verilmis olsun. Burada Q olaylar

kiimesi U bu olaylar {izerine kurulmus o -cebir ve P,U iizerinde kurulmus olasilik
olciisiidiir. X rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu F (x) olsun. Lebesgue integralinin

tanimina gore,

[£(x)du=7 yua 3.1)

A V€A
olur.

f=X ve A kiimesinin 6l¢iimii olarak £, A, =F(y,+0)—F(y,) Lebesgue-Stieltjes

integrali dikkate alindiginda ve z
n=1

Yoty (A,) < oo varsayim altinda
_[f(x) d,u=jX(a))d,uF = z Villp A = j vdF, we Q
A A V€A o

olur. Son Integralde y yerine x yazarsak

E(X)sz dF (x)

—oo

integrali elde edilir. Daha basit bir sekilde ifade etmek istersek X rasgele degiskeninin

x, degerlerinin ortaya ¢ikma olasiliklari olarak kabul edersek bu degerlerin gergeklesme

olasihklart P(X =x,) olan kesikli rasgele degiskenin beklenen degeri

Y|z, | P(X =x,)<co varsayimi altinda
n=l
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olur. X rasgele degiskeni kesikli rasgele degisken ise integral toplam sekline doniisiir.
Gercekten F  kesikli rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu ise bu monoton artan
parcali sabit bir fonksiyondur. Bu F yardimiyla A kiimesinin stieltjes 6l¢iimiinii

tanimlama imkan1 saglar.

:UFA:zhi
i=1
seklindedir. Burada h,x, noktasinda F(x) fonksiyonun sigramasidir ve

h,=P(X =x,) olur. Boylece A olaymn Stieltjes dl¢iimii igin g, A=) P(X =x,)

=l
yazilabilir. f fonksiyonu verildiginde ve bu fonksiyonun x=x, deki degerinin f (x,)

oldugunu diisiinelim. Bu durumda
.[f(x) dF(X)ZZf(X;)P(X :xi)
o i=1

olur. F (x) basamak fonksiyonu oldugu i¢in

+oo

E(X)=[x dF(x)zZi:xiP(X = x,)

—oo

ve benzer olarak

+o0

E(X):J-xf(x)dx

—oo

yazilabilir. Bu integrale X rasgele degiskenin beklenen degeri ortalamasi ya da birinci

momenti denir. E ise beklenen deger operatoriidiir.
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Bir rasgele degiskenin alabilece8i degerlerin reel sayilar dogrusuna nasil
yerlestigini karakterize etmek icin ¢esitli sayisal gostergeler kullanilmaktadir. Beklenen
deger bu gostergelerden birisidir ve X rasgele degiskenin alabilecedi degerler bu
gosterge etrafinda gruplagsmaktadir. Bu tanimda (3.1) serisinin mutlak yakinsak olma
kosulu O©nemlidir. Bu kosul altinda beklenen deger X rasgele degiskenlerinin
siralanisina bagh degildir. Ciinkii (3.1) serisinin toplami terimlerin keyfi yer degistirmesi
sonucu degismez. Pozitif degerli rasgele degiskenlerin beklenen degeri pozitif terimli
serinin toplami oldugundan sonlu veya sonsuzdur. (3.1) serisi mutlak yakinsak olmadigi
halde beklenen deger sonlu veya sonsuz olabilir veya mevcut olmayabilir. Bu

durumlarin her birisi i¢in beklenen deger mevcut degildir.

Simdi beklenen degerin birka¢ 6zelligini verelim:
1LE(X)<oo ve E(Y)<o ise keyfi a ve b reel sayilar i¢in E(aX +bY)<co olur.
Ayrica
E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y).
2. X <Y ve E(Y)<oo ise 0 zaman E(X)<E(Y)’ dur.

3. E(X)<oo ise 0 zaman ‘E(X)‘SE|X ’ dur.

4.X ve Y iki bagimsiz rasgele degisken ve E(X)<oo, E(Y)<oo olsun. Bu durumda
E(XY)<oove

E(XY)=E(X)E(Y)
esitligi dogrudur.

5. Y(w)£X(w), we Q ise E(X)<owove E(Y)<o olur.
¥ (@)|< X (o) (x) (v)
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6. E(X)’in mevecut olmasi E|X|* in mevcut olmasim gerektirir

7. Her bir X rasgele degiskeni i¢in asagidaki onermeler dogrudur:

a) E|X|<oo=|X|<eo (w.p.1) olur. (w.p.1) (X,) rasgele degiskenlerin dizisi ve
X (o) (Q,U,P) olasihik  uzayinda  tammlanmig olsun.
N={w:X,(0)> X (o)}, weQ n—e i¢in P(N)=1 ise I’e esit olasilikla
yakinsak ve kisaca (w.p.1) ile gosterilir.

b) X20,E(X)=0=X=0 (w.p.1).

8. X ve Y rasgele degiskenleri i¢in

X=Y (wpl),E(X)<eo=E(X)=E(Y) dur.

Lemma 3.7.1: E(X)<o ve A, eU, n>1ise n— oo igin

P(A,)—>0=E(X,A,)—0 dir.

Sonu¢ 3.7.1: E|X|<eo ve A €U, A, > ise E(|X

;A)%O
Sonug¢ 3.7.2 : E|X | <o, P(A)=0ise E(X;A)=0

Tamm 3.7.5: X , (Q,U, P) olasilik uzay iizerinde bir rasgele degisken olsun. X rasgele
degiskenin pozitif ve negatif kistmlarini sirasiyla asagidaki gibi tanimlayalim

X" =max{X,0}, X~ =max{-X,0}.
X*ve X (QU, P) tizerinde negatif olmayan rasgele degiskenler olduklari aciktir. Bu

durumda X rasgele degiskenin beklenen degeri
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E(X)=E(X")-E(X")
seklinde tanimlanir. Burada FE (X +)Ve E (X ‘) sonlu  olmahdir. Eger
E (X +) =oco=F (X ‘) ise X rasgele degiskenin beklenen degeri mevcut degildir denir.
E(X+) ve E(X‘) sonlu oldugunda yani, E(|X|)<e ise X rasgele degiskeni
integrallenebilir denir.

Teorem 3.7.1: (Monoton Yakinsaklik Teoremi) X, X, X,,..., X, rasgele degiskenler

n

olmak tzere,
0<X,TX= E(X,) > E(X)<o
dir.
Ispat: Teorem 2.10.3’ de f,(x) yerine (X,) alinirsa benzer islemler yapilarak teorem

ispatlanabilir.

Teorem 3.7.2: ( Siirh Yakinsama Teoremi ) (X, ) rasgele degiskenlerin bir dizisi

p
X,—>X |X,|<Y (weQ, n=1) E(Y)<eoo kosulunu sagliyorsa, 0 zaman
E(X,) > E(X)<oco,n—>o0 dur.
Ispat: Teorem 2.11.3 de f,(x) yerine (X,) rasgele degiskenler dizisi ve f(x)
yerine X rasgele degiskeni alinirsa benzer islemler yapilarak teorem ispatlanabilir.

Teorem 3.7.3 (Fatou Lemmas1) X, 20 n=>1 ise
E(liminf X, ) <liminf E(X,)

dir.
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Ispat: Teorem 2.10.4° de f,(x) yerine (X,) yazilir ve Esitsizligin her iki tarafinin

beklenen degeri alinirsa benzer islemler yapilarak teorem ispatlanabilir.

Teorem 3.7.4 (Q,U ,P) bir olasilik uzayr ve X, X,,X,,... bu uzayda tamml rasgele

degiskenler olsun, Eger E(X)<eo ve her n igin |X,|< X oluyorsa bu takdirde

E(lim X, ) =lim E(X,)

n—soo n—soo

olur.

Ispat: Teorem 3.7.3 kullanilirsa

n—oo n—oo

E(liminf Xn)Sliminf E(X,)<limsupE(X,)< E(limsuanj

n—oo n—oo

oldugundan ispati tamamlamis oluruz.

Teorem 3.7.5: (Young Esitsizligi). a,be R* ve p,qe R" igin, l+l =1 olsun.
P 4

P q
+—2>ab dir.
JZE

Bu durumda,

P q
Ispat: b’yi sabit tutalim ve  g(a) L A—"> fonksiyonunu tanimlayalim.
2

g(a) fonksiyonunu minimum yapmak icin a ’ya gore tiirev alip sifira esitlersek:

dig(a) = 0:>:> ap—l —b :O:>:>b — al’_l =a :bl/(p—l)
a

olur. Bunun gercekten minimum oldugunu goérmek i¢in ikinci tiireve bakilmasi gerekir.

Dolayis1 ile fonksiyon, b=a"" da fonksiyon minimum degerini alir. Simdi bu
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minimum degeri hesaplayalim. g(p—1) = p oldugu g6z Oniine alinirsa, fonksiyonun bu
noktadaki minimum degeri sifirdir. Ciinkii

p p

la”+l(a”_l)q—aa”_1=a +4 _ar
p q p D
:a”(i+i—l):O.
p p

Yani, g(a)fonksiyonunun minimum degeri sifirdir. Bagka bir ifade ile,

P q
@200 >0
q
p q
(:)—+b—2ab
P q

olarak aranan sonucu elde ederiz.

Tamm 3.7.6: X bir rasgele degisken olmak iizere,
X[, = EQx]"»"™

ifedesine X in p. normu denir.

Teorem 3.7.6: (Holder Esitsizligi) X ve Y herhangi iki rasgele degisken ve p,ge R*

olmak iizere, l + l =1 olsun. Bu durumda,

> x|, <[x], |¥

] “dir. Yani,

E(XY) < (E(X|" )" (E(r]' )"
olur.

Ispat: Yukaridaki young esitsizliginde,

x|
(E(Xx|" )" (E(y[")"
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alirsak. Bu durumda

X vl 1 X[ 1

E(X|" D" EqYI'D" pE(X]) 9 E])

xv] B
E(X|" D" E(" D pE(X]")  aE(Y])

olur. Her iki tarafin beklenen degeri alinirsa

E|XY| U EXT 1 ERf 11
PN/ I\g T N - t—=1
N'EQY ) pE(X])) aEY) P4

(E(X

E|XY|<(E(X|" )" (E(Y|' )"
bulunur. Bu da aranan esitsizliktir. Baska bir ifade ile, aranan esitsizlik
[x1, <lix1, ¥,

seklinde yazilabilir.

Sonug 3.7.3

1. Holder esitsizliginde 6zel olarak, p = ¢ =2 alalim. Yani,
x| <[], I

dir. Bu esitsizlikte X yerine X —u, ve Y yerine Y —u  yazarsak

[Cov(X, Y| =|EQX = )Y = )| < JEX =) (¥ — 1,

|Cov(X,Y)| < \Var(X)Var(Y)

olur.Bu esitsizlik Cauchy- Schwartz esitsizligi olarak bilinmektedir ve bunlar Istatistik,
Matematik, Iktisat gibi bircok bilimlerde degisik sekillerde karsimiza cikmaktadir.

Cauchy- Schwartz esitsizligini bagka sekillerde de ifade edebiliriz.
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2. Holder esitsizliginde 6zel olarak Y =1 alalim. O zaman,
E|XY|<(E(X|" )" (E(Y|' )"

E|X|<(E(X|" )"

bulunur.

"Y)?olup her iki tarafin r.

N<(E(X

3. X yerine X" yazalim. O zaman, E(|X
koki alinirsa,

(E(X

w ))l/rp

NS (E(X

elde edilir. Dikkat edilirse, p >1 oldugundan dolay1 s =rp >r olacaktir. Yani s > r ic¢in

(E(X D)

N(E(X

veya

|x

 <[x

s

yazilabilir. Bu son esitsizlik, Liapunov Esitsizligi olarak bilinmektedir.

Teorem 3.7.7: (Minkowsky Esitsizligi) X ve Y herhangi iki rasgele degisken, E (|X |p)

ve E(|Y|") sonlu olsun. Bu durumda, |X +Y

, <Ixl, +ly

*dir.
p

Ispat: Bu esitsizligin ispati da Holder esitsizligi kullanilarak ispatlanabilir. Ayrica
esitsizligin ispati icin degisik teknikler kullanilabilir. Once, a,be R ve pe R'icin

p

b

|la+b|" <2" max[|a

b|"1<27(

al +[p["]

oldugunu biliyoruz. Buna gore, E(|X |,,) ve E(|Y |,,) sonlu ise E(|X +Y |,,) de sonludur.

p-1 p-1

Ayrica, |X +Y +|Y ||X +Y |p_1 yazilabilir. Buradan,

"=|X+Y||X +Y

<|x||x +Y
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|X+7]) =E(X +¥]") < E(X||X +Y")+E(¥||X +Y|"") bulunur. Simdi esitsizligin
sa tarafi icin Holder esitsizligini kullanalm. Holder esitsizliginde Y yerine |X +Y|"‘1
almisa,  E(X||X +Y[" ) <[E(X|)O1" [E(X +Y[""7")"  ve  benzer sekilde
E(Y||X +Y|" ) <LEY])1" [E(X +Y["")]" elde edili. Ayrica, g(p-1)=p
oldugu goz oniine alinirsa,

o1

E(X| |X +Y[") SIE(X|)? [E(X +Y

E(Y| |X +Y|”“) <[E(Y|)I"" [E(X +Y|)]"

)< [E(X +Y|)I"(E(X

yazilabilir. O zaman, E(|X +Y NP HE(Y])?)

yazilir. Boylece

||X +Y

P SLEQX Y1 (], +[Y],)

|X+Y

<[ (Eqxvpye) | (1x1, +, )

T plq
[x+¥[o <[lx+v], | (I1x1, +1¥1,)

1/p

r 1/q
| +¥], <{|x +¥], | (1], +],)

olup, l = 1—l oldugu dikkate alinirsa,
q p

1/p

Ix+¥], <[lx+v], | (Ix], +I¥1,)

|X+Y

S<lxy) [lx ), T (1x], +171, )
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v<[lxr] ] (1%, + L)
||X )+|Y ) 1/p
“([HXLYH jJ,, = [beert, ] s+, )=
P

|x+v] <|x] +[¥],

bulunur.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezin temel amaci, once Lebesgue Ol¢iisii ve integrali ile Lebesgue-Stieltjes
integralini karsilastirmali olarak incelemek ve daha sonra bu kavramlarin olasilik ve
istatistik teorisindeki bazi uygulamalarin1 ortaya koymaktir. Bu konu ile ilgili ¢esitli
kaynaklardan yararlanarak tezin hedefine ulasilmis, Olcii ve Integrasyonun Istatistik

uygulamalari tezin sonunda verilmistir.

Lebesgue Integrali Teorisi, Riemann Integrallinin genellestirmesi olup Istatistikte
kullanilan ve klasik anlamda olan bazi genellestirilmis integraller uygun kosullar altinda
Lebesgue anlaminda verilip verilmeyecegi ileri bir arastirma konusu olabilir. Ayrica
istatistikteki baz1 kavramlar Ol¢ii ve Integraller kavramlarina dayandirilarak daha genis
bir perspektif agisindan degerlendirilebilir. Bu tez, bunun icin gerekli temel bilgileri

kapsamaktadir.

Literatiire bakildiginda 1990 I yillardan sonra Olcii ve Olasilik ile ilgili cok
miktarda uluslararas1 dergilerde yayinlamis makaleler oldugu goriiliir. Ayrica tezin
kaynaklar kismindan da goriilebilecegi gibi Olasilik, Istatistik, Olgii, Integrasyon

kavramlarini iceren temel kitaplar mevcuttur.

Bu tezde verilen konular yardimiyla Stokastik Siirecler ve ozellikle Markov
Siirecleri incelenebilir. Ancak bu temel teorinin anlasilmasi i¢in Reel Analiz ve

Topolojinin bazi kavramlarina da ayrica ihtiya¢ duyulmaktadir.
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Dagilim fonksiyonun 6zellikleri literatiirde degisik sekillerde verilmektedir. Bu

calijmada  [19] nolu kaynaktan alinti yapilmistir. Diger gosterim igin [7] nolu

kaynaktan faydalanilabilir.
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