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Bu tez ¢alismasi dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir.
Ikinci boliimde 6telemeyi koruyan lineer pozitif operatorlerin i -yinci basamaktan
tiirevlerinin siireklilik modiilii ile olan iliskisi incelenmistir. Uciincii boliimde ise
materyal ve yontem olarak; tamimlanan bazi operatorlerin tiirevlerinin de
otelemeyi korudugu ve bazi esitsizlikleri sagladig1 ve ayrica bu operatorlerin olasilik
yogunluk fonksiyonu oldugu gosterilmistir. Dérdiincii boliim tartigma ve sonuca

ayrilmstir.

Anahtar Kelimeler: Siireklilik Modiilii, Otelemeyi Koruyan Operatér, Olasilik

Yogunluk Fonksiyonu, Genellestirilmis Operatorler



ABSTRACT

DIFFERENTIATED SHIFT INVARIANT UNIVARIATE INTEGRAL

OPERATORS

AYDINYER, Nihal
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Graduate School Of and Applied Sciences
Department of Mathematics, M.Sc. Thesis
Supervisor Asst. Prof. Dr. Ali OLGUN

June 2007, 69 pages

This thesis consists of four chapter. The first chapter is reserved for introduction.
In the second chapter, i-th order derivatives of shift invariant linear positive
operators are given with modulus of continuity. In the third chapter, some operators
are defined and it is shown that their derivatives are shift invariant and they satisfy
some inequalities. Finally, the fourth chapter is devoted to the discussion and

conclusions.
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Density Function, Generalized Operators.
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1.GIRIS

Yaklasimlar teorisinde genel integral tipli lineer pozitif operatorlerin 6telemeyi
ve siireklilik modiiliinii korudugu gosterilmistir[5]. Benzer diisiince genel integral
tipli lineer pozitif operatorlerin i-yinci basamaktan tiirevlerinin de Otelemeyi ve
siireklilik modiiliinii korudugu ve elde edilen esitliklerin dogrulugu orneklerle
gosterilmektedir.

Tanimli ve konvoliisyon tipli bir lineer pozitif operatoriin sonlu lineer
kombinasyonu yardimiyla bir integral operator olusturulabilir. Bu sekilde olusturulan
integral operatorler, Matematikte lineer pozitif operatorlerin yaklasim 6zellikleri
teorisinde ©nemli bir uygulama alanina sahiptir. Ayrica yaklasimlar teorisinde
olasilik yogunluk ve siirekli dagilim fonksiyonlarinda da 6nemli uygulama alanlarina
sahiptir. Biz bu calismada bu sekilde olusturulan operatorlerin tiiretilmesini ve
sagladig1 bazi oOzellikleri ele alacagiz. Belirtelim ki bu tip genellestirmeler ile
yakinsaklik hiz1 agisindan klasik duruma gore daha iyi sonuglar alinmaktadir. Bunun

icin 6nce bazi temel tanim ve teoremleri verelim.

1.1. Lineer Pozitif Operatorler

Tanmm 1.1.1. (Operator) X ve Y lineer normlu fonksiyon uzaylar1 olsunlar. Eger
X deki her bir fonksiyona karsilik Y de bir fonksiyon bulunabiliyorsa, bu durumda
doniisiimii yapan bagintiya “operatodr” denir.

Bir operator fonksiyonlar kiimesini fonksiyonlar kiimesine  doniistiiriir ve

operator genellikle L( f ;x) seklinde gosterilir.
Tamml.1.2. (Lineer Operator) Bir L( f:;x) operatorii icin; @, BeR ve

f.,g€ X olsun. Eger L;



Lof + ,Bg): al(f)+ ,BL(g) ozelligini sagliyorsa operatdre lineer operator
denir.
Tamm 1.1.3.(Pozitif Operator) X ve Y lineer normlu fonksiyon uzaylar1 olmak
tizere L: X —»Y operatoriinii goz Oniine alalim. Eger X deki her f =0 igin
L(f)>0 oluyorise L operatdriine pozitif operatdr denir.

Pozitif L operatorlerinin k€ Z igin bir dizisini olusturur ve L, ile gosterirsek
L, (f;x) bir lineer pozitif operator dizisi olacaktir.
1.2.0lasilik Yogunluk Fonksiyonu

x, (—o0,00) araliginda tanimlanan siirekli rastgele degisken olsun. Asagidaki
kosullart saglayan f (x) fonksiyonuna x rastgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu denir.

1. f(x) 20 ; —oeo<x<o

2. T flx)dx=1

Teorem 1.2.1.
—oco<g<b<oo igin [a,b] araliginda olgiilebilir ve p =1 icin
V4

[lFeo] dx<eo

kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayina L, (a,b) uzayi denir. Bu uzaylarda norm

1< p <o igin

1

71, :(J|f<x>|”dxj

seklinde tanimlanir.



Teorem 1.2.2. X =C,(R) olmak iizere C,,(R), R de diizgiin siirekli reel degerli
fonksiyonlar simift olsun. /,, X den C (R) ye bir lineer pozitif operator, f; R den
R ye siirekli bir olasilik yogunluk fonksiyonu, /, f bir siirekli dagilim fonksiyonu,

ayrica a >0 icin [—a,a] da ¢>0, sup((o)g[—a,a] ve Vxe R igin

j¢(x —u)u =1 olsunlar. O taktirde

Lo (f32) = [ (1, /)2 u=x) plu)du; ke Z
seklinde tamimlanan L, operatdrii f ye uygulandiginda R den R ye bir siirekli

dagilim fonksiyonu olusturur.

1.3.Siireklilik Modiilii

X integrallenebilen fonksiyonlarin uzayi ve f € X olmak iizere her 6 >0 sayisi
icin

@,(f:6)=sup

LR

fx+0)—f(x)

seklinde tanimlanan @, (f;0) ifadesine f nin siireklilik modiilii denir.

Bu sekilde tamimlanan siireklilik modiilii asagidaki 6nemli 6zellikleri saglar.

1. lime,(f;6)=0

-0
2. me N olmak iizere
@,(f:md)<me,(f:0)
3. Keyfi bir pozitif A reel sayis1 igin
@,(f:46)< (A+1)w,(f:5)
Bunlarin yaninda @, siireklilik modiilii negatif olmayan monoton artan bir

fonksiyondur.



1.4. Kaynak Ozetleri

G. Anastassion ve H. Gonksa [3] bir makalelerinde tek degiskenli Gtelemeyi
koruyan operatorler igin siireklilik modiiliiniin biitiin 6zelliklerini korudugunu
gostermiglerdir. Daha sonra tek degiskenli Otelemeyi koruyan operatorlerin
tiirevlerinin de otelemeyi korudugunu ve bunlarin da siireklilik modiiliiniin temel
ozelliklerini korudugunu gostermislerdir[S]. Bu calismalar G. Anastassion ve G.

Gal’m kitabinda toparlanmistir.

1.5. Calismanin Amaci

Cekirdegi negatif olmayan ve bazi monotonluk kosullarim saglayan integrallere
singiiler integraller diyoruz. Bu tezde genellestirilmis singiiler integrallerin i.
dereceden tiirevlerinin yaklasim fonksiyonunun siireklilik modiilii yardimiyla diizgiin

yakinsakligi incelenecektir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, otelemeyi koruyan genel integral tipli lineer pozitif operatorler ve
siireklilik modiilii tanimlanacaktir. Ayrica bu genellestirilmis integral operatorlerin
i. basamaktan tiirevleri alinarak siireklilik modiilii ile olan iliskisi ve fonksiyonun

0zel secimi durumunda sagladig esitlikler gosterilecektir.

2.1. Otelemeyi Koruyan Integral Operatorleri

L, integral operatorleri, R ilizerinde tanimli ve konviiliisyon tipli lineer

pozitif operatorler ve temel integral operatorlerin sonlu lineer kombinasyonu yardimi
ile olusturulsun. Biz bu tezde Once tanimlanacak genel integral tipli lineer pozitif
operatorlerin 6telemeyi korudugunu, daha sonra da bu operatérlerin i. tiirevlerinin

siireklilik modiiliinii korudugunu ve bazi temel 6zellikleri sagladigini gosterecegiz.
X :=Cy(R), R de diizgiin siirekli reel degerli fonksiyonlarin sinifi, C(R)
R de siirekli fonksiyonlar sinift olsun. fe X icin @, (f;0) <+ olacak sekilde
0 >0 vardir.
{l; }c. porzitif lineer operatorler dizisinin xe R, f e X igin
L(f5x)=1,(fQ2 1))
veya
L(f3%) =1,(f27" )x) 2.1.1)
seklinde tamimlanan esitlikler yardimiyla C(R) deki fonksiyonlann X :=C,(R)
deki fonksiyonlara doniistiirdiigiinii kabul edelim. Burada f fonksiyonun bagimsiz

degiskenini diger degiskenlerle karigmamasi icin nokta ile gosterecegiz.



Sabitbir a >0, me N, ne Z,reZ ve fe X igin

wj 2.1.2)

sup| lo<f;u>—f(y)|sw1(f, >

kabul edelim. Ayrica ¢, [— a,a] araliginda pozitif reel degerli Lebesque oOlg¢iilebilir

ve Vxe Rigin
[olc—u)du=1 2.1.3)

0zelligini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

j o(u)du =1 (2.1.4)
dir.
Ornegin:
2
cos x , —T<X<T
plx)=4 *
0 , d.y.

seklinde tanimlanan bir fonksiyon icin

oo

2 —
ICOS (x u)duzl
V4

olup

—oo

T¢’(u)du = _f(p (u)du + ]E(p (u) du +T¢(u)d”

= :JiO du +% ]Ecos2 udu+;|.:0du

-

V4

= I% (14 cos2u)du




= 1 7Z+lsin 21— (- 7Z)+lsin27t
2 2 2

yani
qu)(u)du =1

olur ki bu ifade etmek istedigimizdir.
{L,},c, X lizerinde pozitif lineer bir operator dizisi olsun. Bu dizi i¢in

bir esitlik
L (f;x) ::_]ilk(f;u) @(2" x —u)du (2.1.5)
seklinde tanimlanabilir. Bu esitlikte 6zel olarak k =0 alinirsa
<%(ﬂxy:jhiﬂu)¢&—uhm (2.1.6)
yazabilir. Ayrica Vxe R igin
L(fix)= jl (f5u) pl2* x—u)du.

(2.1.1) esitsizliginden

oo

= J'lo(f(2k -);u)g0(2kx—u)du

—oo

=L,(f(27);2" %)
olur. Buradan da

L (f.x)=L,(F2™* )2"x) 2.1.7)

esitligi yazilabilir.



Tanmm 2.1.1. @€ R i¢in fa(‘):: f(+a) olsun. Eger ¢(fa):(@‘) ise ¢’ ye

a
otelemeyi koruyan operator denir.

Teorem 2.1.1. VkeZ, ue R, ae R (a sabit) ve her fe X igin
L +a)24u)=1,(f2* ): 2" (u+ ) (2.1.8)
oluyorsa, bu durumda L, 6telemeyi koruyan operatordiir.

Ispat:

(Lo f)®) = [ Uy f)at)plx—u) du

oo

= [0 ) plu)

—o0

yazilabilir. L,  operatoriiniin (2.1.7) ifadesinin yardimiyla 6telemeyi korudugu
asagidaki gibi gosterilebilir.

L(f(+a)x)=L,(f,:x)=L,(f, 2" ): 2*x)

olup, buna (2.1.8) ifadesi uygulanirsa

L7 i) = [l e o2 ) ole)

elde edilir. Bu ise



olmas1 demektir. Yani L, operatorii 6telemeyi koruyan bir operatordiir. Bu sekilde
tanimlanan L, operatorii siireklilik modiiliinii  korur. Bu, bir teorem olarak
asagidaki gibi ifade edilebilir.
Teorem 2.1.2. Herhangibir fe X, Yue R ve x,ye R igin

[ 1o(f2x=u)=1,(f5y —u)| < @, (f3[x =) (2.1.9)
olsun. Bu durumda ¢ >0 igin

o (L f;6)< w(f;6) (2.1.10)

esitsizligi saglanir.
Ispat:

(2.1.4), (2.1.6) ve (2.1.9) ifadelerini kullanirsak

| Lo(f;x)_Lo(f;y”:

[1,(F5x) @lx—u)atu— [1,(7: )y —u)du

olup, burada u - x—u ve u — y—u doniisimii yapilirsa,

|L0(f§x)_Lo(f;y)| =

[1o(Fsx—u)pla)du— [1,(f:y —u)plue)du

IN
VR
5';"—:8

ol ] )1,

x—y) 2.1.11)

ILy(F:)= L, (f5y)| < @, (£
sonucunu elde ederiz. L, operatorii icin  (2.1.7)  esitliginden ve (2.1.11)
esitsizliginden

| L (f52) =L (F59) [ = L (F 27 )28 2) -1, (P27 )2t y)|



<o (f(z_k ) ;2" |x— Y|):w1 (f§|x_ )’|)
bulunur. Bu esitlikte her iki tarafin d >0 i¢in supremumu alinirsa

sup ILk(f;X)—Lk(f;y)IS‘sup o,(f,]x~ )

|x=y[<5 x-y|<8
yani
@, (L, f:6)< &,(f:5)
elde edilir.

Teorem 2.1.3.  fe X i¢in (2.1.2) ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim.

Bu durumda me N, ne Z*, k,reZ igin

-’"‘””J 2.1.12)

L) 1) < 0 157

dir.
Ispat:

¢ c|-a,a]l oldugundan, (2.1.3) ve (2.1.7) ifadelerinden gorebiliriz ki

| L, (f30)= ()] =|Lo (£ )2 x)- £ 27 2 1))

oo

= [ (r@* Jsu)= 7 (2" %)) Jolo* x —u)au

—oo

2¥ x+a

TR Y b )l e

2% x—a

2¥ x+a

<o bl s ]

2K x—a <u<2¥ x+a

o2 x- u)duJ

2K x—a

yani

1L(fx)-FW) < sup  4(rR* ) r27 25 4))). (2.1.13)

2K x—a <u<2b4a

g=f (2_" -)e X olarak alalim. Bu ifade (2.1.12) ye sagdan uygulanirsa

10



sup |1y (g:u)- g (2" x)| < col(g: ma+"j

r
‘u—2k x‘Sa 2

= sup |g(x+h)-g(x)

ma+n

‘h‘<
or

= sup [£2*+n)-l2 )|

ma+n
‘2‘ h‘<7
Y

= sup [F(2* +h)- 2|
s

ma+n
<o 157

elde edilir. Buradan da

_ma+nj

L) )|z a £

oldugu goriiliir.
feX igin @ (f;0)<+eo olacak sekilde & >0 vardwr. {/, },., pozitif lineer
operatorler dizisi, xe R, f € X igin
I,:C'(R)—>C’(R) olmak iizere (2.1.5) ifadesine 2“x-u —u doniisiimii

uyguladiktan sonra Leibnitz kurali uygulanirsa

oo

(L fY () =24 [, f) @ x—uplu)du

—oo

elde edilir. Burada (L, f)" ve (I, f)" siirekli fonksiyonlardir. Buradan ke Z ve

f e Xicin L, operatoriiniin tiirevlenebilen bir operatdr oldugunu soyleyebiliriz. Bu

sekilde tiirev alinarak elde edilen (Lk(i) )kez ie N  seklindeki operatorlerin

ozellikleri bizim bu tezdeki inceleme konumuzu olusturacaktir. Bu arada dikkat

etmeliyiz ki

11



L 2L, feC?(R)
dir.
Yine ke Z igin L=1L, olsabile
(L )" #L(f7)
dir.
Simdi ie N icin fe C”(R) ve f"”eC,(R) olmak iizere

8, (u) = [ f () ue R (2.1.14)

operatoriinii tamimlayalim ve bu fonksiyonun Leibnitz kurali yardimiyla i-kere

turevini alalim. Bu durumda

o [9'F un)
(50f )" = JTdT

0
(&, )™ =[O wyde
0
olur. (2.1.14) tanimi geregince
@) ! .
8" )= [ £ (e
0

olacagindan
S, @)™ =38,
dir. Yani operatoriin fonksiyona uygulanisinin tiirevi ile operatoriin fonksiyonun

tiirevine uygulanisi ile elde edilen sonuglar aynmi degildirler. Bu 6zellikleri saglayacak

operatorlerin siireklilik modiilii korudugunu bir teorem ile ifade edelim.

Teorem 2.1.4 Herhangibir fe C”(R) ve f?e€C,(R), ie N igin

‘(@)f (x_u))(i) - (50f (y _u))(i)‘ 1) (f(i) §|x_ y|) (2.1.15)

12



esitsizligi saglanir.

Ispat:

6 el -6 )| -

Ji'f =i = [ £ O 1y —updr

[r{r O Cee-w)- 1Oy -w)tar

< [l @Ce=w) = £ Oy —updr .

t icin, 0<¢<1 araliginda supremum alinirsa

1
< (Iridt) sup
0

‘x—ﬂsﬁ

FOC—w— O (y—u)

FAVRE)
olur. Dolayisiyla

o G-l = -l <=

elde edilir. Bu da tiirev altinda siireklilik modiiliiniin korundugunu gosterir.

Simdi de (2.1.1) tanim1 geregince

5 (x)=68"""(x (2.1.16)

olarak alalim ve D, (f;x) operatoriinii

D, (f:x)= T(Skf(u)q;(zkx—u)du, xeR (2.1.17)

olarak tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan D, (f;x) operatorii i¢in

D, (f;x) =Dy (f (27" )(2" x) (2.1.18)
esitligi saglanir. Gergekten de

(2.1.17) ifadesinde k =0 alinirsa

13



D,(f:x)= Taof w)p(2° x — u)du

D,(f;x)= _]ié'(,f (u)o(x—u)du
yazilabilir. Buradan D, ( f (2"‘ -),(2" x)) esitligini yazarsak
Dy(r e 2)= [8, p2t x—wdu (2.1.19)
olur. Buna gore her xe R icin (2.1.17) ifadesinde (2.1.16) yerine yazilirsa
D0 = [8, e x~wdu

elde edilir. Buradan da (2.1.19) ifadesi géz Oniine alinirsa

D, (f3x)=D,(f(27");(2" x))
elde edilir.

Simdi D, (f;x) operatoriiniin i-yinci tiirevinin de  siireklilik modiiliinii
korudugunu gosterelim.
Teorem 2.1.5 Herhangi fe X, u,x,ye R ve i€ N olmak iizere herhangi
0 >0 icin

oD, f)":8)< o (F:5) (2.1.20)

esitsizligi saglanir.
Ispat :
Ispat icin daha once gostermis oldugumuz Vx,ye R igin (2.1.15) ifadesinden

faydalanacagiz.

oo

(D, (£:3)” =@ (r23)] =[] (6, @) ptr—wau— [ (6, @) oy —upcu

—oo —oo

14



ifadesini hesaplayalim. Bu ifade de x—u —u ve y—u—>u degisken

degistirmeleri yapalim. Bu durumda

(0u(7:0)" =y (:3) =

T (6, (e—u))” ptudu - T (6, (v-u))" praydu

—oo

(6" =)~ 16, (v-u)

< (| plu)du) sup

x,yeR

—oo

olur. (2.1.15) ve (2.1.4) goz Oniine alinirsa
(D, (£:2)) " = (D (£53) | < 0, (f 3] = )
elde edilir. Bu ise (D0 (f;x))" operatoriiniin siireklilik modiiliinii korudugunu

gosterir. Simdi (Dk ( f ;x))(i) operatoriine bakalim. Bunun i¢in (2.1.17) kullanilirsa

(i)

(D (7:0)" =D, (£:9)"] = 0y (202 2) " = (D, (202 y)) |

=P (b, (r02' x))-2"(0," (r2 52 y)|
<@, 2" (fQR7F)N72" x—y])
<o, M2 (72 x -]

<o, (£":[x- )
elde ederiz.

Her iki tarafin & > 0 i¢in supremumu alinirsa

sup | (D, (f:2))- (0, ()| <

‘x—y‘Sﬁ

sup @, (fVs[x=))
x—y‘Sé‘

olur. Yani

o,(D," £:6)< @, (£ "3]x - y|)

15



elde edilir.
Simdi ie N ig¢in

(@0 f3%) = f(x)+ f(0) (2.1.21)
operatoriinii tamimlayalim. Bu operatoriin  fonksiyona uygulamisinin tiirevi ile
operatoriin fonksiyonun tiirevine uygulanisi ile elde edilen sonuglar ayni degildir.

Gercekten
@ f"0)= 70+ (0
olur.

£(0) sabit oldugundan f“(0)=0 olacaktir. Dolayisiyla

(@, f30" = f (%)
olarak elde edilir.
Gorildugi gibi
@, f307 # (@, f 73 %)
oldugu anlagilir.
Simdi bu sekilde tamimlanan  operatoriin siireklilik modiiliinii korudugunu

gosterelim.
Teorem 2.1.6 Herhangi bir fe X, f“eC'(R) ve her ue R olmak iizere
herhangi x,ye R icin

(@Fsx-) =@, y-)?| < @ (3} .122)
olmasi halinde & > 0 icin

, ((¢()f)(i) §5)S a, (f(i)§5)

esitsizligi saglanir.
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Ispat:
(0 (f5x=10)" = (g (£33 =) =] £O =)= fO(y—u)

< sup | fO—u)— O (y-u)

‘x—y‘ﬁ(f
<o, (f":[x-»)
(073 =a)) = (0, (5 v =) < @, (=)

olur. Buradan 6 > 0 i¢in her iki yanin supremumu alinirsa

o((9,)":5)< oy (£ :0)

olur ki bu da istenilendir.

Simdi de bu sekilde tamimlanan operatér yardimiyla tanimlanan ¢, ( f (2_" ) ;u)
operatoriiniin 6telemeyi korudugunu gosterelim.
Teorem 2.1.7 Vke Z, u,ac R ve her f” € X igin, (2.1.21) de tammlanan
operator icin
@, (fQ@" -+ ) = (0, (fFQ M - (u+a))
dir. Yani (¢0 f )(i) operatorii 6telemeyi korur.
Ispat:

(2.1.7) ifadesi g6z oniine alinarak
@, (f@* Hamtn = (2 +a)2tu)”
=270 (2 a2 )
=27 02 2  w+a))
=27 £ (4 + @)

=6, (fQ )2 wu+a))).
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Yani
6" (fQ a2 )=, (fF 272" (u+ @)
elde edilir.
Simdi de (2.1.21) ile tammlanan operatoriin siireklilik modiiliinii korudugunu

gosterelim. Yani

o (¢ f3]x =) S @ (f3]x - ))

oldugunu gosterelim. Operatoriin tanimi geregince
| 8 (frx—w)=6,(f:(y—w)|=|(f =)+ fO) = (f (y =) + £ (0))
=|fe—u)= f(y—u)
esitligi yazilabilir. iki yanin da § > 0 igin supremumu alinirsa;

sup I%(f;x—u)—%(f;y—u)lS‘sup |fr—w) = f(y—w)| < &, (f3:]x— )

‘x—y‘ﬁ(f x—y‘Sé

=)< o, (f3]x- )

wl( oS s

elde edilir. Tanimlanan bu operatdrler yardimiyla olusturulan ve

0, (f:x)=a,(r27* ) 5x) (2.1.24)

esitligini saglayan operatorler olmak iizere, her xe R, ke Z icin
Q(f;0:= [ (f;wpQ2" x—u)du (2.1.25)

seklinde tanimlanan €, Z pozitif lineer operatorii siireklilik modiiliinii koruma

ozelligine ve Q k(i) , 1€ N igin 6telemenin tiim 6zelliklerine sahiptir.

T, operatorini

(7o f)(x) = f%) (2.1.26)

olarak tanimlayalim.
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Simdi bu operatériin i -kez tiirevini alalim.

Operatdriin tiirevi

(i) _i X
(V)= () 212

olur. Tanim geregince f fonksiyonun i-kez tiirevi alinirsa
7,/ =)
2
elde edilir. Dolayisiyla
(r,7)" =7, f©
dir.
Simdi bu sekilde tanimlanan operatoriin siireklilik modiiliinii korudugunu

gosterelim.

Yani

,- ,. 1oy
7" (fx—w) =7, (f5y-u) S?w(f”;%) (2.1.28)

oldugunu gosterelim. Bunun icin |To(i) (f;x—u)— Z'O(i) (f;y— u)| ifadesinden

hareket edelim.

2

_L O X"U) L6 y—u_
(5 (5)

TO(i)(f;x_u)_To(i)(f;y—u)| :‘%fm(ﬂj_i,fm(y‘”j

yazilabilir. Buradan ¢ >0 icin supremum alirsak;

O X7U ) oYU
)

1 X"y
S?a)l(f();%J

1
<— su
21 ‘x—y‘ljs)b'
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elde edilir. Bu ise (2.1.28) in gergeklendigini gosterir.

7, operatorii (2.1.7) ifadesine benzer sekilde

7, (f32) =7, (f (27 )x) (2.1.29)

tanimlansin. Bu durumda x€ R i¢in
7, (f:0:= [T (f30)@2" x—u)du (2.1.30)

seklinde bir operatdr tamimlanabilir. Tanmimlanan bu yeni operatoriin siireklilik
modiiliinii korudugunu bir teorem ile gosterelim.

Teorem 2.1.8

0 >0 icin (2.1.30) datanimlanan 7z, operatorii

wmnf“%ﬁ&%w{f“);gj (2.1.31)

esitsizligini gergekler.
Ispat

Ispat icin (2.1.29) esitliginden faydalanalim

7 (fix—u)=2. " (fry-w|=[e," (FQ yx-w -7, (FC iy -

_ ‘;fm((z-k .){x;uD_ ! fm[(z_k = )\
e )

yazilabilir. Her iki yanin § > 0 i¢in supremumu alirsa;

e

<

:
2i

i i 1
Tk()(f;x—u)—fk”(f;y—u)|sysupﬁ

sup

‘x—y‘sé
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1 A (e xX=y
<— su (’)2"-;(—)
2l ‘x—y‘gﬁf ( ) 2
I ) ok Y
S_w (@) 2 k. ’—

1 )
<—w(f7=
5  (f 2)

sonug olarak
i 1 5 6
a)l((ka)< );5) < ?a)l(f( );5)

esitsizligi elde edilir ki bu istenilendir.

2.2. Genel Sonuclar

I,:C"”(R)— C"(R) operatoriinii goéz Oniine alalim. Tiirevlenebilen

0" (I f) o' (I f)
W(X—”) , (x—u)

fonksiyonlar siirekli oldugundan f e C*”(R) igin

kismi tiirevleri x ve unoktalarinda siireklidir. f € C” (R) olmak iizere f“ e X
ve (oc[— a,a], ¢ >0 fonksiyonu siirekli olsun. (2.1.6) ifadesinde, u — x—u

degisken degistirmesi yapilirsa
Ly(f:x)= _]olo(f;x —u)p(u)du
olur. Integral araligini ¢’ nin tamml oldugu araliga indirgersek
L,(f;x) :=jl()(f;x—u)¢(u)du (2.1.32)

yazilabilir.

@’nin tanimh oldugu aralikta (2.1.32) ile tanimlanan operatoriin i-kere tiirevi

almirsa, Leibnitz kurali geregince
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di B a az(lof) ~
E(L0 Fo=] S () du (2.1.33)

—a

elde edilir. Yani L, i-defa tiirevlenebilen operatordiir.

Benzer sekilde
L. (f;x)= Ilk (f 2" x—u)p(u)du

operatoril i¢in her iki tarafin i -kere tiirevi alinirsa

d'(L.f)
dx’

W 0 (1,
——(x)=2 J. E(ixf) —u)p(u)du (2.1.34)

bulunur. Burada da 2*x—u — u doniisiimii yapilirsa

' (L. f)
ox'

(L /)

S () =28 [ S )2 x — w)du

—a

olur. Simdi aralik genisletilirse

AL S) o g Ja (@,.f)

o @@(2" x~u)du

—oo

elde edilir ki bu da L, operatoriiniin i-kere tiirevlenebilir oldugunu gosterir. Buna
gore (2.1.33) ve (2.1.34) g0z Oniine alindiginda L, operatoriiniin i- kere
tiirevlenebilir bir operatdr oldugundan, L, operatoriiniin i- kere tiirevinin degeri

asagidaki gibi hesaplanabilir. (2.1.1) ve (2.1.7) ifadelerinden

(L f)" )= (Lo (f(2"‘ .);21( x))(i)

[t e ]’”

—oo

yazilir. Burada 2°x—u — u degisken degistirilmesi yapilirsa
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oo

=2 [0, (r )" pl2t 3 —u

—oo

(L) (1)=2" [ ) 0p(2* x— )i

esitligi elde edilir ki bu da gosterilmek istenendir.
Tamm 2.2.1. L (f)=(L, f)"” esitligini saglayan L, operatoriine lineer
operator denir.

feC?”R), fP%eX, a>0 mieN,nreZigin

sup [1,” (f;w) = £ (y) < wl(f“) ;MJ (2.1.35)

|u-y|<ar 27
olsun.
Lemma 2.2.1. Vke Z, wureel bir degisken, ae R sabit ve  her
feC”(R), ieN igin
L0 R va)2tu)=1," (P2 )2 u+ @) (2.1.36)
oluyorsa, L, “ stelemeyi koruyan operatordiir.

Ispat:

(L)) = [U N Welx—uddu = [ (1) (x=u) plu) du

—oo

yazilabileceginden (2.1.7) geregince

(L (f(+a)s))” = (L, (fs) = (g (r, 2 )24 )"

elde edilir. Bu esitlikte (2.1.36) uygulanirsa

oo

LO(rbsaka) =2 [l ) s 2 v )l ok

—oo
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=2 [l s e+ ) ) )

=29(L, 2% ) @ (x+ @)= L, (fix+a) .
olur ki buradan
LO(1)= (L), @.137)
yazilabilir ve bu da istenendir.

Teorem 2.2.1. Herhangibir f“” e X, ie N,herhangi x,ye R ,her ue R igin

0, (0= )=, (125~ )] < @ ( Vsl ) (2.1.38)
olsun. Bu durumda ¢ > 0 icin
o ((L.f)":8)< o (r:5) (2.1.39)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat :
Vx,ye R igin (2.1.38) esitsizliginden faydalanalim.

[ 0,705 ger=wdu= [ (1, (f:3) Jpy =) d

—o0 —oo

() 22| =

oo =

[ 0,7 (rsx=u))Jptdu— [ 1,7 (f2y =) Yoty du

—oco —oo

oo

< a0, (0 =0)= (1,2 (3 =)

—oo

0" se-0)-0," (3 y-w)|

x,yeR

< jq)(u )du sup

<, (£ 95[x- )

elde edilir. Dolayisiyla

2, (2 )~ (7 ) < @, (£ =
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esitsizligi gecerlidir. Simdi L, operatorii i¢in bu esitsizligin gecerli oldugunu

gorelim.

()= (O (29)) | = [z (292t ) = (o (r 2 924 )

<i>‘

(1) 2 )2 () 2ty

<sup| 2 [(L, (£ 27 )P 24 1)~ (L (F 2P 24 )|
<o, R4 ()52 - y))

<2270 N2t -)

<o, (f":]x-y))

elde edilir. Bu esitsizligi her iki yaninind > 0 i¢in supremumu alinirsa

sup

‘x—y‘sﬁ

(Lk(i) (f;x))— (Lk(i) (f;y))‘ < ‘Xs_up a)l(f<i);|x— y|)

|<s

O (L, f:8) S ("5l
esitsizligi yazilabilir ki bu da gosterilmek istenendir.

Teorem 2.2.2. ie N, Vx,ye R, ue R olmak iizere

i+l

g:,(x)= x seklinde tanimlanan bir fonksiyon igin
(i+D!
(g, 7 D) (@4 =u)= (1 g, 2 ) (25 y =) = (o= v (2.1.40)
ve
L (g0)- 1, (g 3)=x-y=(g," ()= ," () @.141)

esitlikleri saglaniyorsa , o taktirde 0 >0 igin
oL (8).6)=ws,".5)

esitligi saglanir.
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Ispat:

oo

(L) @) =2° [, ) @4 x - u)plar) e

—oo

operatdriinde f =g, yerine yazilirsa

oo

(ka)(i) (x)=2" I(l() (gi (2_k ')))(i) (2k X ”)(o(u)d”

—oo

elde edilir. (2.1.41) esitligi gbz Oniine alinirsa
(L,8)" ()= (Leg)" () = (Lo g, 27 )24 0)) " = (1, (g, 27 2 y)"

= 2% (g, 27 )" (24 x)- 24 (L, (o, 2 ) " 2 y)
_ i Kl(zo (g, )" (2% x = ) plur )l - _]i(lo (s.7 )" (2" y- u)q’(”)duﬂ

=2 il £ DR o o ) s -l
=2 fotalble o I )l D6y

(2.1.40) esitligine gore

(L) ()= (L )" (y) = 2" T(p(u)du 27" (x~y)

=227 (x—y)=x—y
elde edilir. Yani
(Leg)" - (Lg)" MN=x-y=g" (0-g"
(Zg)" 0= (L,8)" ()] =[e, " 0= 2. ()

yazilabilir. Her iki yanin & > 0 i¢in supremumu alinirsa

(L,2,)" (0= (L,8,)" ()| = sup

‘x—y‘<5

sup

‘x—y <0

8" -2 ()
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, (Lk(i) (gi );5): a, (gi(i);é‘)
elde edilir ki bu da istenendir.

Teorem 2.2.3. fe C"”(R), me N, neZ*, r,keZ , f” e X ve ie Nigin

Lk(")(f;x)—f<">(x)|scol(f“) m;“;”j (2.1.42)
saglanir.
Ispat:
(2.1.7) geregince
(e (0= (o o) =l ot ) = ol )|

=| 20, (™ )" 24 x)- r 02 (25 x)) |

=2 [, (2 N w2t x =) — £ 27 (2* x) [ 2" x =)
= TT6UR 6= @) Tol x—u)du
< sup | () @)- sl 24 5) [ ol x—“)duj (2.1.43)

yazilabilir. g:= f(2*)e C?(R) ve g e X seklinde gosterilip bu ifadenin i-
kez tiirevi alinirsa

g(i) _ 2—kif(i) (2—k )

Rhig® = O (2—k )

bulunur. Bulunan bu ifade (2.1.43) esitsizliginde yerine yazilirsa

(L6 2) -6 o) ()

L (fi0=f )| = sup

‘u—2k X‘Sa’

bulunur ve bu ifade de (2.1.35) deki kabul g6z oniine alindiginda
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<i>'ma+nj

|Lk(i)(f;x)—f(i)(x)| < wl((zkig) Y

~af rol )

_ wl[f(i)(z—k )’i_i mc;—i—nJ

- w(f )2 2 j

= wl(f ’ 2r+k

Sonug olarak (2.1.42) esitsizligi elde edilir ki buda istenendir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Lk(i) Operatorii Icin Baz1 Uygulamalar

Bu boliimde L, @ ie N sabit, operatoril icin dort operator 6rnegi verecegiz.
Buradaki [, operatorii Yaklasim teorisinde iyi bilinen ve bizim operatoriimiize

benzeyen ozel bir operatordiir. Ustelik bunlar olasilik teoride nemli ozelliklere
sahiptir. Bu operatorler su ana kadar verilen biitiin kabulleri gergekler. Sadece

(Ak )kez operatoriinde ¢ cift fonksiyondur.

oo

1. (A f)(x) = jrkf(u)(p(zkx—uhu (3.1.1)

—oo

operatoriinii goz Oniine alalim. Burada
L(fsu)=r"(u) olup,
r () =2* jf(;)go(zkz—u)dz (3.1.2)
u € R noktasinda siireklidir.
T (u
2. (B, )(x)= | f(z—kjgo(z"x—u)du (3.1.3)
operatoriinii goz Oniine alalim. Burada
u
L(fou) = f(z—j (3.1.4)

olup, u € R noktasinda siireklidir.

3. (L f)x) = Tckf )@(2* x = u)du (3.1.5)

—oo

operatoril igin
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275 (u+1)

¢/ =2 [fde (3.1.6)
27ky
olup,ue R igin
L(fiw)y=c,’ ) (3.1.7)
dir.
4, (C.f)= T 7. We(2* x—uldu (3.1.8)

operatorii igin n€ N,w; 20,ue R olmak lizere

v ()= fwjf(ziﬁz%nJ (3.1.9)

=0

seklinde bir fonksiyon olup,

dw, =1 (3.1.10)
j=0

olarak alinirsa
L(fsw)=7" ) (3.1.11)

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla
(LY=L (f7); Vke Z
@GN =271 (f )
olur.
(2.1.1) ile gosterilen [, operatorlerinin sagladig esitlik, ke Z, A,.B,.L,.T,
larda bulunan biitiin /, larda ayni anlamdadir. Dolayisiyla biitin A, ,B,,L,,I’, i¢in

(2.1.7) dogrudur. O halde k € Z igin
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Ak(f;x):Ao(f(2_k-);2kx)

B.(fix)=By( f(27);2"x)
(3.1.12)

L(f:x)=Ly( f(27)2"x)

Lo( frx)=Ty( f(27)2"x)

esitlikleri gecerlidir.

(2.1.33) ve (2.1.34) ifadeleri goz Oniine alindiginda Vie N icin (3.1.12) ile

gosterilen esitlikler i-kere tiirevlenebilirdir. O taktirde asagidakiler yazilabilir.

(AS)(x)= (A f(27);25x )"
(B f)(x)=(By( f(27*);2"x))"
(3.1.13)

(Lo f )P(x)=(Ly( f(27 )25 x )"

(Lo M) =(Ty( f(27 )25 ))".
Bu ifadelerden sonra asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.1.1. AY,B"Y,L". 1" operatorleri Gtelemeyi koruyan

operatorlerdir.
Ispat:

1. @ cift bir fonksiyon olmak iizere A, nin 6telemeyi korudugunu gostermek

icin Once rof (x) operatdrii icin (¢ cift) ;
RO =1(f;0= [fx-npwdi = [ fOet-ndt . feCVR)
operatoriiniin i -kez tiirevi alinirsa;

(o (f50)" = [ O =Dt
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b Jex)” =27 [ 70 (=) pte) d

elde edilir.

Oteleme operatorii icin;

1,2 '+“);x)=(T(f(2_k (x—1)+ a))?”(t)dfj(i)

—o0

= Tz"“' FOLR*(x—1)+ a) olt)dr

oldugundan dolay1

oo

lo(i) (f(z—k ‘+a);2ku) _ J'(f(z—k (2k u —t)-l- a))(i) q,([)dl‘

= Tf(i) (w+a—2"1)plt) dr
S T FOR* 24w+ a)-27%1) plt)dt

=¥ T fo (2-k 2" u+a)- t])(o(t)dt

=1, (" Rt + )
LO(F2* +a)2ku)=1,"(F 27 )2 (w+ @) (3.1.14)
elde edilir. Simdi, A, operatoriiniin Otelemeyi korudugunu gosterelim. Yani,

Ak(i) (f( o );x) = Ak(i) (f; x+ o) oldugunu gosterelim.
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= T(rof“(ﬂ') (u))(i)(0(2k x— u)du

u — 2" x—u doniisiimii yapilirsa

(i)

Ak(i)(f(‘ +a) ;x): T(rof”(sz’)(fx—u)) go(u)du

= 2% [l f 0 el

-2l sl - el

= 2" [, (£ -+a))" " (- 27 u))plue)

—oo

bulunur. (3.1.14) esitligi kullanilirsa

A Cra)in) =27 [0, MR (-2 + a))g u )du

oo

= 2% [(1,(r @ )" " (x + @) - u) o)

—oo

oo

= 2" J'(ro(f(z%'))(i)@k (x+0{)—u) (p(u) du

—oo

yazilabilir. Burada 2* (x + &) —u — u doniisiimii yapilirsa;

A0 ra)i =20 [l e ! (@)= w)a
=AM (FR )2 (x+ @)

=4 ((+2):)
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elde edilir ki, bu da istenendir.

2. B,  operatori i¢in;

Ly (fsu) = f ()

operatoriiniin i -kez tiirevi alinirsa;
O(p. Y ,G
L (fsu)= @)

LO(F* Na)=2%r9(2*x), xeR
elde edilir.

Oteleme operatérii igin;
L (Fe* +a))(x) =27 rO 2 x+a)
oldugundan
LO(F* +a)2ku) =27 £ 2 (24 u)+ )
LR )2k u) =1, (F 7 2t (w+ ) (.1.15)
elde edilir. Simdi B, operatoriinin otelemeyi korudugunu gosterelim. Yani

Bk(i) (f(+a);x)= Bk(i) (fix+a) oldugunu gosterelim. Tanim geregi

(B (F(+a)0) = (B, (0 - +a)2* x))"

yazilabilir. Buna (3.1.15) uygulanirsa
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B C+a)in)=2" [(,(r e N (-2 w + @) ()
=20 (o 2 ()l

= 2N If x+0( u);o
olur. Burada 2* (x + @) —u — u doniisiimii yapilirsa;
BO(f(+a)x)=2" [ fO%)p @"(x + @) u)du

=B,"(f2*)2" (x+a))
= Bk(i)(f;x+ a)
elde edilir ki bu da istenendir.

3. L operatoril i¢in;

x+1

Lo (f3%) = j fdt = jfr+x

operatoriiniin i -kez tiirevi alirsa

1

1" (f3x)= [ £ (e + x)dr

LO(F2* )ix)=2" jf“ (¢ + x))dr

elde edilir.

Oteleme icin;

(@)
1,°(r Uf (t+x +adtJ
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1
= 2""'jf(") (Z‘k (t+x)+ a)dt
0
esitliginde x =2"u yazilirsa
1
LO(F+ - +a) 2t u)= 2-”( O™ (+2"u)+ a)dtJ
0

= 2""’j FOR* 122 u+ )
0

=24 [FORMr+ 2 wr )] )dr
0

=1, 22 u+ )
olur. Dolayisiyla genel olarak
LO(F2™* +a) 2t u) =1, r 27 24 (u + @) (3.1.16)
yazilabilir. Simdi L, operatoriiniin Otelemeyi korudugunu gosterelim. Yani

Lk(i) (f(+a);x)= Lk(i) (fix+a) oldugunu gosterelim. (3.1.13) ten hareketle

(L (£ +a)s) =(1, (@ -+arf2t x))

bulunur. Bu esitlige (3.1.16) uygulanarak bir 6nceki ornekteki islemler tekrarlanirsa

L (+a)in) =27 [0 (@ N (-2 u + @ ))o (u)du
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oo

=2 Ut ) (e -l

—oo

= 2" T(cof(zik'))(i)(Zk (x+a)- u)(p(u)du

—oo

elde edilir. 2* (x + &) —u — u doniisiimii yapilirsa;
. o % ) \i)
L Crako)=2" [, O )o@t (v + @)= u)du

=L, ("2  (x+ )
= Lk(i)(f;x+0!)

bulunur ki bu da istenendir.
4. I', operatorii i¢in;
l, f x Zw f (x+ J

j=0

operatoriiniin i -kez tiirevi alinirsa

1, (f:x) Zw f(’)( j x€R

U bz S 250

elde edilir.

Oteleme operatérii icin

g

Jj=0

esitliginde x =2"u doniisiimii yapilirsa
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bulunur. Dolayisiyla genel olarak  x€ R i¢in
LR ra)2tu)= =1, (27 ) 2 it )
elde edilir. I, operatoriiniin  Otelemeyi korudugunu gosterelim. Yani

I, D(f(+a);x)= I, “(f:x+a) oldugunu gosterelim. (3.1.13) ten hareketle

(e (F(+a)i)” = (0, (F 2 - +a)2"x))"

: (7Ofa(2*‘~))(i)(2kx_u)¢ (u)du

Il
[\
-
—3

yazilabilir. (3.1.17) uygulanarak ©nceki islemler tekrarlanirsa

(6 )i =25 (e D (-2 s a )

oo

2 O, I+ )-alplada

—oo

Sk T(}/Of(ﬂ‘))(i)(f (x+0£)—u)(0(u)du

—oo

olur. Burada 2" (x + &) —u — u doniisiimii yapilirsa;
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L(f(+a);x)=2" T(}’of(ﬂv))(i)(u Jo (2" (x + @)~ u )du

=1, (f@ ™ )2" (x+a))
=r"(f;x+a)
elde edilir ki, bu da istenendir.
Teorem3.1.2 fe C”(R),ieN, fPeX=C,(R), >0 ve A,B,,L.,T,
lar tamimlanan operatorler olmak iizere
o((4,1)":6)< @ (r:0)
a(B.)":8)< @ (r:6)
wl(L f (l)’5) wl f(l)
a)l(l“f (1)75) f(’)
esitsizlikleri saglar.
Ispat:

1. A, operatorii i¢in Once lo(i) (f:;x) operatoriiniin siireklilik modiiliinii

korudugunu gosterelim.

(L, (f52)" = Tf“) (x=0D@()dr igin

e R | [ R P o e DT O O
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oo

< J@(t)dt sup

‘x—u‘sﬁ

POt O -ui)

—oo

<o (F ;-

yazilabilir. Buna gore A, lar i¢in
(4, (Frx=u)” (4, (i y—u)” |

(4,(r@ 92" (- w))” = (4, (F@™ 92 (v~ u))

<i>‘

[l ) ot (=)= v)av - [l ) oot (=)= )

—oo —oo

yazilabilir. Burada 2* (x—u)-v —>v ve 2“(y—u)-v — v doniisimleri yapilirsa
(4, (F20=10)~ (4, (2 =)

T ( FO275) (hk )(") ( FO ) [k )(z')

=1l R (=) =) =R (v -u)-v)) | p(v)av

=2l P et =)l R =) pb)ar

—oo

- s et = -0 == ol

oo

200, (r @2t (=)= ))- 0, @ ) =)=V | oo ()

—oo

< sup
‘)ﬁy‘ﬁﬁ

<o, M (FQFN2 x- )
=027 (2 2 k-]
= o, (r ;-

elde edilir. Her iki tarafin J > 0 icin supremumu alinirsa

sup

‘x—y‘sﬁ

(Akm (f;x))— (Aka) (f;y))| < ‘xs,_u‘gawl(fﬁ)ﬂx— y|)
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bulunur. Yani
a)l(Ak(i)f;é‘) ) (f(i)§|x_ Y|)
elde edilir.

2. B, operatorii i¢in Once lo(i) (f:x) operatoriiniin siireklilik modiiliinii

korudugunu gosterelim.

lo(i) (fsu)=f”w) oldugundan
6 (s =u)=1," (F3y=u) =[O (c=u) = £ (y—u)

< sup

‘x—u‘sﬁ

FO =)= 1Oy -u)

<o (f ;-

yazilabilir. Buradan B, operatdrii igin

(B, (F1x-u)” (B, (F:y-u)"|

(B,(r 292! (=u)))” = (B, (2 92 (y=u))|

oo oo

[ ot (v —u)=vhv = [(£0) @ 2" (v=u)=v)av

—oo

olup 2* (x—u)-v—>v ve 2%(y—u)-v—v doniisiimleri yapilirsa
( W (for )_( O (fos
(B, (= 1))- (B, (f3y-u)

) f (@ =) =)" = (" (=) -)" | o)

- zk@[(f(zk POt (=) =)= (r 0 ) (=) =v)] @)

) 2J [0, (294 (=) =)= 0,2 (2 ) 2 (v =)= v)] 9 ()
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< sup Pl (re o )=o) 00 (2 L@ =) =) o G

‘x—y‘sﬁ oo

<o, Q" (FQF NP2 x— )
=0, 2277 (2 2 k-]

=, (f75]x- )

elde edilir. Her iki tarafin J > 0 i¢in supremumu alinirsa

sup
‘x—y‘sé

(B, (72x) =8, (23] < sup (1 e
olur. Yani
o,(B" f:6)< o, (f":)x )
olarak bulunur.
3. L, operatorii i¢in Once lo(i) (f:x) operatoriiniin siireklilik modiiliinii

korudugunu gosterelim.
1
l, (f:x)= _[f(i) (t+x)r  oldugundan
0

1

f(i)(t+x—u)dt—jf(i)(t+y—u)dt

0 0

0O (fsx =) =1, (F:y—u) =

1
_[ (F Ot +x—u)— F O+ y—u))dr

0

sj'|f(”(t+x—u)—f(”(t+x—u)|dt

<(J.dt) sup|f(’)(t+x u)— fO+y- uj

‘x u‘<5

<a(f;pc—yl)
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yazilabilir. Buradan, L, operatorii i¢in
(L (752)” (L, (£:3)")

(L (re 2 (e—u))” - (L, (r@* 92" (v~ u)))m‘

= T (Cof(fk‘) (v))(i) go(Zk (x—u)—v)dv— T (cof@’k') (V))(i) ¢(2k (y—u)—v)dv

—o0 —oc0

yazilabilir. Burada 2* (x—u)—-v > v ve 2"(y—u)—v — v doniisiimleri yapilirsa

oo

| [(cof'(zk'>(2k (r=u)=v))" (6= (25 y_u)_v))(")} o(v)dv

—oo

- [l e ) @ =)~ (o) (2 ) -) | ey

—o0

2" i[(lo<‘) (F2 92t (e=u)=v))- 0,2 L (v =u)=v))] 0 (v)av

< sup

‘x—ﬂﬁﬁ

[, (r@ 1 () ) (O LR =) )] [ G

—oo

<@, 2" (F 7 N2 x—))
=@, 227 (f 272 x =)

= o, (r ;) -y

elde ederiz. Her iki tarafin 6 > 0 icin supremumu alinirsa

(L0 (=)= (L (Fiy=w)| < sup @7 =)

‘x—ﬂs5

sup

‘x—ﬂﬁﬁ
yazilabilir. Dolayisiyla
o (L f:8) < o,(f:]x-y])

elde edilir.
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4. I, operatorii i¢in Once l()(i) (f:x) operatoriiniin siireklilik modiiliinii

korudugunu gosterelim.
1, (f:x) Zw f“( —j oldugundan

L (frx=u)=1,(F: y=u)

ZWf()[x u+ j ZWf()[y u+J

(x u+-= j f()(y u+Jj
n n

<ZW sup | f

=0 |x-ul<d

< (f;pc—yl)

olur. Buradan I', operatorii i¢in

(0 (s =u)” =0, (59 —u))”

‘( (e )2 (x—u)” - (C,(F )25 (y - )))m‘

J(r o) o2 (=) =) av= [ (57 () (2 (y=) v}

—o0

yazilabilir. Bu esitlikte 2 (x - u) —-v—ov ve 2f (y - u)— Vo doniigiimleri

yapilirsa

[ ) 0 ) (1) 2 ) o)

—o0

= 2kfi[(zo(f’(f(2-k-),-(2k(x—u)—V)))—(lo(i)(f(2‘k F @ =) -v)] o)

< sup
‘x—y‘sﬁ

[0, (r@ 1 () ) (O @ =)o)l [ @)

—oo

<@, 2" (fQRFNV2 x -]
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= 0,227 (f O 2 N2t - )

x- )

~a,(r;
elde edilir. Her iki tarafin & > 0 icin supremumu alinirsa

sup x=))

‘x—ﬂsﬁ

00 )00 sy -l < sup s

‘x—ys
bulunur. Buradan da

o, @ £:8)< o, (r"3)x - y|)

elde edilir.
Teorem 3.1.3.
xi+1
fx) = Gt 1)1 seklinde tanimlanan bir fonksiyon i¢in

W ol4,r)":8)< o (r:s)
i @ (B.)":8)<am(r:0)
i) o (L.r)":8)<w(r:0)
i) o(0.0)":8)<a(r:5)
esitsizlikleri saglanir.
Ispat:

Ispatta kolaylik saglamas icin

i+l

X
gi(x).— (x+1)' f_gi

olarak gosterelim. Simdi g, fonksiyonunun i- kez tiirevi alinirsa;

g i(i) (x)=x, xe X eldeedilir. (i) esitsizligini gostermek icin

oo

U (f0)” = [ fOx=nDp)di

—oo
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operatoriinden faydalanalim.

b )@= [(re* (=) pl)dr esitiginde =g, yazlrsa

= kD J.(x —1)op(r)dt

—oo

olur. Burada x=2x—u ve x=2"y—u doniisiimleri uygulanirsa;

(e, N =) =2 [ s hploh

U @ )" @ y—u)=27 [ y—u—rt)p(e)ar

—oo

bulunur. Buradan

(o (e, 27 )" 2 =)= (s, (27 ) 2 y )

oo oo

— ki) J‘(zk —u— t)(o(t)dt _ ki) I(zk y—u-— t)(o(t)dt

—oo —oo

=7k T((z" x—u—t)- (25 y—u—1t)p (¢)dr

=20 (2% (x y)) gl

—oo

=272 (v =) [ (0)ar

=27"(x-y) (3.1.18)

oldugu goriiliir. Buradan hareketle
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(A, (£32)” = (A (F3) = (4 (g, 279224 2))" = (4, (8,2 922" y)) "

oo

:Io(rogi(zk') (u))(i)(o(zkx—u)du—f(

i W) p(2ty-u)du

—oc0

yazilabilir. Buradada u — 2*x—u ve u — 2"y—u doniisiimleri yapilirsa

oo

(Ak(i)(f;x))_ (Ak(i)(f;y)): J‘ |:(r0g,-(2"<) (zkx_u))(i) _(rog,(z*u (zky_u))(i)j| o(u) du

—oc0

— ki ]: {(rog.ﬂ“) )(i) (2k X —u) —(rog"(ﬂ‘) )(i) (2k y- u)} @(u)du

—o0

(i)

= [l ) a0 o )

—oc0

(Zky—u)} q)(u)du
bulunur. (3.1.18) esitliginden
(4.2 ()~ (4. (:5)) =224 (=) [0 (0)du =~ y

yazilir. Her iki yanin 6 >0 i¢in supremumu alinirsa

sup

‘x—y‘sﬁ

(4,8,)" (x)-(4,2,)" (v} < sup =]

‘x—y‘S(s

0,4 (g} 8)< (g, "3x-])
a)l(Ak(i)f;5)S a)l(f(’);|x— y|)
oldugu goriiliir ki bu da istenendir.
Simdi (ii) esitsizligini gdstermek icin
lo(i) (fiu)=FOw) operatoriinden faydalanalim.

Uo7 @™ ) ()= (r@*u))” esittiginde f =g, yazilirsa

ol 0 )= 5 00"
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_ L(Z_k J) }m
(i+1)!

— kG,

olur. Bu esitlikte u=2x—u ve u=2"y—u doniisiimleri yapilirsa

bulunur. Buradan
(g, 7 )" 2 =)= 0 (s, 7)) 2 =)

= 27k (2K x gy )= 2R (2K y gy

=270 9k x 0k y)

=27k (x — y)

— 2 (x—y) (3.1.19)
oldugu goriiliir. Dolayzstyla

(B, (£:2)” = (B,(£: )" = (B, (g,:)- (B, (g,5¥))

= (B, (g, 292" x))" = (B, (g, 222 y))"

oo oo

= [(F @) 92" x—u)du~ [ (1) p(2* y ~u)du

—oo —oo

yazilabilir. Burada u — 2" x—u ve u — 2'y—u doniisiimleri yapilirsa

oo

[l s=a)f (e =) | ot

| (SR LR RIS LR Y

=2 _H(lo (6.2 )" 2 x=)- 0,0, (2 ) 2 )] pla

elde edilir. (3.1.19) esitliginden
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=22 (= ) [ )

yazilir. Her iki yanin >0 i¢in supremumu alinirsa

sup [(B,8,)° (1)~ (Bg.)" () = sup [v=5| [ ()

|x—y|<& |x-y|<é
0,8, (2,).6)=o,(g,":]x~ )

wl(Bk(i)f;5)S wl(f(i);|x_ Y|)
oldugu goriiliir ki bu da istenendir.
(ii1) esitsizligini gostermek icin
1

(9= [ £+ 2

0

0,7 ) ()= i(f(Z"‘ (cs ) ds

olup, x=2x—u ve x=2y—u doniisiimleri uygulanirsa;.

1

(1, (g, 2 )" (2% x—u)= 2740 J. (2 x +1)dt

0

U, 2 )" 2" y =) =2

(2% y+ 1)

O Sy —

elde edilir. Buradan

o, 27 )" @4 =)=, (g, 27 )" 2"y~ )
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1

= 2"‘”*”}(2" x+t)dt - 2"‘“*”.[(2" y+1)dt
0

0

=24 [ (0 )= 0 y el

1

S
0
— g kithgk (x _ y)jdt

0

=27M(x-y) (3.1.20)

(L (g,:x)" = (L, (g,: )"

(L, (f52)" = (L, (£35)"

= (L, (g, 29225 x))" ~ (L, (5,2 922" y))”

oo

= Jle s oot b= e ) ooty -

—oo

elde edilir. Burada u —2"x—-u ve wu —2"y—u doniisiimleri yapilirsa

SRR TR P

=2 flle )l V) ol

-2 fllle e 9) 5= 0 o ) -l ot
olur. (3.1.20) esitliginden

(L (f2)- (L, (F29)) = 2427 (- yj(/) Jdu=x~y
yazilir. Her iki yanin 6 >0 icin supremumu alinirsa

(L,g,)"(x)-(L,8,)" (v) < sup |x~ ylfco

i

sup
‘x—y‘S(s
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o (L, (5,%6)< (g, ":]x - »|)

wl(Lk(i)f;é‘)S 2 (f(i);|x_ Y|)
oldugu goriiliir bu da istenendir.

Simdi (iv) esitsizligini gostermek igin

lo(i) (fsx)= Zw S (i)(x+ ij operatoriinden faydalanalim.
J=0 n

= w, 27 (x + ij
0

n

yazilabilir. Burada x =2"x—u ve x=2"y—u doniisiimleri uygulamrsa

ol o D x-)= S, 200 24

=0 n

n

(lo (gi (2_k _)))(i) (2k y— u)z i W, 2—k(i+1)(2k y—u+ ij

j=0

elde edilir. Bu taktirde

U, @7 N @4 2 =)= (1 (g, 7 )" (2" y =)

— Iy w( 2 x—utdy- 2k —u—lj
Dol ( n) 2y n)

j=0
n

_ WAz—k(i-H)(zkx_zk y)

J
Jj=0
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— 2—k(i+1)2k (x_ y)
=2 (x—y) (3.1.21)

olur. Buradan hareketle

() =G ) = (0 ) = (0 (5,0)”

= [0 (s, 27924 ))” - (0 (g, 27 924 )"
—j( 5" ) )( 2k x— u)du—j( 8™ ))(i)q)(Zky—u)du
u—2x—u ve u—2"y—u doniisimleri yapilirsa

b el b s ot

{;'—.x

— ki ]: {(%g,v(ﬂ) )(i) (2kx_u)_ (%g,v(ﬂ') )(i)(zk y —u)} ¢(u)du

oo

=2 [ {2 ) 0 ) (0,0, 0 D) 2 )

—oo

@ (u)du
elde edilir. (3.1.21) esitliginden

0O ()= [0 (1)) = 2927 (- I¢

yazilabilir. Her iki yanin 6 >0 i¢in supremumu alinirsa

(og,)” (0)-(Cog, )" (v) < sup |x— ylf{/’

|x=y|<s

sup
‘x—y‘sﬁ

/(0. (g,)6)< o, (g, - )

([, 1:6)< @, V:]x—|)

oldugu goriiliir ki bu da istenendir.
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Teorem3.14. feC”(R),ie N, f?e X=C,(R) olmak iizere

L OG- ) <o 10

2. B, (f1x)=f (s @“>“j

3. L ()= r (e (ﬂ”“*ﬂ

4 | L (f:x)- £ (f(’) 0““1)

esitsizlikleri gecerlidir.
Ispat:
1. A, ile tanmimlanan operatorii goz oniine alip, asagidaki islemleri yapalim.

oo

%“Uﬂd—fm0)=sm>jf“w—ﬂdﬁm—ff“twdﬂm

Jusl<al %,

sup

‘u—y‘sa

= sup

Jusl<al

ﬂf“ —1)= £ (y)elr)dr

esitliginde u —t =t doniisiimiinii yapalim. Bu durumda

oo

[CrOO)= O )elu—t)de

sup

‘u—y‘sa

l()(i) (f§”)_ f(i) (Y)| = sup

‘u—y‘sa

< sup f|f(’) — £ O (y)plu —1)dt

‘u v‘<a

< sup J.a) 9, |t—y|);0 —1)d

‘u )‘<Dt

—oo

<a,(f® ;20{{ ]:(D(M - t)dtj

=, (f(i) ;2(1)
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elde edilir. Simdi elde edilen

L (f)=- 100 2 0 (r 0 20)

sup |/

ju-visal

esitsizligi gdz Oniine alinarak;

(4, (F52)” = £ () =

(a,(r@9282)” = (r@* 92" )|

oo

|1 ) ol e o)) e b

—oo

- _f[[(zofc-k $)” = (2 ) o2t x )

< [l sl - ) ot -
< [t ) -l ) folt e

yazilabilir. Burada ¢/ := f(V(2*.) seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanirsa

(4, (F;)" = £ (x) = sup

2F x—a<u<2* x—a

(g = ()|

<o (g(i) ;Za): ) (f @ (27]( ~);2a)= wl(f(i) ; 22—1 j

elde edilir.

2. B, ile tammlanan operatdrii gdz Oniine alip, asagidaki islemleri yapalim.

LO(fsu)= £ () = sup

|u—y|<er

FO@=fFO)

sup
‘u—y‘sa

< sup @ (fslu =)

|u—y|<er

S

yazilabilir. Dolayisiyla
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L ()= O] < @lrsa)

sup

‘u—y‘sa
esitsizligi goz Oniine alinarak;

(i)

(B, (5) = £ () = (B, (£ 2922 x)

~(raa2 )

oo

<[ o e ) o«

2 xta [(lof(Z_k -);(u))(i) — (f (2_k (Zk x)))(")]¢(2k x— M)du

IN
—

2k x-a
. . 2 xta
< s s Kl -l )| ol x-an
x—asu<2" x—a 2% x—a

yazilabilir. Burada g == f© (Z‘k ) seklinde bir fonksiyon olarak tamimlanirsa

(B, ()" = £ (x) = sup

2F x—asu<2* x—a

(i)~ o)

<og";a)= wl(f(”;zikj

elde edilir ki bu da istenilendir.

3. L, operatorii i¢in

L (f5u)= £ (y) = sup

|u-y|<a

sup

‘ufy‘sa

j.f“) (u +t)dt—j.f(i)(y)dt

0

= supj

‘u—y‘sa 0

(f )= (y))ar

< sup j.|f(i)(u+t)—f(i)(yjdt

‘u—y‘sa 0
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< sup ja)l(f(i);|u+t—y|)dt

ey
< a)l(f(");1+|u - y|)
= col(f“);l+a)
yazilabilir. Bu durumda

sup

‘u—y‘sa

L,V (fru)- 2 (yj <o, (f @1+ 0{) esitsizlik goz oniine alinarak

(L (50 = 72 0) =y (r@ 92t ) = (r@ 2t )|

oo

<[ 6l e~ P ol b

—oo

i I o7 ): ) = (r 7 @25 ] ol 5~ )t

Tl = ) ok sk
< 2* x—asslifz‘ x-a (IOf(z_k ) ; (u ))(i) - (f (2_k (2k X)))(i)r:f(aD(Zk X— Mﬁu

elde edilir. Burada da g == f® (2™ -) denirse

L) =700 = s [ = (et o))

2K x—a<u<2* x-a

; 5 oa+l
Sa)l(g();l+a):a)l(f();2_kj

elde edilir.

4. I, operatoril i¢cin

iw,»f“)(wfj—f“)(y)

j=0

sup

‘u—y‘sa

L (F3u)= £ () = sup

u—y‘sa
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= sup [Dw, f“)(w j S, £ )

lu—y|<a|j=0 j=0

v )
n

|u-yl<e] j=0
J
-4
n

- (Z ij"’l (r 1+ =)

j=0

n
< sup ija){f(”; u+

lu=yl=a\ j=0

Sa)l(f(”;lJra)

yazilabilir. Elde edilen

sup

‘u—y‘sa

LO(f)- 1O ) <o (F 01+ @)
esitsizligi gbz Oniine alinirsa

()" = 70 () = [ (@ 92m2)” = (F* 9254) "

:Io(yof(z‘ ) ( x— u}lu I¢ xX— u)du

=l k) - () Jole s

B [zof Jolw)” = (2 @ )" o )t
< s et b - zi*; x—uliu

yazilabilir. Buradada g© := £ (2"‘ ) denirse

0, (75 = £ () = sup

2 x—agu<2k x—a

(1 (g5u))” — (g 24 X))(i)‘
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; 5 1+a
Sa)l(g();l+a):a)l(f();—2k j

Bu da istenilendir.

3.2. A| B/,L .I', Operatorlerinin Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari

Oldugunun Gosterilmesi

Teorem 3.2.1. (Fubini Diferensiyelleme Teoremi):

f,) [a,b] tizerinde tamimli, azalmayan fonksiyonlarin bir dizisi ve her

x€ [a,b] icin

i fa(0) = f(x)

n=1

ise hemen hemen her xe [a,b] i¢in

IACEIAE
dir.
Ispat:
g,(x)=f (x)— f, (a) denirse
(g,) negatif olmayan ve azalmayan fonksiyonlarin bir dizisi olur.
g(x)= f(x)— f(a) denirse

g de negatif olmayan bir fonksiyondur.

Bu durumda her xe [a,b] icin

S 2. (0)=3[£,(x)- £,(a)]

n=l1 n=l1
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=f(x)— f(a)=gx)
olur.

Dolayisiyla hemen hemen her x icin

Se=gme Y f=r1w

n=1 n=1

olacaktir. Simdi

k
A :Zgn

n=1

olsun. Her x ve x+he [a,b] icin

Sin(x+h)—S8,,(x) _ S (x+h)—S,(x) n gk+1(x+h)_gk+1(x)
h h h

olacagindan

S ()= 8, (1) _ S (x+m) =8, (0 _ glx+h)-g(x)
h B h - h

olur.

k=12,--- 1icin azalmayan S, fonksiyonlar1 ve g nin [a,b] de tiirevlenemedigi
noktalarin kilmesi E olsun. E sifir 6l¢iilii bir kiimedir. x € [a,b]\ E i¢in
S ()8, ,,(0)<g' (%)
yazilabilir.

Bu durumda (S,: (x)) , [a,b]\E izerinde azalmayan ve sinirh bir dizidir.
Dolayisiyla yakisaktir. Su halde (S;(x)) bir Cauchy dizisidir. Bunun g’(x)
fonksiyonuna yakinsak oldugunu gostermek igin bir alt dizinin g’(x) sayisina
yakinsadigim gostermek yeterlidir. (S,) yakinsak ve limiti g oldugundan,

(S,)nin, herbir ie N i¢in
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1
g(b)~S, (b)<—
2
olacak sekilde bir S, altdizisi vardir.
Her bir i i¢in g—S§, fonksiyonlarni azalmayan fonksiyonlar oldugundan, her
xe [a,b] icin
1
g(x) =S, (x)<—
2
yazilabilir.

Her xe[a,b] i¢in

Z(g(x)—S i (x)) serisi, Zn:g ,(x) ile aym oOzelliklere sahip oldugundan,

n=1 k=1

yukaridaki ispattan,

’

(T, (x)) = (Z glx)-s, <x)j = (Z (¢'0-5; (x))j

i=1 n=l1

dizisi [a,b]\E tizerinde yakinsaktir. Dolayisiyla Zn:g'(x)—S;i (x) serisi [a,b]\E
i=1

tizerinde yakinsaktir.

Yakinsak serinin genel terimi sifira gideceginden
lim|g’(x) - S (x)]=0
= limS; (x)=g'(x)
= llcim S (x)=g"(x)
=2 80 =¢'()
k=1

elde edilir.
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Teorem 3.2.2. fe C'(R) olasiik dagilm fonksiyonu ( f”>0 siirekli olasilik
yogunluk fonksiyonudur.) olmak iizere V k € Z igin
A, B;,L T, siirekli olasilik yogunluk fonksiyonlardur.

ispat:
Ispatta kolaylik amaciyla operatérler icin bazi gsterimleri belirleyelim.

A, operatorii i¢in;

]: f(t)dt =1 olsun.
(' () = (] Fle=r)ple)aey

(! ) = [ £ r)plo)a

olsun.

B, operatorii i¢in;

2k

B, (fiu)= f(i)
olmak iizere k=0 igin

B,(f3u) = f(u)

By(f;x) = f(x)

B (f:x) = f'(x)
olsun.

L, operatorii i¢in;
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275 (u+1)
¢,/ (w):=2" [ fle)ar
275y

olmak iizere k=0 icin

(u+1)

¢/ (u):= [ f(t)r

olsun.

I', operatorii i¢in;

7 W)= iw,f[2%+2%n)

Jj=0

olmak tizere k=0 i¢in

7,Of(u) :=Zn:wjf(u+£j

7 @) =3 w,f '[” * ij
J=0 n
olsun. Simdi sirastyla ispat1 yapalim.

1. A operatoriiicin (¢ cift fonksiyon olmak iizere)
I fx=t)dx=1 ve J.(D(t)dt =1 olmak iizere bu iki esitligi taraf tarafa

carpalim
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elde edilir. Yani

(’”of(x)) >0 dir. Dolayisiyla

oo

J(rof(x)),dx = ]: Tf’(x—t)w(t)dr}dx

—oo

—oo

= T T f(x— t)(o(t)dxjdt
=1
dir ki bu da (rof (x)), > (0 fonksiyonunun olasilik yogunluk fonksiyondur.
(A f) ()= i(rof ) (x—u)p(u)du =0

operatoriinde Fubini teoremini kullanalim.

(Af)(x) = i(rkf ) (x—u)u)du
olmak iizere k=0 igin

(A f) ()= _]o(rof ) (x—u)pu)du

dir.

M(Aof)'(X)dx= m(m(ro ) (x —u)@lu Jdu)dx
J Jda’ (ki

—oo
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elde edilir.

’

Yani (A0 f)  olasilik yogunluk fonksiyonudur.

2. (B,f) operatorii i¢in;
T u
B, f(x)= J.f(z—kj(D(Zk X “)d”
olmak tizere k=0 icin

By (0= [ £ uplx—u)d

(B, f ()Y = [ f ()l = u)du

elde edilir.

’

Boylece (rof ) olasilik yogunluk fonksiyonudur. Bu durumda (B, f)" de siirekli

olasilik yogunluk fonksiyonudur.

3. (L,f) operatoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu oldugunu gostermek
icin;

(c,”) =0
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ve
i 1
(cof (x))': If (x+t)dt
0
olmak tizere

I(CO )dx-_[(jf x—i—tdt)dx

—o0 ()
yazabiliriz.

Fubini Teoremi geregince

T x+t dx)dt

o'—.—

:jldt:l

0

olur. Boylece (cof ) olasilik yogunluk fonksiyonudur.

(LN = [ Whole? x—u

olmak tlizere k=0 igin

oo

(Lo Nx)= [, (w)plx—u)du

—oo

I(co )q)x u

[ (Lor) (x)ax = j ( J (co” ()Pl —u)duydx

—oo

= I(J(cof(x—u))’q)(u)du)dx

—o00 —oo

= J. (J. (cof (x—u))'q)(u)dx)du

—o0  —oo
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=1
elde edilir ki buda (L, f)" min olasilik yogunluk fonksiyonu oldugunu gosterir.

4. ([T,f) operatorii i¢in;
(7 W) = > ij’[u + ij
j=0 n

[ ' @yde= | <iw,f’(x+ﬂ)dx

e j=0

I (}/Of (x))'dx = i wj[ J. f'(x + %jdx}

=1
.= 7 @l x~uldu
ve

7 ) =0

olmak tizere k=0 icin

I f) = J.70f (u)¢(x - u)du
CofY = [ ) ploc—u)du
[ @y de= [([ (' @) olx—u)duyd

= [(J (' (x—w) ' plu)du)dx

—o0 —o0
oo

= [olu) [, (x—w))'dx)du

—oo
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elde edilir. Bu durumda (T, )" de olasilik yogunluk fonksiyonudur.

f bir olasilik yogunluk fonksiyon ise f (2_k ) de olasihik yogunluk

fonksiyondur. Bunun yani sira f” varsa ve siirekli ise;

’

(f(2_kx)) =27 f(27x)
elde edilir.

f (2”‘.) nin siirekli dagilim fonksiyonu da 27 f (2_k.)- dur.
Buna gore (Aof(Z'k ))’ ,(Bof(Z_k )) ,(L()f(Z_k )) ,(Fof(Z'k)) olasilik

yogunluk fonksiyonlaridirlar.

Burada keZ  olmak iizere L, =A,.B,,L.I, ile tammlanan L,

operatoriinde sirasiyla yerine yazarsak

(L 1)) = (2, (r (272t %)

7’ 7

(Lef) () =22, (r2) 2" )

’

(L.f) (x)=20

elde edilir. Dolayisiyla

’

Bu durumda (Lk f) olasilik yogunluk fonksiyonudur. Dolayisiyla

L, =A;,B,,L,,I', olasilik yogunluk fonksiyonudur.
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4. TARTISMA VE SONUC

Otelemeyi koruyan Lineer Pozitif genellestirilmis integral operatorlerin
yaklasim o6zellikleri ile bu operatorlerin tiirevlerinin yaklasim o6zellikleri

karsilastirildiginda; operatoriin  i-yinci tiirevinin yaklasim hizi, operatoriiniin

kendisinin yaklagim hizina gore daha hizli olmaktadir. Yani L (f;x) operatorii i¢in
Lk(i)( f:x) in yaklasim hizi Lk kadar daha olmaktadir. Bu durum 3. bdliimde ozel
2

olarak tanimlanan A,,B,,L ,G, operatorleri icin tek tek incelenmistir. Bu sekilde

elde edilen operatorlerin birer Olasilik Yogunluk fonksiyonu oldugu ve Olasilik

teoride uygulamalara sahip oldugu anlagilmaktadir.
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