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    Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş için ayrılmıştır. 

İkinci bölümde ötelemeyi koruyan lineer pozitif operatörlerin i -yinci    basamaktan 

türevlerinin süreklilik modülü  ile  olan ilişkisi incelenmiştir. Üçüncü   bölümde    ise 

materyal ve yöntem olarak;  tanımlanan    bazı        operatörlerin türevlerinin de 

ötelemeyi koruduğu ve bazı eşitsizlikleri sağladığı ve ayrıca  bu operatörlerin olasılık 

yoğunluk fonksiyonu olduğu gösterilmiştir. Dördüncü bölüm tartışma ve sonuca 

ayrılmıştır. 
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Yoğunluk Fonksiyonu, Genelleştirilmiş Operatörler 

 



 ii 

ABSTRACT 

 

 

 

DIFFERENTIATED SHIFT INVARIANT UNIVARIATE INTEGRAL 

OPERATORS 

 

                                                    AYDINYER, Nihal 

Kırıkkale University  

Graduate School Of and Applied Sciences 

Department of Mathematics, M.Sc. Thesis 

Supervisor Asst.  Prof. Dr. Ali OLGUN 

June  2007,  69 pages 

 

    This thesis consists of four chapter. The first chapter is reserved for introduction. 

In the second chapter, i -th order derivatives of shift invariant linear positive 

operators are given with modulus of continuity. In the third chapter, some operators 

are defined and it is shown that their derivatives are shift invariant and they satisfy 

some inequalities. Finally, the fourth chapter is devoted to the discussion and 

conclusions. 
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( )xf ;
0

φ  :             Lineer operatör 

( )xfk ;Ω  :            Pozitif lineer operatör 

( )xf ;
0

τ   :            Lineer operatör 

( )xfAk ; :             Lineer pozitif operatör dizisi 

( )xfBk ;  :            Lineer pozitif operatör dizisi 

( )xfLk ;  :             Lineer pozitif operatör dizisi 

( )xfk ;Γ :              Lineer pozitif operatör dizisi 
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1.GİRİŞ 

   Yaklaşımlar teorisinde genel integral tipli lineer pozitif operatörlerin ötelemeyi 

ve süreklilik modülünü koruduğu gösterilmiştir[5]. Benzer düşünce genel integral 

tipli lineer pozitif operatörlerin i -yinci basamaktan türevlerinin de ötelemeyi  ve 

süreklilik modülünü koruduğu ve elde edilen eşitliklerin doğruluğu örneklerle 

gösterilmektedir.  

Tanımlı ve konvolüsyon tipli bir lineer pozitif operatörün sonlu lineer 

kombinasyonu yardımıyla bir integral operatör oluşturulabilir. Bu şekilde oluşturulan 

integral  operatörler,  Matematikte lineer pozitif operatörlerin yaklaşım özellikleri 

teorisinde önemli bir uygulama alanına sahiptir. Ayrıca yaklaşımlar teorisinde 

olasılık yoğunluk ve sürekli dağılım fonksiyonlarında da önemli uygulama alanlarına 

sahiptir. Biz bu çalışmada bu şekilde oluşturulan operatörlerin  türetilmesini ve 

sağladığı bazı özellikleri ele alacağız. Belirtelim ki bu tip genelleştirmeler ile 

yakınsaklık hızı açısından klasik duruma göre daha iyi sonuçlar alınmaktadır. Bunun 

için önce bazı temel tanım ve teoremleri verelim. 

  

1.1. Lineer Pozitif Operatörler 

Tanım 1.1.1. (Operatör)   X  ve Y  lineer normlu fonksiyon uzayları olsunlar. Eğer 

X deki her bir fonksiyona karşılık Y de bir fonksiyon bulunabiliyorsa,  bu durumda 

dönüşümü yapan bağıntıya “operatör” denir. 

    Bir operatör fonksiyonlar kümesini fonksiyonlar kümesine  dönüştürür ve  

operatör genellikle ( )xfL ;   şeklinde gösterilir. 

Tanım1.1.2. (Lineer Operatör)  Bir   ( )xfL ;  operatörü için;   R∈βα ,   ve    

Xgf ∈,    olsun.  Eğer L ; 
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( ) ( ) ( )gLfLgfL βαβα +=+    özelliğini sağlıyorsa operatöre lineer operatör 

denir.  

Tanım 1.1.3.(Pozitif Operatör)  X ve Y lineer normlu fonksiyon uzayları olmak 

üzere YXL →:   operatörünü göz önüne alalım. Eğer X  deki her  0≥f   için 

( ) 0≥fL   oluyor ise L  operatörüne pozitif operatör denir. 

   Pozitif L  operatörlerinin Zk ∈   için bir dizisini oluşturur ve kL  ile gösterirsek 

( )xfLk ;  bir lineer pozitif operatör dizisi olacaktır. 

1.2.Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu 

       x  ,   ( )∞∞− ,   aralığında tanımlanan sürekli rastgele değişken olsun. Aşağıdaki 

koşulları sağlayan ( )xf fonksiyonuna x  rastgele değişkeninin olasılık yoğunluk 

fonksiyonu denir. 

       1. ( ) ∞<<∞−≥ xxf ;0  

       2.  ( )∫
∞

∞−

= 1dxxf  

Teorem 1.2.1. 

∞<<<∞− ba  için  [ ]ba,  aralığında  ölçülebilir ve 1≥p  için  

                                  ∞<∫ dxxf

pb

a

)(  

koşulunu sağlayan fonksiyonlar  uzayına ),( baLp  uzayı denir. Bu uzaylarda norm 

∞≤≤ p1   için  

                                   

pb

a

p

p
dxxff

1

)( 









= ∫  

şeklinde tanımlanır. 
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Teorem 1.2.2.  )(RCX U= olmak üzere RRCU ,)(  de düzgün sürekli reel değerli 

fonksiyonlar sınıfı olsun. kl ,  X  den  ( )RC  ye bir lineer pozitif operatör,  f ; R  den  

R  ye sürekli bir olasılık yoğunluk fonksiyonu, flk  bir sürekli dağılım fonksiyonu, 

ayrıca 0>a  için [ ]aa,−   da 0>ϕ ,  ( ) [ ]aa,sup −⊆ϕ   ve  Rx ∈∀  için 

( ) 1=−∫
+∞

∞−

duuxϕ    olsunlar. O taktirde  

                          ( )∫
−

−=
a

a

k

kk duuxuflxfL ϕ)2)((:);( ;         Zk ∈            

şeklinde tanımlanan kL  operatörü  f  ye uygulandığında R  den R  ye bir sürekli 

dağılım fonksiyonu oluşturur. 

1.3.Süreklilik  Modülü 

   X  integrallenebilen fonksiyonların uzayı ve Xf ∈  olmak üzere  her 0>δ   sayısı 

için  

                           ( ) )()(sup;
1

xftxff
t

−+=
≤δ

δω     

şeklinde tanımlanan  ( )δω ;1 f  ifadesine f nin  süreklilik modülü denir. 

Bu şekilde tanımlanan  süreklilik modülü aşağıdaki  önemli özellikleri sağlar. 

1.   ( ) 0;lim 1
0

=
→

δω
δ

f  

2.   Nm ∈    olmak üzere 

      ( ) ( )δωδω ;; 11 fmmf ≤  

3.    Keyfi bir pozitif λ  reel sayısı için 

        ( ) ( ) ( )δωλλδω ;1; 11 ff +≤  

     Bunların yanında 1ω  süreklilik modülü negatif olmayan monoton artan bir 

fonksiyondur. 
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1.4. Kaynak Özetleri 

    G. Anastassion  ve H. Gonksa [3] bir   makalelerinde tek değişkenli ötelemeyi 

koruyan operatörler için süreklilik modülünün bütün özelliklerini koruduğunu 

göstermişlerdir. Daha sonra tek değişkenli ötelemeyi koruyan operatörlerin 

türevlerinin de ötelemeyi koruduğunu ve bunların da süreklilik modülünün temel 

özelliklerini  koruduğunu  göstermişlerdir[5].  Bu çalışmalar G. Anastassion   ve G. 

Gal’ın kitabında toparlanmıştır.  

         

1.5. Çalışmanın Amacı 

     Çekirdeği negatif olmayan ve bazı monotonluk koşullarını sağlayan integrallere 

singüler integraller diyoruz. Bu tezde genelleştirilmiş singüler integrallerin .i  

dereceden türevlerinin yaklaşım fonksiyonunun süreklilik modülü yardımıyla düzgün 

yakınsaklığı incelenecektir. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde, ötelemeyi koruyan genel integral tipli lineer pozitif operatörler ve 

süreklilik modülü tanımlanacaktır. Ayrıca  bu genelleştirilmiş integral operatörlerin 

.i  basamaktan türevleri alınarak süreklilik modülü ile olan ilişkisi ve fonksiyonun 

özel seçimi durumunda sağladığı eşitlikler gösterilecektir. 

 

2.1. Ötelemeyi Koruyan İntegral Operatörleri 

    kL   integral  operatörleri,  R  üzerinde tanımlı ve konvülüsyon tipli lineer 

pozitif operatörler ve temel integral operatörlerin sonlu lineer kombinasyonu yardımı 

ile oluşturulsun. Biz bu tezde önce tanımlanacak genel integral tipli lineer pozitif 

operatörlerin ötelemeyi koruduğunu, daha sonra da bu operatörlerin .i  türevlerinin 

süreklilik modülünü koruduğunu ve bazı temel özellikleri sağladığını göstereceğiz.  

     )R(C:X U= , R  de düzgün sürekli reel değerli fonksiyonların sınıfı,  )(RC  

R de sürekli fonksiyonlar sınıfı olsun. Xf ∈   için   +∞<);(1 δω f    olacak şekilde   

0>δ  vardır. 

    zkkl ∈}{    pozitif lineer   operatörler dizisinin Rx ∈ , Xf ∈  için 

                           ));2(();(
0

xtflxfl
k

k

−=        

veya     

                           ));2(();(
0

xflxfl
k

k ⋅= −
                                                      (2.1.1) 

şeklinde tanımlanan eşitlikler yardımıyla  )(RC  deki fonksiyonları   )R(C:X U=   

deki fonksiyonlara dönüştürdüğünü kabul edelim. Burada  f  fonksiyonun bağımsız 

değişkenini  diğer değişkenlerle karışmaması için nokta ile göstereceğiz. 
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    Sabit bir 0>a ,  Nm ∈ ,  Zn ∈ , Zr ∈   ve Xf ∈  için 

             ( ) 






 +
≤−

r

nma
fyfufl

2
;);(sup 10 ω                                             (2.1.2)                       

kabul edelim. Ayrıca [ ]aa,, −ϕ    aralığında pozitif reel değerli  Lebesque  ölçülebilir 

ve Rx ∈∀ için 

                ( ) 1=−∫
+∞

∞−

duuxϕ                                                                             (2.1.3)       

özelliğini sağlayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda  

              ( ) 1=∫
+∞

∞−

duuϕ                                                                                    (2.1.4) 

dır. 

         Örneğin: 

  ( )










=

0

cos

:

2

πϕ

x

x            

,

,

          

..yd

x ππ <<−

 

şeklinde tanımlanan bir fonksiyon için 

                  
( )

1
cos

2

=
−

∫
∞

∞−

du
ux

π
      olup 

           ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫∫
+∞

∞−

−

∞−

∞

−

++=
π

π

π

π

ϕϕϕϕ duuduuduuduu  

                           ∫∫∫
∞

−

−

∞−

++=
π

π

π

π

π
duduudu 0cos

1
0

2
 

                          ( )duu∫
−

+=
π

π
π

2cos1
2

11
 

                         

π

π
π

−







+=

2

2sin

2

1 u
u  
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                      ( )








+−−+= ππππ
π

2sin
2

1
2sin

2

1

2

1
 

                     { }π
π

2
2

1
=  

                     =1 

yani 

  ( )∫
+∞

∞−

= 1duuϕ  

olur ki  bu ifade etmek istediğimizdir.   

      zkkL ∈}{    X   üzerinde pozitif lineer bir operatör dizisi olsun.  Bu dizi için 

bir eşitlik 

                        ∫
∞

∞−

−= duuxuflxfL
k

kk )2();(:);( ϕ                                       (2.1.5)          

şeklinde tanımlanabilir. Bu eşitlikte özel olarak  0=k  alınırsa 

                   ( ) ( )duuxuflxfL ∫
∞

∞−

−= ϕ;:);(
00                                              (2.1.6) 

yazabilir.  Ayrıca  Rx ∈∀    için 

                     ( ) ( )duuxuflxfL
k

kk −= ∫
∞

∞−

2;);( ϕ . 

(2.1.1)  eşitsizliğinden 

                                   ( )( ) ( )duuxufl
kk −⋅= ∫

∞

∞−

2;20 ϕ  

                                   )2);2((
0

xfL
kk ⋅= −

 

olur.  Buradan da 

                            ( ) ( )( )xfLxfL
kk

k 2;2,
0

⋅= −
                                                     (2.1.7)  

eşitliği yazılabilir. 
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Tanım 2.1.1. R∈α  için   ( ) ( )αα +⋅=⋅ ff :    olsun.  Eğer  ( ) ( )αα φφ ff =   ise   φ ’ ye 

ötelemeyi koruyan operatör denir. 

Teorem 2.1.1.   Zk ∈∀ ,   Ru ∈ ,  R∈α    (α  sabit)   ve   her   Xf ∈   için 

             ( )( ) ( ) ( )( )αα +⋅=+⋅ −−
uflufl

kkkk
2;22;2

00
                                   (2.1.8) 

oluyorsa,  bu  durumda kL  ötelemeyi koruyan operatördür. 

İspat:  

                      ( ) ( )duuxuflxfL −= ∫
∞

∞−

ϕ)())(( 00  

                                     ( )( ) ( )∫
∞

∞−

−= duuuxfl ϕ
0

 

yazılabilir.  kL    operatörünün (2.1.7) ifadesinin yardımıyla ötelemeyi koruduğu 

aşağıdaki gibi gösterilebilir. 

                   ( )( ) ( ) ( )( )xfLxfLxfL
kk

kk 2;2;;.
0

⋅==+ −

ααα  

                                          ( ) ( )( ) ( )∫
∞

∞−

− −+⋅= duuuxfl
kk ϕα 2;20  

                                         ( ) ( )( )( ) ( )duuuxfl
kkk ϕα∫

∞

∞−

−− −+⋅= 22;2
0                                

olup,  buna  (2.1.8)  ifadesi uygulanırsa 

                ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )∫
∞

∞−

−− +−⋅=+⋅ duuuxflxfL
kkk

k ϕαα 22;2; 0  

                                         ( ) ( )( )( ) ( ) duuuxfl
kk ϕα∫

∞

∞−

− −+⋅= 2;20  

                                        ( ) ( )( ) ( )αα +=+⋅= −
xfLxfL k

kk
;2;2

0
  

elde edilir.  Bu ise 

                            ( ) ( )( )
αα fLfL kk =  
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olması demektir. Yani kL   operatörü ötelemeyi koruyan bir operatördür.  Bu şekilde 

tanımlanan kL   operatörü  süreklilik  modülünü  korur. Bu, bir teorem olarak 

aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

Teorem 2.1.2.    Herhangi bir   Xf ∈ ,  Ru ∈∀ ve Ryx ∈,   için 

                          ( ) ( ) ( )yxfuyfluxfl −≤−−− ;;;
100

ω                                  (2.1.9) 

olsun. Bu durumda 0>δ   için 

                                        ( ) ( )δωδω ;;
11

ffLk ≤                                                  (2.1.10) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: 

(2.1.4), (2.1.6)  ve (2.1.9)    ifadelerini kullanırsak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )duuyyflduuxxflyfLxfL −−−=− ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

ϕϕ ;;;; 0000
 

olup, burada uxu −→    ve     uyu −→    dönüşümü yapılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )duuuyflduuuxflyfLxfL ϕϕ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−−−=− ;;;; 0000
 

                                 ( ) ( ) ( ) duuyfluxflu −−−≤ ∫
∞

∞−

;; 00ϕ  

                                 ( ) ( ) ( )uyfluxflduu
Ru

−−−









≤

∈

∞

∞−

∫ ;;sup 00ϕ  

 ( ) ( )yfLxfL ;;
00

− ( )yxf −≤ ;
1

ω                                                                     (2.1.11) 

sonucunu elde ederiz. kL  operatörü için  (2.1.7)  eşitliğinden ve (2.1.11) 

eşitsizliğinden  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )yfLxfLyfLxfL
kkkk

kk 2;22;2;;
00

⋅−⋅=− −−
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                                   ( )( ) ( )yxfyxf
kk −=−⋅≤ −

;2;2
11

ωω  

bulunur. Bu eşitlikte her iki tarafın  0>δ   için supremumu alınırsa 

                ( ) ( ) ( )yxfyfLxfL
yx

kk
yx

−≤−
≤−≤−

,sup;;sup 1ω
δδ

 

yani  

                                        ( ) ( )δωδω ;;
11

ffLk ≤  

elde edilir. 

Teorem 2.1.3.      Xf ∈  için  (2.1.2)  ifadesinin doğru olduğunu kabul edelim. 

 Bu durumda ZrkZnNm ∈∈∈ +
,,,   için 

              ( ) ( ) 






 +
≤−

+rkk

nma
fxfxfL

2
;; 1ω                                                       (2.1.12) 

dir. 

İspat: 

[ ]aa,−⊂ϕ     olduğundan,    (2.1.3)  ve    (2.1.7)   ifadelerinden  görebiliriz ki   

( ) ( ) ( )( ) ( )( )xfxfLxfxfL
kkkk

k 222;2;
0

−− −⋅=−  

                           ( )( ) ( )( ){ } ( )∫
∞

∞−

−− −−⋅= duuxxfufl
kkkk

222;20 ϕ  

                           ( )( ) ( )( ){ } ( )∫
+

−

−− −−⋅=
ax

ax

kkkk

k

k

duuxxfufl

2

2

0
222;2 ϕ  

                        ( )( ) ( )( ) ( )













−−⋅≤ ∫

+

−

−−

+≤≤−

ax

ax

kkkk

axuax

k

k
kk

duuxxfufl

2

2

0
22

222;2sup ϕ  

yani 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )xfuflxfxfL
kkk

auax
k

kk

22;2sup; 0
22

−−

+≤≤−

−⋅≤− .                       (2.1.13) 

( ) Xfg
k ∈⋅= −

2:   olarak  alalım. Bu  ifade (2.1.12)  ye  sağdan  uygulanırsa 
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( ) ( ) 






 +
≤−

≤−
r

k

axu

nma
gxgugl

k 2
;2;sup

10

2

ω  

                                        ( ) ( )xghxg

r

nma
h

−+=
+

<
2

sup  

                                       ( ) ( )⋅−+⋅= −−

+
<

kk

nma
h

fhf

r

k

22sup

2
2

 

                                      ( ) ( )⋅−+⋅= −−

+
<

+

kk

nma
h

fhf

kr

22sup

2

 

                                      






 +
≤

+rk

nma
f

2
;1ω  

elde edilir.   Buradan da  

            ( ) ( ) 






 +
≤−

+rkk

nma
fxfxfL

2
;; 1ω  

olduğu görülür. 

       Xf ∈  için +∞<);(1 δω f  olacak şekilde 0>δ  vardır. zkkl ∈}{    pozitif lineer   

operatörler dizisi, Rx ∈ , Xf ∈  için 

    ( )RCRClk
′→′ )(:   olmak üzere (2.1.5) ifadesine uux

k →−2  dönüşümü 

uyguladıktan sonra Leibnitz kuralı uygulanırsa 

            ( )duuuxflxfL
k

k

k

k ϕ∫
∞

∞−

−′=′ )2()(2)()(                                                      

elde edilir. Burada  )( ′fLk  ve )( ′flk    sürekli fonksiyonlardır. Buradan  Zk ∈   ve  

Xf ∈ için  kL  operatörünün türevlenebilen bir operatör olduğunu söyleyebiliriz. Bu 

şekilde türev alınarak elde edilen ( )
Zk

i

kL
∈

)(
   Ni ∈    şeklindeki  operatörlerin 

özellikleri bizim bu tezdeki inceleme konumuzu oluşturacaktır. Bu arada dikkat 

etmeliyiz ki   
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)()(
)()( ii

k fLfL ≠ ,    )(
)(

RCf
i∈    

dir. 

Yine Zk ∈  için    kLL =     olsa bile  

 )()(
)()( ii

k fLfL ≠   

dir. 

Şimdi Ni ∈  için   )(
)(

RCf
i∈    ve    )(

)(
RCf u

i ∈  olmak üzere  

  ( ) ∫=
1

0

0 )(: dttufu
f

δ                 Ru ∈                                                           (2.1.14) 

operatörünü tanımlayalım ve bu fonksiyonun Leibnitz kuralı yardımıyla i -kere 

türevini alalım. Bu durumda  

 ∫ ∂

∂
=

1

0

)(

0

)(
))(( dt

u

utf
u

i

i
if

δ  

  ∫=
1

0

)()(

0 )())(( dtutftu
iiif

δ                                                                             

olur.  (2.1.14)  tanımı gereğince  

  ∫=
1

0

)(

0 )()(
)(

dttufu
if

i

δ    

 olacağından 

  )())((
)(

0

)(

0
uu

ifif
δδ ≠    

dir. Yani operatörün fonksiyona uygulanışının türevi ile operatörün fonksiyonun 

türevine uygulanışı ile elde edilen sonuçlar aynı değildirler. Bu özellikleri sağlayacak 

operatörlerin süreklilik modülü koruduğunu bir teorem ile ifade edelim. 

Teorem 2.1.4   Herhangi bir   )(
)(

RCf
i∈   ve )(

)(
RCf U

i ∈ ,   Ni ∈   için  

               ( )( ) ( )( ) ( )yxfuyux
i

ifif
−≤−−− ;

)(

1

)(

0

)(

0 ωδδ                           (2.1.15) 
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eşitsizliği sağlanır. 

İspat:   

( )( ) ( )( ) ∫ ∫ −−−=−−−
1

0

1

0

)()(
)(

0

)(

0 ))(())(( dtuytftdtuxtftuyux
iiii

ifif
δδ         

                                           ( ) ( ){ }dtuytfuxtft
iii

∫ −−−=
1

0

)()(
)()(                                                      

                                           dtuytfuxtft
iii

))(())((
)()(

1

0

−−−≤ ∫ . 

 t  için,  10 ≤≤ t    aralığında supremum alınırsa                  

                                          ∫ −−−≤
≤−

1

0

)()(
)()(sup)( uyfuxfdtt

ii

yx

i

δ

 

                                          ( )yxf
i −≤ ;
)(

1ω    

olur. Dolayısıyla  

       ( )( ) ( )( ) ( )yxfuyux
i

ifif
−≤−−− ;

)(

1

)(

0

)(

0 ωδδ   

elde edilir.  Bu da türev altında süreklilik modülünün korunduğunu gösterir.  

Şimdi de (2.1.1) tanımı gereğince    

                              )(:)(
)2(

0
xx

kff

k

−

= δδ                                                       (2.1.16) 

olarak alalım ve  );( xfDk   operatörünü  

∫
∞

∞−

−= duuxuxfD
kf

kk )2()(:);( ϕδ ,   Rx ∈                                                       (2.1.17) 

olarak tanımlayalım. Bu şekilde tanımlanan  );( xfDk   operatörü için  

                         )2))(2(();(
0

xfDxfD
kk

k ⋅= −
                                            (2.1.18)  

eşitliği sağlanır. Gerçekten de 

(2.1.17)  ifadesinde 0=k  alınırsa  
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∫
∞

∞−

−= duuxuxfD
f

)2()(:);(
0

00 ϕδ  

      ( ) ∫
∞

∞−

−= duuxuxfD
f

)()(;
00

ϕδ                                                                     

 yazılabilir.  Buradan ( ) ( )( )xfD
kk

2;2
0

⋅−
   eşitliğini yazarsak  

       ( )( )( ) ( )
∫
∞

∞−

− −=⋅
−

duuxxfD
kfkk

k

)2(:22
2

00 ϕδ                                                 (2.1.19) 

olur.  Buna göre her Rx ∈  için  (2.1.17) ifadesinde  (2.1.16) yerine yazılırsa  

                   );( xfDk ∫
∞

∞−

−=
−

duuxu
kf

k

)2()(
.)2(

0
ϕδ   

elde edilir. Buradan da  (2.1.19)  ifadesi göz önüne alınırsa                                                                                                                                                        

))2();2(();(
0

xfDxfD
kk

k ⋅= −
       

elde edilir. 

Şimdi );( xfDk  operatörünün i -yinci türevinin de  süreklilik modülünü 

koruduğunu gösterelim. 

Teorem 2.1.5     Herhangi Xf ∈ ,  Ryxu ∈,,  ve  Ni ∈  olmak üzere   herhangi 

0>δ  için              

                        ( )( ) ( )δωδω ;;
)(

1

)(

1

ii

k ffD ≤                                                  (2.1.20) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat : 

İspat için daha önce göstermiş olduğumuz Ryx ∈∀ ,    için   (2.1.15) ifadesinden 

faydalanacağız. 

( )( ) ( )( ) )(

0

)(

0
;;

ii
yfDxfD −  ( )( ) ( )( ) duuyuduuxu

ifif
)()(

)(

0

)(

0
−−−= ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

ϕδϕδ  
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ifadesini hesaplayalım. Bu ifade de uux →−    ve   uuy →−   değişken 

değiştirmeleri yapalım.  Bu durumda  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) duuuyduuuxyfDxfD
ififii

)()(;;
)(

0

)(

0

)(

0

)(

0
ϕδϕδ −−−=− ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

 

                                      ( ) ( )( ) ( )( ) duuyuxu
ifif )(

0

)(

0
−−−≤ ∫

∞

∞−

δδϕ  

                                      ( ) ( ) ( )( )uyuxduu
ii ff

Ryx

−−−≤ ∫
∞

∞−
∈

)()(

00
,

)(sup)( δδϕ     

olur. (2.1.15)  ve (2.1.4)  göz önüne alınırsa  

            ( )( ) ( )( ) );(;;
)(

1

)(

0

)(

0
yxfyfDxfD

iii
−≤− ω   

elde edilir. Bu ise  ( )( ) )(

0
;

i
xfD    operatörünün süreklilik modülünü koruduğunu 

gösterir. Şimdi ( )( ) )(
;

i

k xfD    operatörüne bakalım. Bunun için (2.1.17) kullanılırsa 

( )( ) ( )( ) )()(
;;

i

k

i

k yfDxfD − ( )( ) ( )( ) )(

0

)(

0
2.);2(2.);2(

ikkikk
yfDxfD

−− −=  

                                       ( )( ) ( )( )yfDxfD
kkikikkiki

2.);2(22.);2(2
)(

0

)(

0

−− −=  

                                      )2;.))2((2(
)(

1
yxf

kikki −≤ −ω  

                                      )2.));2((22(
)(

1
yxf

kkikiki −≤ −−ω  

                                      ( )yxf
i −≤ ;
)(

1
ω  

elde  ederiz.  

Her iki tarafın  0>δ  için supremumu alınırsa 

( )( ) ( )( ) );(sup;;sup
)(

1

)()(
yxfyfDxfD

i

yx

i

k

i

k
yx

−≤−
≤−≤−

ω
δδ

     

olur. Yani     

         ( )yxffD
ii

k −≤ ;);(
)(

1

)(

1
ωδω     
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elde edilir. 

 Şimdi Ni ∈   için 

                      )0()(:);(
0

fxfxf +=φ                                                         (2.1.21) 

operatörünü tanımlayalım. Bu operatörün fonksiyona uygulanışının türevi ile 

operatörün fonksiyonun türevine uygulanışı ile elde edilen sonuçlar aynı değildir. 

Gerçekten  

                 )0()(:);(
)()()(

0

iii
fxfxf +=φ         

olur.                                                              

           ( )0f   sabit olduğundan  ( ) 00
)( =i

f   olacaktır. Dolayısıyla  

                  )(:);(
)()(

0
xfxf

ii =φ                                                                                     

olarak elde edilir.  

Görüldüğü gibi  

                );();(
)(

0

)(

0
xfxf

ii φφ ≠                                                                               

olduğu anlaşılır. 

Şimdi bu şekilde  tanımlanan  operatörün süreklilik modülünü koruduğunu 

gösterelim. 

Teorem 2.1.6   Herhangi bir Xf ∈ ,  ( )RCf
ii ∈)(

  ve  her Ru ∈  olmak üzere   

herhangi Ryx ∈,   için 

          ( )( ) ( )( ) ( )yxfuyfuxf
iii

−≤−−− ;;;
)(

1

)(

0

)(

0
ωφφ                   (2.1.22) 

olması  halinde 0>δ  için              

                                            ( )( ) ( )δωδφω ;;
)(

1

)(

01

ii
ff ≤                                                                                 

eşitsizliği sağlanır. 

 



 17 

İspat:  

( )( ) ( )( ) )(

0

)(

0
;;

ii
uyfuxf −−− φφ )()(

)()(
uyfuxf

ii −−−=                                               

                                              )()(sup
)()(

uyfuxf
ii

yx

−−−≤
≤− δ

   

                                              ( )yxf
i −≤ ;
)(

1
ω                                                                          

( )( ) ( )( ) ( )yxfuyfuxf
iii

−≤−−− ;;;
)(

1

)(

0

)(

0
ωφφ  

olur. Buradan 0>δ  için her iki yanın supremumu alınırsa  

                              ( )( ) ( )δωδφω ;;
)(

1

)(

01

ii ff ≤  

olur ki bu da istenilendir. 

      Şimdi de  bu şekilde tanımlanan operatör yardımıyla tanımlanan ( )( )uf
ki

;2
)(

0
⋅−φ    

operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. 

Teorem 2.1.7   Zk ∈∀ ,  Ru ∈α,   ve   her Xf
i ∈)(

  için, (2.1.21)  de tanımlanan 

operatör için 

))(2)))(2((()2)))(2(((
)(

0

)(

0
αφαφ +⋅=+⋅ −−

ufuf
kkikki

    

dir. Yani ( ) )(

0

i
fφ   operatörü ötelemeyi korur. 

İspat: 

(2.1.7) ifadesi göz önüne alınarak  

                   ( ) ( )( ) )()(

0
2;2)2)))(2(((

ikkkki
ufuf ααφ +⋅=+⋅ −−

 

                                                     ( ) ( )( )uf
kkiki −−− +⋅= 2;22

)( α  

                                                     ))(2;2(2
)( α+⋅= −−

uf
kkiki

 

                                                    )(2
)( α+= −

uf
iki

 

                                                    )))(2();2((
)(

0
αφ +⋅= − uf kki

. 
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Yani    

              ))(2);2(()2;2((
)(

0

)(

0
αφαφ +⋅=+⋅ −− ufuf kkikki

  

elde edilir. 

Şimdi de (2.1.21)  ile tanımlanan  operatörün süreklilik modülünü koruduğunu 

gösterelim. Yani  

                       ( ) ( )yxfyxf −≤− ;;
101

ωφω                                                                       

olduğunu gösterelim. Operatörün tanımı gereğince 

( ) ( ))0()()0()()(;();(
00

fuyffuxfuyfuxf +−−+−=−−− φφ  

                                               )()( uyfuxf −−−=   

eşitliği yazılabilir. İki yanın da 0>δ  için supremumu alınırsa; 

   ( ) ( ) ( )yxfuyfuxfuyfuxf
yxyx

−≤−−−≤−−−
≤−≤−

;)()(sup;;sup
100

ωφφ
δδ

                      

                               ( ) ( )yxfyxf −≤− ;;
101

ωφω  

elde edilir. Tanımlanan bu operatörler yardımıyla oluşturulan ve  

                            ( ) ( )( )xfxf
k

k ;2:;
0

⋅= −φφ                                                 (2.1.24) 

eşitliğini sağlayan operatörler olmak üzere, her Rx ∈ , Zk ∈ için  

                    duuxufxf
k

kk )2();(:);( −=Ω ∫
∞

∞−

ϕφ                                        (2.1.25) 

şeklinde tanımlanan kΩ   pozitif lineer operatörü  süreklilik modülünü koruma 

özelliğine ve 
)(i

kΩ , Ni ∈  için ötelemenin tüm özelliklerine sahiptir.  

     
0

τ   operatörünü 

)
2

(:))(( 0

x
fxf =τ                                                                                        (2.1.26) 

olarak tanımlayalım. 
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Şimdi bu operatörün i -kez türevini alalım. 

Operatörün türevi 

                        ( ) ( ) 







=

22

1 )()(

0

x
fxf

i

i

i
τ                                                       (2.1.27) 

olur. Tanım gereğince f  fonksiyonun i -kez türevi alınırsa 

                            )
2

(
)()(

0

x
ff

ii =τ                                                                      

elde edilir. Dolayısıyla  

                          ( ) )(

0

)(

0

ii
ff ττ ≠                                                                         

dir.  

Şimdi bu şekilde tanımlanan operatörün süreklilik modülünü koruduğunu 

gösterelim. 

Yani  

)
2

;(
2

1
);();(

)()(

0

)(

0

yx
fuyfuxf

i

i

ii −
≤−−− ωττ                                     (2.1.28) 

olduğunu gösterelim.  Bunun için   );();(
)(

0

)(

0 uyfuxf
ii

−−− ττ   ifadesinden  

hareket edelim. 








 −
−






 −
=−−−

22

1

22

1
);();(

)()()(

0

)(

0

uy
f

ux
fuyfuxf

i

i

i

i

ii
ττ                         

                                                   














 −
−






 −
=

222

1 )()( uy
f

ux
f

ii

i
   

yazılabilir. Buradan  0>δ   için supremum alırsak; 

                                                 






 −
−






 −
≤

≤− 22
sup

2

1 )()( uy
f

ux
f

ii

yx
i

δ

 

                                                 








 −
≤

2
;

2

1 )(

1

yx
f

i

i
ω    
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elde edilir. Bu ise (2.1.28) in gerçeklendiğini gösterir. 

       kτ   operatörü (2.1.7) ifadesine benzer şekilde  

                                ));2((:);(
0

xfxf
k

k ⋅= −ττ                                            (2.1.29) 

tanımlansın. Bu durumda Rx ∈  için 

                        duuxufxf
k

kk ∫
∞

∞−

−= )2();(:);( ϕττ                                      (2.1.30) 

şeklinde bir operatör tanımlanabilir. Tanımlanan bu yeni operatörün süreklilik 

modülünü koruduğunu bir teorem ile gösterelim. 

 Teorem 2.1.8 

           0>δ  için   (2.1.30)  da tanımlanan kτ  operatörü 









≤

2
;

2

1
);(

)(

1

)(

1

δ
ωδτω i

i

i

k ff                                                                     (2.1.31) 

eşitsizliğini gerçekler. 

İspat 

İspat için (2.1.29) eşitliğinden faydalanalım 

( ) ));2(());2(();(;
)(

0

)(

0

)()(
uyfuxfuyfuxf

kikii

k

i

k −⋅−−⋅=−−− −− ττττ                                                    

                                          ( ) ( ) 














 −
⋅−















 −
⋅= −−

2
;2

2

1

2
;2

2

1 )()( uy
f

ux
f

ki

i

ki

i
           

                                                ( ) ( ) 














 −
⋅−















 −
⋅≤ −−

2
;2

2
;2

2

1 )()( uy
f

ux
f

kiki

i
 

yazılabilir. Her iki yanın 0>δ  için supremumu alırsa; 

( ) ( ) ( ) 














 −
⋅−















 −
⋅≤−−− −−

≤−≤− 2
;2

2
;2sup

2

1
);(;sup

)()()()( uy
f

ux
fuyfuxf

kiki

yx
i

i

k

i

k
yx δδ

ττ
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                                                  ( ) 






 −
⋅≤ −

≤− 2
;2sup

2

1 )( yx
f

ki

yx
i

δ

                                                     

                                                  











 −
⋅≤ −

2
);2(

2

1 )(

1

yx
f

ki

i
ω  

                                                  )
2

;(
2

1 )(

1

δ
ω i

i
f≤   

  sonuç olarak 

                          )
2

;(
2

1
);)((

)(

1

)(

1

δ
ωδτω i

i

i

k ff ≤                                              

eşitsizliği elde edilir ki bu istenilendir. 

2.2. Genel Sonuçlar 

)()(:
)()(

0
RCRCl

ii →   operatörünü göz önüne alalım. Türevlenebilen 

fonksiyonlar sürekli olduğundan )(
)(

RCf
i∈   için   

( )
( )ux

x

fl
i

i

−
∂

∂
−

−

1

0

1

 , 
( )

( )ux
x

fl
i

i

−
∂

∂ 0    

kısmi türevleri x  ve u noktalarında süreklidir. )(
)(

RCf
i∈  olmak üzere    Xf

i ∈)(
 

ve [ ]aa,−⊂ϕ , 0≥ϕ  fonksiyonu sürekli olsun. (2.1.6) ifadesinde,  uxu −→  

değişken değiştirmesi yapılırsa 

                      ∫
∞

∞−

−= duuuxflxfL )();(:);( 00 ϕ  

olur. İntegral  aralığını ϕ ’ nin tanımlı olduğu aralığa indirgersek    

                            ∫
−

−=
a

a

duuuxflxfL )();(:);( 00 ϕ                                             (2.1.32) 

 yazılabilir. 

 ϕ ’nin tanımlı olduğu aralıkta (2.1.32) ile tanımlanan operatörün i -kere türevi 

alınırsa,  Leibnitz   kuralı gereğince  
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                 ( ) ∫
−

−
∂

∂
=

a

a

i

i

i

i

duuux
x

fl
xfL

dx

d
)()(

)(
)( 0

0 ϕ                                     (2.1.33) 

elde edilir.  Yani 
0

L ,  i -defa  türevlenebilen operatördür. 

Benzer şekilde  

                     ∫
−

−=
a

a

k

kk duuuxflxfL )()2;(:);( ϕ    

operatörü için her iki tarafın i -kere türevi alınırsa 

               
( )

∫
−

−
∂

∂
=

a

a

k

i

k

i

ki

i

k

i

duuux
x

fl
x

dx

fLd
)()2(

)(
2)( ϕ                                (2.1.34) 

bulunur. Burada da uux
k →−2   dönüşümü yapılırsa                                             

                    
( )

∫
−

−
∂

∂
=

a

a

k

i

k

i

ki

i

k

i

duuxu
x

fl
x

dx

fLd
)2()(

)(
2)( ϕ  

olur. Şimdi aralık  genişletilirse 

             
( )

∫
∞

∞−

−
∂

∂
= duuxu

x

fl
x

dx

fLd k

i

k

i

ki

i

k

i

)2()(
)(

2)( ϕ    

 elde edilir ki bu da kL  operatörünün i -kere türevlenebilir olduğunu gösterir. Buna 

göre  (2.1.33) ve (2.1.34) göz önüne alındığında kL  operatörünün i - kere 

türevlenebilir bir operatör olduğundan, kL  operatörünün i - kere türevinin değeri 

aşağıdaki gibi hesaplanabilir. (2.1.1) ve (2.1.7) ifadelerinden  

( ) ( )( )( ) )(

0

)(
2;2)(

ikki

k xfLxfL ⋅= −
                                                               

                  ( )( ) ( )
)(

0 2;2

i

kk
duuuxfl 









−⋅= ∫

∞

∞−

− ϕ  

                 ( )( )( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

− −⋅= duuuxfl
kikki ϕ222

)(

0     

yazılır. Burada  uux
k →−2   değişken değiştirilmesi yapılırsa  
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                  ( )( )( ) ( )∫
∞

∞−

− −⋅= duuxufl
kikki

2)(22
)(

0 ϕ  

( ) ( ) ∫
∞

∞−

−= duuxuflxfL
ki

k

kii

k )2()()(2
)()(

ϕ   

eşitliği elde edilir ki bu da gösterilmek istenendir. 

Tanım 2.2.1. )()(
)(:)(

i

k

i

k fLfL =    eşitliğini sağlayan   
)(i

kL  operatörüne  lineer 

operatör  denir. 

 )(
)(

RCf
i∈ ,      Xf

i ∈)(
,      0>α     Nim ∈, , Zrn ∈,  için 

             ( ) 






 +
≤−

≤−
r

iii

yu

nm
fyfufl

2
;);(sup

)(

1

)()(

0

α
ω

α

                                (2.1.35) 

olsun. 

Lemma 2.2.1.    Zk ∈∀ ,   u reel bir değişken,  R∈α     sabit   ve   her   

)(
)(

RCf
i∈ ,    Ni ∈    için 

( )( ) ( ) ( )( )αα +⋅=+⋅ −−
uflufl

kkikki
2;22;2

)(

0

)(

0                                          (2.1.36) 

oluyorsa, 
)(i

kL  ötelemeyi koruyan operatördür. 

İspat:  

     ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−=−= duuuxflduuxuflxfL
iii ϕϕ )()()()(
)(

0

)(

0

)(

0  

yazılabileceğinden  (2.1.7) gereğince  

( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) )(

0

)()(
2;2;;

ikki

k

i

k xfLxfLxfL ⋅==+⋅ −

ααα  

                        ( ) ( )( )( ) ( )∫
∞

∞−

− −+⋅= duuuxfl
ikk ϕα
)(

0
2;2  

elde edilir.  Bu  eşitlikte (2.1.36) uygulanırsa  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )∫
∞

∞−

−− +−⋅=+⋅ duuuxflxfL
kkikkii

k ϕαα 22;22;
)(

0

)(
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                         ( )( ) ( )( ) ( ) duuuxfl
kikki ϕα∫

∞

∞−

− −+⋅= 2;22
)(

0  

                        ( )( ) ( ) ( )αα +=+⋅= −
xfLxfL

i

k

kikki
;2(22

)()(

0
 . 

olur ki buradan 

                                    ( ) ( )( )
αα fLfL

i

k

i

k

)()(
=                                             (2.1.37) 

yazılabilir ve bu da istenendir. 

Teorem 2.2.1.  Herhangi bir    Xf
i ∈)(

,   Ni ∈ , herhangi Ryx ∈,  , her Ru ∈   için  

               ( )( ) ( )( ) ( )yxfuyfluxfl
iii

−≤−−− ;;;
)(

1

)(

0

)(

0 ω                        (2.1.38) 

olsun. Bu durumda  0>δ  için              

                                     ( )( ) ( )δωδω ;;
)(

1

)(

1

ii

k ffL ≤                                      (2.1.39) 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat : 

Ryx ∈∀ ,    için (2.1.38)  eşitsizliğinden faydalanalım. 

( )( ) ( )( ) )(

0

)(

0 ;;
ii

yfLxfL − ( )( ) ( )( ) duuyyflduuxxfl
ii

)(;)(;
)(

0

)(

0
−−−= ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

ϕϕ  

                                    ( )( ) ( )( ) duuuyflduuuxfl
ii

)(;)(;
)(

0

)(

0
ϕϕ −−−= ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

 

                                   ( ) ( )( ) ( )( ) duuyfluxflu
ii

−−−≤ ∫
∞

∞−

;;
)(

0

)(

0ϕ  

                                   ( ) ( ) ( )( )uyfluxflduu
ii

Ryx

−−−≤ ∫
∞

∞−
∈

;);(sup
)(

0

)(

0
,

ϕ  

                                   ( )yxf
i −≤ ;
)(

1ω        

elde edilir. Dolayısıyla  

   ( )( ) ( )( ) );(;;
)(

1

)(

0

)(

0 yxfyfLxfL
iii

−≤− ω   
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eşitsizliği geçerlidir. Şimdi kL  operatörü için bu eşitsizliğin geçerli olduğunu 

görelim. 

( )( ) ( )( )yfLxfL
i

k

i

k ;;
)()(

− ( )( ) ( )( ) )(

0

)(

0 2);2(2);2(
ikkikk

yfLxfL ⋅−⋅= −−
 

                                    ( )( )( ) ( )( )( )yfLxfL
kikkikikki

2;)2(22;)2(2
)(

0

)(

0 ⋅−⋅= −−
 

                                    [ ])2()))2((()2()))2(((2sup
)(

0

)(

0
yfLxfL

kikkikki ⋅−⋅≤ −−
 

                                    ( )yxf
kikki −⋅≤ −

2;))2((2
)(

1
ω  

                                   ( )yxf
kkikiki −⋅≤ −−

2));2((22
)(

1
ω  

                                   ( )yxf
i −≤ ;
)(

1ω  

elde  edilir.  Bu eşitsizliği her iki yanının 0>δ  için supremumu alınırsa 

( )( ) ( )( ) );(sup;;sup
)(

1

)()(
yxfyfLxfL

i

yx

i

k

i

k
yx

−≤−
≤−≤−

ω
δδ

     

                                 ( )yxffL
i

k −≤ ;);(
)(

11
ωδω    

eşitsizliği yazılabilir ki bu da gösterilmek istenendir.  

Teorem 2.2.2. Ni ∈ ,   Ryx ∈∀ , , Ru ∈   olmak üzere 

)!1(
:)(

1

+
=

+

i

x
xg

i

i   şeklinde tanımlanan bir fonksiyon için 

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) kikik

i

kik

i yxuygluxgl
−−− −=−−−⋅ 22222

)(

0

)(

0
                   (2.1.40) 

ve 

( ) ( ) ( ) ( )( )ygxgyxygLxgL
i

i

i

ii

i

ki

i

k

)()()()(
;; −=−=−                                   (2.1.41) 

eşitlikleri sağlanıyorsa , o taktirde 0>δ   için 

                       ( ) ( )δωδω ,),(
)(

1

)(

1

i

ii

i

k ggL =                                                                          

 eşitliği sağlanır. 
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İspat:    

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )duuuxflxfL
kikkii

k ϕ∫
∞

∞−

− −⋅= 222
)(

0

)(
  

operatöründe   igf =   yerine yazılırsa  

        ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )duuuxglxfL
kik

i

kii

k ϕ∫
∞

∞−

− −⋅= 222
)(

0

)(
 

elde edilir. (2.1.41) eşitliği göz önüne alınırsa  

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) )(

0

)(

0

)()(
2;22;2)(

ikk

i

ikk

i

i

ik

i

ik ygLxgLygLxgL ⋅−⋅=− −−
 

                                  ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )ygLxgL
kik

i

kikik

i

ki
222222

)(

0

)(

0
⋅−⋅= −−

 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )






















−⋅−−⋅= ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

−−
duuuyglduuuxgl

kik

i

kik

i

ki ϕϕ 22222
)(

0

)(

0                                                       

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )[ ] ( )duuuygluxgl
kik

i

kik

i

ki ϕ∫
∞

∞−

−− −⋅−−⋅= 22222
)(

0

)(

0

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )[ ]duuygluxglu
kik

i

kik

i

ki

∫
∞

∞−

−− −⋅−−⋅= 22222
)(

0

)(

0ϕ . 

(2.1.40) eşitliğine göre 

       ( ) ( ) ( ) )(
)()(

ygLxgL
i

ik

i

ik − ( ) ( )yxduu
kiki −= −

∞

∞−

∫ 22 ϕ    

                                              ( ) yxyx
kiki −=−= −

22   

elde  edilir. Yani 

( ) ( ) )()()()(
)()()()(

ygxgyxygLxgL
i

i

i

i

i

ik

i

ik −=−=−   

 ( ) ( ) )()()()(
)()()()(

ygxgygLxgL
i

i

i

i

i

ik

i

ik −=−  

yazılabilir. Her iki yanın  0>δ  için supremumu alınırsa 

        ( ) ( ) )()(sup)()(sup
)()()()(

ygxgygLxgL
i

i

i

i
yx

i

ik

i

ik
yx

−=−
<−<− δδ
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                                 ( )( ) ( )δωδω ;;
)(

1

)(

1

i

ii

i

k ggL =  

elde edilir ki bu da istenendir. 

Teorem 2.2.3. )(
)(

RCf
i∈ ,  Nm ∈ ,  

+∈ Zn , Zkr ∈,   , Xf
i ∈)(

 ve Ni ∈ için 

 

             ( ) 






 +
≤−

+kr

iii

k

nm
fxfxfL

2
;);(

)(

1

)()( α
ω                                       (2.1.42) 

 sağlanır. 

 

İspat: 

(2.1.7) gereğince  

 ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )xfxfLxfxfL
kkiikkii

k 222;2)(;
)()(

0

)()( −− −⋅=−  

                                      ( )( )( ) ( ) ( )( )xfxfL
kkikikki

22222
)()(

0

−− −⋅=                                   

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−− −−−⋅= duuxxfduuxufl
kkkikikki

222222
)()(

0 ϕϕ  

[ ( )( )( ) ( ) ( )( ) ] ( ) duuxxfufl
k

x

x

kkiik

k

k

−−⋅= ∫
+

−

−−
2222

2

2

)()(

0
ϕ

α

α

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )













−−⋅≤ ∫

+

−

−−

+≤−

α

ααα

ϕ
x

x

kkkiik

xux

k

k
kk

duuxxfufl

2

2

)()(

0
22

2222sup                 (2.1.43)                         

yazılabilir. ( ) )(2:
)(

RCfg
ik ∈⋅= −

   ve  Xg
i ∈)(

 şeklinde gösterilip bu ifadenin i - 

kez türevi alınırsa   

( )⋅= −− kikii
fg 22

)()(
 

( )⋅= −kiiki
fg 22

)()(
  

 bulunur. Bulunan bu   ifade (2.1.43) eşitsizliğinde yerine yazılırsa   

( )xfxfL
ii

k

)()(
);( − ( )( ) ( ) ( ) ( )xgugl

kikiiki

xu k

−

≤−

−= 222sup
)()(

0

2 α

 

bulunur ve bu ifade de (2.1.35) deki kabul göz önüne alındığında 
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( )xfxfL
ii

k

)()(
);( − ( ) 







 +
≤

r

iki nm
g

2
;2

)(

1

α
ω  

( ) 






 +
⋅= −

r

ki nm
f

2
;2

)(

1

α
ω  

 ( ) 






 +
⋅= −

rk

k
ki nm

f
22

2
;2

)(

1

α
ω  

 ( ) 






 +
⋅=

+

−

kr

kki nm
f

2
2;2

)(

1

α
ω  

 






 +
=

+kr

i nm
f

2
;

)(

1

α
ω .   

Sonuç olarak (2.1.42) eşitsizliği elde edilir ki buda istenendir.  
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

3.1. )(i

kL  Operatörü  İçin Bazı Uygulamalar 

Bu bölümde  
)(i

kL , Ni ∈  sabit,   operatörü için dört operatör örneği vereceğiz. 

Buradaki kl operatörü Yaklaşım teorisinde iyi bilinen ve bizim operatörümüze 

benzeyen özel bir operatördür. Üstelik bunlar olasılık teoride önemli özelliklere 

sahiptir. Bu operatörler şu ana kadar verilen bütün kabulleri gerçekler. Sadece 

( )
ZkkA

∈
 operatöründe  ϕ  çift  fonksiyondur. 

1.                 ( )duuxurxfA
kf

kk ∫
∞

∞−

−= 2)())(( ϕ                                                     (3.1.1) 

operatörünü göz önüne alalım. Burada 

                             ( ) ( )urufl
f

kk =;   olup,  

                  ∫
∞

∞−

−= dtuttfur
kkf

k )2()(2)( ϕ                                                    (3.1.2) 

Ru ∈   noktasında süreklidir. 

2.               ( )∫
∞

∞−

−







= duux

u
fxfB

k

kk 2
2

:))(( ϕ                                                     (3.1.3) 

operatörünü göz önüne alalım. Burada 

                       







=

kk

u
fufl

2
),(                                                                          (3.1.4) 

olup, Ru ∈   noktasında süreklidir. 

3.                ( ) ( )∫
∞

∞−

−= duuxucxfL
kf

kk 2)(:)( ϕ                                                    (3.1.5) 

operatörü için                       
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                      ∫
+−

−

=
)1(2

2

)(2:)(

u

u

kf

k

k

k

dttfuc                                                                    (3.1.6) 

olup, Ru ∈   için 

                      )();( ucufl
f

kk =                                                                      (3.1.7) 

dir. 

4.                     ( )∫
∞

∞−

−=Γ duuxuf
kf

kk 2)(:)( ϕγ                                                    (3.1.8) 

operatörü için RuwNn j ∈≥∈ ,0,    olmak üzere  

                        ∑
=









+=

n

j
kkj

f

k
n

ju
fwu

0 22
:)(γ                                               (3.1.9) 

şeklinde bir fonksiyon olup, 

                              ∑
=

=
n

j

jw
0

1                                                                              (3.1.10) 

olarak alınırsa 

                       )();( uufl
f

kk γ=                                                                   (3.1.11) 

şeklinde yazılabilir. Dolayısıyla  

                  )()(
)()( i

k

i

k fLfL = ;          Zk ∈∀   

                ))((2)(
)()( i

k

kii

k flfl
−=                                                              

olur. 

    (2.1.1) ile gösterilen kl  operatörlerinin sağladığı eşitlik, Zk ∈ , kkkk LBA Γ,,,  

larda bulunan bütün kl  larda aynı anlamdadır. Dolayısıyla  bütün kkkk LBA Γ,,,  için 

(2.1.7) doğrudur. O halde Zk ∈  için  
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)x);(f()x;f(

)x);(f(L)x;f(L

)x);(f(B)x;f(B

)x);(f(A)x;f(A

kk

k

kk

k

kk

k

kk

k

22

22

22

22

0

0

0

0

⋅Γ=Γ

⋅=

⋅=

⋅=

−

−

−

−

                                                                            (3.1.12) 

eşitlikleri geçerlidir. 

 (2.1.33) ve (2.1.34) ifadeleri göz önüne alındığında Ni ∈∀  için (3.1.12) ile 

gösterilen eşitlikler  i -kere türevlenebilirdir. O taktirde aşağıdakiler yazılabilir.  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
.))x);(f(()x()f(

))x);(f(L()x()fL(

))x);(f(B()x()fB(

))x);(f(A()x()fA(

ikki

k

ikki

k

ikki

k

ikki

k

22

22

22

22

0

0

0

0

⋅Γ=Γ

⋅=

⋅=

⋅=

−

−

−

−

                                                                 (3.1.13) 

Bu ifadelerden sonra aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.1.1.   
)()()()(

,,,
i

k

i

k

i

k

i

k LBA Γ     operatörleri ötelemeyi koruyan 

operatörlerdir. 

İspat: 

1.    ϕ  çift bir fonksiyon olmak üzere  kA  nın ötelemeyi koruduğunu göstermek 

için önce )(
0

xr
f

operatörü için (ϕ  çift) ; 

      ∫
∞

∞−

−== dtttxfxflxr
f

)()();()( 00 ϕ ∫
∞

∞−

−= dtxttf )()( ϕ       ,         )(
)(

RCf
i∈   

operatörünün i -kez türevi alınırsa; 

      ( ) ∫
∞

∞−

−= dtttxfxfl
ii

)()();(
)()(

0
ϕ   
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      ( )( )( ) ( )( )∫
∞

∞−

−−− −=⋅ dtttxfxfl
kikiik

)(22;2
)()(

0 ϕ  

elde edilir. 

Öteleme operatörü için; 

 ( )( ) ( )( )( ) ( )
( )i

kki
dtttxfxfl 









+−=+⋅ ∫

∞

∞−

−− ϕαα 2;2
)(

0
 

                                = ( )( )( )( )
( )∫

∞

∞−

− +− dtttxf
ik ϕα2  

                             ( )( ) ( )dtttxf
kiki ϕα∫

∞

∞−

−− +−= 22
)(

  

olduğundan dolayı  

( )( )ufl
kki

2;2
)(

0 α+⋅− ( )( )( ) ( )∫
∞

∞−

− +−= dtttuf
ikk ϕα
)(

22  

                            ( )( )( ) ( )∫
∞

∞−

−− +−= dtttuf
kkiki ϕα222

)(
 

                            ( ) ( )∫
∞

∞−

−− −+= dtttuf
kiki ϕα 22

)(
 

                            ( ) ( )∫
∞

∞−

−−− −+= dtttuf
kkkiki ϕα 2)(222

)(
 

                            [ ]( ) ( )∫
∞

∞−

−− −+= dtttuf
kkiki ϕα )(222

)(
 

                            ( )( ))(2;2
)(

0 α+⋅= −
ufl

kki
 

         ( )( ) ( )( ))(2;22;2
)(

0

)(

0 αα +⋅=+⋅ −−
uflufl

kkikki
                                (3.1.14)                      

elde edilir. Şimdi, kA  operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. Yani, 

( )( ) ( )αα +=+⋅ xfAxfA
i

k

i

k ;;
)()(

 olduğunu gösterelim. 
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( )( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )ikki

k

i

k xfAxfAxfA 2;2;;
0

⋅==+⋅ −

ααα  

                                                      ( )( )( )( )ikk
xfA 2;2

0
α+⋅= −

 

                                                       ( )( )
( )duuxur

k
i

f k

∫
∞

∞−

⋅
−=

−

2)(
)2(

0

.

ϕα  

uxu
k −→ 2  dönüşümü yapılırsa 

( )( ) ( )( )( )
( )duuuxrx;fA

i
k)(f)i(

k

k

∫
∞

∞−

⋅
−=+⋅

−

ϕα α 2
2

0  

                           = ( )( )
( ) ( )duuuxr

k
i

)(fki
k

∫
∞

∞−

⋅
−

−

ϕα 22
2

0  

                           = ( )( )( )( ) ( ) ( )duuuxfl
kikki

∫
∞

∞−

− −+⋅ ϕα 222
0  

                           = ( )( )( )( ) ( )( ) ( )duuuxfl
kkikki

∫
∞

∞−

−− −+⋅ ϕα 2222
0

 

bulunur. (3.1.14) eşitliği kullanılırsa 

( )( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )duuuxflxfA
kkikkii

k ∫
∞

∞−

−− +−⋅=+⋅ ϕαα 2222;
0

)(
 

                                   = ( )( )( )( )
( )( ) ( )duuuxfl

kikki

∫
∞

∞−

− −+⋅ ϕα222
0

 

                                   = 
( )( )( )

( )( ) ( ) duuuxr
k

i
fki

k

∫
∞

∞−

⋅
−+

−

ϕα22
2(

0  

yazılabilir. Burada uux
k →−+ )(2 α  dönüşümü yapılırsa; 

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )duuxurxfA k

i
fkii

k

k

∫
∞

∞−

⋅
−+=+⋅

−

αϕα 22;
2(

0

)(
 

                                   
( ) ( ))2);2((0 α+⋅= −

xfA
kki

 

                                   
( ) ( )( )xfA
i

k ;α+⋅=  
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elde edilir ki, bu da istenendir. 

2.       kB       operatörü için; 

     )();(
0

ufufl =  

operatörünün i -kez türevi alınırsa; 

    ( ) )(;
)()(

0 ufufl
ii

=  

   ( )( )( ) ( )xfxfl
kikiki −−− =⋅ 222

)()(

0 ,    Rx ∈  

elde edilir. 

Öteleme operatörü için; 

   ( )( )( ) ( )αα +=+⋅ −−−
xfxfl

kikiki
222

)()(

0  

olduğundan 

 ( )( ) ( )( )αα +=+⋅ −−−
ufufl

kkikikki
2222;2

)()(

0  

( )( )ufl
kki

2;2
)(

0 α+⋅−
 ( )( ) ( )( )α+⋅= −

ufl
kki

22
)(

0                                                (3.1.15)         

elde  edilir. Şimdi kB  operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. Yani 

( )( ) ( )αα +=+⋅ xfBxfB
i

k

i

k ;;
)()(

 olduğunu gösterelim. Tanım gereği  

( )( )( )( ) ( )( )( )( )ikki

k xfBxfB 2;2;
0

αα +⋅=+⋅ −
 

                             ( )( )( )
( ) duuuxf

ik

∫
∞

∞−

−= ϕ2  

                             
( ) ( ) ( )duuuxf

kiki

∫
∞

∞−

−= ϕ22  

                             ( )( )( )( ) ( )duuuxfl
kikki

∫
∞

∞−

− −+⋅= ϕα 2;22
0                    

yazılabilir. Buna  (3.1.15) uygulanırsa 
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   ( )( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )duuuxflxfB
kkikkii

k ∫
∞

∞−

−− +−⋅=+⋅ ϕαα 22;22;
0

)(
 

                                   = ( )( )( )( )
( )( ) ( )duuuxfl

kikki

∫
∞

∞−

− −+⋅ ϕα2;22 0  

                                   = 
( ) ( )( ) ( )duuuxf

kiki

∫
∞

∞−

−+ ϕα22  

olur. Burada uux
k →−+ )(2 α  dönüşümü yapılırsa; 

( )( ) ( )( ) ( )( )duuxufxfB
kikii

k ∫
∞

∞−

−+=+⋅ αϕα 22;
)(

 

                                   
( ) ( ))2;)2((0 α+⋅= −

xfB
kki

 

                                   
( ) ( )α+= xfB
i

k ;  

elde edilir ki bu da istenendir. 

3.    kL        operatörü için; 

   ( )∫ ∫
+

+==
1 1

0

0 )();(

x

x

dtxtfdttfxfl  

operatörünün i -kez türevi alırsa 

   ( ) ( )dtxtfxfl
ii

∫ +=
1

0

)()(

0 ;  

( )( ) ( )( )∫ +=⋅ −−−
1

0

)()(

0 22;2 dtxtfxfl
kikiki

 

elde edilir. 

Öteleme için; 

( )( ) ( )( )
)(

1

0

)(

0 2;2

i

kki
dtxtfxfl 









++=+⋅ ∫

−− αα                                              
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                       ( )( )∫ ++=
−−

1

0

)(
22 dtxtf

kiki α  

eşitliğinde ux
k

2=    yazılırsa 

( )( ) ( )( ) 









++=+⋅ ∫

−−−

1

0

)()(

0 2222;2 dtutfufl
kkikikki

αα  

                                 ( )∫ ++= −−−
1

0

)(
2222 dtutf

kkkiki α  

                                 [ ]( )∫ ++= −−
1

0

)(
)(222 dtutf

kkiki α                                               

                                 ( )( )α+⋅= −
ufl

kki
2;2

)(

0                                                      

olur. Dolayısıyla genel olarak 

                 ( )( )ufl
kki

2;2
)(

0 α+⋅− ( )( )α+⋅= −
ufl

kki
2;2

)(

0                                    (3.1.16) 

yazılabilir. Şimdi kL  operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. Yani 

( )( ) ( )αα +=+⋅ xfLxfL
i

k

i

k ;;
)()(

 olduğunu gösterelim. (3.1.13) ten hareketle 

( )( )( )( ) ( )( )( )( )ikki

k xfLxfL 2;2;
0

αα +⋅=+⋅ −
 

                             
( )( )( )( )

( )duuxuc
k

i
f k

∫
∞

∞−

⋅
−=

−

2
2

0
ϕα  

                             
( )( )( )( )

( )duuuxc
i

kf k

∫
∞

∞−

⋅
−=

−

ϕα 2
2

0
 

                              
( )( )( )

( ) ( )duuuxc
k

i
fki

k

∫
∞

∞−

−=
−

ϕα 22
.2

0               

bulunur. Bu eşitliğe  (3.1.16) uygulanarak  bir önceki örnekteki işlemler tekrarlanırsa 

   ( )( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )duuuxflxfL kkikkii

k ∫
∞

∞−

−− +−⋅=+⋅ ϕαα 22;22;
0

)(
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                                   = ( )( )( )( )
( )( ) ( )duuuxfl

kikki

∫
∞

∞−

− −+⋅ ϕα2;22 0  

                                   = 
( )( )( )

( )( ) ( )duuuxc
k

i
fki

k

∫
∞

∞−

⋅
−+

−

ϕα22
2

0
 

elde edilir. uux
k →−+ )(2 α  dönüşümü yapılırsa; 

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )duuxucxfL

k
i

fkii

k

k

∫
∞

∞−

−+=+⋅
−

αϕα 22;
.

2

0

)(
 

                                   
( ) ( ))2);2((0 α+⋅= −

xfL
kki

 

                                   
( ) ( )α+= xfL
i

k ;  

bulunur ki bu da istenendir. 

4.         kΓ    operatörü için; 

            ( ) ∑
=









+=

n

j

j
n

j
xfwxfl

0

0 ;     

operatörünün i -kez türevi alınırsa 

            ( ) ∑
=









+=

n

j

i

j

i

n

j
xfwxfl

0

)()(

0
; ,            Rx ∈  

            ( )( ) ∑
=

−−−

















+=⋅

n

j

ki

j

kiki

n

j
xfwxfl

0

)()(

0 22;2  

elde  edilir. 

Öteleme operatörü için 

( )( )
)(

0

)(

0
2;2

i
n

j

k

j

ki

n

j
xfwxfl 


















+







+=+⋅ ∑

=

−− αα  

                       ∑
=

−−









+







+=

n

j

ki

j

ki

n

j
xfw

0

)(
22 α  

eşitliğinde ux
k

2=  dönüşümü yapılırsa 
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( )( ) ∑
=

−−−









+







+=+⋅

n

j

kki

j

kikki

n

j
ufwufl

0

)()(

0 2222;2 αα                                          

                                  ( )∑
=

−−

















++=

n

j

kki

j

ki
u

n

j
fw

0

)(
222 α  

                            ( ) ( )( )α+= −
ufl

kki
2;.2

)(

0                                                    

bulunur. Dolayısıyla genel olarak     Rx ∈   için 

   ( )( ) =+⋅−
ufl

kki
2;2

)(

0 α  ( ) ( )( )α+⋅= −
ufl

kki
2;2

)(

0                                           

elde  edilir. kΓ  operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. Yani 

( )( ) ( )αα +Γ=+⋅Γ xfxf
i

k

i

k ;;
)()(

 olduğunu gösterelim. (3.1.13) ten hareketle 

( )( )( )( ) ( )( )( )( )ikki

k xfxf 2;2;
0

αα +⋅Γ=+⋅Γ −
 

                             
( )( )( )( )

( )duuxu
k

i
f k

∫
∞

∞−

⋅
−=

−

2
2

0
ϕγ α  

                             
( )( )( )( )

( )duuux
i

kf k

∫
∞

∞−

⋅
−=

−

ϕγ α 2
2

0  

                             
( )( )( )

( ) ( ) duuux
k

i
fki

k

∫
∞

∞−

⋅
−=

−

ϕγ α 22
2

0               

yazılabilir. (3.1.17) uygulanarak  önceki işlemler tekrarlanırsa 

   ( )( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )duuuxflxf
kkikkii

k ∫
∞

∞−

−− +−⋅=+Γ ϕαα 22;22;
0

)(
 

                                   = ( )( )( )( )
( )( ) ( )duuuxfl

kikki

∫
∞

∞−

− −+⋅ ϕα2;22
0  

                                   = 
( )( )( )

( )( ) ( )duuux
k

i
fki

k

∫
∞

∞−

⋅
−+

−

ϕαγ 22
2

0  

olur. Burada uux
k →−+ )(2 α  dönüşümü yapılırsa; 
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( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )duuxuxf

k
i

fkii

k

k

∫
∞

∞−

−+=+⋅Γ
−

αϕγα 22;
.

2

0

)(
 

                                   
( ) ( ))2);2((0 α+⋅Γ= −

xf
kki

 

                                   
( ) ( )α+Γ= xf
i

k ;  

elde edilir ki, bu da istenendir. 

 Teorem 3.1.2  )(
)(

RCf
i∈ , Ni ∈  ,   )(

)(
RCXf U

i =∈ ,  0>δ     ve kkkk LBA Γ,,,    

lar  tanımlanan operatörler olmak üzere 

     ( )( ) ( )δωδω ;;
)(

1

)(

1

ii

k ffA ≤  

     ( )( ) ( )δωδω ;;
)(

1

)(

1

ii

k ffB ≤  

     ( )( ) ( )δωδω ;;
)(

1

)(

1

ii

k ffL ≤  

     ( )( ) ( )δωδω ;;
)(

1

)(

1

ii

k ff ≤Γ                                                                      

eşitsizlikleri sağlar. 

İspat: 

1.   kA   operatörü için önce ( )xfl
i

;
)(

0  operatörünün süreklilik modülünü 

koruduğunu gösterelim. 

      ( ) ∫
∞

∞−

−= dtttxfxfl
ii

)()();(
)()(

0
ϕ   için 

( ) ( )uyfluxfl
ii

−−− ;;
)(

0

)(

0 ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−−−−−= dtttuyfdtttuxf
ii ϕϕ )()(

 

                                          ( ( ) ( )) ( )dtttuyftuxf
ii

ϕ∫
∞

∞−

−−−−−= )()(
 

                                          ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−−−−−≤ dtttuxftuxf
ii ϕ)()(
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                                          ( ) ( ) ( )tuyftuxfdtt
ii

ux

−−−−−≤
≤−

∞

∞−

∫
)()(

sup
δ

ϕ  

                                         ( )yxf
i −≤ ;
)(

1
ω   

 yazılabilir. Buna göre kA  lar için 

( )( ) ( )( ) )()(
;;

i

k

i

k uyfAuxfA −−−                

( )( )( ) ( )( )( ) )(

0

)(

0 2);2(2);2(
ikkikk

uyfAuxfA −⋅−−⋅= −−
     

( )( )( )
( )( ) ( )( )( )

( )( )∫∫
∞

∞−

⋅
∞

∞−

⋅
−−−−−=

−−

dvvuyvrdvvuxvr
k

i
)(fk

i
)(f kk

22
2

0

2

0 ϕϕ     

yazılabilir. Burada ( ) vvux
k →−−2     ve    ( ) vvuy

k →−−2  dönüşümleri yapılırsa 

( )( ) ( )( )uyfAuxfA
i

k

i

k −−− ;;
)()(

( )( )( )( )
( )( )( )( )

( )dvvvuyrvuxr
i

k)(f
i

k)(f kk

ϕ∫
∞

∞−

⋅⋅





 −−−−−=

−−

22
2

0

2

0
    

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )dvvvuyrvuxr
k

i
)(fk

i
)(fki

kk

ϕ∫
∞

∞−

⋅⋅





 −−−−−=

−−

222
2

0

2

0
 

( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )[ ] ( )dvvvuy;flvux);(fl
kkikk)i(ki ϕ∫

∞

∞−

−− −−⋅−−−⋅= 22222 00  

( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )[ ] ( )dvvvuyflvuxfl
kkikkiki

yx
∫
∞

∞−

−−

≤−

−−⋅−−−⋅≤ ϕ
δ

2;22);2(2sup 0

)(

0        

)2;))2((2(
)(

1
yxf

kikki −⋅≤ −ω  

)2));2((22(
)(

1
yxf

kkikiki −⋅= −−ω  

( )yxf
i −= ;
)(

1ω  

elde  edilir. Her iki tarafın  0>δ  için supremumu alınırsa 

( )( ) ( )( ) );(sup;;sup
)(

1

)()(
yxfyfAxfA

i

yx

i

k

i

k
yx

−≤−
≤−≤−

ω
δδ
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bulunur. Yani    

  
( ) ( )yxffA

ii

k −≤ ;);(
)(

11
ωδω    

 elde edilir. 

2.   kB   operatörü için önce ( )xfl
i

;
)(

0  operatörünün süreklilik modülünü 

koruduğunu gösterelim. 

    ( ) )(;
)()(

0
ufufl ii

=    olduğundan 

( ) ( )uyfluxfl
ii

−−− ;;
)(

0

)(

0
( ) ( )uyfuxf

ii −−−= )()(
 

                                               ( ) ( )uyfuxf
ii

ux

−−−≤
≤−

)()(
sup

δ

 

                                               ( )yxf
i −≤ ;
)(

1
ω  

yazılabilir. Buradan kB  operatörü için 

( )( ) ( )( ) )()(
;;

i

k

i

k uyfBuxfB −−−  

      ( )( )( ) ( )( )( ) )(

0

)(

0 2);2(2);2(
ikkikk

uyfBuxfB −⋅−−⋅= −−
 

             ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−−−−−= dvvuyvfdvvuxvf
kiki

22 ϕϕ    

olup ( ) vvux
k →−−2     ve    ( ) vvuy

k →−−2  dönüşümleri yapılırsa 

( )( ) ( )( )uyfBuxfB
i

k

i

k −−− ;;
)()(

( )( )( )( )
( )( )( )( )[ ] ( )dvvvuyfvuxf

ikik ϕ∫
∞

∞−

−−−−−= 22      

( )( )( )
( )( ) ( )( )( )

( )( )[ ] ( )dvvvuyfvuxf
kikkikki ϕ∫

∞

∞−

−− −−⋅−−−⋅= 22222  

( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )[ ] ( )dvvvuyflvuxfl
kkikkiki ϕ∫

∞

∞−

−− −−⋅−−−⋅= 2;22);2(2 0

)(

0  
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( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )[ ] ( )dvvvuyflvuxfl
kkikkiki

yx
∫
∞

∞−

−−

≤−

−−⋅−−−⋅≤ ϕ
δ

2;22);2(2sup 0

)(

0        

)2;))2((2(
)(

1
yxf

kikki −⋅≤ −ω  

)2));2((22(
)(

1
yxf

kkikiki −⋅= −−ω  

( )yxf
i −= ;
)(

1ω  

elde  edilir. Her iki tarafın  0>δ  için supremumu alınırsa 

( )( ) ( )( ) );(sup;;sup
)(

1

)()(
yxfyfBxfB

i

yx

i

k

i

k
yx

−≤−
≤−≤−

ω
δδ

  

olur. Yani  

                            
( ) ( )yxffB

ii

k −≤ ;);(
)(

11
ωδω   

 olarak bulunur.    

3.   kL   operatörü için önce ( )xfl
i

;
)(

0  operatörünün süreklilik modülünü 

koruduğunu gösterelim. 

     ( ) ( )dtxtfxfl
i

∫ +=
1

0

)(

0 ;      olduğundan 

( ) ( )uyfluxfl
ii

−−− ;;
)(

0

)(

0 ( ) ( )∫ ∫ −+−−+=
1

0

1

0

)()(
dtuytfdtuxtf

ii
 

                                         ( ( ) ( ))dtuytfuxtf
ii

∫ −+−−+=
1

0

)()(
 

                                         ( ) ( )∫ −+−−+≤
1

0

)()(
dtuxtfuxtf

ii
 

                                         ( ) ( )uytfuxtfdt
ii

ux

−+−−+≤
≤−

∫
)()(

1

0

sup)(
δ

 

                                          ( )yxf i −≤ ;
)(

1
ω  
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yazılabilir. Buradan, kL operatörü için 

( )( ) ( )( ) )()(
;;

i

k

i

k yfLxfL −  

   ( )( )( ) ( )( )( ) )(

0

)(

0 2);2(2);2(
ikkikk

uyfLuxfL −⋅−−⋅= −−
 

   ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( )(2 ) (2 )

0 0
2 2

k ki i
f k f k

c v x u v dv c v y u v dvϕ ϕ
− −

∞ ∞
⋅ ⋅

−∞ −∞

= − − − − −∫ ∫    

yazılabilir. Burada   ( ) vvuxk →−−2  ve ( ) vvuyk →−−2  dönüşümleri yapılırsa 
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elde edilir. 
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  4.   kΓ   operatörü için önce ( )xfl
i

;
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0  operatörünün süreklilik modülünü 

koruduğunu gösterelim. 
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olur. Buradan kΓ  operatörü için  
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)2));2((22(
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1
yxf kkikiki −⋅= −−ω  
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elde  edilir. Her iki tarafın  0>δ  için supremumu alınırsa 
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bulunur.  Buradan   da 
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 elde edilir. 

Teorem 3.1.3. 
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operatöründen faydalanalım. 

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )∫
∞
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olduğu görülür. Buradan hareketle 
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olduğu görülür ki  bu da istenendir. 

        Şimdi (ii) eşitsizliğini göstermek için 
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0
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olur. Bu eşitlikte  uxu
k −= 2   ve uyu k −= 2   dönüşümleri yapılırsa 
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olduğu görülür. Dolayısıyla  
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                                        ( )( )( ) ( )( )( )[ ] ( )duuuyfuxf
ikik ϕ∫

∞

∞−

−−−= 22             

                                        ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )[ ] ( )duuuyfuxf kikkikki ϕ∫
∞

∞−

−− −⋅−−⋅= 22222  

                             ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )[ ] ( )duuuygluxgl k
i

k

i

ikik

i

ki ϕ∫
∞

∞−

−− −⋅−−⋅= 222)2(2
)(

0

)(

0
 

elde edilir. (3.1.19) eşitliğinden  
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olur. (3.1.20) eşitliğinden  

( )( ) ( )( )yfLxfL
i

k

i

k ;;
)()(

− ( ) ( ) yxduuyxkiki −=−= ∫
∞

∞−

− ϕ22  

yazılır. Her iki yanın 0>δ   için supremumu  alınırsa  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )duuyxygLxgL
yx

i

ik

i

ik
yx

∫
∞

∞−≤−≤−

−≤− ϕ
δδ

supsup
)()(

 



 51 

                         ( )( ) ( )yxggL
i

ii

i

k −≤ ;;
)(

1

)(

1
ωδω  

                           ( ) ( )yxffL
ii

k −≤ ;;
)(

1

)(

1
ωδω   

olduğu görülür bu da istenendir. 

      Şimdi (iv) eşitsizliğini göstermek için 

  ( ) ∑
=









+=

n

j

i

j

i

n

j
xfwxfl

0

)()(

0
;    operatöründen faydalanalım. 

( )( )( ) ( ) ∑
=

−−

























+=⋅

n

j

i

k

j

ik

n

j
xfwxfl

0

)(

)(

0 22  

( )( )( ) ( ) ∑
=

−−

























+=⋅

n

j

i

k

ij

ik

i
n

j
xgwxgl

0

)(

)(

0 22  

                      ∑
=

+−








+=

n

j

ik

j
n

j
xw

0

)1(
2  

yazılabilir. Burada uxx k −= 2  ve uyx k −= 2     dönüşümleri  uygulanırsa 

      ( )( )( ) ( ) ∑
=

+−−








+−=−⋅

n

j

kik

j

kik

i
n

j
uxwuxgl

0

)1()(

0
2222  

    ( )( )( ) ( ) ∑
=

+−−








+−=−⋅

n

j

kik

j

kik

i
n

j
uywuygl

0

)1()(

0
2222                               

elde edilir. Bu taktirde  

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )uygluxgl kik

i

kik

i −⋅−−⋅ −−
2222

)(

0

)(

0
  

              ∑∑
=

+−

=

+−








+−−








+−=

n

j

k

j

ik
n

j

k

j

ik

n

j
uyw

n

j
uxw

0

)1(

0

)1(
2222  

              ∑
=

+−








−−−+−=

n

j

kk

j

ik

n

j
uy

n

j
uxw

0

)1(
)2()2(2                         

              ( )∑
=

+− −=
n

j

kkik

j yxw
0

)1(
222  



 52 

              ( )yxkik −= +−
22

)1(
 

              ( )yxki −= −
2                                                                                 (3.1.21) 

olur. Buradan hareketle 
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( ) ( )( )

( ) ( )duuuyux
k

i
gk

i
gki

k
i

k
i ϕγγ∫

∞

∞−

⋅⋅





 −−−=

−−

222
)2(

0

)2(

0  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )[ ] ( )duuuygluxgl k
i

k

i

ikik

i

ki ϕ∫
∞

∞−

−− −⋅−−⋅= 222)2(2
)(

0

)(

0  

elde edilir. (3.1.21) eşitliğinden  

( )( ) ( )( )yfxf
i

k

i

k ;;
)()(

Γ−Γ ( ) ( )duuyxkiki

∫
∞

∞−

− −= ϕ22  

yazılabilir. Her iki yanın 0>δ   için supremumu  alınırsa  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )duuyxygxg
yx

i

ik

i

ik
yx

∫
∞

∞−≤−≤−

−≤Γ−Γ ϕ
δδ

supsup
)()(

 

                         ( )( ) ( )yxgg
i

ii

i

k −≤Γ ;;
)(

1

)(

1 ωδω  

                           ( ) ( )yxff
ii

k −≤Γ ;;
)(

1

)(

1 ωδω   

olduğu görülür ki bu da istenendir.  
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Teorem 3.1.4.   )(
)(

RCf
i∈  , Ni ∈ ,   )(

)(
RCXf U

i =∈      olmak üzere 

  1.   ( ) ( ) 







≤−

−1

)(

1

)()(

2
;;

k

iii

k fxfxfA
α

ω  

  2.   ( ) ( ) 







≤−

k

iii

k fxfxfB
2

;;
)(

1

)()( α
ω  

  3.   ( ) ( ) 






 +
≤−

k

iii

k fxfxfL
2

1
;;

)(

1

)()( α
ω  

  4.    ( ) ( ) 






 +
≤−Γ

k

iii

k fxfxf
2

1
;;

)(

1

)()( α
ω    

eşitsizlikleri geçerlidir. 

İspat: 

1.   kA   ile tanımlanan operatörü göz önüne alıp, aşağıdaki işlemleri yapalım. 

     ( ) ( )yfufl
ii

yu

)()(

0 ;sup −
≤− α

( ) ( ) ( ) ( )dttyfdtttuf
ii

yu

ϕϕ
α

∫∫
∞

∞−

∞

∞−
≤−

−−= )()(
sup  

                                            ( ) ( ) ( )dttyftuf
ii

yu

ϕ
α

)(sup
)()( −−= ∫

∞

∞−
≤−

 

eşitliğinde ttu =−   dönüşümünü yapalım. Bu durumda  

      ( ) ( )yfufl
ii

yu

)()(

0 ;sup −
≤− α

( ) ( ) ( )dttuyftf
ii

yu

−−= ∫
∞

∞−
≤−

ϕ
α

)(sup
)()(

 

                                        ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−≤−

−−≤ dttuyftf ii

yu

ϕ
α

)()(
sup  

                                       ( ) ( )∫
∞

∞−≤−

−−≤ dttuytf
i

yu

ϕω
α

;sup
)(

1  

                                       ( ) ( ) 









−≤ ∫

∞

∞−

dttuf
i ϕαω 2;
)(

1  

                                      ( )αω 2;
)(

1

if=  
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elde  edilir. Şimdi elde edilen 

           ( ) ( ) ( )αω
α

2;;sup
)(

1

)()(

0

iii

yu

fyfufl ≤−
≤−

 

eşitsizliği göz önüne alınarak; 

( )( ) ( )xfxfA
ii

k

)()(
; − ( )( ) ( ) )()(

0 2);2(2);2(
ikkikk

xfxfA ⋅−⋅= −−
      

                                   ( )( )( )
( ) ( )( )( )( ) ( )∫∫

∞

∞−

−

∞

∞−

⋅
−−−=

−

duuxxfduuxur
kikkk

i
f k

2222
)2(

0 ϕϕ  

                                   ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )[ ] ( ) duuxxfufl
kikkik

∫
∞

∞−

−− −−⋅= 222;20 ϕ  

                                   ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )[ ] ( )duuxxfufl

ax

ax

kikkik

k

k

∫
+

−

−− −−⋅≤
2

2

0
222;2 ϕ  

   ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )duuxxfufl

ax

ax

kikkik

axuax

k

k
kk

∫
+

−

−−

−≤≤−

−−⋅≤
2

2

0
22

222;2sup ϕ  

yazılabilir. Burada ( )⋅= −k)i()i(
f:g 2    şeklinde bir fonksiyon olarak tanımlanırsa 

( )( ) ( )xfxfA
ii

k

)()(
; − ( )( )( ) ( )( )( )iki

axuax

xfugl
kk

2;sup
0

22

−=
−≤≤−

 

                                  ( ) ( )( ) 







=⋅=≤

−

−

1

)(

1

)(

1

)(

1
2

;2;22;
k

ikii a
fafag ωωω  

elde edilir. 

2.   kB   ile tanımlanan operatörü  göz önüne alıp, aşağıdaki işlemleri yapalım. 

      ( ) ( )yfufl
ii

yu

)()(

0 ;sup −
≤− α

)()(sup
)()(

yfuf
ii

yu

−=
≤− α

 

                                              ( )yuf
i

yu

−≤
≤−

;sup
)(

1ω
α

 

                                              ( )αω ;
)(

1

if=  

yazılabilir. Dolayısıyla 
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       ( ) ( ) ( )αω
α

;;sup
)(

1

)()(

0

iii

yu

fyfufl ≤−
≤−

 

eşitsizliği göz önüne alınarak; 

( )( ) ( )xfxfB
ii

k

)()(
; − ( )( ) ( ) )()(

0 2);2(2);2(
ikkikk

xfxfB ⋅−⋅= −−
      

                                   ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

−−−= duuxxfduuxuf
kikkki

2222 ϕϕ  

                                   ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )[ ] ( )duuxxfufl
kikkik

∫
∞

∞−

−− −−⋅= 222;20 ϕ  

                                   ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )[ ] ( )duuxxfufl

ax

ax

kikkik

k

k

∫
+

−

−− −−⋅≤
2

2

0
222;2 ϕ  

   ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )duuxxfufl

ax

ax

kikkik

axuax

k

k
kk

∫
+

−

−−

−≤≤−

−−⋅≤
2

2

0
22

222;2sup ϕ  

yazılabilir. Burada ( )⋅= −kii fg 2:
)()(

   şeklinde bir fonksiyon olarak tanımlanırsa 

( )( ) ( )xfxfB
ii

k

)()(
; − ( )( )( ) ( )( )( )iki

axuax

xgugl
kk

2;sup
0

22

−=
−≤≤−

 

                                  ( ) 







=≤

k

ii a
fag

2
;;

)(

1

)(

1 ωω  

elde edilir ki bu da istenilendir. 

3.   kL   operatörü için 

     ( ) ( )yfufl
ii

yu

)()(

0 ;sup −
≤− α

( ) ( )dtyfdttuf
ii

yu
∫∫ −+=

≤−

1

0

)(

1

0

)(
sup

α

 

                                              ( ) ( )( )dtyftuf ii

yu
∫ −+=

≤−

1

0

)()(
sup

α

 

                                              ( ) ( )∫ −+≤
≤−

1

0

)()(
sup dtyftuf

ii

yu α
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                                              ( )∫ −+≤
≤−

1

0

)(

1 ;sup dtytuf
i

yu

ω
α

 

                                              ( )yuf i −+≤ 1;
)(

1
ω  

                                              ( )αω += 1;
)(

1

if  

yazılabilir. Bu durumda 

( ) ( ) ( )αω
α

+≤−
≤−

1;;sup
)(

1

)()(

0

iii

yu

fyfufl    eşitsizlik göz önüne alınarak 

( )( ) ( )xfxfL
ii

k

)()(
; − ( )( ) ( ) )()(

0 2);2(2);2(
ikkikk

xfxfL ⋅−⋅= −−
      

    
( )( )( )( )

( ) ( )( )( )( ) ( )∫∫
∞

∞−

−

∞

∞−

⋅
−−−=

−

duuxxfduuxuc
kikkk

i
f k

2222
2

0 ϕϕ  

    ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )[ ] ( )duuxxfufl
kikkik

∫
∞

∞−

−− −−⋅= 222;20 ϕ  

 ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )[ ] ( )duuxxfufl

ax

ax

kikkik

k

k

∫
+

−

−− −−⋅≤
2

2

0
222;2 ϕ   

( ) ( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )duuxxfufl

ax

ax

kikkik

axuax

k

k
kk

∫
+

−

−−

−≤≤−

−−⋅≤
2

2

0
22

222;2sup ϕ  

elde edilir. Burada da ( )⋅= −kii fg 2:
)()(

   denirse 

( )( ) ( )xfxfL
ii

k

)()(
; − ( )( )( ) ( )( )( )iki

axuax

xgugl
kk

2;sup
0

22

−=
−≤≤−

 

                                  ( ) 






 +
=+≤

k

ii a
fag

2

1
;1;

)(

1

)(

1 ωω  

elde edilir.   

4.   kΓ   operatörü için 

     ( ) ( )yfufl
ii

yu

)()(

0 ;sup −
≤− α

∑
=≤−

−







+=

n

j

ii

j
yu

yf
n

j
ufw

0

)()(
)(sup

α
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                                             ∑ ∑
= =≤−

−







+=

n

j

n

j

i

j

i

j
yu

yfw
n

j
ufw

0 0

)()(
)(sup

α

 

                                             ∑
=≤−

−







+=

n

j

ii

j
yu

yf
n

j
ufw

0

)()(
))((sup

α

 

                                             

















−+≤ ∑

=≤−

n

j

i

j
yu

y
n

j
ufw

0

)(

1 ;sup ω
α

 

                                             ( )yufw
i

n

j

j −+









≤ ∑

=

1;
)(

1

0

ω  

                                             ( )αω +≤ 1;
)(

1

if  

yazılabilir. Elde edilen 

     ( ) ( ) ( )αω
α

+≤−
≤−

1;;sup
)(

1

)()(

0

iii

yu

fyfufl  

eşitsizliği göz önüne alınırsa 

( )( ) ( )xfxf
ii

k

)()(
; −Γ ( )( ) ( ) )()(

0 2);2(2);2(
ikkikk

xfxf ⋅−⋅Γ= −−
      

                                   
( )( )( )( )

( ) ( )( )( )( ) ( )∫∫
∞

∞−

−

∞

∞−

⋅
−−−=

−

duuxxfduuxu
kikkk

i
f k

2222
2

0 ϕϕγ  

                                   ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )[ ] ( )duuxxfufl
kikkik

∫
∞

∞−

−− −−⋅= 222;20 ϕ  

                                   ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )[ ] ( )duuxxfufl

ax

ax

kikkik

k

k

∫
+

−

−− −−⋅≤
2

2

0
222;2 ϕ  

                                ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )duuxxfufl

ax

ax

kikkik

axuax

k

k
kk

∫
+

−

−−

−≤≤−

−−⋅≤
2

2

0
22

222;2sup ϕ  

yazılabilir. Burada da  ( )⋅= −kii fg 2:
)()(

   denirse 

( )( ) ( )xfxf
ii

k

)()(
; −Γ ( )( )( ) ( )( )( )iki

axuax

xgugl
kk

2;sup
0

22

−=
−≤≤−
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                                  ( ) 






 +
=+≤

k

ii a
fag

2

1
;1;

)(

1

)(

1 ωω  

Bu da istenilendir. 

  3.2. 
,

, ,k k k kA B L′ ′ ′ ′Γ  Operatörlerinin Olasılık Yoğunluk Fonksiyonları 

Olduğunun Gösterilmesi 

 

Teorem 3.2.1. (Fubini Diferensiyelleme  Teoremi): 

        )( nf   ,  [ ]ba,    üzerinde  tanımlı,  azalmayan fonksiyonların bir dizisi ve her   

[ ]bax ,∈  için  

                                             ∑
∞

=

=
1

)()(
n

n xfxf        

ise  hemen  hemen  her  [ ]bax ,∈    için 

                                             ∑
∞

=

′=′
1

)()(
n

n xfxf  

dir. 

İspat: 

       )()()( afxfxg nnn −=   denirse 

)( ng    negatif olmayan ve azalmayan fonksiyonların bir dizisi olur. 

           )()()( afxfxg −=    denirse 

g de  negatif olmayan bir fonksiyondur.  

Bu durumda   her [ ]bax ,∈   için 

( ) ( ) ( )[ ]∑∑
∞

=

∞

=

−=
11 n

nn

n

n afxfxg  

                ( )∑ ∑
∞

=

∞

=

−=
1 1

)(
n n

nn afxf  
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                 )()()( xgafxf =−=  

olur. 

Dolayısıyla hemen hemen her x   için 

              )()()()(
11

xfxfxgxg
n

n

n

n
′=′⇔′=′ ∑∑

∞

=

∞

=

 

olacaktır. Şimdi  

               ∑
=

=
k

n

nk gS
1

   

olsun. Her  x  ve [ ]bahx ,∈+   için 

h

xShxS kk )()(
11 ++ −+ ( )

h

xghxg

h

xShxS kkkk )()()(
11 ++ −+

+
−+

=  

olacağından 

( )
h

xghxg

h

xShxS

h

xShxS kkkk )()()()()(
11 −+

≤
−+

≤
−+ ++  

olur.  

 L,2,1=k    için azalmayan  kS  fonksiyonları ve g  nin [ ]ba,   de türevlenemediği 

noktaların kümesi  E  olsun. E  sıfır ölçülü bir kümedir. [ ] Ebax \,∈   için 

                   )()()(
1

xgxSxS kk
′≤′≤′

+  

yazılabilir. 

Bu durumda  ( )( )xS k
′   , [ ] Eba \,   üzerinde  azalmayan  ve sınırlı bir dizidir. 

Dolayısıyla yakınsaktır.  Şu halde  ( )( )xS k
′   bir Cauchy dizisidir. Bunun )(xg ′  

fonksiyonuna  yakınsak olduğunu göstermek için bir alt dizinin )(xg ′   sayısına 

yakınsadığını göstermek yeterlidir. )( kS  yakınsak ve limiti  g  olduğundan,  

)( kS nın,  her bir  Ni ∈  için 
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ik bSbg

i 2

1
)()( <−  

olacak şekilde   bir  
ikS   alt dizisi   vardır. 

Her bir i  için 
ikSg −  fonksiyonları azalmayan fonksiyonlar olduğundan,  her 

[ ]bax ,∈    için 

                  
ik xSxg

i 2

1
)()( <−  

yazılabilir.  

Her   [ ]bax ,∈    için 

( ) ( )( )∑
∞

=

−
1n

k xSxg
i

     serisi,   ∑
=

n

k

k xg
1

)(   ile  aynı özelliklere sahip olduğundan,  

yukarıdaki ispattan, 

                    ( ) ( ) ( )







′−′=

′









−=′ ∑∑

==

n

n

k

n

i

kn xSxgxSxgxT
ii

11

)()()()(  

dizisi [ ] Eb,a \    üzerinde yakınsaktır.  Dolayısıyla  ∑
=

′−′
n

i

k xSxg
i

1

)()(   serisi [ ] Eb,a \  

üzerinde yakınsaktır.  

Yakınsak serinin  genel terimi sıfıra  gideceğinden 

                    [ ] 0)()(lim =′−′
∞→

xSxg
ik

i
 

                     )()(lim xgxS
ik

i

′=′⇒
∞→

 

                    )()(lim xgxS k
k

′=′⇒
∞→

 

                 )()(
1

xgxg
k

k
′=′⇒∑

∞

=

 

elde edilir. 
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Teorem 3.2.2.   )(
1 RCf ∈   olasılık dağılım fonksiyonu ( 0≥′f  sürekli olasılık 

yoğunluk fonksiyonudur.) olmak üzere Zk ∈∀  için 

  
,

, ,k k k kA B L′ ′ ′ ′Γ   sürekli olasılık yoğunluk fonksiyonlarıdır. 

İspat:  

İspatta kolaylık amacıyla operatörler için bazı gösterimleri belirleyelim. 

kA   operatörü için; 

    ( ) 1=′∫
∞

∞−

dttf   olsun. 

    ( )( ) ( ) ( ) )(
0

′−=
′

∫
∞

∞−

dtttxfxr
f

ϕ  

    ( )( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−′=
′

dtttxfxr
f

ϕ0  

                 ( ) ( )∫
∞

∞−

−′= dttxtf ϕ  

olsun. 

kB   operatörü için; 

   ( ) 







=

kk

u
fufB

2
:;  

olmak üzere  0=k   için 

    )();(
0

ufufB =  

    )();(
0

xfxfB =  

   )();(
0

xfxfB ′=′        

olsun.       

kL    operatörü için; 



 62 

   ( ) ( )∫
+−

−

=
)1(2

2

2:

u

u

kf

k

k

k

dttfuc   

 olmak üzere  0=k   için 

   ( ) ( )∫
+

=
)1(

0 :

u

u

f
dttfuc  

   ( ) ( )∫
+

=
)1(

0 :

x

x

f
dttfxc  

   ( ) ( )∫ +=
1

0

0 : dttxfxc
f

 

   ( ) ( )∫ +′=′
1

0

0 :)( dttxfxc
f

 

 olsun. 

kΓ    operatörü için; 

    ∑
=









+=

n

j
kkj

f

k
n

ju
fwu

0 22
:)(γ  

olmak üzere  0=k   için 

    ∑
=









+=

n

j

j

f

n

j
ufwu

0

0 :)(γ  

    ∑
=









+′=′

n

j

j

f

n

j
ufwu

0

0 :))((γ    

olsun. Şimdi sırasıyla ispatı yapalım.  

1.   kA′   operatörü için  (ϕ  çift fonksiyon olmak üzere) 

      ( ) 1=−′∫
∞

∞−

dxtxf    ve    ( ) 1=∫
∞

∞−

dttϕ   olmak üzere bu iki eşitliği taraf tarafa 

çarpalım  
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      ( ) ( ) 



















−′ ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

dttdttxf ϕ ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−










−′= dtdxtxftϕ  

                                               ( )( )dtt∫
∞

∞−

= 1ϕ  

                                              +∞<= 1  

elde edilir.  Yani 

   ( )( ) 0
0

≥
′

xr
f

   dır. Dolayısıyla  

    ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−










−′=

′
dxdtttxfdxxr

f
ϕ0  

                         ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−










−′= dtdxttxf )(ϕ  

                         1=  

dir ki bu da ( )( ) 0
0

≥
′

xr
f

 fonksiyonunun olasılık yoğunluk  fonksiyondur. 

       ( ) 0)()()()(
00

≥−′=′ ∫
∞

∞−

duuuxrxfA
f

ϕ  

operatöründe   Fubini  teoremini kullanalım. 

     ( )duuuxrxfA
f

kk ∫
∞

∞−

−′=′ ϕ)()()()(    

olmak üzere  0=k   için 

      ( )duuuxrxfA
f

∫
∞

∞−

−′=′ ϕ)()()()(
00  

dır. 

    ( ) dxduuuxrdxxfA
f

))()(()()(
00 ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

−′=′ ϕ  
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                            ( ) ( ) ( ) dudxuxru
f

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−










−

′
= 0ϕ   

                           ( ) duu∫
∞

∞−

= 1.ϕ  

                           1=  

elde edilir. 

Yani ( )′fA
0

    olasılık yoğunluk fonksiyonudur. 

2.      )(
0

′fB   operatörü için; 

      ( )∫
∞

∞−

−







= duux

u
fxfB k

kk 2
2

)( ϕ  

olmak üzere  0=k   için 

    ( ) ( )∫
∞

∞−

−= duuxufxfB ϕ)(0  

  ( ) ( )∫
∞

∞−

−′=′ duuxufxfB ϕ))((
0

 

                   ( ) ( )∫
∞

∞−

−′= duuuxf ϕ  

                   ( )′= )(
0

xr
f

 

elde edilir. 

Böylece  ( )′f
r

0
  olasılık  yoğunluk fonksiyonudur. Bu durumda )(

0
′fB  de sürekli 

olasılık yoğunluk fonksiyonudur. 

3.   0
( )L f ′   operatörünün olasılık yoğunluk fonksiyonu olduğunu göstermek  

için; 

    0)( 0 ≥′f
c   



 65 

ve 

   ( ) ( )∫ +′=′
1

0

0 :)( dttxfxc
f

 

olmak üzere 

    ( ) ( ) dxdttxfdxxc
f

)()(

1

0

0 ∫∫∫ +′=′
∞

∞−

∞

∞−

 

yazabiliriz. 

Fubini Teoremi gereğince 

                          ( ) dtdxtxf )(

1

0

∫∫
∞

∞−

+′=  

                         11

1

0

== ∫ dt  

olur. Böylece   )( 0
′f

c  olasılık yoğunluk fonksiyonudur.  

   ( )( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−= duuxucxfL kf

kk 2ϕ  

olmak üzere  0=k   için 

   ( )( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−= duuxucxfL
f

ϕ00  

   ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−′=
′

duuxucxfL
f

ϕ)(
00  

   ( ) ( ) ( ) ( ) dxduuxucdxxfL
f

))(( 00 ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

−′=
′

ϕ  

                            ( ) ( ) dxduuuxc
f

))(( 0∫∫
∞

∞−

∞

∞−

′−= ϕ  

                               ( ) ( )0
( ( ) )

f
c x u u dx duϕ

∞ ∞

−∞ −∞

′= −∫ ∫  
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                                1=  

elde edilir ki buda 
0

( )L f ′  nın olasılık yoğunluk fonksiyonu olduğunu gösterir. 

4.     )(
0

′Γ f   operatörü için; 

       ∑
=









+′=′

n

j

j

f

n

j
ufwu

0

0 :))((γ  

        dx
n

j
xfwdxx

n

j

j

f
)())((

0

0 ∑∫∫
=

∞

∞−

∞

∞−









+′=′γ  

        

















+′=′ ∫∑∫

∞

∞−=

∞

∞−

dx
n

j
xfwdxx

n

j

j

f

0

0 ))((γ  

                                 1=  

     ( )∫
∞

∞−

−=Γ duuxuf
kf

kk 2)(:)( ϕγ  

ve  

    0))(( 0 ≥′u
f

γ  

olmak üzere  0=k   için 

   ( )∫
∞

∞−

−=Γ duuxuf
f

ϕγ )(:)( 00
 

   ( )∫
∞

∞−

−′=′Γ duuxuf
f

ϕγ ))((:)(
00

 

    ( ) ( ) dxduuxudxxf
f

)))((()(
00 ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

−′=′Γ ϕγ  

                             ( ) dxduuux
f

)))((( 0∫∫
∞

∞−

∞

∞−

′−= ϕγ  

                             ( ) dudxuxu
f

)))((( 0∫∫
∞

∞−

∞

∞−

′−= γϕ  



 67 

                            ( ) duu∫
∞

∞−

= 1.ϕ  

                           1=  

elde edilir. Bu durumda )(
0

′Γ f  de  olasılık yoğunluk fonksiyonudur. 

f  bir olasılık yoğunluk  fonksiyon ise ( )⋅−kf 2   de olasılık yoğunluk  

fonksiyondur. Bunun yanı sıra f ′   varsa ve sürekli ise; 

    ( )( ) ( )2 2 2
k k k

f x f x
− − −′

′=   

elde edilir. 

( ).2
kf −

 nın sürekli dağılım fonksiyonu da   ( )⋅−−
.22

' kk f   dır. 

Buna göre   ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0
2 , 2 , 2 , 2

k k k kA f B f L f f− − − −
′ ′ ′′

⋅ ⋅ ⋅ Γ    olasılık 

yoğunluk fonksiyonlarıdırlar.  

Burada  Zk ∈   olmak üzere kkkkk LBAL Γ= ,,,:    ile tanımlanan kL  

operatöründe sırasıyla yerine yazarsak 

  ( )( ) ( )( )( )( )xfLxfL kk

k 2.2
0

−=     

  ( ) ( ) ( )( )( ) ( )xfLxfL kkk

k 2.22
0

′
=

′ −
   

  ( ) ( ) 0≥
′

xfLk         

  ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )xdxfLdxxfL
kkk

k 22.20

′
=

′ −

∞

∞−

∞

∞−

∫∫  

                           1=  

elde  edilir.  Dolayısıyla  

Bu  durumda ( )′fLk    olasılık yoğunluk fonksiyonudur. Dolayısıyla  

kkkkk LBAL Γ′′′′=′ ,,,:    olasılık yoğunluk fonksiyonudur. 
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

   Ötelemeyi koruyan Lineer Pozitif genelleştirilmiş integral operatörlerin 

yaklaşım özellikleri ile bu operatörlerin türevlerinin yaklaşım özellikleri 

karşılaştırıldığında; operatörün i -yinci türevinin yaklaşım hızı, operatörünün 

kendisinin yaklaşım hızına göre daha hızlı olmaktadır. Yani ( );kL f x  operatörü için  

( ) ( )xfL
i

k ;  in yaklaşım hızı 
1

2
k

 kadar daha olmaktadır. Bu durum 3. bölümde özel 

olarak tanımlanan , , ,k k k kA B L G  operatörleri için tek tek incelenmiştir. Bu şekilde 

elde edilen operatörlerin birer Olasılık Yoğunluk fonksiyonu olduğu ve Olasılık 

teoride uygulamalara sahip olduğu anlaşılmaktadır.  
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