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OZET

MEIJER’IN GENELLESTIRILMIS FONKSTYONU

VE ISTATISTIKTE KULLANIMI

ERDUGAN, Funda
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Yrd. Dog. Dr. Sevgi YURT ONCEL

Nisan 2007, 72 sayfa

Bu caligma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde ¢alismanin amaci
ve kullanilan kaynaklar hakkinda ©n bilgiler verilmistir. Ikinci bolimde G
fonksiyonu tanitilarak temel 6zellikleri ve tiirevi ile ilgili baz1 6zellikleri verilmistir.
Uciincii boliimde rasgele degiskenlerin bir fonksiyonunun dagilimi G fonksiyonu
biciminde elde edilmis ve sirali degiskenlerle bazi dagilimlarin karakterizasyonunda
G fonksiyonunun kullanimi iizerinde durulmustur. Dordiincii boliimde G

fonksiyonunun Istatistik teorisinde kullanim1 ve yararlari tartisilmistir.

Anahtar Kelimeler : Meijer’in G fonksiyonu, Rasgele degiskenlerin doniisiimiiniin

dagilimi, Karakterizasyon.



ABSTRACT

THE MEIJER’S GENERALIZED FUNCTIONS

AND USAGE IN STATISTICS

ERDUGAN, Funda
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Deparment of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor :Asst.Prof.Dr. Sevgi YURT ONCEL

April 2007, 72 pages

This study consists of four parts. In the first part, the aim of the study and pre-
information about used sources have given. In the second part G function has been
defined then its some basic and derivative properties have been given. In the third
part, distribution of function random variables has been obtained as a G function
and role of G function on characterization of ordered variables’ distribution has
been mentioned. In the last part, using G function in Statistics theorem and its

benefits have been discussed.

Key Words : Meijer’s G function, Distribution of transformation of random

variables, Characterization.
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Bana arastirma olanagi saglayan ve bu calismanin hazirlanmasi esnasinda
yardimlarini esirgemeyen, Onerileri ile beni yonlendiren danisman hocam,
Saymn Yrd. Dog. Dr. Sevgi YURT ONCEL’e, bir insanin ne kadar miitevazi kisilige
sahip olabilecegini gosteren ve engin bilgisi ile 6rnek aldigim hocam,
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iyelerine, her konuda oldugu gibi tez c¢aligmalarim sirasinda da gosterdigi
desteginden dolay1 degerli arkadasim Sayin Ogr. Gor. Serap YORUBULUT a ve
yardimlarin gordiigiim arkadaslarima, ayrica ¢alismalarim boyunca manevi destegini
benden esirgemeyen esime ve her zaman gosterdikleri anlayis ve desteklerinden

dolayi1 beni yetistiren sevgili aileme, en derin tesekkiirlerimi sunarim.
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1.GIRIS

Bu calismada Meijer (1936) tarafindan ileri siiriilen ve genellestirilmis bir
fonksiyon olan G fonksiyonu tanitilacak ve uygulamalarina deginilecektir. Meijer
tarafindan formiile edildiginden literatirde Meijer’in G fonksiyonu olarak da
gecmektedir. Genellestirilmis fonksiyonlar ile ilgili teoremler 20. yiizyilin ilk
yarisinda gelismeye baslamistir. Barnes (1907) tarafindan kullanilan Gamma

fonksiyonunu izleyen calismalarin sonucunda, ,F, Hipergeometrik fonksiyonu

ortaya konulmustur. G fonksiyonu Hipergeometrik fonksiyonun devami olarak da
calisilmistir. Bu konuda Meijer’in ¢calismalar1 olmasina ragmen 1960’11 yillara kadar
bir durgunluk goriillmiistiir ki bu zaman siirecinde Fox, G fonksiyonunun bir
genellemesi olan H fonksiyonunu Mellin Barnes tipi integral olarak yeniden
tanimlamistir. 60’li yillarin sonuna dogru G ve H fonksiyonu ile ilgili bircok
calisma, bu fonksiyonlarin matematiksel ozellikleri ve integral gosterimleri ile
ilgilidir. 1930’1u yillarda hem MacRobert’in E fonksiyonu hem de Meijer’in G
fonksiyonu ile p>g+1 durumu igin ,F, semboliine anlam verilmeye caligiimistir.

Aslinda E fonksiyonu G fonksiyonunun 6zel bir halidir ve literatirde G

fonksiyonundan daha az taninmaktadir ",

1.1 Kaynak Ozetleri

G fonksiyonu ile ilgili temel kavramlar icin Mathai® *nin “A Handbook of

Generalized Special Functions for Statistical and Physical Sciences”, Andrews (17 >4in
“Special Functions of Mathematics for Engineers” baghkli kitaplarindan

yararlamilmistir.



Siralanmis rasgele degiskenler ile ilgili olarak Ahsanullah"™’1n “Record

)

Statistics”, Kamps(29 ‘m “A Concept of Generalized Order Statistics” baglikli

kitaplarindan yararlanilmistir.

Kompleks Analizi hakkinda temel kavramlar i¢in Karaoglu ®)hun “Fizik ve

(22) »

Miihendislikte Matematik Yontemler”, Idemen'*”’nin “Kompleks Degiskenli

Fonksiyonlar Teorisi”, San®’nin “Kompleks Fonksiyonlar Teorisi”, Baskan(zs) ‘nin
“Kompleks Fonksiyonlar Teorisi”, Spiegelm) ’in - “Laplace  Doniisiimleri”,
Spiegel(24) ’in “Teori ve Problemlerle Ileri Analiz” kitaplarindan ve genel istatistiksel

kavramlar icin Akdi®”’nin “Matematiksel Istatistige Giris”, Oztiirk"" iin
“Matematiksel Istatistik” adli kitaplarindan ve ayrica kaynaklarda belirtilen diger

Ingilizce Tiirkce makale ve kitaplardan faydalanilmstir.

1.2 Calismanin Amaci

Meijer’in G fonksiyonu Matematigin cesitli alanlarinda kullanildig1 gibi 6zel
durumlan Istatistik, Ekonometri, Fizik ve iliskili diger alanlarda da goériilmektedir.
Son zamanlarda calisilan istatistiksel ve fiziksel problemlerde Meijer'in G
fonksiyonuna biiyilkk 6nem verilmektedir. Elemanter ozellikleri ve iyi bilinen
serilerin agiliminda genellesmis Hipergeometrik fonksiyonlarin sonlu toplamlarini
ifade edebilmesi acisindan Fizikte yararli bir fonksiyondur. Bu nedenle G
fonksiyonu sayisal hesaplamalar1 oldukca kolaylastirmaktadir. Rezonans, biten
rezonans, termoniikleer reaksiyon oram icin integrallerin analitik degerlendirilmesi
icin istatistiksel tekniklerden yararlanilmaktadir. Bu teknikler Istatistiksel dagilim

teorisine ve genellestirilmis 6zel fonksiyonlar teorisinin ana kategorilerinden olan

Meijer’in G fonksiyonuna dayanmaktadlr(2’3).



Istatistik teorisinde, rasgele degiskenlerin bir doniisiimiiniin dagilimini
belirleyebilmek 6nemli bir problemdir. Bu problemin ¢oziimiinde kullanilan klasik

tekniklerden biri de olasilik yogunluk fonksiyonu teknigidir.

Samilov ve arkadaslar1(4), olasilik yogunluk fonksiyonu tekniginde
karsilagilan: yeni ek rasgele degiskenler tanimlama, rasgele degiskenler arasinda
birebir doniisiim yapma ve Jakobiyen hesaplama zorluklarindan kurtulabilmek icin

Heaviside ve Dirac genellestirilmis fonksiyonunu kullanmislardir.

Bu calismada rasgele degiskenlerin bir fonksiyonunun dagilimi, Mellin
doniisiimii ve ters Mellin doniistimiinden yararlanarak Meijer’in G fonksiyonu
biciminde elde edilmis ve bu genellestirilmis fonksiyonun rasgele degiskenlerin

dagilim teorisindeki uygulamasi ele alinmigtir.

Istatistikte kullamim alan1 oldukga genis olan sira istatistikleri, rekor degerler
ve bu rasgele degiskenlerin en genel hali olan genellestirilmis sira istatistiklerinin
Oonemi biiyiiktiir. Meijer’in G fonksiyonu yardimiyla siirekli dagilimlarin olasilik
yogunluk fonksiyonlari, dagilim fonksiyonlar1 ve bunlardan yararlanarak momentleri
ifade edilebilmektedir. Ayrica bu c¢alismada, literatirde mevcut olan bazi
karakterizasyon problemlerinin ¢oziimleri ve bu fonksiyonun istatistiksel
problemlerin  ¢6ziimiine  uygulanabilirligi G fonksiyonu  kullanilarak

incelenmektedir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolimde G fonksiyonunun tanimlanmasinda kullanilan bazi temel
kavramlar ve gosterimler ifade edilecektir.

2.1 Temel Tanmimlar

Kompleks say1 kavraminin ortaya ¢ikigi ve benimsenmesi, diger Matematik
kavramlarinda oldugu gibi kolay olmamistir. Reel sayilarin yetersizligi 16. yiizyilin
baslarinda duyulmaya baglanmigti. Ikinci ve iiciincii dereceden denklemlerin

¢cOziimlerini veren acgik formiiller ve bu c¢oziimlerle katsayilar arasindaki iliskiler o

donemde oldukg¢a iyi biliniyor ve kullaniliyordu. Ornegin, x°- 2bx+c= 0

denkleminin kokleri

x,=bxb- ¢ 2.1.1)
formiilii ile hesaplaniyor ve

x+x,=2b, xx,=c (2.1.2)
oldugu da biliniyordu. Ancak, biitiin bu sdylenenler »°> ¢ icin anlamliydi. b*> < c
oldugunda (2.1.1) esitligi anlamim yitiriyordu. (2.1.1) esitligi ile verilen fakat b” < ¢
durumunda reel eksende gosterilemeyen x, ve x, bu hale ait ¢dziimler olarak kabul
edilecek olursa (2.1.2) esitligindeki teoremler yine gecerli kalmaktadirlar. Boyle bir

kabul gercekte bir say1 olmayan +- 1 degerini de bir say1 gibi diisiinmek ve bunun

izerinde cebirin biitiin kurallarim1 uygulamak fikrini de beraberinde getirdi. 17. ve

18. ylizy1l Matematikcileri a+ ~- 10 seklindeki ifadelere toplama, ¢arpma, bolme,
kuvvet alma gibi islemleri uygulayarak vardiklar1 sonuclarda hicbir celiskiye

diismediklerini gormiislerdir. 1707-1783 yillar1 arasinda yasayan Euler, artik cok



kullanilmakta bulunan - 1’in gercek bir sayr olmadigini vurgulamak icin buna
imaginaire say1 adini vermis ve i ile gostermistir. Bundan sonra a+ ib seklinde
yazilan ifadeler de kompleks say1 olarak adlandirilmaya baslanmistir. 19. yiizyilda
ise kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisi hizla gelismis ve reel fonksiyonlar
teorisinin cevap veremedigi sorulara cevap vermistir. Ornegin, reel diisiiniilen x

sayisinin her degeri igin

I -1Ux
e, x1 0

f(X)zi 0 , x=0

formiilii ile tanimlanan fonksiyon her yerde siireklidir ve her mertebeden siirekli
tiirevlere sahiptir. Bu nedenle, bu fonksiyonun her noktada Taylor serisine a¢ilimini
disinmek ve bu seriler bakimindan noktalarin birbirinin ayni1 davranislar
gostermesini beklemek cok dogaldir. Ancak x=0 noktasinda fonksiyon ve biitiin
tiirevleri sifirdir. Bu ise x=0 noktasi civarinda f (x)=0 oldugu izlenimini verir ve
gercekle celigir. Reel fonksiyonlar teorisi ile kolayca aciklanmas1 miimkiin olmayan
bu durum kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinde ¢ok basit bir aciklamaya
sahiptir: x =0 noktas1 fonksiyonun bir esas tekil noktasidir ve dolayisiyla bunun

. . .. 22
civarinda ancak bir Laurent acilimi s6z konusudur * .

x ve y reel sayilar olmak iizere, x+iy seklinde yazilan her (x,y) reel say1
ciftine bir kompleks say1 ad1 verilir. x s6z konusu kompleks sayisinin reel kismi, y
de sanal kismidir. z=(x,y) kompleks sayilari ile xy diizleminin (x,y) noktalari

bire-bir olarak eslesir. Farkli noktalara, farkli sayilarin geldigi agiktir. Boylece
diizlemin noktalar1 ile kompleks sayilarin kiimesi arasinda bire bir esleme kurulmusg
olur. Noktalar1 kompleks sayilara karsi getirilen diizleme kompleks diizlem adi

verilir.



Tamm 2.1.1: [a,b]l | olmak iizere

g:la,pI® £
r ® g(t)=f1(t)+ lfz(t)

seklindeki siirekli bir fonksiyona kompleks diizlemde bir egri denir. g(a)i £

noktasma g egrisinin baslangic, g(b)I £ noktasmna da bitis noktas: denir. Eger her
t1 (a,b) icin f,(t).f,(t) tiirevleri var ve g (t)=f (t)+ if ,(t)' O ise g egrisine
diizgiindiir (regiilerdir) denir. Diizgiin egrinin her noktasindan yalnizca bir tek teget
gecer. Eger g1 £ egrisi icin g(a)= g (b) ise egriye kapali egri ve her #,,¢,1 (a,b)
icin #,1 ¢, oldugunda g (r,)' g(z,) oluyorsa egriye basit egri denir. Bir egri diizgiin
olmadig halde diizgiin egrilerin bir toplami seklinde de ifade edilebilir. U¢ noktalar

A ve B olan y egrisini n parcaya bodlen z,,z,, -+, z, noktalari ele alinsin (z,=A ve
z, =B). Verilen bir f(z) fonksiyonu i¢in

s,=f(z)Az+ f(2,) Az, ++ f(2,)Az,, (Az,=2,-72,)
toplamini olusturalim. n sayisi arttikca Az, ifadesi mutlak degerce kiigiiliir. Sonunda
n — o limiti alindiginda, bu limit degere f(z) fonksiyonunun kompleks diizlemde

bir diizgiin ¥ egrisi boyunca kompleks integrali denir ve

lim Y f (5,85, = [ £ (<)e:
k=1 ¥

B
seklinde ifade edilir. Bu integral J f(z)dz veya I f (z)dz olarak da gosterilir.
AB A

Kompleks diizlemde basit olmayan bir g egrisi iizerinden alinan integraller

biiylik onem tasirlar.



Tanm 2.1.2:

g:la,b® £

_ egrisi verilsin. Bu durumda g4t)= g(a+ b- 1),
t®g)=rf O+,

af t£ b egrisine g (z) nin ters yonde yonlendirilmisi denir.

g ile gc’nm baslangi¢c ve bitis noktalar yer degistirmistir. Kapali egrilerin
yonlendirilmesinde saat yonii negatif; saatin tersi yoniindeki yon de pozitif yon

olarak kabul edilir. Pozitif yonde kapali bir egri boyunca bir egrisel integral

0 / (z)dz olarak ifade edilir.

8

Tamm  2.1.3: z,ell herhangi  bir  sabit nokta  olmak iizere
D(z,.€)={zel :|z—z,| <€} agik diskine z, noktasmin & komsuluu denir.
Ayrica  D(z,.€)—{z,} ={z€l :0<|z—z,|<&} kiimesine de z, noktasin &

delinmis komsulugu ad1 verilir.

Tamm 2.1.4: Kompleks diizlemde z degiskeni, herhangi bir yol ile z, noktasina

f(Z)_f(Zo)

Z_Z()

yaklastig1 zaman oraninin z ® z, icin bir limiti varsa bu limite f

= f'(zo)

: C . ) zZ)- Z
fonksiyonunun z =gz, noktasindaki tiirevi denir ve lim —f( > f&)
@5 <= %

seklinde ifade edilir.

Tamm 2.1.5: D c[] olmak iizere f(z) fonksiyonu verilsin. Eger f(z), z,€ D
noktasinin bir D(zo,e):{ze 0 :|z—zo|<8} komgulugundaki her noktada tiireve

sahip ise f(z) fonksiyonu z, noktasinda analitiktir (holomorftur) denir



Teorem 2.1.1: Bir f(z) fonksiyonu kapali bir y egrisi iizerinde ve bunun

cevreledigi D bolgesinde analitik ise,

mf(z)dz =0
dir.

Bu teorem Cauchy teoremi olarak adlandirilir. Ancak bir f analitik

fonksiyonunun kapali egri icerisinde aykirt noktalar1 bulunuyorsa, bu egri iizerinden
alman integralin degeri sifir olmayabilir. Gergekte bu integralin degeri, fonksiyonun

ayrik aykiri noktalardaki rezidiileri toplaminin 27i katidir. Cauchy teoreminin bir
sonucu olarak eger f(z) fonksiyonu, basit baglantilh bir D bélgesinde ve D nin ¥

smirinda analitikse bu takdirde z,,z € D noktalarim birlestiren ve tamamen D ’nin

i¢inde kalan egriler boyunca f (z) nin O f (z)dz integrali yoldan bagimsizdir.

20

Tamm 2.1.6: f(z) fonksiyonu bir z,€[] sabit noktasiun en az bir delinmis

komsulugunda analitik fakat z, noktasinda analitik degilse z,’a f(z) ’nin ayrik

aykir1 noktasi denir.

Eger z,, f(z)'nin bir ayrk aykin noktast ise f(z) fonksiyonu

0< |z - zo| <R esitsizligini saglayan bir halkasal bolgedeki her z icin

oo

f(2)=2a,(z=z)

= @2.1.1)
="'+a—2(Z_Z())_2+a—1(z_z())_l+ao+a1(z_zo)+a2(Z_Z())2+"'

seklinde bir Laurent serisine agilabilir.



Tammm 2.1.7: Eger (2.1.1) a¢ilimindaki negatif indisli terimlerin tiimi sifirsa z,
noktasina f(z) nin kaldirilabilir ayrik aykiri noktasi; negatif indisli katsayilardan
sonlu tanesi sifirdan farkli digerleri sifir ise z,’a f (z) nin bir kutup noktasi; negatif

indisli terimlerden sonsuz ¢okluktaki sifirdan farkli ise z,’a f(z) ’nin bir esas aykirt
noktasidir denir.

Tamm 2.1.8: (2.1.1) agihmindaki @, Kkatsayisina f(z)’nin z, noktasindaki
rezidiisii denir ve Rez(f,z,) seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.2: Bir f(z) fonksiyonu y egrisi iginde bir a noktast harig, her yerde

analitik ise, fonksiyonun bu a noktasindaki rezidiisii Rezf (a) = %m f(z)dz dur.
V1)
/4

Buradan,

e Rezidii degeri g egrisinin se¢imine bagl degildir. Fonksiyon a noktas1 hari¢
her yerde analitik oldugundan egrinin sekli degistirilse de integralin degeri
ayn kalir.

¢ Fonksiyonun analitik oldugu bir noktada rezidiisii sifirdir. Bu, Cauchy
teoreminin bir sonucudur.

Rezidii kavrami, hesaplanmasi ¢ok zor olan belli tipten kompleks egrisel

integraller ve bazi genellestirilmis reel integrallerin hesaplanmasinda biiyiik

kolayliklar saglar.

Teorem 2.1.3: Bir f(z) fonksiyonu kapali bir y egrisi icindeki g,a,,:-,a

n

noktalarinda  aynk  singiilerlige  sahip  diger yerlerde analitik ise,

£ (e)z = 2ﬁiZn:Rezf(aj) dir.



Tammm 2.1.9: () ifadesinin reel kismi R() olmak iizere, R(z)> 0 igin
(2)'

G(z)= ot 'e”'dt bagmtisiyla tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir

zelo

G(n)= (n- D, G(n)= (n- DG(@n- 1), G§2 Jp gamma fonksiyonunun
1 1 c+ ¥
temel ozelliklerinden bazilaridir. Ayrica —— G( ) py O e't *dt, ¢> 0, R(z)> 0 dur.
z) 2pi

I'(z)=~27z7"?¢* Stirling formiilinden I'(z) nin yaklasik degeri bulunabilir.

[(z+n)

[T(z+i-1)

i=1

Yeterince biiyiik n ve kesirli @ degeri i¢in ise I'(z)= formiilu

kullanilir.

2.1.1. Rezidii Hesaplama Teknikleri:

Bir analitik f(z) fonksiyonunun singiiler noktalarindaki rezidiileri cesitli
yollardan hesaplanabilir. Simdi bu hesaplama tekniklerini verelim:

1) Eger a, f(z)’nin 1. inci mertebeden kutup noktas ise,
Rezf (a)= [i_r)n(z—a)f(z)
dir.

2) z=a noktasi m. inci dereceden kutup noktasi ise,

Rezf (a) :lim;i_l
e (m=1)dz™

{z=a)" £(2)}

dir.

3) f(z) fonksiyonunun z=a noktasindaki Laurent A¢ilimi



Il
H

2+ L +e,+c (z—a)+c,(z—a) +--

(z—a)” (z-a)
olsun. Bu durumda Laurent serisi agilimindaki, 1/(z—a) teriminin katsayisi yani c |
f (z) 'nin a noktasindaki rezidiisii olur.

Simdi bazi1 6rnekler verelim:

Ornek 2.1.1.1: f(z) :+ fonksiyonu z=3 noktasinda ikinci
(z=3) (z+1)

mertebeden ve z =—1 noktasinda birinci mertebeden bir kutup noktasina sahiptir.

Ornek 2.1.1.2:
2z+3 . L o
a. f(z2)=5 2 fonksiyonunun birinci mertebeden kutup noktalarindaki rezidiileri,
22—

Rezf(2)=1i§21(z_2){ 27+3 }: 7

(z-2)(z+2)| 4

b. f(z)=— =3 ~ fonksiyonu z=-5 noktasinda birinci mertebeden ve z=0

noktasinda ikinci mertebeden kutba sahiptir. Boylece

. z-3 | _ . z-3 -8 _
}HE(Z”){m}—}HE?—Z—s > %=

— 5—(z-3
hmli ZZZZ—3 :hmﬁ—(zz)zi . 7,=0
=011 dz Z (z+5) 20 (Z+5) 25



dir.

zt

(z-2)

¢ f(z)=

fonksiyonu z =2 noktasinda iiclincii mertebeden kutup’a sahip

olup bu noktadaki rezidi,

dir.
d. f (z)=( ; < )2 fonksiyonunun z=-i ve z=1i kutup noktalarindaki rezidiileri
7 +1
ise
iml 4 (z+i) —— —tim L] = =0, zy=—i
-1l dz (Z2+1) =-i dz (Z_i)
TROMLIILLAD Y PR CONE S TS S GO
=i 11 dz (Z2+1) =i dz (Z+i)
dur.

zt

e. f(z)= « fonksiyonu z, =3 noktasinda ikinci mertebeden kutba sahiptir ve

(c-3)

bu noktadaki rezidiisi

. d . It zt 12 t
lzlmd—{(z—3)2 ze }zl}g(e"+zte")=e3+3te3 . Z,=3

dir.



2.2 Baz1 Gamma Carpimlarmin Ters Mellin Doniisiimleri

oo

f(z)= sz_l (x)dx ifadesi f(x) fonksiyonunun Mellin doniisiimii ve

x=0

f (x):% xlf(z)dz ifadesi ise f(p) fonksiyonunun ters Mellin
T oo
¥

f (xsz' 'dx integrali z> 0 icin smirh ise f (z) doniigiimii vardur.

dontigimidir. ¢
0

¢> z i¢in ise f(x) fonksiyonunun tersi alinabilir. Burada z Mellin doniisiimiiniin
kompleks degiskenidir.

G fonksiyonunun tanimlanmasinda kullanilan bazit Gamma fonksiyonlarinin

carpimlarinin ters Mellin doniisiimleri

| HF(Z?]H—S)HF(I—Q]—S) .
Gl(z):TI L ’p Zds; (2.2.1)
le H F(l—bj—s) H F(a] +s)
j=m+1 j=n+1
f[r(bj—s) ] I(1-a,+s)
Gz(Z):%f = — Z'ds; (2.2.2)
L, [T T(-6,+5) [T T(a, -5)
e +9)IIr(-a,-5) S
G3(Z)=TI - — Z'ds; (2.2.3)
L T r(1-b,-5) [] T(a,+s5)
J=m+l j=n+l
| Iﬁr(bj—s) :F(l—a]+s)
G, ()= [ / Z'ds (2.2.4)




bicimindedir.

Burada i=+~1 olmak iizere L,L,.L,.L,; G,(z),G,(z),G,(z) ve G,(z)
icin tanimlanmis uygun kapali egrilerdir. Genel tanim ve kosullar1 vermeden Once
Gj (z), j=1,2,3,4"nin 6zellikleri: s yerine —s yazilirsa (2.2.2) esitliginden (2.2.1)

esitligi ve tersi de elde edilebilir. Béylece tim z#0 icin G, (z)=G,(z) olur.

= (lj , z#0 oldugu icin G, (z) de G, (lj ’ye esittir ve aym sekilde G, (z)’de
z z

1
G, (—j ‘ye esittir. Dolayisiyla yukarnidaki tim bagmtilar gbéz Oniine alindiginda
Z

z#0 ig¢in

esitlikleri yazilabilir. Hangi Gamma fonksiyonundan yola cikilarak rezidii toplamlari
hesaplanirsa hesaplansin G, (z),G, (z).G,(z) ve G,(z) fonksiyonlarindan yalnizca

birisinin ele alinmas1 yeterlidir.

Uygulamalarin cogunda G fonksiyonunun gosterimi ters Mellin doniisiimii

gibi verilmektedir.



2.3 G Fonksiyonu

Tamm 2.3.1: i =~/—1 , z#0 ve L, £ *de kapali uygun bir egri olmak iizere

ﬁr(bj+s)ﬁf(l—aj—s)
G’"’"[z al,m,a”J:L =l = 7"'ds (2.3.1D
vl Sy b | 27 o2 z -
10002 L Hf‘(l—bj—s)HF(aj+S)
J=m+l J=n+l

seklinde tanimlanan fonksiyona Meijer’in G fonksiyonu denir ve

Gm,n al e ap - Gm,n
pa| % b b =Uq|
1oy

ifadelerinden birisi ile gosterilir.

Burada 0<m<gq, 0<n<p dir ve —bj—vil—ak+/1, j=12,---,m;

k=12,---,n; v, 1=0,1,--- olmak iizere a,,---,a, ve bl,---,bq parametreleri

p

F(bj +s) ‘nin kutup noktalart olmayan ancak I'(1—a,—s) nin kutup noktalari

olabilen kompleks sayilardir.

2.3.1 G Fonksiyonu Icin Varlik Kosullari

G fonksiyonu, ya j=1,2,---,m icin F(bj+s) ’in kutup noktalar1 ya da

k=1,2,---,n igin T'(1—a, —s)’in kutup noktalar1 yardimiyla hesaplanmaktadir. Bu
nedenle, Yol 2 ve Yol 3’lin tanim ile birlikte G fonksiyonu icin varlik kosullar
asagidaki gibidir.

i) g1, g>p : z#0 olantim z’ler icin G(z) mevcuttur,

i) =1, g=p : |z|<I icin G(z) mevcuttur,

iii) p>1, p>gq : z#0 olan tim z ’lerigin G(z) mevcuttur,



iv) p21,g=p: |Z|>1 icin G(z) mevcuttur.
(i) ve (ii) durumlarinda G(Z) , j=12,---,m icin F(b ; +s) ’in kutup noktalarindaki
rezidiileri ~ toplamindan ve  (iii) ile (iv) durumlarinda ise  G(z),
F(l —-a, — s) ,k =1,2,---,n’in kutup noktalarindaki rezidiileri toplamindan elde edilir.
Yol 1 durumunda F(bj +s) veya I'(1—a, —s)’in kutup noktalarindaki rezidii

toplamlarindan G fonksiyonu elde edilmektedir.

2.3.2 Kapal Egrinin Cesitleri

(2.3.1) esitliginde yer alan L egrisinin farkli secenekleri mevcuttur. Bu
kesimde L ’nin seciminin, ilgilenilen G fonksiyonunun hesaplanmasi icin nemli
olmadig1, L ’nin ii¢ temel yol se¢cimi ile gosterilecektir.

Yol 1:

L’nin yonii c—ico’dan c+ico’a dogru ise I'(1-a, —s),(k=1,2,---,n)’in kutup
noktalart s=1-a, +A, k=12,,mA=0,1- ve T(b,+s),(j=12,m)n
kutup noktalar1 ise s = —bj -v, j=L2,---,m;v=0,1,--- dir.

Yol 2:

L kapali egrisi iizerinde pozitif yonde ilerlenerek —oo’dan baslayip yine —eoo’a
gelindiginde sadece F(bj+s), j=12,---,m’in kutup noktalar1 mevcuttur. Eger
g21ise, g> p oldufunda tim z ’ler icin veya p =g oldugunda |z|<1 igin (2.3.1)

esitligi ile verilen integral yakinsaktir.



Yol 3:

L kapali egrisi iizerinde negatif yonde ilerlenerek oo’dan baslayip yine oo’a
gelindiginde sadece k =1,2,---,n i¢in ['(1-a, —s)’in kutup noktalari mevcuttur.
Eger p=>1 ise, p>g oldugunda tiim z’ler i¢in veya p =g oldugunda |z| >1 icin

(2.3.1) esitligi ile verilen integral yakinsaktir.

Simdiye kadar ortaya konulan bilgileri bir 6rnek iizerinde gosterelim:

Ornek 2.3.1:
G(l)f (z OJ fonksiyonu icin (2.3.1) esitliginden
G|z L [(s)zds m=1,n=0,p=0, g=1
0,1 O 271'[ ) s s )

ve g=1>p=0 dir.

Her z i¢in Yol 1 ve Yol 2’nin her ikisi de anlamhidir ve G(l):f(z

)

fonksiyonu I'(s)z™*’in kutup noktalarindaki rezidiilerin toplamindan elde edilebilir.
F(s) ‘in v=0,1,2,--- i¢in s =—v kutup noktalarindaki rezidiisii R, olmak iizere

R =lim(s+v)[(s)z™

s—>=v

L (s+v)(s+v—1)...(s) N
_YILIE (s+v—1)...(s) F(S)Z

. F(s+v+l)
=lim ———
s> (s+v=1)...(s)

)

Z

ve



1,0
G(),l (Z

dir. Yani e ifadesi G fonksiyona bagli olarak G (z

OJ: ;R‘, =e

Oj seklinde yazilabilir.

2.4 G Fonksiyonunun Baz1 Temel Ozellikleri

Bu kesimde G fonksiyonuna ait temel ozellikler asagida maddeler halinde
verilecektir.
Ozellik 1:

(2.3.1) esitliginin sag tarafi z” ile carpilip s+@=s doniisiimii yapilirsa

sonug yine bir G fonksiyonu olarak

— a,....a, G a+a,....a,+o
Z oz =G, |z

" by b, "M ta,.. b ta
seklinde yazilabilir.

Ozellik 2:

Eger j=L12,---,n i¢in a;’lerin birincisi, j=m+1---,q igin b, lerden
sonuncusuna esit ise veya j=1,---,m ic¢in bj ’lerin  birincisi j=n+1,---, p
i¢in a;’lerin sonuncusuna esit ise 0 zaman (2.3.1) esitligindeki gamma ¢arpimlarinin

yapisindan da acikca goriilebilecegi gibi gamma ¢ifti

Grol o e | 2 | piginzTiin
p-q - Mp-lg-1 s Y1t =
bl""’bq_l,al bl,.-.,bq_l
a,...,a b a,...,a
m,n 1 >Tp-1PT | Am-ln [ > p-l [
G|z =G, Zb b p.q,m=>1igin
b,....bg hseesb,

biciminde sadelesir ve G fonksiyonu daha diisiik sirali G fonksiyonu cinsinden

ifade edilebilmektedir.



Ozellik 3:
a...,4, 1
Gm,n Z =Gn,m -
”"'( bl,...,bq} “p (Z

dir. Bu ozellik |z| <1 i¢in tanimlanan G fonksiyonunun |z| >1 i¢in de incelenmesinde

l—al,...,l—ap

1=by,...,1-b, |
, arg| — |=—arg(z)
z

olduk¢a onemlidir. Ayrica p<g durumundan p =g durumuna gecerken de bu
ozellik karsimiza c¢ikar. Dolayisiyla G fonksiyonu ile ilgili tartismalarda p <g
ifadesi kabul edilebilir.

Ozellik 4:

[(z)=(z-1)(z-2)...(z=r)T(z-r)
=(-1) (-z+1)(-z+2)...(~z+r)T(z=7r), r=0,1-

esitligi (2.3.1) de kullanildiginda

m+l,n al’.”’ap’l_r r m,n+1 l_r’al""’al’

Gp+1,;1+1 Zl,bl,”_,bq =(—1) GpJ;l,qH Zbl’.__’bq’l , r=0,12,--
elde edilir.
Ozellik 5:

(2.3.1) esitliginde s yerine rs doniisiimii uygulanir ve daha sonra her bir gamma

fonksiyonu yerine
_ (=m)/2  pz—is2 1 - _
[(mz)=(27) m"™ T ()] z4— |..T| z+—— |, m=12,-
bicimindeki a¢ilim uygulanirsa

9 P
5=m+n—@, v=Zb. —Zaj+§—%+l icin

= A




elde edilir. Burada A(r,a)semboli, A(r,a)z{ﬁ,a+1,--~,a+r_l} parametre

r r r

kiimesini gostermektedir.
Ozellik 6:

1<n<p-1igin

(=055

a,...,a
P
:Gm,n z
p-q
bl,...,qu

a,—-La,,...,a a
"G 2
b,....b '

q

dir.
Ozellik 7:
a, "ap a, Clp a.- ’ap
b—b Gm,n z =Gmﬁ z +Gm’” z s <m< _1
(bi=2,) M[ bl,..,qu ”[ b,+1,b,, ,bj ”’q[ bl,...,bqpbq“J !
dir.
Ozellik 8:
al,...,ap al 1,&2,...,ap 1’ ’aP
1_a +b Gmﬁ z =Gm,n z +Gm,n z N m’n>1
( 1 l) wz[ bl""’b‘lJ p’q[ bl,,__,bq J p’q[ b +1,b,, ,bq
dir.

Verilen 0Ozelliklerin  bazilarinin  uygulanabilirligi  asagidaki  6rnekle

aciklanmaya calisilmistir.

Ornek 2.4.1:

a~1,0
Gy | z
’ 0

Gy, (z ‘ OJ =Go (z

Ornek 2.3.1°deki gibi s=-a-v, v=0,1,--- kutup noktalarindaki I'(+s)z " in

j= 7% oldugu Ozellik 1 yardimiyla gosterilebilir. Ozellik 1°den

2misy

1
[ — a+ _Sd
J -|T(a+s)z7ds

rezidiisii toplami1 yardimiyla



a] B ;R

1,0
G(),l (Z

R = lim [(a+s+v)1“(0(+ s)z_s]

s—o>—a-v

(0H—s+v)(0(+s+v—1)...(0{+s)

- I Ia+s)z™
o (a+s+v-1)...(a+s) (a+s)z
_ C(a+s+v+1) _S
= lim
s—>—a—v(a+s+v—l)...(€(+s)
-1)
:( ) Zd+v
vl
ve
o S (_1)U a+v -z
R — V — o Z
VZ:(; g VZ(; e %e
elde edilir.
Ornek 2.4.2:

0,5/2

] F(S)F(—Z—SJF(Z—S) . (521
P ds=Gy| 2

fonksiyonunda Ozellik 2’nin kullanilmasiyla
5/2,-1 -1
Gzlj(z ]sz,’f(z‘o JzL_IF(s)F(Z—s)z"ds

0,5/2 27i
elde edilir. I'(s)’in kutup noktalari v=0,1,--- i¢in s=-v ve ['(2—s)’in kutup

L

noktalar1t A =0,1,--- i¢in s=2+ A4 dir.
R J fonksiyonu, L kapali egrisi s=-v, v=0,1,--- noktalarin

1
a4,

icerdiginde ve Yol 2 secildiginde p=g=1 oldugundan |z|<l icin




s=—v, v=0,1,---’de I'(s)[(2—s)z* ifadesinin rezidiisii toplamindan elde edilir.

Gll,,ll (Z 0

(a) =a(a+1)...(a+m—1) gosterimi de kullanildiginda,

Yani,

1J = iRv, |z| <1igin (2.4.1)
v=0

R = lim[ (s+v)D(s)T(2-5) "]
_(__l)vr(

= 2+v)z’
v!

=(2),~——7'
Y
ve
YR =(1+2)"
v=0
11 -1 .
=G, | z |z|<1191n
' 0
5/2,-1
=G1,2 ’
“[Z 0,5/2 j
1,2 b,-1 .
=G, ZO,b , b keyfi
bulunur.

-1
Bu ornekte tiim yollar bir anlam ifade etmektedir. G} (z 0 j fonksiyonu,

segilen L kapali egrisi, I'(2—s)’in kutup noktalarini icerdiginde ve Yol 3
uygulandiginda p =g =1oldugundan |z|>1 icin s=2+4, A4=0,1,---"de rezidii

toplamindan elde edilir. Boylece

Gll,,ll (Z

-1 <
J-3&
0 ) ==



icin negatif yonde yol izlenerek

R,=-lim [(s—2-2)T(2-5)(s)z” |

s24A

=('/+)!lr(2+/1)z‘“

elde edilir ve boylece

- 1 2 1 -2
ZRF(—j (1+—j |2|>1igin (2.4.2)
Z <

A=0

bulunur. Burada ayrica

Y e

dir.

-1 -
Buradan tiim z ler i¢in G\ (z 0 J =(1+z2)” oldugu

-1
goriilmektedir. Gll,’l1 (Z 0

] icin seri seklinde gosterime ihtiya¢ duyuldugunda |z| <1

icin (2.4.1) esitligi ve |z| >1 i¢in (2.4.2) esitligi kullanilabilir.
Ornek 2.4.3

_1 1
G =—|I'(s)[(2-5)z7'd 2.4.3
1o o= e 243

(2.4.3) esitliginin sag tarafi sirasiyla Yol 2 ve Yol 3 kullanilarak
1} (1+2)”  , |g<1igin

Gl’l(z 2 -2
RN lj (Hlj . |g|>1igin
< <

seklinde elde edilmisti. Ozellik 3’in kullamlmasiyla



j:# F(2+s)l“(—s)(l)_s ds (2.44)

elde edilir.

Simdi ise, (2.4.4) esitligi, Yol 2 kullamlarak

Z

<1 i¢in T'(2+5) in kutup

noktalarindaki rezidiilerin toplami olarak ve Yol 3 kullanilarak

Z

>1 igin I'(=s)’in

kutup noktalarindaki rezidii toplami olarak elde edilip aym sonuca ulasilabildigi

gosterilecektir.

[(2+s) in kutup noktalart v=0,1,-+- i¢in s= - 2- v ve ['(—s)’in kutup noktalari

A=0,1,--- igin s = A dir. Bu durumda

! <1 veya |z| >1i¢in
Z

§—==2-v

R = fim {(s+2+v)l“(2+s)l“(—s)(lj_s}

veE

>1 veya |z| <1 icin

soA

R, :—lim{(s—/l)l“(2+s)l“(—s)(lj_s:l

olur. Boylece rezidii toplamlari |z| >1 icin

se(J (=)



ve |z| <1 i¢in

DR, =(1+ z)_2
A=0

seklindedir. Boylece tiim z ’ler icin

-1 111
Gl,l — Gl,l -
11 (Z‘O J )

elde edilir.

Ornek 2.4.4

G fonksiyonlari toplamini goz o6niine alalim. Bu durumda

l,—l,g F(S)F(2+SJF(1—SJF(Z—S)Z_“
22] |2 50 1 5 2
G5z = d

_‘ S
0,2,E 2mi " F(—I—SJF(Z-I-SJ
52 2 5
1 1 ;
=— F(s)F(Z—s)(———st ds
27isy 2
E,—l,—E F(S)F(2+sjr(——S)F(Z—S)Z_S
G| - 2 501 5 ds
3 2 3 27y ( 1 j ( j
0,—,= IN=——=s|{I'| =——+s
52 2
- L F(s)F(Z—s)(——+sjz_“ds
27i g

olmasi nedeniyle |z| <1 i¢in



1,2 3,23
G32,§2 Z2235 +G32,’32 Z2235
0’_’_ 0,_,_
52 5°2
3.2
2775 2 1 3
:(a3 al)G3232 Zog E a3:__+1:g, 611:§+1=E
572
1,2 3.3
27’5 2| 12775 1Y o -1 .
Gy z +G5| 2 =(——jGL’1 [Z‘ (Ozellik 2'den)
02,2 02,2 10 0
572 572
1,2 3.3
Gy z22 35 +G;7| z 22 ; > =(—%j(1+z)_2 |2| <1 (Ornek 2.4.3'den)
07_7_ 0,_,_
572 572

seklinde de elde edilebilir.

Ornek 2.4.5

Ozellik 8’i kullanarak |z| <1 i¢in



1
e
1

2

=2(1+2)

!
'3

—2,—1 F(s)l“(2—s)l“(—sj
1,2 3 1 -s
G5z | =5 7 zds
0,~ g F(—sj
3 3
1
=2—m£l“(s)l“(2—s)(——sjz”ds
Y3
v=0

olmak tizere Yol 2’nin kullanilmasiyla |z| <1 i¢in

R = lim[(s+v)l"(s)1“(2_s)(g_sjz—s}

s——v

1)
v! Y 3
elde edilir. Ayrica
L F(1+S)F(2—S)F(2—sj
1,2 3 1 3 -5
G5l 2 e > Zds
L= | F(—sj
3 3
=L [r(1+5)r(2-5)ds
27miy
:iR",
v=0

oldugundan yine Yol 2’nin kullanilmasiyla |z| <1 igin

R = lim (1+S+V)r‘(1+s)1"(2—s)z_s}

s——v-1

U (3 o

v! v



_ (_1)V+1 v+l
——(v+1)!(2)v+1z [v+1]

o 0 -1 r
bulunur ve D> R =->"r ( ') (2) z" esitliginden dolay: |z <1 igin
r!

v=0 r=1
2 Ly
N —, - _11 , 2 - _1»
HE T o T 2 U My SO
0’_ 1’_ v=0 V- v=1 V.
3
2 o (_1)‘/
- 2)
3; v! ()‘
2 _
=§(1+Z)2

oldugu goriilebilir. Ozellik 8’deki notasyona gore a, = —% +1= %; b =1-1=0 ve

dolayisiyla 1—a,+b, = 1—% +0 =§ elde edilir. Boylece G fonksiyonu toplamlari

Ozellik 8’in goz 6niine alinmasiyla |z| <1 i¢in

L
3 -1\ .
gGé’i Z? =3Gf~;(z‘ J (Ozellik 2'den)
370 0 37770
'3
2 P '
=§(l+z) ,  (Ornek 2.4.3'den)
yazilabilir.

2.5 G Fonksiyonunun Mellin Doniisiimii

(2.3.1) ile tammmlanan G fonksiyonuna ters Mellin doniistimii uygulanirsa

s—1 ~m,n
J.x G, [x

0

a,...,a

- de:g(s) (2.5.1)

q




elde edilir. (2.3.1) denkleminin sol tarafinda yer alan G fonksiyonunda ki z

degiskenine Sz doniisiimii uygulandiginda

—s i s=1~m,n al’”"ap
B g(s):J.x G| Bx b b X (2.5.2)
0 505D,
elde edilir ve Ozellik 3’den
]i s— 1 n,m 1= b l_b‘/ (25 3)
x 5.
o o ,b’x l-a,...,1-a,
bulunur. (2.5.3) esitliginde 1 =y degisken degistirmesi yapilirsa
X
< 1-b,...,1-b
—s §)= —s—lGn,m l 1 q 254

elde edilir. (2.5.2), (2.5.3) ve (2.5.4) denklemlerinde genel olarak p < g esitsizligini
gbz Oniine alabiliriz. Eger p = ¢ olursa (2.5.4) denkleminin yerine (2.5.2) denklemi
kullanilabilir.

2.6 G Fonksiyonunun Tiirevleri ile lgili Ozellikler

Bu kesimde G fonksiyonunun tiirevleri ile ilgili baz1 6zellikler,

zd%(z“):sz“, (2.6.1)

"d—k( N=s(s-1)...(s—k+1) o _Llrs) (2.6.2)

e\ =sls=l)o (s z _F(l—k+s)z’ 6.
k dk —s k 1—‘(S-"_k) s

Z d_zk(z )Z(—) WZ ) (2.6.3)

zdi(a“z“)z sa’z’ =[(1-a,+5)+(a,~1)]a’z’", (2.6.4)
z

I(1-q +s)zdi(aszs)=l“[l—(al ~1)+s]a'z +(a,~1)T(1-a,+5)a’z", (2.6.5)
74



diz(z_"lz“ ) :diz(z‘"" )=(s=b)z " =[-(p,—-s)z"" ]2, (2.6.6)

(by—s)T(b—s5)=T(1+b,—s) (2.6.7)
ozdesliklerinden yararlanilarak ispatsiz olarak verilecektir.
Ozellik 1:

Bu kisimda az” argiimani ile bir G fonksiyonunun z’ye gore k .inci tiirevi elde
edilmeye calisilacaktir. & kompleks bir sabit ve r pozitif bir tamsay1 olmak {izere

(2.3.1) esitligi kullanilarak, tiirev ve integral yer degistirdiginde

dk
k m,n r
z de GPJI az

elde edilir. Diger taraftan

a,.

réds
b,.. ,qJ 271'1-"g

k dk rs __ F(1+rs)

¢ d_zkz B F(l—k+rs)

1-r r—1 .
7" ve F(rz) = (271')7 rrz_l/znr(z+ij, r=12,-
j=0 r
yazilabileceginden

d"* a,...,a 1 - T(l+rs)
k_Gm,n a r P - as rsd
e P"’[ bt } Jals) T(l—k+rs)

I-r 1-*—rr—l L

(27)2 r ‘ZI:I (s+(1+j)/r)

1
0

_L g(s) s
27y (27)7 T 1r(s+(1+j—k)/r)
r—1 "
. HF s+ 1+] /r)
=2’_m_ g(s)or =L *ds  (2.6.8)

L HF(H— 1+j— k)/r)

J=

olur. Integral altinda yer alan gamma fonksiyonunun carpimlari igin

z rs dS



1 2 r
) F S+ 1+])/7’) F(S'Frjr(s-i'rJ...F(S‘f'rj
o T(s+(1+j—k)/r) F(S+1—l<jr(s+2—kjmr(s+r—k)’
r r r

2 r—1

o T(l+s=(j-1)/r) _F(1+S)F(1+s—iJF(1+s—rJ r(1+s—rj
(s (ke j=1)/r) - F(l+s—kjf‘(l+ —k“j .r(1+s—k+r‘1)

r r r

oldugundan

r F(1+s (j— l/r -l Fs+ 1+J)/r)
gr(us (k+j- 1/r) o T(s+(1+j—k)/r)

yazilabilir. (2.6.8) esitliginin tekrar goz oniine alinmasiyla

r=1

L HF s+ 1+] /r
—la(s)er = " ds =
2 Hr(s+ 14+ j—k)/r)
J=
. Tr(s,-5)[ F(l—aj+s)ﬁr(1+s—(j—l)/r)
r j=1 j=1 j=1 &' 7" ds
: 4q P
LT r(1-0, s+s) [T (a, —s)Hr(1+s (k+j-1)/7)

elde edilir ve buradan

dk
k m,n r
z de GP!’I az

a,...,d
1 >p _ kpoymontr r
5 b =r Gmr‘m az
(ERERTY 2%

A(r,s),al,...,apJ

by,...sb, A(r,k)

olup bu r parametrelerinin bir kiimesidir. A(r,0) bos kiime olarak degerlendirilir.

¢ =0 ve r=1 alindiginda bu genel ifade z #0 icin

k
g d | - a,...,a, P O,al,...,ap
K - 1,q+1
dz*| " bl,...,bq prlar bl,...,bq,k




olur.

Ozellik 2:

l-k,a,,...,a,
by;....b,,1

al’. o ’ap k m,n+l -1
by...,b, ﬂ =(=1) Gt [Z

#0 icin kd—k G"' 7!
4 gin 2 - Gy 2

Z
dir.
Ozellik 3:
d m.,n al ’ ’ a m.n al 1, ’ a m,n a
zd—ZGp,’q [az ) bpj:G””q [az b b pJ+(al—1)GM [az bPJ, n>1
1 Yy 1° *“q q
dir.
Ozellik 4:
d a, a, a,....a, ,a,—1
:—G, | az =(a —I)Gm,’"[az J—G’"j"[az J p-n21
dz ”[ qu r P b, - by,....b,
dir.
Ozellik 5:
d » ap a,.. ,ap
7— m,n az — b Gm,n az _Gm,n az , m >1
dz M[ qu : ”’q[ qu ”’q[ b +1,b,,... qu
dir.
Ozellik 6:
d ap ap al,.. ,ap
—G""az | " |=bG"" az | " [+G™"| az . g—m21
dz ”( bqj ‘ ”[ qu “[ bl,...,bq_l,quJ !

dir.  Ozellik 3-6’da, her a,(j=L--n) ile a; b, (j=L-,m) ile

b:a;,(j=n+l---,p)ile a, ve b,,(j=m+1,---,q) ile b, yer degistirilebilir.

a k  _k—b, m,n
pr]=(—1) Gy [az
q

Ozellik 7:

dk
d—zk[Z—hl GZ'; (CIZ

a
! , m21L,k=12,---
b +k,b,.,....D,

dir.



Ozellik 8:

dk -b m,n
o

Ozellik 9:

a,...,a

b.....b,_,.b

q-1°"q+k

! J g-m>1,k=12, -

dir.

b,... bq
dir.
Ozellik 10:
d| e s a, o o al,...,ap_l,ap—l
- P > = — P » [— > = “ee
dZ[Z GM [az bq H z GM [az bl,...,bq J p—n=lLk=12,
dir.
Ozellik 11:
dk 1 a p k —k—1 a al k’aZ’ ’ap
. Z(I] Gln,ll _ — _1 Z(l] Gln,ll _ n > 1’ k — 1’ 2’
dzk[ ”[z b, =) "\ 2z |bs..ob,
dir.

Ozellik 12:

k
d dp—le,n ﬁ
d k Z p.q

< <

a,...,a_.,a —k
pr e p-n=1k=12,
byv...sb

q

ap _ up—k—le,n ﬂ
b =z Psq
’ Z

2.7 Bazi Temel Fonksiyonlarin G Fonksiyonu ile Gosterimi

dir.

Bu kesimde Oncelikle Matematikte cok kullanilan bazi fonksiyonlarin G
fonksiyonu tiiriinden esitligi verilmistir. Daha sonra da parametreleri belirlenmis G
fonksiyonlarmin degerleri Mathematica 5.0 paket programi kullanilarak

hesaplanmustir.



2.7.1 Baz1 Ozel Fonksiyonlarn G Fonksiyonu Cinsinden ifadesi

z“e"zzGéj(l)(z|a), z#0
x - a9
- 2) "= —=G) g z ai l|<1
G(a B
o & a9
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i 9
e sinhz= > 02§%0 1;
2B

& 9
e coshz=p'"’G,) z =
p 0,2 4 0’1;
29
&
o In(lx2)=Gsez| 3 |4<1
& 0
&+ z0 1’0 £
e In S G 77 2 I |z|<1
1- z9 ' 1=
0,- —x
29

i 1109
o arcsinz= ——G2§ 22 22 L |g<1
2p 0- 1%
T 2P
& |1 g
. arctanz——Géi 2 15 l|<1
0,- —%
29

dir.

2.7.2 Mathematica 5.0 Paket Programinda Meijer’in G Fonksiyonu
Mathematica 5.0 programinda G Fonksiyonu,

%k Mathematica 5.0 - [Mathematica Help Browser]
File Edit Cel Format Input Kermel Find  Window Help

B3 Mathematica Help Browser

4+ I Meijers L@_E]_E

MeijerG

wMeijerGifay, .., dyl, {dpe1 s :ﬂp}};{{bl PRUURPY. W P 1 S [ E’q}}; 2] jSthEMEijerGfunctic'nGy;:[z

Llvldy
31.....% '



seklinde ifade edilmektedir, sirasiyla Gé’,lo( z

24301
lho ] Oal®

%k Mathematica 5.0 - [Untitled-1 *]
File Edit Cel Format Input Kermel Find  Window  Help

b] , Géjlo(z

1/3,-1
0,1/3

1,1

j fonksiyonlar1

Untitled-1 *

in[1]:= MedijerG[{{}, {}}, {{b}, {}}, 2]
mutf]= &% =

infz]= MeijerGL{{}, {}}, {{0}, {}}, =]

utfEl= &
nfEl= MeijerGL{{}, {}}, {{0}, {1}, 3]

1
Out[il= —
E?

Inf#4]:= MeijerGL{{1, 1}, {}}, {{1}, {0}}, =]
out[4]= Log[l + 2]

Inf]= MeijerGL{{2+31i, 1}, {}}, {{1}, {0}}, 2]

(-l+il+z1 vz (l+z1") Ganma[-31]

Out[5]= T
+

inf]= MeijerG[{{2+31i, 1}, {}}, {{1}, {0}}, 1]

(-1+2%*%y) Ganma[-3i]

— l+31
+

In7l= MeijerGL{{1/3, -1}, {}}, ({0}, {1/3}}, 2]

But[7]=

(l+z)t

seklinde hesaplanmaktadir.



3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde ise G fonksiyonunun Istatistik ve Fizik alanlarindaki bazi
uygulamalar hakkinda bilgi verilecektir. Bazi siirekli dagilimlarin olasilik yogunluk
fonksiyonu, karakteristik fonksiyonu, beklenen degeri ve siirekli rasgele
degiskenlerin ~ doniistimlerinin  dagilimlart G fonksiyonu ile de ifade
edilebilmektedir. Aym zamanda Ongérii problemlerinin ¢6ziimii igin siral
degiskenler (sira istatistikleri, rekor degerler ve genellestirilmis sira istatistikleri)
yardimiyla kolaylikla pek c¢ok karakterizasyon verilebilmektedir. Karakterizasyon
vermenin 6nemi ise Orneklemin Ozelliklerini kullanarak dagilim hakkinda bilgi
edinmek ve tersine, dagilimi bildigimizde Orneklemin baz1 &zelliklerini
soyleyebilmektir. Kisacasi belli sartlar alinda sadece incelenen dagilima ait olan
ozellik veya oOzellikler elde edilebilmektedir. Literatire bakildiginda
karakterizasyonla ilgili yapilan calismalarin ¢ogunun siirekli bir dagilim olan iistel
dagilim icin oldugu goriiliir. Ustel dagilim ile ilgili bu karakterizasyon calismalari,
rasgele degiskenlerin bagimsizligi, 6rneklemin aym dagilima sahip oldugu veya
momentlerin sonlu olmadig1r varsayimlarina dayali olarak verilmektedir. Ayrica
literatiirde kosullu beklenen deger ile de verilen pek c¢ok karakterizasyon da

bulunmaktadir. Kogullu beklenen degerle karakterizasyon ise regresyon kuramindan
gelmektedir. X =x biliniyorken E (Y |X = x) =ax+b lineer regresyon denklemi,

Y ’ye en iyi yaklasimda bulunulabilecek bir informasyondur(15’18’27) .

G Fonksiyonunun uygulamalar1 verilmeden ©nce bazi Istatistik temel

kavramlar aciklanacaktir.



3.1 istatistik Teorisinde Gecen Temel Kavramlar

Tanmm 3.1.1: Q bos olmayan herhangi bir kilme ve U ’da Q ’nin alt kiimelerinden
olusan bir kiimeler ailesi olsun. Eger U smifi

1) Qe U
2) VAe U igcinA‘e U
3)A,Be U =>AuBeU

kosullarim sagliyor ise U smifina bir cebir denir. Eger U smifi yukaridaki ilk iki

kosul ile beraber ti¢iincii kosul yerine

3¥)A,eU,n=123=(JAeU

n=1
kosulunu saglaniyor ise U smifina bir sigma cebir denir ve o -cebir olarak
gosterilir. Sigma cebirin her bir elemanina da bir olay denir.

Tanmm 3.1.2: Q bos olmayan bir kiime ve U da Q iizerinde tanimli bir ¢ -cebir

olsun. U tizerinde

P:U —[0,1]
A—P(A)

olarak tanimlanan P fonksiyonu,

1) VAe U i¢in P(A)20
2) P(Q)=1

3) A, 'ler U 'daki ayrik olaylarin bir dizisi olmak iizere
A(Ua)-Sra)
n=l1 n=1
ozelliklerini saghyorsa, P ye bir olasilik 6l¢iisii denir. P(A) sayisina ise A

olaymin olasilig1 denir.

Tanimm 3.1.3: Q bos olmayan bir kiime, U , Q da tamimh bir ¢ -cebir ve P, U

iizerinde bir olasihik 6lgiisii olmak iizere (Q, U , P) iigliisiine olasilik uzay1 denir.



Tamm 3.1.4: (Q,U, P) bir olasilik uzay1 olmak iizere

X:Q—[]

w— X (w)
fonksiyonu Vaell icin, {we Q: X (w)<a}e U kosulunu sagliyor ise X

fonksiyonuna bir rasgele degisken denir. U {iizerinde degisik olasilik Olciileri
tamimlayarak degisik rasgele degiskenler elde edilebilir. Uygulamalarda € kiimesi
farkli oOlctimler yardimiyla gozlemlenebilen bir deneyin miimkiin olan tim

sonuclarin1 gostermektedir.

Tanmm 3.1.5: (W U,P) bir olasilik uzayr olmak iizere reel sayilar iizerinde P

olasilik dl¢iisii yardimiyla
Fy:0 —[0,1]
x> Fy(x)=P{w: X (w)<x}=P(X <x)
tanimlanan fonksiyona, X rasgele degiskeninin birikimli dagilim fonksiyonu veya
kisaca dagilim fonksiyonu denir.

Tanim 3.1.6: Verilen

[y =0

x= fy(x)=P(X :x):{(]:(x =), iz Z‘”

fonksiyonu icin, X rasgele degiskeni kesikli ise

Dfy(x)20, Vxel
i)Y fy (x)=1
xeD,
veya siirekli ise

Dfy(x)20, Vxel

ii)TfX(x):l



kosullarindan birini saghiyor ise f fonksiyonuna olasilik fonksiyonu (o.f.) veya
olasilik yogunluk fonksiyonu (0.y.f.) denir.
Bir rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonundan o.(y.)f. veya tersine

o.(y.)f.’dan dagilim fonksiyonu kolayca bulunabilir. Eger, X r.d.’ni siirekli ise, bu

durumda X rasgele degiskeninin o.y.f.’nu

Ly  (x), Fy'in tiirevlenebildigi yerlerde

Ix (x) =qdx
0 , d.y.

olarak tanimlanir. G fonksiyonu ise siirekli rasgele degiskenler icin kullanighidir.

Tamm 3.1.7: f,, (x,¥), X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak o.y.f.’nu olmak
tizere Y =y verildiginde

oo (i) =2 ()50

fonksiyonuna X ’in kosullu o.y.f.’nu denir.

X bir rasgele degisken oldugunda g (X ) de bir rasgele degiskendir.
Tamm 3.1.8: X rasgele degiskeninin o.y.f. nu f(x) olsun. X siirekli oldugunda

j |g (x)|f (x)dx < oo olmak iizere
D,

fonksiyonuna g (x) rasgele degiskenin beklenen degeri (merkezi momenti) denir.

0< s <k olmak iizere |X |k ‘nin beklenen degeri varsa |X |S ‘nin de beklenen

degeri vardir.



Tamm 3.1.9: X bir rasgele degisken olsun. 4> 0 olmak iizere |t|< h igin e*

fonksiyonunun beklenen degerine X ’in moment ¢ikaran fonksiyonu denir. Siirekli

¥
bir rasgele degisken icin M, (t)= ¢ " f (x)dx dir.

-¥
Tanm 3.1.10: —o <7 <oo ve i= - 1 olmak iizere

fx @)= E(e™ )= E§os (X i+ iE $in (X B
fonksiyonuna X rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu denir.

NOT: X siirekli rasgele degisken ve f(x)’de X ’in o.y.f. olmak lizere X rasgele

degiskeninin karakteristik fonksiyonu

¥

fx@®=Qe"f(s)ds
- ¥
olarak verilir. Her rasgele degiskenin bir karakteristik fonksiyonu vardir.

Bir rasgele degiskenin dagilimimin ve momentlerinin belirlenebilmesinde
karakteristik fonksiyonlarinin 6énemli bir yeri vardir. Karakteristik fonksiyonu elde
etmek icin X rasgele degiskeninin o.(y).f.’nun Fourier doniisiimii gii¢lii bir arag
olarak  kullanilmasina ragmen, Mellin doniisiimiiniin = kullanimina  pek
rastlanmamaktadir. Mellin doniisiimii ile de rasgele degiskenlerin momentleri ve

doniisiimlerinin dagilimlar1 bulunabilir. Bu doniisiimiin Matematikte genis uygulama

alam vardr. Istatistikte ise 1940’11 yillarda kullanilmaya baslanmlstlr(g’m) .

Tanmm 3.1.11: Siirekli X ve Y rasgele degiskenleri icin, Y =y verildiginde

g (x) in kosullu beklenen degeri

E(s(l =3)= [ s (s [le(alr, (de<e

(=e0s20)



dir.

3.2 Meijer’in G  Fonksiyonunu Kullanarak Rasgele Degiskenlerin

Doniisiimlerinin Elde Edilmesi

Olasilik yogunluk fonksiyonunun tanimindan hareket ederek

Yl = h‘l(Xl’K ’Xn)’

Y,=h(X.K.X,)
M
Yn = hn (XI’K ’Xn )’

seklindeki doniistimler i¢in Y,Y,,K ,Y  yeni rasgele degiskenlerinin o.y.f.’nu

&y K ,x ¢
J 1° >Vn :
gyl,K,yj

le,Yz,K,K, O, 3,.K,3,)= fxl,>(2,1<,x,x (x.K ., x,)

olur.
Ornek 3.2.1: (Gamma dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenlerin carpimlarinin

dagilimi)

X,,X,,..., X, birbirinden bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip (b.b.a.d.) gamma rasgele

degiskenleri olmak iizere X ;’nin o0.y.f.’nu,

1 a;-1 —x//ﬂj

— Y e , x>0, a;>0, ,3],>0, j=1-k
filx)= BT (a;)
0 , duy.
seklindedir. Y =X,-X,---X, ise Y rasgele degiskeninin o.y.f.’nu bulunmak

istensin. X ;’nin (s—1) inci momenti

E(X;_l):ij_lfj (xj)dxj



o 1
i—1 a. -1 —x./
——J‘xé. x5 e P gy

J J
0

BT (a;)’

1
BiT(a;)

s+a. -2 —x./pB;
Ix. 2679y

J J
0

1 s+a;—1
=—— 0T —1
IB;Z'T(“;)IBJ e+, )

F(s+a’j —1)

T a)

. R(s)>1-a; icin

olup bu f; (xj) ‘nin Mellin doniisiimiidiir. X, X,,..., X, istatistiksel olarak bagimsiz

ise E{flUi (Xi)} :ﬁE(Ui (X,)) oldugundan
i=1 i=1

E(y")=(Ex")-(EX;")-(EX]")

. 1“(0!1 +s—1)

_p 1F(0!2+s—1) HF(a’k+s—1)
|

M) " T(a) C T(a)

s—

(3.2.1)

k
dir. BB, =8 ve C' =HF(0!j) olmak iizere (3.2.1) esitligi
j=1

E(r™)= Cﬁ““flr(aj +s5-1)

j=l

bigiminde yazilabilir. Y rasgele degiskeninin o.y.f.’nu f, (y) olmak iizere,
E (Y‘H) ’nin ters Mellin doniisiimiinden

Ch- CTfIF(afj -1+ s)ﬂ“y“‘ds

c—ivo J=1

fy()’)_

i



= C,B_.l CTI&IF(% —1+s)[%j_s ds

2 S

bulunur. Elde edilen f, (y) fonksiyonu, G fonksiyonu cinsinden

C leO
ﬂ ()k(ﬂ

0 , d.y.

f(y): a-lap-l.. txk—lJ ,0<y<oo

olarak yazilabilir.
Ornek 3.2.2: (Beta-1 Tipi dagilima sahip bagimsiz rasgele degiskenlerin

carpimlarinin dagilimi)

X,,X,,..., X, b.b.a.d sahip beta-1 tipinde rasgele degiskenler olmak lizere X ’in

a;-1

e (1-x,), O0<x, <1, @, >0, 8,50, j=l-k
0 , d.y.
seklindedir. ¥ =X, -X,---X, olsun. X} "in beklenen degeri f,(x,) nin Mellin

doniistimii

seklinde bulunur. Buradan R (aj +5— 1) >0, j=1,---,k olmak iizere

I(a,+p )r(a.+s—1)r(,3j)
[(a)r(8) T(a;+s+p-1)

E(x;")=



elde edilir. X,,X,,....,X, nin istatistiksel olarak bagimsizligin1 kullanarak

C= ﬁ% olmak iizere

E(r)=£(X;7) E(Xy")E(X™)= Cljjr(2<0f;»s+_slz1)

yazilabilir. Yine Y rasgele degiskeninin o.y.f.nu f,(y) olarak gosterirsek,

E (Ys_l) e ters Mellin déniisiimii yapildiginda 0 <y <1 igin

elde edilir. f, () fonksiyonu ise Meijer fonksiyonu yardimiyla

a;+pB,-1,j=1...,
a,-1,j=L...k

k
fy(y)=CG,f,}?[y J 0<y<licin

olarak yazilabilir.

Ornek 3.2.3: (Bagimsiz Beta-2 Tipi dagilima sahip bagimsiz rasgele degiskenlerin
carpimlarinin dagilimi)

X,,X,,..., X, b.b.a.d sahip beta-2 tipinde rasgele degiskenler olmak iizere X,’in

o.y.f. nu,

INa.+ 5. (a8,
—’Bf)xa'l(1+xj)(’+ﬂ’), O<x;<eo, @ >0, B,>0, j=l...k

0 , d.y.

seklindedir. f; (x j) "nin Mellin doniigsiimiinden



.....

yazilabilir. Y =X,-X,---X, ise X, X,

kullanildiginda
E(r)=£(x") E(X")-E(X])
(o +s-1)T(p, —s+1)ml“(0{k +s=1)T(B, —s+1)
- I(e)r(B) I(a)T(5)

ﬁr(a.ﬂ—l)r(/)’j—sﬂ)

J

cHioo |
i_ J HF(O(j + s—l)F(,Bj —s+1)y_sds
oo =1
olur. f, () fonksiyonu, G fonksiyonu cinsinden 0< y <1 i¢in

k

—ﬂj ,j=L..,k
fy(Y):CG:,k (y k}




seklinde yazilabilir.

Ornek 3.2.4:

X, ve X,, swrasiyla (a,f) ve (0{+%, ,Bj parametrelerine sahip beta-1 tipi

bagimsiz rasgele degiskenler olsun. ¥ = X, - X, doniisimii yapildiginda Y rasgele

degiskeninin o.y.f.’nunun

F2a+28) 1 ,, N2
£ (y)={TCa)r(28)2" (1=y")7, 0<y<l
0 , d.y.

oldugu g6z oniine alinirsa bu durumda X, ’in o.y.f.’nu

C(a+p)

A e(—x) o 1, 0, 0
f ()= Tlayr(p) ™ T 0sx<t a>0 >
0 , d.y.

olur. R(s)>1—¢a i¢in X, in (s—1) inci momenti,

r 1 _
(a+ﬂ) J‘xls+a’—2(l_xl)ﬂ ldxl

F(OZ)F(,B) 0
F(a+s-1) T(a+p)

IN(a) T(a+p+s-1)

1
E(Xls_l)zixls_lfl(xl)dxl =

olarak bulunabilir. Bu durumda R(s)> %— a igin

E(X;_l)z F(a+;+s—1j. F(a+ﬂ+;j
F(a+;) F(a+ﬂ+;+s—1)

olur. X, ve X, 'nin istatistiksel bagimsizligindan yararlanarak




E(r)=£(x")-E(x;")

) F(a+,3)l“(a+,3+;)F(OHs—l)F(OH;+s—1)

F(a)l‘(aﬁ;jl“(a+,8+s—l)l“(a+,8+;+s—lj

1“(0(+,B)1“(0{+,3+;J
yazilabilir. C = 7 i¢in Y ’nin o.y.f.’nu olan f, ( y) , ters Mellin
F(a)l“(OHJ
2
doniisiimiinden
1
s OH':B_LOH',B——
fy()’):_. j E(YS_I))’_SdS=CG22,’2O y , O<y<ligin
27i 7 1
o a-1, 0{—5

olarak bulunur.

Ornek 3.2.5:

X
X, ve X, birbirinden bagimsiz ve gamma dagilimina sahip r.d.’ler ve Y:X—l
2

olsun. Y’nin o.y.f’'nu f,(y) olmak iizere X, ve X,’nin istatistiksel
bagimsizligindan yararlanarak, X, ve X, nin momentleri sonlu olmak iizere
fy (») nin Mellin doniisiimii

R - s— 1)t s— -5

[y (ay=E(r)=E(X,X;") " =E(X;")E(X;™")

0
dir ve R(a'j+h)>0 icin

2 I'a +h
E(Xj.l)='([xffj(xj)dxj :ﬁh%

oldugundan sirasiyla A=s—1 ve h=—s+1 i¢in



E(x:) E(X;™) = F(C]_il(;j)_l) _ F(iz(;j;‘ 1)

dir. f, (y) fonksiyonu, G fonksiyonu cinsinden

1 ”T”F(O{1+s—l) C(a,—s+1)

) Ma)  T(a)

= “ds
27, Y

—joo

olarak ifade edilebilir.

Yildizlar ve kozmoloji niikleer bilesimi alanlarindaki arastirmalarin en 6nemli
amaglarindan birisi, termoniikleer reaksiyon oranlarim1 bulmaktir. Fiizyon
plazmalarinin tiim uygulamalarn pratik olarak termoniikleer reaksiyon oranlarinin
6zel durumlarindaki teorileri ile kontrol edilir. Lang (1999)’1n ¢alismasindan belirli
bir zaman sonra termoniikleer reaksiyonlarin oranlar1 hakkinda bir sistematik ve tam
bir teori olusturulmustur. Yapilan bu c¢alismalara gore reaksiyonlarin etkisi
makroskopik olarak parcaciklarin homojen olmayan ortamlarda aligkanligina

baglanmlstlrm .

Asagidaki integral, oran teorisi, niikleer enerji liretme, ndtron problemi ve
astrofizigin diger dallarinda kullanilan temel integrallerden birisidir. Bu integralin G
fonksiyonu ile nasil ifade edildigini gorelim.

Ornek 3.2.6:

Cesitli astrofizik problemlerinde karsilagilan
J.t’”” e " dt
0

integralini g6z Oniine alalim. Bu integral istatistiksel teknikler kullanilarak

hesaplanacaktir. X, ve X, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ve o.y.f.’lar



sirastyla ¢, vec, sabit olmak iizere f(t)=ct e ve f,(t)=c,e”” olsun.

Y =X,-X, doniisiimii ile verilen Y rasgele degiskeninin o.y.f.’nu f ( y) olarak

gosterilsin. Y rasgele degiskeninin o.y.f.’nu kesim 3.2’de tanitilan o.y.f. teknigi ile

bulunur. Buna gore ¥ = X, - X, ve U = X, doniisiimleri diisiiniildiigiinde

f(y) =]qu (u)f, (zju_ldu (3.2.2)

0 u

m

olur. u=ar ve y=az" biciminde degisken degistirmesi yapilirsa

f(y)= clcz_[(czt)_1 (at) ™ e"e { [ J dt

0

=cc,a™ e e dt (3.2.3)
0

elde edilir. f,(¢) nin Mellin doniisiimii, X,’in (s- 1).inci momenti olmak iizere,
R(1-np+s)>0 igin

J.ts_lfl (t)dr = clj.tl_'m”_le_tdt = (1-np+s)
0

0

oo
—_
o2}
~—
Il
s
—_—
i

|
—
Il

£, () nin Mellin doniisiimii X, nin (s- 1).inci momenti olmak iizere, R(s)>0

icin

()= B(X) = A ) = e a2 22
0 0 n n

dir. X, ve X, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz oldugu icin Y ’nin

(s- 1).inci momenti

E(y)= E(Xf‘—l).E(xé’l)=clr(1—np+s)CzEr(ﬂj
n n



olduguna gore f(y) o.y.f.’nu ters Mellin doniisiimiinden

n

f(y)=L.Tclc2[ﬂjr(@jr(l—nms)[aﬂ ds G2
S e n

bi¢imindedir. Y ’nin o.y.f.’si f(y), o.y.f. teknigi ile (3.2.3), Mellin doniisiimii
teknigi ile (3.2.4) biciminde elde edilmistir. (3.2.3) ve (3.2.4) birbirine esit
oldugundan aradigimiz integralin esitini bulmak ic¢in gerekli sadelestirmeler

yapildiktan sonra

—"ﬂ“jf"ﬂ g gy = L (ﬂ)r(ﬂjr(l—npﬂ)(az"j ds (3.2.5)
27i Se\n n

elde edilir. (3.2.5) esitliginin sag tarafinda Sos doniisiimii yapilirsa
n

a " [P e " dr = 2L m (ms)C(1—np+ ns)(a"zm )_S ds (3.2.6)
.

elde edilir. (3.2.6) esitliginin sag tarafinda yer alan gamma fonksiyonlarinin ¢oklu

carpim formiilleri

(k) = (27[)1—;: mmk-ér(k)r(k+lj...r(k+m__lj

1-m m 1 m—1 .
()" ZF(k)HF(lHij

ve

I_J lnp+nk—l
L(1-np+nk)=(27)2 n 2F(k+

L-n 1 np+m—7

2 F(s+
j=1

olup bunlar (3.2.6) esitliginde yerine yazilirsa

Il
/—\




a—np+lJ.t—npe—ute—zt?dt —
0

1 € +ioo -m i m—1 . n g, 1o . .
S ICORCERIO) | A R L ey (R

1, Zmen

2.2 2 Ctiee m—1 . n ;o .
mn ( 7[) i I [(s) F(H—i) F(s+ J npj(m_mn_"a"z'”) " ds

27i e i m )53 n

% %—np o m+n,0 < " a "

=m’n (271') 2 Gyopin WQl,m,m—l’l—np’m,n—np
m m n n

bi¢ciminde aranan integralin degeri G fonksiyonuna bagl olarak elde edilir.

3.3 Sirah Degiskenler

Istatistigin teori ve uygulama alaninda sirali rasgele degiskenler oldukca

kullanilmaktadir. Once sira istatistikleri hakkinda bilgi verelim:

3.3.1 Sira istatistikleri

Ozellikle yiizdeliklerin hesaplanmasinda, orneklem genisligi, maksimum,
minimum degerler ile beraber ortanca degerin hesaplanmasinda histogramlarin

cizilmesinde ve buna benzer bircok basit istatistiki bilgilerin elde edilmesinde sira

istatistikleri kullanilmaktadir ®* .

X,,X,,..., X, her biri aym F(x) dagilima sahip ve n tane bagimsiz rasgele

degisken olsun. Eger bu rasgele degiskenler biiyiiklilk sirasina gore yeniden

diizenlenirse X, <X, <..<X  veya X,<X,<..<X, olur. Buradaki

Lin 2n —

siralama  (Q/ ,P) bir olasihk uzayr olmak iizere, her weQ icin

Xy (W) < X, (w) anlamindadir. Bu ifade



X, =min{X,X,,....X,}

0
X(z) =X,,X,,..., X lerin ikinci en kii¢ligii

X, =max{X, X, ...X,}

(

olarak en genel halde yazilabilir. X (i) i=1,2,...,n i.inci sira istatistigi olarak

adlandirilir.

3.3.2 Rekor Degerler

Rekor degerlerin teorisi ise sira istatistikleri teorisi ile yakindan ilgilidir.
Rekorlarin matematiksel teorisi Chandler’in (1952) makalesiyle baglamaktadir. Daha
sonra ise rekor degerler ile ilgili cok sayida calisma yapilmistir. Ciinkii giinliik
yasantimizda da stk stk bu kavramlarla karsilasiimaktadir. Ornegin  spor
miisabakalar1, riizgar siddeti, barajlarin su seviyeleri, maddelerin dayanikliligi,
deprem gibi doga olaylarinda elde edilen dlctimler, atmosfer basinci rekor degerler

olarak kullanilabilir. Depremle ilgili bir arastirmada belirli bir periyottaki tim

deprem siddetleri yerine rekor olarak kaydedilen dl¢timlerle gallsllabilir(18’27) .

X,.X birbirinden bagimsiz ve aym F(x) dagilimina sahip rasgele

ERAY I

degiskenlerin bir dizisi olsun. Eger X, >max{X,,X,.,....X,,} ise X,’ya
X,,X,,... dizisinin k mc1 kesin iist rekor degeri ve X, >2max{X,X,,..., X, ,} ise

X,’ya X, X,,... dizisinin k. mnc1 zayif iist rekor degeri denir.

U (n), n .kesin rekor zamam ve X Uiy M kesin iist rekor degeri olmak iizere
U)=1, U(n)=min{j:j>U(n-1):X,>X,,}. n=12... (321

ve L(n), n.zayif rekor zamani, ve X ) M zayif rekor degeri olmak iizere



L()=1, L(n)=min{j:j>L(n-1):X,>X, ,}. n=12... (3322

olarak tamimlanir. Bu rasgele degiskenler dizisinin kesin ve zayif alt rekor

zamanlarini tanimlamak icin swrasiyla (3.3.2.1) esitligindeki X, > X U(n yerine

_1)

X <X

J U(n—l

) ve (3.3.2.2) esitligindeki X, > X Ln1) yerine X, <X L) alinir. Buna

1
gore X,,X,,... dizisinin ist rekor degerleri —X,,—X,,... dizisinin alt rekor
degerleridir.

U(1),U(2),U(3),... dizisine kesin rekor  zamanlan  dizisi,
dizisine kesin rekor degerleri dizisi, L(1),L(2),L(3),...

dizisine zayif rekor zamanlarn dizisi ve X L(l),X L(z),X dizisine zayif rekor

1(3)°"

degerleri dizisi denir.

Sira istatistikler ve rekor degerler icin karakterizasyonla ilgili cesitli
makaleler vardir. Ferguson (1967) ve Nagaraja (1988) sira istatistikleri icin bazi
X, :x] ve duali E[ka

stirekli dagilimlar yoluyla E [X Xy = x] ile ilgili

k+1L:n

karakterizasyon vermislerdir. Nagaraja (1977)’de benzer sonuclar rekor degerler igin
ele almistir. Pudeg (1990) Ferguson’un isaret ettigi ancak coziilemeyen problemi
¢Ozmiistiir. Ferguson (1967) tarafindan ortaya konulan ve sonradan literatiirde
kendisine genis bir yer bulan bu problemin genel hali

E[h(X X )

oo X, :x]:g(x) seklindedir. Burada i ve g uygun bilinen
fonksiyonlardir ve ke {l,2,..,n} sabitlenmis degerlerdir. F (x) dagilim
fonksiyonunun sekline gore g(x) sabit, lineer veya bagka bigimlerde olabilir.

Tersine eger g(x) sabit, lineer veya baska bicimde ise F (x) dagilim fonksiyonu ne

olabilir problemi bir karakterizasyon problemidir. Bu problem rekor degerler icin de



uygun ifadelerle ele alinir. Bununla beraber bu problemlerin genel ¢coziimii yoktur ve

literatiirde h(.) ve g(.) se¢imine gore 6zel durumlar verilmistir.

3.3.3 Genellestirilmis Sira Istatistigi:

F dagilim fonksiyonuna dayali i .inci genellestirilmis sira istatistigi hakkinda

ise asagidaki bilgiler verilebilir. Genellestirilmis sira istatistigi teorisi Kamps @)

tarafindan tanitilmis olup o giinden bugiine bu konu {iizerine cok sayida makale
yazilmstir. Ozellikle son birkag yilda ise bu konudaki calismalarda G fonksiyonu
kullanilmistir.  Genellestirilmis sira istatistigi, G fonksiyonuna dayali olarak

kullanilmadan 6nce asagidaki sekilde tanimlanmustir.

-,

n—1
Tamm 3.3.3.1: nel, k>0, m,..m_el, M =>m, 1<r<n-1
j=r

parametreler olmak iizere Vre{l,...,n—1} i¢in ¥, =k+n—r+M, >0 dir ve n>2
ise m=(m,...m,_,), n=1 ise me R keyfidir. Eger r= 1K ,n igin U(r,n,i%,k)

rasgele degiskenleri (O£ u, £ u, £ K £ u, < 1)

Ln,m,k K U (n,n,m,k Lrs ! (._j&k’l m[g -
fU( JK.U( )(ul,K,un): kgOgj§O(l— ul.) %(1_ un)k 1
Jj=1 i=1

ortak o.y.f’na sahip ise, bunlar diizgiin g.s.i’leri olarak adlandirilir.

F dagilim fonksiyonu keyfi secilsin. r=1K,n icin

X (r,n,;%,k): F'I(U (r,n,;%,k)) rasgele degiskenleri  genellestirilmis  sira
istatistikleri (g.s.i.) olarak tamimlamir. U (r,n,;%,k) ve X(r,n,;%,k) rasgele

degiskenleri m, =---=m,_, =m durumunda U (r,n,fMgk) ve X (r,n,fgk) ile

gosterilir.



c.,=|17..r=LK.,n, y,=k ve M, =0 olsun. mi i Icin g (x) fonksiyonu

L(l— (1- ™Y mt -1
m+ 1

g, (x)= "xI [0,1) (3.3.3.1)

log(L) , m=-1
1- x

seklindedir. Buna gore F ’e dayali r.inci g.s.i. x! = X (r,n,m, k) ’nin marjinal

o.y.f.’ nu

f(rnm k)( )_ (r 1)'(1_F(x))k+n—r+M,—1 g,;_l(F(X)), xel] (3332)

bicimindedir.

Tanim 3.3.3.2: Siirekli F dagilim fonksiyonuna sahip
X,(L,n,MKk), X ,(2,n,Mkk),K , X, (n,n,fkk) rasgele degiskenlerine dual g.s.i.’ler
denir.

fur, (%, K x,) ortak o.yf. ‘nu FI(1)* x3 x,3 K3 x,2 F1(0),

m3 - 1 icin
. (x,,x,,K ,x, )= égj@ (F (x, ))m (F (x, ))k : )

seklindedir. Burada r= LK ,n ve k3 1 i¢in ¥, =k+(n—r)(m+1) ve n pozitif

tamsayidir.
z m+1) , ml _ 1
= O e no=]
1 i —ln(x) . om=-1

olmak tizere X ,(1,n,/Mgk)’ in marjinal o.y.f.’nu

i 0= G EC) (6, @) 0



dir.

m ve k parametrelerinin 6zel se¢imleri i¢in genellestirilmis sira istatistikleri,
sira istatistikleri, rekor degerler, ardisik sira istatistikleri, ilerleyen tiir Il.tip

sansiirleme modelleri ve Pfeifer’in rekor degerleri olarak ele alinabilir. Eger
m =m,=..=m,, =0 ve k=1 alinirsa (3.3.3.2) denkleminden F dagilim
fonksiyonuna sahip Orneklemin r. sira istatistiginin o.y.f.’nu almir. Eger
m,=m, =..=m, , =—1 ve k=1 alinirsa k. rekor degerin modeli elde edilir.

Parametrelerin 6zel se¢imleri ile sirali rasgele degiskenlerin modelleri

(1<r<n-1)igin (1<r<n-1) igin
v, =k
7, m,
n—r+l)o, —(n-r)e,,, 1
Ardisik sira istatistikleri a, (n—r+l)e, (n=r+t)a, ~(n=r)a,
Genellestirilmi sira U
; 3 k k+n—r+ Z m; m,
istatistikleri =
Sira istatistikleri 1 n—r+l1 0
r—1
flerleyen  tiir  ILtip N=r+l- ZI: k
. . RV! +1 l_n Rr (E D ())
sansiirleme modelleri —n—r+l+ z R
Rekor degerler 1 1 -1
Pfeifer’in rekor degerleri B, B. BB -1

Sekil 3.3.3.1: g.s.i.’nin parametrelerinin secimine gore 6zel durumlar

seklindedir.
g.s.i.’nin dagilim fonksiyonu ve buna bagli olarak elde edilen o.y.f.’lar

Meijer’in G fonksiyonuna bagli olarak yazilirsa kolaylasir. r.inci g.s.i., X ile

o . o 10 . . . .
gosterilmek tizere Cramer ve Kamps( > r.inci g.s.i.’nin o.y.f. nu,




7 ’7r_1

0-{TIn o0

dagilim fonksiyonu

el e

ve a. dereceden momentini

7/1’ ’7 jf(t), rell;

(it
i A

Jf(t)dt, rel]

gl’K ’gr gs
1- 1’K ’gr- 16

E(x9)= éogj—O(F ) Grogi_

olarak vermistir. Son yillarda g.s.i ile ilgili yapilan ¢alismalarda bu kullanimla
yapilan calismalar oldukca artmustir. Ayrica kesim 2.6’daki Ozellik 4-5 ve kesim

2.4’deki Ozellik 2 kullamldiginda

ZE
<

1033
G- Z

rlrl

gl’ ’ gzaK 9gr_1

81" 1K '8, -

+= r- Lr-1

Z
8- LK.g, - 15

g.K.g, 8 1,0 g

0
I
esitligi ile

(- 8PSV 0= 8 FST0- g STV 0)
g.s.i.’nin dagilim fonksiyonlar1 arasindaki ardigik iliskiyi vermislerdir.1
Cramer ve arkadaslari > nin calismasinda verilen X O jizerine X{*"”’nin kosullu

o.y.f. nu

gl

%)= gz()lg : G (F.(»)

'51- F()”

x( 03 ®

gr+1’K gr+1)f(x)

olmak {iizere ve benzer sekilde Bieniek *’in caligmasinda verilen XD iizerine

X nin kosullu o.y.f.’nu

G (F.(M)g,...K.g,.,)G (F(x)g.K¢g,)
(- F())G,,, (FOM)e.K .g,..)

Xir)‘Xim)

(x]y)=

Ly ™)

8- LK.g,-

—_
Sl O:



FO» F&) |

seklinde verilmistir. Burada F, (y)= , ¥3 x dir. Literatiire
- F(x)

bakildiginda G fonksiyonuna dayali olarak verilen kosullu o.y.f. formiilleri
regresyon kuramindan gelen ve g.s.i.’lerin kosullu beklenen degerinin lineerligine
dayanan dagilim karakterizasyonu ¢alismalarinda oldukc¢a sik kullanilmustir. Sekil

3.3.3.1 yardimiyla secilen parametrelere gore diger modeller icin de kosullu
o.y.f’lar1 bulunabilir. Ornegin Bieniek " (2007) bu calismasinda r=>2 igin
E [Xfr_l)‘X,fr)}chir))+d kosullu beklenen degeriyle verdigi karakterizasyon
calismasi1 sonucunda g.s.i.’nin dayali oldugu F ’in tekligini ve kapali formdaki
bigimini vermistir.

@n

Burkschat ve arkadaslar1 " r.inci dual g.s.i.’nin dagilim fonksiyonunu,

x)
r 7/""’7r
(Hij ”0( ‘71—1,...,%—1}@’ el

olarak vermislerdir. Ayrica listel dagilima dayali dual g.s.i.’ler icin 1£ r£ n ise
g,(X :{r- X f, 1) bosluklarinin F ’e goére birbirinden bagimsiz aym dagilima sahip

oldugunu belirtmislerdir.

Bieniek "’ (2007) tarafindan
(- x) G, (x|g,.K.g,)= G, (x|]g,+a.K.g, +a),

X
r()

8.K.g, 1.8,-1 9 &
z T_

r 1,0 z gl’K ’gr»l
gl_ lK grl lgr

Q
gl_ l’K ’gr—l_ 1%’

rlrl

d
(- X)EGr(x|gl’K’gr)= Gr»l(x|gl’K’gr-l)_ (g,- I)Gr(x|gl’K’gr) ve

d g - 8 N C 81
ol G (g K g ) (- )G (K K g, ) (8, DG (48K g,)



esitlikleri kullanmlarak r.inci diizgiin g.s.i.’nin o.y.f.’nun ardisik olarak degisik

formlarda yazilis1 ve 6zellikleri hakkinda ¢alismalar yapilmistir.

XU, x" F siirekli dagilim fonksiyonuna sahip g.s.i.’lerini gostermek

tizere, Vx igin E [h(Xfr”))‘Xfr) = x} = g(x) problemi iizerine de ¢alismalar vardir.
Burada 1<r<n-1 ve 1</<n-r sabitlenmis degerleri ile & ve g siirekli
fonksiyonlardir. Ayrica bir baska problem olarak da
E [H (x" x ir”))‘X,fr) = x} = g(x) ele ahnabilir. Cramer"® (2005) caligmasinda,
kosullu o.y.f.’da G fonksiyonunu kullanmis ve G fonksiyonunun tiirevinden de

yararlanarak E (Xf””")—Xf”") x :.):b kosullu beklenen degerle iistel

dagilimin bir karakterizasyonunu vermistir.

E [h(XfM))‘Xir) = x} =g(x) Kkarakterizasyon problemi iizerinde G
fonksiyonunun bir uygulanmasindan bahsetmeden 6nce g.s.i’ler icin kosullu olasilik
tanimini verelim:

Tamm 3.3.3.3: x<w(F) olmak iizere

fonksiyonuna F ’in x noktasinda soldan kesilmis dagilim fonksiyonu denir.
xW=x 1>1 verildiginde X" nin kosullu o.y.f.’nu

X (r+1)

*

f

“{fir )

v=r+l

(3.3.3.3)
<Gl (1-F, (1)

7r+1""’7/r+[)f(t);xvte D



olup burada w(F)=F"'(1) dir.
Teorem 3.3.3.1: (Lau-Rao Teoremi) g, *’da p({0})<1 kosulunu saglayan
aritmetik olmayan o -simirli bir Ol¢li, a, b reel sabitler ve [L] kiimesinde

tamimlanan H :[J * — [ " fonksiyonu sabitten farkli, ya azalmayan ya da artmayan

Borel olgiilebilir fonksiyon olmak iizere

oo

[H(y+2)du(y)=aH (z)+b, z&(0,) (3.3.3.4)

0
bicimindeki integral denkleminin ¢6ziimii,377¢ [1 icin

[erdu(y)=1 (3.3.3.5)

0

kosulu altinda hemen hemen her xe [L] icin

o
HU):{HV(I "), 20 (3.3.3.6)
t+&x, n=0

dir. Burada v, &, 7 sabitlerdir.

Eger b =0 ise, (3.3.3.6) esitliginde 7=-v ve £=0 dur.

(1€

Simdi Cramer )in calismasinda yer alan

ki Parametreli Ustel 1 ety
f()=—e" 7 x3 1, ¢g>0;- ¥ <] <¥
Dagilim: q
Power Dagilimu: {- x)q'l
f()=qg———m<x<l;qg>0;,- ¥ <m<l<¥
@ - m
Pareto Dagilim: +dY R
f )= q(m—?l x3 m g> 0, {mdl | :m+d>0}
(x+ dY

Sekil 3.3.3.2: Baz1 dagilimlarin o.y.f.’lar

dagilimlarinin karakterizasyonu ile G fonksiyonunun kullanimini inceleyelim:



Teorem 3.3.3.2: X!"... X" gsi’leri 1<r<n—1, 1<I<n—r icin, %.....7,
parametrelerine bagh F siirekli dagilim fonksiyonuna sahip olsun. Eger

E(X,S’*” x" = x) = ax+b (3.3.3.7)

olacak sekilde a>0 ve bell sabitleri mevcutsa, F dagilim fonksiyonu
genellestirilmis Pareto dagilimina sahiptir. Boylece, argiimanin doniisiimleri ile

asagidaki dagilim fonksiyonlar Tablo 3.3.3.2’e gore adlandirilarak soylenebilir.

i) Eger a=1ise F(x)=1-¢", x20

ii)  Eger O<a<lise F(x)=1-(-x)", xe[-1,0]

9

iii)  Eger 1<a ise F(x)=1-x% xe[lo]

. 1 o .
@ parametresi € = —— olarak verilmistir ve 7 parametresi

n

r+l

p(m=—]17, ne(—emin{y......7.})

Jj=r+l
polinom denkleminin tek ¢oziimiidiir.

Ispat:
d
Z _ rasgele degiskeni X! Xﬁ’):Zx olmak lizere bu rasgele degisken, . ,,....7.,,

parametreleriyle soldan kesilmis dagilim fonksiyonu F ’e dayali g.s.i. olarak

r+l)

¥

- (#]x)ar,

> (
goriilebilir. Buna gore (3.3.3.7) karakterizasyon denklemi EZ = I tf ¥

=~

X dagilimda esitligini kullanarak (benzer

(I,n—r k)

dir. (X(r+1,n,lh,k) = I‘X(r,n,rﬁ,k) = x)

ifade sira istatistikleri icin Arnold (1992) Teorem 2.4.1 sayfa 23’de gosterilmistir'")

r+l ot 1
- (H ”J! g O (1 F )7 7) S ()



seklinde olup F, (#,)=¢ doniisiimii yapildiginda

7/r+1""’7r+[)dt

(ﬁnyF ()G (1-1

Jj=r+l 0.1 (3.3.3.8)
=ax+b
yazilabilir. 1-F, (1,) =1—1¢ esitliginden
F —
LFR)-F
1-F(x)
F(t)-F
-1 FB)=F ()
1-F(x)
f=F"[1-(1-1)(1-F (x))], (3.3.3.9)

sonucu elde edilir. F,(z)=¢ esitliginden t,=F'(t) olup, (3.3.3.9) esitligi goz
Oniine alinirsa
F (0)=F [1=(1=1)(1-F (x))] (3.3.3.10)

olur. (3.3.3.8) esitliginde (3.3.3.10) esitligi yerine yazilirsa

Vysrsees Vyuy )t (3.3.3.11)

Uﬂ”j“ [1-(-(1-F ()]G (1-1

j=r+l
=ax+b
elde edilir. (3.3.3.11) esitliginin sag tarafinda (1—7)=e™> degisken degistirmesi

yapilirsa

(H7j (I F1-e (1-F (x)) ]G]} (e”

Jj=r+l o)

Vyirnen Vo )€ dy  (3.33.12)

bulunur. (3.3.3.12) esitliginin sag tarafinda 1— F (x) =e™* doniisiimii kullanilirsa



o {2 | el

dir. (3.3.3.13) esitliginde verilen integral denkleminin ¢oziimii, Lau-Rao Teoremi

Vyireen Vot )€y (3.3.3.13)

kullanilarak bulunabilir. (3.3.3.4) esitligine gore (3.3.3.13) integral denkleminde

H(y+z)=F_1 |:1_e—(y+z } ve d,u (ﬁ 7, j—e‘>G11[()( -y

Jj=r+l

Vistsoos Ve )1(0,m) (y)

dir. Boylece (3.3.3.13) esitligi ile verilen integral denklemi Lau-Rao Teoreminde

verilen J H(y+z)du(y)=H(z) +2 integral denklemine benzer olarak
(0:) a4

Sl 02) —F -, b
(()'L)F [1 e ]d,u(y) F [l e }La

elde edilir. H (z) nin bigimini belirleyebilmek i¢in éncelikle (3.3.3.5)’den

oo

Jeranto)=er| [ Jeair(e

’ 7@+1,---’7§+/)‘ty =da (3.3.3.14)
0 Jj=r+l

saglanmalidir. C;, j=r+1,...,r+li¢in ¥, parametreleriyle iistel dagilima sahip

r+l

bagimsiz rasgele degiskenlerdir ve (3.3.3.14) esitligi Y= § C,’nin moment
j=r+l1

cikaran fonksiyonudur ve

Eexp{?}il C/}z

(3.3.3.15)
Jj=r+l
olarak ifade edilir. Buna gore
M, (t): A/Ic,+l ([)L MC,H ([)
gl gl .
_ ! =0 Y= (3.3.3.16)
Erel]s h— =18 h
8

dir. (3.3.3.15) ve (3.3.3.16) esitligi goz oniine alindiginda



Eexp{?}il C/}z ﬁ % =a

Jj=r+l Jj=r+l 7/]‘ _77

r+l
elde edilir. p,(?]):lH ¥, denkleminin ¢oziimii olan 7, 7<min{y,,.....%,,}

Jj=r+l

kosulunu saglamalidir.
a=1 icin (3.3.3.16) esitliginden 7 =0 tek ¢oziimdir. »=0 durumu goz
oniine alinmamustir. (3.3.3.6) esitliginden H (z) fonksiyonu
H(x)=F'(1-e*)=1+¢&x

olarak bulunur. Buradan 1-e¢™ =F(z+&x) dir. 7+&x=z olsun. Bu durumda

F(z)=1-e€"" elde edilir. Diger taraftan £

xX-T

olup boylece F(x)=1-e ¢, x3t dagilm fonksiyonunun 6=¢ ve A=7

parametreli iki parametreli Ustel dagilim oldugu goriiliir.

gl .
O<a<l i¢in ise () g’h:a icing,- h> g, dolayisiyla h<0
j=re18

olmalidir. Ayrica b>0 durumu disiiniildiigiinde, (3.3.3.6) esitliginden H(z)
fonksiyonu H (x)=F"' (1 - e'”) =T+v (1 - e””) biciminde ortaya ¢ikar ve
l-e" = F(1+v(l—e”")) olur. T+v(1—e”") =z olsun. Bu durumda F(z)=1-¢™"

elde edilir. Diger taraftan

_ —\7 — o\
T+v Z:em:(T+v zjn :e‘”:I—e‘le—(ETJrv) zj

1% 1%



-1

3 (z+v)—x )7 5 ‘
olup boylece F(x)=1- , t £ x£t+v dagihm fonksiyonunun

(v+7)—7

0= —l;/l: T+v ve u=7 parametreli Power dagilimi oldugu goriiliir.

a>1 igin ise O , 8- h< g, dirve h> 0 oldugu goriiliir. Yani

lg,- ho
{¢,.,.K.g,.,,}>» h>0 dir. b#0 durumu gdz Oniine alindiginda (3.3.3.6)
esitliginden H (z) fonksiyonu,

H(x):F_l(l—e_x):f+v(l—e”x)

bigiminde segilirse yine aym sekilde F(z)=1-¢" elde edilir. Ote yandan

wzeW: v ;:e_xj et T—(V+T) %
L_ ] | 1(_( J

—v (7+v)

1
T—(v+7) |
olup F(x)=1- & , x3 t dagilim fonksiyonunun
z—(7+v)
1 . . R
60 =—;0=-7—v ve u=7 parametreli Pareto dagilimi oldugu goriiliir.

n



4. TARTISMA ve SONUC

Bu caligmanin temel amaci, Matematik, Istatistik, Fizik ve iliskili diger bilim
dallarinda genis bir uygulama alanina sahip olan Meijer’'in G fonksiyonunu
incelemektir. G fonksiyonunun bazi temel 6zellikleri tanitilmus, tiirevleri ile ilgili
baz1 ozellikleri ve temel fonksiyonlarm G fonksiyonu olarak ifadesi verilmistir.
Siirekli r.d.’lerin bir fonksiyonunun dagiliminin elde edilmesi probleminde o.y.f. ve
dagilim fonksiyonu tekniklerine alternatif olarak Kesim 3.2’de verildigi gibi
Meijer’in G fonksiyonu ve Mellin doniisiimiinden de yararlanilabilir. O.y.f teknigine
nazaran bu metotta degisken degistirmeye, ilave yeni degiskenler tanimlamaya,
degiskenler arasinda bire-bir doniisiime ve jakobiyen hesabina gerek yoktur. Ongorii
problemlerinin ¢6ziimil icin sirali r.d.’ler ile verilen karakterizasyonlar hakkinda son
yillarda pek cok calismanin yapildigi ve daha cok siirekli dagilimlar iizerinde
duruldugu goriilmiistiir. Bu ¢alismada literatiirde sirali r.d.’lerin degerine dayali

olarak verilen pek cok karakterizasyon teoremleri ele alinmig ve Cramer (2004)""

’

tarafindan verilen teoremle bu problemlerin genel ¢oziimii tartisilmistir. X" Fe

dayali g.s.i. olmak iizere E[h(Xil),sz),...,Xi"))

x¥ = x} = g (x) kosullu beklenen

degeriyle karakterizasyon caligmalarinin sonuglart arastirmaciya iki yonlii bilgi

vermektedir. Orneklemin dagilimi biliniyorken regresyon denklemi g(x) ile
h(X il),sz),...,Xf")) icin ongorii yapilabilir. Ote yandan, eger regresyon denklemi

biliniyorsa orneklemin geldigi dagilim hakkinda bilgi cikarilabilir. Bu ¢aligmanin
devami olarak kosullu beklenen degerin lineer veya lineer olmayan daha genel halleri

icin model kurularak baska dagilimlarin karakterizasyonu hakkinda yapilacak



calismalarin 6nemli oldugu diistiniilmektedir. Karakterize edilecek dagilim secilen A
ve g fonksiyonlarinin bicimine bagli olarak degisecektir. Ayrica g.s.i. ile alinan
sonuclar Sekil 3.3.3.1°de verilen g.s.i’nin parametrelerinin secimine gore alinan 6zel
siral1 r.d.’ler i¢in de verilmis olacaktir.

Uygulama acisindan bakilirsa sirali r.d.’lerin veya bunlarin bir fonksiyonunun
tahmini gergek hayattaki pek cok 6ngorii probleminin bir parcasidir. Ornegin belli bir
bolgedeki cesitli siddetlerle gerceklesen yagis miktarinin verilerinden yararlanarak
bunda sonra olabilecek daha biiyiik veya cok daha diisiik miktardaki yagis miktarinin
tahmini, sel baskinlari, su seviyeleri veya kuraklik i¢in énemli bir problemdir. O
bolgedeki tarim arastirmalari, cevre diizenlemeleri, 6nlemler ve yatirnmlar ona gore
yapilacaktir. Sel oldugunda ortaya cikacak zararin en aza indirgenmesi amaciyla
almacak onlemler icin yapilacak harcamalarin limiti veya tarim alaninda yapilacak

yatinmlarin garantisi hesaplanabilecektir.
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