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OZET

BIR RIEMANN MANIFOLDUNUN BAZI OZEL ALTMANIFOLDLARI

ATUCURAN, RECAI

Kirikkale Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Mehmet YILDIRIM

Haziran 2008, 120 sayfa

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir.

Ikinci béliimde diferensiyellenebilir manifoldlar ile ilgili temel kavramlar

verilmistir.

Uciincii boliimde, M Riemann manifoldunun M altmanifoldunda bir Z M -
vektor alani ile iligkili Z-umbilik, total Z-geodezik ve Z-minimal altmanifoldlar gibi,

altmanifoldlarin bazi 6zel tiirleri sunulmustur.

Ayrica, M ve M' niin M Riemann manifoldunun hiperyiizeyleri oldugunu
varsayarak, eger /' 1. ve II. temel formlar1 koruyan M den M’ ye bir diffeomorfizm
ise o zaman F nin hiperylizeylerin Z-umbilik, total Z-geodezik ve Z-minimal

ozelliklerini korudugu gosterilmistir.
Son boliim tartisma ve sonug i¢in ayrilmistir.

Anahtar kelimeler: Riemann manifoldu, Z-umbilik, total Z- geodezik ve Z-minimal

altmanifoldlar.



ABSTRACT

ON SPECIAL SUBMANIFOLDS OF A RIEMANNIAN MANIFOLD

ATUCURAN, RECAI
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Advisor: Asst. Prof. Dr. Mehmet YILDIRIM

June 2008, 120 pages

This thesis consist of four chapters. The first chapter is reserved for

introduction.

The basic concepts about differentiable manifolds are given in the second

chapter.

In the third chapter, some special type of submanifolds such as Z-umbilical,
totally Z-geodesic and Z-minimal submanifolds associated with an M -vector field Z

on a submanifold M of a Riemannian manifold M are presented.

In addition, supposing M and M' are hypersurfaces of a Riemannian

manifold M it is shown that if F is a diffeomorphism from M onto M' and
preserves the first and second fundamental forms then F preserves the Z-umbilical,

totally Z-geodesic and Z-minimal properties of the hypersurface.
The final chapter is reserved for discussion and conclusion.

Key words: Riemannian manifold, Z-umbilical, totally Z-geodesic and Z-minimal

submanifolds.
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1. GIRIS

1.1. Kaynak Ozetleri

1), Lineer Cebir @ ve

Temel kavramlar i¢in Differentiable manifolds
topolojik kavramlar igin Topoloji ® adl kitaplardan faydalamlmustir. Differentiable
manifolds ") adli kitapta diferensiyellenebilir manifoldlar ele alinmustir. Total Mean
Curvature and Submanifolds of Finite Type © adhi kitabin, altmanifoldlar
boliimiinden total umbilik, total jeodezik, minimal altmanifoldlar kavramlarina yer
verilmigtir. On special submanifolds of a Riemannian manifold © jsimli makaleden
de yararlanilarak umbilik, total jeodezik, minimal altmanifoldlarin daha 6zel halleri

olan Z-umbilik, total Z-geodezik ve Z-minimal altmanifoldlar kavramlarina

ulastlmistir.

1.2. Calismanin Amaci

M Riemann manifoldunun M altmanifoldu iizerinde, M nin normal ve teget
uzaylar1 gézoniine alinarak, genellestirilmis Gauss denklemi, sekil operatorii, ikinci
temel tensor, asli egrilikler, asli egrilik vektor alanlari, egrilik ¢izgisi, geodezik
egrilikler, normal egrilik, ortalama egrilik, umbilik altmanifold, total geodezik

altmanifold, minimal altmanifold gibi kavramlar tanimlanabiliyor. Ornegin M nin

bir hiperyiizey olmasi halinde sekil operatdrii, Ne y* (M ) olmak {izere

VX e ;((M ) icin A(X ) =V N seklinde verilebilmektedir. Bu sekilde tanimlanan



A lineer donilisimiiniin bazi o6zellikleri yardimiyla M nin geometrisinin ne

oldugunu anlayabiliyoruz. Bunlardan birini s0yle sdyleyebiliriz: Eger M nin bir p
noktasinda & normal vektor alani olmak tizere A, = A1 olacak sekilde M de A reel

fonksiyonu varsa o zaman M , & ye gore umbiliktir denir.

Altmanifoldlar i¢in s$dyle bir soru sorulabilir. M nin geometrisi
olusturulurken normal vektdr alanlar1 yerine herhangi bir vektdr alimip M igin bazi

geometrik sonuglar elde edilebilir mi?

Bu sorunun cevabi1 Agashe, N. S. and Chafle, M. R., tarafindan yazilmis olan
On special submanifolds of a Riemannian Manifold isimli ¢alismada verilmistir. Bu
makalede M nin bir M altmanifoldunda tamimli Z vektor alam almmis ve
literatiirde bilinen altmanifold geometrisinin bir benzeri olarak bazi sonuglar elde

edilmistir. Ornegin, eger M de herbir X tanjant vektor alani icin,
tanVxZ=V,Z ~4,X=1X
ise M altmanifoldu Z-umbilik olarak isimlendirilmistir.

Riemann manifoldunun altmanifoldu uzerinde tanimli ama Riemann

manifoldu lizerinde aldigimiz bir C* Z —vektor alanina gore bu verilen kavramlar
bu sekilde yeniden tanimlanacaktir. Buradan da Riemann manifoldunun,
genellestirme yapilarak elde edilmis olan olan Z-umbilik, total Z-geodezik ve Z-

minimal altmanifoldlar: elde edilecektir.

Genellestirme yapilarak elde edilen bu 06zel altmanifoldlarin ve ilgili
kavramlarin  hangi altmanifold ve kavramlarin genellestirilmisleri olduklar

tartisilarak, sonuglar elde edilecektir.



Bundan baska M ve M', M Riemann manifoldunun hiperyiizeyleri olmak
tizere, F 1. ve Il. temel formlar1 koruyan M den M' ye bir diffeomorfizm ise F
nin, hiperyiizeylerin Z-umbilik, total Z-geodezik ve Z-minimal 6zelliklerini

korudugu gosterilecektir.



2. MATERYAL ve YONTEM

Diferensiyel geometrinin en temel kavrami olan diferensiyellenebilir
manifoldlar bir yandan topolojik uzaylar iken diger yandan da diferensiyellenebilir
bir yapiya sahiptir. Bu nedenle bu c¢alismada temel kavramlar olarak topolojik
kavramlar, Oklid uzaylar1 arasinda diferensiyellenebilme ve diferensiyellenebilir
manifold kavrami verilecektir. Ayrica caligmanin konusu itibariyle altmanifold

kavrami da hatirlatilacaktir.

2.1. Topolojik Kavramlar

A+, B+ @ olmak lizere f:A4—> B bir fonksiyon olsun. f nin tanim

kiimesi Dom f < A ve deger kiimesi range f < B ile gosterilecektir.

Tanim 2.1.1: f:A— B bir fonksiyon olmak iizere eger, Dom f =4 ise [ ye

global fonksiyon denir'V.

Dom f =U olmak iizere U NV # & olacak sekilde bir V' climlesi verilsin.

fl,:UnV—>B
x> fl,(x)=1(x)

Seklinde tanimli f |V fonksiyonuna f’ nin V climlesine kisitlanmuigi denir.

Tanmim 2.1.2: A4, # O3, A, # D iki climle olsun.



A xA, = {(al,az)‘ai €d,i= 1,2}
ciimlesine 4, ve 4, climlelerinin kartezyen ¢arpimi denir.

P:A x4, — 4
az(al,az)—>Pl.(a)=al.,i:1,2

fonksiyonuna i. izdiisiim fonksiyonu denir'".

Tanim 2.1.3: A+ bir cimle olmak tizere,

id:A— A
x—)id(x)zx

seklinde tanimlanan déniisime A ciimlesi tizerinde ézdeslik doniigiimii denir'®.

Tanim 2.1.4: S # & ciimlesinin alt cimlelerinin bir ailesi 7 olsun. Eger,
NDer,Ser

ii) 7 ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti yine 7 ya aittir; yani,

A,4,,-, A, et icin ﬂAl. €T,
i=1
iii) 7 ya ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesimi yine 7 ya aittir; yani,

v{4} _, crigin EJAZ. er
i=1

aksiyomlar1 saglaniyorsa 7 ailesine S iizerinde bir topoloyji, (S,T) ikilisine de

topolojik uzay denir. 7 nun elemanlarina S’ nin a¢ik alt ciimleleri denir® .

Tanum 2.1.5: S # < bir cimle ve £, S 'nin bir alt climlelerinin bir ailesi olsun. Eger,

| JB =S,VB ep
i=1



ii)VB,,B, € f,B,NB,#J iken B, NB, :UBi

i=1
ozellikleri saglanirsa f’ya S iizerinde bir topoloji i¢in bir baz, £ ’nin elemanlarina

da temel acik ciimleler denir®.

S bazindaki temel acgik climlelerin birlesimi olarak yazilabilen S ’nin bos
climleden farkli elemanlarina, S’de/ bazindan elde edilen topolojiye gore agik

ciimleler denir®.

Tamim 2.1.6: (S,7) bir topolojik uzay ve s e Solsun. se 4 ve 4e7 olacak sekilde

bir A climlesi varsa A’ya s 'nin bir a¢ik komsulugu denir™.

Calismanin  bundan sonraki kisminda aksi belirtilmedik¢ce komsuluk
denildiginde agik komsuluk kasdedilecektir. Ayrica s 'nin komsuluk ailesi N (s) ile
gosterilirse,

N(s)z{Aer|seA}
dir.

B(s)= N(s) ailesi verilsinEger VV eN(s) i¢in UcV olacak sekilde

3U € B(s) varsa bu fS(s) ailesine se S noktasinda bir baz veya s € S noktasinda

komsuluklar tabani denir®.

Tanum 2.1.7: S ve T herhangi iki topolojik uzay ve f:S — T bir fonksiyon olsun.

Eger VVGN(f(s)) icin f(U)CV olacak sekilde EIUEN(S) varsa f’ye s€ S

noktasinda siireklidir denir®.



Tanim 2.1.8: S ve T herhangi iki topolojik uzay ve f :S — T bir fonksiyon olsun.

VYU < Dom f agik iken f (U ) c T acgikise f ’ye agik fonksiyon denir™.

Tanim 2.1.9: S ve T herhangi iki topolojik uzay ve f:S — T bir fonksiyon

olsun. f; 1:1, drten, siirekli ve acik ise f ’ye bir homeomorfizm denir®.
Tanim 2.1.10 : (Kapali Ciimle) (S,r) topolojik uzay olsun. S—U er olacak

sekilde bir U — § climlesine 7 kapalidir denir.

Kapali ciimlelerin ailesi 7¢ ile gosterilecektir.”.

Tamim 2.1.11 : (Kapams, I¢, Sinir) (S,r) topolojik uzay ve 4 < S olsun. 4nin i¢i

0
A ile gosterilir ve,

0

A=U{UlUc AU er|

olarak tanimlanir. A ’nin kapamsi A ile gosterilir ve,
A=N{U]4cU,Uer

olarak tanimlanir. A4 'nin sinirt 0A4 ile gosterilir ve,

oAd=A-4

olarak tanimlanir®.

Tamum 2.1.12: (Alt Uzay Topolojisi) (S,7) topolojik uzay ve 4 < S olsun.

7,={4NU|U ez} < P(4) olmak iizere ,, A iizerinde bir topolojidir.

(4,7,) topolojik uzayma (,7) topolojik uzaymin bir alt uzay: denir ©.



Tanum 2.1.13: (Ayirma Aksiyomlary)
(S,7) topolojik uzay olsun.
T, Ayirma Aksiyomu :
p #q olacak sekildeki Vp,ge S i¢in 3U e N(p),3V eN(q)>peV.,qeU

sarti saglantyorsa, (S,7) topolojik uzayi, T, Ayirma aksiyomunu saglar denir®.

T, Aywma Aksiyomu :

p #q olacak sekildeki Vp,q € S i¢in EIUeN(p),EIVeN(q)aUﬁVz@

sart1 saglantyorsa, (S,r) topolojik uzayi, 7, Ayirma aksiyomunu saglar denir®.

T, ’yi saglayan bir uzaya Hausdorff Uzay: da denir®.

Tamm 2.1.14: (S,7) topolojik uzay ve ¢ < 7 olsun.

UU =S ise @’ye S’nin bir a¢ik ortiisii denir. S’nin ¢, < ¢ olacak sekilde ¢, agik

Uep

ortiisii varsa ¢, ’e, ¢ ’nin alt ortiisii denir®®.

Tamm 2.1.15 : (S,7) topolojik uzay olsun. S’nin her agik értiisiiniin sonlu bir alt

Srtiisii varsa (S,7)"ya kompakt topolojik uzay denir®.

Tamum 2.1.16: (Lokal Kompakt Uzay) (S,7) topolojik uzay olsun. S nin her

noktasinin kapanigi kompakt olan bir komsulugu varsa, S’ye lokal kompakt uzay

denir®.



Tamm 2.1.17: (S,7) topolojik uzay olsun. S ayrk agik ciimlelerin birlegimi

seklinde yazilamiyorsa S ’ye baglantilidir veya irtibatlidir denir®.

Tanim 2.1.18: (S, r) topolojik uzay olsun.

S ’nin her noktasinin sayilabilir komsuluklar1 varsa (S,r) topolojik uzayina

sayulabilirliligin birinci aksiyomunu saglar denir.
S sayilabilir bir baza sahipse, (S,7) topolojik uzayma sayilabilirliligin ikinci

aksiyomunu saglar denir®.

2.2. IR" de Diferensiyellenebilme

Tanim 2.2.1: U c IR" bir agik altcimle peU, f:IR" — IR bir fonksiyon ve

u,u,,...,u, IR"nin koordinat fonksiyonlar1 olsun. 1<i<n olmak iizere, her bir i

igin
REEI /A JEER — e,
i S (P p p,)=f (P ,)
t—0 t
limiti mevcut ise bu limite f nin p = ( Doty pn) noktasinda 7. kismi tiirevi denir ve
g ile gosterilir.
ou,

tip

o

fnin 1<i<n olmak {izere 1. mertebeden —| kismi tiirevleri var ve bu

ou,
P

tirev fonksiyonlart siirekli ise, f fonksiyonuna peU noktasinda 1. mertebeden

diferensiyellenebilirdir denir.



f bir peU noktasinda her mertebeden diferensiyellenebilir ise, fye
C” — fonksiyon denir'".

f, U nun her bir noktasinda C” fonksiyon ise f ye U da C” fonksiyon
denir.

U c IR" agik altciimlesi lizerinde reel degerli biitiin diferensiyellenebilir

fonksiyonlarin ctimlesi C* (U ) ile gosterilecektir.

Tamim 2.2.2: f:E" — IR diferensiyellenebilir ve v, € T,E" olsun. Bu durumda

- -
v, = PO olmak iizere;

- d

vp[f]:E(f(Pl +t(Q1 —Pl),"-,Pn +t(Qn_P")))

N
reel sayisina f nin v, yoniinde tirevi denir®.

Teorem 2.2.1: v=(v1,v2,---,vn)e[R”,PeE” ve
f:E" > IR

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

- B n 1
VP[f]_;Vz' axi .

dir.

Sonu¢ 2.2.1: x,,---,x, fonksiyonlari, E” nin koordinat fonksiyonlar1 olmak {izere,

her j=1,---,n igin

10



dir @,

Tanim 2.2.3: U c IR" agik bir altciimle olmak iizere

f:U S IR
p— f(p)=(£(p):£:(P) £, (P))
=(fisfosroa ) (P)

bir fonksiyon,

u,:IR" > IR, 1<i<m

(9,42 29,,) > 4,
koordinat fonksiyonlar1 olmak tizere
(,0of)=f1IR" > IR
dir. f, fonksiyonlarina f nin bilesenleri denir.
Burada 1<i<m i¢in Vf,, peU =Dom/f de diferensiyellenebilir ise f ye p de

diferensiyellenebilirdir denir.

f, U daki herbir p noktasinda diferensiyellenebilir ise f ye U da
diferensiyellenebilirdir denir.

Buna gore, feC” dur gerek ve yeter kosul 1<i<m olmak iizere f,€C”(U)

olmasidir

Tanim 2.2.4: mxn-tipinden reel matrislerin cimlesi M (m xn,R) ile gosterilsin.

11



f:R" — R" bir C” fonksiyon olmak iizere,
J, ' R" —)M(mxn,R)

bt )= 2o

ile tanimlanan J ( 1, p) matrisine p € R"noktasinda f fonksiyonunun Jakobiyen

matrisi denir".
Tanim 2.2.5: f:IR" — IR" bir fonksiyon olsun.

Eger,

i) f, 1:1,

ii) f diferensiyellenebilir,

iii) £ de diferensiyellenebilir,

ise f fonksiyonuna bir diffeomorfizm adi verilir V.

Teorem 2.2.2: (Invers Fonksiyon Teoremi) f:R"— R" bir diferensiyellenebilir
fonksiyon ve bir p € Domf igin
det(J(f,p))=0
ise 3V € N(p) vardir 6yle ki f], bir diffeomorfizmdir".
Tanim 2.2.6: f:R" — R" diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Eger,
VpeDom f i¢in 3V eN(p) i¢in f|, diffeomorfizm ise f’ye lokal

diffeomorfizm denir'.

12



2.3. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 2.3.1: M = bir cimle olsun.

x:M — R" bir fonksiyon ve Dom x =U < M olmak iizere, x fonksiyonu i¢in

H))x, 1:1dir,
H,) range x — R" agiktur,

snermeleri dogru ise x e M de n-boyutlu bir harita denir ve (U, x) ile gosterilir'".

Tanim 2.3.2 : M bir climle ve (U ,x) , M nin n-boyutlu bir haritas1 olsun. «,, R" nin
i.koordinat fonksiyonu olmak iizere x, =u,ox fonksiyonuna M nin (U,x)

haritasina gore i. koordinat fonksiyonu denir (1<i<n).

M ERH
x(U)
L
X =i 0x x{p:l:[xl{p]’xﬁ{p]f“’xx{p]}
iE
Sekil 2.3.1

13



Tamm 2.3.3: M #Q bir ciimle,(U,x) ve (V,y)M de UV #Q olacak sekilde

iki harita olsun.

A IR*
1
x
F
W
Sekil23.2

Eger yox':IR" — IR" fonksiyonu bir C*—diffeomorfizm ise M de

(U,x) ve (V,y) haritalart C* —uyumludur veya C* —bagdasabilirdir denir".

Tamim 2.3.4: M #J bir cimle ve A= {(Ul.,xl. )‘z e[}, M’ nin haritalarmin bir

koleksiyonu olsun. Eger,

4) UU =M
iel
A,) Vi,jeliginU NU, #@ olacak sekildeki V(U,.x,), (U,.x,)e 4

haritalart C* —uyumlu ise 4 ya M nin bir C* —atlast denir'",

Eger A, kosulu k € IN igin saglaniyorsa 4 ya M nin bir C* —atlas: denir

14



Ornek 2.3.1:

S = z=(zl,zz)eIR2‘

Z|=l
—

2 2 _
Nz t+z =1

Sekil23.3
U, :{Z:(zl,zz)eSl‘Z2 >O} i¢in,
x,:U = IR
z=(z,2,) > x(z)=z
¥

Sekil 2.3.4

15



H) x,1:1 dir.
H,) x,(U))=(-11) cIRagk

= (U,,x,),S" in bir haritasidur.

U, :{ZI(ZI,ZZ)ESI‘ZZ <0} i¢in,
x,:U, > IR

Z:(zl,zz)—>x2(z)=zl

e@/‘\ﬁf .

. {erzzj

Sekil2.3.5

H) x,,1:1 dir.
H,) x,(U,)=(-11) IR agiktur.

= (U,,x,), S' in bir haritasidr.

U, :{z:(zl,zz)eSl‘z1 >0} i¢in,
x,:U; > IR

z=(z,2,) > x(z)=z,

16



+1 Ir

k]

/'|\
£
0 |<

£
T (21.2; ]

'10

S

Sekil 2.3.6

e

H)) x,,1:1 dir.

H,) x,(Uy)=(-11) cIR agiktr.

= (U,,x;), ' in bir haritasidur.

U, :{z:(zl,zz)eSl‘z1 <0} icin,

x,:U, > IR

z=(z,z,) > x,(z) =2

y
5, b

e
—
S
Z={Zl=22] =y -1
)

Sekil 2.3.7
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H) x,,1:1 dir.
H,) x4(U4)=(—1,1) c IR aciktir.

= (U,,x,), S" in bir haritasidur.

A={(U,,x,).(U,,x,),(Us,x3),(U,,x,)} . S in bir C* atlasidur.

Gergekten,

4
4) Uu, =S dir.
i=1

4) UnU,=0 } UnU,#20 ,UnNU,#J
2

oldugundan bu bilgilerle
Uu,nlU,=9 UnNU, 20 ,U,nU, 3

ilgili haritalar uyumlu olmalidir.

U, AU, %@ ve U, AU, = {z,2,)e 8"z, > 0,2, > 0 di.

1 TAUI L

1
L
'Xs"xl_l
x(UhnU)=00cir = =, U nl)=(01)ciR
acik aci
Sekil 2.3.8
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t—>(x 0™ ) (1) =x, (%7 (1)) = x, (t,\/l—t2 ) =J1-7

xo0x " :(0,1) —)(0,1)
t >AN1-1

(x3ox1_1) (t):(\/?) = !

1-¢

sireksiz  oldugu yerler t=-1¢(0,1) ve r=+1¢(0,1) oldugundan x,ox,
fonksiyonunun (0,1) de tiirevi var ve siireklidir.

Dolayisiyla,

x0x " :(0,1) - (0,1)

t—>1-1
diferensiyellenebilirdir.

Benzer sekilde
(x3 ox,”! )_1 =x0x, :(0,1)>(0,1)
t—>1-¢
fonksiyonu da diferensiyellenebilirdir.
Boylece x,ox,” fonksiyonu bir diffeomorfizm olup (U,,x,), (U;,x;) haritalan
uyumludur.
Benzer sekilde

(U,,x) ile (U,,x,)
(U,,x,) ile (U,,x;) haritalar1 da uyumludur.
(U,,x,) ile (U,,x,)

A={(Ul,xl),(Uz,xz),(U3,x3),(U4,x4)}, S' in bir C* —atlasidur.

19



Ornek 2.3.2:

. (cosdy 5, sndy 5)

F

L 3 L 3

Sekil 2.3.9 Sekil 23.10

S' = {(cos 27 s,sin 27 s)‘s € IR}
V, = {(cos27zs,sin 27:9]0 <s< l}c S icin,
vV > IR

(cos27w,sin 2755) — 5 € (0,1)

F 3

(1.0}

F 3

¥

L

Sekil 2.3.11

20



H) y,1:1 dir.
H,) y,(V)) =(0,1) c IR de agiktur,

dolayisiyla (¥;,,), S' in bir haritasidr.

v, = {(cos 275,810 2715 —% <s< %} c S' igin,
Y, V, —> IR

(cos 275, sin 27zs) —->se (—l,lj
2°2

(1,0

o

r

Sekil 2.3.12

H) y,1:1 dir.
11
H,) J/z(V2)=(—E,EjCIR de agiktir,

dolayisiyla (V2 V) ), S" in bir baska haritasidr.

21
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4, ={(".»),(V2,,)}, §" inbir C* haritasidir.
Gergekten,
A4) V,uv, =S dir.

4) ViV, =S"-{(~1,0),(1,0)} =@

—._ 10

L o Ie) [=
-1
"i'
Sekil 2.3.13
A
N
71
T2
[

-1
Tae ¥l
[o2]==(03)

Sekil 2.3.14

22



s —>y2(yl‘1(s)):y2(c0527r s,8in27 s)=s

yyon :(0,%) - (0,%) 0zdeslik doniistimiidiir. Dolayisiyla diffeomorfizmdir.

s>

Sekil 2.3.15

s—)yz(yfl(s)):yz(COSZE s,sin27 s)=s-1

yyoy 1(%,0j - (—%,Oj doniistimii de diffeomorfizmdir.

s—>s—1

7., y,,(V,,y,) haritalart uyumludur. O halde ,

4, ={(".3),(V,»,)}, S" in bir baska C* atlasidir.

Tanmim 2.3.5: M #@ bir ciimle ve 4 ved, M de iki C*-atlas olsun. Eger

A, U A4, de M de bir C* —atlas ise bu iki atlasa birbirine denk atlaslar denir'".

Ornek 2.3.3:

s :{z:(zl,zz)eRz‘zlerzz2 :1}:{(cos2ﬁs,sin27zs)‘seR} olmak iizere Ornek

2.3.1 ve érnek 2.3.2 de 4, ve 4,, S' in birer C” —atlaslar1 olduklar1 gdsterilmisti.

23



Simdi de 4, ved, C” —atlaslarinin denk atlaslar olduklarini gosterelim. Yani

A, U A, nin S" in bir C” — atlas1 oldugu gosterilecektir.

Al UA2 :{(Ulaxl)’(UZ:XZ)’(US’X3)’(U4’X4)’(Vl’yl)’(VZ’yZ)} ve

- o Us Us g { Ju‘
S N N N

Sekil 2.3.16

V,nU,#0 1=1,2,j=1,23,4 olmak iizere,

ViU, =0 i¢in (V,,y,) ve (U,,x,) haritalarim uyumlu olduklarin gsterelim.

A

Sekil23.17

-1
hoh

Wil = (DEJ —= i ali=-11

-1 .
g —=X ly sll= xlcesdrs,sindys I=coslas

24



olup (xl oy, )(s) = cos2zs dir.

x,oy,”" bir trigonometrik fonksiyon oldugundan siireklidir.

Ayrica

d(x0y"
(xl N ) - d(COSZES) =-2mx.sin2xs
ds ds

sureklidir.

Boylece x, oy, bir diffeomorfizmdir. (U,,x,), (¥],y,) haritalar1 uyumludur.

Benzer sekilde (K, yl.),(U j,xj), 1<i<2,1< j <4 haritalar1 da uyumludur.

O halde 4, U4, de S' in bir C* —atlasidir. Bu durum 4, ve 4, atlaslarinin denk

olmas1 anlamina gelir.

Bir M cilimlesi iizerinde tanimli diferensiyellenebilir atlaslarin climlesi 4

olsun. Buna gore,

A= {A| A, M igin bir diferensiyellenebilir atlas} yazilabilir.

Teorem 2.3.1: A iizerinde,
B={(4,4,)| 404, <4}

seklinde taniml1 A bagintis1 bir denklik bagintisidir.

Ispat:

25



i)VAed icin AuA=Ae A oldugundan (A4,4)eBolup, B yansima

ozelligine sahiptir.

ii.) V(4,4,)€ p igin,

A4 U4, e 4= A, VU4 e 4= (AZ,AI) € f olup, f nin simetri 6zelligi vardir.

iii.) (4,4,)€ B ve (4,,4;)€ B olsun.
(4,4,)e =>4 v, e 4 di.
(4, 4,)ef=> 4,04, 4 dir
A i¢in (U,,x,), 4, i¢in (VJ, yj), A4, igin (W,,z, ) alindiginda, £ bagmntisinin
tanimundan, y,ox;' vez, oy, birer diffeomorfizm oldugu bilinmektedir. Bu iki
fonksiyonun bileskesi olan,

(709, )o(yy o ) =200

fonksiyonu bir diffeomorfizm olup, £ bagintis1 gegisme 6zelligine sahiptir.

A iizerinde yukaridaki gibi tanimlanan B bagintisi, A ciimlesini denklik

siiflarina ayurir.

Bu bagintiya gore her bir denklik sinifina M {izerinde bir diferensiyellenebilir
yapt denir.

Bu yapi ile birlikte M ye n-boyuttan bir diferensiyellenebilir C* manifold
denir.

Eger Vk € IN igin M , C*manifold ise M ye C* manifold denir.

26



2.4. Diferensiyellenebilir Fonksiyonlar

Tanim 2.4.1: M, n-boyutlu, M, m-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar ve
fiM —>M,
bir fonksiyon olsun. (U,x) ve (V,y)sirastyla M, ve M, de birer harita olmak iizere,

F=yofox"' fonksiyonuna, f fonksiyonunun verilen haritalara gore
koordinat temsilcisi denir.
Eger F, x( p) € IR" de diferensiyellenebilir ise f’ye peUcM, de

diferensiyellenebilirdir denir. M

M A
Ir B v
P
X y
L J F=yao f-:-x'l ¥
IR® » IR
Sekil24.1

Teorem 2.4.1: M, ve M, sirastyla n- boyutlu ve m-boyutlu diferensiyellenebilir

manifoldlar olmak iizere,

27



f M, > M, bir fonksiyon ve p € Dom f olsun.

/’nin p ’deki diferensiyellenebilirligi secilen haritalardan bagimsizdir"

Ispat : (U,x),(U',x"),M, de p yiigeren haritalar ve (V,y), (V',»'), M, de f(p)
yi igeren haritalar olsun.

F=yofox" ve G=y'ofox" olmak iizere,
F,x(p) de diferensiyellenebilir ise G, x'(p) de diferensiyellenebilirdir. G nin
x(UnU') kasitlanmasiyla G=(y'ey")oFo(x'ox™) elde edilir. (U,x) ve

(U',x"), M, de haritalar ve U NU' # & oldugundan uyumludurlar.

v .
L
X F
X' ‘ F=pofox® + ¥
IR*® » IR
/ yrof\

A G=yp'af ox™ ¥

IR > g

Sekil 24.2
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O halde x'ox™' diffeomorfizmdir. Benzer sekilde )0y de diffeomorfizmdir.
x'ox™', y'oy™ ve F, diferensiyellenebilir oldugundan,

G=(y'ex)eFo(xor)
de diferensiyellenebilirdir.

O halde, f ’nin p ’deki diferensiyellenebilirliligi segilen haritalardan bagimsizdir.

Tanmim 2.4.2: M, ve M, diferensiyellenebilir manifoldlar ve f:M, — M, bir
diferensiyellenebilir fonksiyon olsun.

Eger f, 1:1ve f' de diferensiyellenebilir ise f ye bir diffeomorfizm adi verilir.

Eger f bir global diffeomorfizm (Dom f =M,, range f=M,) ise

M, ve M, ye diffeomorfiktirler denir'".

Ornek 2.4.1:
M, =M, = IR olsun.

x:M, - IR

s>
A4 = {(IR,id)} bir atlastir. Bu atlasin olusturdugu diferensiyellenebilir manifold M,

olsun.

y=M, - IR

s s

A4, = {(IR, y)} bir atlastir. Bu atlasin da olusturdugu diferensiyellenebilir manifold

M, olsun.
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4, ile 4, denk degildir. Denk olmasi i¢in 4, U 4, bir atlas olmalidir. Fakat

xoy:y(IR)=IR - x(IR)=1IR

s—>Us
doniisiimii s =0 noktasinda diferensiyellenebilir degildir. xoy™" diffeomorfizm
degildir. (IR,x) ve (IR, y) haritalar1 uyumlu olmadigindan A4, U A4,, IR icin bir

atlas degildir.

Simdi de M, ve M, nin diffeomorfik oldugunu gosterecegiz.

fiM —->M,

s—>Us
F(s)=(yofox)(s)=(ve )" (s))=(ro ) (s)=y(¥5) =5
oldugundan F =id olup F, IR de diferensiyellenebilirdir. O halde f, M, de

diferensiyellenebilirdir. F',1:1 oldugundan f,1:1 dir.

G:idof_loy_lzf_loy_l

olmak iizere,

esitliginden G =id olup G, IR de diferensiyellenebilirdir. Buna gére, f~', M, de

diferensiyellenebilirdir. G, 1:1 oldugundan f~', 1:1 dir.

Sonu¢ olarak f:M, > M, bir diffeomorfizmdir. f, global oldugundan

M, ve M, diffeomorfiktirler.
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2.5 Bir Manifold Uzerinde Tiirev

M bir diferensiyellenebilir manifold, 4 M nin bir C” atlas1 olmak iizere,
(U ,x) € A olsun. f:M — IR diferensiyellenebilir fonksiyonu i¢cin Dom f =V ve
UnNnV #Q ilizerinde f =Fox olacak sekildeki bir F fonksiyonu (yani f nin
koordinat temsilcisi) i¢in F  diferensiyellenebilir ise f de diferensiyellenebilir

oldugu tanim 2.4.1 den bilinmektedir.

u,, IR" nin i.koordinat fonksiyonu olmak {iizere,

J
AL » [E
X;=i;ox X id
F
| i ¥ ¥
IR+ IR™ *IR
Sekil 2.5.1

F diferensiyellenebilir ise

a—F:x(UmV)C[R” — IR
ou.

l

fonksiyonlar1 mevcuttur.

of _oF
Ox, Ou,

ox:UnNnVcM— IR

1

31



seklinde tanimli olup o "ler 9 lerin koordinat temsilcisidir.
ou, ox,
Her bir i, 1<i<nigin S—F diferensiyellenebilir  oldugundan gi de
Uu. X,

1 l

diferensiyellenebilirdir. O halde f de diferensiyellenebilirdir.

F . . .
Tanim 2.5.1: 9 = 0 ox fonksiyonuna f fonksiyonunun i.kismi tiirevi denir'".

ox, Ou,

1

Teorem 2.5.1: M bir diferensiyellenebilir manifold, f:M — IR, g:M — IR

diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve a,b € R olsun. Bu durumda

i) —(af+bg)— (’Z +ba—f
R S/ 4
if) o™ (fg)= ox 'g+f'8x.

dir'".
M ,n—boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun.

M tizerinde tanim climleleri p yi igeren M den IR ye diferensiyellenebilir biitiin

fonksiyonlarmin ciimlesi 3 ( p)olsun.
S(p)z{f|f:MM>IR,peDomf}

seklinde tanimli ciimle, lizerinde tanimli toplama ve skalerle ¢arpma islemleri ile

birlikte bir reel vektor uzayi olusturur.

+:S(p)x3(p)—>3(p)
(f.g)> f+g:M—"" >R
p—(f+2)p)=rf(p)+g(p)
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- IRx3(p) = 3(p)
(4 f)> Af M —" 5 R
p—>(Af)(p)=4/(p)

tistelik,

-:S(p)xS(p)—)S(p)
(f,g)—>f°g:M difbilir o 11
p—>(rg)r)=r(pr)e(pr)

i¢ islemiyle birlikte 3 ( p) bir reel cebirdir.

Tanim 2.5.2: S( p) de tanimli bir /R —lineer fonksiyona S( p) de bir lineer
operatér denir'.

liner

L:3(p)—"—>IR
f—=>L(f)

Va,be IR, Vf,ge S(p) icin L(af+bg)=aL(f)+bL(g)

Tamm 2.5.3: A:3(p)—> R bir lineer operator ve

Vf,g e S(p) i¢in A(f.g):A(f).g+f.A(g)

ise A ye 3(p) nin bir tiirevi denir".

Teorem 2.5.2 : M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun.

T,M ={A

A,3(p)'nin tﬁrevi}

climlesini gbz Oniine alalim. Bu ciimle, asagida tanimli toplama ve skalerle ¢carpma

islemleriyle birlikte bir reel vektor uzayidir'®.
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+:T, M xT,M —T,M
(AQ)>A+Q:3(p)—> IR
S = (A+Q)(f)=A(S)+(f)

-:IRXTPM—)TPM
(Z,A) > AA:3(p)—> IR
f—)(/l.A)(f)zﬂ.A(f)

Tanmim 2.5.4: T )M vektor uzayina M nin p noktasindaki tanjant uzay: denir. T,M

nin elemanlarina da p noktasindaki tanjant vektorleri denir'.

Ornek 2.5.1: v, IR’ de bir z noktasinda bir vektor olsun.

ﬁ:S(z)—)IR

. 0O
f—)v(f)zgvi.a—f

seklinde tanimlanan v, 3(z) de tiirevdir. Gergekten,
i.) v, IR —lineerdir,

Ya,be IR,Vf,g € S(z) i¢in,

v(af +bg)= ivi.—a(afi +bg))

i=1 ox,

ii.) v, Leibniz sartin1 saglar,



|
M-
=
1
VR
2|
0
\”:
0|
;/

I
<!
iM-
: =
|

Teorem 2.5.3: M, n—boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold, (U,x) M nin bir

haritasi ve p € U olmak iizere (U,x)e 4 ise

o| o . o]
axl‘p’axzp’ ’axn‘p

ciimlesi 7,M nin bir bazidir. Bu baza 7,M nin (U ,x) haritasina gore standart bazi

denir .,

2.6. Tiirev Dontisiimii

M ve M' diferensiyellenebilir manifoldlar, ¢: M — M' diferensiyellenebilir

fonksiyon olsun. p € Dom¢ ve ¢(p)= p’ olmak iizere,
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IR

Sekil 2.6.1

fe3(p)= fopeI(p) oldugu agiktr.
AeT,M igin,
A:3(p)—> IR
fop—>A(f9)
seklinde tanimlanan doniisiim lineerdir ve Leibniz sartin1 saglar. O halde A, S( p)

de bir turevdir.

4. :T,M >T,M'
A—¢ (A):3(p")> IR
S8, (M) (1) =A(so9)

seklinde tanimlanan doniisiim de lineerdir ve Leibniz sartin1 saglar M,

Tamim 2.6.1: Bu ¢, donustimine, 7,M Uzerinde ¢ nin p deki tirev doniisiimii

denir'?.
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@, lineer oldugundan buna bir matris karsilik gelir. Simdi bu matrisi yani

Jakobiyen matrisi bulacagiz.

¢
M w AL
* ¥
- !.IJ =}F' [a] @D x_l v
IR n = IE n
Sekil 2.6.2

x vey strastyla pe M ve ¢( p) = p' noktalarinda birer harita olmak {izere

g :T,M >T,M’
0
% —_—
P

¢, ye karsilik gelen matris yani Jakobiyen matris J (¢, p) ile gosterilirse,

0

o,

20 0
=) —| |y, od)—
J ;axf‘p( J )ay«f ()

J(¢.p)= 20,9)

e IR"
ox

i

P dn'xn

dir.

Teorem 2.6.1: M, M' ve M" diferensiyellenebilir manifoldlar,

¢o:M —>M' ve w:M"— M" diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda
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dir'V,

Tanim 2.6.2: M veM' diferensiyellenebilir manifoldlar ve ¢:M —> M’

diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. p € M olmak lizere ¢, lineer doniislimiiniin

rank1 ¢ nin p deki ranki olarak tanimlanir .

Tanim 2.6.3: | | T .M =TM

PEM

seklinde olusturulan ciimle M nin tanjant demeti olarak adlandirilir'".
Tanim 2.6.4: M ile M' diferensiyellenebilir manifoldlar ve ¢:M — M’
diferensiyellenebilir olsun. range ¢ 1lizerinde ¢oy =idolacak sekilde bir

w:M'— M diferensiyellenebilir fonksiyonu varsa w ye ¢ nin kesiti denir. .

Tanim 2.6.5: n:TM — M ﬂ(Vp) =p seklinde tanimli bir doniisim ve bu
doniisiimiin bir kesiti X olsun. Oyleki
Vf e C”(M,IR) ve DomX N Domf =U # & olmak iizere

Xf:UcM—>IR
P> (X)(p)=X,f

fonksiyonu her f icin diferensiyellenebilir ise X kesitine U c M iizerinde bir

vektor alani denir'V.
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Tanim 2.6.5 den de anlasildig1 gibi U c M ciimlesi {lizerinde tanimhi X

vektor alant X : M — TM her bir peU noktasinda 7,M de X, vektorini karsilik
getirir. U < M agik altciimlesi lizerinde tanimli vektor alanlarinin kiimesi ;((U ) ile
gosterilecektir.  y(U), C”(U,IR) iizerinde bir modill olup bir lokal bazi
{i

ox'

vektor alanidir. Bu vektor alanlarina koordinat vektor alanlar: denir.

1<i< n} dir. Buradan da anlasildig1 gibi % kismi tiirev operatorleri M de bir
X

Tanim 2.6.6: M diferensiyellenebilir bir manifold ve M iizerinde reel degerli C'-

sinifindan bir fonksiyon f olsun. O zaman, f nin bir P e M noktasindaki tam
diferensiyeli diye,
VX, eT,M igin,

(df|PXXP):XPf:XP[f]

seklinde taniml df | , fonksiyonuna denir®.

Tanim 2.6.6 dan

dx| (X,)=X,[x] dir. X, :251‘% ise dx| (X,)=¢ oldugu agiktr.

tip

Ozel olarak dx, |p (—

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. p e M noktasindaki tanjant

uzayt T, M bir vektor uzay oldugundan cebirsel dualinden bahsedebiliriz.
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Tanim 2.6.7: T,M nin cebirsel duali 7,M ile gosterilsin. 7,M ye M nin pe M

noktasindaki kotanjant uzayr denir. T, M nin her bir elemanina p € M noktasinda,
kotanjant vektér adi verilir®.

(U,xz(xi)), M de bir harita olmak tlizere peU ise T;M in bir bazi

{dxi‘ 1<i Sn} climlesidir. Bu baz i
p ox'

1<i< n} bazinin dualidir.
P

Tanim 2.6.8: M diferensiyellenebilir manifoldunun p € M noktasindaki kotanjant

uzay1 T, M olsun. Buna gére bir

w:M > JT,M

peM
fonksiyonu igin

row: M —ZC% 5 M
olacak sekilde bir

7 UTM —>M

pPeEM

fonksiyonu mevcut ise w ye M iistiinde bir 1— form denir.
M fstiinde 1-formlarin ciimlesini y*M ile gosterilecektir.

M, C” (U , IR) halkas1 iizerinde bir modiil ve bu modiiliin bir lokal bazi

{dxi‘ ISiSn} ciimlesidir ®.
P
wey™M, XeyM ve peM igin
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(w(x))(P)=(w(P))(¥,)

esitligi yazilabilir.

W(X)e C(M,IR) dir

i=1 Ox,

1

Teorem 2.6.2: we y"M verilsin. Bu durumda w = Z w{ijdxi dir®.

Tanim 2.6.9: V' bir K cismi lizerinde vektor uzayi ve
L]:VxV >V
doniistimii asagidaki Ozellikleri sagliyorsa, [,]dém’isﬁmﬁne, V' izerinde bir Lie

operatorii denir. V' vektor uzayinada bir Lie cebiri denir.

i) 2-lineer
ii) Alterne (VX,Y eV icin [X,Y]=-[Y, X))
i) [[X.Y].Z]+[[V.Z].X |+[[2.X].Y]=0, VX,Y,Z eV

dir?,

Tanum 2.6.10: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.
X.,Y € (M) igin

[J: x(M)x 5 (0) > 2(M)
(x,7) > [](x.v)=[x,Y]

Vf e C*(M,IR) igin,
[x.v]f = x(f)-v(xf)
seklinde taniml1 fonksiyon bir Lie operatorii olup asagidaki 6zellikleri saglar.

‘v’f,geC‘”(M,]R) ve VX,Y,ZG}((M) i¢in,
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D[X.Y](f)=rf[X.Y](g)+g[X.Y](f)
i) [/X,g¥]= fe[X.Y]+ f(X[g])Y —g(Y[f]) X
iii.) [ X, X]=0

dir'?,

Tanim 2.6.11: M bir C”-manifold olsun.

fonksiyonu i¢in,
DV oy Z=fVyZ+gV,Z, VX,Y,Ze y(M), Vf,geC"(M,IR)
iV, (fY)=fV,Y+(X)Y, VX,Y € y(M),Yf eC”(M,IR)
i)V (Y+2Z)=V,Y+V,Z
oOzellikleri saglaniyorsa V ya M manifoldu lstiinde bir afin konneksiyon ve V , e

de X e gore kovaryant tiirev operatorii denir®.
V nin lokal ifadesini verelim. X ve Y vektor alanlarinin bir (U ,X = (xi)) haritasina

gore lokal ifadeleri

X :ZXii, Y= Zin. olmak iizere,
= ox' = ox’

V,Y=V, Yii
T X oy’

i
A e 1=l

=V ,Y+V 25Y+...+VXI Y

Xl T X 2 ' n
Ox Ox Ox

=XV, Y+XV_ Y+.+X"V Y

o' ox? ox"
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——+ o =T+ ——+Y"V | —
par ox' Ox o7 Ox ox' Ox o Ox

o oY" o a]
— 4.t

esitligi ile verilebilir. Bu esitlik V nin (U ,X = (xi )) haritasina gore lokal ifadesidir.

n j
V,Y= Z [ X' or i+ X'Y'T; i} , esitligindeki I'® fonksiyonlarina V nin

i J ij
=l ox' Ox ox,

bilesen fonksiyonlar: denir.

2.7. Tensorler

Tanmim 2.7.1: Reel sayilar cismi tizerinde r-tane vektor uzay: V,,V,,---,V, olsun.
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[V xV,x---xV. — IR
fonksiyonu, 1<i<rigin u,v, €V, ve a,b e IR olmak lizere,

f(vlﬂ.“ 11’au +bV vz+1’ “’vr):af(vlﬂ.“ 11’uz’vz+1’ “’vr)

+bf(v1’ Vi Vis Vigs® "’vr)

seklinde tammli ise , f ye r-lineer fonksiyon denir ®.

Tanmim 2.7.2: V,xV,x---xV_ den IR ye tamiml biitiin r-lineer fonksiyonlarin
ciimlesini, L(Vl,V2,~~-,Vr;IR) ile gosterelim. Bu ciimlede toplama ve skalerle
¢arpma islemleri, sirastyla V (u,,u,,--,u, ) €V, xV, x---xV, i¢in,

(S 1) (it ) = £ (s, )+ /o (105,051, )
ve A€ IR igin,
(A1) (ot ) = A1 (s,
seklinde tanimlanirsa, bu iki isleme gore L(V,V,, --,V,;IR), IR iizerinde bir vektor

uzay1 olur. Bu vektor uzayina V;",V,,---, V" dual vektor uzaylarinin tensorel ¢arpimi
denir ve

LV Vyyr Vs IR) =V @V, ®-- @V

seklinde gosterilir. V" ®V, ®---®@V," tensor uzayinin her bir elemanina r. dereceden

bir tensor denir. Eger

V,=V,=-=V. =V

r

ise, V'®V'®---®@V" uzayma bir kovaryant tensér uzaylr ve bu uzaymn herbir

elemanina da r. mertebeden bir kovaryant tensér denir. Kovaryant tensorlerin uzayi

T" (V) veya ® V" ile gosterilir®
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Tanim 2.7.3: Kovaryant tensorler i¢in verilen tanimda ¥ yerine V™ alinirsa (V* )*

uzay1 V ye izomorf oldugundan V* lizerinde s-lineer fonksiyonlarin vektor uzayini

elde ederiz. Bu uzaya kontravaryant tensor uzayr denir. T S(V*) veya ®S(V) ile

gosterilir. Bu uzayn elemanlarina s. mertebeden kontravaryant tensérler denir®.

Tanim 2.7.4: IR sayilar cismi lizerinde tanimli bir vektor uzayir ¥ ve V nin duali V"

olsun.

L(VF,V*S;IR) _ {f|f N YA (r+s)~lineer ]R}
climlesi, tanim 2.7.2. verilen toplama ve skalarla carpma islemlerine gore bir vektor
uzayidir. Bu uzaya r. mertebeden kovaryant ve s. mertebeden kontravaryant tensor
uzay: denir ve

" (V)®T (V') =@V @& (V)

veya T, (V) ile gosterilir .

Tanim 2.7.5: M bir C” —manifold olsun.

T:y(M)x-xy(M)xy (M)x--xy (M)—>C*(M,IR)
r—tane s-tane

T(Xla"'aXraWp'“aVK)(P):T (Xl

p

e X
p7 2

r

M

p,...’WS|p)

P
seklinde tammli 7 doniigiimii her bir p € M noktasina 7,M de (r,s)—tipinde bir

tensor karsilik getiriyorsa buna M de bir tensor alani denir.
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2.8. Riemann Manifoldu

Tamum 2.8.1: V bir vektor uzayr ve G, V iizerinde (0,2)— tipinde bir tensér olsun.
Eger,
i) G simetriktir: G(u,v)=G(v,u) Yu,veV
ii) G bilineerdir: G (au, +bu,,v)=aG(u,,v)+bG(u,,v) Ya,beIR,VveV,
G(u,avl +bv2) = aG(u,vl)+bG(u,v2) Ya,belIR,YuelV
iii) Pozitif tanimlilik: Yu €V igin G(u,u) >0, G(u,u) =0=u=0

kosullar1 saglamiyorsa G ye V iizerinde bir I¢ Carpim veya bir metrik tensér denir.

(G,V) ye de bir I¢ Carpim Uzayr denir®.

Tanim 2.8.2: M bir C”-manifold olsun. M iizerinde vektor alanlar1 uzay1 ;((M )
ve reel degerli C” fonksiyonlarinin halkast C” (M , IR) olmak iizere

<>y (M)xy(M)— C”(M,IR)
dontigimti M nin her bir p noktasma 7,M de bir i¢ carpim karsilik getirirse
(M ,<,>) ikilisine bir Riemann manifoldu denir. (M ,<,>) ikilisinin yerine bazan

kisaca M de yazilir. Ancak M Riemann manifoldu denildiginde M de tanimh <,>

metrik tensériin varlig anlasilacaktir @,

Tanim 2.8.3: M bir Riemann manifoldu ve M iizerinde afin konneksiyonV olmak

lizere,

VX,Y,Z e y(M) igin,
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i) [X,Y]=V,Y-V,X,
ii) XG(Y,Z)=G(V,Y,Z)+G(Y,V,Z),

ozelliklerini sagliyorsa, Vya M iizerinde bir Riemann konneksiyonu denir®.

2.9. Altmanifoldlar

Tamim 2.9.1: M ve M birer C” manifoldlar ve f:M — M bir C” fonksiyon olsun.

VpeM igin rank f =boy M ise f ye bir immersiyon denir .

o2
Ornek 2.9.1: IR de s — ! S2 , 2S2 seklinde tanimlanan f fonksiyonu bir
I+s” 1+
immersiyondur.
. e s —4s 2(1_52) .. )
Clnki, J; = 5| ve Vs e IR igin rank /' =1 dir.

(1+S2)2 (1+sz)

f fonksiyonu bir injectiondur ve deger kiimesi bir delik dairedir.

Ornek 2.9.2: IR de s — (sz,s3) seklinde tanimlanan f fonksiyonu bir immersiyon
degildir.
Ciinkii, J5 =[2s 35’ ] olup s =0 igin J; =[0 0] dur.

s =0i¢in rank f =0 dir. f fonksiyonu bir immersiyon degildir.

Tanim 2.9.2: Eger f immersiyonu birebir ise f(M)c M ye M nin bir immersed

altmanifoldu denir.
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Tamim 2.9.3: f:M — M birebir immersiyon olsun. M = f (M) olmak iizere M

nin altuzay topolojisine gére f bir homeomorfizm ise f ye bir imbedding ve M ya

M nin M igine bir imbeddingi veya M de bir imbedded altmanifold denir.

Calismanin bundan sonraki kisminda, altmanifold denildiginde immersed

altmanifold kasdedilecektir.

Ornek 2.9.3: S(3,IR), M (3x3,IR) nin bir altmanifoldu mudur?

Coziim:

A=|a, a, a, |€S(3,IR) olmak iizere,

Q|| Ay Ay Ay :(anaalzaalsaazlaazzaaz3aazlaazzaa33) dir.

dy 43 4y
¢|S(3’R) :S(3,IR) > IR’ oldugunda, ¢(A4)=(a,,,a,,,a,;,a,,,ay,a5,0;,ay,ay;) olur.

IR’ — IR®

7 (3, X3, Xy, X5, X Xy, X X ) = (5,555,055 X, X, X )

TP p S (3.IR) = IR dir.

S(3R)—2 iR®
Fp: To (P\L L-_’/-/;.T

IR®
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S i¢in Az{(S,(_o)} tek haritali bir atlastir. Bu atlasla birlikte

S (3, IR ) , 6—boyutlu bir C* —manifolddur.

xi = X o, x, : IR° — IR lokal koordinat fonksiyonlaridir.

X1 (A) =ay,
)_m(A) =a,
x(4)=ay {31, %2,33, 4, x5, x6 | lokal koordinat fonksiyonlardir.
x4(A) =a,,
xs(4)=ay,
;6(14) = a,,

S—>M (3x3,IR)
i Ny
IR — 5 IR

A

R
z(xl,xz,x3,x4,x5,x6)=(¢ozo(¢) )(xl,xz,--~,x6)
XX X

=(goi)||x, x, x;

X3 X5 X

:(xlaxzaxpxzaxwxsaxpxsaxs)

dir.

S O O O O = O = O
S O = O O O = O O
S O O O = O O O O
S = O = O O O O O
—_ O O O O O O o O

<
T
N
Il
SO 00 o o0 o Cc o ~

L 19x6

:>rankJ(f)=6=b0yS dir.
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Buradan da goriilmektedir ki i bir immersiyondur. O halde S(3,/R), M (3x3,IR)

nin bir altmanifoldudur.

Ornek 2.9.4: S”nin, IR’ iin bir altmanifoldu oldugu gosterilebilir ve teget uzayi

bulunabilir.
§* = {(x,y,z)x2 +y* 4zt = 1}, IR’ deki birim kiirenin,
U < S? olmak iizere U = {(x,y,z)‘ Xy +z=lz> 0} olsun.

¢:U — IR*> igin
(%,7,2) > (x.»)

H.) ¢, 1:1dir.

Gergekten,
#(x,7,2,)=4(x,,1,,2,) olsun,
= (%, 01)=(x,,2,)

=X =X,y =y, dir.

2 2 2 2
=z :\/l_xl -0 :\/l_xz —W =2
=z =2z, dir.

= (x,, 7,2, )=(x,,,,2,) oldugundan ¢ ,1:1 dir.

H,) ¢(U)cIR® agiktir.
Gergekten,
$(U)=(-1L+1)x(-1,+1)c IR* agiktrr.

O halde (U,¢), S* de bir haritadir.
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S*cIR’, i:S* — IR’ doniisiimiiniin 1:1 bir immersiyon oldugunu gosterelim.

{x,,x,},IR* de koordinat fonksiyonlari, {u,,u, },S? de lokal koordinatlardir.

V={-1+)x(-1+1) C IR

xop=u, u(P)=(x4)(P)=p vex,op=u,, u,(P)=(x,°4)(P)=p, dir

i(P)=(io¢™")(p)
=i(¢"(p))

=i(p1,p2, 1-p} - )

:(plapza\/ pzz)
i(x,x,) (xl,xz,ql — —xz)

dir. Jakobiyen matrisi,

1 0
J(f): 0 1
x

_\/l—xf - X \/l—xl2 - X Jier
oldugundan rank J (f ): 2 =boy S* dir.Buna gore i bir immersiyondur.

i, 1:1 oldugundan S°, R’ {in, bir altmanifoldu oldugu goriiliir.

1 0
J(i )¢(p) - 0 !
X,
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[

5 (6(0) 5 (4(0)
V(5 0 ))) (0D

—U —U,
_\/l—ul2 —ul \/l—ulz —u; ]
oldugunu biliyoruz.
peU, p nin (U,p)ye gore koordinatlart (p,,p,) olsun. i, :T,S* — Tl,(p)IR3

lineer doniisiimii gdzoniine alinsin. i nin Jakobiyen matrisini ve lineer doniisiim ile

matris eslemesini de gézoniine alarak sunu yazabiliriz.

0

v =v-2
7 o

P

+V2i
ou,

P

olmak lzere

1 0

L= o o

U U
2 2 2 2
_\/l—u1 —u, \/l—u1 —u, |

—u —U
=\ V.V, L Y+ =V,
{ v Jl-ul—u l JI-ul —u] ZJ

yazilabilir.

0 .1
ve —| baz vektorleri alinirsa,

Ozel olarak V' yerine o
’ Ou, |,

u
Lp
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i*p i J—(I,O, _[z)l 2}
ouy p 1-pi —p;

i, i }_{0,1’%J
ouy |, J1-pl = p;

elde edilir. S*, IR’ {in bir altmanifoldu oldugundan S°nin p deki tanjant uzayi
i, (TPSZ) cT,IR’ altuzayidur.

Buna gore

, .| © .| ©
l*p(TpSz):Sp {l*p{a—ul }’l*‘v{a—uz ]}
P P

=5, L0 ——2— || 01, —2—
VI=pi = p; VI=pi =p;

dir.
i,, birebir oldugundan 7, pSz ile i,, (T pSZ) 1izomorftur.

Daha genel olarak,

Tanim 2.9.4: M bir C*” —manifold ve M' de M nin bir altmanifoldu olsun.
i:M'"— M dogal inclucion (1:1) doniisiimii olmak tizere i,, lineer doniisiimiiniin

goriintli ciimlesine p € M' noktasinda M’ ye teget uzay denir.

Ornek 2.9.5: M bir diferensiyellenebilir manifold ve U < M agik olsun. U, M nin
bir altmanifoldudur. Bu tiir altmanifoldlara ag¢ik altmanifoldlar denir. Ayrica

boy U =boy M dir. Ote yandan M nin kendi boyutuna esit boyutlu altmanifoldlari

sadece acik altmanifoldlaridir.
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Tanim 2.9.5: (V, G), (W,E) birer i¢ ¢arpim uzayi ve L:V — W lineer olsun.

Yu,veV igin G(u,v)=G(L(u),L(v)) ise L ye bir izometri denir.

Buna gore Vu € V' i¢in ||u|| = ||L(u]| dir.

Tanim 2.9.6: (]\7 ,5) bir Riemann manifoldu ve M de M nin bir altmanifoldu
olsun. VX,Y € y(M) igin G(X,Y):C_}(di(X),di(Y)) seklinde tanimhi G ye M

tizerinde G den indirgenmis Riemann metrigi denir.

(]\7 ,5) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M de bir harita (U ,(xi))

olsun. X,Y e ;((]V[) ve X—ZX‘ Pk Y= ZY’ - olsun. G nin 6zelliklerini

i=1 Jj=1

gbzoniine alirsak, G X, Y ZX Y'G (6 l_,aa j yazilabilir.

i,j=1

C_}(i,aajj G, yazilrsa, G(X,Y)= ZGinY 7 elde edilir.
x

i,j=1

X' =dx'(X)veY’ =dx’(Y) oldugunu da biliyoruz. O halde,

G(X,Y)=) G,dx'(X)dx’ (Y) yazilabilir. Tensérlerin ¢arpimi tanimi gdzoniine

alindiginda G(X Y (Z G, dx' ® dx’ ](X Y ) yazilabilir.

i,j=1

Iki fonksiyonun esitliginden

ZG dx' ®dx’ (2.9.1)

i,j=1
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elde edilir. (2.9.1 ) esitligine G nin (U ,(xi)) haritasina gore lokal ifadesi ve G,
reel degerli fonksiyonlarina da G nin verilen haritaya gére bilegenleri denir. Gl.j

fonksiyonlarinin bilinmesi G yi belirtmeye yeter.

Ornek 2.9.6: R’ deki standart i¢c ¢arpimi kullanarak, S° iizerine bir metrik
indirgeyelim.

Ornek 2.9.4 de S*nin R’ iin bir altmanifoldu oldugu gosterilmisti.

ardo(2)el2)

o100 —M oM S
o 1-u’ —u; . ’wll—uf—uf

2
:1+u—1
1_ 2_ 2
U —u,
2
_ 1—u;
2 2
l-u —u,
1—u?
=G, = ——
l—u —u
1 2
dir.

dir.
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u
_ 2
—1+1_ : 3
U —u,
2
_ 1—u,
2 2
I—u —u,
1—u’
=G, = !
22 1_ 22
u —u,
dir.

Boylece S’ iizerinde indirgenmis metrik matris formunda

2
1—u; u.u,

2 2 2 2
| 1wy —u; 1—u; —u,

N 2
u,.u, 1—u;

2 2 2 2
l—u —u;,  1-u —u,

seklinde yazilir.

Tanim 2.9.7: (]\7 ,5) bir Riemann manifoldu ve M de M nin bir altmanifoldu
olsun. VpeM i¢in T M, T, pM nin bir altuzayidir. 7,M nin dik tiimleyeni
TPLM :{VP‘C_}(VP,UP):O,VUPET »M } seklinde tanimhdir. Lineer cebirden
biliyoruz ki T pﬂ =T.M®T le seklinde yazilabilir. X € ;((]\7[ ) olmak iizere,
VpeM igin X, eT, pLM oluyorsa X e M nin bir normal kesiti denir. M nin
normal kesitlerinin ciimlesini, y* (M ) ile gosterecediz. y* (M ), c” (]\71 ,IR)

lizerinde bir modiildiir. Béylece ;((]VI )‘M =x(M)® y* (M) yazilabilir. Burada
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;((M)‘M = {X|X:M - TM} seklinde tanimlidir.

Tanim 2.9.8: m-boyutlu bir Riemann manifoldu A ve M nin n-boyutlu (n < m)
bir altmanifoldu M olsun. y(M) nin ;((M ) deki dik tiimleyeni y(M )" ve M nin

Riemann konneksiyonu V olsun.

2 (M)=x(M)® (M)
esitligi geregince, C”*olan VX,Y € ;((M ) icin yazilabilen

V. Y=V,Y+h(X.Y) (2.9.2)
esitligine Genellestirilmis Gauss Denklemi denir.

Burada V,Y ve A(X,Y) terimlerine, V,Y nin sirasi ile tegetsel ve normal

bilesenleri denir. V ,Y yerine tan VY , h(X,Y) yerine nor V Y de yazilabilir®.

Teorem 2.9.1: M m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M, M nin n-boyutlu bir

altmanifoldu olsun.

O zaman

V2 (M)x 2 (M) - (M)
(X,Y)>V,Y=tanV,Y

seklinde tamml1 V fonksiyonu, M nin Riemann konneksiyonudur®.

Tanim 2.9.9: M bir m-boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir

altmanifoldu olsun. O zaman ,

h:y(M)xy(M)— x* (M) (2.9.3)
(X.Y)>h(X,Y)=V, Y-V, Y
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seklinde tanimli, y* (M) degerli, simetrik, 2-kovaryant tensére M nin ikinci temel

tensorii veya Genellestirilmis Weingarten doniigiimii denir®.

Tamim 2.9.10: M m-boyutlu bir manifold ve M nin n-boyutlu bir altmanifoldu

M olsun. M ye normal bir birim vektor alam1 & olsun. V ¢ nin teget ve normal
bilegenleri sirasiyla —4. X ve V¢ olmak iizere;
Ay (M)xy* (M) y(M)

doniistimii iyi tanimlidir. Boylece,

Vi E=—A4.(X)+Vyé (2.9.4)

bi¢iminde Weingarten denklemi elde edilir. Burada 4, ya sekil operatori, VtedeM

nin 7*M normal demetindeki (normal) konneksiyon ad1 verilir®.

Tamim 2.9.11: M bir m-boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir

altmanifoldu olsun. y* (M) in
v=1{& )

ortonormal bazi yardimiyla, V.X,Y e (M) igin,
B(X.Y)=(h(X.Y),&), 1<i<m-n

seklinde tanimli B, bilineer formlarna, M nin y ye gore ikinci temel formlar

denir®.

Tamim 2.9.12: M bir m-boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir

altmanifoldu olsun. y* (M) in bir ortonormal bazi

l//:{gla""gmfn}
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olmak iizere,

A2 (M) > 2(M)
X%Agi(X):—tanﬁxé , 1<i<m-n
seklinde tanimli 4. fonksiyonuna M nin y ye gore i-yinci Weingarten doniisiimii

denir®.

Teorem 2.9.2: M bir m-boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir

altmanifoldu olsun. y* (M ) in bir ortanormal y bazina goére M nin i-yinci

Weingarten doniisiimii A, ve ikinci temel formlan B,,---,B, , ise,

i) B(X.Y)==(4. (X).Y), VX.Y € z(M)

m—n

ii) h(X,Y)= Z< >§ VX,Y € y(M)

i=1

dir?,

Tanum 2.9.13: M bir Riemann manifoldu olsun. M nin Riemann konneksiyonu V

olmak tlizere, X,Y,Z € ;((]\71) i¢in,

R(X,Y)Z=V,V,Z-VV,Z-V  .Z

[x.7]

ifadesine M nin Riemann egrilik tensorii denir®.
Tanim 2.9.14: M bir m-boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir
altmanifoldu, M nin Riemann konneksiyonuv, egrilik tensorii R, M nin Riemann

konneksiyonu V, egrilik tensorii R , ikinci temel tensorii h olsun. O zaman,

VX.,Y,Z € y(M) igin,
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tan(R(X,Y)Z)= R(X,Y)Z +tan{V (Y, Z)-V ,h(X,Z)}
denklemine M lizerinde Genellestirilmis Gaus Egrilik denklemi ve

nor(R(X,Y)Z)=h(X,V,Z)-h(Y,V,Z)-h([X,Y].Z)
+nor{V  h(Y,2)-V,h(X,Z)|

denklemine M flizerinde Genellestirilmis Codazzi-Mainardi denklemi denir?.

Simdi de Genellestirilmis Weingarten Doniisiimiiniin cebirsel degismezlerini

verelim.

Tamm 2.9.15: M bir Riemann manifoldu ve M de M nin bir altmanifoldu olsun.

M de & normal vektor alani, sekil operatorit 4. olmak lizere, eger 4., X ile aym
yonli ise yani 4, X = AX, A reel fonksiyonlari i¢in dogru ise, M de bir X vektor
alant M de bir Asli egrilik (principal) vektor alani olarak tanimlanir. Burada M nin
herhangi bir p noktasinda A(p) sabitine esit karekteristik degerlerine, M nin as/i

egriligi (principal) denir®.

Tanim 2.9.16: ¢, M de bir egri ve teget vektor alan1 7 olsun. Eger 7', M de bir asli
egrilik (principal) vektor alani ise ¢ ye M {iizerinde bir egrilik ¢izgisi denir.
Bu tanima gore M iizerindeki egrilik ¢izgilerinin difererensiyel denklemi

A reel fonksiyonlart i¢in, 4.7 = AT dir®.

Tamim 2.9.17: M bir m-boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir

altmanifoldu olsun. Bir p € M noktasinda X Y, €T ,M i¢in,
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h(X,.Y,)=h(X.Y) =0

p>rip

ise X, ve Y, dogrultularina p noktasindaki eslenik dogrultular denir®.

Tanum 2.9.18: M bir m-boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir
altmanifoldu olsun. Bir p € M noktasinda X, € T, M igin,

hX,,X,)=0

ise X ,dogrultusuna M iizerinde, p noktasindaki, bir asimtotik dogrultu denir®.

Tamim 2.9.19: M bir m-boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir
altmanifoldu olsun. Bir p € M noktasinda X ,,Y, € T, M icin,
WX,.Y,)=0

ise p noktasmna M nin bir flat (diizlemsel) noktasidir denir®.

Tanmim 2.9.20: M bir Riemann manifoldu ve M iizerindeki Riemann konneksiyonu

V olsun. O zaman, M iizerinde {(1 ,c)} atlasi ile verilen egri boyunca bu egrinin

birim teget vektor alanm1 7 olmak iizere vTT vektor alanma M iizerinde geodezik

egrilik vektor alami denir.
k,:1— IR (2.9.5)
t—k, (1)=|v,T|
olarak tanimlanan Eg fonksiyonuna da c egrisinin geodezik egrilik fonksiyonu

denir®.
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Tanum 2.9.21: M bir m-boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir
altmanifoldu olmak iizere, M iizerindeki Riemann konneksiyonu V ve
M altmanifoldunun da konneksiyonu V olsun.

c:I>M, IcIR

egrisinin birim teget vektor alan1 7' olmak tizere V,T vektor alanina M iizerinde

geodezik egrilik vektor alan: denir.

k,:1— IR (2.9.6)

t >k, (1) =[]

olarak tamimlanan k, fonksiyonuna da c egrisinin geodezik egrilik fonksiyonu
denir®.
Tamim 2.9.22: M bir m-boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir
altmanifoldu olsun. M nin ikinci temel tensorii h ve bir

c:l>M, IcIR
egrisinin birim teget vektor alant T’ olmak iizere, A(T,T) vektor alamina ¢ nin
normal egrilik vektor alani,

ky =|(T,7)| (29.7)
olarak tanimlanan

ky:c (1 ) — IR

fonksiyonuna da ¢ nin normal egrilik fonksiyonu denir®.

Teorem 2.9.2: (Meusnier) M bir m-boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin n-

boyutlu bir altmanifoldu olsun.
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i.) Bir P € M noktasindan gecen M nin biitlin egrileri arasinda ayni
T, birim tegetine sahip olanlar1 i¢in P deki normal egrilik aynidir.
ii.) Bir
c:l—>M, IclIR
egrisinin M ve M deki geodezik egrilikleri, sirasi ile l;g ve k,ile gosterilirse, ¢ nin

birim teget vektor alan1 7 olmak iizere,

(k) = (k) + (k) (2.9.8)
dir. Burada,
ke =V 7]
k, =V, 1| dir.

iii.) Bir

c:l—>M, IclIR
egrisinin M ye gore 2-nci Frenet vektor alani V, ile normal egrilik vektor alani
W(T,T) arasindaki agi tanimli ve ¢ ise

k, = Eg cos¢

dir?.
Tamim 2.9.23: M bir m-boyutlu manifold ve M de M nin n-boyutlu bir

altmanifoldu olmak iizere =0 ise M altmanifolduna M manifoldunun total

jeodezik altmanifoldu denir®.
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Tanum 2.9.24: M bir m-boyutlu manifold ve M de M nin n-boyutlu bir altmanifoldu

olmak tizere,

H=2 Y n(E,E)
n g

ifadesine ortalama egrilik denir® .

Tamim 2.9.25: M bir m-boyutlu manifold ve M de M nin n-boyutlu bir

altmanifoldu olmak tizere H =0 ise M altmanifolduna minimal altmanifold denir®.

Tamim 2.9.26: M bir m-boyutlu manifold ve M de M nin n-boyutlu bir

altmanifoldu olmak iizere,

VX,Y e y(M) igin,
h(X.Y)=g(X.Y).H

ise M ye total umbilik altmanifold denir® .
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Giris

Bu béliimde M Riemann manifoldunun M altmanifoldunda bir Z M vektor
alan1 ile birlikte Z-umbilik, total Z-geodezik ve Z-minimal altmanifoldlar: gibi,

altmanifoldlarin bazi1 6zel tiirleri incelenecektir.

Ayrica M Riemann manifoldunun M ve M’ hiperyiizeyleri olmak iizere,
eger F:M — M' 1. ve Il temel formlar1 koruyan bir diffeomorfizm ise F M ve
M' hiperyiizeylerinin Z-umbilik, total Z-geodezik ve Z-minimal 6zelliklerini

korudugu gosterilecektir.

3.2. Baslangi¢

M , M nin bir altmanifoldu olmak iizere M boyunca tanimli ;((M ) de bir vektor

alam1 demekle, Z: M — TM seklinde bir vektor alani kastedilecektir. Daha agikcast

Z M nin noktalarina M ye teget vektor alani karsilik getirir. Bu vektor alanlarinin

kiimesini ;((M M ) sembolii ile gosterecegiz.
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M m-boyutlu C”-Riemann manifoldunun, n-boyutlu bir altmanifoldu M

olsun. Bu durumda Z e y(M,M) biri M ye teget digeride M ye dik iki vektor

alaninin toplami olarak yazilir.
Z=7,+7" (3.2.1)

Zrey(M), 2" ey (M) dir. Z, veZ" her ikisi birlikte M de birer C”-vektor

alanidirlar.

M de verilen X tanjant vektor alanina gére Z nin kovaryant tiirevi,
VyZ=(VZy - A, X)+(V5Z" +h(X,Z,)) = tanVxZ +norVZ (3.2.2)

seklindedir. Gergekten,

VyZ=Vy(Z,+2")
=VxZ, +VxZ"
=V, Z, +h(X,Z,) -4, X +V*,Z"
=(VyZ -4, X)+(V' 2" +h(X.Z,))

=tan §XZ + norng

ViZ=(VyZ A, X)+(V3Z" +h(X,Z,)) =tanVxZ +norV xZ

oldugu kolaylikla goriiliir. Burada V, M de M nin V Riemann konneksiyonu

tarafindan indirgenmis bir konneksiyonudur.

VX,Y € y(M) olmak iizere,
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L(X,Y)=g(VxZ,V+Z)
h(X.,Y)=g(ViZ" + h(X,Z,),ViZ" +h(Y,Z,)) (3.2.3)
0,(X.Y)=g(V Z — A4, XV, Z, ~A,Y)

seklinde taniml1 tensor alanlar1 verilsin ©)

(3.2.3) esitlikleriyle tanimli tensor alanlart /,,h,ve ¢, (0,2) tipinde simetrik

tensoOrlerdir.

Gergekten,

VX,Y,W e y(M) olmak iizere,
L(X+Y,W)=g(VxwZ,VyZ)

=g(VxZ+VyZ,VwZ)
=e(VxZ,VwZ)+g(VvZ,VnZ)
=L (X, W)+1,(Y, W)

LX+Y W) =L(X,W)+1,(Y,W)

dir.

Benzer sekilde, konneksiyonun ve metrigin 6zellikleri kullanilarak,

L(X,Y+W)=1L(X,Y)+1L,(X,W)

oldugu gosterilebilir.

V feC”(M,IR)igin,
L(fX,Y)=g(VxZ,VvZ)
=§(f§XZa§YZ)

=fg(VxZ,VyZ)
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=f1,(X.Y)
= L,(/X,Y) = [1,(X,Y)
dir.
Benzer sekilde konneksiyonun ve metrigin 6zellikleri kullanilarak,

IZ(XafY):le(XaY)
oldugu da gosterilebilir.

Simdi de /, nin simetrik oldugunu gosterelim.

VX,Y e y(M) igin,

L(X.,Y)=g(VxZ,VyZ)
=a(VyvZ,VxZ)
=1,(Y,X)

Sonugta /, M {izerinde (0,2) tipinde bir simetrik tensordiir.

h, ninde (0,2) tipinde bir simetrik tensor oldugunu gosterelim.

VX,Y,W e y(M) olmak iizere,

hy (X +Y W) =g(Vy 2" + (X +Y),Z,).V,, 2" + h(W . Z,))
=gV Z" +V3ZY 4 (X, Zp)+ WY, Z,).V 5 2N + V. Z,)
=g(ViZ" + WX, Z,),VsZ" +h(W,Z,))
+g(ViZY +h(Y,Z) Vi ZY +h(W,Z,))
= (X, W)+ h, (Y, W)

h,(X+YW)=h,(X,W)+h, Y, W)
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dir. Benzer sekilde konneksiyonun ve metrigin 6zellikleri kullanilarak,
hZ(XaYJFW) :hZ(XaY)+hZ(XaW)
oldugu gosterilebilir.

V feC”(M,IR)igin,
hy (X, Y)=g(Vx Z" + h(fX,Z,),VyZ" + h(Y,Z}))

= gV Z" + (X, Z;). Vi Z" +h(Y.Z;)
=fe(ViZ" +W(X,Z,),ViZ" +h(Y,Z,))
=f.h,(X,Y)

h, (JX,Y) = f.h,(X,Y)

dir.

Benzer sekilde konneksiyonun ve metrigin 6zellikleri kullanilarak,

h, (X, fY) = f.h,(X,Y)
oldugu da gosterilebilir.

Simdide /4, nin simetrik oldugunu gosterelim.

VX,Y e y(M) igin,

h(X,Y)=g(ViZ" +h(X,Z,),ViZ" +h(Y,Z,))
=g(ViZ" +h(Y,Z,),ViZ" +h(X,Z,))
—h, (Y, X)

Sonugta 4, M iizerinde (0,2) tipinde bir simetrik tensordiir.

q, inde (0,2) tipinde bir simetrik tensor oldugunu gosterelim.

VX,Y,W e y(M) olmak iizere,
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0, (X +Y W) =gV Zy = A (X + V),V Z, = A, W)
=gV Z, +V,Z — A X~ A, YV, Z, — A, W)
=gV Z A XV Z — A, W)+ g(V, Z, — A, YN Z, — A W)

=q,(X+Y,W)=q,(X,W)+q,Y,W) dir.

Benzer sekilde konneksiyonun ve metrigin 6zellikleri kullanilarak,
4, (XY +W)=q,(X,Y) +q,(X, W)
oldugu gosterilebilir.
vV feC”(M)igin,
0, (X V) =8V yZp = A, X,V 2, = 4, Y)
=9IV Zy — fAL XV Z, — A, )
=[8(VyZp A, X,V Z, — 4,,)
=Jfq,(X,Y)

qz(ﬂaY):qu(X’Y)
dir.
Benzer sekilde konneksiyonun ve metrigin 6zellikleri kullanilarak,

q,(X, fY)=f.q,(X.Y)

oldugu gosterilebilir.

Simdide ¢, nin simetrik oldugunu gosterelim.

VX,Y e y(M) igin,
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9,(X.Y)=g(V,Z, — A, XV, Z,~A,Y)
=g(V,Z, A, Y.V, Z, — 4 ,X)
=q,(Y,X)

dir.

Sonugta g, M lizerinde (0,2) tipinde simetrik bir tensordiir.

Dolayisiyla I, , h, ve g, (0,2) tipinde simetrik tensorlerdir.

Bu sekilde tanimlanmis /,, &, ve g, arasinda,
L(X,Y)=h (X, Y)+q,(X,Y) (3.2.4)

bagintis1 vardir. Boyle bir iligskinin varlig1 asagidaki sekilde gosterilebilir:

VX,Y € y(M) igin,

1,(X,Y)=g(VxZ,VvZ)
=g(Vx(Z, +Z")Vy(Z, +Z"))
= g(VxZ, +VxZ" Vv Z, +VyZ")
=g(VxZ, . VyZ )+ g(VxZ, ,NyZV)
+g(VxZV,VyZ)+g(VxZ" VyZV)
=g(V Z, +h(X +Z)V,Z, +h(Y +Z,))
+e(VyZ, +h(X +Z,), Vv ZV —4,,7)
+g(VnZ" — A4, XV, Z, +h(Y +Z,))

+g(V'xZ" =4, X,V'vZ" - 4,,Y))
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=g(VyZ,.V,2,)+g(VyZp h(Y,Z,))+ g (h(X.Z,).V,Z, )

0 0

+g(h(X.2,).h(Y.Z,))+ (V2. V2V )+ g (V2,4 Y )

0

+g(h(X.2,).V" 2" )+ g(h(X.Z,).,~A4,.Y )+ g(V",Z".V,Z,)

0 0

+g(V S Z¥ h(Y + Z )+ g(~A, XV, Z,) + g(— A X, h(Y + Z;)

0

+g(V' 2V V2N + g(V 2V =4, V) + g(4,, X, V", Z")

0 0

+g(-4, X,~A,Y)

=g(V5, 2" V4, ZY) + g(V, 2" h(Y +2,)
+g(h(X.2,).h(Y.Z,))+g(h(X.Z,).V",2")
+g(~A, X,~A . Y)+g(-A4,X,V,Z,)
+§(VXZT,—AZNY) +¢(VyZ,,V,Z,)
=gV ZV +h(X,2,),V"Z" +h(Y,Z,))
+g(VyZ, — A, XV, Z, — 4,.Y)

=h, (X.Y)+q,(X.7)

=1,(X,Y)=h,(X,Y)+q,(X,Y) dir.

Ornek 3.2.1:

IR? iin bir altmanifoldu S* = {(x,y,z)‘ 4y +zt = 1} icin
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Z=(x,y,2z)€ ;((S 2,[R3) , S? de taniml1 bir /R*-vektor alani olsun. Daha agikca
Z:8*>TIR peS®igin Z, eT, IR’ diir. Z nin, teget ve normal bilesenleri, Z, ve
Z" seklinde gosterilsin.

S? nin birim normal vektdr alanmin N = xg + yi + zi oldugunu
ox ~ oy oz

biliyoruz.
Simdi de ;((S ? ) i¢in bir baz olusturalim.

E, =(y,—x,0) olsun. <El,N =0 oldugundan él € ;((Sz) dir.

~—

| G- 1
E=r—FE = (ya_xao)
l-z
1
__! [, .98
2 o
dir.
E2=E1><N: 1 (—xz,—yz,y2+x2)
1-2
1 2
= (—xz,—yz,l—z )
-z
= 1 —xz——yziwt(l—zz)i
1- 22 X oy 0z

seklinde secilirse {El,Ez} , ;((S 2) i¢in ortonormal bir bazdir.
Simdi de Z yi biri §* ye teget digeri de S” ye dik olacak sekilde iki vektor alaninin

toplami olarak yazalim.
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Z = AE, + ALE, + 4N ifadesindeki 4, 4,, 4, il hesaplayahm. {E,, E,, N}

;((1R3 )‘52 i¢in bir ortonormal baz oldugundan

A=ZE = (xy—yx+0):0
1-2?
A =ZE,= 1122(—x22—y22+22(1—22))
1
= — (l—zz)z
=zy1-2°

A =Z.N=x*+y*+27
=1-z"+22°

=1+z°

olarak hesaplanir. 4,, 4,, A, U yerlerine yazarsak,

Z=z 1—22E2+(ZZ+I)N
Zr R

elde edilir.

Buradan da V VAT Y 5 Z yi hesaplayalm.

0z

X=X'E +X’E, ey

—

S 2) olmak tlizere, X tanjant vektor alanina gére Z nin

kovaryant tiirevi,
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ViZ=X'V,Z+XV 7

=X 1 yi—xi +X? 1 —xzi—yzi+2(l—zz)i
Ji=z2 U ox oy 1-22 ox oy 0z

= E + 1B, + s N

olmak tizere, 1, p,, u, bilesenlerini hesaplayalim.

y7 :ﬁxZ E = 1_122 (lez — X’xyz+ X'x +X2xyz)
:1_122 Xl.(y2+x2)
_ Xl(l—zz)
C1-zZ
= X!
dir.
4=V 7.E, = 1_122 (—Xlxyz F X0+ Xz + X022 42X (1= 27) )
X*(1-2°
:%(zz+2(l—zz))
X*(1-2°
— 1(_22 )(2_22)
=X’(2-27)
dir.

dir. g, u,, p, Uin degerlerini yerlerine yazarsak,

Vi Z=X'E+X(2-2)E,+ X’2J1-2’N

norv xZ

tan§XZ

bulunur.
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Y =Y'E +Y’E, € z(S?) icin,

S? de tanimli Z vektor alaninm normal bileseni ZV nin X vektor alanina

gore kovaryant tiirevi olan

vektor alanini bulalim.

X
ox Oy

A 2 0,,9,.9
VEIZN_V\/I%[ o a](z +1){x8x+y8y+zﬁzj

=F [zz Jrl](x,y,z)Jr(z2 +1).VE1N

dir.
V. Z" :ﬁﬁ(_x ) )(22+1) N
1-z*
= 11 2.(22(1—22)(x,y,z)+(22+1)(—xz,—yz,1—22))
-z

dir. Bu ifadeleri yerlerine yazarsak,

V. .z = !

v — {Xl(zz+1).(y,—x,0)

+)(2.(22(1—22)(x,y,z)+(z2 +1)(—xz,—yz,1—zz))}

=mE, +mE, +mN

olur.

n,=V,Z"E
= 1_122 {(22 +1)(X1yz)+X2 (22(1—22))/x+(z2 +1)(—xyz))
Jr(z2 +1)(X1x2)+X2 (22(1—22)(—xy)+(z2 +1)(xyz))

+(22+1)(X".0)+ x” (22(1—22).0+(z2 +1).0)}
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dir.

dir.

n,=V,Z"E,

:1 L2 +1)(~wm) x4 X7 ( ( ~: )( xz)+(z +1)(

(22 +1)(xz) X'+ X (22(1- (2 +1)(°2"))
(z )0 420 (22(1-2° ) (z +)(1- )2)}
+(22(1-27)=(1 )+(z 1) )

— ( 2)(z+1)

= EXZ«QZ(I—ZZ)()CZ +y2)—(22 +1)z(x2 +y2)
+22(1—22)22 +(Z2 +1)((1—22)2)}
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= ! 22(1—22))(2

NI

=2zJ1-2°X?

1, =22N1-22 X*

dir. Burada bulunan 7,, ,, 1, ifadeleri yerlerine yazilirsa,

V2" =(Z+1)X'E, +(2 +1) X°E, +22V1- 2 X°N

L N
viz

—A X

bulunur.

Simdi de X tanjant vektor alanina gére Z nin tanjant bileseninin kovaryant

tirevi olan

V,Z, =V Z, =XV, Z,+XV, Z,

T X'E+X’E,
vektor alanini hesaplayalim.

V,Z, =V | )z(—xz,—yz,l—zz)

(y,—x,O

2

! 6(%%0)2 (—xz, -yz,1— z’ )

= - 2((%—x,O)[z](—xz,—yz,l—zz)+z.§(y)_x,0) (—xz,—yz,l—zz))

= {<(ya—X,O),(0,0,1)>(—xz,—yz,l—zz)

1-z

+ z{ (y, —X, 0), (—z, 0, —x)> ,<(y, —X, 0) ,(0, -z, —y)> ,<(y, —X, O) ,(O, 0, —22)>}}

N

1
= — (z(—yz,xZ,O))
1,
=— — z (y,—x,O)
:—ZZE1
V.Z, =-2E,
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Ayrica
§EZZT=§\/1_( B ( xz,—yz,1 Z)
1-22
1 =
= — V(, e (—xz,—yzl z )
= 11 2((—xz,—yz,l—zz)[z](—xz,—yz,l—zz)
~z

+ zﬁ(ixzﬁyz,lizz) (—xz, -yz,1- z’ )
1

= \/; {<(—xz,—yz, 1-2° ),(0,0,1)>(—xz, -yz,1- 22)
+ z{<(—xz, -yz,1- z* ) ,(—Z, 0, —x)> ,
<(—xz,—yz,1— z ),(0,—2,—y)>,
<(—xz,—yz, 1-2° ),(O, 0, —2z)>}}

__ ((1 z)( xz,—yz,1— z)

T

(xz —xl z yzz—y(l—zz),—zz(l—zz)))
1

= ((1 z )( xz,—yz,l—z )+z(2xzz—x,2yzz—y,223—2z))

[1 2
dir. Boylece,
< _ 1 1.2
V,Z, = ﬁ{—x z* (y,—x,0)

+X2((l—zz)(—xz,—yz,l—zz)
+Z(2XZZ —x,2yZ2 -, 27 —22))}
= §1E1 + szz +§3]\7

kovaryant tiirevi hesaplanabilir. Bu hesab1 yapabilmek i¢in &, &,, &, U

hesaplayalim.
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&=V ,Z,E = " _122 ~X'2y" + X° ((1 -7z )(—xyz) + z(2xyz2 - xy))
— X'+ X ((1 -z )(xyz) + z(—2xyz2 + xy))
~X'Z0+X° ((1—z2 )0+ z.o)}
= 1_122 (Xlz2 (x> + %) +X2.0}
e -z
$ = -X'z%,
X'z} (—xyz)+ X? ((1 —22)x222 + z(—2xzz3 + xzz)) +
&= §XZT E, = 1_122 -X'z (xyz)+ X’ ((1 -z’ )yzz2 + z(—2yzz3 +yzz)) +

_X'22.0+ X7 ((1 —2) +z(1-27) (22 —22))

;Xz (l—zz)zz(xzerz)Jr(l—zz)3

+z(—2x223 +x°z-2y°2 +y22—(1—22)22(1—22))

= 1 )(2((1—22)2 zz+(1—zz)3 Jrz(l—zz)(—2z3 +z)—2(1—zz)2 zz)

1-z2

_ ! X (1-2°)(1-22%)

1-2°

=(1-22%)x*?

&= (1-22%) X7,

~X'2yp+ X2 ((1-27)(—x'z) + 2 (22" 1))
~X'2 (—)+ X7 ((1-2°) (—372) + 2(20°2° = 7))
~X'220+ X7 ((1-2°)(1-2") 2+ 2(22° - 22) 2)

1 [2(1=2) ()2 (1-22)

1-z° +z(2z2 (xz+y2)—(x2+y2)+z(223—2z))

2
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—2(1—22)2 +Z(1—22)2
=28 | z((1-27) (227 - 1)+ 2(227 - 2z))

- 1122 x2z((1-22) (22 -1) + 222 (2 1))
- 1 (2 1) (1-22) 27 ()
- \/;7)(22(22—1)

=-zJ1-22 X7

E=-zN1-22 X7
dir. Hesaplanan & ,&, ve &, degerleri,

V., Z, =EE +EE, +EN ifadesinde yerlerine yazilirsa,

Vi Z, =2 X'E +(1-22°) X’E, zJ1- 2 X’N
\__W——J

h(X.Z7)

VxZr

bulunur. Buna gore,

V2" =(2 +1)X'E, +(2* +1) X°E, +2zV1- 2 X°N

X

1 >N
_AZN X VXZ

bulunmustu. Bu son iki ifade,

Vi Z=X'E+(2-2)X°E,+2N1-2X°N

norv yZ

tan 6)(2
ifadesini saglar.

Buna gore /. (X,Y), h, (X,Y) ve g, (X,Y) tensor alanlarim VX,Y € ;((Sz) igin

hesaplayabiliriz.
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L(X.Y)=2(V,Z.V,Z)
=2(X'E,+(2-2*)X’E, +2N1- 2 X°N
Y'E +(2-2)PE, + 2\1-2°Y°N)
= XY +(2-2) X742 (1-22) X7
= X'y Jr((z—zz)2 2 (1—22)))(21/2

dir.

h.(X,Y)=g(norV,Z,norV,Z)
=g(zN1-22X°N, z/1-2*Y*N)
:22(1—22)X2Y2

dir.

q.(X,Y)=g(tan V,Z,tan V,Z)
=g(X'E +(2-2° ) X°E,,Y'E, +(2-2*)VE,)

=X'Y'+(2-2°) X7
dir.

Buradan da [, (X,Y)=h,(X,Y)+q,(X,Y) elde edilir.

Ornek 3.2.1 de z=1alinirsa Z=(x, v, 22) den Z=(x, y,2) elde ederiz. Buna

gore S? de tammli Z=(x,y,2) IR’ vektdr alanina gore Srnek 3.2.1 de elde etmis

oldugumuz sonuglari tekrardan diizenleyelim.
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V.Z =—2*X'E +(1-22*)X*E, -zJ1-2 X°N
X=T 1 2

h(X.Z7)

VXZT
=—PX'E +(1-2.) X’E,-W1-P X°N
=—(X'E + X’E,)
=-X
dir. Buradan da V,Z, =—-X ve h(X,ZT):O elde edilir. VX,ZTG;((M) icin

dogru oldugundan 4 =0 dir.

V2" =(2 +1)X'E, +(2* +1) X°E, +22V1- 2 X°N

1 7N
—4,X VxZ

=(P+1)X'E +(I* +1) X°E, + 2. W1-P X°N
=2X

dir. Buradan da —AZNX =2X ve V;Z Y =0 elde edilir.

Vi Z=X'E+(2-2)X°E,+2N1-2X°N

v VZ
tanV 4 Z norVx

= X'E, +(2-P)X’E, + W1-I X’N
=X

dir. Buradan da tan V,Z = X venor V ,Z =0 elde edilir.

L(X.Y)=g(V,Z2.V,Z)
=g(X'E + X°E,,Y'E, +Y’E,)
=XY'+ XY’

dir.

h.(X,Y)=g(norV,Z,norV,Z)
=0

dir.
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q.(X.,Y)=g(tan V,Z,tan V,Z)
= X'V + X*7?

dir.
Buradan da VX,Y e y(M) i¢in 1,(X,Y)=h,(X,Y)+q,(X.,Y) esitligi rahathkla

goruliir.

¢, M de bir egri ve ¢ nin tanjant vektor alan1 7 olmak tizere,

2
KZ/a

=1,(T,T) ve Kzz/g =q,(T.T)veK?,, =h,(T,T) (3.255),

olsun.

Tamm 3.2.1: (32.5) de ki K,,,, K,, ve K,, ifadelerine sirasiyla Z- mutlak

egrilik, Z- geodezik egrilik ve Z-normal egrilik denir®.

Buna gore M deki bir ¢ egrisi i¢in asagidaki ifadeleri sdyleyebiliriz.
c egrisi bir Z — mutlak geodeziktir. <> K, =0

¢ egrisi bir Z - geodeziktir. <> ¢ nin herhangibir noktasinda K,,, = 0 dir ®,

Boylece, bir mutlak geodezik egride /,(7,7)=0 ve Z-geodeziklikde de

q,(T,T) =0 esitlikleri saglanir.

Tanim 3.2.2: Eger tanV xZ , X ile ayn1 yonlii ise M de bir X vektor alanina, M

de Z- kuasi asli egrilik vektor alant denir ©.
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Ornek 3.2.1 de tanV,Z = X oldugundan S* de bu X vektdr alani, S*de

Z= (x, V, 2) - kuasi asli egrilik vektor alanidir.

Tanim 3.2.3: ¢, M de bir egri olmak iizere, M deki tanjant vektor alan1 7, M de

Z- kuasi asli egrilik vektor alani ise ¢ ye M de Z- kuasi egrilik ¢izgisi denir ©.
Omek 3.2.1 de tanV,Z=T oldugundan S> de bu 7 vektdr alani
Z =(x,y,2)-kuasi asli egrilik vektér alani dir. Buna gore ¢ egrisi S° de Z- kuasi

egrilik ¢izgisi dir.

Tamim 3.2.4: VXY € y(M) igin
Eger,
0,(X.Y)=g(V,Z ~ A, XV, Z,~4,Y)=0 (3.2.6)

ise X ve Y vektor alanlar1 Z - rélatif eslenik vektorler olarak tanimlanir®.

3.3. Z-Umbilik Altmanifold

Tanum 3.3.1: M de & normal vektor alani olmak tizere, eger sekil operatdrii 4, i¢in

1 6zdeslik doniisiimii olmak {izere,

4. =21 (3.3.1)
olacak sekilde M de Areel fonksiyonu varsa o zaman & ye M de umbilik vektor

alani denir. Yada M , & ye gore umbiliktir denir'®.
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Tanim 3.3.2: Eger M de her X tanjant vektor alani igin
tanVyZ=V,Z, -4,X =X (3.3.2)

ise M Riemann manifoldunun bir M altmanifoldu, Z-umbiliktir denir®.

Buna gore Z-umbilik bir M < M altmanifoldu i¢in asagidakiler dogrudur.

i.) M de her bir tanjant vektor alani, M de Z - kuasi asli egrilik vektor

alanidir.
ii.) M deki her bir egri p noktasinda kuasi asli egriligi A(p) ye esit, bir Z-

kuasi asli egrilik ¢izgisidir.

Ornek 3.2.1 de tanV,Z =X oldugundan /R’ Riemann manifoldunun S’
altmanifoldu Z-umbilik altmanifolddur.

Sonug¢ 3.3.1: 7 € ;((M,M), M ye normal ise o zaman (3.3.2), (3.3.1) e indirgenir.

Bu yiizden normal vektér alanma gore bir Z-umbilik altmanifold, umbilik

altmanifolda indirgenir.
M , Z-umbilik altmanifold olsun. M de iki farkl tanjant vektor alani igin,

eV, Z, ~ A XV, Z, —A,Y)=A"g(X,Y) (3.3.3)

dir.
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Teorem 3.3.1: M, M Riemann manifoldunun Z-umbilik altmanifoldu olsun. O

zaman M deki bir p noktasinda birbirinden farkli iki tanjant vektor alani rolatif

eslenik vektorlerdir << Bu vektorler ortogonaldirlar ©

Ispat: M , M Riemann manifoldunun Z-umbilik altmanifoldu oldugundan,

X tanjant vektor alani i¢in,
tanVyZ=V,Z, - A, X =X
dir.

X,Y e ;((M) ve p e M olmak iizere X, ile ¥, rolatif eslenik olsun.
O halde ¢,(X,Y)=g(V,Z, ~ A, X,V,Z, —4,Y)=0 di.
g bilineer oldugundan ¢, (X, Y) = ﬂzg(X,Y) dir. 4 #0 oldugundan g(X,Y) =0

olup X ve Y ortogonaldirlar.

3.4. Total Z-Geodezik Altmanifold

Tanmim 3.4.1: M de h,=0 a Ozdes ise M altmanifolduna, M Rieman

manifoldunun total Z- geodezik altmanifoldu denir®.

Ornek 3.2.1 de #, =0 oldugundan /R’ Riemann manifoldunun S*

altmanifoldu fotal Z- geodezik altmanifolddur.

Total Z- geodezik altmanifold i¢in (3.2.2) ve (3.2.3) den
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VX e ;((M) i¢in,
VyZ=tanVyZ=V,Z, ~A4,X (3.4.1)

yazilir. Bu yiizden, M total Z- geodezik altmanifoldundaki bir ¢ egrisi,

Z - mutlak geodeziktir. < Z — geodeziktir.
ozelligi ile karekterize edilir.

Total Z-geodezik altmanifold tanimina gore norVxZ =0 dir. Buna gore su

esitlik verilebilir.

1,(T,T)=g(V+Z,V1Z)=0

:WTZ\Z 0
=H§TZH=0
=V:Z=0

O halde Z, ¢ boyunca paraleldir.

Z-geodezik ise K ,,, =0 dir.

= q,(I,T)=g(V,Z, -4, TV, Z, —A,T)
=0

2
=|v,z, -4, =0
=V, Z, ~A,,T=0
= tanV7Z =0

€TZ =tan §TZ + n0r§rZ
H_—/ H_—/

0 0

88



ViZ=0=2Z , ¢ boyunca paraleldir.

Tanim 3.4.2: M bir manifold ve V, lineer bir konneksiyon olsun.

Z € y(M) alalim.
i)VXey(M)icinV,Z =0 ise
Z ye, M fizerinde V ye gore paralel vektér alant denir.
VZ(X)=V,Z=0
olugundan, Z nin M iizerinde paralel olmasi demek VZ = 0 olmas1 demektir.

ii) Zey(M), c:1—> M bir egri, T, ¢ nin teget vektor alan1 olmak iizere,

V.,Z =0 ise Z ye c-boyunca parelel vektor alani denir.

Burada T = zcii_ct% seklindedir.
X

i=1

Eger M , total geodezik altmanifold ise 4 =0 dir. Boylece, (3.2.3) den
hy(X,Y)=g(Viz" viz") dir

Boylece su teoremi verebiliriz.

Teorem 3.4.1: M total geodezik altmanifoldu , total Z-geodezikdir. < Z nin normal

bileseni, M nin normal demetinde paraleldir(6).

Ispat:

M , total geodezik altmanifold oldugundan 4 =0 dir. Buna gore
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hZ(X,Y)zg(Vf(ZN,VﬁZN) dir. M total Z-geodezik ise h, =0 dir. s, nin
tanimina gore

g(Viz¥ viz¥y=0
dir.
VX € y(M) ve VY € (M) icin
g(Viz" viz")=0 oldugundan 6zel olarak X =Y i¢in de g(ViZ",viz")=0
olup V3yZ" =0 dir. Bu ise Z" nin M nin normal demetinde paralel oldugu

anlamina gelir.

Tersine, Z" normal demette paralel olsun, yani VX € ;((M ) igin V;Z" =0
dir. Buradan

g(VizV viz¥y=0
esitligi yazilabilir. M total geodezik oldugundan A(X,Y)=0 dir. g nin bir metrik
olmasindan

e(ViZY + (X, Z,),V3Z" + (Y, Z,)) =0
yazilabilir. 4, nin tanimi gozdniine alinirsa

h,(X,Y)=0 dir.

Total Z-geodezik olma tanimindan, M total Z-geodeziktir.

Omnek 3.2.1 de h=0 oldugundan /R’ Riemann manifoldunun S°

altmanifoldu fotal geodezik altmanifold olur ve bu 6rnekte 4, =0 bulundugundan

VZ" =0 dir. Bdylece teorem 3.4.1 in gergeklendigi rahatlikla goriiliir.
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3.5. Z-Minimal Altmanifold

Tanim 3.5.1: Bir Z € ;((M M ) gére p € M noktasindaki Z — ortalama egriligi
1 1dN—
Hy == h(EE)==> ¢(Vy Z" + WE.Z,).V; Z" +W(E.Z;))  (35.1)
= ni— ' '

seklinde tanimlanir.
h.(E.,E,), E, yoniinde Z nin normal egriliginin karesidir ve E, ler 1<i<n, M de

ortonormal vektor alanidirlar®.

Ornek 3.2.1 de IR® Riemann manifoldunun S? altmanifoldu iizerinde

H, =0 oldugundan p € S* noktasindaki Z — ortalama egriligi sifirdur.

Tanim 3.5.2: Eger Z- ortalama egriligi M nin her noktasinda sifira 6zdes ise M

altmanifolduna Z-minimaldir denir®.

Ornek 3.2.1 de S* nin her noktasinda H, =0 oldugundan S* altmanifoldu

Z-minimaldir.
(3.2.3) ve (3.5.1) den H, =0 h(X,Y)=0 VX,Y eT(M)
dir.

Boylece su teorem verilebilir.

Teorem 3.5.1: M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda,
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M total Z-geodezik < Z-minimaldir

Onermesi dogrudur(6).

Ispat: M |, total Z-geodeziktir. < VX,Y eT (M ) icin A_(X,Y)=0 dir.

Ozel olarak X =Y = E, alinirsa;
1 n
_zhz (Ei,E[) = 0
nio

< H, =0dr.

< M, Z- minimaldir.

Sonug 3.5.1: Total geodezik altmanifold olsun. Buna gore,

Z- minimaldir. < Z —nin normal bileseni, normal demette paraleldir ©

Ispat: M , total geodezik altmanifold oldugundan /=0 dir.

Z-minimal olsun. O halde H, =0 dir.

o H, =%Zn:hZ(Ei,Ei)=O

i

< h(E E;)=0 dir.

& g(Vy,Z" +WE, Z,)V Z" + h(E, Z,)) =0
ve h(E,,Z,) =0 oldugundan,

©g(VyZ ",V Z")=0

&V Z" =0dur.

<> Znin normal bileseni normal demette paraleldir.
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Tanim 3.5.3: Z nin geodezik egriliklerinin karelerinin ortalamasi, Z- ortalama

geodezik egrilik olarak tanimlanir ve
1 n
0, :;qu(E,.,E,.) (3.5.2)
i=1

ile ifade edilir®.

Tanim 3.5.4: Benzer bi¢imde, mutlak geodezik egriliklerin karelerinin ortalamasi, Z-

ortalama mutlak egrilik olarak tanimlanir, ve

1 n
L, :;ZIZ(EZ.,E,.) (3.53)
i=1

seklinde ifade edilir®.

(3.2.4),(3.5.1),(3.5.2) ve (3.5.3) den
L,=H,+0, (3.5.4)

oldugu sdylenebilir.

Gergekten,

=% ,-: h, (E,.,E.)+%IZ:‘,CIZ (E.E)
=H,+0,
Bundan dolayt,
L,=H,+0,
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dir.
Teorem 3.5.2 : M Riemann manifoldunun altmanifoldu M olsun. Z-minimaldir
gerek ve yeter kosul Z- ortalama mutlak egriligi, Z- ortalama geodezik egriligine
esittir.
Yani,

M, Z - minimaldir. << L, =Q,

dir®,

Ispat: M Z-minimaldir< H , =0 dir.

L,=H,+0,
esitliginden
L,=0,

dir.
Sonug olarak Z- ortalama mutlak egriligi, Z- ortalama geodezik egriligine esittir.
M nin total umbilik altmanifold olmasini dikkate alinirsa,

VX,Y e ;((M ) ve H, M nin ortalama egriligi olmak {izere,
h(X,Y):g(X,Y)H (3.5.5)

dir.

M manifoldunun normal vektor alanlari {N N N } olsun.

1227299 Y m—n,

h(X,Y) =norVyY

= ifi-Ni
i=1

dir.
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Bu ifadeyi bir 6nceki ifadede yerine yazarsak,

h(X,Y)= mfG(h(X, Y),N,).N,

i
i=1

m—n

h(X,Y)= ZG@xY—VXY,N,.)Ni

dir.

G(Y,N,)=0, VY € 7(M) i¢in VxG(Y,N,)=0 dur.

Vmetrik

= G(Vay,N, )+ Gr.ViN,)=0
= G(Vx¥,N,)=G(r,-VxN,)
tan (§XN, ) =-4.X oldugundan,

m—n

h(x,¥)=Y Gy, —ViN, )N,

i=1

)= G(¥. 4.).
i=1

=>g(4X,Y)=4¢ (X Y ) ve AX =A.1 ise M total umbilik altmanifoldudur.
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Z nin normal bileseni normal demette paralel olursa ,

V. Z"=0,i=12,.,n dir
(3.5.1) ve (3.5.5)den
H, =%|H|2 lZ::g(El.,ZT)Z (3.5.6)
dir.
(3.5.6) dan H, =0 < M de Zn:g(Ei,ZT)z # 0 oldugundan H =0 dir.
=
Gergekten,

H,=0& H, =thZ(E,.’E,.)=O
n o

S H, =Y g(Vi 2" +h(E.Z,).VEZ" +h(E.Z,)=0
S R

1 n
< H, =~ ghE.Z;).h(E,,Z,)) = 0
i=1
1 2
©H, =;Z||h(E[,ZT)|| =0
i=1
1 & ?
< H, == |eE.2)H]| =0
i=1

1 n 2
& H,=—|H[ 2 ¢(E.2;) =0
i=1
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< g(E,Z,) #0 igin H =0 du.

Teorem 3.5.3: Z € ;((M M ) vektor alani, total umbilik altmanifold olan M de

tanimli olup, Z nin normal bileseni normal demette paralel olsun.O zaman,

M , Z —minimaldir < M minimaldir ©

Ispat: M | total umbilik altmanifold oldugundan,
VX,Y € y(M) icin h(X,Y)=g(X,Y)H dir.
Z nin normal bileseni normal demette paralel oldugundan

ViZ" =0,i=12,.,n dir

(=)

Z —minimal olsun.

O halde H, =0 dur.

o H, =L o(VEZY 4 W(E,. Z,).VEZY + h(E, Z,)) = 0

Bl —

l n
= H, =3 &(h(E,,Z,),h(E,,Z;)) =0

i=1

1 ’
=H, =;Z||h(Ei,ZT)|| =0
i=1

1 ?
= H, ZEZIIg(E,-,ZT)HII =0
i=1

1,2 ?
= Hy =—|H|" Y g(E,,Zy) =0

i=1

= g(E;,Z;)* #0 i¢in H =0 dir.
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= M, minimaldir.

(=)

M, minimal olsun. O halde H =0 dur.
M umbilik altmanifold ve Z nin normal bileseni normal demette paralel oldugundan
H, =0 dir.

= M, Z —minimaldir.

Teorem 3.5.4: Z e ;((M M ) vektor alani, total umbilik altmanifold olan M de

taniml1 olup, Z nin normal bileseni normal demette paralel olsun. O halde asagidaki
ifadeler esdegerdir.

i) M, total Z—geodeziktir.
ii) M,Z —minimaldir.

iiit) M, minimaldir.

iv) M, total geodeziktir

©)

ispat:
i) = ii)
M total Z-geodezik olsun. M nin Z — minimal oldugunu gosterecegiz.

M total Z-geodezik oldugundan 4, =0 dir.

VX,YE}((M) i¢in hZ(X,Y)=O dir. X =Y = E, alinirsa hZ(El.,Ei)zo olur.
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=>H,=0

= M, Z —minimaldir.

ii.) = iii.)

M , Z minimal olsun. O halde /, =0 dir.
M total umbilik altmanifold oldugundan A(X,Y)= Hg(X,Y) ve VX,Y € y(M) dir.
Ayrica Z nin normal bileseni normal demette paralel oldugundan V;_Z N=0,
1<i<n dir.

O halde

o H, =Y g(VEZ" + h(E, 2,).V5 2" + h(E,,Z,)) = 0

n i — —
0 0

1 n
= Hy, =3 g((E,, Z,),h(E,, 7)) =0

i=1

1 ’
=H, :;§ I(E;.Z,)| =0
i=1

1 ’
= H, =;Z||g(E[,ZT)H|| =0

i=1
Iy 2 ?
= H, :;|H| > g(E,.Z;) =0
i=1

= g(E,,Z,;)* #0 igin H=0 dir.

= M — minimaldir.
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iii.) = iv.)
M minimal ise H =0 dir.
h(X,Y)= Hg(X,Y) ve VX,Y € y(M) ve g(X,Y)#0 icin 2 =0 dur.

= M , total geodeziktir.

iv.) =1.)
M , total geodezik ise 4 =0 dir.

Z nin normal bileseni normal demette paralel oldugundan V;Z V=0, 1<i<n dir

[N —
0 0 0

h,(E.E)=g|V " Z" +h(E,Z; ),V . Z" + h(E,. Z;)
e — %6_/
=0
= h, =0 dir.

= M total Z-geodeziktir.

3.6. Konneksiyonu Koruyan Doniisiim

M m-boyutlu Riemann manifoldunda M ve M' baglantili hiperyiizeyler,
sirasiyla 4 ve A" M ve M' de Weingarten dontisiimleri ve

F-M->M
orten diffeomorfizmi /.ve/l. temel formlar1 koruyan bir izometri olsun. Daha
agikca F, in

vVX,.Y, eT,M igin

g(XP’YP) = g'(E«P (XP)aEP (YP))
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Ve
FoAd=AoF, (3.6.1)

dir.

Teorem 3.6.1: M ve M’ iki manifold olsun. Bir
FM->M
diffeomorfizmi ve M' iizerinde bir V' konneksiyonu verildiginde, M iizerinde 6yle

bir tek V konneksiyonu vardir ki,

VX,Y e y(M) igin,
F.(V,Y)=V, FY (3.6.2)

dir. (Yani F konneksiyon koruyan doniisiimdiir.) ®.

Ispat:
F déniisiimii diffeomorfizm verildiginden,
Foy(M)—z(M)
déniisiimil, birebir ve drtendir.O halde, F,” déniisiimii vardir. Diger taraftan
2(M)ve y(M'), sirasiyla, VX,Y € y(M) igin,
E(X+7)=E(X)+E(7)
ve Vf € C*(M,IR) i¢in
F(f)=(foF")FX
dir. Buna gbre

VY =F (V. FY)
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seklinde taniml1 V operatoriiniin, M igin bir konneksiyon oldugunu gosterelim.

i) VX,Y,Z e y(M) igin
Vo (Y+2)=F (Vi F.(Y+2))
=F (Vi FY+F.Z)
=F (ViyFY +V,  F.Z)

= F (Vi BY )+ 7 (Vi F.Z)

=V, Y+V, Z
dir.

i) VX,Y,Z e y(M) igin,
VX+YZ = F:k_l (V;"*(Xer)F;Z)

=F (Vi F.Z+V},F.Z)
=F (Vi F.Z)+F (V). F.Z)
=V, Z+V,Z

dir.

iii) VX,YE}((M) ve Vf eC” (M,IR) igin,
VY =F (V. xFY)
Burada,

F(f)=(foF")FX
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degeri yerine yazilir, foF~' e C” (M ",IR ) ve V' nin de M'de konneksiyon oldugu

diistiniiliirse,
_ 1 i
VfXY =F (V(foF‘)F*XF;Y)

=F((foF )V FY)
elde edilir.Diger taraftan, F,icin bilinen 6zellikler
Fig(M') = 2(M)
icin varolacagmdan
F(oF)Viafr)=((£ o F 7)o F) E7 (Vi EY)
= JF(VinFY)
=fV,Y
buradan da
VfXY =fV,Y

bulunur.

iv) VX,Y € y(M) ve ¥f € C* (M, IR) igin,
VoS Y =F (V. FfY)
(o (7o) )
= F((FX)(foF ) EY +(foF )V} FY)
-r((Rx

F)EY )+ F2(foF )V, FY)

=((FX)(foF)oF)Y+F ! ((foF " )Vi FY)
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=((EX)(foF")eF)Y+fV,¥
dir. Diger taraftan, Vp € M i¢in,
(EX)(foF)eF)(p)=(EX (1< F))(F ()

=F.X

F(p) (f ° Fﬁl)

X))(reF)

:Xp(foF_loF)

(.

=X, (/)

oldugundan,
(FEX)(feoF")oF=X(f)

dir. O halde,

Vo fY=X(f)Y+[fV,Y

Boylece, V konneksiyonu M iizerinde bir konneksiyondur. V nin tanimi geregince

F(VyY) =V EY

dir, yani F konneksiyonu koruyan bir doniistimdiir.

Simdi de V nin tek oldugunu gosterelim. Bunun iginde aksini varsayacagiz.

F konneksiyonu koruyacak sekilde, bir diger Y konneksiyonu var olsun.

O zaman, VX,Y € y(M) igin,
E(VyY) =V EY
ve

F, (6XY) = V%*XF*Y
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olur.
F, (VXY) =F, (6XY)

F, doniisiimii birebir oldugundan
V,Y=V,Y

dir. Buise V=V oldugunu yani V nin tek oldugunu gosterir.

Buna gore,

(Vg)(X,Y,Z) =0 ve (Vg')(X',Y',Z') =0 olsun.
(Ve)(X.Y,Z)=X[g(Y.Z)]-g(V,Y.Z)-g(Y.V,Z)=0
(V) (X'.Y,Z2)=X"[g'(Y.Z')]-¢g'(V,Y.2')-g (Y. V,Z')=0

(V')FEX,FY,FZ)=FX|g (FY,FZ)]|-g (Vi FY.F.Z)-g (FY.V} F.Z)
=0

Buradan da,

EX[g(EY.FZ)]=FEX[g(V.Z)oF"]
=X[g(Y.Z)eF ' oF|

=X[g(Y.2)] (3.6.3)

FX[g (FY.FZ)]=¢ (Vi FY.FZ)+g (FY.V},F.Z)

=g(V,¥.2)+g(¥.V,2) (3.6.4)

(3.6.3) ve (3.6.4) den,
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X[g(v.2)]=g(V,Y.Z)+g(Y.V,2) (3.6.5)
Ote yandan V, g ye gore metrik konneksiyon oldugundan

X[g(Y.Z)|=g(V,Y.Z)+g(Y.V,Z) (3.6.6)
(3.6.5) ve (3.6.6) dan,

g(V,Y,2)+g(Y,V,Z)= g(ﬁxY,Z)Jrg(YﬁXZ)
dir.

X[g(v.Z)]-g(V,Y.2)-g(Y.V,Z)=Vg(X.,Y,Z)=0

X[g(v.2)]-g(V,Y.2)-g(¥.VZ)=Vg(X,Y,Z)=0

Boylece
Vg=Ag=0 (3.6.7)
dir.
Ayrica,
[FXFY]=F[X.Y]
=V FY =V FX
=F,(V,Y-V,X)
Buradan da T (X,Y)=[X,Y] ~V,Y+V,X =0 oldugundan V nin torsiyonu sifirdir.
T(X.,Y)=[X,Y]-V,Y+V,X =0
V nin da torsiyonu sifirdir. Bir Riemann manifoldu {izerinde torsiyonu sifir olan bir
tek metrik konneksiyon oldugundan (3.6.7) yi de goz Oniine alarak,
V=V

dir. Boylece, F' ayni zamanda Riemann konneksiyonunu koruyan bir doniistimdiir.
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M de herhangibir pve F ( p) = p' olacak sekildeki noktasi i¢in, F,, lineer

donigtimini 7, (M ) -7, (M ) seklinde bir lineer doniisiime genigletelim.

Zey (M M ) ve M ve M' niin normal vektor alanlari sirasiyla & ve &' olsun.
Z=Z,+a/., (3.6.8)
M dedir. (3.6.8) in her iki yanina F, doniisiimii uygulanirsa
_ -1 i
FZ=FZ +(aoF )F(,,) & (3.6.9)

sonucunu M " de elde etmis oluruz.

M nin M hiperyiizeyi i¢in, Gauss ve Weingarten doniisiimlerini kullanirsak,
VyZ =V, Z, —adX +(X[a]-g(A4X,Z,))é (3.6.10)

formiiliinii elde ederiz.

Simdi de (3.6.10) esitliginin dogru oldugunu gosterelim.

VxZ=Vy (ZT +a(§)
:€XZT +€Xa§
=V,Z, —g(AX,Z,)E+aVié+ X[a]é
=V, Z,-g(AX,Z,)¢é+a(-A4X)+ X[a]é
=V, .Z, —aAX+(X[a]—g(AX,ZT))§
=ViZ =V, Z, —adX +(X[a]-g(4X,2,))&
dir.
Bu sekilde gosterilmis oldu.
(3.6.1),(3.6.8) ve (3.6.9) dan,
E. (%Z) =(V;*XF*ZT —(aoF—l)AfEX)+(EX[aoF—1J_gr(ArF*X,F*ZT))Sz,
=VixF.Z
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F. (%Z) =VixF.Z (3.6.11)

elde edildigini gosterelim.

F,(VxZ)=F.((VyZ, —adX)+(X[a]-g(4X.Z,))¢ )
=FV.Z,~FadX+(FX[aoF"|-g (4FX.FZ;))¢

(3.6.2)

= VixFZ~(acF ) EAX +(EX[aoF |- g (FAX.F.Z;))¢
(SZI)V%XEZT —(@oF")AF.X + (P;X[a oF'|-g'(4F.X.F.Z, ))(g'
=V, F.Z, —(a oF’l)A’X’+(X'[a oF’l]—g’(A’X',F*ZT))cf’

= 61«:){17*2

F (%Z) - (V;*XF*ZT ~(ao F’l)A'F*X) + (F;X[a oF"'|-g'(AF.X,F.Z, ))5'
=VixF.Z

dir.

Buradan da,

anVexF,Z= Vi FZ ~(acF')AFX
=V, F.Z,~(aoF")F.AX
- F(V,Z, -adX)
=F (tan§xZ)

tanVixF,Z =F,(tanVZ) (3.6.12)

ile
noiVrxFZ=(FX[ao P g (AF.X.F.2,))8

= (Fx[acF]-g(FAX,F2,))¢
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(F.X[a]-F.g(A4X,Z,))F.£
F((x a] g(4X.2,))¢)
F( rvxz)

norﬁaxF*Z =F, (nor§xZ)
ifadesi elde edilir.
(3.6.12) den,

V,Z,—aAX = AX,M dedir.
<:>V}*XF*ZT—(aoF‘l)A'F*X:(ﬁoF‘l)EX:ﬂEX

M' deve u=AoF™" dir.

Vi F.Z, ~(aoF')AX =pX'
M' dedir.
Ave u sirastyla M ve M' de C” fonksiyonlardir.
Sonra (3.6.13) den,

M de, norVyZ=0 <M’ de, nor§p*xF*Z =0
dir.
Bu ytizden,

M deh,(X,Y)=0, VX,Y €T (M)
< M'dehl,(X',Y')=0, VX" Y'eT(M')

dir.
Gergekten,

VX,Y eT (M) igin M deh,(X,Y)=0 olsun.

& F. (1, (X.1))= £ (0) =0
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& F (I (X.1))= F((2((X [a] -8 (4X.2,))&.(¥ [a] - 5 (4Y.2,)) £)) | =0

S g(FX[acF ! |-g' (FAX.F.2,)) & (EY[acF ' |-g'(FAY.F.Z;))¢) =0
S g(Fx[acF ' |-g (4FX.F2,))¢ (FY[acF']-g (4FY.F.2,))E)=0
o g((X'[a oF”]—g'(A'X’,EZT))g',(Y'[a oF ' |-g'(4YF.Z, ))5' =0

< M'deh,(X',Y')=0, VX" Y'eT(M')

oldugu buradan kolaylikla goriiliir.

Buradan da,

M deH,=0< M'deH},=0 (3.6.16)

y1 verebiliriz.
Gergekten,

M de H, =0 olsun.

< h, (E,E;)=0, 1<i<n-1

< h,(ELE)=0  1<i<n-1, E/eT(M')
1 n—1
< Hy, :Ezh;*z (E,E))=0
i=1
< M'deH,=0

oldugu rahatlikla gortliir.

(3.6.14), (3.6.15) ve (3.6.16) dan, teorem (3.6.2) yi verebiliriz.
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Teorem 3.6.2: M Riemann manifoldunun baglantili hiperyiizeyleri M ve M’ olsun.

F:M — M' bir diffeomorfizm ve I. ve II. temel formlar1 koruyan bir doniigim

olsun.

Ze ;((M M ) vektor alani i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.
i) M, Z—umbiliktir. < M', F,Z —umbiliktir.
ii) M ,total Z— geodeziktir.<< M', total F,Z — geodeziktir.
iii) M , Z—minimaldir. < M', F,Z — minimal

dir ©.

ispat:
i.) M, Z—umbilik olsun. O halde,
VX tanjant vektor alani i¢in, M de
tanV,Z=V Z, —adX =X
dir.
(3.6.14) dende M’ de
F.(tanV,Z)=tanV  F,Z=V'.FZ, ~(aoF")AX' =(1F"')F.X = uX',
ueC” dir.

M', F,Z —umbiliktir.

ii.) M ,total Z — geodezik olsun. O halde 4, =0 dur.
VX,YG;((M) i¢in

h, (X,Y)=0
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d1r.(3.6.15) den
M'dehl,(X'Y')=0, VXY eT(M')
Buradan da

M', total F,Z — geodeziktir.

iii.) M, Z—minimal olsun.
O halde,

H,=0 dir.
(3.6.16) dan,

M' de H;,=0
Buradan da

M', F,Z — minimaldir.
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4. TARTISMA ve SONUC

Bu tez calismasinda, Riemann manifoldunun 6zel altmanifoldlari olan Z-
umbilik, total Z-geodezik ve Z-minimal altmanifoldlar1 ele alinip incelenerek bazi
karekterizasyonlar1 verilmistir. Riemann manifoldunun altmanifoldlar1 iizerinde
verilen genellestirilmis Gauss denklemi, normal egrilik, geodezik egrilik, asli egrilik,

asli egrilik dogrultulari, umbilik altmanifold, total geodezik altmanifold, minimal
altmanifold, ortalama egrilik gibi kavramlar bir Z € ;((M M ) vektor alan1 g6zoniine
alinarak yeniden tanimlanmistir. Asagidaki incelemede Z e ;((M M ) vektor alani

icin yapilan tanimlarin bazi 6zel durumlarda literatiirde bilinen altmanifold

geometrisindeki tanimlarla ¢akistig1 goriilmektedir.

Ze ;((M,M) vektdr alant Z = Z, + Z" yazilmust1.

M de verilen X tanjant vektor alanina gore Z nin kovaryant tiirevi,
ViZ=(VZ — A, X)+(V5Z" +h(X,Z,)) =tanV xZ + norV xZ

dir.

Sonu¢ 4.1: Eger Z € ;((M) ise (3.2.2) esitligi, (2.9.2) esitligine indirgenir.
Yani, VX,Z € y(M) i¢in
ViZ=V,Z+h(X,Z)

ifadesi bildigimiz genellestirilmis Gauss denkleminden bagkas1 degildir.
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M de bir c egrisi alalim ve tanjant vektoriinii 7 ile gosterelim.
Simdi de Z- mutlak egriliginin yani K, nin, M nin geodezik egriligine yani l;g ye
indirgendigini gosterelim.

K2, =L(T,T)
= g(VTZ,VTZ)

2

= H€TZ

Eger Z € ;((M) ve 0zel olarak Z =T alinirsa,
]Z’é/g: H%TTHZ
=(%)

elde edilir. Buradan da su sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 4.2: 7, M ye teget ise Z- mutlak egriligi yani K, , M nin geodezik

egriligine yani l;g ye indirgenir.

Z- geodezik egriliginin de yani K, nin, M nin geodezik egriligine yani ke
indirgendigini gosterelim.

KzZ/g =q,(T,T)
=g(V,Z, _AZNT’ V.,Z, _AZNT)

2
o7,
Eger Z € y(M) ve 6zel olarak Z =T alinirsa,

KzZ/g: ”VTT”2
=(k,)

elde edilir. Buradan da su sonucu verebiliriz.
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Sonug¢ 4.3: Z, M ye teget ise Z- geodezik egriligi yani K, , M nin geodezik

egriligine yani k, e indirgenir.

Simdi de Z- normal egriliginin yani K, nm, M nin normal egriligine yani
k, ye indirgendigini gosterelim.

KzZ/n :hZ(T7T)
=g(ViZ" + (T, Z,),ViZ" + (T, Z,))
1N 2
= v,z +h(r.z,)|

Eger Z e ;((M ) ve Ozel olarak Z =T alinirsa,

K2, =|nT,m)
= (kT )2

elde edilir. Buradan da su sonucu verebiliriz.

Sonug¢ 4.4: Z, M ye teget ise Z- normal egriligi yani K,, , M nin normal egriligi

olan k, ye indirgenir.

Bu sonuglar birlikte diisiiniildiiglinde,

[,(T,T)=h,(T,T)+q,(T.T)
ve (3.2.5) esitliginden,

K=K +K,,
yazilabilir. Buradan da

(Eg )2 - (kg )2 +(ky )2

elde edilir.
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Sonu¢ 4.5: X=Y=T almwsa [,(X,Y)=h,(X,Y)+q,(X,Y) ifadesi Meusnier

teoremindeki (/; . )2 = (k . )2 +(k; )2 esitligine indirgenir.

M deki bir ¢ egrisi igin,
¢, Z - mutlak geodeziktir. <> K, =0 dir.
¢, bir Z- geodeziktir. < ¢ nin herhangi bir noktasinda K,,, =0 dur.

onermeleri verilmisti.

Bu 6nermelerde eger Z e ;((M ) ve Ozel olarak Z =T alinirsa, asagidaki sonug elde

edilir.

Sonug¢ 4.6: c, M de bir egri olmak iizere
¢, M nin bir geodezik egriligidir. < l;g =0 dr.

¢, M nin bir geodezik egriligidir. < ¢ nin herhangi bir noktasinda &, =0 dur.

Eger X € y(M) olmak iizere tanVyZ = VyZ,—A,, X =2AX olacak sekilde

bir A reel degerli fonksiyonu varsa X M de kuasi-asli egrilik vektor alani olarak

tanimlanmaisti.

Ozel olarak Z € y* (M) alimrsa tanVyZ = ~A4,, X =2X olurkibuda X in M de

asli egrilik vektor alani oldugu anlamina gelir.
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Sonug 4.7: Eger Z € y* (M ) ise Z- kuasi-asli egrilik vektor alani, asli egrilik vektor

alanina indirgenir.

c, M de bir egri ve M deki tanjant vektor alan1 7' olsun. 7" vektor alamt M
de Z- kuasi-asli egrilik vektor alani ise M deki ¢ egrisine Z- kuasi-egrilik ¢izgisi
oldugu seklinde tanimlanmisti. Buradan,

tanVrZ=V,Z, - A4,T=AT
olur ki eger Z e y* (M) ise

tanVrZ=-A4,T=AT

olur, bu da ¢ egrisinin M {izerinde bir egrilik ¢izgisi olmas1 demektir.

Su halde asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.8: c egrisi, M de Z igin bir kuasi-egrilik ¢izgisi ise, 0zel olarak

Z ey (M) alindiginda M nin bir egrilik ¢izgisine indirgenir.

Simdi de Z-umbilik altmanifoldun, umbilik altmanifolda indirgendigini

gosterelim.

(3.3.1) ifadesinde A, =A.J olacak sekilde M de var olan bazt A reel
fonksiyonlari i¢in dogru ise o zaman & ye M de umbilik vektér alani yada M , &

ye gore umbiliktir denir. Eger M deki herbir X tanjant vektdr alani igin, (3.3.2) de
tanVyZ=V,Z, ~4,X =X

ise M Rieman manifoldunun bir M altmanifoldu, Z-umbiliktir diye tanimlanmisti.

117



Sonu¢ 4.9: Eger Z ey (M )ise tan%XZ:—AZNX:/IX olur ki, bu da M

Riemann manifoldunun Z-umbilik altmanifold kavraminin, wmbilik altmanifold

kavramiyla ¢akistigin1 gosterir.

M de h,=0 ise M altmanifoldu, total Z-geodezik altmanifold olarak

tammlanmusti. Tanim(3.4.1) de VX € y(M) igin,
ViZ=tanVxZ=V,Z ~A4,X

seklinde yazilabilecegi biliniyor.

Sonug¢ 4.10: Eger Z € ;((M ) ve Z nin normal bileseni normal demette paralel ise

tamm (3.4.1) deki total Z— geodezik altmaifold kavramu, tanim 2.9.23 de ki total

geodezik altmanifold kavramina indirgenir.

M bir m-boyutlu manifold ve M de M nin n-boyutlu bir altmanifoldu olmak

tizere, M nin ortalama egriligi

H=1 Zn:h(Ei,Ei)
n i

seklinde tanimlanmusti.

Bir Z, M vektor alaninin bir p € M noktasindaki Z —ortalama egriligi

(3.5.1) de,

H, =LY h(EE)=1o(VE 2" + h(E,Z,).V": 2" + h(E,.Z,)
n_ ni ! !
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seklinde tanimlanmisti. 4 (E,,E,); E, yoniinde Z- normal egriliginin karesidir ve E,

ler 1<i<n, M de ortonormal vektor alanidirlar.

Sonu¢ 4.11: Z e ;((M M )Vektt')r alanma gore p € M noktasindaki Z —ortalama

egrilik kavrami, eger 6zel olarak Z e y(M) ahmrsa ortalama egrilik kavramina

indirgenir.

Sonuc 4.12: M Riemann manifoldunun, Z e ;((M M ) vektor alani, total umbilik

altmanifoldu olan M de tanimli olup, Z nin normal bileseni normal demette paralel

oldugunda, Z -minimal olan M altmanifoldu, minimal altmanifolda indirgenir.
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