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OZET

URV AYRISIMI VE UYGULAMALARI

ABA, Kiibra
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Dog¢. Dr. Hasan ERBAY
Ortak Danisman : Yrd. Dog. Dr. Sevgi YURT ONCEL

Haziran 2008, 56 sayfa

Bu tez, URV temel matris ayristmi, kesik URV ayrisimi ve giincelleme

algoritmas1 hakkinda bilgi vermektedir. Giincellemenin matematiksel hesaplama

karmasasi, r-rankli mxn tipindeki bir matris i¢in O(nr) islemdir. Teorik ve sayisal

sonuglar, URV Ayristminin Tekil Deger Ayristmi (SVD: Singular Value

Decomposition) icin iyi bir alternatif oldugunu gostermektedir.

Anahtar Kelimeler:URV ayrisimi, tekil deger ayrisimi, sayisal rank, alt uzay

tahmini, en kii¢iik kareler problemi.



ABSTRACT

URV DECOMPOSITION AND ITS APPLICATIONS

ABA, Kiibra
Kirikkale University
Graduate School Of Natural and Applied Sciences
Deparment of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Hasan ERBAY
Co-Supervisor : Asst. Prof. Dr. Sevgi YURT ONCEL

Jun 2008, 56 pages

This thesis, presents an URV-based matrix decomposition, the truncated

URYV decomposition and an updating algorithm for it. The computational complexity

of the updating is O(nr) for an m -by-n matrix of rank r. The theoretical and

numerical results presented shows that the decomposition can be a good alternative

to the singular value decomposition.

Key Words: URV decomposition, singular value decomposition, numerical rank,

subspace estimation, least square problems.
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1. GIRIS

Sayisal rankin hesaplanmasi ve temel uzaylarin yaklasik olarak bulunmasi
problemi bircok alanda uygulanmaktadir. Sinyal isleme, goriintii isleme, kontrol ve
istatistik bu alanlar arasindadir. Ornegin, istatistikte iiretim, ekonomi, hisse senedi vb.
verilerini etkileyen dis etkilerin (sicaklik, riizgar, enflasyon gibi) matematiksel olarak
cok 1yi karakterize edilmesi gerekir. Ciinkii bu faktorler iiretimin diismesine veya
ekonomik biiylimenin azalmasina neden olabilirler. Dolayisiyla bu tiir etkileri
azaltmak i¢in Onemli olan, verileri en iyi sekilde acgiklayan lineer bir model
olusturabilmektir. S6z konusu modelin ¢oziimiinde, en kiiciik kareler (EKK) ve tam
kareler (TEKK) metodlar1 siklikla kullanilan yontemlerdir. Bu yontemlerde ¢oziim,
genelde tekil degerler ve tekil uzaylara bagli verilir. Coziimii elde etmedeki genel
yaklasim, tekil deger ayrisimini (SVD) hesaplamak ve tekil degerlerin kiigiikliigiine
gore sayisal rankin ne olacagina karar vermek ve alt uzaylar1 olusturmaktir. Ote
yandan, tekil deger ayristminin bir dezavantaji, yeni veri geldiginde mevcut bilgileri
yinelemenin matematiksel hesaplama karmasikliginin yiiksek olmasidir. Bu yiizden
SVD, veri akisinin siirekli oldugu problemlerde uygun ayrisim degildir. Bundan
dolay1 sayisal rank1 hesaplamada ve deger uzayim1 bulmada tekil deger ayristmi gibi
etkili fakat daha hizli alternatif ayristmlara ihtiya¢ duyulmustur. Alternatifler
arasinda QR, ULV ve URV ayrnisimlar1 bulunmaktadir. Ancak, bu ayrisimlarin
hesaplama karmasas1 diisiik rankl1 matrisler icin hala yiiksektir. Ote yandan URV
ayristmi deger uzaymi hesaplamada alternatiflerine oranla daha iyi performans

gosterdigi bilinmektedir. Bu tezin ise temel konusu URV tabanli matris ayrisimidir.



1.1 Tezin Amact

Tez boyunca veri matrislerinin sayisal rankini hesaplamada ve alt uzaylari
yaklagik olarak hesaplamada kullanilan URV ayristmmin SVD’ye tercih edilme
nedenleri ortaya konmaya calisilmaktadir. Buna bagl olarak diisiik rankli matrislerde
daha iyi performans gdsteren URV tabanli matris ayristmini tanimlamak ve bu

ayrigima ait teorik sonuglar verilmektedir.

Veri matrisine yeni veri eklendiginde mevcut bilgiyi kullanarak URV tabanl
matris ayristmini hesaplayan etkili ve hizli bir algoritma gelistirmek tezin amaclari
arasindadir. Tanimlanan bu ayrisimin, veri akisinin siirekli oldugu 6zyinelemeli
problemlerde sayisal ranki hesaplamada ve temel uzaylar1 takip etmede
kullanilabilecegini ve SVD’ye 1iyi bir alternatif olacagimi ortaya koymak
amaglanmistir. Elde edilen ayrisim yardimiyla bir istatistiksel EKK problemi

cozmeye calismak tezin diger bir amacidir.

1.2 Kaynak Ozetleri

Calismanin genelinde kullanilacak olan lineer cebir ve niimerik analiz temel

kavramlari i¢in Gene H. Golub ve Charles F. Van Loan"”

n “Matrix Computations”,
Ake Bjorck” un “Numerical Methods for Least Squares Problems” ve David S.

Watkins®”in “Fundamentals of Matrix Computations” kitaplarindan yararlanilmastir.

G. W. Stewart”, ULV ayristmiyla ilgili bir algoritma Onermistir. Ayrica
ayristmi daha etkili kilan deflasyon algoritmasi verilmistir. J. L. Barlow ve

arkadaslan®, goriintii modelleme icin tam en kiiciik kareler (TEKK) probleminden



bahsetmistir. H. Erbay@, kesik ULV ayrisimi i¢in temel uzaylar belirlemis ve diisiik

rankli matrisler i¢in giincelleme algoritmas1 Onermistir.

G. Adams ve arkadaslar'”, URV ayrisimi i¢in temel uzaylar belirlemis ve
URV’nin giincellenme siirecinden bahsetmistir. Ayrica S. Hosur ve arkadaslan® ise

zayif kosullu matrisler icin EKK algoritmasi 6nermislerdir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu kisimda, ilerideki boliimlerde kullanilacak lineer cebir ve niimerik

analiz temel kavramlar1 tanimlanacaktir.

2.1 Lineer Cebir Temel Kavramlar:

Tamm 2.1.1 (Vektor Uzay1) K verilen bir alan ve V toplama ve skalerle ¢carpma

kurallar ile bos olmayan bir ciimle olsun. Bu durumda herhangi bir u,ve V ’ye bir
u+veV toplami ve herhangi bir ue V, ke K ’ya bir kue V carpimi karsilik gelir.

Eger asagidaki aksiyomlar mevcut ise V ’ye, K iizerinde tanmimli bir vektor uzayt

denir. V ’nin elemanlar1 da vektérler olarak adlandirilir.

)  Vuv,weV vektdrlerii¢in (u+v)+w=u+(v+w),

iil) VYueV icin u+0=0+u=u olacak sekilde 0V etkisiz elemani vardir,

iii) VueV igin tek bir —ue V elemani vardir, dyle ki u+(-u)=0,

iv) Vu,veV vektorleriicinu+v=v+u,

v)  Vke K skaleri ve Yu,ve V vektorleri i¢in k(u+v)=ku+kv,

vi) Va,be K skalerleri ve Yue V vektorii icin (a+b)u=au+bu,

vii) Va,be K skalerleri ve Yue V vektorii icin (ab)u=a(bu),



viii) le K birim skaleri ve Yue V vektorii icin lu=ul=u.

Tanim 2.1.2 (Vektor) R" reel n-vektor uzayi olsun. O zaman xe R" aldigimizda

x=| 2|, xeR, i=12,..,n. 2.1)

Burada x,, x vektoriiniin i-inci bileseni olarak anilir.

R" ile R™ ozdestir, R" nin elemanlar1 siitun vektorleri ve R™ nin elemanlar1 da

satir vektorleridir ve
yeR" oy=(y, » ... y,). (2.2)

Eger x siitun vektorii ise y =x' satir vektoriidiir. Tez boyunca vektorler, kalin ve

kiiciik harflerle ifade edilecektir'.

Tamm 2.1.3 (Sifir Vektorii) Tiim bilesenleri sifir olan vektore sifir vektorii denir ve

boyutundan bagimsiz olarak 0 ile g(’)sterilir(lo).

Tamm 2.1.4 (Birim Vektor) i-inci bileseni 1, diger bilesenleri 0 olan vektore i-inci

birim vektir denir ve e, ile gosterilir'?.

Tanim 2.1.5 (Lineer Bagimsizhk) v,,v,,...,v, € R" vektor kiimesi i¢in

av,+a,v,+...+a,v, =0 (2.3)



denklemi sadece a,=a,=...=a,=0 oldugu zaman saglanmiyorsa, v,,v,,...,V,
vektorleri lineer bagimsizdir denir. V' vektor uzayr v ,v,,...,v, gibi lineer bagimsiz
n—vektor e sahipse, bu uzaya n -boyutlu vektor uzayr denir ve dim(V)=n ile

gosterilir.  {v,,v,,...,v,} dizisine V vektdr uzaymin bir baz denir ve

V =span{v,,v,,...,v,} yazlir.

Tamm 2.1.6 (Vektor Normu) R" de tanimli norm (vektor normu), her bir xe R”
icin x’in normu olarak adlandirilan ||X|| reel sayisi ile esleyen asagidaki ozelliklere

sahip bir fonksiyondur™:

1. Pozilif Tanimlilik: ||X|| >0, x#0 ve ||0|| =0

ii.  Mutlak Homojenlik: ||ax| = |e]||x

, e R

iii. Ucgen Egsitsizligi: ||X + y|| < ||X|| + ||y

,yeR"

Verilen bir xe R" vektorii i¢in birkag 6nemli norm asagida verilmistir:

n

*= I-Norm: ||x||1 = Z|xl.| seklinde tanimlanir.

i=1

n 172
= Oklit Normu: ||X||2 =(Z|xi|2j seklinde tanmimlanir. Siklikla 2-—norm veya
i=1

spektral norm olarak da anilir.

* Sonsuz Norm: ||x||m = max|xl.| seklinde tanimlanir.
1



Tamm 2.1.7 (Matris) R™" tiim mXn boyutlu reel matrislerin vektor uzayi olsun. O

zaman Ae R™" aldigimizda

A=(a,)=| i . i | qeR, i=l..m, j=lL..n (2.4)

y

bicimindedir. Burada g, ’ler matrisin elemanlar olarak adlandirilir.

Tez boyunca matrisler italik ve biiylik harflerle ifade edilecektir. Bir matrisin i -inci

satir j -inci siitununda bulunan elemani (Al.j) veya A(i, j ) seklinde gésterilir(”.

Tammm 2.1.8 (Range Uzayi) A, mXn boyutunda bir matris olsun. A matrisinin

range uzayt

range(A)z{ye R":y = Ax,x€ ]R”} (2.5)
seklinde tanimlanir®.
Eger A matrisi A=(a, a, ... a,) seklinde siitunlara pargalanirsa
range(A)=span{a,,a,,...a,} (2.6)

dir'”.
Tamm 2.1.9 (Matris Ranki) Ae R™" matrisinin ranki

rank (A) =dim(mnge(A)) 2.7)



seklinde tammlanir. Eger rank(A)=min{m,n} ise A matrisine fam dereceli

denir'?,

Tamm 2.1.10 (Sifir Uzay1) Ae R™" matrisinin sifir uzayt
null (A) ={xe R": Ax =0} (2.8)

seklinde tanimlanir'®.

Tamm 2.1.11 (Kare Matris) Satir ve siitun sayisi esit olan matrise kare matris

denir®.

Tamm 2.1.12 (Birim Matris) / bir kare matris olsun. Eger

i
I(i,j):{o zij (2.9)

.. .. . . (9
oluyorsa I matrisine birim matris denir®.

Tamm 2.1.13 A, kare ve tam rankli bir matris ise A tekil olmayan matris olarak

adlandirilir.
Tamm 2.1.14 (Matrisin Tersi) A tekil olmayan bir matris olsun.

A'A=AAT" =T (2.10)

olacak sekilde bir A™' matrisi varsa, bu matrise A matrisinin tersi denir'Y,

Tamm 2.1.15 (Matris Normu) R™" de taniml1 bir matris normu, her bir Ae R™"

icin A ’nin normu olarak adlandirilan ||A|| reel sayisina esleyen asagidaki ozelliklere

sahip bir fonksiyondur™:



i Pozilif Tamimlilik: |A| >0, A#0

ii.  Mutlak Homojenlik: |aA| =|e]||A|

iii.  Uggen Esitsizligi: |A+ B[ <||A|+|B| .
Ayrica,

iv.  Tutarlilik: |AB| <||A]||B|.

Son oOzellik tim matris normlar1 tarafindan saglanmayabilir, fakat asagida

belirttigimiz matris normlar1 bu 6zellige sahiptir.

Verilen bir Ae R™" matrisi i¢in birka¢ 6nemli norm agagida verilmistir:

m
1-Norm: ||A|| , =Mmax Z‘aij‘ seklinde tanimlanir ve siitun normu da denir.
1<j<n %
1

n

1/2
Oklit Normu: ||A|| 5 =( ‘aij‘zj seklinde tanimlanir ve 2 —norm da denir.
1

i,j=

n

)

Frobenius Norm: ||A|| = [2

i=

172
2 .
a.A‘ j seklinde tanimlanir.

J=1

—_

n
Sonsuz Norm: ||A||m = max Z‘aij‘ seklinde tanimlanir ve satir normu da denir.
j=1

1<ism 4

Tamm 2.1.16 (Ortogonal Matris) Qe R™" matrisi QQ" =Q"Q =1 oluyorsa Q

matrisine ortogonal matris denir.

Ortogonal matrisler asagidaki 6zelliklere sahiptir®:



i 00"=IveQ'Q=1,
i. 0'=0",
iii. Q ortogonalise Q' de ortogonaldir,
iv.  Iki ortogonal matrisin carpim1 da ortogonaldir,
v.  Vx,yeR" vektorleri igin (Ox,Qy)=(x,y) ve |0x|, =],
Sonuncu ézelligi gosterelim.
Jox: = (0x.0x) = (0x)" 0x=x'Q" 0x =x"x = (x,x) = x|}

Bu ozellikten, ortogonal matrislerin normu korudugunu sdyleyebiliriz. Ortogonal

doniisiimlerin bu 6zelligini ileriki boliimlerde siklikla kullanacagiz.

Eger Qe R™ matrisi sadece QQ" =1 sartim sagliyorsa sagdan ortogonal, sadece

Q" Q = I sartin1 saghyorsa soldan ortogonal olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.17 (ﬁggensel Matris) U :(uij) matrisinde u; =0, i > j ise U matrisine

list iicgensel matris denir ve

U, Uy, U,
U= Mo o @2.11)
0 u

biciminde gosterilir. L:(ll.j) matrisinde [, =0, i< j ise L matrisine alt ii¢gensel

matris denir ve

10



L, 1
L= 2 (2.12)
lnl ln2 nn
biciminde gésterilire) .
2.2 Niimerik Analiz Temel Kavramlar

Tanim 2.2.1 (Mutlak ve Goreli Hata) xe R", xe R"’in gozlem degerlerinden elde

edilen tahmini olsun. Verilen bir || . || vektor normu i¢in

- xxH 2.13)

esitligi mutlak hata olarak adlandirilir®. Eger x#0 ise

N

[x-x
£

rel =
]

(2.14)

ifadesi de géreli hata olarak adlandirilir'”.

Tamm 2.2.2 (Goreli Artik) Xe R", Ax=Db lineer denklem sisteminin hesaplanan

¢Oziimii olsun. Buna gore

r=b- Ax (2.15)

ifadesi artik (residual) olarak adlandirilir.

11



(2.16)

ifadesine ise goreli artik denir'".

Tammm 2.2.3 (Kosul Sayis1) Ae R™ tersi alinabilen matris olsun. A matrisinin

kosul sayist (condition number)

Cond (A) =||A]|A7 (2.17)

dir. Eger Cond(A) degeri ¢ok biiyiik ise A matrisine zayif kosullu (ill-condition)

denir®.

Cond (A) matrisin normuna baghdir, yani matrisin normu degistikce Cond (A) da

degisir. Diger taraftan Cond (A) her zaman 1°den biiyiiktiir. Ciinkii birim matris /
icin ||I||:maxH:1 ve Tanim 2.1.16’nin son 6zelliginden ||I||:HAA‘1HS||A||HA‘1H
X

dir.

Cond (A) mn hatalar ve artiklarla olan iligkisi

(2.18)

esitsizligi ile verilir. (2.18) esitsizligi (2.14)’deki goreli hata icin bir iist sinir belirtir.
Cond (A) biiyiidiikge, goreli hata goreli artiktan daha biiyiik ¢ikabilir, yani verideki

kiiciik degisikliklerin sonuca etkisi biiyiik olabilir. Bu, sistemin zayif kosullu sistem

olmasindan kaynaklanir™ .

12



Sonu¢ olarak kosul sayisinin biiyiikliigi elde edilecek ¢oziimiin giivenilirligi

hakkinda bilgi verir.

Kosul sayisinin 6nemini bir 6rnek iizerinde gostermeye c¢alisalim:

v 1000 999 o (998 999
Ornek2.1 A= olsun. A =
999 998 999 —1000

lAl =[], =4 =4[, =1999 oldugu kolaylikla hesaplanabilir. Buradan A

matrisinin o —norm ve 1—norm’a gore kosul sayisi
Cond, (A)=|A||A7]_ =3.996%10°

Cond, (A) =4[ [A7], = 3.996x10°

olarak bulunur. Cond (A) degerleri ¢ok biiyiik oldugundan A matrisi zayif kosullu

matristir.

Ax=b icin
1000 999 \( x, 1999
= (2.19)
999 998 )\ x, 1997
A ve b (2.19) esitliginde oldugu gibi verildiginde bu sistemin ¢oziimii x:(lj dir.

—-0.01
b vektoriinde, ob :( 0.01 j seklinde yapilan ¢ok kiiciik bir degisiklik sonucunda
1000 999 \( x, 1998.99
= (2.20)
999 998 )\ x, 1997.01

13



20.97

olarak elde edilir. x vektoriinde
—18.99

(2.20) sisteminin ¢Oziimii x=(

19.97
5X=( 19 99} kadar bir degisim olmustur. Goriildiigi iizere (2.19) ve (2.20)

sistemlerinin ¢6ziimii birbirinden olduk¢a farklidir. Bunun nedeni A matrisinin zayif

kosullu olmasidir (ya da Cond (A)’mn ¢ok biiyiik olmasindandir)”.

Teorem 2.1.1 (Cauchy Interlace Teoremi) A, nxn boyutlu simetrik bir matris ve

B de (n—1)x(n—-1) boyutlu A ’nin temel alt matrisi olsun. O zaman

A (A2, (B)2 4., (A) . k=1...n-1. 2.21)

Burada A, ,k=1,...,n—1 A ve B matrislerinin 6zdegerleridir(l2).

Cauchy Interlace Teoremi’nin baska bir ifadesi olarak, A, nxn boyutlu simetrik bir

matris ve B de (n—1)x(n—1) boyutlu A 'min temel alt matrisi olsun. A 'nin
ozdegerleri A, <A, <...<A, <A ve B’nin o6zdegerleri de y, <y, <..<pu,<u,

ise
A Sp <A Su <. SASu <A (2.22)
siralamasi gecerlidir.

Tamm 2.24 Biyik O ) f:R—>R ve g:R—>R olmak ilizere x—/ ,

f (%)
g(x)

e RuUf{-o0,00} igin CeR" vardir, dyle ki <C oluyorsa, bu durum

f(x)=0(g(x)). x—¢ biciminde gosterilir ve f(x)’e g(x)’in biiyiik-O (big-
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O)’su denir. f(x)=0(g(x)) esitligi, g(x)’in bir sabitle carpimindan daha kiigiik

oldugu anlamma gelir"?.

Biiyik O gosterimi matematiksel bir gosterim olup fonksiyonlarin asimptotik
davraniglarini tarif etmek icin kullamilir. Daha agik sekilde anlatmak gerekirse, bir
fonksiyonun biiyiimesinin asimptotik iist sinirini daha basit baska bir fonksiyon
cinsinden tammlanmasi demektir. iki temel uygulama alami vardir: Matematik
alaninda genellikle kirpilmis bir sonsuz terimin kalan terimini karakterize etmek icin
kullanilir. Bilgisayar bilimlerinde ise algoritmalarin bilgi islemsel karmasikliginin

coziimlemesi i¢in kullanilir.

Tamim 2.2.5 (Givens Doniisiimii) Givens doniisiimii

1 0 0 . 0
O ... ¢ ....s ... 0
G(i,k,é’): : AT : (2.23)
0 ) c 0
0 0 0 1

biciminde bir matristir. Burada ¢ =cos@ ve s=sin@ sirasiyla i-inci satir ve k -1nc1
. . . T
siitunda yer alirlar, yani G,,=c, G, ,=c, G,,=s ve G,,=—s dir. G(i,k,0) x

carpimi, X vektoriiniin saat yoniiniin tersine (i,k) diizleminde 6 agisi kadar

dondiiriildiigiinii gosterir. Eger xe R” ve y =G (i,k,0) x ise;

X, —sx, ,j=I
y;=9sx+ex, L j=k (2.24)
X, NEIN

J
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X, —X
dir. Buradan ¢c=——— ve s= k

[ 2 2 [ 2 2
xl.+xk xl.+xk

r=/x’ +x; #0 seklinde diizenlenirse;

A

cosd —sind

oldugu aciktir. c=x,/r, s=x,/r ve

elde edilir®. Sekil 2.1°de, G(i,k,H)z( ,
sind cosé

j oldugunda x vektoriiniin

saat yOniiniin tersine dondiiriilmesi verilmistir™. Cizelge 2.1°de ise Matlab benzeri

program i¢in Givens algoritmasi verilmistir.

Gx —sin @ A
[ cos @ j|
cos @
6 X ) sin 6

L

Sekil 2.1 @ agis1 ile saat yoniiniin tersine dondiirme
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Cizelge 2.1 Givens Algoritmasi

function [c,s] = givens(a, B)

if =0

c=1; s=0;
esef (|61
r=-alp; s=1/\/m; c=8SXr;
else
r=-=fla;, c=1/ (1+r2); s=cXr;

end

end

Tamim 2.2.6 (Householder Doniisiimii) v # 0 bir vektor olmak iizere

H =I—lVVT, =1VTV (2.26)
4 2

matrisine Householder matrisi veya Householder doniisiimii denir. Ayrica v
vektoriine de Householder vektorii denir. Verilmis bir x vektoriiniin H ile

carpilmasi sonucunda

Hx=(]—lvajx=x—l(vTx)v (2.27)
/4 4
elde edilir. Eger

v=xtoe, o=|x|, (2.28)

seklinde alimirsa, Hx =*oe, elde edilir. Ayrica @, =x e, alinirsa;

v'v=(xxoe,) (xtoe)=0"*+200,+0° =20(c+a,)
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boylece y =0 (o+a,) elde edilir. Eger x, e, in bir katina yakinsa, o =|a;| olur. Bu

¥ ’da biiyiik bir goreli hataya neden olabilir. Bunu 6nlemek i¢in
v=x+sign(a,)oe,, y=o0(o+|al) (2.29)

biciminde alimir. Cizelge 2.2’de Householder Doniisiimii’niin  algoritmasi

verilmistir®.

Sekil 2.2 Householder Doniistimii

Cizelge 2.2 Householder Algoritmasi

function |:V, 7, cAf} = house ( V)

Vx'x;
T

=xe;

» R 9

o =-sign(a,)o;
V=X—3e1;

y=o(o+

);

o
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2.3 En Kiiciik Kareler Problemi (EKKP) ve Istatistikteki Kullanimi

Lineer EKKP, verilen gozlemler icin bir lineer matematiksel model uydurmaya
ihtiya¢ duyuldugundan ortaya ¢ikmistir. Gozlemlerdeki hatalarin etkisini azaltmak
icin takip edilen yoOntemlerden biri gozlemlerin sayisini artirmaktir. Bunun
sonucunda bilinmeyenlerin sayisindan fazla denkleme sahip asagidaki gibi bir lineer

denklem sistemi elde edilir:

AX

Il
=2

(2.30)

burada Ae R™", m>n veri matrisi, be R" ise gozlem vektoriidiir. Amacimiz

(2.30) esitligini saglayan en iyi xe R" vektoriinii bulmaktir. Burada en iyi ¢oziimii

veren bir¢cok yontem vardir. Bu yontemlerden biri, x ’in

min ||Ax - b|

xeR"

AeR™, beR", m=n (2.31)

2 o

minimizasyon problemi i¢in bir ¢6ziim olarak alinmasidir. Bu durumda (2.31)
ifadesine en kiiciik kareler problemi(EKKP) denir ve x de Ax=Db sisteminin en

kiiciik kareler ¢oziimii olarak adlandirilir.

r =b— Ax ifadesi ise artik vektoriidiir. EKKP’nin en iyi ¢oziimii min||r||z :irf
i=1

olmas1 durumundadir. A tam rankli oldugunda (2.31) problemi, Normal Denklem

Metodu ile ¢oziilebilir. Eger rank (A) <n ise (2.31) i¢in X ’lerin ¢oziimii tek degildir

ve SVD veya URV ayrisimlart yardimiyla ¢oziilebilir (bkz. Kesim 3.2.3 ve Kesim

3.2.5). Ancak tiim EKK ¢o6ziimleri arasinda tek bir ¢oziim,

x||2 ’in en kiigiik oldugu

¢oziimdiir?. Teorem 3.6 bu ¢oziimle ilgili bilgi vermektedir.
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(2.31) ifadesinde (A,b) veri setinin satirlarina veri eklemek, ¢ikarmak veya her

ikisinin de adim adim yapilmasindan bahsedilmektedir. Degisik zaman serisi
problemlerinde veri seti iizerinde bulunan hareket halindeki bir pencere kullanilir.
Yeni gozlem degeri eklendiginde yeni bir adimla pencere hareket eder. Diger
uygulamalarda ise A matrisinin siitunlarina veri eklenir veya cikarilir. Bu gibi

degisiklikler genellikle EKK ¢6ziimlerinin giincellenmesi i¢in Onerilir.

Istatistik, optimizasyon ve sinyal islemede EKK yontemi biraz daha degisiklik
gosterir. Sinyal isleme uygulamalarinda cogu zaman, es zamanl ¢oziimlere ihtiyag
duyulur. Istatistikte ise satirlarin eklenmesi veya ¢ikarilmast icin en etkin yontem bir
regresyon modelinin kurulmasidir. Regresyon analizi, bir bagimli degisken ile bir
veya birden fazla bagimsiz degisken arasindaki iliskinin bir matematiksel model ile
aciklanmasi siirecidir™. Regresyon analizinde, her bir gézlem degeri i¢in hata veya
gozlem degerleri tahmin edilir'*'®, Boylece EKK yontemi istatistikte, parametre

tahmini yapmak icin kullanilir.

Lineer istatistiksel modelde, be R" gozlenen vektor, Ae R™" bilinen bir matris,

xe R" bilinmeyen parametrelerin vektorii, € rasgele degiskenlerin gozlenemeyen

bir vektorii olmak iizere bunlar arasinda
b=Ax+¢ (2.32)

biciminde varsayilan bagitiya lineer model denir. **"™* lineer modelde aksi

belirtilmedikge rank (A)=n oldugu kabul edilecektir. Ayrica € ile ilgili varsayimlar

asagida verilmistir:
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1. ¢~N (0, o’l ) durumunda her bir €,,i=1,2,...,m birbirinden bagimsiz ve 0

ortalamali, bilinmeyen o varyansh normal dagilima sahiptir.

2. &~ (O, o’l ) durumunda g, ’ler iliskisiz (uncorrelated) ve E (€)= 0 ortalamal,

Cov(g)=0’I varyansh bilinmeyen bir dagilima sahiptir.

3. Cov(g)=0"V, V bilinen pozitif tammli bir matristir.

1. ve 2. durumdaki varsayimlar altindaki modellere Gauss-Markov modelleri denir. 2.

durumdaki modele en kiiciik kareler modeli denir"®.

Gercek diinyadaki olaylarin lineer model olarak modellenmesi sirasinda b, A, x ve &

cok degisik sekillerde anlamlandirilabilir. Ornegin, bazi modellerde b iiretim miktari,

boy uzunlugu, ekonomi degiskeni vb. ile ilgili gzlem vektorii olabilir™®.

Bir lineer regresyon modeli;

b, = X, + X4 + Xyl .+ X, a4, FE , P=1im (2.33)

l

seklinde tanimlanir. (2.33) esitliginin matris gosterimi

1 Lay a, ... a, X, g
bz _ 1 a.zl a.zz .. az(?—l) )fl + 6:2 (2.34)
bm mx1 1 aml amZ v am(n—l) xn x” nx1 Sm mx1
veya
b=Ax+¢g (2.35)
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seklindedir. (2.35) esitligindeki terimler

b: (mx1) boyutlu cevap vektdrii (Bagimli degisken vektorii)
A (mxn) boyutlu bilinen matris (Bagimsiz degisken matrisi)
x: (nx1) boyutlu bilinmeyen katsayilar vektorii

&: (mx1) boyutlu hata vektorii

olarak ifade edilir. x vektoriindeki x, regresyon sabitidir. A matrisindeki 1’ler
stitunu bu terime karsilik gelir. EKK yonteminin temeli, hata terimleri olan &, ’lerin

kareleri toplamin1 en kiiciik yapan en iyi x; degerlerinin kestirimine dayamr(m) .

Ornegin, Tiirkiye’de iller diizeyindeki kisi basina diisen gelir ile sosyoekonomik
gelismislik arasinda iliski kurulmak istensin. Il diizeyinde kisi basina gayri safi milli
hasilay1 (KBGSMH) etkileyen (aciklayan) ¢ok sayida agiklayici degisken soz

konusudur. A¢iklayici degiskenler

X, : Sanayilesmeye dayal1 sosyoekonomik geligsmislik yapisi
X, : Egitim diizeyi ve saglik hizmetleri

X, : Tarimsal yap1

X, : Kentlesme ve istihdam

X : Cografi yap1

¢ - Altyapi, konut ve niifus hareketliligi

X, : Bebek ve ¢ocuk 6liim hiz1

X, : Yiksek ogretim diizeyi
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olarak secildiginde Kalayci (2008)’in verilerine gore EKK metoduyla yapilan

regresyon analizi sonucunda bagimli degiskenin tahmini lineer denklemi
Y =13.99+0.131X, +0.289X, +0.114X,
+0.181X,+0.253X, +0.266 X, +0.129X, —0.080X, (2.36)

olarak elde edilir. (2.36) esitligi sayesinde daha sonraki yillardaki aciklayict degisken

degerleri ile KBGSMH i¢in bir 6n kestirim yapllabilir(ls).
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, EKK problemi ¢6ziimii icin niimerik metodlar verilecektir.

3.1 QR Ayrisimi

Ae R™, be R"ve Qe R™" ortogonal bir matris olsun. Ortogonal doniisiimler

normu korudugundan

min
X

0" (Ax—b)|, (3.1)

ile EKK problemi min”AX—b”2 birbirine esittir. Buna gore, secilen bir Q matrisi

icin (3.1) esitliginin basit ¢oziimiiniin nasil oldugunu gosterecegiz.

3.1.1 Tam Rankh QR Ayrisumi

Ae R™", m>n olmak lizere A matrisinin QR ayrigim1

A= Q(Rj (3.2)
0

seklindedir. Burada Qe R™" ortogonal matris ve R negatif olmayan kodsegen

elemanlarina sahip iist iicgensel matristir. R matrisi ayn1 zamanda A ‘nin R -faktorii

olarak da adlandirilir®.
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3.1.2 Ranki Veren QR Ayrisinu

Herhangi bir Ae R™" matrisi QR ayrigimina sahip olsun. Eger rank (A)<n ise bu

ayrigim tek degildir. Ornegin; herhangi ¢ ve s lericin ¢* +s> =1 olsun.

0 0 c —=s)(0 =
A= = =OR
0 1 s ¢ )\0 ¢
olsun. Burada rank(A)=1<n=2 dir. Boylece Q matrisinin siitunlar1 R(A) igin

ortogonal bir tabandir.

Teorem 3.1 Ae R™ ve rank(A)=r olsun. ITpermiitasyon matrisi ve Qe R"™"

ortogonal matris olmak iizere, R, € R™ ist iiggensel ve sifir olmayan kosegen

elemanlarina sahip matris ise

All=Q R, R, r (3.3)
0 0 Jm—r '

seklinde degistirilebilir®.

ispat 3.1 Teorem 3.1°in ispat1 A. Bjorck'?”’da verilmistir.

3.2 Tam Ortogonal Ayrisunlar

Ranki r olan Ae R™" matrisinin tam ortogonal ayrigimi

(T 0] ;
A=U 1% (3.4)
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seklindedir. Burada U € R™" ve V € R™ ortogonal matrisler ve T € R™ kosegen

matrisi veya tercihen pozitif elemanlara sahip alt veya iist iiggensel matristir.

(3.4) ile verilen ayrisim tek degildir. Bu ayrisimlar 7 ’ye gore adlandirilirlar.
Ornegin, T kosegen matris iken Tekil Deger Ayrisimi, T iist licgensel matris iken

URYV Ayrisimi ve T alt tiggensel matris iken ULV Ayrisimi olarak anilir.

3.2.1 Tekil Deger Ayrisumi

Ae R™", m>n olmak iizere A matrisinin tekil deger ayristmi (SVD: Singular

Value Decomposition)

2 T
A=X Y 3.5)
0
seklindedir. Burada X = (X1 X, ... Xm)e R™" ortogonal matris,
Y=(y, ¥, - ¥,)€R™ ortogonal matris ve X matrisi ise kosegen elemanlari

A matrisinin tekil degerleri olan kosegen matristir®”. A min rankindaki

degisikliklere gore asagidaki durumlardan bahsedilebilir:

1. rank(A)=n ise

y= ’ (3.6)

dir. ¥ ’nin tekil degerleri 0, 20, ... 20, >0 siralamasina sahip olabilir.
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2. rank(A)=r<min{m,n} ise o0,20,2...20,>0=0,,=0,,,=...=0

r+2 n

siralamasi gecerlidir. Bu durumda ¥ matrisi

Y= x 0 3.7)
1o o '

seklinde yazilabilir. Burada ¥, = diag (0,,0,,...,0,) dir®.
SVD, A matrisine ait bircok bilgiyi ortaya cikarir. Ornegin,

null(A) = Spdn{ym,- "’yn}

(3.8)
range(A) = span{x,,...,x, }.
Ayrica,
”Am7=of+.“+of, r=min{m,n}
- 39)
min ”AXHZ =0, (m2n).
0 [,

Teorem 3.2 Ac R™" matrisi rank (A)=r sahip olsun. Ayrica 0, 20,>...20, >0

reel sayilari, y,,...,y, R" 'nin ortonormal bir tabam ve X,,...,X R™ ’nin

n m

ortonormal bir tabani var olsun. Oyle ki

ox, i=1..r
Ay, = . (3.10)
0, i=r+l,...,n

ve
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ATx =0 ET LT G.11)
' 0, i=r+l,....,m

O zaman y,,...,y. ve X,,....,x ’ler sirasiyla A”A ve AA" nin 6zvektorleri ve
1 n 1 m

0’,...,0” lerise A"A ve AA” nin sifirdan farkh 6zdegerleridir®,

Ispat 3.2 Teorem 3.2’nin ispat1 D. S. Watkins®”da verilmistir.

Teorem 3.3 Ae R™" matrisinin rank (A)=r olsun. 0,,...,0,, A’nin 0'dan farkli

tekil degerleri y,,...,y, ve X,,...,X, vektorleri sirasiyla sag ve sol tekil vektorler

olmak tizere A ’nin SVD’si

A=Y oxy! (3.12)
i=1

seklinde yazilabilir™.

Ispat 3.3 B= Zo;xl.yl.T e R™" olsun. y,,...,y,, R"nin bir baz1 oldugundan A=B
i=1

oldugunu gostermek i¢in, Ay, =By, j=12,...,n oldugunu gostermek yeterlidir.

j<rise Ay, =0 X, ve By, = Zo;xl. (yl.Tyj) vardir. Ciinkii (y,,...,y,) ortonormal

i=1

vektor kiimesidir ve
0, i#j
Y. Y, ={ . (3.13)

dir. Boylece I # j oldugu durumlarda terimlerin toplamda sifirdir ve BY ; =0 X, dir.
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j>rise Ay, =0 ve By, = Zrlaixi (vly,)= Zr:qxi (0)=0 dur.
P =

3.2.2 Sayisal Rank

SVD, veri matrisindeki belirsizlikler ve yuvarlanmis hatalarin olmadigr durumda,
matrisin rankini verir. Ne yazik ki hatalarin varligr ve belirsizlikler rank sorusunu

anlamsiz kilar. Tam rankli olmayan matrislerdeki ufak bir degisim ranki arttiracaktir.

Bunun sonucu olarak rank tanimimizi uyarlamamiz gerekir®.

Tamm 3.1 Bir A matrisi icin
k =min{rank (B):|A-B|, < €] (3.14)
olacak sekilde bir B matrisi varsa, A’ya k sayisal €—rank ’a sahiptir denir'®.

Eger k<n ise

inf |A-B|,=0,, (3.15)

rank(B)Sk

k
dir. Burada 0,,i=1,2,...,min(m,n) A’mn tekil degerleri ve B = Zo;xl.yl.T dir. Bu
i=1

nedenle A, k sayisal € —rank ’a sahipse
0,20,2...20,>£20,,,2...20, (3.16)

siralamasi gecerlidir®.
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Teorem 3.4 Ae R™" matrisinin rank(A)=r>0 ve SVD’si A=XZXY" olsun.

k=1,..,r=1i¢in A, = XX, Y" biciminde tanimlansin, dyle ki X, € R™"

X 0
L =| ' |, % =diag(o,0,,...,0,)
0 O

olsun. O zaman rank (A, )=k ve

0 =|A-A], =min{|A- B, : rank (B) = k]
dir. Diger bir deyisle, ranki k olan matrisler arasinda A, , A’ya en yakin olamdir™.

Ispat 3.4 rank(A,)=k oldugu asikardir. A-A =X (Z-X,)Y" oldugundan

A— A, 'nin en biiyiik tekil degerinin o, oldugu da agiktir, yani ||A - A, || , =0y, dir.

Simdi baz1 k£ rankli B matrisleri i¢in ||A—B||2 >0, oldugu gosterelim. Oncelikle,
dim (null (B)) = dim(R")-dim (range(B))

= n—rank(B)
=n—k

oldugundan, ranki n—k olan B matrisini alalim. Dikkat edelim ki

dim(y,,....y,,,)=k+1 dir, null(B) ve span(y,,....¥,., ) R" nin iki alt uzayidir.

null(B)A\(Y,.....¥,,,) uzaymdan z vektorii almsin (z#0 ) ve Hi” =1 olsun.
2

A

ze(y,,....y,,) alahm. O zaman ¢,...,c,,, skalerleri vardir, &yle ki
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2

=1
2

A

Z2=cy,+...+C Y1 - Yio---»¥y Ortonormal oldugundan, ¢’ +...+¢,,,° =

A

Y/

dir. ze null (B) oldugunda, Bz =0 dir. Boylece

k+1 k+1

(A-B)z=Az= DAY =2.0,0X; .

j=1 j=1
Ayrica X,,...,X,,, tekil vektorleri ortonormal oldugundan

k+1

2 k+1
H(A_B)X = Z, Gicj‘z 2 GkZHZ;‘CJ‘Z =0}
Jj= 7=
O halde
|(a-B)x
”A—B”2 > = 2> On

2

olur ve ispat tamamlanir.

Sonu¢: Ae R™, r=min{m,n} tam rankli ve 0,20,2...20,>0 A ’nn tekil

degerleri olsun. Be R™" matrisi ||A—B||2<0', sartin1 saglar. Ayrica B de tam

rankl1 bir matristir®.

SVD, A veri matrisinin rank, altuzay ve matris iyilestirme gibi bilgilerini igerir ve

diisiik rank varsayiminin hesabinda kullanighdir®.

SVD’nin en 6nemli uygulamalarindan bazilari, zayif kosullu En Kiiciik Kareler
Problemi (EKKP) ve Tam En Kii¢iik Kareler Problemi (TEKKP) dir. Kesim 3.2.3’de

EKKP’nin SVD ile ¢6ziimii verilmektedir.
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SVD’nin bu gibi yararlarinin aksine, veri matrisine yeni veri eklendiginde, kosegen

matris yapisindan dolayr yeni veri matrisinin giincellenmesinin matematiksel

hesaplama karmasasinin O(n3) olmasi gibi dezavantajlar1 da vardir. Bunun igin

SVD, yinelemeli EKK problemi ve yinelemeli TEKK problemi ¢6ziimiinde uygun
degildir. Bu nedenle alternatif ayrisimlar onerilmistir. Bunlar arasinda URV (bkz.

Kesim 3.2.4) ve ULV ayrisimlar vardir.

3.2.3 En Kiiciik Kareler Probleminin SVD ile Coziimii

SVD ozellikle ranki ortaya cikaran tam ortogonal bir ayrisimdir. Ayrica

X, ¢O0ziimiiniin ve 7, = ||AX Ls —b||2 artiklarin normunun en kiigiik olmasi i¢in etkili

bir anlatim saglar.

Teorem 3.5 Ae R™" matrisinin ranki r ve SVD’si ¥=X"AY olsun. Eger

X =(x,....x,,), Y =(y,....y,) ve be R" ise

X, s = Y, (3.17)

dir. Ayrica

2 =|Ax, -bf = 3 (x'b)’ (3.18)

dir'?,

Ispat 3.5 Baz1 x,, € R" lerigin

Jax,, -b} =|(x74Y)(¥"x,,)~(xXb)[

32



Burada a=Y"x,; dir. Siiphesiz x,; EKK problemi ¢6ziimii ise i=1,...,r igin

T

i

(oF

1

i

dir. Eger (r+1:n)=0 ise x, en kii¢iik 2—norm a sahiptir.

Teorem 3.6 Genel lineer EKK problemi diisiiniilsiin.

S S:{XGR”:

min |X |b —Ax”2 = min} (3.19)

xeS§

(3.19) esitliginde Ae C™" ve rank (A)=r <min{m,n} dir. (3.19) problemi, A ’nin

SVD’si kullanilarak

2—1
x=Y| '’ 0 X'b (3.20)
0 O

(3.20)’te oldugu gibi tek bir ¢oziime sahiptir'’.

Ispat 3.6 z,,c, € C" olmak iizere

olsun.

[b-ax], =|x" (b—Avr'x)|,
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o o)
o)

Boylece artiklarin normu z, igin minimum olacakur ve z,=X'¢, dir. z,=0

2

2
secilirse ||z||2 en kiiciik olur ve boylece ||x||2 = ||Yz||2 en iyi ¢oziim olacaktir.

3.2.4 URYV Ayrisinu

Ae R™" matrisi r ranka sahip olsun. Teoride A ’nin URV ayrisimi

(R ﬂ ;
A=U 1% (3.21)
0 0

bicimindedir. (3.21) esitliginde U ve V ortogonal matrisler ve R ise iist iicgensel

matristir”,

Ote yandan niimerik olarak bu ayristmin formiilasyonu biraz farklidir. A matrisinin

niimerik ranki r olsun. Yani A nin tekil degerleri

0,20,2...20,2£20,,2...20, sarint saglasin. A ’nin ranki veren URV

r+l Tt

ayrisimi

[R HJT
A=U 1% (3.22)
0 G

seklindedir. Burada
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® R ve G iist iiggensel matrisler

e inf(R)zo

r

o |H+|G]'z0> +...40>®
|=]+|d]

r+l n :

Ayrisim sezgisel olarak H ve G matrisleri onceden bilinen toleranslardan daha
kiiciik ve R ’nin en kiiciik tekil degerinden daha biiylik oldugunda ranki veren

anlamina gelmektedir. Boyle ayrisimlar —bunlar tek degildir- tam rankli olmayan

sistemlerin ¢oziimiinde kullamghdir. Ayrica V =(V, V,) bi¢iminde parcalandiginda

H
AR s

Boylece V, nin siitunlar: sifir uzay A ’nin bir ortonormal bazina yaklagir

(3.23)

2

(4.8)

URV aynisitmmmin  SVD’ye gore avantaji, A matrisine satir eklendiginde
giincellenebilmesinin hesaplama karmasasinin diisiik olmasidir. (Bir¢ok uygulamada
A, eski veri setinin etkisini azaltmak i¢in 1’den kiiciik bir sabitle ¢arpilir. Bu

uygulama iistten pencereleme yontemi olarak bilinif"®'”). Giincelleme islemi,

0 (nz) kadar operasyon ve ranki veren ayrisim karakterini saklamay1 gerektirir.

URYV ayrisimi yinelemeli EKKP uygulamalari i¢in tatmin edici ¢oziimler tiretmede

yeterlidir. Fakat sifir uzay gerektiginde (3.23) esitligindeki H nedeniyle daha az

yeterlidir. (3.22) esitligindeki U matrisi (U, U,) seklinde pargalandiginda
HUZT AH:”G” oldugu kolaylikla goriilebilmektedir. Boylece A 'nin son n—k tane
G

tekil degeri, ‘ye esit ya da daha kiigiiktiir. Uygun olarak diizenlenen sol tekil
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G|l ’ye esit ya da daha az norma sahip sifir uzay yaklagiminin bir

vektorler,

sonucudur. Boylece V, sifir uzay yaklasimi i¢in uygun degildir®.

3.2.5 En Kiiciik Kareler Probleminin URV Ayrisumi ile Coziimii

Ae R™" matrisi r ranka sahip olsun. U ve V ortogonal matrisler ve R de tist

ticgensel matris olmak iizere teorikte A ’nin URV ayrigimi

R 0) , (R O} .
vis| Uy (3.24)

olur. Boylece

AX,, =b=U"AVV'x,,=U"Db (3.25)
elde edilir. (3.24) ve (3.25) esitliklerinden
A (3.26)
0 0" '

yazilabilir. Burada R tersi alabilir matris, y=V'x,, ve b=U’b dir

ROB
OOy

¢Oziimiiniin  bulunmasiyla elde

min ”AXLS - b”2 ¢ozumu, mll;l
X yeR
2

edilebilir. O halde

36



min[[Ax, -b|, = min ROy (3.27)
xeR" LS 2 yeR" 0O O s
e T B1 y1 . o qe e
yazilabilir. b=| _ | ve y = seklinde parcalanirsa (3.27) esitliginden
b Y,
(R o) - (R 0y, (b
min y-b| =min - _
verR"|LO 0O ver" IO O)\y, b
2 2
. Ryl l_)l
=min - —
ver" I\ 0 b>
2
Ry,-b _
= min yl _ ! , yl :R_lbl
yeR” 0—b,
2
‘ ( () j
=min|| —
yeR" _bz
2
=[] (3.28)

elde edilir. Boylece y = (ylj ne olursa olsun, ¢6ziimiin minimum hatasi (3.28)’deki
Y,

gibi olacaktir.

3.2.6 Kesik(Truncated) URV Ayrisumi

Ae R™", m>n olmak iizere A matrisinin kesik URV ayrisimu;

A=URV'+E (3.29)
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Burada, U, € R™" ve V,€ R"™ matrisleri soldan ortogonal, Re R™ matrisi tersi

alinabilen st iiggensel ve E € R™" hata matrisidir. Ayrica R ve E matrisleri

|r7], <&, |E|, <& EV,=0 (3.30)

sartlarin1 saglar. Bu sartlardan

0. (A)<e<o (A). (3.31)
Boylece U,RV,' matrisi, A matrisinin r rankli tahminidir. Burada & degeri

belirtilen tolerans veya giiriiltii seviyesidir.

Kesik URV ayrisimi, tahmini sag ve sol sinyal uzayimm1 meydana getirir. Bu alt

uzaylarin dogrulugu
[sing] = |V,"v, (3.32)
ile karakterize edilir®'®. Onerme 3.1 bu alt uzaylarda bir iist sinir vermektedir.

Onerme 3.1 r rankli Ae R™" matrisinin kesik URV’si A=U,RV] +E, SVD’si
ise A=XZXZY +X, XY olsun. V, ve Y, ile U, ve X, alt uzaylan arasindaki

uzaklik icin bir iist sinir

O (R)|E]
(R)-07.,(4)

r+l

|sin 6] < o

min

(3.33)

esitsizligi ile verilir"®.

Ispat 3.1 A 'nin SVD’si ile kesik URVsi, Y, ile sagdan carpilarak
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AY,=URV]Y, +EY,
ve
AY,=X,X,
elde edilir. (3.34) ve (3.35) esitliklerinden
X,%, =U,RVY,+EY, > U,RVY,= X%, — EY,
= RV'Y,=U/X,~,-U/ EY,
= V'Y, =R"(U/X,%,-UEY,)
elde edilir. (3.35) esitligi soldan X ile garpilirsa
XJAY, =%,
elde edilir. (3.29) esitligi sagdan V, ile carpilirsa
AV, =U,RV'V,+EV, = AV, =U,R
= X]AV,=X,U,R

= X;U, =(X;AV,)R"

=U'X,=R"(X7AV,)

=SU/X,=R"V/A"X,
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(3.35)

(3.36)

(3.37)
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A=XXZY +X, Y = A" =YZ X/ +V,2, X,
= A'X,=Y,%, (3.39)
(3.39) esitligi (3.38) esitliginde yerine yazilirsa;
=>U'X,=R"V'YE, (3.40)
elde edilir. (3.40) esitligi (3.36) esitliginde yerine yazilip diizenlenirse;
V'Y, =R"'RV'Y,X;-R'UEY, (3.41)
bulunur. (3.41) esitliginin her iki tarafinin normu alnirsa;
vy | =R RV Y,E; - RU EY,| (3.42)
elde edilir. Ucgen esitsizliginden;
| RV vz - |R U] Ex | <[V | < [RRTVI R + R MU EY (3.43)
yazilabilir. (3.43) esitsizliginin sag tarafindan
L= R LA B 1 g M A e
elde edilir. (3.44) esitsizligi, (3.43) esitsizliginde yerine yazilirsa

v <R lr | v o+ 7 1l

=" 1lEd

o -

vy, <
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(3.45) esitsizliginin sag tarafi diizenlenirse

1
-1 I H)
HR _IHMZEHZ — Gmin (IR) (346)
1_HR H 6r+1 1_62 (R) O-r2+l

|1

esitligi elde edilir. (3.46) esitligi (3.45) esitsizliginde yerine yazilirsa

min R)|E
s Feie

in r+l1

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Onerme 3.2 r rankli Ae R™" matrisinin kesik URV’si A=U,RV] +E olsun. E

hata matrisi E=A(I-V,V;") esitligini saglar"'®.

Ispat 3.2 V, matrisinin sagdan ortogonallik &zelligi ve EV,=0 durumundan

yararlanarak ispat tamamlanir.

A(1-vV)=A-avy!
=A-(URV +E)VV/
=A-URV'VV +EVV/
= A-U,RV]
= E.
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3.2.7 Kesik URV Ayrisuminin Giincelleme Algoritmas

A veri matrisine yeni bir veri satir1 eklendiginde, elde edilen yeni matrisin kesik
URYV ayrisimini elde etme siirecine giincelleme denir. Buna gore, a yeni veri siitunu

ile birlikte yeni veri matrisi

A= 3.47
(AJ (3.47)

seklindedir'"'®. Giincelleme algoritmasindaki en dnemli alt problem, verilen bir

ac R" ve V, € R™ sagdan ortogonal matris igin
IV|=1 V'v=0, (v V)d=a (3.48)

ozelliklerini saglayan ve R" ve de R’ vektorlerini bulmaktir®?. d” =( gt T)

parcaladigimizda

_ 1 O fT T 0
A= p Yol+ (3.49)
0 U )Lo RV, E
seklindedir. Boylece (3.49) esitligindeki iist iicgensel matrisin kesik URV ayrisimini

hesaplamak yeterli olacaktir. Cauchy interlace teoremine gore, yeni satir eklendikten

sonra veri matrisinin ranki 1 artar veya aynen kalir. Rankin 1 artmas1 durumunda, A
matrisinin kesik URV ayrisimi (3.49)’deki gibidir. Ancak rankin aymi kalmasi

durumunda en kiiciik tekil deger, giiriiltii seviyesi olan &€ ’dan daha Kkiiciik

0
olacagindan, yeni veri satirin1 R veya (E] hata matrisi ile birlestirmek gerekir. Bu
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T
durumda, (1(1)3 RJ matrisinin en kiiciik tekil degeri @ ve buna karsilik gelen tekil

vektor w oldugu varsayildiginda

(3.50)

veE

(B ), (BT
P(O RJQ—(O E] (3.51)

ist icgensel matristir. Ortogonal matrisler normu korudugundan

(B Y| (BT
v (o RJQH‘“(o EJ

yazilabilir. Boylece son iist iicgensel matrisin ilk satir1 @-norma sahiptir.

=

L)

CRE (R CRORURGTe

alinirsa, A matrisinin kesik URV ayrisimi

A=URV, +E (3.52)

ve hata matrisi
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E:E(Z’ ET) v +(Oj. (3.53)

Ucgen esitsizligi ve matris normundaki tutarlilik 6zelliginden

|£] < o+ 2]

yazilabilir. Bu yiizden diger bir problem, E hata matrisinin normunun & giiriiltii

seviyesinden biiyiik olmasi ihtimalidir. Baska bir deyisle, (3.30)’da verilen
sartlardan ||E|| < ¢ olmast, E hata matrisinin normunun da & giiriiltii seviyesinden

kiiciik olacagi anlamina gelmez. Bu durumla ilgili algoritma Kesim 3.3’te

verilecektir'®.

Onerme 3.3 A matrisinin kesik URV ayrigimini kullanarak A=U/RV: +E nn

kesik URV ayrisimi elde edilir. O zaman hata matrisi

yaz111r(18).

Ispat 3.3 A=URV' +E, A matrisinin kesik URV ayrisimi olsun. A matrisine

ae R" satir1 eklendiginde rankin arttig1 varsayilsin. O halde

a:(l OJ, E:(ﬁ fT], Vie(v V), E:(Oj
0 U, 0 R E

olur. Burada a= fv+V(f dir. Oyleyse
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elde edilir. Ispat, U R=AV, esitliginden yararlanilarak tamamlanmastir.
Cizelge 3.1°de ise giincelleme algoritmasinin adimlar1 verilmistir.

Cizelge 3.1 Giincelleme Algoritmast

Girdi:a, nx1boyutlu veri

R, rXxr boyutlu iist iicgensel matris

U,, mxr boyutlu sagdan ortagonal matris
Vi, nXr boyutlu sagdan ortagonal matris

&, hata vektorii

1. v ve dvektorleri hesaplanir:

a=(v V)d, d:[ﬁjl
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Cizelge 3.1 (devam)

o wle W

fT
2. (’B R] matrisinin en kii¢iik tekil degeri olan @ bulunur:

0
fT
[g R j Vr+1 = mr+1

3.Eger o= ¢ ise;

veE

— =T
PT ﬂ fT Q — ﬂ f
0 R 0 R
olacak sekilde P ve Q matrisleri bulunur.

CRE (R CRORURGT:

elde edilir.

4. Sonuc olarak;

A=U.RV| +E. E=A(I—\71171T )

bulunur.

Giincelleme algoritmasinin hesaplama karmasast O (nr) kadardir. Ancak sinyal alt

uzayina ihtiya¢c duyuldugunda bu hesaplama karmasas1 O (nrz) “ye ¢ikmaktadir.
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3.3 Deflasyon

Cauchy interlace teoremine gore, veri matrisine yeni veri eklemek ranki azaltmaz,
fakat veri matrisini unutma (forgetting) faktorii ile carpip, daha sonra yeni veri
eklemek ranki azaltabilir. Bu gibi durumlarda, (3.49) esitligindeki iist iicgensel
matrisi ranki vermeyebilir. Deflasyon algoritmas1 ile bu 06zellik yeniden

kazandirilabilir ve matrisin kesik URV ayrisimi iyilestirilebilir®'®. EV, =0

oldugundan
E=A(1-VV]). (3.54)

Deflasyon algoritmasinin basamaklar1 Cizelge 3.2’de verilmistir.

Cizelge 3.2 Deflasyon Algoritmast

Girdi :

R, rXxr boyutlu iist iicgensel matris

U,, mXr boyutlu sagdan ortagonal matris
Vi, nXr boyutlu sagdan ortagonal matris

&, hata vektorii
1. E hata matrisinin en biiyiik tekil degeri bulunur.
Ew =ou,
2. z vektorii hesaplanir.
z=A'y, (: ETul)

3. v, ve dvektorleri hesaplanir.
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Cizelge 3.2 (devam)

fT T -
burada d = ('f j dir. O halde A=(u, U, )(ﬁ . J( " j +E elde edilebilir.
1

fT
4. (’g R] matrisinin en kii¢iik tekil degeri o ,, bulunur.

gt
[0 R Zr+l = O-r+lyr+1

5. P ve Q ortogonal matrisleri bulunur.

P bulunduktan sonra Q matrisi

olacak sekilde bulunur.

elde edilir.
6. Eger 0., = € ise;
~T

— ,B f — -~ — . e =~
R= , Ui=(u U\), Vi=(v V), E=E
20 e o) TG

bulunur. o

r+l

<€ ise; R nmnen kiictik tekil degeri o, bulunur.

Rz =0y

48




Cizelge 3.2 (devam)

Tekrar P ve @ ortogonal matrisleri bulunur.

AT
Pz, =e

Elde edilen P matrisi yardimiyla @ matrisi bulunur ve

AT ~ A~ ~

P RO=R

iist icgensel matrisi elde edilir.

olarak tamimlanir ve
r=r—1, INi’:f?(l:r,lzr), l71=l7(:,1:r), \71=\71(:,1:r)

alinir. o, > € ise;

alinir.

7. Sonug olarak
— —=T — — = =T
A=U.RV| +E, E=A(I—V1V1 )

bulunur. Eger o, = € ise;

—2
2], =IEl; -
0., <& ise;
[E] =|Ef, -0 +02,.
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Cauchy interlace teoremi ile tekil degerler i¢in ¢ = 0,,, durumu saglanir. Boylece

O=0

r+l

ve 0,,, <&, veya o =0 olmadid siirece HEHF < ||E||F dir.

Sonucta deflasyon algoritmasi matrisin rankini veren karakterlerini yeniler, alt

uzaylarin dogrulugunu artirir ve hata matrisinin etkisini azaltir. Kisaca ayristmi daha

(6,18)

keskin yapar ™. Ancak burada olasi bir problem, deflasyondan sonra ortaya

cikabilir. 0,,, 2 & durumuna dikkat edilirse, R matrisine satir ve siitun eklendiginde

risk durumlariyla karsilasilabilir. Aslinda bu, URV ayrisimi i¢in temel problemdir.

Bunun ¢oziimii icin iki secenek vardir: Ilk secenek, bu durum oldugunda SVD’nin

kullanilmasi, diger secenek ise (3.30) daki HR”H2 < &' durumunun kaldirilmas: ve

E iizerinde ||E || , <& durumunun uygulanmasidir.

3.4 Sayisal Uygulama

Giincelleme algoritmasi iistel pencereleme yontemi kullanilarak test edilmistir. Bu

yontemde, eski verilerin etkisini azaltmak i¢in, veri matrisi Ae R™" «a (0<a<1)

unutma faktorii ile carpilip mXxn tipindeki A matrisine yeni veri satir1 olan a€ R”

eklenerek

A(r) :(QA?Z_I)J (3.55)

¢ zamanli A(r) veri matrisi (3.55) esitligindeki gibi olusturulur. Testler Matlab

6.5’te yapilmigtir. A(f) pencere matrisinin SVD’si ¢/ adimda Matlab’ta SDV

algoritmasi ile elde edilmistir. Ayn1 zamanda
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A(7) "nin kesik URV ayrigimi olarak Cizelge 3.2’de verilen algoritma ile elde

edilmistir. Alt uzaylarin dogrulugu
[sin@ (1) =[Vi" (1), (7)) (3.56)

ile karakterize edilmistir. Hatalar daha iyi bir goriintii elde etmek icin logl0

tabaninda ¢izilmistir. A(7) ’nin ranki gozlenip Matlab’in hesapladigi SVD ile

karsilagtirilmustir. V, (¢) *nin ortogonalligi

1=V (e ()]

ile hesaplanarak dogrulanmistir. Ayrica ayrisimin hatalarinin her biri

[4()-0, () RV (o)

ile + adimda hesaplanmustir'*'?.

Ornek 3.1 A, 50x8 tipinde U (0,1) dagilimindan rasgele iiretilmis bir matris olsun.
A matrisinin rankim1 degistirmek amaciyla, A ’nin rasgele secilen 42 satiri
n=10" ile garpilsin ve £=10" olsun. Baslangic matrisi 12x8 tipinde A(0)

matrisi ve unutma faktori =09 ve a=0.5 olarak belirlensin. Elde edilen

sonuglar sirasiyla Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°de verilmistir.
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-14

-14.5

-15

-15.5

14

-14.5

-15

-15.5

-10

-15

-14.4

-14.6

-14.8

-15

-15.2

-15.4

-15.6

Alt Uzay Hatalar1 (Unutma Faktorii= 0.9) O= SVD, X= Bizim Algoritmamiz

8 SRR
7 SBR
g 6 24
& 5 R R RRRRHRR R
8
o4 8%
3r @
2
20 30 40 50 20 30 40 50
V'nin Ortogonalligi Ayrisim Hatalari
-8.4
-8.6
-8.8
-9
-9.2
-9.4
20 30 40 50 20 30 40 50
Sekil 3.1 o =0.9 i¢in elde edilen sonuclar
Alt Uzay Hatalar1 (Unutma Faktorii= 0.5) 0: SVD. X: Bizim Algoritmamiz
5 SR
4 2B IR @D 1
;
2r  @rEs
! ; ! 1 ‘e ; ; :
20 30 40 50 20 30 40 50
‘V'nin Ortogonallisi Ayrisim Hatalar

Sekil 3.2 o =0.5 icin elde edilen sonuglar
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Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°deki ilk cizim, bizim algoritmamiz ile elde edilen alt uzay
hatalarim gostermektedir. Ikinci cizim ise Matlab’in SVD algoritmas1 ile bizim
algoritmamizin hesapladigi rank tahminleri gostermektedir. Bizim algoritmamiz,
rank degisiminin sikligina ragmen, ranki dogru tahmin etmistir. Burada yatay eksen

pencere adimlarini temsil etmektedir®'*'®.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada kesik URV ayrisimi olarak adlandirilan URV tabanli matris
ayrisimi tanitilmistir. Ayrica kesik URV ile elde edilen alt uzaylar icin {ist sinirlar
belirlenmistir. Bu sinirlar ve niimerik sonuglar kesik URV ayrisiminin SVD’nin
alternatifi olabilecegini gosterir. Ozellikle veri akisinin siirekli oldugu veri

matrislerinin URV ayrisimini elde etmek SVD’ye gore daha avantajlidir.

Ayrica giincelleme ve deflasyon algoritmasi da verilmistir. Giincelleme
algoritmasi, mevcut bilgi kullanilarak yeni veri geldiginde veri matrisinin kesik
URV’sinin hesaplanmasidir. Giincelleme siireci sonucunda iist iicgensel matris,
bozulmus rankli olabilir. Deflasyon algoritmasi ile bu 6zellik yeniden kazandirilir.
Ayrica hata matrisinin etkisini azaltir ve daha dogru alt uzaylarin hesaplanmasina

olanak saglar. Kisaca ayrisimi daha keskin kilar.

Istatistikte EKK probleminin kullanimiyla ilgili bir 6rnek verilmistir. Bu
ornek ile EKK probleminin istatistik icin énemi ve yeri vurgulanmak istenmistir.
Hisse senetleri, {iiretim, yagis miktar1 ile ilgili tahminlerde EKK problemi
kullanilabilir. EKK probleminin ¢oziimii icin de URV ve SVD gibi ayrisimlardan

yararlanilabilir.

Ileriki calismalarda, kesik URV ayristmindan yararlanarak EKK probleminin

coziimii elde edilmeye ¢alisilacaktir.
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