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Bu tez U¢ temel bélimden olusmaktadir. Birinci bélimde tezin amaci,
kaynak Ozetleri ve integral denklemin ortaya ¢ikisi hakkinda kisa bilgiler
verilmistir. ikinci bélimde integral denklemlerde temel kavramlar ve integral
denklemlerin siniflandiriimasi ele alinmigtir.

Uglincl baliimde Fredholm ve Volterra integral denklemleri icin ¢dziim
metodlar incelenmistir. Ugiincli  bélimiin sonunda Gamma ve Beta

fonksiyonlari yardimiyla Euler integral denklemleri tanitilmistir.
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June 2008, 80 pages

This thesis consists of three basic chapters. In the first chapter, the
purpose of the thesis, the summary of the literature and some information
about the appearance of the integral equation are given. In the second
chapter, the basic concepts and the classification of integral equations are
considered.

In the third chapter, the solution method for Fredholm and Volterra
integral equations are investigated. At the and of the third chapter, Euler
integral equations are introduced with helps of Gamma and Beta functions. .
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1.GIRIS

integral denklemler gesitli fiziksel problemlerde ve diferensiyel
denklemler teorisinde c¢ok sik karsilasilan bir konudur. Bilindigi gibi icinde
bilinmeyen fonksiyonlar ve bunlarin c¢esitli basamaktan tirev ya da
diferensiyellerini bulunduran denklemlere diferensiyel denklem denir.
integral denklem ise integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyonun
bulundugu denklemlerdir. Belli tipten diferensiyel denklemler integral

denkleme dénustirilebilir. Ornedin en basitinden y bilinmeyen fonksiyon

olmak Uzere

P _

- £l y), y(x,) =y,

baslangi¢ deger probleminin ¢ézimi

y=yo+ | £t y)di

seklinde bir integral denklem gésterilimine sahiptir. Reel ve kompleks kismi
trevli denklemler igin verilen gesitli baglangi¢ ve sinir deger problemleri de
integral denkleme dénustrdlebilir. Yine bir 6rnek olarak

WE=F(z,w) , zeDcC

w =¢(z) ,9eC(D,C)

oD

seklinde tanimlanan kompleks sinir deger probleminin ¢ézimu

w(z)=zimj%d;-%”%§dn C=Evip (1.1)

<

olarak verilir. Bu da ¢6zimun bir integral gosterilimidir. GUnku iki kath integral

altinda w bilinmeyen fonksiyonu vardir. Burada D basit irtibatl,siniri dlizglin



bir bolgedir ve (1.1) deki ilk integral bir D bdlgesinde holomorf bir fonksiyon
tanimlar.Benzer sekilde drnekleri ¢odaltmak mamkindir.Konularin daha iyi

anlasilmasi icin basit elemanter érnekler tezde ¢ok miktarda verilmigtir.

integral denklemlerin ¢dziimiinde kullanilan en yaygin yéntem ardisik
yaklagiklar ydntemidir. Bu ybntemde genellikle ¢6zim sinifinin icinde
bulundugu bir uzaydan sabit bir fonksiyon secilir. Bu bilinen fonksiyon integral
denklemde yerine yazilarak bilinen ikinci bir fonksiyon bulunur. islemlere
bdyle devam edilirse sonugta bir seri veya diziye ulasilir. Bu seri veya dizinin
uygun bir yerde ve kosullarda yakinsak olmasi halinde limiti alinarak
elemanter ¢6zime ulasilir. Yakinsak olmayan bir dizi veya seri ortaya ¢ikarsa
buradan integral denklemin ¢ézimine ulasilamaz.Bu tezde bazi 6zel tipten

integral denklemlerin ¢6zUm teknikleri Gzerinde durulacaktir.

integral denklem teorisinde “gekirdek fonksiyonu” kavrami énemli bir

rol oynar. Cekirdek fonksiyonun &zelliklerine gére integral denklem regtler
veya singuler integral denklem seklinde c¢esitli isimler alir. Bunlarin her birinin

ayri ayri ¢6zim yéntemleri vardir.

integral denklemler teorisinin bir Snemli konusu da integral denklemi
¢6zmeden ¢6zUman varligr ve tekligini incelemektir. Bunun icin bir fonksiyon
uzay! belirlenir. Bu fonksiyon uzayi slrekli fonksiyon uzayi veya Holder
surekli fonksiyonlarin uzay! olabilir. Bu uzayda bir norm tanimlanarak
fonksiyon uzayr Banach Uzayi yapisina getirilir. Bu uzayda integral
denklemler yardimiyla operatérler tanimlanir. Bu operatérlerin uzayi kendi
icine dbénlstirmesi ve daralma olmasi durumunda Banach Sabit Nokta

Teoremi veya Schauder Sabit Nokta Teoremi kullanilarak ¢ézimlerin varhgi



ve tekligi hakkinda karar verilebilir. Ancak bu tezde varlik ve teklik teoremleri

Uzerinde durulmayacaktir.

1.1.Kaynak Ozetleri

integral denklemler ile ilgili temel kavramlar [1] nolu kaynaktan
ogrenilmistir. itere ve ¢dziicli cekirdek, resolvant kavramlari [2] ve [5] nolu
kaynaklardan  incelenmistir.n-yinci  basamaktan lineer diferensiyel
denklemlerin integral denkleme, tersine integral denklemin bir diferensiyel
denkleme dénistirilmesi konusu [2] nolu kaynaktan alinmistir.Dejenere
cekirdek kavrami ve integral denklem teorisindeki 6énemi [3] ve [4] nolu

kaynaklar kullanilarak incelenmistir.

1.2.Tezin Amaci

Bu tezin esas amac integral denklem teorisindeki temel kavramlari
ortaya koymaktir. ileri bir agama olarak tezin giris kisminda da belirtildigi gibi
varlik ve teklik teoremleri Gzerinde calisma yapilabilir. Tezde sadece tek
degiskenli integral denklemler Gzerinde durulmustur. Benzer yéntemler, kismi
tirevli denklemler teorisi yardimiyla c¢ok degiskenli integral denklemlere
genigletilebilir. Bu tez bunun igin iyi bir temel olusturmaktadir. integral
denklem teorisi diferensiyel denklem teorisi kadar yaygin degildir.Bu nedenle
integral denklemler konusu gelistiriimeye ve orijinal sonuglar ortaya koymaya
uygundur.Singller integral denklemler reguler integral denklemlere
déndstardlerek incelenir.Bu tez singuler integral denklemleri incelemede de

iyi bir temel olugturmaktadir.



2.MATERYAL VE YONTEMLER

2.1.integral Denklemlerin Siniflandiriimasi

integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun denklemdeki bulunus
sekli, cekirdek fonksiyonun Ozellikleri ve integral sinirlarina gére cesitli

sekillerde siniflandinlabilirler.

Simdi bu siniflandirmalar ile ilgili olarak birka¢ temel tanim verelim:

Tanim 2.1:u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak {izere

X

u(x)=f (x)+ J.K(x,t)u(t)dt (2.1)

a

seklinde ki bir integral denklemde, u(x) fonksiyonunun lineer olmasi halinde

integral denkleme lineer integral denklem denir.
Ornek 2.1:u(x) = f (x)+ J.K(x,t)u”(t)dt (2.2)

denklemi u (x)fonksiyonunun n-yinci kuvvetini bulundurdugundan lineer

olmayan bir integral denklemdir. Daha genel olarak
u (x)=f (x)+ [ ol t,ule)le (2.3)

integral denklemi de lineer olmayan integral denklemdir. Bu tezde genellikle
lineer integral denklemleri inceleyecegiz.

Tanim 2.2: (2.1) deki K(x,7) fonksiyonuna cekirdek fonksiyonu denir.

integral denklemlerin bir baska siniflandirimasi da  K(x,r)
fonksiyonunun sirekliligi ile ilgilidir. K(x,z) fonksiyonu a<x<b;a<t<b

karesinde surekli ise integral denkleme tekil (singtler) olmayan integral



denklem denir. Eger K(x,r) bu aralikta siirekli degilse denkleme

tekil(singltiler) integral denklem denir.

Ornegin 0 <a <1 olmak izere

)=

(x—1
seklinde ki integral denklem bu sinifa girmektedir. Ayrica integral
sinirlarindan en az birinin sonsuz olmasi halinde denklem tekil integral

denklem sinifina girer. Ornegin

F@)=[e ™ uydr (2.4)
0
integral denklemi singtiler formda bir integral denklemdir. integral denklemler

yapilarina gére Ug¢ gruba ayrilirlar.

Tanim 2.3: u(x) bilinmeyen fonksiyon ; K(x,t) cekirdek fonksiyonu olmak

Uzere

(x)=[ K(x.nu(t)dr;a,be R (2.5)

a

seklindeki denkleme 1.tip integral denklem denir.

Bu tip integral denklemlerde bilinmeyen sadece integral altinda

mevcuttur. Burada ¢(x) verilmis bir fonksiyondur. Benzer sekilde

()= f(0)+ [K(x.0u)dr

seklindeki integral denklem de 1. tip integral denklemdir. Burada ¢(x) ve

f(x) verilmis fonksiyonlardir. Bu denklem ¢(x)— f(x) =w(x) olmak Uzere

b
p(x) = [ K(xou@dr



seklinde ifade edilerek (2.5) denklemi yapisinda yazilabilir. Ornegin

1
e =2x —1+I x*tu(t)dt denklemi bu tip integral denklemdir.
0

Tanim 2.4: Eger bilinmeyen u(x) fonksiyonu integralin hem icinde hem de

disinda bulunuyorsa bu tip integral denklemlere 2.tip integral denklem

denir. Bu tip denklemler

b
u(x) = [ K (x,0u(t)dt ;a,be R (2.6)
veya
b
u(x) = f () + [ K(x.tu()dt (2.7)

seklindedir. (")rnegin u(x) =Ie3xu(t)dt veya u(x) = 2—x—jcosxtu(t)dt
0

0
denklemleri 2.tip integral denklemlerdir.

Tanim 2.5:¢(x), f (x) ve K (x,t) fonksiyonlari bilinen fonksiyonlar olmak Uzere
b
pu(x) = () + [ K(x.0u()dt ;a,be R (2.8)

seklindeki integral denklemlere de 3.tip integral denklemler denir.

Ornegin
1
Bx—1u(x)=e™ - 2+J.x2t2u(t)dt (2.9)
0

denklemi 3.tip bir integral denklemdir.

Eger 6zel olarak ¢(x)=0ise (2.8) denklemi 1.tip integral denkleme;
#(x)=1 ise 2.tip denkleme dénlsir. Yani 1. ve 2. tip integral denklemler 3.tip

integral denklemin bir 6zel hali olarak disUndlebilir.



integral denklemler u(x) bilinmeyen, K(x,r) ve f(x) bilinen
fonksiyonlar olmak (izere u(x) fonksiyonuna gére homojen olup olmamasina

g6re de siniflandirilabilir.
b
Tanim2.6:u(x) = [ K (x,0u(t)dt ;a,be R (2.10)
formunda ki integral denklemlere homojen tipten integral denklem;,
b
u(x) = f () + [ K(xtu()dr (2.11)

formundaki integral denklemlere ise homojen olmayan tipten integral

denklem denir.

(2.10) integral denkleminin u(x)=0 olan bir ¢dzimi vardir ve bu

¢6zUme asikar (trivial) ¢ézim denir.

integral denklemlerin farkli bir siniflandirmasi da integralin sinirlarinin
degisken veya sabit olmasina gére yapiimaktadir.
Tanim 2. 7:integralin sinirlarindan biri degisken ise bu denklemlere Volterra
integral Denklemleri denir.
(")rnegin #(x), f(x)ve K(x,t)bilinen fonksiyonlar olmak Gizere

X

#(x) = J.K(x,t)u(t)dt , (2.12)
u(x)szK(x,t)u(t)dt, (2.13)
§(x)u(x) = £ (x)+ [ K (xr)u(r)ds (2.14)



formunda ki denklemler Volterra integral denklemleridir. Yani Volterra
denklemleri, integral sinirlarindan biri degisken digeri sabit olan
denklemlerdir.

Tanim 2.8:Eger alt ve Ust sinirlarin ikisi de sabit ise bu denklemlere de

Fredholm integral denklemleri denir.

Volterra ve Fredholm integral denklemlerinin ¢6zim ydntemlerinde
farkhliklar oldugu gibi, denklem yapilarn ayni oldugu zaman benzerlikler de

vardir.

2.2.integro Diferensiyel Denklemler

Simdiye kadar u(x) bilinmeyen fonksiyonunu oldugu gibi kullandik.

Ancak bir integral denklemde bilinmeyen fonksiyonun tirevi de bulunabilir.
Tanim 2.9: .Bilinmeyen fonksiyonun tirevlerinin de icinde bulundugu integral
denkleme integro diferensiyel denklem denir.
Ornegin

=F {x,u(x ,.[thu (1))t} (2.15)

0

seklindeki bir denklem integro diferensiyel denklemdir. Belli tipten diferensiyel
denklemler integro diferensiyel denklemlere ddndstarllebilir. Bu nedenle

integro diferensiyel denklemler,diferensiyel denklem teorisinde de énemli bir

yer tutmaktadir.

2.3.Parametreli integral Denklemler

Simdiye kadar gérdigumiz integral denklemleri parametreli olarak

daha genel bir bicimde yazabiliriz. Ornedin 1+ 0ve A =1 olmak lizere



u(x)= f(x)+/1fK(x,t)t(t)dt (2.16)

u(x)= f(x)+ l}K(x,t)t(t)dt (2.17)

(A parametresi reel veya kompleks olabilir) denklemlerini g6z &nine
alalim. 4 parametresinin kuvvet serilerinin yakinsakliginin belirtimesinde
oynadigi rol ve Anin ¢dzimlerin bulunmasinda ki 6énemi daha sonra

gOrilecektir.

Burada ki A parametresi, 6zellikle ¢bzim serilerinin yakinsakliginin
belirlenmesi ve ¢éztUmlerin bulunmasinda énemli rol oynamaktadir.
2.4.integral Denklemin Coziimii

Bu kesimde belli tipten integral denklemlerin ¢ézimlerinin nasil elde

edilebilecegini inceleyecegiz. u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak lizere

u(x)= f(x)+ l}K(x,t)t(t)dt (2.18)

denklemini g6z 6nine alalim. Bu integral denklemi ¢ézmek icin uygun bir
u,(x) baglangic degerinden baslayarak ardisik yaklasikliklarla bir dizi elde
edilir. Bu dizinin yakinsadigi fonksiyon genellikle u(x) ¢dzimidiir.

Simdi tersten bir 6rnekle incelemeye basliyalim.

Ornek 2.2: u(x) = ! — fonksiyonunun
(1+x2)2
u(x)= ! -:f ! u(t)dt (2.19)
1+x* J1+x7

0

integral denkleminin ¢6zimu( oldugunu gdsterelim.



(2.19) un sag tarafini diizenlersek

1 ¢ ¢ 1 1 1 ¢ ¢t
u(x)= - dt = - dt (2.20)
1+ x? }[1+x2 (1_”2)% 1+ x* 14+x? .([(1+t2);
olup buradan
[——ar=1-—1—
o (1412 ) (1+x2)
elde edilir.Bunu (2.20) de yerine yazarsak
1 1 1 1 1 1
u(x)=1+ A (1= ! )=1+ " lex ro= el
* * (1+x°) o T (lex)

oldugundan u(x) fonksiyonu verilen integral denklemin bir ¢cdziimi olur.

2.5.Cozum Cesitleri

2.tip bir lineer integral denklemin ¢6zim yéntemlerinden birincisi
C.Neumann,J.Liouville ve Volterra’nin ortaya koyduklari metotdur. Bu

metodun temeli
u(x) = f(0)+A[ K (x ()t (2.21)

integral denklemi ile verilen u(x) fonksiyonunun, Anin bir integral serisi
seklinde ifade edilebilecegine dayanir. Bu seride Anin c¢esitli kuvvetlerinin
katsayilari, xin fonksiyonlaridir. Bu seri Anin her degeri icin yakinsaktir.
C6zUmln elde edilmesi icin ardisik yaklasikhiklar metodu kullanilir. Volterra
bu yéntemi séyle ifade etmistir:

f(x), [a,b] arahginda ve K(x,z) fonksiyonu [a,b]x[a,b] karesinde

stirekli ise (2.21) denklemi [a,b] araliginda her A degeri igin tam ve siirekli

10



bir ¢cézliime sahiptir ve bu ¢6zim ardisik yaklasikliklar metoduyla bulunur.
Ardisik yaklasikliklar metodunu daha sonra ayrintili olarak inceleyecegiz.

2. metot Fredholm’iin gelistirdigi metotdur. Bu metot ile bulunan u(x)

fonksiyonu, A nin iki integral serisinin orani seklinde ifade edilebilmektedir.
Buradaki serilerin yakinsaklik yaricaplari sonlu degildir. Fredholm daha c¢ok

2. tip
b
u(x) = f () + Af K(x 0u(e)dt (2.22)

seklinde ki denklemler Uzerinde calismis sureklilik kosullari Uzerinde

durmustur. Fredholm, (2.22) denkleminin bir tam ¢6zUma igin
u(x)= £ () + A3 K (ot Julr, ),
i=l

gOsteriliminin  yazilabilecegini goéstermistir. Burada xe ardigik olarak
1,.1,,....t, degerleri verilirse u(z,) icin bir lineer denklem sistemi elde edilir. Bu
sistem Anin bir polinomu olur. D(1) bu sistemin katsayilar determinantini
gostermek lizere u(x) fonksiyonunun bir yaklagimi da

D(t,,t,,.rt, 3 A)
D(2)

ulx)= fx)+ 1

seklindedir.Burada D (A1) # 0 dir. Ustteki ifadede D(t,.1,.....t,; A)ve D(4), Anin

birer polinomudur. 2, paydayl 0 yaparsa genel ¢6zim yoktur. Fakat belli
tipten ¢6zUm vardir.Bu ¢6zim integral denklem igin, n bilinmeyenli n tane
denklemden olusan bir lineer cebirsel denklem sisteminin n in sonsuza

yaklasmasi halindeki limit durumudur.

11



Fredholm, ayrica gekirdekleri singuler olmayan, ya da zayif singUler
olan denklemler Uzerinde de calismigtir. Lineer cebir kurallarinin gegerli
oldugu bir integral denklemde cekirdegin surekli olmasi kosulunun gerekili

olmadigi, fakat

jiﬁK(x,t)izdxdt

iki katll integralinin mevcut olmasi kosulunun yeterli olacagi gdsterilmistir.

Ornegin
1
u(x)=f(x)+.|.ln|x—t|u(t)dt integral denklemi x =1 igin sirekli degildir.
0
Fakat

In’|x—fdxdr ki katl integrali sonlu oldugu icin denklem zayif

O —
O ey —

singulerlige sahiptir.

3.metot  K(x,7)=K(r,x) 6zelligini tasiyan cekirdegin (simetrik

cekirdek) bulundugu integral denklemler Gzerine yapilan ¢alismalari igerir.

Simetrik integral denklemler Fredholm integral denkleminin 6zel bir
sinifidir. Bu tir denklemlerin 6z degerleri reeldir ve bunlara ait 6z

fonksiyonlar [a,b] araliginda ortogonaldir.
b
u(x)=A [ K (x,0u()dr

seklindeki her fonksiyonda u(x) ile cekirdegin 6z fonksiyonlari &zel

fonksiyonlar meydana getirirler.

12



Burada denklemin u(x)=0 gibi bir ¢dzimii vardir. Fakat 6z degerler
dedigimiz
A Ay

n

sayilarinin mevcut olmasi halinde bu denklem bunlarin her biri igin
ul(x),uz(x),...,un (x)
gibi sonlu sayida ¢dzumler verir. Bu fonksiyonlara 6z ¢ézimler denir.c, keyfi
sabitler olmak Gzere ¢bzim
u(x) =2 c,u,(x)
seklinde elde edilir. Eger denklemle birlikte n tane baslangic kosulu

verilmigse ¢, keyfi sabitleri tek anlamli olarak bulunabilir.

2.6.integral Denklemlerle Diferensiyel Denklemler Arasindaki iligki

Baslangic kosullari verilen degisken veya sabit katsayili bir
diferensiyel denklem Volterra tipindeki bir integral denkleme dénustirulebilir.
Tersine bir integral denklem de diferensiyel denkleme dénustarilebilir.
Dolayisiyla bir integral denklem, baslangi¢c kosullu bir diferensiyel denklem
icin ortaya konulan bir ¢6zim gosterilimi yardimiyla bir sinir deger problemi

olarak gérilebilir.

2.7. Diferensiyel Denklemin integral Denkleme Déniistiiriilmesi

dn dn—l dn—Z d
dxi) +a, (x)?n_?) +a,(x) dx"_i) +...+a, (x)d—i) +a, (x)y=f(x) (2.23)

lineer diferensiyel denklemini g6z 6ndne alahm. Burada i=1,2,...,nolmak

13



lzere a.(x) fonksiyonlari igin baglangic noktasi bir diizgiin noktadir. Ayrica n

tane,
y(0)= Cos y'(0)=c1 — y(”_l)(O) =c, (2.24)

baslangi¢ kosullari da verilmis olsun.

d'y =u(x) (2.25)

olur. Buradan

elde edilir. Benzer sekilde ayni dislinceyle iglemlere bir adim daha devam

edersek

I d( Z;j_f} = .:[ Hu(x)dx +c, }dx
= I j‘ u(x )dxdx + I‘ c, dx+c,
00 0

u(x)dxdx +c,x+c, ,

=£

S C— <

bulunur.Bdylece

2
X" +C,,X +C, 5,

n—1

"’y =I‘j‘j‘u(x)dxdxdx + lc
dx"> 99 2!

14



xXx x 1 N | N
ay =}[}[...ju(x)dxdx...dx+ mcn_lx 2+mcn_2x v,

(=]

oldugu géralur. Tekrar integral alinmasiyla

n—1 n-2
Cn_lx + Cn_zx +...+C1 .X'+C0

<
]
O ey <

j...ju(x)dxdx...dx+
0 0

1 !
(n—1) (n—2)

n tane

bulunur. Buldugumuz ifadeleri (2.23) te yerine yazarsak

X

( )+a Iu x)dx+cn 1a +a Iju(x)clxdx +cn_1xa2(x)+cn_2a2(x)+
0 00

O'-—;x

J‘J‘u (x )dxdxdx + 1' e, x% ay(x)+c,_,xa,(x)+c,_ja5(x)+...
00

L (%) J{j’ jEu )dxdx...dx + ! c, . x"a,_ (x)
00

(n—2)

(n-1) tane

+
[
o
3
b
=
S
w
S
3
—_~
N—
+
+
9
IS
—
[
N—
+
S
=
—_~
N—
O e <
O ey =
O ey =

| u (x)dxdx...dx

n tane

! c,,x" > a, (x)+...+cxa, (x)+c,a,(x)=f(x)

¢, a,(x)+

(n—1)
bulunur. Bu ifadeyi dizenlersek

X

u(x)+ al(x) Iu x)dx+a

0

O'-—;x

X
J‘u (x)dxdx + a,(x
0

O'-—;x
o—

J‘u (x dxdxdx +...+ a, (x)
0

|

O e =

}[u (x)dxdx...dx = f(x)- c,.a, (x)- c, . xa, (x)-.. .-mcn_lx"_1 a, (x)

n tane

-mc, ,a,(x)-c, yxay(x)-...-

15



-...-c,a,_ (x)-cxa (x)-c,a, (x) (2.26)
elde edilir. Esitligin sag yani x in bir fonksiyonu olup bunu F(x) ile

gbsterelim. Ayrica

denilirse (2.26) esitligi
F(x)=f(x)'[cn—1 n—l('x)+cn—2 ,,_2()6)+...+C1f1(x)+C0f0(X)]

olarak yazilir. Esitligin sol yani da

ﬁ...ju(t)dtdt...dt:I%u(t)dt (2.27)

n tane

bagintisi yardimiyla tek katli integral olarak ifade edilebilir.(2.27) esitliginin

dogru oldugunu bir sonraki adimda ispatlayacagiz. Bu durumda

u(x)+a1(x) I‘u x)dx+a j‘j‘u x)dxdx+a3 j‘jju(x)dxdxdx+...+
a,(x) jj...ju(x)dxdx...dx=F(x) (2.28)

n tane

olup (2.27) kullanilarak

X

(), (0) b+ ) e b+ () ) = F ()

0

16



elde edilir..Bu ifadeyi

u(x)+.:[ a,(x)+a,(x)(x—1)+a, (x)%+ .ta, (x)% u(t)dt = F(x)

olarak yazabiliriz. Koéseli parantezin icindeki ifadeyi K(x,r) c¢ekirdek

fonksiyonu olarak alirsak yani

K(x,t)=a,(x)+a,(x) (x=1)+...4a,(x)
dersek
u(x)+fK(x,t)u(t)dt=F(x)
0
seklinde 2.tip Volterra integral denklemi elde edilir. Bdylece (2.23)

diferensiyel denklemi bir integral denkleme déntsmus olur.

Simdi ¢ok katli integrali tek katli integrale déntstiren (2.27) esitliginin
dogru oldugunu ispatlayalim:

Teorem 2.1:u sUrekli bir fonksiyon olmak Uzere

Xx X x n—1
”...ju(t)dtdt...dt:jﬂu(t)dt dr. (2.29)
00 0 0 (n _1)!
ispat: Once ae R sabit olmak lizere
I =I(x — )" ult)dr (2.30)

ifadesini g6z énlne alalim. Burada n pozitif bir tamsayidir.Eger
F(x,t)=(x—1)""ulr) (2.31)

alinirsa, integral isareti altinda tirev alma kurali kullanilarak
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n-2

Lo —1)T(x—t) uleds +{(x=0)" u(o)]

t=x

dx

bulunur. Béylece n>1 igin

dl
d; =(n-1)_, (2.32)

olur. Ozel olarakn =1 ise (2.32) esitliginden

dl, d ;|
-< = 2.33
dx dx u(t ! M(X) ( )

a

bulunur.(2.33) esitliginden tlrev almaya devam edilirse

2

b (- 1)n-2)I,

dx?

d’l,

o ==l =2)n -3,

n—1

‘ilnfln —(=1)(n1=2)...2.1.1, (2.34)
X

ve n. mertebeden tlrev igin

VL =118 (1) 1) (2.35)

n

dx dx

bulunur. n>1 igin I (a)=0olduguna dikkat edersek (2.34) bagintisindan,
I (x) ve bunun (n—1). tdrevinin x=a igin sifir oldugu gérilir. Buradan

geriye dogru integral alarak (2.33) ten

Il(x)=jzu(x)dx,

L ()= [1, (v My = ] i M,

18



32
J‘ J‘ u(x, )d)cldxzdx3 dx, dx,

yazilabilir. Burada x,....,x, birer parametredir.Her iki yan (n—1)! ile bdlinir ve

I, yerine (2.30)da ki esiti yazilirsa

-

elde edilir. Burada x=x, =x, =...=x, alinirsa

-

m'——.u

2 X
J‘ u(x, Mx,dx,dx;..dx, dx, = ! I (x—1)""ulr)ar

u (x)dxdx...dx = IMM(t)dt

’ (n—1)

n'——.k

n tane

bulunur. Bdylece a =0 alinirsa ispat tamamlanmig olur.

2.8.integral Denklemin Diferensiyel Denkleme Déniistiiriilmesi

integral denklemin diferensiyel denkleme dénistiiriilmesi icin Leibnitz
Formulinin uygulanmasi yeterlidir. Bu formdl integral isareti altindaki tlrev

alma ile ilgilidir. Leibnitz Formili A, B tlrevlenebilen fonksiyonlar olmak

Uzere
B(X) B(X)
4 F(x,t)r = j oF (x.1) dt+F[x,B(x)] F[ L A(x)] — dA (2.36)
dx . Ay Ox dx
olup A(x) ve B(x) in sabit olmasi halinde Z’—A=O ve %:O olur ve formil
X X
d | BE)F(xt
Flx,t)dt = .
dx;[ xiH ;[ ox
sekline gelir.
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Ornek 2.3: u(x)=x+4 Ixu(t)dt (2.37)
0

integral denklemini diferensiyel denkleme ddéndstarelim.

Her iki yanin x e gore tlrevi alinirsa

du(x) =i xX+A 4 Ixu(t)dt
dx

=1+ % .([xu(t)dt

olur. Leibnitz form{linden

X

xu(t)dt=J‘u(t)dt+xu(x)%x-O

0

d
dx

O ey

olup béylece

u'(x)=1+1 {

O C—y

u(t)dr + xu(x)}

bulunur. Tekrar tlrev alinirsa

W) 41 4 Iu(t)dt+/1 @ o)
ve buradan

()= A ulx) A )+ )]
veya

u”(x)- Axu’(x) - 2Au(x)=0

elde edilir. Bu da (2.34) integral denklemine karsilik gelen diferensiyel

denklemdir.
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2.9.integral Denklem Sistemleri

Uygulamalarda i=1,2,...,n olmak Uzere

n b
u(x)=f,(x)+ A ZJ‘K”( (x,0)u, (e)dr, i=1,...,n (2.38)
k=14
formundaki integral sistemi ile ¢ok sik karsilasilir.

Tanim 2.10:integral denklemin K(x,r) gekirdegi yalnizca x in ve yalnizca ¢

nin fonksiyonu olan blyuklUklerin ¢garpimindan olusan terimlerin toplamindan

ibaretse yani

n

K(x.t)=> a,(xp, (1)

k=1

biciminde ise K(x,r) cekirdegine dejenere cekirdek denir.

Yalniz bir integral denklemin ¢ézUma igin kullanilan metotlar integral

denklem sistemleri icin de gecerlidir. Eger

b

.HK,»/( (1) dr

a

integrali mevcut ve Aparametresi

-1
a6 b
|/1|<{11\£[axz jﬂKik (x,tﬂzdxdt}
<i<n =1

- aa

olacak sekilde yeterince kiguk secilebiliyorsa ardisik yaklastirma yakinsak

olur. Eger K, (x,r) cekirdegi dejenere tipten ise (2.38) sistemi bir lineer

cebirsel denklem sistemine indirgenebilir. Bu durumda dejenere cekirdekli

integral denklemler igin uygulanan yéntemler burada da kullanilabilir.
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Béylece bir integral denklem sistemi tek bir integral denkleme
dénustdrllebilir.
x ve t degiskenleri, baslangic arahg [a,b] olan ve (b—a)
uzunlugunun n kati olan [a,nb—(n—1)a] seklinde ki araliklar sisteminde
bulunsun. Burada
nb—(n—1a-a=n(b-a)

oldugu aciktir. Bu araliga gore,
a+(i-1)(b-—a)<x<a+ib-a)
a+(k=1)(b-a)<t<a+k(b-a)

olmak lizere u,(x), f.(x) ve K, (x,z) fonksiyonlari
o(x)=u,[x~ (i ~1)p - a)]
F(x)=flx=(i-1)o-a)]
K(x,t)=K, [x=(i-1)b—-a)t—(k—-1)b—-a)]

seklinde tek tirll ifade edilebilir. Bu durumda (2.38) sistemi
nb—(n—1)a

dx)=F(x)+ A1 IK(x, t)¢(t)dt

seklindeki integral denklemi yardimiyla tek bir denklem olarak gdsterilebilir.
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3.ARASTIRMA BULGULARI

3.1.Fredholm integral Denklemleri

2.tip bir lineer Fredholm integral Denklemi
b
u(x) = f(0)+ A[ K Cx ()t (3.1)

formundadir. Burada u(x) bilinmeyen K(x,r) ve f(x) ise bilinen
fonksiyonlardir. Tersine bir durum belirtiimedikge K(x,r) fonksiyonunun

a<x<b;a<t<bkaresel bdlgede taniml ve surekli oldugu kabul edilecektir.

K(x,7) nin sirekli olmadigi bazi hallerde de

j]‘j‘|K(x,t)|2dxdt

integralinin sonlu bir degeri olabilir. f(x) =0 ise (3.1) denklemi
b
u(x) = A K (x,0u(t)dt (3.2)

sekline gelir ve bu denkleme homojen tipten integral denklemi denir.

3.2.Sabit Cekirdekli integral Denklemler

(3.1) denkleminin gekirdegini K (x,r)=c alirsak denklem
b
u(x) = f(x)+Af cu(t)dt (3.3)
olur..Bu denklemde Ac = u dersek

u(x) = (0 + paf ule (34)
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bulunur. (3.4) ifadesindeki belirli integralin sinirlari sabit oldugu igin integral
degeri mevcuttur. Bu degeri A ile gdsterip (3.4) fonksiyonunda yerine

yazarsak ifade
u(x) = f(x)+uA (3.5)
seklini alir.(3.4) fonksiyonu ¢6ziim oldugundan u(x) integral denklemini

saglar. Bunu tekrar (3.4) fonksiyonunda yerine yazarsak
o+ = f<x>+uj t)+uA)dr,
olur.Buradan
( j dtj = I (¢ )t

ve buradan da
1 b
A=—If(t)dt
a a

bulunur. Burada 1— u(b—a)# 0 olmahdir.Diger taraftan f(x) bilindigi icin A
degeri hesaplanabilir.Bulunan A yi (3.5) denkleminde yerine yazarsak

¢6zim olan u(x) fonksiyonu

R g

seklinde bulunur. i = Ac yerine yazilir ve diizenlenirse

)= o)+ (24

elde edilir. Esitligin sag tarafi bilinen degerler oldugu icin (3.6) ifadesi sabit

cekirdekli  Fredholm denklemlerinin  ¢6zUmudir.  Volterra  integral
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denklemlerinde integralin sinirlarindan birisi degisken oldugu igin A bir sabit

deger degildir ve Ustteki gibi bir cézim bulamayiz.

1
Ornek 3.1: u(x):sinx+2ju(t)dt integral denklemini ¢ozelim.
0

1
A =Iu(t)dt , u(x)=sin x +24
0
olur. Buradan

1
sin x +2A =sin x +2[ (sin £ + 2A)dr

0
=sinx —2cosl+2+4A

elde edilir. Bu ifade dizenlenirse A =cosl—1 bulunur.Bu durumda ¢ézim de
u(x)=sin x +2 (cosl1—1)

olur.

3.3.Cekirdegin Degiskenlerine Ayrilabilir Olmasi (Dejenere Cekirdekler)

Fredholm integral denkleminde gekirdegin
K(x,t)=r(x)s(t) (3.7)

seklinde dejenere cekirdek oldugunu kabul edelim. Bu durumda integral

denklem
u(x)=f(x)+ /1I r(x)s(0)ulr)dr (3.8)
=f(x)+ lr(x)J‘ st u(t)dr
seklinde yazilabilir.
A= I s(tu(t)dr
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denirse (3.8) denklemi
u(x) = f(x)+A4r(x) (3.9)
seklini alir. Bu da integral denklemin ¢ézimadir. O halde denklemi

saglar.(3.8) denkleminde yerine yazilirsa

b

£+ 2Ar(x)= £ (x) + Ar{x)[ [ () + AAr(e)]s e Jae

olur. Buradan

elde edilir. Boylece

b
l—ﬁj r(t)s(t)dr # 0 olmak Gizere

a

b

[ r(@)s(e)a

A=—t

1- /lj r(t)s(t)dt

a

bulunur. Bu ifadedeki integraller hesaplanarak (3.9) da yerine yazilirsa

A[ £ (e)se)ae
u(x) = f(x)+ —= (3.10)
l—ﬁj r(t)s(t)dr

elde edilir. Bu da (3.8) denkleminin ¢ézimudur.

2
Ornek 3.2:u(x)=sin x + A .[sin xcost ulr)dr (3.11)

0
dejenere gekirdekli integral denklemini ¢dzelim.

r(x)=sin x ve s(t)=cost olmak Uizere verilen integral denklemi
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u(x)=sin x + A sin x | coszu(r)dt

O 10 |y

seklinde yazabiliriz.

A = | cosult)dt

SN

oldugundan ¢ézim
u(x) = sin x + AAsin x (3.12)

olur. Bunu (3.11) de yerine yazarsak

sin x + AAsin x=sin x + A sin x | cosz(sin 7 + AAsin t)dr

o t— |y

bulunur. Bu ifade diizenlenirse

N

T

ON

A= |

2
ostsin tdt + AA J'sintdt
0 0

elde edilir. integraller hesaplandiginda

costsintdt =— ve |[sintdt =1

O N
S Iy

N | =

olur. Béylece A=%+/1A=;/1 bulunur. Bunu (3.12) denkleminde yerine

yazarsak integral denklemin ¢6zimu

u(x)z sin x +sin x Y]

seklinde ortaya cikar.

3.4.Dejenere Cekirdegin Genel Hali1

Dejenere ¢ekirdegin genel hali
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K(x,1)="r(x)s, ()
i=1
seklindedir. Bu gekirdedi
b
u(x) = f(0)+A[ K Cx ()t

Fredholm integral denkleminde yerine yazarsak denklem

u() = £+ A D, (x)s, oy

=l

= £ )+ A[ 5 (x)s, () + 7, ()s, (6)+ .. 7, (x)s, ()hecrrete
sekline gelir. ~.(x)leri integralin digina alir ve

A= j s, (t)ult)dr ; A= j s, (ult)de ;... A = j s, (£ )ule)dr

dersek (3.14) denklemi

u(x)=f(x)+ ﬂ,[Alr1 (x)+ A,r, (x)+ wtAT (x)]

(3.13)

(3.14)

(3.15)

seklini alir. Bu da ¢dézimddr.Yani (3.14) denklemini saglar. Bunu (3.14) te

yerine yazarsak

f(x)+ ﬂ,[Alr1 (x)+ A,r, (x)+ —tAT, (x)]

=f(x)+ ﬂ»j [ (s, ()4 7, (), (0) ot 1, (o), () L (0)+ (AR (1) +-..4 A, ()bt

a

olur. Bu ifade de yine r.(x)ler integral digina alinir, sadelestirmeler yapilir ve

r.(x) fonksiyonlarinin katsayilari birbirine esitlenirse

A =js1 (0)Lf (6)+ A4, (e) + ...+ 2A, 7, (¢)ldr
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b
A,=[ 5, OLF @)+ 247 0)+ ..+ 24, r, (1))ar
bulunur. Bu ifadedeki integraller ayrilip

B= s War, ,B,= 5,0 (s

u= [ 5,000, e =] 5,0 (et

o=, OO, e = [ 5,00 (ki

seklinde duzenlenirse (3.16) bagintisi
A =B + A Ac, +AAc,+...+ A ¢,

A,=B,+ 1 Ajc, +AA,c,+..+ 1A c,,

n

A =B + A1 Ac, +AA,c ,+..+ A c
olur ve bdylece
(1- ¢, )A, — Ac, A, — Acy Ay —...— Ac, A, = B,

In“"n

ey A+ (1= Acy)A, — Ay Ay —...— Ac, A, =B,

2n*"n

......................................................... (3.17)

~Ac, A = Ac,, A, — Ac Ay —...+ (1= ¢, )A, = B
seklinde bir lineer sisteme ulasilir. Bu sistemin katsayilar matrisini D(1)ile

gdsterirsek sistemin ¢dziminin olmasi icin - D(1)# 0 olmalidir. Yani
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dir. D(1)determinantina karakteristik determinant denir. p(41)= Oise integral

denklemin bir ¢6zima vardir. Cramer yontemi geregince A, ¢ézumleri
A =—22 i=1,...,n (3.18)

seklinde elde edilir. Buradaki D,(1) lar D(1) determinantinin i-yinci situnun
kaldirnlarak yerlerine B,,B,,..B, sabitlerinin konulmasi ile olugan matrisin

determinantidir.(3.18) degerleri  (3.15) te yerine yazilirsa u(x) ¢dzimi

bulunur.

. 2z

Ornek3.3:u(x)=1+ ljsin(xﬂ)t(t)dt (3.19)
0

integral denkleminin ¢ézimna bulalim.
K(x,7)=sin(x +7)=sin x coss +sin ¢ cos x
olup burada
’

1 (x): sin (x); T, (x): cos(x) S (t) = cos(t) S, (t): sin (t)

dir. K(x,r) cekirdegini (3.19)da yerine yazar ve diizenlersek

2z 2z
u(x)=1+1|sin x.[costu(t)dt + cosx.[sin tu(r)dr
0 0

olur. Béylece

27 2
A= Icostu(t)dt . A= .[Sin tulr )t
0

0

olmak Uizere buradan
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u(x)=1+ A (A, sin x+ A, cos x) (3.20)

elde edilir.(3.20) yi (3.19) da yazar ve dlizenlersek
27
1+ 1 (A, sin x+ A, cosx)=1+/1j‘sin(x+t) [1+ A(A, sinz+ A, cost)| dt
0

olur. Buradan

2z 2z 2z
A, sin x+ A, cosx =sin x Icostdt+ﬂAl sin x Icostsintdt+ﬂA2 sin x Icosz tdt
0 0 0
2z 2z 2z
+COoSX Isin tdt + AA, cosx Isinztdt+ﬂA2 cos X Icostsin tdt (3.21)
0 0 0
yazilabilir. Diger taraftan
2z 2z 2z 2z
Icostdt=0; Icostsintdt=0; Icosztdt=ﬁ; Isintdt=0;
0 0 0 0

27
Isinztdt=7[
0

olup bu degerler (3.21) de yerine yazilir ve diizenlenirse
A, sin x+ A, cosx = AmA, sin x + AmA, cos x
bulunur. Bdylece
A = ATA,
A, = A,
veya
A —-AmA, =0
A, —AmA, =0
olur. Uygun bir araliktaki her A icin bu sistem saglaniyorsa A, = A, =0 olmak

zorundadir. A, ve A, (3.20) de yazilirsa u(x)=1 ¢6zimii elde edilir.
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3.5.Coziicu Cekirdek(Resolvent)

Bir dnceki kesimde buldugumuz D(A) determinantinda  i.s(tun
kaldirilarak yerlerine B,,B,...B, sabitlerini koymus ve elde edilen
determinantt D.(A) ile g&stermistik. D.(A1) determinantinin i situn

elemanlarina gore acilim yapilir ve bu elemanlara ait escarpanlar A ile

gOsterilirse

A= 2 NpA (3.22)

seklinde olur. B, sabitlerini

B = [ 0) ek

seklinde tanimlamigtik. B, ler (3.22) de yerine yazilirsa
1 &, ¢
Ai=m ;Aﬁ .L[Si(t)f(t)dt
j=1

bulunur. A, ler

n b

u(x)=f(x)+4 Zr[(x) .[si (t Ju(¢ )t
i=1 a

denkleminde yerine yazilirsa

w0 = F()+4 3 r(x) 4
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_ SR ERER ST
=f(x)+4 ;ri(x) D(l)iil Ajil[si(t)f(t)dt
ﬂ b n n
=f@+ 5o j n(x)gAji 5; ()1 ()at (3.23)

bulunur. Diger taraftan

D(x’t;l)= ' r}(s)iAji Si(t)

1l
—

1l
—_

dersek (3.23) esitligi
u(x)—f(x)+ij 6A)f (3.24)
= D(/i) a D(x, .
= f(0)+ zj (o ’”f(t)dt (3.25)

seklinde yazilabilir.

D(x,1; 1)
D(A)

Bu ifade (3.25) te yerine yazilirsa integral denklemin ¢6zimu

Tanim 3.1: R(x,1;4)= ifadesine ¢oziici gekirdek denir.
b
u(x)= )+ A [R(x.1:2)f (e)ar (3.26)

olarak bulunur.

Teorem 3.1:Bir integral denklemin R(x,7;4) ¢6ziicli gekirdegi tektir.
ispat: ispat icin R, veR, gibi iki farkli ¢oziici gekirdek oldugunu kabul

edelim. Bu durumda (3.26) dan

u(x)= 0+ A [ R (x.;A)f (e)ar
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u(x)= f(0)+ A [Ry(x.:2)f (t)ar

yazilabilir. iki baginti taraf tarafa ¢ikarilirsa
b

A J'(R1 (x,t; )= R, (x,1;4))f (¢)dr [=0

olur. 1 #0 ve f(x) =0 oldugundan bu integralin 0 olmasi ancak
R (x,1;4)-R,(x,1;1) =0

olmasi ile mimkandur. Yani
R (x,t;4)=R,(x,1;A)

dir. O halde R(x,1;4) ¢6ziicl cekirdgi tektir.

3.6.itere Cekirdek

Bir integral denklemde K(x,z) g¢ekirdeginin  K,(x.r);K,(x,7)
....;K (x.t)ile gosterilen ve sirasiyla 2. mertebeden; 3.mertebeden;...;n.

mertebeden itere ¢ekirdek olarak adlandirilan baska sekilleri de verilebilir.

Ornegin 2.mertebeden bir itere cekirdek y degisken olmak (izere

b

K, (. 1)= [ K(x, y)K (y,0)y (3:27)

a

seklindedir.3. mertebeden bir itere ¢cekirdek ise benzer olarak

b

K, (x.1)= [ K(x, y)K, (y.0)y

a
b

b
= [ Koy )| [ Ko 22 )K (vy)dy, (dy,

a

Q C— >

b
.[K(y, )’1)K()’1’)’2)K()’2’t)d)’2d)’1
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seklinde yazilabilir. islemlere devam edilirse n. mertebeden bir itere cekirdek

O-1f-

K(x,5,) K (5 9,)-K(y,.t)dydy,..dy,_,

n'——,w
m'——,v

n—1 tane
olur.

m ven pozitif tamsayilar olmak Uzere bir itere gekirdedi

b

Km+n (x’t)=.[Km (x’y)Kn (y?t)dy

seklinde de gosterebiliriz. Bu bagintilarda goéruldigu gibi itere ¢ekirdekteki
integral sayisi degiskenlerin sayisina esgittir.
Ornek3.4:a=-1ve b=1 olmak lizere K(x,r)=x—¢ fonksiyonu igin itere
cekirdekleri bulalim.
K, (x,1)= K(x,t)=x—1,
I

Kz(x,t)z .I[K(x,s)K(l)(s,t)ds .[(x—s)(s —t)ds =.1[(xs —xt—s’ +st)ds

-1 -1 -1

=—2xt—g,
3

K,(x,1)= .I[K()c,s)K2 (s,¢)ds = .lf(x— s)(— 2st ——jds= M,

-1

K, (x.1)= jz<()1< (s.1)ds = I (e~ {%ﬁj‘lg[fﬂ

Ks(x,t)z .[K X, K( )(s t)ds=:1[(x—s)§[xt+§jds=%(x—t)

K, (x,t)z jK(x,s)K(S)(s,t)ds=:1[(x— s)?(x—t)ds=—%[xt+%j

1

islemlere bu sekilde devam edilirse k =1,...,n olmak Uzere
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4 k-1
n =2k -1ligin KZ’H(X’I):[_SJ (x—1)

1)~ 2k-1
n =2k igin Kz,((x,t):%[xﬁéj

bulunur.

Ornek3.5:a =0 ve bz% olmak Uzere K(x,f)=sin(x—1¢) icin K, (x,z)

ve K, (x,t) itere gekirdeklerini bulalim

Kl(x,t)=K(x,t)=sin(x—t)

K, (x,t)=| K (x, s)K1 (s,2)ds

oty

=.2[sin(x —s)sin (s —t)ds

O o | N
o | =

[cos(x— s—s+t)—cos(x—s+s —t)]ds

=i[2$in(x+ t)—mcos(x—1)]
bulunur.

Ornek 3.6:a =0 ve b =1 icin

x+t 0<x<t
K(x,t)=
x—t ;t<x<l1

olmak (izere. K, (x,z) ve K,(x,t) itere cekirdeklerini bulalim.

Kl(x,t)=K(x,t),

K, (x,t)=.[K(x,s)K(s,t)ds
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olup K(x,r) cekirdek fonksiyonu simetrik olmadigl icin x<r ve r<ux

durumlarini ayri ayri inceleyelim.

x <t hali: x <t iken Ug¢ farkli durum s6z konusudur. Yani

O<s<x<rt<l icin gekirdek 7,,
O<x<s<t<l icin cekirdek 1,,
O<x<t<s<l icin cekirdek 1,

olsun. O halde x<r halinde Ustteki ifadeden k,(x,r)=1,+1,+1, olarak

alinabilir. Buradan

3 2
(x—s)(s+t)ds=%+x—t,

I, =
2

1

O ey

0 0 3xt> 57 3xt 5x°
L=\ (x+s)\s+1t)ds = +xt+st+s)ds = =
5 .[ (x s)(s ) s .[ (xs Xt+st+s )ds ) p > p

1 1 2 3
xt© X t 1
L=|(x+s)s—t)ds=|lxs—xt+s° —stjds=———+—+=—xt ——+—,
L e
bulunur. Béylece k, (x,) ¢ekirdegi
4x° 1
K, (r)=t> —— T S S S A
2 2 3

olarak elde edilir.

t<x hali: Yine G¢ farkh durum séz konusudur. Tamamen benzer

sekilde
O<s<r<xx<l icin cekirdek 1,,
O<t<s<xx<l icin ¢cekirdek 1,,
O<s<r<x<l icin ¢ekirdek 1,

olmak lzere k,(x,1)=1,+1,+1, yazilabilir.Bdylece
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1 1
13=.[(x+s)(s—t)ds=.[(xs—xt+s2 —st)ds=—%x3+%x t+x_t—xt+§,

. 2 _ 1
olup r<x igin &, (x,¢)=1,+1,+1;=—1’ _§x3+4xt2+x2t—)€t+-x2t+§

elde edilir.

3.7.Ardisik Yaklasikliklar Metodu

u(x) = f(0)+ A[ K (x ()t (3.28)

integral denkleminin ilk yaklagimi olarak A =0 durumunu alalim.
A=0 igin u(x)=f(x)=¢,(x)
tir. Bunu u,(x) ile gdstererek (3.28) in sag tarafinda yerine yazalim. Elde

edilen yeni fonksiyon u,(x) olsun.Yani
b
u,(x) = £ () + A| K(x,0ug (1)t (3.29)
dir. Diger taraftan
b
[ K xuy (1)dt = ¢, (x) (3.30)

denilirse (3.29) ifadesi
u, (x) = f () + A9, (x)

ve f(x)=¢,(x) oldugu igin
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u, (x) :¢o(x)+l¢1(x) (3.31)

yazilabilir. u,(x) i ¢dziim olarak (3.28) de tekrar kullanirsak
b
u, (x) = f(0)+ A[ K (e 0u, (1)t (3.32)
elde edilir. (3.31) ifadesi (3.32) de yerine yazilirsa

0, (x) = 6, (x) + A[ K (x,0)(@y (1) + 26, ()t

= ¢, (x)+ /1.[ K (x,0)¢, (¢ )dt + /12.[K(x,t)¢l (¢)dr (3.33)
olur. Diger taraftan
0, (x)= K (x.0, ())dt (3.34)

diyelim.(3.34) ve (3.31) esitlikliklerini (3.33) esitliginde yerine yazilirsa
w, (x)=uy (x)+ 4 ¢, (x)+ 2 ¢, (x)
elde edilir. islemlere benzer sekilde devam edilirse
u, (x)=u,(x)+ 2 ¢, (x)+ 2 8,(x)+...+ 2" ¢ (x) (3.35)

serisi bulunur. Burada
b
¢ (x) = j K0, (t)d (n=12..) (3.36)

dir.Bdylece (3.28) den
u(x)=u,(x)+ 1 ¢,(x)+ 2 ¢, (x)+...+ 2" @ (x)+... (3.37)

serisi elde edilir. O halde
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tir. A nin mutlak degeri yeterince kiguk olursa (3.37) serisi diizgin yakinsak
olur. Bu serinin limiti de integral denklemin ¢ézim0 olur.Simdi (3.37) serisinin

hangi kosullar altinda yakinsak oldugunu inceleyelim.

f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda sirekli oldugundan sinirli bir

fonksiyondur. Yani

|flx)<A
olacak sekilde bir A reel sayisi vardir.K(x,r) fonksiyonu da a<x,r<bh
araliginda surekli bir fonksiyondur. Ayni sekilde

K (x,t) <M
olacak sekilde bir M sayisi vardir. Diger taraftan (3.36) bagintisini gbz
6ndne alirsak

|6, (x) < A ve |g,(x) < MA(b—a)

oldugu gérallr. Ayrica
b
9, (x)=[ K (x,0) (1)t

oldugundan
|6, (x) < M*Ab—a)’

yazilabilir. islemlere devam edilirse

b

[ K1), (1)

a

<MAM" ' (b—a) "' (b—a)=M"A(b-a)"

9, (x)=

yazilabilir. Bdylece

A+|2| AM(b—a)+| 2| AM*(b—af +...+|X| AM"(b-a)'+... (3.38)

serisi elde eilir. Bu seri (3.37) serisinin majorantidir. Bu seride || M (b—a)
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ifadesi her terimde ortaktir. Bunu ¢ ile gbsterip ifadeyi A parantezine alirsak
A (1+q+q2 +..+q" +)
seklinde bir geometrik seri elde ederiz. Bu serinin yakinsak olmasi igin |q| <1
olmalidir. Yani
|q|=|/1| M(b-a)<l
veya buradan

1

|/1|<M(b—a)

(3.39)

esitsizligi saglanmalidir. Eger A sayilan (3.39) esitsizligi saglanacak sekilde
secilirse (3.38) serisi yakinsak olur.Béylece karsilastirma kriterinden dolayi
(3.37) serisi yakinsak olur.Sonug olarak (3.37) serisinin toplami da integral
denklemin ¢6zimani verir.(3.39) sarti yakinsaklk icin yeterli, fakat gerekli

degildir.
1

Ornek 3.7: u(x)=1+ Ixtzu(t)clt (3.40)
0

integral denklemini ardisik yaklasikliklar yéntemi ile ¢ézelim. (3.29) , (3.33),

(3.35) ve (3.36) dan

1
ul(x)=1+xjt21dt=1+§,
0

3

1
u3(x)=1+xjt2 1+1 l+ll dt=1+x[l+ll+li2j,
3 34 3 34 34

1
”z(x)=1+xjt2[1+§jdt=l+x[l+%ij,
0
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1 11 11 11
w,(xX)=1+x -+~ + -+t |,
3 34 34 34"

x 1 1 1
=l+— | l+—+—+..+—+..
3 4 4 4

bulunur.r = i <1 igin parantez i¢inde ki geometrik seri yakinsak olup buradan

¢6zimu elde edilir.

3.8.Ardisik Yaklasikliklar Yontemindeki Coziimiin Tekligi
b
Teorem 3.2: u(x) = f (x)+ A[ K (x,u(r)dt (3.41)

integral denklemi verilsin ve

a) A sabit ve |/1|<;
M

_a)
b) f(x)#0 ve [a,b] araliginda siirekli
c) |[K(x.t) <M veK(x,t)#0

kosullarinin saglandigini varsayalim. Bu takdirde (3.41) integral denkleminin

tek bir u(x) ¢6zimi vardir.
ispat: (3.41) denkleminin u,(x) veu,(x) gibi farkli iki ¢dzimiinin oldugunu

kabul edelim. Yani

u,(x) = £ () + A K(x, 0, (0)dt (3.42)

u, (x) = f () + A K(x.0u, (1)t (3.43)

olsun. Bu iki esitlik taraf tarafa ¢ikarilirsa
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()10, (6) = 2] K Ce. 0t (0) 1 (e
bulunur. u,(x)-u,(x)=v(x) diyelim. O halde
v(x)=/1j K (x,t)w(r)dt

dir.u,(x) # u,(x) oldugundan v(x)=0 dir. v(x) in mutlak degerinin karesi

alinip Schwartz Esitsizligi uygulanirsa

|v()c)|2 <|/1|2 jﬂK(x,t)

’ dtjﬂv (1) ar

olur. Buradan x e gére integral alinirsa
b 2

ﬂv(x)i dx < |/1|2 M? (b—a)2 jﬂv(t)‘z dt

a

yazilabilir. Buradan

[1—|/1|2M2(b—a)2} .ﬂv(x)| dx <0 (3.44)

a

elde edilir. a) sartindan dolay! |4 M (b—a)<1dir,yani
1-|A] M*(b—a)" >0

dir.(3.44)0n saglanmasi igin

jﬂv(x)i dx <0

a

olmalidir. Fakat pozitif bir fonksiyonun integrali negatif olamiyacagi icin bu

bir celiskidir, dolayisiyla  v(x)=0 olmalidir.Yani her x igin

ul(x)=u2(x)

bulunur. Bdylece ispat tamamlanmis olur.
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3.9.Neumann Serisi

u(x) = f () + A[ K Cx ()t (3.45)

integral denklemine ardisik yaklasikliklar ydntemini uygulayalim.
iy (x) = f(x)

alinip (3.45) denkleminde yazilirsa
b
u,(x) = £(x) + A K(x,0)f (0)dt
bulunur. Ote yandan  =¢, igin
b
u,(x) = £(x) + A KCxet)f (2,)dt,
elde edilir. Tekrar bunu (3.45) denkleminde kullanirsak

u,(x) = fO)+ A KCen)| £0)+ A K(e1,)f (e,)de, |t

= f(x)+le(x,t)f(t)dt+/12.”K(x,t)K(t,tl )f (t,)dr,dr  (3.46)

olur. Diger taraftan
b
K, (x,t1)=.[K(x,t)K(t,tl )dt
oldugundan (3.46) ifadesi
b b
u, (x) = f(0)+ A[ KGO f (Odt+ 2 [ K (., ) £ (2, ), (3.47)

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde u,(x) hesaplanirsa

uy (x)= £ )+ Af Ko f @)t + 2 [ Koy (1, )£ (1 )ty + 2 [ Ky (e, )£ (1 )dr, - (3.48)
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bulunur. Béylece t, yerine ¢ yazip iglemlere devam edilirse
b b b
u, ()= f )+ A[ KO f Ode+ 2 [ Ky (1) f(0)de +..+ 2 [ K, (x,0)f ()dr (3.49)

elde edilir. Ayrica

oldugunu biliyoruz. Buradan

n—oo n—oo

(x)=tim u, ()= Tim | £+ A K ()P lekde +..+ 2 [ K, (e, ()

=f(x)+iﬂ”jK(n)(x,t)f(t)dt (3.50)

bulunur.

Tanim 3.2:(3.50) serisine Neumann ya da Liouville serisi denir.

|f(x) <A ve |K(x,t) <M olacak sekilde Ave M

pozitif reel sayilari varsa (3.50) serisinin yakinsak oldugunu biliyoruz. Simdi

hangi kosullar altinda (3.50) serisinin yakinsak oldugunu arastiralim.

b

in(x,t)f(t)dt

a

< |/1| MA|b - a|

esitsizliginden hareketle 2.mertebeden itere gekirdek igin
‘K(Z)(x,t)‘<M2|b—a| ,

olmak Uzere

<|¥’|m>Alp-af

/IZJ'K(Z) (x,2) f (¢ )dt

esitsizligi yazilabilir. Bdyle devam edilirse
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n

<|A"IM"Alb—a

l”jK(n) (x,2) f(¢)dt

bulunur. Bdylece
S [ Ky (et (1) < N[iw(b-aj } (3.51)

yazilabilir.g=AM (b —a) denirse
q=|AM(b-a)<1
olmasi halinde (3.51) in saginda ki geometrik seri yakinsak olur. Bu kosulu

daha 6nce

1

|/1|<M(b—a)

(3.52)

olarak belirtmistik. Bu durumda (3.50) Neumann serisi de yakinsak olur.

(3.52) ile verilen yakinsaklik araligi daha da genisletilebilir.

B= \/jjiKz(x,t)dxdt (3.53)

a

olmak Uzere integral hesabin ortalama deger teoremine gbre

b b
B :\/I.[Kz(x,t)dxdt <Mb-a)
yazilabileceginden
A<t (3.54)
B

icin  (3.50) serisi yine yakinsak olur. Glinkli |K(x,t)<M degeri karesel

bdlgenin bir noktasinda buyuk bir deger alarak M yi blyUtebilir ve

1

|/1|<M(b—a)
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ifadesinde A y1 kuicltebilir. Fakat (3.53) integrali hacmi verdiginden
genellikle
B<M(b—-a)

olur. O halde
A<
B
den A i¢in daha blyUk bir deger elde edilir.
1
Ornek 3.8: u(x)=2x+ lsztu(t)dt
0
integral denkleminin yakinsaklik araligini genigletelim.
A< =[<-~ = |2|<1 olup
M(b-a) 1.1

11 11 2 1
B= (xzt)z dxdt ={ x4t2dxdt} =—
[ ]
elde edilir. A< = 1A<15

olur ve bdylece yakinsaklik araligi daha da geniglemis olur.

3.10.Coziicu Cekirdegin Ardisik Cekirdekler Yardimiyla Olusturulmasi

b
u(x) = f(0)+ A[ K Cx tu(r)dt

integral denklemini ardisik yaklasikliklar yéntemi ile ¢dzerken
) = f)+ A6, (x) (3.55)
n=1

serisini elde etmistik. Burada
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6, (x)=[ K (x.009, ()t ,
6, (x)= [ K(x.000,()dt = [ K ) (x.0)f (1)t

0. (x)= [ K (x,00, (dt = [ Ky (x,0f ()t

olmak (izere ¢,(x)fonksiyonlari itere gekirdekler yardimiyla belirtilebilir.

b

K(n) ('x’ t) = .[ K('x’ tl )K(n—l) (tl 4 t)dtl

a

olmak Gzere (3.55)serisini
u(x) = £+ A 6, (1) (3.56)

olarak alabiliriz. Burada

oo

28, =9, (x)+ 2 8, (x)+..+ 27 4, (x)+...

n=l1

b b b
=[K (.0 f (dt+ 4 [ Ky (x.0)f @)t +...+ A7 [ K, (x.0)f ()t +...

b

=J‘[K1 (x,2)+ AK, (x,0) 4o+ 27K (,0) +.. F (1)t

a

dir.

Tamim 3.3:R(x.1: )= > K, (x.0)2" (3.57)

n=l1

ifadesine K(x,7) cekirdek fonksiyonunun Neumann Serisi denir. Bu seri

B= \/jjil{z(x,t)dxdt

olmak Uzere
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1
A<= 3.58
A< (3.58)
icin yakinsaktir. R(x,7; A1) resolvantini (3.56) da yerine yazarsak
b
u(x) = f(x)+A[ R(x.t; A)f ()t

ifadesi ¢6zUm olarak bulunur. Resolvant (3.58) sarti icin yakinsak olmakla

beraber
>
B
icin de integral denklemin ¢6zUmu var olabilir.

1
Ornek 3.9: u(x)=1+ lju(t)dt
0

integral denkleminde K(x,z) =1 ve dolayisiyla

o — —

BZ=.1[ szxdt=.1[.1[dxdt=1
0 00

ve |/1|<% den |4|<1 igin (3.56) serisi yakinsaktir. Diger yandan bu denklem
|4]>1 igin de ¢ozilebilir.
A#lise u(x)=ﬁ fonksiyonu verilen integral denklemin ¢dziimiiddir.

Bazi Fredholm denklemleri i¢cin Neumann Serisi A nin her degeri igin

¢OzUcu ¢ekirdege yakinsar.

3.11.0rtogonal Cekirdekler

Tanim 3.4:K(x,7) ve L(x,z) gibi iki cekirdek alalim.a < x,r<b olmak lzere x

ve tnin belli degerleri igin
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b

Kl ez =0, [ v, 2K (2. 1)dz =0

sartlari saglaniyorsa [a,b]x[a,b] karesel bolgesinde  K(x,z) veL(x,?)
cekirdeklerine ortogonal (dik) tir denir.
Sonug: K(x,7) ve L(x,t) iki cekirdek olmak (izere bu cekirdeklerden biri iki
degiskene gore tek, digeri iki degiskene gbre cift ise simetrik aralik Gzerinde
ortogonaldirler. Yani

L(-x,t)=-L(x,?)

L(x,—t)=-L(x,1)

K(-x,1)=K(x,1)

K(x—t)=K(x,1)
sartlarl saglaniyorsa K(x,7) ve L(x,t) cekirdekleri ortogonaldir. Yani

b

[ Kl etz =0, | Ll K (z.0)de =0

-b

dir.
Ornek 3.10: K(x,7)=xt veL(x,r)=x"t*cekirdekleri [-11]x[-11] karesel

bdlgesinde ortogonaldir. Gergcekten

1 1
IK(X,Z)L(z,t)dz = Ixzz4t4dz =0
el

-1
1

1
IL(x,z)K(z,t)dz = .[x4z4ztdz =0
-1

-1

olduklarindan verilen karesel bdlgede  K(x,r) ve L(x,r) ortogonaldir.
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Kendi kendine dik olan ¢ekirdekler de vardir. Bu durumda »>2 olmak
lzere K, (x,r)=0 olur ve ¢bziicli ¢ekirdek K(x,z) ye esittir. O halde
Neumann Serisi yalniz bir terimden ibarettir ve A nin her degeri igin
yakinsaktir.

Ornek 3.11: K(x,t)=sin(x—2r);0<x <27, 0<:<2z olsun.

2

.[K(x, z)K(z,t)dz = 2fsin (x— 2z)sin(z - 2t)dz

0
1 2

=E .“cos(x—3z+ 2t)— cos(x — 2t —z)]dz
0

27

K—%)sm(x—3z+ 2t)+sin(x— 2t — z)}

0

Yani R(x,r;4) =sin(x—2¢) dir ve Neumann serisi A nin her degeri icin
yakinsaktir.

Teorem 3.3:Eger M (x,7) ve N(x,t) cekirdekleri ortogonal ise K(x,t)=M +N
cekirdegine karsilik gelen R(x,r;4) ¢6zlicl cekirdegi; M (x,t) ¢dzici
cekirdegine karsilk gelen R, (x,r;4) ¢dziicli cekirdegi ile N(x,z) ¢dzici
cekirdegine karsilik gelen R, (x,7;4) ¢oziicl gekirdeginin toplamina esittir.
Ornek 3.12: K(x,t)=xt+x**, a=-1,b=1

cekirdegi icin ¢éziicl cekirdegi bulalim.

M(x,t)=xt veN(x,r)=x*t* cekirdeklerinin [-11]x[-1]1] karesinde

ortogonal olduklarini daha énce gdstermistik. K(x,r) cekirdeginin ¢dziici
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cekirdegi M (x,t) ve N(x,t) cekirdeklerinin ¢dziicii cekirdeklerinin toplamina

esittir. Gergekten

oo

R, (x,t;l):ZM(n)(x,t)l”_l =M, (x,0)+ A M, (x,0)+..+ 27 M (x,1)+...

M, (x,1)= [ xt,t,td, =%xt

|
M, (x t)—jxt 2t =2 =[2 th
3 4 - 131 1_9 3

ve

2 n—1
Ry, (x,t;l)={1+lg+}3[gj +...+l”“[gj +...:|xt
3 3 3

olup parantezin igi r :%/1 olan bir geometrik seridir.r <1 igin seri yakinsaktir

3xt
3-24

ve yakinsadigi deger S -3 dirOhalde R (x,1;4) = dir.
M3-22 Y

Diger taraftan

oo

R, (x,t;l)=ZN(n)(x,t)l"_l =N,(x,1)+ A N,(x,t)+..+ 7' N, (x,1)+...
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bulunur.O halde

2 n—1
RN(x,t;l)=|:1+gi+[gj 12+...+[2j l”“+..] x*t?
9 9 9

olup kdseli parantezin ici ortak carpani r:% olan geometrik seridir.r <1
oldugundan bu seri de yakinsaktir.Serinin toplami S, =9%d|r.

Ox*t!

Yani R, (x,1;1)= dir.Teoremde 3.3 ten dolay!

R(x,t;A)=R,, (x.t; 1)+ R, (x,1; 4)

3xt +9x4t4
3-24 9-24

R(x,t;l):
bulunur. Simdi ¢6zimUn yakinsaklik arahgini inceleyelim.
b b b b b b
BZ=”K2(x,t)dxdt=”M2(x,t)dxdt+”N2(x,t)dxd;

oldugunu biliyoruz. Buradan

.ﬁM > (x, dxdt = .1[ .1[ (xt)’dxdr =§ ve

aa —1-1

i 2 [ 4,4\ 4
.”N (x,t)dxdt=.[.[(x t )dth=§

aa —1-1

elde edilir. Bdylece

4 40 40

4
=4+ —=—
9

2

81 81 9
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bulunur. |/1|<% igin ¢6z(im yakinsak olacagindan

|/1|<L igin ¢6z(im yakinsaktir.

J40

3.12.Fredholm Metodu

Bu kesimde homojen olmayan Fredholm integral denklemleri icin bir

¢6zUm metodu inceleyecegiz.

Riemann anlaminda ki integral kavramindan da bilindigi gibi bir

toplamin limiti

im 3 (5 )Ax, [ ke, & =22

L
n—oo i f n

seklindedir. Simdi
b
u(x) = f(0)+ A[ K (x 0yt (3.59)

integral denklemini inceliyelim. f(x) ve K(x,r) fonksiyonlari sifirdan farkli
olsunlar. (a,b) araligini t degiskenine gére

b—a

n

t,=a,t,=a+Ar,t;=a+2At,....t, =a+(n—1)At=b,Ar =

seklinde n parcaya bélelim. K (x,z) u(r) carpiminin bir yaklasik degeri
K(x,t) u(t) = K(x,tl) u(t1)+K(x,t2 ) u(t2 )+...+ K(x,tn ) u(tn)
seklinde yazilabilir. Ar=dr yazilabileceginden sol yani dr ile ¢arpip integrale

gecelim. Bu durumda sag yanin Ar ile carpiminin bir yaklasik degerini

buluruz. Buna gére

Km0t =K (e, o)+ Kt ey ) o+ K o, le, Yo
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olur. Bunu (3.59) de yazarsak
u(x) = f(x)+ AAr [K(x, 1, )u(e,)+ K (e, Jult, )+ ..+ K,z Jult,)]
bulunur. Ayni iglemleri x icin de yaparsak

b—a

n

X, =a,X,=a+Ax,x;=a+2Ax,....,x, =a+(n—1)Ax=b, Ax=

ve Ar=Ar=2"¢

=A olmak lzere (3.60) dan
n

u(x,) = f(x)+AA [K(x, 0 )ule,)+ K(x.t, Jult,)+ ..+ K(x,. 1, Jult,)]
u(x,)) = £(x,)+ AA [K(x, 1 )u(e,)+ K (xy 0, Jult, )+ ...+ K(x, 1, Ju(t, )]
u(x,) = f(x)+AA[K(x, 0 )ult,)+ K(x, .0, ult,)+ ...+ K(x, 1, ulz, )]
elde edilir.i=1,2,...,n; j=12,...,n olmak lzere
u(x,)=u;ult,)=u,; f(x,)= fl.;K(xi,tj)=K[j
dénlstmlerini yaparsak Ustteki sistem
u,=f, + AA[K u, + K yu, +...+ K, u, ]
wy= f, + AN[K yu, + Kpyuy +..+ Ky u, |

u,=f, +AAK u, + K ju, +..+ K, u]

olarak yazilabilir. Bu sistem yeniden diizenlenirse

(1— AAK |, Ju, - AAK iy - ANK us-...- AAK, u, = f,

1n"n

— AAK yu, + (1= AAK ) Ju, - AAK pu,-...- AAK , u, = f,

2n""n

— AAK ju, - ANK i, + (1= AAK , Juy-...- AAK  u, = f,

3n"n

—AAK u, - ANK ,u,- AAK uy-...+(1- AAK, Ju, = f,
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sistemi elde edilir. Bu sistemin Cramer yontemi ile ¢bzUllebilmesi igin
katsayllar determinantinin  sifirdan farkl olmasi  gerekir.Katsayilar

determinantini A(1) ile gdsterelim.Yani

1-AAK,, —AAK,, —AAK, ..-AAK,

—AAK, 1-AAK,, —AAK,, ..—AAK,,

A(A) (3.62)

olur.n parametresine bagli A(4) determinanti n— o icin sonsuz satirli ve
sonsuz sUtunlu bir determinant olarak dasdndlebilir. Bu tir determinantlara
Fredholm determinantlari denir. Diger taraftan

lim A(1)=D(A) (3.63)

n—eo

diyelim.A(1) determinantt A nin n-yinci dereceden bir polinomu olarak

acilirsa
202 0 |K. K 343 K K; Ky
AA & AN SR Ky AN
A(}“)1'T; T i N S TR K Ky Ky
J= ! ,{j Kki Kkj Kkk

elde edilir. n— « igin hesaplamada bu acilimA ya gbére bir Ustel seriye

déniisir. A(4) determinantinda i-yinci siitun elemanlarinin  kaldirilarak
yerlerine f, fonksiyonlarinin konmasiyla bulunan determinantlari A.(4) ile

gOsterirsek

A ()= RS (3.64)

yazilabilir.n — o icin limit alindiginda (3.64) de sonsuz satirli ve sonsuz

sUtunlu bir determinant olarak Fredholm determinanti olur. Béylece
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lim A.(1)=D(x,1;A)

n—oo !
denilirse

D(x,1; 1)
D(A)

yazilabilir. Bu deger (3.26) de yerine yazilirsa

R(x,1;4)=

D(x,7; 1)

u(x)=f(x)+ A | E)(/i) £(t)dt
veya
_ A (e
u(x) = f(x)+ o) j D(x,t; A) 7 (t)dt

olur. Simdi D(1) ve D(x,1;4) ifadelerinin nasil hesaplanacagini
inceleyelim.(3.63) geregince A(4) aciiminda Z isaretleri yerine integraller

yazilirsa

D(4)=lim A(A):l—%zK(tl,tl)dtﬁl—ﬁ

n—eo

t
)dtl...dt ... (3.65)

olur.n-yinci terimdeki n katli integral A, ile gbsterilirse (3.65) ifadesi kisaca
_ N (_1)" n
D(A)=1+3 ~— A4, (3.66)
n=1 n.

olarak ifade edilebilir. Benzer diisiinceyle A.(4) aciliminda toplam yerine

alinip yine n. terimindeki n katl integral B, ile gosterilirse
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b BIK(t,,t) K(t,.t,) K(t,,t Kz,
Bn(x,t)z.[ .[ (1 ) (1 1) (1 2) (1 n) dtl...dtn (3.67)
K(tn’t) K(tn’tl) K(tn’IZ) K(tn’tn
olacagindan
D(x.1; )= > (3.68)

n=l1
elde edilir. D(A) ifadesine Fredholm Determinanti ;D(x,7;1) ifadesine ise

Fredholmun 1.Minérii denir. Eger K(x,t) cekirdek fonksiyonu sinirli ve

b b
.” K (x,t)dxdt

integrali sonlu ise D(A1) veD(x,;;A1) serileri A nin her degeri icin
yakinsaktirlar. Ayrica4 nin tam degerleri igin birer analitik fonksiyon temsil

ederler. Buna gobre .

R(x,1;4)=

resolvanti da D(1) #0 i¢in A nin bir analitik fonksiyonudur. Eger A = 4,icin
D(4,)=0 oluyorsa R(x,;;4) nin bir kutbu var demektir. Resolvant
hesaplandiktan sonra

A ip

u(x) = f(x)+ p()

b
.[ x, ;) f
bagintisi ile integral denklem ¢ézllUr.

3.13.0zdegerler ve Ozfonksiyonlar

u(x) =0 fonksiyonu
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u(x) = A K (x,0u(t)dt (3.69)

formundaki 2 tipten homojen Fredholm integral denkleminin daima bir asikar
¢6zUmudur.

Ancak A parametresinin bazi degerleri icin 6zdes olarak sifir olmayan
bazi ¢ézUmleri olabilir. 4 parametresinin bu degerlerine (3.69) denkleminin
veya K(x,r) cekirdeginin karakteristik sayilari denir. Bu karakteristik sayilara

karsilik gelen sifirdan farkli ¢6zimlere de 6zfonksiyon denir.

K(x,r) cekirde§i [a,b]x[a,b] Kkaresinde siirekli veya bu karede
kuadratik olarak toplanabilir ise her A karakteristik sayisina sonlu sayida

lineer bagimsiz Ozfonksiyon karsilik gelir. Bu fonksiyonlarin sayisina

karakteristik denklemin indeksi denir.

u(x)=/1j{iri(x)si (t)}u(t)dt (3.70)

" 1=0 (3.71)

cebirsel denkeminin kokleridir. D(1)determinanti

(1= ¢, )A, = Acy, A, — A, Ay —...— Ac,, A, =0

In®"n

ey A+ (1= Acy)A, — Ay Ay —...— Acy A, =0

2n " n

......................................................... (3.72)
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lineer, homojen cebirsel denklem sisteminin katsayilar determinantidir. Eger

(3.71) denkleminin p (1< p<n) adet kokii varsa (3.70 ) denkleminin p
tane karakteristik sayisi vardir. Her A (m =1,2,...p) karakteristik sayisi (3.72)

sisteminin sifirdan farkli

A — AV AW AV

n

A, — A AP, Al

P n
¢6zUmlerine karsilik gelir.(3.70) integral denkleminin bu ¢dzimlere kargilik

gelen sifirdan farkl ¢6zimleri yani 6zfonksiyonlari

n

u1<x>=gAf)ak<x> , u2<x>=gfx9ak (), (1) =3 ANa, ()

k=

—_

seklinde olur. Dejenere cekirdekli integral denkleminin en fazla n tane

karakteristik sayisi ve bunlara kargilik gelen n tane 6zfonksiyonu vardir.

Her bir A ya karsilik gelen u(x) karakteristik fonksiyonunun bir ¢ sabit

kati da karakteristik fonksiyondur.

V4

Ornek 3.13:u(x)=/1.[ (c052 xcos 2t + cos3xcos’ t)u(t)dt (3.73)
0

homojen integral denkleminin karakteristik sayilarini ve 6zfonksiyonlarini

bulalim.

u(x)=Acos? xjf (cos 2 )u(t )t + /1cos3xjf (cos3 t)u(t)dt

0

olmak Uzere

A=

= ]

(cos 2t)u(t)dt VEeA,= T (cos3 t)u(t)dt
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déndstmlerini yaparsak
u(x)=Acos® xA, + A,Acos3x

bulunur. Bunu (3.73) te yerine yazarsak

V4

Acos® xA, + A, Acos3x = Acos’ x.[ cos2t) ﬂA cos’ t+ A, cos3t)dt+

0

/1cos3xjf (cos3 t)(/lA1 cos’ t + AA, cos 3t}lt

0

olur. Diger taraftan

A = /iAl.[cos 2t cos’ tdt +/1A2.[c052tcos3tdt = A, %+2A2.0,
0 0

A, = /iAl.[cos3 tcos’ tdt+/1A2.[cos3 tcos3tdt =1A, 0 + 1A, %
0 0

bulunur. Bdylece
A[l—%’[j 0,4, [1—}“—9 0 (3.74)

elde edilir. Bu denklem sistemine Karsilik gelenD(1) determinantini

hesaplayip sifira esitlersek

1-2% 9
4 L0
0 1- 2%

8

olup ve buradan da karakteristik degerler

A= en =8
/4 /4
olarak bulunur. Bu A degerlerini (3.74) de yerine yazarsak bunlara kargilik

gelen 6zfonksiyon A, =0 oldugu i¢in sadece

u(x)= Adcos® x
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seklinde elde edilir.
b
u(x) =1 J' K (x,Hu(t)dt

homojen Fredholm denklemi herhangi bir 6zdegere ve 6zfonksiyona sahip
olmayabilir. Sadece u(x)=0 ¢dziimiine yani asikar ¢dziime sahip olabilir.
Asikar ¢6zim olmasi A, nin hesabindaki integrallerin hepsinin sifira esit

olmasiyla mimkindur.

1
(“)I‘nek3.14:u(x)=ﬂj(\/;t—\/;x)A(t)dt denkleminin karakteristik sayisi ve 6z

0

fonksiyonu yoktur. Gergekten

A = Itu(t)dt, A, =.[\/;u(t)dt (3.75)

u(x)=A1/1\/;-Azlx (3.76)

olup (3.76) ; (3.75) te yerine yazilir ve iglemler yapilirsa

[l—z—leﬁiAz =0
5 3

—iA1 +[1+2—}“jA2 =0 (3.77)
2 5

sistemi elde edilir. Bu sistemin determinanti

1_? % 2
D(4)= =1+—
() A 24 150
- 1+ —
2 5

bulunur.Bu da sifira esit olamayacagi i¢cin A, = A, =0 elde ederiz.Yani bu

integral denklemin A nin her degeri icin u(x)=0 dan baska ¢éziimii yoktur.

62



Tanim 3.5: Bir integral denkleminin K (x,7) cekirdegi K(x,r)=K(z,x)) esitligini
sagliyorsa K(x,z) cekirdegine simetrik cekirdek denir. Cekirdegi simetrik olan
integral denklemlere de simetrik denklem denir.

3.14.Volterra integral Denklemleri

Tanim 3.6:u(x) bilinmeyen, K(x,1) cekirdek fonksiyonu olmak lizere
u(x) = f(x)+ A[ K(x,0u(r)dt (3.78)

seklindeki integral denkleme 2.tip homojen olmayan lineer Volterra
integral denklemi denir. Eger (3.78) de

f(x)=0ise
u(x) = ﬂj. K(x,0)u(t)dt (3.79)

denklemine 2.tip lineer homojen Volterra integral denklemi denir.(3.79)
tipindeki denklemler genellikle diferensiyel denkleme donustirilerek

cbzdlurler.

3.15.Volterra integral Denkleminde Resolvant

Bu kesimde 0<x<a,0<r<xicin  K(x,r) ve 0<x<a icin f(x)

fonksiyonu sirekli olmak tzere
u(x) = f(x)+ A[ K (x, 0u()dt (3.80)
0

2.tip Volterra integral denkleminin

u(x)=uy(x) + A u, (x)+ Au, (x)+ .o+ 'u, (x)+... (3.81)
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formunda bir kuvvet serisi seklinde ¢6zUminU arastiracagiz. Bu seriyi (3.80)
denkleminde yerine yazarsak

g (x)+ A, (x)+ Py (x)+ 4 Au, (x)+ ..
=f(x)+ /1.? K()c,t)[u0 (x)+ Au, (x)+ Au, (x)+..+ Au, (x)+ ]dt (3.82)

elde edilir.(3.82) nin sag yanini dizenleyip Anin kuvvetlerine gbére her iki

yani esitlersek

elde edilir. u,(x) ifadesini u,(x) te yerine yazar ve bu islemleri ardi ardina

yaparsak
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u, (x)=.X[K(n)(x,t)f(t)dt n=12,...

elde edilir. Bulunan K(n)(x,t) fonksiyonlarina itere cekirdekler veya ardisik

cekirdekler denir. Ayrica bu cekirdekler
K, (x,t) = K(x,t)

K(n+1)(x,t) = .[K(x, z)K(n)(z,t)dz n=12,.. (3.83)

biciminde de vyazilabilir. Bu durumda (3.81) serisi (3.83) bagintisinin

yardimiyla

u(x)= f(x)+z/1i.[K(i)(x,t)f(t)dt
i=1 0
bigiminde yazilabilir. Burada ilil(([+l)(x,t) serisi K(x,t) strekli oldugundan
i=0
mutlak ve diizgiin yakinsak olup buna resolvant denir ve R(x,; 1) ile gdsterilir.

Yani

R(et:2)=> XK o (x.1) (3.84)

i=0
olup itere cekirdekler ve ¢dzlcl cekirdek integralin alt sinir degerinden

bagimsizdir. R(x,r;A) c¢oziicii gekirdegi hesaplandigi takdirde Volterra

integral denkleminin ¢ézima
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u(x) = f(x) +/1fR(x,t;/1) f (¢ )t (3.85)

olarak bulunur. Buda Fredholm denklemleri i¢in bulunan baginti ile benzerdir.

Ornek3.15:Cekirdek fonksiyonu K(x,r)=e*"olan Volterra denkleminin

¢bzilcl cekirdegini bulalim.

K, (x,t) = K(x,t)=ex_’,

R(x,t;l):Zl"K(,,H) (x,t)=i "e! be—t) _ et = AT

bulunur.

X 2
Ornek3.16: u(x)=1+ x> +Il+x2 u(t)dr denkleminin ¢ézimini bulalim.
0

1+1¢

2

1+ . " e n T
K(x,7)= ; ~_ olmak tizere 6nce goziicli gekirdegi bulalim.
+1
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2
K, (nf)=K(x,1) =

1+1
r 1+ x°
L(x,t =.[K ztdz x x2 ;
7 1+1¢
( 1+x°
xt = K thZ x2 ’
{ 2(1+47)

2 n-1
Kn(x,t)=(1+x J X

1+¢% J(n—1)

elde edilir.(3.84) esitliginden A=1 oldugu da g6z énlne alinarak

oo 2 n
R(x,t;l):2(1+ x2 J%

=\ 1+t

elde edilir.(3.85) esitliginden

bulunur. Gerekli sadelestirmeler ve diizenlemeler yapilirsa ¢bzim

u(x)= (1+ x? )(1+ ex)

olarak elde edilir. Simdi
u(x)= )+ [K(x—tu@dt (A=1) (3.86)
0

tipinde ki Volterra tipi integral denklemi inceleyelim. Bu tip denklemlere
konvolUsyon tipinden integral denklem denir.(3.86) nin her iki yaninin
Laplace dénisimi alinirsa

L(u(x))= @(s), L(f(x)) = F(s), L(K (x)) = k(s) olmak (izere

Llu(x)) = L( f(x))+LUK(x—t)u(t)dtj

0
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O(s)=F(s)+k(s) D(s) (3.87)

elde edilir. Buradan

__F(s)
@(s)_l_k(s) k(s)#1 (3.88)
olur. Diger taraftan (3.86) nin ¢6zUmand
() = £(x)+ [ RGc—1) £ (e (3.89)

B(s) = F(s)+ H(s) Fls) = r(s) = 2O F) (3.90)
F(s)
bulunur.(3.88) de buldugumuz ®(s) degerini (3.90) da yazarsak
r(s)= k(s) (3.91)

bulunur. r(s) in ters Laplace déniisimi, yani R(x,r) fonksiyonu (3.86)
integral denkleminin ¢dzlcl ¢ekirdegidir.
Ornek 3.17:Cekirdedi K(x—t)=sin(x—¢) olan Volterra integral denkleminin

¢OzUcu ¢ekirdegini bulalm.(4=1)

(3.91) esitligini kullanirsak

1
2 1
r(s) =t ==
1-— §
sT+1

elde edilir.O halde ¢6zlcU ¢ekirdek
R(x,;1)=x—1

olarak bulunur.



3.16.Euler integralleri

Bu kesimde énce Gamma ve Beta fonksiyonlari yardimiyla Euler
integral denklemini gérecegiz.

Tanim 3.7:z, Re(z) > 0 olan herhangi bir kompleks sayi olmak iizere
[(z)=[er ar (3.92)
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. Gamma

fonksiyonuna 2.tip Euler integrali de denir.
z=1igin F(l):je"dt:l (3.93)
0

elde edilir.(3.92) ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa

r(z)=lr(z+1)

yani [(z+1)= 2[(z) (3.94)
olur.(3.93) ve (3.94) esitliklerinden z pozitif tamsay! olarak alinirsa yani z=n
icin

T(n+1)=n! (3.95)

elde edilir. Analiz bilgilerinden

ol

oldugunu biliyoruz. Burada x =¢> dénlisiimi yaparsak integral
= l—]
j et dit =7
0

elde edilir.(3.93) denklemini géz dnline alirsak Ustteki ifadeden
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r@ —Vz

oldugunu goririz. Gamma fonksiyonunun (3.95) ile belirtilen 6&zelligini

{2
e i3

elde edilir. islemlere bu sekilde devam edilirse

F[2n+1j:r[n+%j:1.3.5...(271—1)\/; (3.96)

2 2"

kullanarak

bulunur. Burada n pozitif bir tamsayidir.

Gamma fonksiyonu z=0 ve negatif tim tamsayilarda tanimsizdir.
Negatif ancak tamsaylr olmayan reel sayillarda Gamma fonksiyonunun
degerleri me N olmak lUzere —m < x<-m+1 igin

T(x+m)

T(x) - x(x + 1)(x + 2)...(x +m-— 1)

olarak tanimlanir.

Ayrica Gamma fonksiyonunun

T(x)0(1-x)=

- ,0<x<1
sin 7zx

6zelligi vardir. Diger taraftan

T(x)l"[x+ ljr(ﬁ gj...l"[x +”—_1j ~(27)7 né_'”r(nx)

n n n

bagintisi mevcut olup buna Gauss-Legendre carpim formula denir.

Bu bagintida n =2 alinirsa
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T(x)l"[x 4 %j _ () S r(2x)

1 1
—J72727 T(24)

1

=22 121(2x)
oldugu géralar.
Re z >0 olmak Uzere

T(Z)=Ie_'tz_ldt
0

integraline e = x dénlsUmin( uygulayalim. Bu durumda

e'dt=—dx ,t=0i¢in x=1 ve t— o igin x=0 olur.

z-1
t = [m l}
X

oldugundan I'(z) fonksiyonu

I'(z)= i[ln —r dx (3.97)

olarak yazilabilir.

Tanim 3.8: Rem >0 ve Ren >0 olmak Uzere
1
B(m,n):.[x"’_l(l—x)"_ldx (3.98)
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir. Beta fonksiyonuna

1.tip Euler integrali denir.

Beta ve Gamma fonksiyonlari arasinda

L(m)C(n)

Blmn)= T(m+n)

(3.99)
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seklinde bir bagintinin oldugu gésterilebilir.

3.17.Birinci Tip Volterra integral Denkleminin Gamma-Beta

Fonksiyonlar1 Yardimiyla Cozimu

Bu kesimde 6énce m >0 bir reel sayi ve n bir dodal sayi olmak Gizere

(x—1)"ult)dr = x™ (3.100)

O ey

bigcimindeki 1.tip Volterra integral denklemini inceleyecegiz. Bu denklem
diferensiyel denkleme dénustirllerek ¢dzllebilir. Gamma-Beta fonksiyonlari

yardimiyla baska bir ¢cézim yolu daha vardir.

(3.100) denkleminin her iki yanini » dogal sayi olmak iizere (z—x)" ile

carpip x e gore 0 ile z arasinda integre edersek

j D ()df}dﬁjxm(z—x)rdx (3.101)

0 0

denklemi elde edilir. Burada tekrar x=vz ddnisimind yaparsak esitligin

sag tarafi

j[x’" (z—x)dx= .[(vz)m (z—vz) zdv

0
.[v’"z’"zrl v " zdv

= Z’"””Iv’" (1—v) dv

0

=z"""B(m+1,r+1)

Zm+r+1 1—‘(n/l + I)F(r + 1)

+r+1 >0 3.102
C(m+r+2) e+ r+1>m=0) )
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olur. Esitligin sol tarafi

=jﬁ(z —x) (x—1) dx}u(t)dt (3.103)

biciminde yeniden diizenlenebilir. Burada egerx=r+v(z—t) dénisimini
yaparsak icteki integral

)n+r+1

(z—1 (1—v) v"dv

-~ —_—
—_
I\
|
Il

O —

bigimine dénlgsUr. Bu ifade

ot D+ 1)I(r +1)

n+r+l 7
—t Bn+1Lr+1)=(z—t¢ 3.104
(=) Bln+1,r+1)=(z~1) Toners2) (3.104)
bigiminde yazilabilir.(3.102),(3.103),(3.104) bagintilari dizenlenirse
jr(n +10(r+1), (e = 2 C(m+1)(r+1)

0 Fn+r+2 (< - T(m+r+2)
L(n+1)C r+1J- o)t = 27 T(m+1)C(r+1) (3.105)

T(n+r+2) 5 T(m+r+2)

elde edilir. Sadelestirmeleri yapip n+r+1=h (h negatif olmayan bir sayi)
dénlstmu yapilirsa
Cn+r+2)=T(h+1)
olur. r=h—-n-1ve m+r+2=m+h—n+1 alirsak
Cm+r+2)=T(m+h—n+1)

yazilabilir.(3.105) ifadesi yeniden dizenlenirse
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; . Tlm+1)0(h+1)
—t) ult)dr=z""" 3.106
l(z ) ule)e =2 T(n+ )C(m+/—n+1) (3.106)
bulunur.(3.95) esitligi geregince
D(h+1)=h!
olup (3.106) ifadesi
z h
.[(Z t) I/l(t)dt= F(m+1) Zm+h—n
R T+ 1)0(m+h-n+1)
bigiminde yazilabilir. Her iki tarafin z ye gbére h+1 defa tlrevi alinirsa
r 1
M(X): (m+ ) Zm—n—l (3107)

F(n+1)F(m—n)

elde edilir. Bu ise (3.100) integral denkleminin ¢6zUmtdur.
Ornek 3.18:I(x — 1)’ u(t)dt = x” integral denkleminin ¢6zimiin{i arastiralim.
0

(3.100) integral denkleminde n=3 ve m =7 alinirsa verilen denklem ortaya
cikar. Simdi (3.107) ¢6zUmand bulalim.
Tm+1)=T@8)=7, T(n+1)=T(4)=3!, T(m—n)=0(4)=3!

m—n—1=3 olup bdylece (3.107) den

u(x)= L) x’ =140x
(4)r4

elde edilir.

" X 2 7
Ornek 3.19: I(x—t)?u(t)dt = x? —x* integral denkleminin ¢dziimiini bulalim.
0

Sag yan fark seklinde oldugu icin sag yandaki her terim i¢in ayri ayri bulunan

gozimler u,(x) veu,(x) ise denklemin ¢dzimd

u(x)=1u,(x)-u, (x)
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seklinde olur.

7

x terimi igin ul(x) ¢6zimU n :§ ve m _7 olmak Gzere (3.107)

den

olarak bulunur. Benzer sekilde n :% ,m=3 igin (3.107) den u, (x) ¢dziimi

4

s (x)= r4 5 6

B3

G

dir. Boylece verilen integral denklemin ¢6zUma

u(x)=1,(x) = u, (x)

seklinde elde edilir.

3.18.Resolvantin Diferensiyel Denklem Yardimiyla Bulunmasi

Cekirdegi (x—1) nin kuvvetlerinden olusan

~~—

K(x1)=ay(x)+a, (x)(x—1) 4.4 72! (x

(n - 1).

biciminde bir fonksiyon olan Volterra integral denkleminin resolvantini

(x—1)"" (3.108)

bulmaya calisalim.
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(3.108) denklemindeki  a,(x),a,(x),...,a,_(x) fonksiyonlar (0,a)

arahiginda tanimli ve strekli fonksiyonlardir.Simdi

dn n—1 n-2

dxf - l{ao (X)(cllx—"f +a,(x) dxn_f +..+a,, (x)g} =0, (8.109)
dg d2g dn—Zg dn—lg

8|, :Em :_dx2 _ = = 3 =0, PR 3 =1 (3.110)

baslangi¢c-deger problemini géz 6nldne alalim. Bu denklemin ¢6zimu

g(x,1; 1) ile gdsterilirse (3.108) ile verilen cekirdek fonksiyona ait resolvant

d"g(x,t; 4)

1
R(x,t;4)=— 3.111
(o)=L L .111)

olarak bulunur. Benzer sekilde K(x,r) cekirdek fonksiyonu, ¢—x in bir

fonksiyonu olarak

K.t b, 1)+ 5,0 = x) 5.4 é’ (1’))' (=) (3.112)
n—1)
seklinde verilirse buna ait resolvant (3.111) deki gibi
R(urq)= L 4"8btid) (3.113)
A dt"

olarak bulunur. Burada g(x,7;1) fonksiyonu (3.110) baslangic kosullarini ve

d"g

n—1
+ d” s
dt"

dtn_l

dn—Zg

+b,(r) e +.+b_()g|=0 (3.114)

A by (¢)

diferensiyel denklemini saglayan ¢6zimdur.

Gorildigi gibi  K(x,r) cekirdegine ait resolvantin bulunusunda
diferensiyel denklem ve bunun ¢ézimuinden yararlaniimisgtir.
Ornek 3.20:1=1 icin cekirdek fonksiyonu K(x,r)=x—¢ olan bir Volterra

integral denklemine ait resolvanti bulalim.
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Cekirdek fonksiyonu (3.108) ile karsilastirirsak a,(x)=1 oldugunu

diger katsayilarin 0 oldugunu g@6ririz.(3.109) a bakarsak n=2 oldugu

g6ralir.(3.109) u uygularsak

d? d
dxf —d (x)d_i _al(x)g =0

elde edilir.a,(x)=0,4,(x)=1 konursa

d2g
dx?

_g:()

elde edilir. Denklemin ¢dzimil g(x,r)= g(x,z:1) oldugundan

d*g(x,1;1)

PR glxn)=0

olarak yazilabilir. Bu denklemin ¢6zim0 ikinci dereceden sabit katsayili bir

lineer denklem olarak
g(xr:1)=c,(t)e™ +c,(t)e” (3.115)
seklindedir. Simdi (3.110) kosullarina gére c,(r) vec,(r) fonksiyonlarini

bulacagiz.

dg(x,z;1)

=—c, (t)e_x +c, (t)ex
dx

olup iki ifade birlikte alinarak (3.110) baslangic¢ kosullari uygulanirsa,
c,(t)e™ +c,(t)e' =0
—c,(t)e™ +c,(t)e’ =1

sistemi elde edilir. Bu sistem ¢dzUlUrse

bulunur. Bunu (3.115) ¢éziminde yerine yazarsak
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— sh(x—1) (3.116)
elde edilir.(3.111) geregince problemimizde ki kosullara uyan resolvant

d*g(x,1;1)

2

R(x,1;1)= y
X

seklinde oldugundan (3.116) nin ikinci mertebeden tlrevi resolvanti
verecektir. Bu nedenle g(x,r;1) tiretilirse
R(x,51) = sh(x—1)

bulunur.
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5.TARTISMA VE SONUC

“Integral Denklemler* isimli bu tez integral denklemler teorisinin énemli
kavramlarini icermektedir ve tezde, teori érneklerle agiklanmaktadir. Bilindigi
gibi belli tipten diferensiyel denklemler integral denkleme ve tersine belli
tipten integral denklemler de diferensiyel denkleme dénusttrulebilmektedir.

Bu konu tezde detayli bir sekilde incelenmistir. Ayrica singUler c¢ekirdekli
integral denklemleri incelemek icin bu tez uygun bir temel olusturmaktadir.
Tezde genel olarak Volterra ve Fredholm integral denklemlerinin ¢6zim
metodlari Gzerinde durulmustur. integral denklemleri ¢ézmeden, ¢dzimiin
varlik ve tekligini arastirma bu teoride énemli bir arastirma konusudur.Varlk
ve teklik kosullarinin ortaya konulmasi igin bu tez yine énemli bir temel
olusturmakla birlikte ¢c6zimuin varligi ve tekligi konusu tezde ele alinmamistir.
Ayrica 19.ylzyilldan beri arastirma alani olarak ortaya c¢ikan integral
denklemler 20. yizyilda sistemlestiriimis ve gruplandirilarak ¢6zim metodlari
gelistirilmistir. integral denklemler miihendislik ve fizikte genel olarak mekanik
problemlerin incelenmesinde ortaya cikmis olup uygulamali bir konudur.
integral denklemlerin uygulama alani cok genis olmakla birlikte daha cok
diferensiyel denklemler teorisinde integral denklemler glgli bir ara¢ olarak
kullanilir. Bu nedenlerden dolayi integral denklemler glincel bir konu olup
¢6zUm metodlari ve ¢bézimlerin varlik-tekligi ile ilgili olarak orijinal sonuclar

ortaya konulabilir.

Bu tez integral denklem konusunda arastirma veya doktora égrenimi

yapmak isteyenler icin iyi bir kaynak olusturmaktadir.
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