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Bu calisma dort bolimden olusmaktadir. Birinci bolim giris i¢in ayriimistir.

Ikinci bolumde limit, stireklilik modiild, lineer operatorler, ileri fark operatori

gibi temel kavramlar hakkinda bilgiler verilmistir.

Uclincii  bolimde, Bernstein polinomlari, q-tamsayilar, g -Bernstein

operatorleri hakkinda bilgi verilmistir.
Son boélum tartisma ve sonug icin ayrilmistir.
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Sureklilik Moduld, Rolle Teoremi, Dini Teorem



ABSTRACT
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Advisor:Assoc. Prof. Dr. Ali ARAL

January 2009, 52 pages

This thesis consist of four chapters. The first chapter is reserved for

introduction.

In the second chapter The basic informations about limit modulus of
continiuty, lineer operators, forward difference are given

In the third chapter, some informations and teorems about Bernstein

operators, q-integers and q-Bernstein operators are given

The final chapter is reserved for discussion and conclusion.
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1. GIRIS

1.1. Kaynak Ozetleri

Temel kavramlar icin Prof.Dr Mustafa Balci nin Analize Giris1® ve Analize
Giris 29 adli kitaplarindan faydalanilmistir. q-tamsayilari ve Bernstein operatorleri
ile ilgili tanim ve teoremler icin George M.Philips’in ’Interpolation and
Aproximation by Polynomials® ‘isimli kitabindan faydalaniimistir.
q -Bernstein polinomlari ve bunlarin yaklasim ve simetri 6zellikleri hakkindaki bilgi
ve teoremler igin Sofiya Ostrovska’nin ‘On the Lupas g-analoque of the Bernstein

operators®” adli makalesinden yararlaniimistir.

1.2. Calismanin Ozeti ve Amacli

Yaklasimlar teorisi, matematigin son yillarda Gizerinde daha fazla arastirmalarin
yapildigi alanlardan birisi olmustur. Bu alanda amag, bir fonksiyon uzayinin
elamanlarini belirli bir noktada yada normda, bir uzayin bir alt uzayinin veya daha
iyi Ozelliklere sahip bir uzayin elamanlarindan olusmus dizilerin limiti seklinde
gosterimini bulmaktir. Bu gosterimlere Ornek olarak ¢ok iyi bilinen Bernstein

operatorlerinin g genellemesini gosterebiliriz. Bu genellestirilmis operatérler ¢ok iyi

bilinen Korovkin teoremini sagladigi ayni zamanda da klasik yaklagim hizindan daha



hizli yaklasim hizina sahip oludugu bilinmektedir.Bu énemli 6zelliklere sahip olan

operator icin son yillarda yogun ¢alismalar yapilmaktadir.

R,(f,q;x):C[0,1] > C[0,1] ,ile 1987 de Lupas’in tanimladigi Bernstein
operatoriiniin bir q analogu oldugunu gésterelim. Eger q=1 olursa R, (f,1x)
klasik Bernsten operatorudur. q =1 igin Rn(f,q;x) operatori, polinomdan daha ¢ok
rasyonel bir fonksiyonu ifade eder. Bu calisma, R (f,q;x) dizisinin yaklasim
oOzelliklerini verecegiz. Herhangi f(x)eC[O,l] olmasi icin gerek ve yeter sart
9, =1, R,(f,q,;x) in, f(x) e dizgiin yakinsadig ispatlanacaktir.

q=1 olsun. f(x) lineer olmasi icin gerek ve yeter sart R (f,q;x),
f (x)eC[0,1] e diizgiin yakinsamasidir.

1912 de Bernstein Unli Weierstrass yaklasim teoreminin ispatini vermistir.
Olasilik teorisini kullanarak giinimuzde Bernstein polinomlari olarak isimlendirilen

polinomlar tanimlamistir.

f(x):[0,1] > R icin f fonksiyonun Bernstein polinomu

(B,) f(x)=B,(f;x) ::g f (EJ[EJXK (1-x)"", n=1,23,..

dir.
Bernstein, eger f eC[0,1] ise, {Bn(f;x)}in [0,1] araliginda f(x) e duzgin

yakinsadigini ispatlamistir.

Bernstein polinomlarinin teorileri hakkinda sistematik yaklasimlar 90°h
yillardan sonra yayinlanmaya baslanmistir®®. Bu konuyla ilgili dizenli olarak
makaleler yayinlanmakta ve her gecen gun yeni uygulamalar ve genellemeler

kesfedilmektedir®. Bu konudaki ilk ilerlemeyi Lupas yapmistir. 1987 de Bernstein



polinomlarinin q-anologunu gelistirmistir ve polinomlarinin yaklasim 6zelliklerini

arastirmistir. Bu calismada Lupas operatoriiniin  yaklasimini iceren teoremler
sunacagiz.

1997 de Phillips’in®, Bernstein polinomlarinin q-tamsayilarina dayali q -
Bernstein polinomlari olarak adlandirilan diger bir genellemesini tanimlamistir. q-

Bernstein polinomlari ¢ok fazla ilgi toplamis ve ¢ok genis bir arastirmaci grubu

tarafindan Gzerinde calisiimistir. Lupas operatorleri tum ¢ >0 icin pozitif lineer
operatorler Uretebilirken q-Bernstein operatorleri sadece q e(O,l) da lineer pozitif
operator Uretir, bu avantaja ragmen Lupas operatorleri, q-Bernstein operatorlerinden
daha az bilinir.

Lupas C[0,1] tzerindeki diizgiin normuna gére {Rn(f,q;x)} operatoriniin
yaklagim ozelliklerini arastirdi®. Ozel olarak f eC[0,1] arahginda herhangi bir
fonksiyona yakinsayan Rn(f,q;x) dizisinin bazi 6zelliklerini ve yaklasim moduli

yardimi ile yaklasim hizini elde etti.

Uclincii bolumde ilk teoremimizde Bernstein operatorlerinin ileri fark

operatorii yardimi ile gosterilmistir. ikicisi; herhangi bir f e C[0,1]igin R ( f,q;X)
bir yaklasim dizisi oldugunu gosterilmistir. Diger bir ifadeyle [0,1] Uzerinde
R,(f,q;x) in, f(x)’e dizgin yakinsamasi igin gerek ve yeter sart g, —>1
olmasidir. Ugiinci teoremde ¢e(0,1) ve qe(lLe) durumlarinda bir simetri

kurulacak ve sonunda da q =1 olacak sekilde secildiginde R, ( f,q;x) yakinsakhgini

tartistlacaktir. Bu sonuclar gosteriyor ki g sabit oldugunda g =1 klasik hali Lupas

operatorlerinin yaklasimini saglayan en iyi durumdur.



2. MATERYAL ve YONTEM

2.1 Dizilerde Limit ve Ozellikleri

Tanim 2.1.1: aeR ve £>0 olsun. K :{x:|x—a|<g, xER} kiimesine a nin ¢ -

komsulugu denir®,

Tanim 2.1.2: (s, ) bir reel sayi dizisi olsun. V& >0 icin (s, ) dizisinin sonlu sayidaki

terimleri harig diger battin terimleri bir s reel sayisinin ¢ -komsulugunda
bulunuyorsa (sn) dizisinin limiti s dir (veyas ye yakinsaktir) denirve s, —s

seklinde gosterilir®.

2.2 Fonksiyonlarda Limit ve Ozellikleri

Tanim 2.2.1: AcR, f : A— R bir fonksiyon ve a da A kiimesinin bir yigiima
noktasi olsun. Terimleri A—{a} kiimesine ait olan ve a noktasina yakinsayan her
(x, ) dizisi icin elde edilen (f (xn)) gorinti dizisi bir L sayisina yakinsiyorsa bu L

sayisina f fonksiyonun a noktasindaki limiti denir ve lim f(x): L seklinde

X—a

gosterilir.



Tanim 2.2.2: Ac R, f : A—> R bir fonksiyon ve a da A kiimesinin bir yigiima
noktasi olsun. Her ¢ > 0igin, eger 0 < |x—a| < ¢ oldugunda ‘ f(x)- L‘ < ¢ kalacak
sekilde bir 6 > 0 sayisi bulunabiliyorsax, a’ yayaklastiginda f nin limiti Ldir
denir ve legg f(x): L biciminde gosterilir.
Tanim 2.2.3 (Fonksiyon Dizisi): Ac Rve F(A)daA Uzerine tanimli reel
fonksiyonlarin kiimesi olsun.

s:N—>F(A)
seklinde tanimlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi veya degisken terimli dizi

adi verilir®.

Tanim 2.2.4 (Noktasal Yakinsaklik): ( f,) dizisi A Gzerinde f fonksiyonuna

noktasal yakinsaktir < Ve > 0ve herbir x € A i¢in 3n, dyle ki Vn>n, icin

f,(X)-f(X)|<e.

Ornek 2.2.1: f (x)=x" seklinde tanimlanan ( f, ) dizisi A=[0,1] lzerinde

f(x)— 0, x=#1 ise
|1, x=1 ise

fonksiyonuna noktasal yakinsaktir. Cinki 0 < x <1 igin

lim f, (x)=limx"=0

x=1ve f (1)=1"=1dir. Dolayisiyla

0, 0<x<1 ise

lim f”(x):{l,

x=1 ise



olur.

Tanim 2.2.5 (Duzgun Yakinsaklik): (fn)dizisi f fonksiyonuna A Uzerinde

dizgln yakinsaktir <> Ve >0 icin 3n, dyleki Yn>n, ve ¥xe A i¢in

f,(X)-f(x)|<e.

Ornek 2.2.2: f (x)=x" ve re[0,1) olsun. ( f,) dizisi [0,r) Gzerinde f=0

fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. Cinkil 0 < x <r oldugundan x" <r" ve r"<g
esitsizligini saglayan herbir n igin x" <& kalir. Simdi r" <& esitsizligininin hangi
n ler icin saglandigini gérelim Inr <0 oldugundan

N Ing
r"<eeninr<inesn>—

Inr

" Ing ..
olur. Buna gore n, =T alinirsa vn >n, i¢in r" < ¢ ve dolayisiyla
nr

f,(x)-f (x)‘ = X" <& bulunur ki bu da ( f,)dizisinin f =0 fonksiyonuna diizgiin

yakinsak oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.1 (Rolle Teoremi): f :[a,b] » R fonksiyonu siirekli ve ¥x e (a,b)

noktasinda tiirevlenebilir olsun. Eger f (a)= f (b) ise (a,b) araliginda f'(c)=0

olacak sekilde en az bir ¢ noktasi vardir.



Ispat : f nin (a,b)de aldigi en blylk deger M en kigcik deger m olsun. Eger

M =m ise fonksiyon sabit fonksiyon olur ki bu taktirde f'(c)=0 olacagindan

teorem agiktir.

Simdi M #m olsun.Yani m<M olsun. f (a) = f (b)oldugundan fonksiyon hem M

hem de m degerlerini araligin bitim noktalarinda alamaz. Kabul edelim ki

f fonksiyonu M degerini c e (a,b)noktasmda alsin. Fermat teoreminden dolay!

f '(c) = 0 olur bdylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.2.2 (Weierstrass Teoremi): f, [a,b] de sirekli bir fonksiyon olsun. Bu
durumda verilen bir £ > 0 igin dyle bir cebirsel polinom vardir ki [a,b] de
IP(X)-f(x)|<e

dir.

Ispat : Bernstein polinomu yardimiyla ve Korovkin teoremini kullanarak ispati

yapalim. f,[0,1]de siirekli bir fonksiyon ve x €[0,1] olmak iizere

Bernstein polinomu;

°(110=3; (Em (1%

seklindedir.
Simdi fonksiyonlarin operatdr altinda gortntulerini hesaplayalim.

IIk 6nce






B, (tz;x)——> X
elde edilir. O halde Korovkin teoremi geregince Vf e C[0,1] icin [0,1]de
B,(f;x)— f(x)
dir.

Teorem 2.2.3 (Dini teorem): ( f,) fonkisyon dizisi olsun. ( f,) e noktasal yakinsak

ve ( f,) monoton fonksiyonlarin bir dizisi ise f, — f dir.

Tanim 2.2.6 (Lineer Operatorler): X ve Y iki fonksiyon uzayi olsun. (Ayni
zamanda lineer uzaylardir)
L: X —>Y

f—L(f)=9g
donlsumiine operatdr denir.



X Y
T, Tg
i /9
f(t) 9(x)

L(f)=g yerine L(f(t;x))=g(x) gosterimini kullaniyoruz.

Tanim 2.2.7: X ve Y lineer uzaylar olsun.

Va,pell ve Vi, f,e X icin
L(af,+Bf,)=al(f)+BL(f,) saglaniyorsa L ye lineer operatér denir.
f >0 iken L( f ) >0 ise L lineer operat6riine lineer pozitif operator denir.
f(t)<g(t) olsun g(t)—f(t)=0dir.
L(g(t)— f (t);)ZO = L(g(t);x)—L(f (t);x)zO =
L(g(t);x)=L(f(t);x) dir. Bu ozellige monotonluk ozelligi denir.

L lineer pozitif operatdr olsun. L nin monotonlugundan

10



~|f|< f <|f| olmasi nedeniyle L(-|f|;x)<L(f;x)f<L(|f];x) yazilabilir.L nin
lineerliginden —L (| f|;x)<L(f;x)<L(|f[;x) ve [L(f;x)|<L(]f];x) dr.
f(t)<0 ve L lineer pozitif operatér ise —f(t)>0 lineer pozitif operatér
oldugundan L(—f (t);x)>0

—L(f(t);x)=0=L(f(t);x)<0

saglanir.

Tanim 2.2.8 (Forward (ileri)Fark): vk, j >0
Af (xj): f(xm)— f (xj) ve A (xj)zA"f(xj+l)—Akf (xj) seklinde tanimlanan

A operatorune ileri fark operatorl denir.

Teorem 2.2.4: vk, j>0igin x; = j olmak tzere

Akf(xj)
k!

f[xj,xm,...,xhk]:

esitligi gecerlidir.
Ispat: Tumevarim metodunu kullanalim.

k =0icin esitilik dogrudur. k >0 igin esitligin dogru oldugunu kabul edelim.

k+1 icin dogru olugunu gosterelim.

11



f X X | = [ X X
[Xj’xjﬂ"“' Xj+k+1:| -
Xj+k+l_xj

_ 1 [Akf(xm)_Akf(Xj)]
k+1 k! k!
_Ak+lf(xj)
(k+1)!

olup boylece istenilen esitlik k +1 icin de dogrudur.

Teorem 2.2.5: X Ve Xy, X,,..., X, apsisleri, [a,b] kapali araligina ait noktalar olsun. f

n+1)

ve f inilk ntdrevi bu aralikta diizgln surekli ve f " tirevi (a,b)arallglnda

mevcut olsun. Bu durumda x e bagh ¢, e(a,b) icin

(n+1)
f(x)—Pn(x):(x—xo)(x—xl)...(x—xn)f(T(lé)u!x) (2.4.1)

esitligi saglanir.
Ispat: ispat icin Rolle teoremini n+1 kez ard arda uygulariz. Rolle teoremine gore

fonksiyonun iki sifir yeri arasinda, turevinin sifir oldugu en az bir nokta vardir.

Xy, X, .-, X, NOKtalarl o dan farki olmak tizere

0= 1 ()=, (1) - LA (1 4)p () < 1)

fonksiyonunu ele alalim.
e Xy

g fonksiyonunun X, X,,...,X,,& olmak lizere (n+2) tane sifir yeri vardir. Burada

g fonksiyonuna Rolle teoremi uygulanirsa g’ fonksiyonunun sifir oldugu n+1 tane
nokta vardir. Bu sekilde g fonksiyonuna Rolle teoremi uygulanmaya devam edilirse

g" fonksiyonunu sifir oldugu n tane

12



m

g” fonksiyonunun sifir oldugu tane n—-1

(" fonksiyonun sifir oldugu 1 tane nokta vardir. Bu noktay ¢, ile gosterirsek

(n+1)(f (2)-R (x))
(a—%)(a=%)...(a—x,)

g

0: f(n+l)(§x)_

olur. Son esitlikte « yerine x yazilirsa (2.4.1) elde edilir.

2.3. Sureklilik Modili ve Ozellikleri

Tanim 2.3.1: 1 <[] sirh bir aralik ve f:1 —[ surekli bir fonksiyon olsun.
Keyfi 6 >0 igin

w(5)=w(f;5)=sup |f(x)-f(y)

x,yel
[x—y|<o

seklinde tanimlanan fonksiyona f nin sureklilik modult denir.

w, ¢ nin bir fonksiyonu durumundadir.

Sureklilik modulu igin asagidaki lemmalari verelim:

Lemma 2.3.1: w fonksiyonu monoton artan fonksiyondur.

Ispat: 0<¢, <45, olsun. Bu durumda |x—y|<d, kosulunu saglayan (x,y) say!
ciftlerinin kiimesi |x—y|<51 kosulunu saglayan sayi ciftlerinden daha genistir.

Kimelerdeki supremum kavramini distndrsek sureklilik modull tanimi geregince

13



w(f;o8,)<w(f;d,)

oldugu goruldr.

Lemma2.3.2: f | da surekliise Lingw(f;&):o dir.

Ispat: f sirekli ise Ve>0 icin 35>0 sayisi vardir ki |x—y|<5 icin
[f(x)-f(y)<e dir. Bu durumda §—0 icin x—y olacagindan

|f(x)— f(y)|<& gerceklenir. Dolayisiyla limw(f;5)=0dr.

Lemma 2.3.3: f dizgin surekli < !singw(f;é):o

Ispat: Teoremin gerek sarti,diizgiin siirekli her fonksiyon siirekli oldugundan 6nceki

lemmadan agiktir.
Yeter sart icin Ve>0 igin 35 sayisi vardir ki § <7 icin w(f;5)<¢

esitsizligi gerceklenir. Oyleyse f diizgiin stirekli bir fonksiyondur.

Lemma 2.3.4: f | dasurekli m>1ve mel olmak Uizere,
W(f;md)smw(f;é)

dir.

14



Ispat: w(f;5)= sup‘f (x)‘ sureklilik moduli tanmiminda t yerine x+h

X,tel
\x tj<s

yazilirsa w( f;5)= sup |f(x+h)—f(x)| elde edilir.
x,X+h el
ks

|f (t+mh)—f (1) = Z (t+(k+1)h)—f (t+kh)

k=0
oldugundan

w(f;ms)= sup |f(t+u)-f(t)

\td\t:niad

= sup [f(t+mu)—f(t)
s

m-1

< sup D f(t+(k+1)u)—f(t+ku)
t,t+muel | K=o
\u\<5

<mw( f;5)

elde edilir.

Lemma2.3.5: f | dasireklive VYA >0 reel sayisi i¢in
w( f;28)<(A+1)w(f;5)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Siireklilik modilii artan oldugundan m<A<m+1 ve mel igin

elde edilir.

15



Lemma 2.3.6: f | da sturekli ise,

£ (t)— F(x)| <w(f]t-x]

esitsizligi saglanir.

Ispat:

w( fit—x)= sup £ (t)— ()

ft-x<t-x

=sup|f (t)— f (x)|

x,tel

>|f (t)- ().

Lemma 2.3.7: f | dasirekli ise

‘f (t)-f (x)‘ s{l+@]w( f;5)

esitisizligi saglanir.

Ispat: Lemma 2.3.6’dan

£ (t)-f (x)‘gw[f;@% s[l+¥jw(f;5)

bulunur.

Lemma 2.3.8: f | da sirekli bir fonksiyon olmak lizere
w(f;5)=0< f sabit

dir.

16



Ispat: Teoremin gerek sart asikardir. Yeter sart icin,

w(f;5)=sup |f(t)-f(x)=0
x,te[a,b]
[x—t}<s

vx,te[a,b] icin

[f(t)—F(x)|=0=f(t)="F(x) = f

sabittir.

Lemma2.3.9: f | dasireklive o, <0, ise

w(f;52)g2w(f;51)

% 2

esitsizligi saglanir.

Ispat:

elde edilir.

Ornek 2.3.1: B, :C[0,1]——C[0,1] Bernstein polinomu igin

B,(f;x)—f (x)‘ ggw(n%) oldugunu gosterelim.

Cozum: B, ( — :Zn:( ( j ]Pk'n(x).
Burada P, ,(x)=C! (1-x)"" x* ve B, ( Zn: f( j x) yazilarak

17



elde edilir.

Ayrica

B, ((t - x)2 , x) =B, (tz; x) —2xB, (t;x)+x*B, (1 x)

:x2+x(1T_X)+—2xx+x2.l
_x(l—x)
o
elde edilir.
[0,1] tizerinde x(l—x)s% oldugundan
1 x(1-x)
B,(f;x)—f(x)|<w(f;8, )1+ ——F—
(1)1 (] =w( 13010

ve 5, = 2 alinirsa

B,(f;x)-f (x)‘gw(f;n%)(H%jzw(f;”%)g

elde edilir.

18




2.4. q-Tamsayilari Ve Ozellikleri

Tanim 2.4.1: rel] ve >0 icin [r]UI asagidaki sekilde tanimlanir.

[ﬂq={@_qW/a_q% a7t (2.4.1)

r, =1,

[r], ifadesine bir q-tamsayisi denir ve [r] veya [r] seklinde gosterilir®. Bu tanimi
r herhangi bir reel sayr olacak sekilde genisletilirse [r]q ifadesine q-reel sayisi
denir.
Herhangi g >0 icin

O, :{[r]q, rel] igin} (2.4.2)

kiimesini tanimlayalim.

(2.4.1) tanimindan
0,={011+q1+q+q" 1+q+q’ +0’,...| (2.4.3)

yazilabilir.

Acik sekilde gortltyor ki g =1 konuldugunda N, kiimesi,

negatif olmayan tamsayilar kiimesinini ifade eder.

Tanim 2.4.2: q> 0 seklinde verilsin. r €[J igin [r]q! asagidaki sekilde tanimlanir.

(2.4.4)

[f]qlz{[r]q[r_l]q“-[l]q, r>1,

1, r=0,

[r], ! ifadesine q-faktoriyel denir®.
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Tanim 2.4.3: Tim k dogal sayisi ve r >0 icin binom katsayilari asagidaki sekilde

tanimlanir®:

K] _ [k],[k=1],..[k=r+1],
BT

(2.4.5)

Tanim 2.4.4: nver herhangi iki pozitif tamsayi olsun.n>r >0 i¢in

[ e
olur.
Acikca q =1 igin

h=n lok=n o] (3]
dir.

Gauss denklemleri

BRI
rl, r-1 . rol,

ol
rl, r-1 q ro

Pascal tipindeki bagintilari saglar.n>r>0 seklinde oldugu zaman (2.4.6)

ve

kullanilarak asagidaki ifade yazildiginda (2.4.7) yi elde edebiliriz. Gergekten

{::ﬂqm[nr_ll :([r]ﬁqr[”—r]q)% (2.4.9)

olup diger taraftan
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, C1-q d(1-9") 1-q
[r],+a"[n-r] = g + g 1-g =[n],

dir®. Bu ifade (2.4.9) da yerine yazilip gerekli kisatmalar yapilirsa (2.4.9) un sag

tarafinin { } ye esit oldugu goralur.
r
q

(2.4.7) ve (2.4.8) de q =1 yazarsak;

()= () - ()

bildigimiz binom katsayilarini elde etmis oluruz.

Bu bagintidan

o

oldugu agiktir.
Binom sayilari pozitif rasyonel sayilardir. n,rel] i¢in n>r>0 durumunda her

zaman pozitif tamsayi oldugunu da soyleyebiliriz.

(2.4.6) kullanilarak

n]  (1-9"")(1-9""?)..(1-0") 11
B =) een)

elde edilir. Bundan dolay! { } parametresine gore bir rasyonel fonksiyondur. Diger
r
q

yandan adi Binom katsayilari, rasyonel sayidan ¢ok bir tamsayidir. Pascal tipindeki

bagintilardan (2.4.7) ya da (2.4.8) den herhangi birini kullanarak (2.4.10) un, g nun
rasyonel fonksiyonundan daha ¢ok g nun bir polinomu oldugunu gérmis oluruz.

Newton g -Binom formulu asagidaki sekildedir:
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n

1+ X)(1+9x) o (1+ 9" X) = T [(1+ g% %) = Y g2 e (2.4.12)
(L0t 00 S

s=1 s=0

>

Buruda q =1 yazildiginda klasik binom agilimi olan

(1+x)" = Z(:)X (2.4.13)

elde edilir.

(2.4.12) yi elde etmek i¢in 6nce
G, (X) = (1+X) (1+GX).covveee. (1+9"x) = ¢ x* (2.4.14)

gosterilimini goz ondine alalhm.

(2.4.14) de x yerine gx yazarsak
(1+ q”x)Gn(x):(1+ x)G, (ax),

elde edilir ki buradan

n

(1+ q”x)zn:crx’ =(1+x)> ¢, (ax)’

s=0 s=0
bulunur. x* in katsayilari karsilastirilirsa
c.+9'c., =0q°c.+q°'c_,,

Oyle ki 1<s<n igin

PN B n—s+1
Cs :q“(ll(—qqs JCS—l :qH[ . ]Cs—l

ve ¢, =1
icin

(2.4.15)

elde edilir®,
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Simdi bazi gerekli formulleri hatirlatalim:

[Iki Newton Binom formdilii

k=0

(1+x)(1+0x)...(1+9"*x) = Zn:[ﬂ q /2y, (2.4.16)

(2.4.16) den elde edilen, |g| <1 igin Euler in 6zdesligidir®.

- q k1)/2Xk ©
X 2.4.17
kz(; 1-q) [k H( +a'%) ( )

oldugunu biliyoruz.

by ( 'X)"H o) (2.4.18)
A0 %)= o (1=x+0x)...(1-x+9""x) o

olmak Gzere (2.4.16) dan
Zn:bnk(q;x)=1 ., xe[0,1] (2.4.19)
k=0

elde edilir®,

Gercekten x =1 icin (2.4.19) aciktir. x =1 icin

oot

=(1-x+0x)...(1-x+q""x)
yazilabileceginden boylece (2.4.19) dogrulugu gériilmis olur®®,

qe(0,1) olsun. n— oo iken

b, (d:X)= 4" (1) , xe[0,1) (2.4.20)

(t=a)' [k], T 1+ 0’ (5/(-%)))

yazilabilir.
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(2.4.17) den q(0,1) ve x€[0,1) icin
b, (%) =1 (2.4.21)

olur®,
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Giris

3.1.Bernstein Operatorleri ve Ozellikleri

f:[0,1] > R fonksiyonunun Bernstein polinomunun

(B,)f (x):=B, (f:):3f (Ej(mxk (L), n=1.23,...

k0
seklinde oldugunu biliyoruz.

f eC[0,1] icin, [0,1] araliginda {Bn(f;x)} in f(x) e diuzgin yakinsadigini
gOsterecegiz.

Simdi Bernstein polinomlarinin bazi ¢zelliklerini verelim

1. B,(f;0)=f(0) ve B (f;1)="f(1).

2. Bernstein polinomu;

B,(Lx)=1,

B, (t;x)=x,

B, (t2 x): X2 (n_l)+§:x2 + X(1-x)
n n n

25



esitliklerini saglar

3.Her a,bell ve f,geC[a,b] icin
B, (af +bg;x)=aB, (f;x)+bB, (g;x)

esitliginden dolay1 Bernstein polinomlari lineerdir.

Teorem 3.1.1: Bernstein polinomlari

Bn(f;x):i(”]m (0)x*

o\ F

seklinde de ifade edilebilir. Burada A, Tanim (2.2.8) deki ileri fark operatoridur.

ispat: (1-x)"" ifadesini agarak baslarsak

B, (f:x) =Z}(:j f ijrg(_ly (”;r}(s

n n t
elde ederiz. t=r+s dersek > > =>">", seklinde yazilabilir ve

bulunur. Diger taraftan

A™f (X 0
Sl
oldugu biliniyor.
simdi de B, (x;x) y1 bulalim:
1
n

¢ e(X,%,), h==, x, =0 ve f (x)=x" oldugunda
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seklinde yazilabilir. a, :(:Jn_

ak:mk!(n_!|<!_n(n—1)...(n—(|<+1))

k n—k)!n_"_ nk

e

seklinde ifade edilebilir. Buradan
B, (x;x)=a, +ax+..aX"

bulunur. Ornegin f (x) = x*

Bn(XZ;X):[gJAOf(OH(DA f(o)x+@A2f(o)x2

seklinde yazilabilir.

Teorem 3.1.2: f €(0,1)olsun. V& >0 olmak tizere 3n, € N > ¥n>n, icin

Bn(f;x)—f(x)‘<g

dir.

Ispat: Diger bir ifadeyle [0,1] de strekli olan bir f fonksiyonun Bernstein

polinomu [0,1] araliginda f ’e duzgln yakinsadigini gosterelim

kK Y (kY ok, ) : .
——X| =| —| —2x—+x" ifadesi operatorde yerine yazilir ise
n n

i(ﬁ— sz (EJ X“(1-x)"" =B, (% x)—2xB, (t; %)+ X*B, (1)
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elde edilir. Diger taraftan

ZH{E_XT @xk (1= x)™ 3 4 X (1o x)— 200 X

n

oldugu aciktir. Simdi

o[ 8o e

ifadesi icino > 0 olmak Uzere

ng{k:k ZX}

——X
kiimesini tanimlayahim.

B, (1) =T ()= 2+ 2 =A+A

keSs  keSs

seklinde toplami ikiye ayiralim.

2
keséz(E—Xj %Zl
n o

dir. Ayrica [0,1] arahiginda surekli her fonksiyon sinirl oldugundan

(8-l ()

olacak sekilde M >0 sayisi vardir. Buna gore

RO WS

(e

<2M Y] [ijk (1-x)""

keSgs

<

+‘f(x)‘sZM

<y f(E)—f(x)

KeSy n
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<2M i%(ﬁ_ XT (E]Xk T

k=0

2M x(1-x) M
= <
o° n 2ns°

dir. f,[0,1] tizerinde surekli oldugunda ayni zamanda da diizgiin siireklidir. Bu

durumda Ve >0 icin 3n, 3|x—X'| <& sartini saglayan her x icin

| (x)-f (x’)‘<% dir. Simdi A, icin Ust sinir bulalim

=213} ax

dir. Buradan

(fx_f ‘|A1| |A2| 252%

M
olup ¢'sayisi ny > — 5 sartini saglayacak sekilde secilirse

M E & &
frx)— f M g ELE
B, ()= (x)|< nol 2 22 ¢

elde edilir. © zaman B, ( f; x) polinomu f fonksiyonuna diizgiin yakinsar.
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3.2. (-Bernstein Operatorleri ve Ozellikleri

Tanm3.2.1: f eC[0,1] ve R ,:C[0,1] - C[0,1] icin

R, (f)=R,(f.q;x) Zn: f[ }3 q; X) (3.2.1)

k=
seklinde tanimlanan lineer operatdre Bernstein operatériiniin g -anologu denir®,
B,(f;x) f in Bernstein polinomu iken R, (f,Lx)=B,(f;x) olarak ifade
edilebilir. g=1durumu icin Rn(f,q;x) operatoru polinomlardan daha ¢ok rasyonel
fonksiyonlari ifade eder.
Rn(f,q;x) operatort araligin baslangic ve bitim noktalarindaki her g>0 ve
n=1,2,3,... i¢in

R.(f.g;x)=f(0), R (f,0q:1)=f(1) (3.2.2)
oOzelligine sahiptir.
Bununla birlikte her g >0 ve n=1,2,3,....icin C[O,l] araliginda R, (f,q;x) lineer
pozitif operatorlerdir.

€[0,1) icin asagidaki ifadeleri kullacagiz.

X
= 0, 3.2.3
u x ue[0,) (3.2.3)
€[0,1)igin ve
n-1 )
(1+q‘u)
j=0
iken, b,
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T e
0| T e )

n] g kzyk
:M = ()
q

w, (g;u)

seklinde ifade edilebilir.

u
u)=b,| g—
pnk (q U) nk (q u +1]

ve

k

R, (f.0;x)= (f a; j Zn:f[

o

oldugu gorulir. (2.4.19)’u kullanirsak

ue[0,) igin

P CHIES!
k=0
elde edilir.

Benzer sekilde g e (0,1) icin (2.4.20) yi kullanarak
L (0:x)=]](1+q'u)
j=0
iken
k(k—l)/Zuk

b (@M ) L (au
bwk(q,x)—bwk(q,uﬂj—(1_q)k[k]q!ww(q;u)—pwk(q, )

elde edebiliriz®.

Acik bir sekilde (2.4.21) gosteriyor ki q (0,1) ise

ue[0,00) igin

31
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(3.2.6)



> plau) =1 (3.2.7)

dir®.

Sonug 3.2.1: Rn(f,q;x) operatori g >0 n=12,3,..., icin lineer fonksiyon Uretir;
yani

R, (at+b,0;x)=R, (at,q;x)+R, (b,q; x) (3.2.8)

=aR, (t,0;x)+bR, (1,q;x)

=ax+b.

Lemma3.2.2: Asagidaki esitlikler dogrudur®:

R, (Lg;x)=1,
R,(tg;x) =X, (3:2.9)
S

Ispat:(2.4.19) dan
R, (Lg;x) Z oD (a:x)
dir. XE[O,].) icin (3.2.9), (3.2.10) i ispatlamak yeterlidir. Clinkii x =1 oldugunda

(3.2.2) saglanir.Diger taraftan

(vt St e
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u+1&g u+1

elde edilebiliriz ve boylece (3.2.9) ispatlanmis olur.

Benzer sekilde

[l S

g i
_u n-— qn—l 1_q |
u+l [n] P [n_]_]q Pnfl,k(q,qu)

' “_”qij?+q”L}pnm(mq®

Tusl [n], &| [n-1],

yazilabilir.(3.2.5) ve (3.2.9) un da kullaniimasiyla

n-1
Rn(tz,q; - j= u_[nt, 1 rq—
u+l) u+1 [n]q [n—l]q qu+1

u 1 u qu 1
= + 1-
u+1[n]q u+lqu+1 [n]q

olur.
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oldugu aciktir®.

Lemma 3.2.3: qe(0,1) olmak uzere b, (q;x),ve b, (q;x) ifadeleri sirasiyla
(2.4.18) ve (2.4.20) de verilsin. O zaman x €[0,1) igin
b (a;X) > b, (a;%) , k=0,1,2...

olur.

Ispat: (3.2.3) estiliginden sonra sirasiyla (3.2.4) ve (3.2.6) yardimiyla tanimlanan
Pu (q;u) ve p,, (q;u) e bakalim.

ue(0,0) igin p, (q;u) = p,, (q;u) oldugunu gosterirsek lemma ispatlanmis olur.

{n} —>+ oldugu icin ve u*/w (q;u)  [0,00)araliginda sinirli
k q (1_q k] !

.
oldugundan

k uk

. u
ue[0,00) icin W (@) - W (q0) (3.2.11)

oldugunu ispatlamak yeterlidir®.
Bunu ispatlamak igin stirekli fonksiyonlarda monoton dizilerinin diizgun yakinsakhgi
ile ilgili Dini’nin teoremini kullanmamiz gerekir.

Bu teoremden
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k uk

3.2.12
w, (a;u) ~ w, (g;u) ( )

oldugu goruldr.

Teorem 3.2.1: {R,(f,q;x)} dizisi f eC[0,1] e diizgiin yakinsak olmas! igin gerek

ve yeter sart g, —1 olmasidir®.

Ispat: Rn(f,q;x) pozitif lineer operator oldugu icin Korovkin teoremi her
feC[01] icin R (f,q;x)— f(x) olmasi icin gerek ve yeter kosul
R, (tm,qn;x):> x", xe[0,1] ve m=0,1,2 olmasidr.

(3.2.8) dan dolayl m=0,1 icin bu ifade herhangi bir {q,} dizisi icin dogrudur.

(3.2.10) den xe[0,1] icin R (t*,q,;x)— x> olmast igin gerek ve yeter sart

X(1-x) x* (1—X)(1—qn)(1_[ 1 ]_>o (3.2.13)

[n]q 1-Xx+Xxq, n]q

. q, >1 ve n=kdurumunda herhangi bir sabit k pozitif tamsayisi igin

[n]q 2[k]q oldugunu kabul edelim. Bundan dolay:
lim inf__ [n] >1lim_ [k] =k.
k keyfi oldugundan [n]q — oo olur.

Sonug olarak x €[0,1] icin
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dir.

Ayni zamanda ¢ >1/2 ve her xe[0,1] icin

2 —
x* (1 x)S 14 < 1/4 31
1-x+xq 1-x+xq 1-x/2 2

dir. Bundan dolayi (3.2.13) dogrudur.

ii. Farz edelim herhangi f € C[0,1]ve x[0,1] icin
R, (f.g,:x)—> f(x)
2

olsun. O zaman x e[0,1] icin R, (tz,qn;x)—> X

dir ve (3.2.13) den x[0,1] igin

[n], 1-X+Xq, n]

n

x(lx)xz(lx)(lq“){l[ ] J%O

dir.

x =1/2 alirsak n — oo igin

y4 Y8(l-a,)f, 1 |
], wmm{l [n]qJ °

seklinde elde edilir.

Yada n— o igin

[nl]q +(1_1+2qn j£1_ [nl]qn ]_)O

n

seklinde bulunur.

Farz edelim ki {q,} 1 e yaklasmasin. O zaman {q,}dizisi {q,}—>t=1 olacak

seklinde bir alt diziye sahiptir.Eger t <1 ise [m]q —>i olur.O zaman

o 1-t
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L +|1- 2 1—L _>1_t+[1_i)t=ﬂ¢o
[m], 1+4q, [m], 1+t)  t+1

dir.
t>1 icin [m]q — oo elde edilir ve

L +|1- 2 1——1 —>1—L=E¢O
[m], 1+4q, [m]qm 1+t t+1

m

yazilabilir.(6zelde t = coicin limit 1 e esittir )

Bu celiski durumu g, — 1 oldugunu gosterir.

Teorem3.2.1 gosteriyor Ki {Rn(f,q;x)} dizisi bazi sirekli fonksiyonlara gq=1
durumunda yaklasmayabilir. q>0,g=1 seklinde sabitlenen g sayisi igin
{Rn( f ,q;x)}dizisinin yakinsakligini tartisarak f ye yakinsayan diziler icin gerekli

ve yeterli kosullari diger teoremlerde ortaya koyacagiz.

Oncelikle g e(0,1) olsun.

()

~0) [k}, T, (1+a’ (x/(1-x)))

b, (a;x)= a , xe[0,1)

olmak Uzere

qe(0,1) ve xe[0,1) icin

D b (a;x)=1
k=0
oldugunu hatirlayalim.

Asagidaki sekilde bir fonksiyon yazalim
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- Cof(1-q" ' X) eg 0,1

Rw(f1q,x)= Zk=0 ( q )bwk(q X) egerxe[ ) (3.2.14)
f(1) eger x=1

[0,1] araiginda f(x) simrh iken R_(f,q;x) fonksiyonu [0,1] araliginda iyi

tanimli olur.

Teorem 3.2.2: q<(0,1) olsun. Bu durumda herhangi bir f e C[0,1] ve
€[0,1] igin
R,(f.q;x) >R, (f,q;x)

dir®,

Ispat: (3.2.2) ten XE[O,].) icin R (f,0;x) > R, (f,q;x) oldugunu ispatlamak
yeterlidir.

A=R,(f,q;x) =R, (f,q;x)|
gosterimini kullanalim.

€[0,1) icin

n k o
2 [%}lk (60 -2 f (1= "o, (0:%)

q

A=

dir.

£>0 olsun.w, in f in sireklilik modiliini ifade etsin vew, (1-a)<¢/3 olacak
sekilde bir ae(O,l) noktasi secelim.1-q*" >a sartini saglayacak sekilde bir R
pozitif tamsayi secilsin. Bu durumda tiim k > R+1 igin [k]q/[n]q >a dir.(2.4.19) ve

(2.4.21) formdallerini kullanarak
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N [k]q . S k .
2 1 |~ @ Pu@0- 2 (Fa-a)-TOP.@N

A=

ZH n]“J— f(l)})nk(q;x)—i(f(l—qk)— (). (0 %)

[K],
53 [— FO|bu @+ Y |f (1) f Dby @)
K=R+1 [n K=R+1
=0,+0,+0;
yazabiliriz.

n—ooicin f ([k]q/[n]q ) — f (1-g")oldugundan Lemma 2 yi uygulayarak
yeterince bilytk bir n igin &, < £/3 elde edilir.

x €[0,1) icin b, (g;x) >0 oldugundan &, icin

n

S,<w(1-a)- > b, (g;x)<w, (1-a Zn:bnk (a;%)
k=0

k=R+1

=w, (1-a)<¢/3
yazilabilir.Benzer sekilde (2.4.21) kullanarak oJ,<w,(1-a)<e&/3 elde edilir.

Dolayisiyla yeterince buyik n igin A< g dur.

SONUG: q#1 olacak segilde secilsin. f €C[0,1] veg(x):= f (1-x) olsun.

Bu durumda x €[0,1]

. oy R,(f.0;x), ge(0.) icin
Rn(f,q,X)—>Rw(f,q,X)_{Rw(g,l/q;x),qe(l,oo) icin

dir.

39



q>0 seklinde secildiginde {R (f,q;x)} dizisi herhangi bir feC[0,1]
fonksiyonuna duizgln yakinsar.

q<(0,1) icin limit fonksiyonun agik formu (3.2.13) de verildi. qe(1,»)

durumu da,
BTN j){(TlToX(KX()(l CE .
iken
R (1.:) = {ZEO f(Yap. Wait-x) xe@ign o
f(0) , x=0 igin
dir

(3.2.13) ve (3.2.15) nin kesin formu kullanilarak g =1 icin {R (f,q;x)} in bir

yaklasim dizisi olmasini saglayacak yeter ve gerek sartlar elde edilebilir.

Teorem 3.2.3: feC[0,1]ve g(x):=f(1-x) olsun®.Bu durumda herhangi bir
q>0 ve xe[0,1] icin
R,(f.0:x)=R,(9,5/q;1-x)

Ispat: x=1 ve x=0 icin (3.2.2) dan dolay ifade agiktir. Bu durumda kabul edelim

Ki x =0 olsun. Aciktir ki

[n—k]q

q

Rn(f’q’x):if( ]'bn,n—k(q;x)'

Biliyoruz ki
[n :| q(n—k)(n—k+l)/2 {n} (]Jk(k%
_ ' n(n-1)/2 = .
n-k q q / k 1q q
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dir. Bu durumda

n (n-k){n-k-1)/2ynk (1 _ )k
bn,n—k (ql X) = |: j| 9 ( )

=k, g2 T, @+ (@-x)/9'%)
Klyo T, (x+(@-x)70")

“b,, (G X)=b, &:H]

elde edilir

NOT:

M =[n_k[ﬂjj?[!k]w!

[k]]/q
1 n 1 n—-k+1
SHIE
q DY q
-1 -1
__q q
k 1
SHIEH
... \d
L1t
q q

1-9° q
1-q ¢
[1_qnj”“(l_qn—k+lj 1 l
_ 1_q 1_q .qn—l qn—k
k
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bundan dolay

olur.

Teorem 3.2.4: q>0 veq =1 olacak sekilde secilsinve f eC [0,1] olsun.

Tum xeC[0,1] lerigin R, (f,q;x)= f(x) olmasi i¢in gerek ve yeter sart a,beR
icin f(x)=ax+b olmasidir.q=1 durumunda {R (f,q;x)}={B,(f;x)}, herhangi
f e C[0,1] fonksiyonununa yakinsayan bir dizisi olurken

q =1 durumunda f lineer olmadikca {R, ( f,q;x)} dizisi f e yakinsamaz®®.

Ispat: f (x) =ax+b ise 0 zaman (3.2.2) esitliginden tim n=1,2...ler igin
R,(f,g;x)=ax+b
dir
R.(f.o;x)=R, (at+b,q;x)
=R, (at,q;x)+R, (b,q; x)
=aR, (t,q;x)+bR (1q;x)
=ax+b

oldugundan dolayi

R,(f.g;x)=limR (f,q;x)=ax+b=f(x)
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Simdi farz edelim ki tim x €[0,1] lerigin f eC[0,1] ve
R, (f,q;x)=f(x) olsun
Teorem 3.2.3 ten dolay! q €(0,1) durumunda ifadeyi ispatlamak yeterlidir.

Simdi asagidaki gibi bir fonksiyon tanimlayalim

¢(x)=¢(0)=¢(1) oldugunu ispatlayacagiz.

M = max ¢(x)

xe[O,l]
(strekli fonksiyon kapali aralikta en biyUk ve en kiicik degerini alir.)
Kabul edelim ki ¢(1) <M olsun

Bazi z, €[0,1] igin ¢[1qk]< M

2y

M =0(z,)=2, ,0(1-0" P (6:2) <M

<M
Bu durumda M <M olur ki bu da bir ¢eligkidir. Kabulliimuz yanhstir.

¢(1)>M kabul edelim

P(X)<M <p(1)
Tum degerler maksimum dan kiic¢ik olmasi lazim. Bu da celiskidir.

¢(1) < ¢(x) oldugunu gosterelim.
Bunun icin ¢(x)=¢(1)=b secelim.

O zaman ¢(x):= f (x)—(f (1)— f (0))x da degerleri yerine yazarsak
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olur.
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4. TARTISMAVE SONUC

Bu calismada ¢ -tamsayilari ve Bernstein polinomlari ile bunlardan elde edilen q-

Bernstein polinomlari incelenmistir. Elde edilen sonuclar sunlardir.

e Bernstein, eger f €C[0,1] ise, {Bn(f;x)}in [0,1] araliginda f (x) e diizgiin

yakinsadigini ispatlamistir.
n k _
e R (F)=R(fgx)=>f = o «(0;x) Lupas’in tanimladigi Bernstein
k=0 q

operatérunin bir g -analogudur.

e Eger q=1 olursa R (f,1;x) klasik Bernsten operatoriidiir. q=1 igin
Rn(f,q;x) operatOri, polinomdan daha c¢ok rasyonel bir fonksiyonu ifade
eder.

e Herhangi f(x)eC[O,l] olmasi icin gerek ve yeter sart g, —1 durumunda
R,(f.q,;x) in, f(x) ediizgiin yakinsadigi ispatlanmistir.

e (=1 seklinde bir g secildiginde ve gerek ve yeter sart f (x) lineer olmasi
halinde R (f,q;x), f(x)eC[0,1] e diizgiin yakinsar

e Lupas operatorleri tim g >0 icin pozitif lineer operatorler tretebilirken q-
Bernstein operatorleri sadece g e(O,l) da lineer pozitif operator Uretir, bu

avantaja ragmen Lupas operatorleri, q-Bernstein operatorlerinden daha az

bilinir.
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Bernstein operatorlerinin ileri fark operatdri yardimi ile gosterilebilmektedir
herhangi bir f eC[0,1]icin R (f,q;x) bir yaklagim dizisi oldugunu
gosterilmistir. Diger bir deyisle g, —1 olmasi yeter ve gerek sart [0,1]
tizerinde R, (f,q;x), f(x)’ediizgiin yakinsamaktadir.

qe(0,1) ve qe(L0) durumlar igin R (f,q;x) operatériinde bir simetri

kurulabilmektedir.

q=1 olacak sekilde secildiginde R (f,q;x), f(x)e yakinsamasi icin
g, — 1 olmasi gerekmektedir.

g sabit oldugunda (gq=1) klasik hali Lupas operatorlerinin yaklasimini

saglayan en iyi durumdur.
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