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OZET

IKIi BOYUTLU MEKANSAL STOKASTIK SURECLERIN

INCELENMESI VE ANALIZI

KARAPINAR, Yasemin
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Yrd. Dog. Dr. Sevgi YURT ONCEL
Mayis 2009, 110 sayfa

Cesitli yontemlerle kaydedilen bir goriintii, otoregresif mekansal siire¢ olarak
modellenebilir. Uzaktan algilama, emar goriintiileri vs. gibi direkt olmayan
yontemlerle yapilan goriintiileme sirasinda elde edilen goriintiiler cesitli hatalar veya
aykirt degerler icerebilmektedir. Yani, kaydedilen goriintii giiriiltiiden ve/veya
cevresel nedenlerden dolayr bozulmus olabilir.

Bu calisgmada kesikli-mekan indeksli tek degiskenli otoregresif mekansal
sireclerin  durum-uzay modelleri ile incelenmesini, mekansal bagimlilik
katsayilarinin en kiiciikk kareler yontemiyle tahmini ve Kalman filtresiyle durum
tahminini miimkiin kilan bir yaklagim sunulmugstur. Kalman filtresinin optimalligi
ancak giiriiltiiniin ve durumun Gaussian dagilimina sahip oldugu varsayimi altinda
saglanabilmektedir. Bu varsaymmlarin saglanamamas: halinde, ortaya c¢ikan aykir
degerlerin etkisini azaltabilmek icin goriintii onarrmi Dayamkli Indirgenen
Giincellestirilmis Kalman Filtresi ile yapilmistir.

Anahtar Kelimeler : Mekansal Siirecler, Dayanikli [statistik, Goriintii Onarimu,

Kalman Filtresi.



ABSTRACT
MODELING AND ANALYSING OF TWO DIMENSIONAL SPATIAL

STOCHASTIC PROCESSING

KARAPINAR, Yasemin
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor : Assist. Doc. Dr. Sevgi YURT ONCEL
May 2009, 110 pages
An image, recorded in various way, can be modeled as autoregresive spatial
process. Images, which are obtained by indirect methods such as remote sensing,
MRI’s etc. during monitoring process, may have errors or outliers. In other words,
recorded image might be distorted due to it’s noise and/or enviromental conditioons.
In this study, an useful approach for investigation of autoregressive
processes with univariate in discrete-space indexed space, estimation of spatial
dependence coefficients by least squares method and state estimation by Kalman
filtering is presented. Optimality of Kalman filter is provided by only under the
assumption of distribution of noise and state is Gaussian distribution. To reduce of
the effects that existed image restoration is done by Robust Reduced Update Kalman

Filter for reducing the effects of the outliers while the assumptions are not provided.

Key Words : Spatial Processes, Robust Statistics, Image Restoration,

Kalman Filtering.

il



TESEKKUR

Bu tez konusunu bana veren ve ¢alismalarimin her sathasinda yakin ilgi ve
onerileri ile beni yonlendiren ve destekleyen danigman hocam Sayin Yrd. Dog. Dr.
Sevgi YURT ONCEL’e (Kirikkale Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi Istatistik
Boliimii), tezin degerlendirilmesindeki katkilarindan dolayr Sayin Jiiri iiyeleri
hocalarima, tezimin dilbilgisi yoniinden diizeltmelerini yapan ve manevi desteginden
dolayr Sayin Ars. Gor. Kiibra ABA DURUKAN’a ve yardimlarini esirgemeyen
Kirikkale Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Istatistik Boliimii hocalarim Yrd. Dog.
Dr. Fatih TANK, Ogr. Gor. Emel KIZILOK, Ogr. Gor. Serap YORUBULUT, Ars.
Gor. Abdullah YILMAZ ve Altan TUNCEL’e, biiyiik fedakarliklarla bana destek
olan arkadaslarim Ars. Gor. Ayse SARIAYDIN’a (Orta Dogu Teknik Universitesi
Uygulamali Matematik Enstitiisil) ve Sema CIVIOGLU’na, tezimi hazirlamam
esnasinda maddi manevi desteklerinden dolay1 kardesim Yasin KARAPINAR’a ve

AILEM’e tesekkiirlerimi sunarim.

il



CiZELGELER DiZiNi

CIZELGE
2.1. M tahmin edici fonksiyonlart .............ccoooiiiiiiiiiiiii i 33

3.1. A matrisini OlUSIUITNA .......oiiiiiiie it e e e e e e eeeeenvneeeenes 1D

3.2, A(i,j) matrisini OIUSTUIINA ....ceevvuneiiiiiieiiiii e 76

3.3. Mekansal bagimlilik katsayilari ve tahminleri .....................cooceean. 101

iv



SEKILLER DiZiNi

SEKIL

2.1 (x—1)” fonksiyonun Amag ve Etki fonksiyonu .................................. 29
2.2 sgn(x—1) fonksiyonun Amag ve Etki fonksiyonu ..............c.c..ccoeeeinn, 29
2.3. Huber’in Etki fonksiyonu .............ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiei e 30
2.4. Haple’in Etki fonksiyonu ...........cooiiiiiiiiiiiiiiiii e 31
2.5. Tukey’in Amag fOnKSIYONU ........oouiiiiiiiiiiiiii e eie e 31
2.6. Tukey’in Etki fonksiyonu ...........cooiiiiiiiiiiiiiii e, 32
2.7. Andrews’in Amac fonksiyonu ............cooeiiiiiiiiiiiiiiiii e 32
3.1. Latistin ge¢mis, simdiki ve gelecek bolgelerinin gosterimi  ..................... 64
3.2. Markov zincirinin destek kKimesi ..., 65
3.3. M XN bolgenin 2-B latis olarak resmedilmesi .............ccccoveeiiiiiiin.n. 69
3.4. M XN boyutlu resmin yatay ve diisey yonlerinin gosterilmesi .................. 70

3.5. M XN biiyiikliigiine sahip 2-B bir sayisal goriintiiniin temel yapist ......... 72

3.6. 16x16°lik bir 1zgara iizerinde 256 farkli gri seviyenin gosterimi .............. 74

3.7. A matrisini @Orintlileme ............cooiiiiiiiiiiii 75
3.8. A(i,j) matrisini g@Oriintileme ..............covieiiiiiiiiiiiiiii e, 77
3.9. Goriintii onarma igin tipik birortam ... 78
3.10. Farkl1 alanda kullanilan goriintiiler ... 80
3.11. ‘Borel Binas1t® gOriintlleri ..............cooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee e 82
3.12. Boliinmiis Durum vektorii  .......coooouiiiiiiii e 90
3.13. Otoregresif sUrecin dereCesl .........ooueeruuiiiiiiiiiiiii it eaeaeene 96



3.14. Orijinal goriintii (Kameraman) .............ooiuiviiiiiiiiiiieiiieiieeieeanenns 99
3.15. Mekansal bagimlilik katsayilart ..o 100
3.16. BOZUK OTUNLH  ..oonettitiiie e e e e e ereeae e 101
3.17. IGKF ile onartlmis OTintli  .............covveenieieiiiieieieee e 102
3.18. Dayanikli IGKF ile onartlmis gOriintli  ..............ccoovenvineiniineineinnnn.. 102

vi



DKF
ECOT
EF
EKK
EKMS
HKO
iGKF
KF
MMS
NSHP

PSGO

KISALTMALAR

Dayanikli Kalman Filtresi

En Cok Olabilirlik Tahmini

Etki Fonksiyonu

En Kiiciik Kareler

En Kii¢iik Mutlak Sapma

Hata Kareler Ortalamasi

Indirgenen Giincellestirilmis Kalman Filtresi
Kalman Filtresi

Medyan Mutlak Sapma

Simetrik Olmayan Yar1 Diizlem

Peak Sinyal Goriintii Orani

vii



ICINDEKILER

OZET e i
ABSTRACT e e il
TESEKKUR ..ot iii
CIZELGELER DIZINI . ... iv
SEKILLER DIZINT oo, v
KISALTMALAR o e et vii
ICINDEKILER  .....oniiitii e viii
L. GIRIS oot 1

1.1, T@ZIN AMACT ettt ettt ettt st st e e 6

1.2. Kaynak Ozetleri .........coouiuniiniiiii e 7
2. MATERYAL VE YONTEM  ......coooiiiiiiee e 9

2.1.Temel Kavramlar ... 11

2.2. Parametre Tahmini ile lgili Kavramlar ........................ccccoeeeeeee.. 19

2.2.1. Tahmin Edicilerde Aramlan Ozellikler ................................. 20

2.3. Dayamikli Istatistik ..............ocooiiiiii e 23
2.3.1. Dayanikli Tahmin Edici: M Tahmin Edicisi ............cccocooiiint. 27

2.4. Lineer Modeller ........ooooiuiiniii e 33
2.4.1. Lineer Modellerin Parametre Tahmini ...................cocoai, 39

2.5. Bir Bagka Tahmin Metodu: Kalman Filtresi ... 51

3. ARASTIRMA BULGULARI ..o 58
3.1. Stokastik Siireclerle Tlgili Tanimlar ...............ccoooieiiiiiiiieeinannnn. 58
3.2. Mekansal Veri Analizi ..........oiiiiiiii e 67

viii



3.3. Sayisal Goriintii Islemenin Temelleri ..................coevviieiinivnnnnnnn, 71
3.4, GOrlintll ONarma  ......ooueeittei e e ee e 78
3.5. Goriintiintin Modellenmesi  ..........ccoviiiiiiiiiiiii i 79

3.6. Goriintiiniin Onarilmasi i¢in Indirgenen Giincellestirilmis Kalman Filtresi 88

3.6.1. En Kiiciik Hata Kareler Yontemiyle Mekansal Bagimhilik Katsayilarin

Tahmini ..o 95

3.6.2. Dayanikli Indirgenen Giincellestirilmis Kalman Filtresi .............. 97
37.Uygulama ..o 99

4. TARTISMA VE SONUC ...oooiniitiii i e 104
KAYNAKLAR o e 105

ix



1. GIRIS

Gercek diinyadaki bir olayin, siirecin veya birimlerden olusan ve birimleri
arasindaki i¢ iligkiler yaninda cevre ile dis iliskilere gore isleyen bir sistemin belli bir
anlatimina model denir. Bu anlatim sozle, cizimle veya belli dlgeklerde olgeklere
fiziki benzerlik olusturacak sekilde yapilabilir. Fakat en gecerli anlatim sekli (yolu)

bilimin ortak dili olan matematiktir.

Kisaca Model, gercek diinyadaki bir olgunun belli bir anlatimidir, simiilasyon
ise model iizerinde deney yapmaktadir. Ger¢ek diinyada bir olayin olmasi, siirecin
gerceklesmesi, sistemin isleyisi bir deneyin yapilmasi olarak diisiiniilebilir.
Laboratuar ortaminda diizenlenen deneylerle birlikte gercek diinyada olup bitenleri

de tabiat laboratuarinda birer deney olarak gorebiliriz.

Sistem, belirli girdileri alan ve bunlar1 uygun olarak isleyerek belirli ¢iktilar
arasindaki iliskiyi gosteren, bir islevi en biiyiiklemeyi amaclayan varliklar veya
ogeler toplulugu olarak tanimlanabilir. Baz1 durumlarda bir tek eleman bir sistem
olarak, bazi durumlarda da birbirleriyle etkilesimli alt sistemlerin olusturdugu bir
biitiin bir tek sistem olarak ele alinmaktadir. Ornegin, belli bir okul tek basina bir
sistem oldugu gibi, bu okulda belli bir simif, kantin veya kiitiiphane de tek basina

birer sistemdir.

Sistemi incelemekteki amag, sistem davramigini  Ogrenmek, sistemi
denetlemek, yenilemek veya korumaktir. Bazi durumlarda bilinen girdiler icin
sisteme bagl olarak ¢iktinin ne olacag: hakkinda veya girdiler ve ciktilar gozlenerek

(bilindiginde) sistemin kendisi (sistem parametreleri) i¢in bilgi ¢ikarmak istenebilir.



Bazi durumlarda da amag, istenilen c¢iktiy1 elde edebilmek igin sisteme

denetlenebilen girdiyi vermek olabilir".

Genellikle sistemler sematik olarak asagidaki gibi gosterilir.

GIRDI CIKTI
> SISTEM — >
Madde Madde
Enerji Enerji
Bilgi Bilgi

Olgiimler Olgiimler
(sicaklik,basing,zaman,...) ...

Sistemler, 0Ogeleri —matematiksel islemlerle tanimlanmis modellerle
aciklanirlar. Uygulamada bir sistemin tiim 6zelliklerini ortaya koyabilecek uygun bir
modelin secimi oldukca ©onemlidir. Modelin en iyi sekilde analiz edilmesi icin
doganin kendi yapisindan kaynaklanan rasgelelik olgusunun goz Oniinde
bulundurulmas:t ve bu nedenle de istatistiksel yontemlere basvurulmasi gerekir.
[statistiksel sistem modelleme ve tahmin problemleri 6zellikle jeofizik, elektronik,
ekonomi, telekomiinikasyon, su alt1 sistemleri ve kontrol miithendisligi gibi alanlarda

karsimiza ¢ikmaktadir.

Bu ¢alismada sebep-sonug iliskileri rasgelelik i¢ceren ve mekana gore de8isen
stokastik sistemler ele alinacak ve sistemin durumunun veya parametrelerinin
tahmini, sistem gozlemlerini (¢iktisini) kullanarak cesitli istatistiksel yontemlerle

belirlenmeye caligilacaktir.

Mekan-zaman analizi uzayda rasgele bir bolge iizerinde ve periodik zamana

gore Olciilen rasgele degiskenin gozlemlerinin serisinin analiziyle ilgilidir. Bazi



durumlarda gozlem ani gereksiz olabilir veya gozlem zamana gore gelismeyebilir.
Bu durumda sadece mekansal siirecle ilgilenilir. Mekansal siire¢, homojen, isotropik,
tam duragan, zayif duragan siire¢ olarak modellenebilir. Jeolojik, cografi,
astronomik, cevresel gozlemler veya bir goriintii sadece mekansal siirecin bir

realizasyonu olarak ele alinabilir®.

Iki boyutlu sinyaller (6rnegin bir goriintii), mekana bagl gozlemlerin
kiimesidir. Mekansal serinin bir Ozelligi olarak ele alinan gozlemler genellikle
bagimsiz degildir. Boylece analiz gozlemlerin belli bir sirasina ve diizenine gore
yapilmalidir. Eger sonraki veriler, onceki veriler yardimiyla tam olarak ongoriiliirse
seri deterministiktir. Aksi takdirde sonraki veriler, onceki verilerden sadece kismi
olarak belirlenirse seri stokastiktir. Bu nedenle otoregresif model, giiriiltii degiskeni

icerir®. c(k,l), mekansal bagimlilik katsayis1 ve w(m,n), giiriiltii siireci olmak tizere

daha oOnceki gozlemlerle sonraki gozlemler arasinda lineer bir bagintinin oldugu

varsayimi altinda mekansal otoregresif model esitligi

X(m,n)=Y c(k,[)X (m—k,n—1)+w(m,n) ile verilebilir.

k.l

Iki boyutta mekanin dogal siralamasi olmadig icin mekansal iliskinin tek

yonlii, iki yonlii veya simetrik olmasina gore incelendiginde iki boyutlu Markov

zinciri, gegmis ve lokal durum bélgesini farkli ele alir. Bu calismada X (m,n)

simetrik olmayan yar1 alan Markov zinciri olarak ele alinmistir. Mekansal siireclerde
Kalman filtresini kullanabilmek amaciyla ardisik hesaplama avantajini saglamak icin
iki boyutlu Markov zinciri, mekansal model i¢in uygunluk saglamalidir. Ayrica bu
calismada kesikli-mekan indeksli tek degiskenli otoregresif mekansal siireglerin

durum-uzay modelleri ile incelenmesini miimkiin kilan bir yaklasim da sunulmustur.



Mekansal bagimlilik katsayilarinin ve durum vektoriiniin tahmini, Kalman filtresi ile

yapilmustir.

Cesitli yontemlerle kaydedilen bir goriintii, otoregresif mekansal siire¢ olarak
ele alinabilir. Uzaktan algilama, emar goriintiileri vs. gibi direkt olmayan yontemlerle
alinan goriintiileme sirasinda elde edilen ilk sonuclar gercek degerlere gore belirli
hatalar (sapmalar) icerebilmektedir. Otoregresif modelin icerdigi giiriiltii veya
cevresel nedenlerle kaydedilen goriintiiniin verileri, gercek degerlerine gore
bozulmus olabilir. Elde edilen sonuglarin kesinlestirilmesi ve var olan yanlis
degerlerin, gercek degerlere yakin olacak sekilde diizeltilmesi bu sebepten ¢ok biiyiik
onem tasimaktadir. Bu calismada goriintiiniin bir latis tizerinde ele alinmig verileri
incelenecektir. Elde edilen goriintii sonug¢larinin iyilestirilmesi ve gercek degerlere
yakinlastirilmasi probleminin ¢oziimiindeki en zor noktalardan biri, iki veya daha
bliylilk boyuta sahip kiime iizerindeki veriler arasindaki iliskinin (bagimlilik
yapisinin) bilinmemesidir. Goriintii modelleri latis iizerinde cesitli bagimlilik
varsayimlar1 altinda bir¢ok ¢alismada incelenmistir. Goriintiilerin elde edilmesi ve
kaydedilmesi yontemi g6z Oniinde bulundurularak latis iizerindeki herhangi bir
rasgele degisken degerlerinin kendinden onceki kaydedilmis degerlerden bagimli
oldugunu varsayarak, gozlenen degerler yardimi ile gercek degerlere daha yakin

degerler elde etmek miimkiindiir.

Bir boyutlu tekrarlanan durum filtreleme teknigini iki boyutlu durumuna
genisletirken ortaya bir ka¢ problem ¢ikmaktadir. Bunlar; 1) uygun bir durum vektorii
tanimlayarak, uygun iki boyutlu tekrarlanan modelin nasil kurulacag: ii) mantiksal
bir yaklasimla sonu¢ durum vektoriiniin boyutunun nasil indirgenecegi iii) isaretleri

paralel isleyerek Kalman filtre prosediirlerinin nasil hizlandirilacagidir.



Son yillarda goriintii onarimi i¢in, goriintii modelleme ve Kalman filtresinin
siralarini azaltmak onemli Olciide dikkat cekmektedir. Bunun icin bir kag filtreleme

semasi yontemi, ornegin satir satir filtreleme, vektor filtreleme, serit filtreleme ve

3) “

blok filtreleme gibi yontemler onerilmistir. Woods ve Radewan™, Woods ve Ingle™™,
Angwin ve Kaufman®, Suresh ve Shenoi”. Woods ve Radewan, giiriiltiiden dolay1
bozulan goriintii i¢in, iki boyutlu Kalman filtresiyle ele almiglardir. Kalman filtresi
denklemlerinin boyutunun diisiik olmasi islem zamaninin azalmasina neden

olmaktadir”.

Bu calismada mekana gore degisen stokastik siire¢lerin modellenmesi
tizerinde durulacak ve modellerin analizi i¢in Dayanikli Kalman Filtresi (DKF) ele
almacaktir. Istatistik paket programlar1 yardimiyla 6zellikle goriintii onarma iizerine

cesitli uygulamalar yapilacaktir.

Tezin Materyal ve Yontemler baglikli ikici boliimiinde istatistik teorisinde yer
alan temel kavramlardan bahsedilmistir. Ayrica bu boéliimde Parametre Tahmini,

Dayanikl Istatistikler, Kalman Filtresiyle ilgili bilgiler verilmistir.

Tezin Arastirma Bulgular1 baslikli iiclincii boliimiinde Stokastik Siireclerle
ilgi temel kavramlar, Mekansal Stokastik Siireclerin Goériintii Isleme alaninin ele
alinig bicimi, dayanmikli goriintii onarma ve mekansal bagimlilik parametrelerinin
tahmini konular1 ele alinmistir ve istatistik paket programi yardimiyla bir uygulama

yapilmistir.



1.1. Tezin Amac

Veriler arasinda mekansal bagimliligin oldugu varsayimi altinda bozuk
goriintiilerin iyilestirilmesi i¢in Kalman filtresi ile orijinal goriintiiniin tahmini
tizerinde durulmustur. Diger bir deyisle amacimiz cesitli nedenlerden dolay1 elde
edilen bozuk goriintiiyii gézlem kabul edip durum tahminiyle goriintiiniin aslina
ulagmaktir. Bunun icin latisin herhangi bir gozesindeki verinin kendi solundaki ve
istiindeki verilerle olan bagimlilik sekli, beyaz giiriiltii iceren bir lineer bagimlilik
oldugu varsayimi altinda kurulmus model kullanilmistir. Ama otoregresif model
izerinde istatistiksel analiz ve sonug¢ ¢ikarimi, yapabilmek i¢cin mekansal bagimlilik
katsayilarinin bilinmesi gereklidir. Mekansal siireclerin, sayisal goriintii isleme

alanindaki kullanimindan ve uygulamalarindan {iciincii boliimde bahsedilecektir.

Biliyoruz ki bilgisayar uygulamalarinda bir goriintiiyii nicelendirmek, ¢ok
fazla veri tasimak anlamina gelmektedir. Bu kadar ¢ok veri cok miktarda hesap ve
bellek gerektirebilir. Bu da hem zaman kaybina hem de islem hatalarina neden olur.
Kalman filtresi ise tiim veriyi kullanmamaktadir. O an hangi noktanin onarimi
yapilacaksa o noktadan Onceki verileri kullanmaktadir. Bunun ig¢in de
hesaplamalardaki fazlaligi azaltan bir metot olan Indirgenen Giincellestirilmis

Kalman Filtresi (IGKF) kullanilmas1 amaclanmustir.

Ancak Kalman filtresinin optimalligi gozlem giiriiltiisiiniin ve durumun
Gaussian dagilimma sahip oldugu varsayimina dayanir. Eger bu varsayim
saglanamazsa beklenmedik sayida biiylik gozlemler (aykir1 degerler) ortaya ¢ikar. Bu
aykinn degerlerin etkisinden kurtulabilmek icin de dayanikli istatistiksel

yontemlerden faydanilacaktir.



1.2 Kaynak Ozetleri

Calismaya oncelikle Oztiirk ve Ozbek"”in “Matematiksel Modelleme ve

Simiilasyon” kitabindan baglanilmis olup, calismanin genelinde kullanilacak olan

temel kavramlar Akdi®’in “Matematiksel Istatistige Giris” ve parametre tahmini ile

)

ilgili kavramlarda Oztiirk ve arkadaslar1””’nin “Parametre Tahmini ve Hipotez Testi”

kitaplarindan yararlanilmistir. Genel bilgiler Ripley"'?”, Cliff ve Ord"", Cressie"'?,
Gikhman ve Skorokhod(13’14), Fox(15’16), Ljung ve S(jderstrdm(”), Oncel(lg),

Gebizlioglu ve arkadaslan'”, Muirhead*””in caligmalarindan derlenmistir.

Won ve Gray®", Woods®?, Kizilkaya®; gériintiiniin sayisal olarak nasil
islendigini ve goriintii onariminin 6nemini vurgulamislardir. Boylece goriintii isleme

hakkinda ayrintili bilgiler icin bu caligmalardan yararlanilmistir.

Iki boyutlu mekansal siire¢lerin durum-uzay modellemesi ve Kalman

filtresiyle durum ve parametre tahmini problemlerinin irdelenmesi ve ¢oziimii i¢in

(3) “ (©)

Woods ve Radewan™, Woods ve Ingle™, Suresh ve Shenoi~’, Kaufman ve

(24) ®

arkadaslan®”, Angwin ve Kaufman®, Cheng ve Zhang”’, Azimi-Sadjadi ve

(28)»

Bannour®’, Oncel®®*?”, Oncel ve arkadaslari®®’nin calismalarindan yararlanilistir.

(29) (30)

Ayrica Masreliez ve Martin“’, Martin”’, Martin ve Masreliez(m, Wilcox (32),

Hampel ve arkadaslan®®, Kashyap ve Eom®”, Kashyap ve Poor"””

i dayanikhi
istatistik {lizerine yapmis olduklar1 ¢alismalardan yararlanilmistir. Bu calismalarda
gorlintiiniin  skaler olarak taranmasi durumunda Kalman filtresi denklemlerinin

indirgenmesi iizerinde durmuslardir. Daha sonra goriintiiniin daha 1yi netlik

kazanmas! icin Dayanikli Kalman Filtresinin Indirgenmesini (DKFI) 6nermislerdir.



(36,37)

Cetin ve Tekalp calismalarinda Woods ve Radewan tarafindan ortaya

(29)’ni

konulan iki boyutlu Kalman filtresi denklemlerine Masreliez ve Martin n

dayanikli istatistik metodunu uygulayarak dayanikli iki boyutlu Kalman filtresi
denklemlerini ifade etmislerdir. Boylece goriintiiniin dayanikli kalman filtresiyle

tahmini icin bu calismalardan yararlanilmistir. Aliev ve arkadaslan®®, Belaifa ve

(41)»

Schwartz(39), Chee ve Soh(40), Terrien ve arkadaglari™ ’n caligmalarindan da

faydalanilmistir.

Bilinmeyen mekansal bagimlilik parametrelerinin tahmini i¢in ise Kaufman

(24)

ve arkadaslan®”, Woods”*’un calismalarindan yararlanilmistir. Matlab paket

(42)> ni

programinda goriintii isleme komutlar1 hakkinda Gonzalez ve arkadaslar n

kitabindan yararlanilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Model, gercek diinyadaki bir olgunun anlatimidir, bir temsilidir. Gergek
diinyanin ¢ok karmasik olmasi sebebiyle modeller, anlatmak istedikleri olgu ve
sistemleri basitlestirerek belli varsayimlar altinda ele almaktadir. Modeller ne kadar
karmasik goriinseler de gercegin eksik bir anlattmidirlar. Kisaca model denilen olgu,
model kurucunun gercegi anlayisinin bir {riintidiir. Bazi durumlarda, gercek
diinyadaki bir olgu ile ilgili birden fazla model kurulmaktadir. Bu modeller
birbirinden farkli olmakla birlikte (6rnegin, 151k icin tanecik ve dalga modellerinde
oldugu gibi) olgunun belli baz1 6zelliklerinin anlatiminda biri digerine gore daha iyi

veya kotii olabilmektedir.

Gercek diinyadaki bir olgunun modellenmesi sirasinda ilgilenilen ozellikler
(hiz, ivme, ...) ile anlatimdaki karsiliklar1 (vektor, tiirev, ...) arasindaki bag, 6lgme
islemine dayalidir. Olgme her bilim dalmin kendine 6zgii zorluklar iceren ve
coziilmesi gereken bir problemdir. Ornegin, sicakligin nasil ve ne ile olciilecegi
fizigin bir problemdir. Enflasyonun nasil ve ne ile oOlciilecegi ekonominin bir
problemidir. Zeka diizeyinin Ol¢iilmesi psikoloji ve pedagojinin bir problemidir.
Bir¢ok durumda 6lgmenin nasil yapilacaginin belirlenmesi, 6l¢ii biriminin ve bazi
durumlarda da Ol¢ii aletinin (terazi, Olcek, metre, termometre, anket, test, ...)
bulunmasi aragtirmanin en zor asamalarindan birisidir. Bir 6lgme sonucu, Olgiilen
ozelligin modeldeki karsilig1 olan degiskenin aldigir deger olarak ele alinmaktadir.
Olgiilen ozellik rasgelelik icerdiginde modelde buna karsilik gelen degisken dogal

olarak rasgele degisken olacaktir.



Matematiksel modeller:

e Stokastik (rasgele degisken iceren) ve deterministik (rasgele degisken

icermeyen) matematiksel modeller.

e Lineer ve lineer olmayan modeller.

e Siirekli (diferansiyel denklem) ve kesikli (fark denklemi, ...)

modeller.

Gercek diinyayr anlama ve anlatmada, yani modellemede insan aklinin en
giiclii iki aract matematik ve istatistiktir. Istatistik ozellikle, rasgelelik igeren

olgularin modellenmesinde 6n plana ¢cikmaktadir.

Bir modelin yararli olmasi i¢in, olgu veya sistem ile ilgili baz1 girdiler
(veriler) verildiginde bunlarin sonuglarini ortaya cikaran bir ¢oziim yOnteminin
bilinmesi ve bu yontemin uygulanabilmesi gerekir. Ornegin, belli bir olgu bir
diferansiyel denklem ile modellendiginde bu denklemin ¢6ziim yolunun da bilinmesi
gerekir. Bu, soyut bir bilim dali olan matematigin bir sorunudur. Eger model
stokastik ise ¢oziimleme istatistigin bir sorunu olur. Diger bir deyisle, ¢coziimleme
sonucunda elde edilen sonuglarin yorumlanmasi ve bu sonuclardan gercek diinya
hakkinda aciklamalar ve tahminler yapilmasi karar kurami cercevesinde istatistigin
bir sorunu haline gelir. Ayrica verilerin nasil toplanacagi, ortaya atilan bir modelin
(teorinin, hipotezin) sinanmasinin (test edilmesinin) nasil yapilacagi yine istatistik

biliminin bir sorunudur'”.
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Bu kesimde, ileri boliimlerde kullanilacak temel olasilik kavramlar1 yaninda,
rasgele degiskenlerin bazi kavramlar1 ve dayanikli istatistik ile ilgili bilgiler

verilecektir.

2.1 Temel Kavramlar

[statistik, rasgelelik iceren olaylar, sistemler ve siire¢ler hakkinda bizleri
bilgilendiren bir bilim dalhdir. Fakat rasgelelik kavrami heniiz tam olarak
aciklanmamustir. Tiim bilimler gercek diinyadaki olaylar hakkinda insanlari
bilgilendirmek icin ¢alisir. Fakat gercek diinyadaki olaylar tamamen rasgele gelisen
olaylardir. Bir paranin havaya atilmasi deneyinde sonucun ne olabilecegi (yaz1 veya
tura) sOylenebilir. Fakat para havaya atildigt zaman yazi/tura gelecek denilemez.
Aymi para havaya defalarca atildiginda kac defa tura/yazi gelecegi de sOylenemez.
Fakat ka¢ defa yazi/tura geleceginin olasiligi verilebilir. Bu paranmin diizgiin olup
olmadig1 siiphesi varsa, paray1 havaya defalarca atarak, elde edilen sonuglar1 bir yere
not edip, paranin hileli olup olmadig1 hakkinda belli bir anlam diizeyinde bir sey
sOylenebilir. Bunu yaparken de gercek diinyadaki olaylari, bilinen bir diinyaya
aktararak, o diinyada islemler yapilabilir. Ciinkii gercek diinyadaki olaylar ile bir
islem yapilamaz. Ornegin, yaz ile tura, ne toplanabilir ne de carpilabilir. iste gercek
diinyadaki olaylar1 bilinen (matematiksel) diinyaya gotiiren bu fonksiyon rasgele

degiskendir. Burada gercek diinya, iizerinde caligilan kitle, yani ornek uzaydlr(g) .
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Tanmm 2.1 Q bos olmayan bir kiilme ve U da € iizerinde taniml1 bir sigma cebir

olsun. U iizerinde

P:U —[0,1]
A= P(A)

seklinde tanimlanan P kiime fonksiyonu,

i.  VAeU igin P(A)20

i.  P(Q)=I

ii. A ’ler U ’daki ayrik olaylarin bir dizisi olmak iizere

ozelliklerini sagliyorsa P’ye bir olasihk olgiisii, P(A) sayisina ise A olaymin

olasihgi ve (Q,U, P) iicliisiine de bir olasilik uzayi denir®.

Tamm 2.2 (Q,U, P) bir olasilik uzayr olmak iizere,

X:Q—>R

@ — X(w) @D

fonksiyonu Vae R igin, {@: X (@) <a}e U kosulunu sagliyor ise bu fonksiyona bir

rasgele degisken denir.

Burada bir fonksiyonun ters goriintiisiiniin tanimindan

X (—e0,a]={w: X (w) < a} (2.2)
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yazilabilir. (2.2) esitliginden yararlanarak, (2.1)’de tamimlanan X fonksiyonun bir

rasgele degisken olabilmesi i¢in gerekli kosul,

Vae R ve X '(—o0,ale U

olmasidir®.

Tamm 2.3 (Q,U, P) bir olasilik uzay1 olmak iizere P olasilik dl¢iisii yardimiyla

F,:R—[0,1]
x = Fy(x)=P{w: X(w) < x}

seklinde tanimlanan fonksiyona, X rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu (d.f)

denir ®.

Teorem 2.1 (Q,U, P) bir olasilik uzay1 olmak iizere X bir rasgele degisken ve F

de X rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu olsun. Bu durumda F dagilim
fonksiyonu
i.  Azalmayan bir fonksiyondur.
ii.  Sagdan siireklidir.
1ii. %i’f F(x)=1 ve 5_1)1_71 F(x)=0
(8)

ozelliklerini saglar .

Teorem 2.2 X bir rasgele degisken ve F de X ’in dagilim fonksiyonu olsun. Bu

durumda,

1. Pw:a<Xw)<b)=F(b)—F(a)
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ii. Pw:X(w=x)=F&")-F(x")
dir.

Eger X rasgele degiskeni kesikli yani, D, sayilabilir bir kiime ise,
P(X =x)=F,(x")—F,(x") esitliginden yararlanarak X ’in olasilik fonksiyonu

(o.f.),

P(X=x) , xeD,

o= {0

olarak tanimlanir. Herhangi bir f, (x) fonksiyonunun, bir rasgele degiskenin olasilik

fonksiyonu olabilmesi i¢in

i f,(x)=0 , VxeR

i Y fro=1

xeDy

kosullarinin saglanmast gerekir(g).

Tanmmm 2.4 Bir X rasgele degiskenin aldigi degerlerin kiimesi D, olmak iizere

X =D}, c R" kiimesine 6rneklem uzay1 denir.

X, X X, oOrneklemindeki rasgele degiskenlerin gozlenen degerleri

194X seees

X, X,,..., X, olmak iizere x,,x,,...,x, € ¥ CR" dir,

Tanmm 2.5 X, X,,...,X,, olasilik (yogunluk) fonksiyonu f,(.,0) ve ® parametre

kiimesinin elemam1 @ olan dagilimdan bir O6rnekleminin, T:X — R* Borel
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Olciilebilir (€ bilinmeyen parametresine bagli olmayan) bir fonksiyon olmak iizere

T(X,,X,,.... X,) rasgele vektoriine istatistik denir®.

Rasgele degiskenler 6rnek uzaydan (iizerinde calisilan kitle) reel sayilara
giden bir fonksiyondur. Istatisti§in esas amaclarindan bir tanesi iizerinde calisilan
kitleyi anlayabilmek, yani bu kitlenin baz1 karakteristikleri hakkinda tahminlerde

bulunmaktir. Kitleyi karakterize eden oOzellikler genellikle bilinmemektedir, bu

bilinmeyenlere parametre denir™.

Bu istatistik bilinmeyen bir parametreyi tahmin etmek amaciyla kullanilirsa
tahmin edici adin1 alir ve é(X 1»X,,...,X,) olarak gosterilir. Tahmin edicinin aldig

degere de tahmin denir.

Tanimm 2.6 f bir olasilik (yogunluk) fonksiyonu olmak iizere,

Fz{lf(x_’uj; HE R, G>0}
o (o}

ailesine f(x) standart olasilik (yogunluk) fonksiyonlu konum olcek parametreli

aile (location-scale parameter family) ve (u,0) ikilisine konum-6l¢cek parametresi

(location-scaler parameter) denir.

F={f(x-u); ueR} ifadesine konum parametreli aile ve 1 ye de konum

parametresi (location parameter) denir.

F :{l f (ij; 0'>O} ifadesine oOlcek parametre ailesi ve o’ya da olgek
o \o

parametresi (scale parameter) denir.
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X =(X,,X,,...,X,) rasgele 6rneklem olmak iizere, # tahmin edicisi her a

i¢in,
Oa+X)=0(a+X,a+X,,...a+X)=a+60(X,,X,,..X ) =a+6(X)

ise @ tahmin edicisine konum tahmin edicisi denir. Eger 6 tahmin edicisi her
a>0 icin, é(aX)=é(aX1,aX2,...,aXn)=aé(X) ise é’ya Olcek tahmin edicisi

denir. Ayrica her a >0 ve her b i¢gin 6 tahmin edicisi
O(aX +b) = 6(aX, +b,aX,+b,....aX, +b)=ab(X)+b

ozelligini sagliyorsa 0 ’ya konum-ol¢ek tahmin edicisi denir.

Tamm 2.7 (Q,U, P) bir olasilik uzay1 ve

(X.X,...X,): Q—>R"
W (X X0 X, )W) = (X, (W), X,(W),.... X, (W)

olmak iizere, her (a,a,,...,a,)e R" i¢in {w:X,(w)<q,, i=12,.,n}eU ozelligi

saglaniyor ise (X,,X,,...,X,) fonksiyonuna n-boyutlu rasgele vektor denir®?.

Tamm 2.8 (Q,U,P) bir olasilik uzayi, (X,,X,,....,X,) n-boyutlu rasgele vektor

olmak tzere,

X;: Q-oR,
w—o X w=10(X.X,,..X,)(w)
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fonksiyonuna (X,,X,,....,X,) n-boyutlu rasgele vektoriiniin j. bilesen fonksiyonu

denir™?,

Bir n-boyutlu rasgele vektoriin her bileseni bir rasgele degiskendir.

Tamm 2.9 (X,,X,,....X,) n-boyutlu rasgele vektor olsun.

fonksiyonuna (X XX, ) rasgele vektoriiniin dagilim fonksiyonu denir®.

Tamim 2.10 n-boyutlu bir rasgele vektoriin D c R" deger kiimesi sayilabilir

oldugunda (X, X,,..., X, ) rasgele vektoriine kesikli rasgele vektor denir®.

Tamm 2.11 (X,,X,,....X,), kesikli n-boyutlu bir rasgele vektor olmak iizere

f D —>R
(Xpseees X)) = [ (X X000 %, ) = P(X, =%, X, = X5, X, = X,,)

fonksiyonuna (X, X,,..., X, ) ‘nin olasilik fonksiyonu denir™®.

Kesikli bir (X, X,,..., X, ) rasgele vektoriiniin olasilik fonksiyonu f ise

D f(x.%,..x,)20, (x,x%,...x,)€D

2) z f (%, %,0x,)=1
JeD

[EAS
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3) F(x,%,.x,)= z z z f(a,a,,...,a,)

a<x; a,<x,  a,<x,
(ay,ay....,a,)eD

dir. (X 1,X2,...,Xn)’nin olasilik dagilimimin belirlenebilmesi i¢in f olasilik

fonksiyonun bilinmesi yeterlidir. Genelde sayilabilir bir D kiimesinde tanimli (1) ve

(2) ozelligini saglayan bir fonksiyon, cok degiskenli bir olasilik dagilimi belirler®?.

Tamm 2.12 Bir (X,,X,,..,X,) n-boyutlu bir rasgele vektorin F dagilim

fonksiyonu,

1) f(xl,xz,...,xn)ZO, (xl,xz,...,xn)e R"

F(x,%y,e0x, ) dxdx,...dx, =1

> 11

5'3'—;8
é"—-X

ozelliklerini saglayan bir f : R" — R fonksiyonu yardimiyla

X X,

F(X,,X J-.[ .rf (X, X500 X, ) o, ...dx,dx,

—00 —oco —o0

olarak yazilabiliyorsa (X, X,,..., X, ) e siirekli rasgele vektor ve f fonksiyonuna

(X,,X,,...,X,) nin olasithk yogunluk fonksiyonu denir.

Dagilim fonksiyonu F olan bir (X,,X,,...,X,) rasgele degiskenin olasilik
yogunluk fonksiyonu,
0"F(X,Xy,..0s X,)

f (%, %5500 x,) =4 0x,0x,..0x, ’
0 , d.y.

F'in tiirevlenebildigi noktalarda
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bicimindedir*?.

Kitle parametrelerini tahmin etmek icin, yani o parametre degerini 6lgmek
icin bir deney bircok defa tekrarlanir. Deneylerin sonunda elde edilen degerlerin bir
dizi analizi sonunda bir sonug elde edilir. Fakat bu deneylerin tekrarlanmasi da bazi
kurallara baghdir. Her bir deney sonunda bir deger elde edilir. Yani rasgele

degiskenin aldig1 deger gozlenir.

Tamm 2.13 Bagimsiz ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenlerin bir dizisine

orneklem adi verilir.

Bir deneyin n defa tekrarlanmasi durumunda, n-hacimli bir Ornek,

birbirinden bagimsiz aym dagilima sahip X,,X,,...,X, rasgele degiskenlerin bir
dizisidir. X,,X,,..., X, dagilim fonksiyonu F, olasilik (yogunluk) fonksiyonu f
olan bir kitleden alinan bir 6rneklem ise, X=(X,,X,,...,X ) rasgele vektoriiniin

ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonu,

fXI,XZ,...,X” (X5 X500y X,) = fxl (x1)fx2 (xz)"'fxn (x,)= ﬁfxi (x;,) (2.3)

seklindedir®.

2.2 Parametre Tahmini ile flgili Kavramlar

Gercek diinyada rasgelelik olgusu iceren bir 6zellik ile ilgili 6l¢cme islemine

karsilik gelen X rasgele degiskenin olasilik dagiliminin olasilik (yogunluk)

fonksiyonu, F ={f(.,0):0€ ®} ailesinin bir eleman: olsun. € ® igin f(.,6)
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olasilik (yogunluk) fonksiyonuna sahip dagilimdan alinmig bir Orneklem

X=(X,,X,,...,X,) olmak iizere, érneklemin kendisinin veya bir 7(X,, X,,...,X,)

istatistiginin hangi € degerini destekledigini bilmek, yani €’y1 tahmin etmek

(kestirmek) istatistik teorisinde 6nemli bir problemdir.

2.2.1 Tahmin Edicilerde Aramlan Ozellikler

Tahminlerin iyi birer tahmin edici olmalar1 icin bazi Ozelliklere sahip
olmalar1 gerekmektedir. Burada bu oOzellikler ile ilgili temel kavramlar

tanimlanacaktir.

Tanmm 2.14 T7(X,,X,,...,X,), @ parametresi i¢in bir tahmin edici olmak lizere her

fe O igin,

E,T)=6 (2.4)

esitligi saglaniyorsa, T tahmin edicisine @ parametresi i¢cin yansiz bir tahmin edici

denir®.

Tanmm 2.15 Yansiz olmayan tahmin edicilere yanh tahmin edici ve
Bias,(T)=60—-E,(T) (2.5)

degerine yan (bias) denir"”.

Tanmm 2.16 T7(X,,X,,..,X,), 6 parametresi i¢in bir tahmin edici olmak {izere

n

V6@e O igin,
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imE,[T(X,,X,,...X,)]=6 (2.6)

esitligi saglamyorsa, 7(X,,X,,..., X,) tahmin edicine € parametresi icin limitte

yansiz bir tahmin edici denir®.

Tanmm 2.17 Y, beklenen degeri sifir olan bir rasgele degisken olmak iizere, pozitif

reel sayilarin bir (a,) dizisi i¢gin,
a,(T(X,,X,,....X,)—0)—>Y (2.7)

oluyorsa, T(X,,X,,...,X,) tahmin edicisine €’nin a, -asimptotik yansiz ve a, =1,

n=1,2,3,... oldugunda kisaca asimptotik yansiz bir tahmin edicisi denir®. Burada

d
“—7 gosterimi dagilimda yakinsama anlamina gelmektedir.

Tamm 2.18 @’nim yansiz tahmin edicilerinin sinifi 3 olmak iizere 7" € 3 igin,

Var,(T") <Var,(T) , V0 ® ,Te S

oluyorsa, T~ tahmin edicisine diizgiin en Kkiiciik varyansh yansiz tahmin edici

denir®.

Tanmm 2.19 T7(X,.X,,...,X,), @ parametresi i¢in bir tahmin edici olmak iizere,

HKO,(T) = E(T - 6)’

degerine (beklenen degerin var olmasi halinde) T tahmin edicisinin Hata Kareleri

Ortalamas1 (HKO) denir®.

Bir T tahmin edicisinin hata kareler ortalamasi,
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HKO,(T)=E,(T-6)' =E,(T - E(T)+ E(T)-6)’
=E,(T-E,T))" +(ET)-6)’
= Var,(T) + Bias, (T)

olarak da yazilabileceginden hem varyansi hem de yanliligi kontrol etmektedir.
Yansiz tahmin edicilerin hata kareler ortalamasi, tahmin edicinin varyansina esit

olacaktir.

I(X,.X,,..X,) ve T,(X,,X,,...X,), @ parametresi i¢in iki tahmin edici

olmak iizere, her 8 O icin,
HKO,(T,) < HKO,(T,)

oluyorsa, 7, tahmin edicisine HKO &l¢iitiine gore 7, ’den daha iyidir denir.

P

(X3 2

Tammm 2.20 6@ parametresinin bir 7(X,,X,,....,X,) tahmin edicisi i¢in “—
olasilikta yakinsamayi ifade etmek iizere,

T(X,,X,,..X,)——6
oluyorsa, yani secilen her £ >0 icin,

’11221%(|T(X1,X2,...,X,1)—0|>e):0 (2.8)

esitligi saglaniyorsa, bu tahmin ediciye zayif tutarh veya kisaca tutarh tahmin edici

veE

T(X,,X,,., X, )—2 >0 (2.9)
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oluyorsa, bu tahmin ediciye giiclii tutarh tahmin edici denir. @ parametresinin bir

T(X,,X,,....X,) tahmin edicisi i¢in,

lim HKO, [T (X, X,,....X,)]=0 (2.10)

n—o0

oluyorsa, bu tahmin ediciye Hata Kareleri Ortalamasinda tutarhdir denir®.

2.3 Dayamkl Istatistik

Bu kesimde ug¢ degerlerden dolayr meydana gelecek sorunlart énlemek i¢in

kullanilan dayanikl istatistikten bahsedilecektir.

Omeklemde yer alan verinin cogunlugundan biiyiikk miktarda uzak
gozlemlerin, orneklemdeki diger verilerle ayn1 dagilimdan geldigi siiphe uyandirir.
Siiphe uyandiran verilere u¢ deger, kirli bilgi, kirletici, sapan deger (outlier), aykir
deger gibi isimler verilmistir. Bu siipheli gozlemler dogal rasgelelik sonucunda
ortaya cikabildikleri gibi kisi ya da makine hatasi, 6l¢cme hatasi, kayit hatas1 veya

sistemdeki bir isleyisin bozuklugundan dolay1 da ortaya ¢ikabilir.

Aykirt gozlemler bir orneklemde, verinin ¢cogunlugundan oldukc¢a farklilik

gosteren, sapan gozlemlerdir™”

. Bu gozlemler yanl parametre tahminlerine, yanlis
model kurmaya, model varsayimlarinin saglanamamasina ve dolayisiyla yanlis analiz

sonuglarinin ortaya ¢ikmasina neden olurlar.

Istatistigin en eski ve iizerinde ¢okca calisilmis konulardan birisi de aykiri
degerlerdir. Veri yigminin i¢inden c¢ikan aykiri degerler klasik istatistiki sonug

cikariminda biiyiik hatalara yol acabilmektedir.
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[statistiksel analizlerin ana amagclarindan birisi, verilerden yararlanarak bu
verilerin geldigi kitle dagilimimi ve/veya dagilimin parametrelerini belirlemeye
caligmaktir. Bir dagilimin en Onemli karakteristikleri konum ve Olgek
parametreleridir. Klasik istatistiksel sonu¢ ¢ikariminda bu parametrelerin en iyi
bicimde (yansiz, tutarli, etkin, yeterli, minimum varyansh gibi) tahmin edilmesi
istenmektedir. Bu amagc icin yapilan ¢alismalarda parametrelerin tahmin edicilerinin
(istatistikler) aykir1 degerlerden etkilenmemesi istenmektedir. Aykir1 degerlerden
etkilenen istatistikler ise, veride aykiri deger olmasi durumunda biiyiik hatalar
yapilmasina neden olmaktadir. Diger bir deyisle, klasik istatistiki sonug¢ ¢ikarimi
siipheli degerlere karsi dayaniksizdir. Bu noktadan hareketle, bu tiirlii bir sorunun
giderilmesi icin yapilan caligmalar dayamikli istatistigin temelini olusturur. Bir
tahmin edicinin dayanikli olarak tanimlanabilmesi, bir veya daha fazla veri noktasi
herhangi bir yerde rasgele biiyiirken tahmin edicinin sonlu kalabilmesi olarak ifade
edilebilir. Dayanikli (Robust) istatistiksel yontemler ilk kez 1953 yilinda Box

tarafindan one stiriilmiistiir.

Dayanikl istatistigin temel amaclar1 sunlardir:

i.  Veri yigininin yapisini belirlemek.

ii.  Sapan veri noktalarini (siipheli degerleri) belirlemek ve biiyiik

hatalara kars1 koruma saglamak.

ii.  Kaldirag noktalarin1 (Leverage Points) (yiiksek etkili veri noktalarini)

belirlemek ve uyarida bulunmak.

iv. Istenmeyen serisel iliski veya daha genel olarak yapisal iligki

varsayimlarindan sapmalarla ilgilenmek.
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Verinin siipheli deger icermesi durumunda, c¢esitli diglama kurallar
kullanarak bu degerlerin yok edilmesi saglanip, kalan veri {iizerinden klasik
istatistiksel yontemler kullanilabilir. Ancak bu durumda orneklem hacmi kiigiiliir,
hangi verinin aykir1 deger olduguna yanlis karar verilebilir. Bunun yerine dayanikli
istatistiksel yontemlere basvurmak oOnerilir. Normal (Gaussian) dagilimin konum
parametresinin tahmin edicisi olarak orneklem ortalamasi pek cok kritere gore en iyi
tahmin edicidir. Ancak her model icin Normal dagilim varsayimi yapilamamaktadir.

Ozellikle agir kuyruk iceren dagilimlar icin tercih edilmez. Ornegin,

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip Cauchy dagilimi agir kuyrugu olan bir
dagilimdir ve bu dagilimin konum parametresinin tahmin edicisi olan Orneklem

ortalamasinin yerine érneklem medyan1 dayanikli bir tahmin edicidir.

Bir lineer modelin bilinmeyen parametreleri, en kiiciik kareler (EKK)
yontemiyle tahmin edilmek istenirse ve orneklemde aykir1 degerler varsa bulunan
tahminler optimal olmayacaktir. Aykir1 gézlem sayisinin orneklem hacmine orani
olabilecek en kiiciik kirlenme diizeyini verir ve bu diizey kirllma noktas1 olarak
adlandirilir. Veri kiimesindeki n tane veriden m tanesi bozuk veri (aykirt gozlem)
iken T tahmin edicisinin kirilma (bozulma) noktasi,

e (T) = minimum {E, Yan(m,T) sonsuz iken}
n

olarak ifade edilir. Burada X orijinal 6rneklem X’ aykiri verileri iceren drneklem

olmak uizere
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Yan(m,T) = maksimumHT (X)-T(X )H
dir ve aykirt degerlerin neden oldugu en biiyiik yanlilig1 gosterir.

Bir tahmin edici i¢in kirilma noktasi, gozlemlerin ne kadari kirlendiginde
tahmin edicinin bozulmadan, kirilmadan saglam sonuglar verecegini gosteren bir
oOlciittiir. Ayrica sonlu bir 6rneklemdeki siipheli verilere taninan toleranstir ve tahmin

edicinin ne kadar aykir1 degerle bas edebilecegini gosterir. EKK tahmin edicilerinin

P < .
kirilma noktas1 & =—"dir. Boylece aykir1 degerlere kars1 asir1 hassastir. Tek bir
n

aykirt gozlem, tahmin edicinin olacagi degeri etkileyerek bozacaktir.

Etki fonksiyonu (EF), her bir verinin tahmin edicisi iizerindeki marjinal
etkisini ol¢er. Tahmin edicinin verideki bozulmalara kars1 verecegi tepki hakkindaki
bilgi, etki fonksiyonundan elde edilir. Eger tahmin edicinin dagilimi, 6érneklemin

dagilimi olan F ’ye bagli ise bu tahmin edici kii¢iik miktardaki bozulmalardan bile

etkilenebilir. Ax, aykirt gozlemin dagihmim, F,,=(1-€)F(x)+&Ax ise x

X,€

noktasinda ve € oraninda bozulmus dagilimini gostermek iizere bir aykirt degerin,

T(F.,)-T(F)

&

olarak ifade edilir. Buna gore etki

tahmin edicisi uzerindeki etkisi

fonksiyonu,

EF(x):LimT(Fx’g)_T(F)

-0 E

olarak tanimlanir. Eger bir tahmin edici etki fonksiyonuna sahip ise bu tahmin edici

(1, -T(F)) == N(0.V (. F))

n
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d
— » , dagilimda

n—oo

(X3

biciminde asimptotik normal dagilima sahiptir. Burada

yakinsamayi gosterir ve V (T, F) =IEF(y,T, F)zdF(y) dir™®,

2.3.1 Dayamkh Tahmin Edici: M Tahmin Edicisi

L tahmin edicisi, M tahmin edicisi, A tahmin edicisi, D tahmin edicisi,
Genellestirilmis M tahmin edicisi, P tahmin edicisi, R tahmin edicisi, S tahmin
edicisi, W tahmin edicisi gibi dayanikli pek ¢ok tahmin edici ¢esitleri bulunmaktadir.

Bu calismada M tahmin edicisi iizerinde durulacaktir.

M tahmin edicisi, aykirt degerlerin etkisini azaltan bir yontemdir. Bu yontem
orneklemde aykiri degerlerin olmasi veya modelde yer alan rasgele degiskenlerin

dagilimlar1 hakkinda yapilan varsayimlarin saglanamamasi durumunda kullanilir.

M tahmin edicileri, Huber® tarafindan ortaya konmustur ve genel bir

p(x,.) fonksiyonunu en kiigiik yapma fikrine dayanir. Literatiirde gesitli p

s)

fonksiyonlar1 6nerilmektedir. Fox *~’, p fonksiyonun 6zelliklerini:

e p(x)20 Vx icin,

[
i)
—_
=
~

\Y
ho)
—_
=
~——
=

\Y%
Ra

olarak vermistir.
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M tahmin edicileri, belirtilmis bir dagilimin konum parametresinin en ¢ok
olabilirlik tahmin edicilerinin genellestirilmisidir. Diger bir deyisle M tahmin
edicileri, en ¢ok olabilirlik (Maksimum Likelihood) tipi tahmin ediciler olarak
anilirlar. Dayanikli istatistik dilinde ise etki fonksiyonu olarak adlandirilir. M tahmin

edicilerin tek zaafi, p 'nun uygulayici tarafindan secilmesidir.

n
X, Xy5.., X, Orneklem ve T, (x,x,,...,x,) =t tahmin olmak iizere Zp(xl.,t)
i=1

fonksiyonun #’ye gore minimize eden T (x,,x,,...,x. ), M tahmin edicisidir.
n 1 2 n

p fonksiyonunun ¢’ye gore birinci tiirevi ¥ fonksiyonu olmak iizere

n
5.

> w(x,t)=0’1 saglayan ¢ degeri, aradigimiz M tahmin edicisi 7, (x,,x,,...,x,) i

i=1
verir. Burada p 'nun ¢’ye gore tiirevlenebildigi ve siirekli oldugu varsayilir.
o p(xt)=(x—1)" olarak secildiginde > (x, —t)" minimize edilir. Yani
i=1

n Z'xi

p’nun t’ye gore tiirevi alinip sifira esitlendiginde, » (x,—¢)=0’dan r==— clde
i=1 n

edilir, tahmin edici T, (x,x,,....x,)=X Orneklem ortalamasidir ve en bilindik M

tahmin edicisidir.
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Sekil 2.1 (x— t)2 fonksiyonun Amac ve Etki fonksiyonu.

w(.)=p"(.)’nun smurh ve siirekli olmast istenir. Sturliligin istenmesinin

nedeni, herhangi bir gbzlemin tahmin iizerinde ortaya ¢ikacak olan, etkinin biiyiik ve
rasgele olmasmi engellemek, siirekliligin istenmesinin nedeni ise yuvarlama

hatalarinin biiyiik etkilerinin ortadan kalkmasini saglamaktir.

o p(x,t)=|x—1| olarak segilirse y(x,1)=sgn(x—¢) dir. Burada

1 , x>0
sgn(x)=<0 , x=0
-1 , x<O0

dir. Y sgn(x,—1)=0 ise ¢ 6rneklemin medyamdir.
i=1

Sekil 2.2 sgn (x—7) fonksiyonun Amag ve Etki fonksiyonu.
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Huber’in, amag fonksiyonunu

2
kx—% .| >k
plx)=1
Sl , |x|£k
2

biciminde belirlemistir. &k, Gaussian modelinde arzu edilen verimi saglayacak
sekilde keyfi olarak secilecektir. & ’nin kiiciik degerlerinde aykir1 degerlerin etkisi
azalacaktir. Genellikle uygulayici tarafindan 1.14 <k <1.945 arasinda bir deger

secilmesi Onerilmistir.

Sekil 2.3 Huber’in Etki fonksiyonu.

Hample’1in, amag¢ fonksiyonunu

2
% , |x|£a
2
ax—a— , a<|x|£b
(+) ’
P = 2
a(b+c—a)_a(c—x) ’ b<|x|$c
2 2(c—D)
a(b+c—-a) |x|>c
2 b
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seklinde belirlemistir. Burada a,b ve c sabit degerlerdir ve literatiirde bu sabitlere

sirasiyla 1.7, 3.4 ve 8.5 degerlerinin verilmesi onerilmistir™®.

Sekil 2.4 Haple’1n Etki fonksiyonu.

Tukey’in ikili agirliklar fonksiyonu (Bi-weight),

seklindedir.

Sekil 2.5 Tukey’in Amag fonksiyonu.
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Tukey’in etki foksiyonu ise

W(x)_{x(l—xz)z , |x|£1

0 , dy
seklindedir.
v (x)
Sekil 2.6 Tukey’in Etki fonksiyonu.
Andrews “”, amac fonksiyonunu
! <x<
?[1—COS(7EX):| , —1<x<1
p(x)=
2
— , x>1
V4

seklinde belirlemistir.

Sekil 2.7 Andrews’in Amag fonksiyonu.
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M tahmin edici fonksiyonun hesaplanmasinda kullanilabilecek cok sayida
fonksiyon onerilmistir. Onerilen bazit M tahmin edicileri ile bunlardan elde edilen

etki fonksiyonlar1 Cizelge 2.1°de listelenmistir.

Cizelge 2.1 M tahmin edici fonksiyonlari.

Amag Fonksiyonu Etki Fonksiyonu
Tahminci p(x) w(x)=p'(x)
Least p(x)=x v(x)=2x
Square
2
X
— , <k
— p(x): 3 |X| l//(x)={ X , |x|Sk
2 ksng(x) , |x|>k
kx—% ’ |x|>k g(x) | |
x2
5 . pi<a
Hgmpel ax—a—2 a<|x1<b X , MSa
(g | ()= 2 ' - asng(x) , a<|x1£b
ool L T PR
, < , b<|x<
azalan) 2 2(e=b) b o e
0O<a<bh<c a(b+c—a) |X1>C 0 > |)4>C
2 9
2
Tuk é[l_(l‘xzﬂ - ==l W(X)={x(l_xz) - Wl
wkey | pa)=i6t 0. @
g , x>1
1 X
—|1-Cos(r , —1<x<1 sm(—) x| <cerm
Andrews (x)= 7[2[ s x)] * y(x)= ¢ H
P\X) = 2 0 |x|>cﬂ'
; , x>l

2.4 Lineer Modeller

Bu kesimde istatistik teorisi ve ekonometri alanlarinda onemli yeri olan

regresyon analizinin temelini olusturan lineer modellerden bahsedilecektir. Ug farkli
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varsayima dayanan durumlar altinda lineer modelin bilinmeyen parametrelerinin
tahmin edicileri ve oOzellikleri tartisilacaktir. Lineer modeller i¢in yapilan bu
aciklamalar, ileri bolimlerde bahsedilecek olan otoregresif —siireclerin
modellenmesinin ve parametrelerin tahmin edicisinin daha iyi anlasilabilmesi i¢in

verilmistir.

Y gozlemlerin nx/ mertebeli vektorii (rasgele vektor), X nXxp(n<p)
mertebeli bilinen sayilarin matrisi, f px1 mertebeli bilinmeyen parametrelerin

vektorii, £ nx1 mertebeli rasgele degiskenlerin gozlenebilir olmayan bir vektorii

(E(£)=0, Cov(eg)=2X) olmak iizere bunlar arasinda,
Y=XB+e 2.11)

bi¢iminde varsayilan bagintiya lineer model denir“?.

(2.11) lineer modelinde X B ’ya modelin deterministik kismi, ¥ ve £’na da

modelin stokastik kismu denir. Y vektorii, bagimli degisken, tepki degiskeni veya
aciklanan degisken denilen bir rasgele degisken ile ilgili gozlemlerin vektoriidiir. X
matrisine tasarim matrisi, agiklayict degiskenlerin gozlem matrisi veya bagimli
degiskenlerin gozlem matrisi gibi isimler verilmektedir. € vektoriine ise hata vektorii

denmektedir.

(2.11)’de verilen lineer model pek ¢ok Ozel hallere sahiptir. Bunlar, & ’nun

dagilimina, ). kovaryans matrisine, X ’in yapisina ve rankina baghdir. Aksini
belirtmedik¢e modelimizdeki X matrisinin tam siitun rankl (rank(X )= p)

oldugunu kabul edecegiz. Ayrica € nun dagilimi hakkinda asagidaki tic durumu goéz

Oniine alacagiz:
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1. Durum: € ~ N(O,GZI)

2. Durum: € bilinmeyen bir dagilima sahiptir ve E(£)=0, Cov(&)=0c"1 dir.

Bu durumu € ~ (0, o’l ) biciminde gosterecegiz.
3. Durum: Cov(g)=0¢°V, V bilinmeyen pozitif tanimli bir matristir.

1. Durum’da her bir &, 0 ortalamal bilinmeyen o varyansh normal
dagilima sahiptir ve €, (i=1,2,...,n) ler bagimsizdir. 2. Durum’da, her bir &, 'nin

beklenen degeri sifir, €, ’ler iliskisiz (uncorrelated), bilinmeyen ortak ¢ varyansina

sahiptirler.

1. ve 2. Durum’daki varsayimlar altindaki modellere Gauss-Markov
modelleri denir. 2. Durum’daki modellere bazen en kiiciik kareler modelleri de
denilebilir. Ayrica hata terimi normal dagilimli oldugunda bu modellere hipotez

modelleri denir.

Gercek diinyadaki olaylarin lineer model olarak modellenmesi sirasinda

Y, X, B ve € cok degisik sekilde anlamlandirilir. Bazi modellerde Y {iiretim miktari,

bazilarinda boy uzunlugu, bazilarinda ise bir ekonomi degiskeni olabilir.
Y=B+BX +e, i=12,...n, &~ N(O,GZ), g, ’ler bagimsiz

veya
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Y X, &

Y = Y, X = X, ﬂ:{ﬁo} = &
: A,

Yn 1 Xﬂ gn

gosterimi altinda,
Y=XB+¢e &~N(0,0°1)

modeline basit lineer regresyon modeli denir®?.

Bir lineer modelde aciklayici degisken sayisi birden cok oldugunda modele
coklu lineer model (multiple linear model) denir. Ancak bir modelde bagiml
degisken birden ¢ok ise o zaman modele ¢cok degiskenli model (multivariate model)

denir.

Bir malzemenin imalatinda sicaklik (x) ile basmcin (x,) sertlik (Y)
iizerindeki etkisinin incelendigini diisiinelim. Imalat sirasmnda sicaklik (OC ) ve
basing (kg / cmz)

D ={(x,x,):500<x, <1500, 1000 < x, <2000}
bolgesinde degerler almak iizere, sertlik iizerine etkisi

Y(xl’x2):ﬂ0+ﬁ1xl +B,x, + Bixx, + €, E(S)ZO

gibi bir model ile anlatilmis (modellenmis) olsun. B katsayisi sicakhigin sertlik
tizerinde etkisini, [, katsayisi basmcin ve [, katsayisi da ikisinin ortak etkisini

anlatmaktadir. Bu etkileri veya kisaca model parametreleri tahmin edilmek istenilsin.
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Sicaklik ve basing degerlerinde (xli,le.)e D, i=12,..,n imal edilen parcalarin

sertlikleri ¥;, i=1,2,...,n Ol¢iiliip, elde edilen gdzlemler

Yl 1 X X X
Y 1 x, x X, . X
2 21 22 217422
Y=|"| X=|. . i .
Yn 1 'xnl 'xn2 'xnl"an

bi¢iminde olsun. B katsayilar vektorii olmak iizere, sdylenilenler

Y=XB+¢€

lineer modeli ile ifade edilir.

Sicaklik ile basincin, sertlik iizerindeki etkisinin fonksiyon biciminde bir
baginti ile ifade edilip edilmeyecegi, bu bagintinin bi¢iminin ne olacagi veya sicaklik
ile basing degiskenlerinin sertligi ne derece etkileyip etkilemedigi gibi sorunlar ilk
olarak metalurji biliminin sorunlaridir. Metalurji biliminin kanunlarina gore sicaklik
ile basincin sertlik iizerindeki etkisi tam olarak belirlenmis olabilir, bagint1 bicimsel
olarak belirlenmis ancak i¢inde bilinmeyen katsayilar vardir veya aralarinda bir
baginti var ama ne oldugu belirlenmemis olabilir. ilk durumda istatistik¢inin
yapacagi fazla bir sey kalmamistir. Belki belirlenmis olan modelin gercekliliginin
sinanmasinda yardimei olabilir. ikinci ve iigiincii durumlarda istatistikciye 6nemli
gorevler diigmektedir. Amac belirlendikten sonra (6rnegin bu amag¢ hangi sicaklik ve
basin¢ta malzemenin sertligi maksimum olmaktadir, olabilir.) gozlemlerin alinacagi
en iyi deney tasariminin ve ardindan istatistiksel sonu¢ ¢ikarimin yapilmasi istatistik

biliminin sorunudur®®.
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Olgme aletindeki hatalardan veya olgmek istedigimiz niceligin dogrudan

Olciilemiyor olmasindan dolay1 gézlenmesi gereken bir x degeri yerine
X=x+U, E(U)=0, Var(U)=o0;

olmak iizere X rasgele degiskeninin aldig1 degerin gdzlenmesi sdz konusu olabilir.

Boyle bir agiklayici degiskenin, rnegin

Y=8+BX,+e, i=12,..,n

& ler iligkisiz

Falbd

X,=x+U, E(U,)=0, Var(U,)=0’

u

{E(ei)z 0, Var(g)=o0;

gibi bir modelde yer almas1 durumunda modele, agiklayict degiskenleri 6l¢gme hatasi
bulunduran model veya kisaca hatal 6l¢iimlii model denir. Hatalar hakkinda degisik

varsayimlar yapilabilir.

Hata ol¢iimlii basit lineer modelin uygulanmasinda belli bir iiriinde verim

(Y) ile topraktaki azot miktar1 (X ) arasindaki iliskiyi anlatan
Y=8+BX,+¢, i=12,...n

modeli ele alinabilir. Bu modelde X, topraktaki i. 6l¢iim yapildiginda gozlenen azot

miktar1 olmak iizere bu miktarin gercek degerinin bulunmasi 6l¢cme islemine baglidir.

Azot miktarinin gercek degeri olan x; yerine,

X =x+U, i=12,...n

1 l 1
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gibi X, rasgele degiskenlerin degerlerinin gozlenecegini diisiinmek daha akilci

goriinmektedir™?.

2.4.1 Lineer Modellerin Parametre Tahmini
Bu kisimda
Y=XB+¢€
modelinde,
1. Durum: € ~ N(O,O'ZI)
2. Durum: € ~ (0, 021)
3. Durum: Cov(g)=0"V

icin parametre tahmini problemi, tam rankli modellerde (rank(X ‘nXp)= p) ele

alinacaktir®. Parametre kiimesi,
Q:{(ﬂ,GZ):ﬂE R’,0’ >0}

olmak iizere 1. Durum’da normal dagilim ile ilgili istatistiksel sonu¢ ¢ikarmaya en

cok olabilirlik yontemi ile bagvurulur. 2. Durum’da ise EKK yontemine bagvurulur.

1. Durum (8 ~ N(O,GZI))

Y=XB+¢g €~N(0,0°1)
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Y X, X X, B &
Y, X X X E
Y = :2 X = :21 :22 2p ’ ﬁ _ :5:2 L e= 2
Yn an XnZ P Luxp ﬂp gn

Y ~N(XB.0%I)

olmak iizere ¢’ ’nin ve f°'mn en ¢ok olabilirlik (maximum likelihood) tahmin

edicilerini bulalim. Olabilirlik fonksiyonu,

L(,B,O'Z;Y)z e

ve logaritmasi,

1
207

1
207

lnL(,B,O'Z;Y):—gln(Zn')—gln(Gz)— (Y-xB) (Y-XpB)

:—gln(27z)—gln(62)— (Y'Y-2Y"XB+ B X"XB)

dir. Parametre kiimesi,

Qz{(ﬂ,dz):—oo<,8i <oo, i=12,.,p, O >0}

tizerinde L( B, 02) veya lnL( B, 0'2) fonksiyonunu maksimum yapan B ve o ’yi

bulmak i¢in,

J 2 1 T r
ﬁ(lnL(ﬂ,o ;Y)):—ZGZ (-2x7Y +2X" X B)

n 1

207 +2(Gz)2

J (nL(B.0%Y))=- (Y-xB) (Y-XB)

b loa
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birinci tiirevlerin sifira esitlenmesiyle,
1 T T
?(x Y-X"XB)=0.

n 4 1
20 2(02)2

(Y-XB) (Y-XB)=0

veya

X'XB=X"Y
o (Y-XB) (Y-Xp)

n

denklem sisteminin normal denklemler (Yule-Walker Denklemleri) ismini tasiyan
X'XB=X"Y

denkleminden

~ -1

B=(X"X) XY (rank(X)=p, X'X regiiler).

B=(x"x)" XY +(1-(X"X) X"z,
Z€ R’ (rank(X)<p, X"X  singiiler)

ve ikinci denklemden,
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:ﬂ(y -x(x"x)" x7y) (y-x(x"x)" XTY)}

:l[YTY Y X(X'X) XY -¥Y'X(X'X) XY+
n
Y'X(X'X) X"X(X"x)" XTY}

=Ly"(1-x(x"x)" x")y
n

elde edilir. Boylece B ve 6*’ye B ve o”’nin en cok olabilirlik tahmin edicileri

denir®.

Simdi ,5’ ve & tahmin edicilerinin yansiz birer tahmin edici olup

olmadiklarini inceleyelim:

VB e R’ igin

E(B)= E[(XTX)’l XTYJ =(x"x) X"E(Y)=(X"X) X"E[xB+e]=x(X"X) X"B=8
olmak iizere B, B 'mn yansiz tahmin edicisidir.

v (1-x(x"x)" X"y

E(6°)=E

- =%E[YT(I—X(XTX)_1XT)Y}

:%{trl:(I—X(XTX)_l XT)Cov(Y)}+E(YT)(I—X(XTX)_I XT)E(Y)}
:%{trl:(I—X(XTX)_l XT)O'ZI:|+(X,B)T(I—X(XTX)_1 XT)(X,B)}
:%tr(az (I—X (x"x)" XT))+0

n_Po_z

1
n n
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olmak iizere 67, o igin yansiz bir tahmin edici degildir. Ancak,

icin

oldugundan &° tahmin edicisi yansizdir. 6 tahmin edicisine yansizlik igin

diizeltilmis en cok olabilirlik tahmin edicisi denir. Bundan boyle B ve o’yi

tahmin etmek icin B ve &*yi kullanacagiz ve f°y1da B ile gosterecegiz.
B=(x"x)"x"y

y(1-x(x"x)" X"y

6’ =

n—p

2. Durum (8~(0,O‘21))
Y=XB+¢g 8~(0,621), rank(XnXp)=p

modelinin ¥ 6rnekleminin dagilimi bilinmediginde B ve o’ parametrelerinin en

cok olabilirlik tahmin edicileri s6z konusu degildir.

ge=(Y-XB) (Y-XB)

43



karesel formunu minimum yapan B vektoriine B ’min en Kkiiciik kareler tahmin

edicisi denir.

min(¥ - X B)' (¥ -X B)=(¥ - X B) (V- X B)
ve

B=(x"x)" XY

olmak iizere, B tahmin edicisine bagli olan ve ¢ 'nin yansiz tahmin edicisi olan,

tahmin edicisine de alisilagelmis olarak o ’nin en kiiciik kareler tahmin edicisi

denir.

B ve 6? tahmin edicileri sirasiyla 8 ve ¢ icin yansiz tahmin ediciler
olmak iizere, bu tahmin edicilerin dagilimlar1 hakkinda kii¢iik Orneklemler icin

A

herhangi bir sey sdylenemez. Bilyikk oOrneklemler i¢in (n—oo igin) f, 'nin

dagilimi yaklagik olarak B ortalama vektorii ve 87 (X T X p )_1 varyans-kovaryans

nxp

matrisi ile normal dagilima sahip oldugu sylenebilir.

I px1 mertebeli bilinen bir vektdér olmak iizere, I #'mmn lineer tahmin

edicilerinin

8={7T(Y):T(Y)=a'Y+a,, acR", a,eR}

44



stnifinda bir 7° (Y )€ § tahmin edicisi her 8 i¢in
E[T"(Y)|=U"B

ve
Var(T* (Y))<Var(T(Y)), her T(Y)e 3

ozelliklerine sahip ise 7" (Y) tahmin edicisine " £ nin minimum varyansh lineer

yansiz veya kisaca en iyi lineer yansiz (best linear unbiased) tahmin edicisi denir®.

Teorem 2.3 ( Gauss-Markov Teoremi )

Y=Xp+g E(g)=0, Cov(e)=0’l, rank(X,,)=p

modelinde I” 8 nin en iyi lineer yansiz tahmin edicisi 17 £ dir.

Ispat : I” 8°nin lineer tahmin edicilerinin sinifi,
T(Y)eS={T(Y):T(Y)=a'Y+a,, acR", a,eR}
olsun. a € R" vektori,
0 T
a=((XTX) XT) I+b, be R
biciminde yazilirsa,

T(Y)=0"(X"X)" X'Y +b'Y +q,
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olur. T (Y) tahmin edicisi b vektorii ve a, sayisina baglhdir. Boyle bir 7 (Y ) tahmin

edicisi 1" 8’ nn yansiz bir tahmin edicisi olacaksa, her £ icin
E(T(Y))=I"b

olur. O zaman, her £ i¢in
I (X"X) X"XB+b"X B+a,=1"b,
U'B+b"XB+a,=1"b,
b"XB+a,=0

olacaktir. Diger bir deyisle
b'X =0 ve a,=0

olmalidir. I” 8 nin lineer yansiz tahmin edicilerinin sinif,

3, :{T(Y) :T(Y):(IT (XTX)‘1 X’ +bT)Y, beR", b'X :0}

olsun. T (Y )e 3, icin,
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Var (T (lT(XTX XT+bT)C0v(Y)(lT(XTX)_1XT+bT)T
=(lT(XTX XT+bT)a I(IT(X X) XT+bT)T
:g{ﬂ (x7x) XT(IT(XTX)_IXT)T+21T(XTX)_1XTb+bTb}
= | I (x"X) 1+ 20" (X"X) " X"b+b"b |

P [lT X7X) l+bTb}

olmak iizere minimum varyansli tahmin edici b =0 olan tahmin edicidir. Buna gore

I" B°nin lineer yansiz tahmin edicileri arasinda varyansi en kiigiik olani
T(Y)=I"(x"X) XY =I"h
dir®,

Teorem24 Y =XB+¢g E(€)=0, Cov(e)=0"l, E(g)=3c", i=12,...n

1

modelinde, o parametresi i¢in

tahmin edicisi, Y ’nin bir karesel formu biciminde olup yansiz tahmin ediciler

arasinda minimum varyanshidir®®,

Ispat : (Graybill, 1976) 6°'ye o nin en iyi karesel yansiz (best quadratic unbiased)

tahmin edicisi denir.
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3. Durum (8 ~ N(O, O'ZV))

Bu kisimda oncelikle, V bilinen pozitif tanimli bir matris oldugunda

Cov(€) =0’V durumu ele alinacaktir. Daha sonra Cov(€)=2 ve X 'nin bir pozitif

taniml1 matris olmasi durumu ile ilgili baz1 sonuclar verilecektir.

Y=XB+€ €~N (O,GZV), V  bilinen pozitif tammli bir matris,

rank(X,,,)=p modelinde V,, matrisinin, rank(G,,)=n olan bir G matrisi

cinsinden ayrigimi
V=G'G

olmak izere modelin her iki tarafi soldan (G”) " ile carpilsin.
z=(¢")"'y~n((¢")’ XBol).
n:(GT)_le ~N(0,0°1)
ve A=(G")" X igin model
Z=AB+n
olarak yazildiginda,
B=(A"A) ATZ=(X"V'X) X'VY
Al [1 —A(ara)” AT}Z RE [v-l —vix (xTvx)" XTV‘I}Y

n—p n—p

62

48



tahmin edicileri sirasiyla B ve o~ icin diizgiin minimum varyans yansiz tahmin

edicilerdir. Bunlara Aitken tahmin edicileri denir. Ayrica,
B~N(B.o*(x'v"'x)")

veE

dagilimhidar.

Y=XB+¢g, €~ N(O,Z), 2. pozitif tanimli matris, rank(XnXp)z p

modelinde B parametre vektoriiniin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulmaya

calistigimizda,
B=(X"T'x) X2y

biciminde bir ifade ortaya ¢ikmaktadir. ¥ bilinmediginden B bir tahmin edici olarak

kullanilamaz. Diger taraftan £ ’nin en kiigiik kareler tahmin edicisi
B=(x"x)" XY

dir. Bu tahmin ediciye B ’min alisilmis en kiigiik kareler (ordinary least squares)

tahmin edicisidir. Dogal olarak ,3 * B oldugunda EKK tahmin edicisi diizgiin

minimum varyansli yansiz tahmin edici olmayacaktir.
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Teorem2.5 Y=XpB+¢e &€~N(0,2) modelinde EKK tahmin edicisi
(X "X )_1 X"Y 'nin B igin diizgiin minimum varyansh yansiz tahmin edicisi olmasi

icin gerek ve yeter sart
XX =XF
olacak sekilde singiiler olmayan bir F : pX p matrisinin var olmasidir®,

Ispat : XX = XF olacak sekilde singiiler olmayan F: pX p matrisi var olsun. O

zaman

(x"x) x"=(x"x)" F"(F") X" =[(FT)‘l (x"x)" (F")" XT}

-1

=(x"='x) X'z

oldugunda

-1 -1

(X"x) X'y =(X"2'X) X'
olur. Boylece alisilmig EKK tahmin edicisi ile Aitken tahmin edicisi aynidir.

Tersine,

(x"x)" x"=(x"£'x) " x7%"

olmast i¢in

(x"x) x"z=(x"s"x) X"
X"E=(x"x)(x"s"x) " x7

£X = X (X"T'X) X"X = XF
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olur. Burada F = (X v'x )_1 X"X, pxp tipinde singiiler olmayan bir matristir.

Sonu¢:Y=XpB+€, €~N(0,X), X:[l, X,, - ,XJ modelinde,
1 .. _
Y. =0 (l-p)I+c’pl =0’ '0 o '0 , 11<p<1
. . . . n—

biciminde ise B 'nin EKK tahmin edicisi diizgiin minimum varyansh yansiz tahmin

edicidir.

B= (x"x )_1 X"Y tahmin edicisi EKK tahmin edicisi olmakla birlikte hata

terimi normal dagilimli oldugunda en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir®.

2.5 Bir Baska Tahmin Metodu: Kalman Filtresi

Bu kesimde durum-uzay modelinde yer alan beyaz giiriiltii siireclerinin ve

X (0) baslangic durumunun normal dagilima sahip oldugu varsayimi altinda Kalman

filtresi verilmistir.

Durum-uzay modelinde problem olan, gozlenemeyen X (k) durumunu,
Y(1),Y(2),....Y (k) gozlemlerini kullanarak tahmin etmektir. Bu problem filtreleme

olarak bilinir.
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Indirgemeli (ardigik) tahmin, sadece k amndaki Y (k) gozlemini ve k-1
anindaki X (k) durumu icin en iyi X (k) degerini tahmin etme problemidir. Bu
tahmin,

e Sonsal dagilimin en biiyiiklemesi Ol¢iitiine gore
¢ En kiiciik HKO ol¢iitiine gore

elde edilebilir. Durum-uzay modelindeki hata terimleri ve baslangi¢ durumu normal

dagilima sahip oldugunda bu iki dl¢iite gore elde edilen tahmin birbirine denktir.
Durum-uzay modeli, sistemin durumunu gosteren ancak gozlenemeyen
{X (k),k=0,1, 2,...} stokastik siireci ile ilgili bir durum esitligi ve gozlenebilen

{Y (k),k=0,1,2, } stokastik siireci ile ilgili bir 6l¢iim (gozlem) esitliginden olusan,
X (k)= CX (k=1)+Gw(k) 2.12)
Y (k)=HX (k)+v(k) (2.13)

seklinde bir modeldir. Burada X (k)e R" sistem durum vektoriinii, Y (k)e R"

sistem gozlem vektoriinii gostermektedir. Ayrica C, nxn boyutlu sistem gecis

matrisini, H, mxn boyutlu gozlem matrisini gostermektedir. G matrisi ise boyutu

uygun sekilde secilmis matristir. w(k)e R" ve v(k)e R" sifir ortalamali beyaz

giirtiltii siireglerini (hata terimi) gostermektedir. Beyaz giiriiltii siireclerinin her k, j

degerleri icin

s 1 k=
Y10k
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olmak tizere

E[v(k)]=0 (2.14)
E[w(k)]=0 (2.15)
E[v(k)v" (j)]=R, (2.16)
E[w(k)w (j)]= 09, (2.17)
E[v(k)w" (j)]=0 (2.18)
E[X(0)]=X(0) (2.19)
E[(X(0)-X (0))(X (0)-X(0))" |-~ (2.20)
E[v(0)w" (k)]=0 (2.21)
E[ X (0)v' (k)]=0 (2.22)

varsayimlarii sagladigi kabul edilir®”. (2.16) ve (2.17)’deki 6., Kronecker
deltasidir. Ayrica, tim k£ =0,1,2,... anlarinda C,H,G,Q ve R matrislerinin bilindigi
varsayilir. Buna gore; {X (k)} stokastik siireci, Markov siirecidir. Hata terimleri ve
baslangic durumu normal dagilima sahip ise modele Gauss-Markov siireci de

denmektedir.

Ele alinan durum-uzay modelindeki hata terimlerinin
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seklinde normal dagilima sahip oldugu, hata terimlerinin ve baglangic durumunun

(2.12)-(2.22) esitlikleri ile verilen varsayimlart sagladigi kabul edilsin. En iyi

filtreleme problemi, Y(k)z{Y (0),Y(1),....Y (k)} gozlemleri verildiginde durum
tahmini X (k) min en iyi tahminini belirleme problemidir. Yapilan varsayimlar
alinda, X (k)‘Y(k) rasgele vektoriiniin dagilimi normal dagilima sahiptir.

Y (k)={r(0),Y(1),..,Y (k)} gozlemleri alindiginda X (k) durumunun tahmini
X, =E[ X (k)|Y(0),Y (1),...¥ (k) | = E[ X (k)|Y (k) | = X, (k)

ile, hatanin kovaryans matrisi
P, =E[(X(k)—)2k/k)(X(k)—Xk/k )T‘Y(k)}sz(k)

ile, Y(k-1)

{Y(0),Y(1),...Y (k—1)} gozlemleri verildiginde X (k) durumunun

tahmini
Xy =E[ X (k)Y (0),Y (1),....¥ (k=1) |= E| X (k)Y (k=1)]= X, (k)

ile, hatanin kovaryans matrisi

Pk\k—l = E|:(X (k)_Xk\k—l)(X (k)_Xk/k—l)T ‘Y(k_l)j| = Pb(k)
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ile gosterilsin. Yapilan varsayimlar altnda X (k) min Y (k) ile kosullandirilmis
dagilimi normal degildir. Burada a indisi Y (0),Y(1),...Y (k) gozlemleri alindiktan

sonra (after), » indisi Y (k) gozlemi alinmadan Onceki (before) tahmini gbsterir(50).

Buna gore Kalman filtresi,

baslangic degerlerine bagli olarak asagidaki algoritma ile verilir:

X,(k)=CX,(k—1) (2.23)
X, (k)= X, (k)+K (k)| Y (k) - HX, (k)] (2.24)
K(k)=PBH'[HP,(k)H" +R] (2.25)
P,(k)=[1-K(k)H ]F, (k) (2:26)
P, (k)=CP,(k-1)C" +GQOG" (2.27)

Esitlik (2.23) 6nceki tahmini kullanilarak ileri dogru sistem modeli elde edilir. (2.24)
esitliginde Y (k) yeni gozlemi kullanilarak tahmin giincellestirilir. (2.25) denklemi,
(2.24) esitligindeki giincellestirme icin kazan¢ matrisidir. (2.26) ve (2.27)
denklemleri yeni kazan¢ matrisini hesaplamak icin gereken hata kovaryanslaridir.
(2.24) ve sonsal dagilimin en biiyliklenmesi Olciitiine gore elde edilen tahmin,

kosullu beklenen deger tahminine denktir®”.
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Masreliez ve Martin®”nin ¢alismasina gore dayanikli Kalman filtresi:

Basit dogrusal model olan (2.13)’ti géz oniine alalim. (2.13) esitligindeki

gozlem modelinden dayanikli model gegebilmek icin yapilan doniisiim

Z=THX +w (2.28)

bicimindedir. X ’den bagimsiz olarak Z =TY rx1 boyutlu gozlem vektorii 7 rxr
boyutlu doniisiim matrisi ve w=Tv rxl1 giriilti vektoriidiir. (2.28)’deki gozlem

iliskileri goz oniinde tutulsun ve v=Z—-THX olmak iizere, X ’in 6nsel dagilimi

X ortalamali, M kovaryans matrisli Gaussian (X ~N (|)? M )) olsun. Bu durumda

X=X+MH'T"¥(v) (2.29)

olmak iizere, v=2Z7—-THX dayaniklilik sinir1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

A

P=E(X-X)(X-X) <M -MH'T'THM E, {y’(v)} (2.30)

dir ve vektoriin etki fonksiyonu ¥(.), ¥, (v)=w(v,) bilesimine sahiptir. Bdylece

(2.12) ve (2.13) esitliklerini goz Oniinde tutarak, dayamkli Kalman filtresi

denklemleri:

X(k)=X (k)+M (k)H" (K)T" (k)y (v(k))=X, (k) (2.31)
X (k)=CX (k-1)=X, (k) (2.32)
v(k)=T (k)Y (k)—H (k) X (k)] (2.33)
M (k)=CP(k-1)C" +Q=F, (k) (2.34)
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bicimdedir. Burada O, w 'nin kovaryansidir.

Ornek 2.1 Bir skaler gozlem iliskisi ele alinsin. ¥ = HX +v ile H =1 olmak iizere

X ’in onsel dagilimi Gaussian N(.

0, 0')2() ve v, Gaussian oldugunda olasilik

yogunluk  fonksiyonu  f(v)=(1-€)N|(.

0,1)+eN(.

0,0'2) ve E(v)=0,
Var(v)=E (vz) =0’ =(1—-¢)+&0” olur. Boylece Y rasgele degiskeninin yogunluk

fonksiyonu

F(¥)=(1-e)N(o.(1+0}))+eN(.

0,(0'2+0'§))

.. . ey 2 _1/2 2 _1/2 ve _es es . -
biciminde elde edilir.Z =Y (1+ GX) ve w= v(1+ O'X) doniisiimii yapildiginda
doniistiiriilen gozlemlerin iliskisinin Z =THX +w oldugu kabul edilsin. Burada
TH = (1+0'§ )_1/2 dir. Benzer islemle v=Z-THX=Z elde edilir. Eger

w(.)=w.(.) ile (2.31)’deki tahmin edicisi kullanilirsa

elde edilir. .

57



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Stokastik Siireclerle ilgili Tanimlar

Bu béliimde stokastik siireclerle ilgili tammlar Skorokhod ve ark. ©""dan ve
Gikhman ve ark. *'*"dan verilecektir.
Tamm 3.1 (Q,F,P) bir olasilik uzay1 ve D < R’ olmak iizere her s€ D olan

mekan indeksi sabiti i¢in Q ’da bir rasgele degisken oluyorsa X (is,w) fonksiyonuna

d -boyutlu stokastik siire¢ denir. Ozel olarak d =1 secildiginde zamansal siirec,

d =2 olarak secildiginde mekansal siire¢ ele alinmis olur.
Baska bir ifadeyle,

X:DxQ—>R
(s,w)—> X (s,w)
fonksiyonu, her se D i¢in & Borel o —cebirindeki her B kiimesi ig¢in
X' (B)={w: X (s,w)e B}e F olmak iizere Q’ya gore F olciilebilense stokastik

siire¢ adin1 alir. Ayni zamanda her bir we Q sabit olay: i¢in X (s,w), s’ye bagh

tek degiskenli reel degerli fonksiyon olur®”.

Tamm 3.2  Reel degerler alan X (s,w) fonksiyonlarnin her birine
{X (s,w)}={X(s)} siirecinin realizasyonu denir. Eger her h>0 ve se D igin

P{x—h <X(s)<x+ h} olasihig varsa, x’e {X (s),s€ D} mekansal siirecinin bir

olas1 (miimkiin) degeri denir®”.
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Tamm 3.3 X (s,w)= X (s) olmak iizere her s,,s,,...,s, € D ve her x,,x,,....x, € R

icin
Fsm,---,sk (X, Xy, X, ) = P{X(sl) <x, X(5,)<x,,....X(s5)< xk}

fonksiyonu {X (s),s€ D} mekansal siirecinin k -boyutlu dagilim fonksiyonu

olarak adlandirilir®”.

Tamm 3.4 A, =(—oo,x,] olmak iizere her k, s€ D < R” i¢in

Foo oo (ALAL L A)= P{w:ﬁ{X (s,,w)e Aj}j (3.1)

ifadesine {X (s,w)} mekansal siirecinin sonlu boyutlu dagihm smfi denir.

(3.1) esitligi, mekansal siirecin k -boyutlu dagilimindan segilen her ke N*

ve her bir s, (j=0,1,2,....,k) degerleri icin D’de d -boyutlu vektorlerdir. Her bir

A

X (s, w) nin degerler kiimesinden olan borel kiimeleridir.

(3.1) esitligi ile verilen sonlu boyutlu dagilimlar asagidaki kosullara sahiptir:

i. 1,2,...,k saylarmmin i,i,,...,i, seklindeki k! sayida farkli sekilde yer

degistirmeleri i¢in

esitligi vardir. Baska bir ifadeyle, sonlu boyutlu dagilimlarda koordinatlar istenilen

sekilde yer degistirebilir.
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ii. Istenilen ke N icin,
Fvl,sz s Sp (Al ’ AZ’ AR Ak—l ’ oo) = Fvl,xz,...,sk,l (Al ’ AZ’ Tt Ak—l )

ifadesi X (s,), X (s,),---» X (5,.,) 'nin k —1 boyutlu dagilim fonksiyonudur ve

Fs,,sz,...,sk (AI’AZ""’Ak—l’_OO) =0

dir.

Bu iki kosula sonlu boyutlu dagilimlar ailesinin uyum kosullar: denir GL

Teorem 3.1 Uyum kosullari saglanan her sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlar: ailesi

icin bir olasilik uzay1 ve sonlu boyutlu dagilimlar: bu aile ile aym: olan bu uzayda

taniml bir siire¢ vardir?,

Bu teorem Kolmogorov teoremi olarak bilinir. Kolmogorov teoremine gore

istenilen sonlu boyutlu dagilimlar sinif1 i¢in bu sonlu boyutlu dagilimlara sahip olan

X (s) stokastik mekansal siireci vardir 2),

Tanmmm 3.5 Her s,,s,,...,5, € D i¢in

yazilabiliyorsa {X (s,),X (s,),... X (5,)} rasgele degiskenlerine bagimsiz rasgele
degiskenler ve {X (s5),s€ D} e bagimsiz degerli mekansal siire¢ denir. Diger bir

deyisle, X ’in s, mekan noktasindaki degeri, i# j i¢cin s; mekan noktalarindaki

degerlerinden bagimsizdir. Buna gore bagimsiz degerli siirecin ¢ok boyutlu

dagilimlar tiim tek boyutlu dagilimlari ile tanimlanir.
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Eger her s,,5,,...5,€ D icin X (s5,),X(s5,)=X(s),. X (5,)= X (5,,)

rasgele degiskenleri bagimsiz ise {X (s),s€ D}’e artislart1 bagimsiz mekansal

siire¢ denir®”.

Tamm 3.6 X (s) mekansal siireci gdz 6niine alnsmn. i=0,1,2,....k igin s,€ D

olmak iizere
m (8,8, 8, ) = EI:X (5,) X (8,).-X (s, ):I

degerine {X (s),se D} mekansal siirecin k. dereceden moment fonksiyonu denir.

X () siirecin degerler kiimesi reel sayilar kiimesidir. X (s) ’nin Birinci dereceden

moment fonksiyonu
m(s)=E[ X (s)]=M(s)

olmak iizere M, () degerine, mekansal siirecin ortalamasi denir.

M, (SI’SZ""’Sk):E[(X(Sl)_MX (sl))(X(SZ)_MX (52))"'(X(Sk)_Mx (Sk))]

degerine {X (s),se D} mekansal siirecin k. dereceden merkezilestirilmis

moment fonksiyonu denir. Ikinci dereceden merkezilestirilmis moment

fonksiyonuna ise kovaryans fonksiyonu denir. Kovaryans fonksiyonu

Cov(s;.5,)=E[ X (8,) X (s,) |-E[ X (s,)]E[ X (s,)]. her s5,,5,€ D
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27N

olarak da yazilabilir“”. s, =35 olarak segilirse X (s,)’in varyansi elde edilir ve

Var(X (s,))=03 ., (0”=0) olarak gosterilir. \Jo; =0, degeri siirecin standart

sapmasidir.
Tanim 3.7
2
1 (X (Si)_luX)
X(s;))= expy——————, X(s,)eR, s,eD

ifadesine X (s,), X(s,),..., X(s,) birbirinden bagimsiz ve aym u, ve o, >0

parametreli Gaussian dagilimina sahip rasgele degiskenlerin olasihik yogunluk

fonksiyonu denir ve N (,uX,O'f() seklinde gosterilir. Bu ifadeye ayni zamanda

Normal (Gaussian) Dagihm da denir. Eger u, (s)=0 ise {X(s),s€ D} siireci

0zel olarak beyaz giiriiltii siireci (white noise processes) olarak adlandirilir.
Tanim 3.8 s,,s,,...5,€ D icin X (s5)={X(s,), X (s,)s-.. X (5,)} ’in ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu

U - Lx(s)-p ) = (X (5)-
fX(X(S))_(zﬂ_)k/2|z|l/2 P{ (X (5:)—me) Z7(X () :UX)}’

2
X(s)eR", s,eD

bi¢iminde olup, X () siireci Gaussian dagilimina sahip ise Gaussian siireci olarak
adlandinlir. Bir Gaussian mekansal siireci E[X(s)]=u, ve Cov(s,,s,)=2

fonksiyonlariyla tam olarak tanimlanabilir®” .
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Tanim 3.9 d=1 secilerek zamansal {X(s),s€ R} stokastik siirecin dizin
kiimesindeki k sayida zaman noktasimin herhangi bir s, <s, <...<s, kiimesi i¢in
X (s.) nin {X(s,),X(s,),.... X (5,.,)} ’in verilen degerlerine gore kosullu dagilimi
yalmzca X (s,_,)’in deferine bagh ise, {X (s),s€ R} siirecine Markov siireci

denir. Buna gore herhangi gercel x,,x,,...,x, sayilar i¢in
P(X (s)=x, ‘X (s1)=x0 X (5,.0) = xk—l) = P(X (s)=x, ‘X (s02)= xk—l) (3.2)

olur ve bu esitlige Markov ozelligi denir. Markov siireci zamanlar sabitlenerek

kesikli olarak ele alinirsa 0zel olarak Markov zinciri adinm alir.

Mekansal siireclerde modelin tanimina gore iki boyutlu Markov zincirinin
tanimi, gecmis ve bolgesel durumun secimine gore farkli yapilmaktadir. Mekansal
siireclerde ardisik hesaplama avantajini saglamak i¢in iki boyutlu Markov zinciri
mekansal modele uygun tanimlanmalidir. iki boyutta dogal bir ardisik siralama
olmadigindan mekansal iligkinin tek yonlii, iki yonlii veya simetrikligine gore
incelenmesine baglh olarak iki boyutlu Markov zinciri, gecmis ve bolgesel durumun
bolgesini farkli ele alir. Mekansal bagimlilifin yoniine gore bolgesel ve gecmis
durumun farkli se¢ilmesi halinde Cressie"? ile Jeng ve Woods® tarafindan farkli
Markov zinciri tanimlart yapilmistir. Bu c¢alismada Markov zinciri, Jeng ve
Woods®”’ nun simetrik olmayan yar1 alan tamimina uygun olarak ele alinmistir.
Mekansal siirec latis iizerinde ele alindiginda genel tarama soldan saga dogru giderek
satirdan satira yapilir. Latis iizerindeki bazi noktalar gecmis, bir nokta simdiki, geri
kalan biitiin noktalar da gelecek olarak isimlendirilir. Latisin bdyle parcalanmasi

Sekil 3.1°de gosterilmigtir®?.
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(0,0)

gecmis

simdiki
gelecek

Sekil 3.1 Latistin ge¢mis, simdiki ve gelecek bolgelerinin gosterimi.

Mekansal bagimliligin yoniine gore lokal ve gecmis durumun farkli secilmesi
halinde Jeng and Woods®? ve Cressie"” tarafindan degisik mekansal Markov zinciri

tanimlamasi yapilmistir.

Tammm 3.10 (Mekansal Markov Zinciri)

[0, M —1] X[O,N - 1] sinirl karesel latis iizerinde tanimlanan tek yonlii iki

boyutlu Markov zicirini X (m n) ile gosterelim. Latisin uygun olarak kenar ve iist

degerleri baslangi¢ kosulu olarak g6z Oniine alinsin. Simetrik olmayan yari alan

Markov  zinciri i¢in  ge¢mis ve lokal durum icin destek  kiimesi
(k,l) € [O,M —1] X[O,N - 1] ve (k,l) mekan noktasindaki rasgele degisken X(k,l)

olmak uizere

SMC(m,n)z{X(k,l):kSm, l<n veya k<m, lzn}

kiimesini goz Oniine alalm ve U, (m,n)c S, (m,n) olsun. Sekil 3.2 bu veri

kiimelerinin sekil iizerindeki bir 6rnegini gostermektedir®?.
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(0,0) n
‘ I Spc (m,n)

m e U o (m,n)

Sekil 3.2 Markov zincirinin destek kiimesi.

Bu veri kiimeleri kullanilarak tek yonlii iki boyutlu Markov zinciri Tanim

3.11’de tamimlanmustir.

Tamm 3.11 Her (m,n)e [0,M —1]x[0,N —1] i¢in
P[X (m,n)‘SMC (m,n)]zP[X (m,n)‘UMC (m,n)} 3.3)

esitligini saglayan mekansal rasgele X (mn) zinciri, simetrik olmayan yar1 alan
Markov zinciri olarak adlandinlir. S(m,n), (m,n) noktasindaki ge¢mis durum,

U (m,n) ise (m,n) noktasindaki lokal durumdur. Literatiirde MC indisi, Markov

Zincirinin (Markov Chain) kisaltmasi olarak kullanilmaktadir. Olasilik teorisinin
zincir kuralinin uygulanmasini tekrarlarsak, simetrik olmayan yar1 alan Markov

zincirinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

P(X)=TTP[X (mn)|U e (m.n)] (3.4)

m,n

dir. Burada X sinirh karesel bolgedeki tiim X (m,n) "lerdir >,
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Tanmm 3.12 Her s,e R‘ icin {s.,s,,...,s,} mekan noktalar1 olmak iizere
{X (5,), X (5,)50 X (5, )} ‘nin ortak dagilim fonksiyonu
P{X (5)<x,X(s,)<x,,...X(5,) < xk} olarak  gosterilir.  Eger  mekan

koordinatlarin lineer bir doniisiimii yapildiginda dagilim fonksiyonun gosterdigi

deger degismiyorsa, yani
P{X(sl) <x,X(s,) <x,. X (5, Sxk} =P{X(asl +b)<x, X (as, +b) < x,,..., X (as, +b) Sxk}

oluyorsa {X (s),s€ R} mekansal siirecine homojen mekansal siireg denir'.

Tamm 3.13 Eger s vektorii orijin etrafinda rotasyona tabi tutuldugunda
P{X (5)<x.X(s,)<%,...X(5,)<x} degeri degismiyorsa {X(s).s€ R'}

mekansal siirecine isotropik mekansal siire¢ denir''?.

Tanim 3.12 ve 3.13’e gore, mekansal siireci homojen ve isotropikse bir
bolgenin farkli alanlarindan alinan gozlemler ayni dagilimli olur. Diger bir ifadeyle,

tam homojen ve isotropik bir mekansal siirec, tam (giiclii) duragan sﬁregtir(12).

Tamim 3.14 Belirli mekan noktalarindaki mekansal degiskenlerin ortak dagilim
fonksiyonu, o mekan noktalarindan /4 vektorii kadar bagka mekan noktalarina

gidildiginde elde edilen degiskenlerin ortak dagilim fonksiyonuna esitse,

{X (s),s€ D} mekansal siirecine tam duragan mekansal siire¢ denir. Bu ifade
_ d
F;],sz,...,sk (xl’ 'x2’ tee xk ) - Fsl+h,52+h,...,sk+h (xl’ xZ’ see xk ) ’ her n 2 1’ her h € R

esitligi ile verilir. Buna gore, eger tam (giiclii) duragan siirecin kovaryans fonksiyonu

varsa
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E[X(s)]=E[X(s+h)|=u. her se D, heR’

Cov(X (s5,), X (s,))=Cov(X (s,+h),X (s, +h)), her s,,5,€ D, he R’

olur'®”.

Tamm 3.15  Asagidaki kosullar1 saglayan {X (s),s€ D} mekansal siirecine ikinci

derece (zayif) duragan mekansal siirec denir®”:

i E(X(s))=u, VseD

1l Cov(X(sl),X(sz))=C(sl—sz), Vs,,s,€ D

3.2 Mekansal Veri Analizi

Mekansal veri analizi, mekana bagli olarak gelisen siirecleri incelemek
amaciyla yapilir ve tiim olaylar, olgular ve nesneler mekansal 6zellikleriyle statik
veya dinamik olarak ele alinirlar. Cografi bilgi sistemi, uzaktan algilama, Oriintii
tanima, gOriintli iyilestirme gibi pek cok alanda yapilan arastirmalarda verinin
mekansal Ozellikleri g6z Oniinde bulundurulur. Ayrica arkeoloji, deprem, saglik,
niifus, su¢ olaylari, kanser arastirmalart ile ilgili pek c¢ok olayin bolgesel
degerlendirmeleri mekansal veri analiziyle ele alinir. Ciinkii bu analizler, birbirine
yakin mekanlardaki veriler arasinda mekansal bir etkilesimin (iliskinin) olabilecegi
varsayimindan hareketle bilinen istatistiksel tekniklere gore daha duyarhdirlar.

Bunun i¢in bu calismada, mekansal veri analizleri tanitilacaktir.
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Tanim 3.1’de w’nin sabit kalip s’ nin degismesi { X (s),s€ D} mekan

stokastik siirecin, s ’nin sabit kalip w ’nin degismesi ise sabit mekanda rasgele olayin
var oldugunu gosterir. { X (s),s€ D} kiimesindeki bir rasgele degiskenin degeri

onun pozisyonuna bagli ise bu rasgele degiskene mekansal (bolgelestirilmis)
rasgele degisken denir. Mekanda 6rnekleme rasgele yapilir, fakat bunlarin alindigi
mekanlarin belli uyumunun (oryantasyon), hacim ve geometrik sekle sahip olduklari
diistiniilir. Mekan konum noktalarini, bir harita tizerinde cografi konumlar1 (enlem-
boylam, ada-parsel vb.) ile sistemli olarak belirlemek amaclandiginda, bu noktalar
latis, grid, poligon, teselasyon gibi diizenlerde ele alinarak hesaplama ve veri takibi
kolaylastirilir. Mekan konum sistemlerinde verinin alindig1 bolgeler esit biiyiikliikte

degilse veriler agirliklandirilmalidir. Ama bu diizenlerin dogaya uygun olmamasi da

bir dezavantajdir. Eger D — R® kiimesindeki s’ler kendi aralarinda esit uzaklikta
konumlandirilmigsa iki boyutta ortaya konulan mekan noktalar1 sistemine latis
(lattice) sistemi denir. Latisdeki noktalarin birlestirerek grid sistemi olusturulur.
Noktalarin tizerinden dogrular ¢izilir. Gozlemlerin, her kafesin merkezinde alindigi
varsayilir. Poligon sistemi, en az iki boyutta {i¢ kenar1 olan birbirine bitisik licgen
sekillerdir. Tesselasyon sistemi, besgenlerden olusur. Nokta sekil (point pattern)

diizeninde ise konumlar belli bir diizende degil rasgele olarak karsimiza glkar(54).

Istatistiksel sinyal islemenin son 40 yilda cok gelistigi ve goriintii isleme
tekniklerine de katkida bulundugu goriilmektedir. Sinyal isleme ve goriintii isleme
olasilik, rasgele siirecler, sistem ve doniisiim teknikleriyle yakindan iligkilidir.
Markov rasgele alani, goriintiiniin iki veya {ic boyutlu ele alinisinda Markov

zincirinin genellestirilmesidir. 1970’lerin basinda Rus informasyon teoristi Roland
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Dobrushin tarafindan goriintii iizerine teorik caligmalara dayali modeller ortaya

konulmustur.

Bir goriintiiniin rasgele alan1 Y ={Y,,s€ D} olarak modellenebilir. Burada

o D={(mn)0<Sm<M-1, 0<n<N-1} indeks kiimesidir.

Sekil 3.3 M X N bolgenin 2-B latis olarak resmedilmesi.

Sekil 3.3’te goriildiigii gibi M x N bolge kesikli iki boyutlu karesel tamsayili

(integer) veya latis (lattice) olarak resmedilir.
e Latisin her bir noktast s =(m,n)e D igin Y, reel degerli rasgele degiskendir.

Y rasgele alani, ortak olasilik dagilimiyla karakterize edilir. Bir A Borel kiimesinin

olasiligl, Y 'nin aldig1 degerler kesikli ise

P,(A)=P(Ye A)=> B, (y) (3.5)

A

Y ’nin aldig1 degerler siirekli ise
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L (A)=P(Ye A)=[dP,(y) (3.6)

olarak verilir. Kisaca Y rasgele alani, indeks kiimesi iki boyutlu olan rasgele

degiskendir®".

M x N -kesikli iki boyutlu bolgenin kendine 6zgii bir taranisi vardir. Soldan
saga dogru taramak, nicelik bakimindan sonuglar1 degistirmeyeceginden, soldan saga

dogru satirlar taranarak ilerlenir'”

. Tarama, birinci satirin basindan baslayarak
sonuna kadar devam edip bir sonraki satirin basina gelmektedir. Boylece bolge,

M —1 kez tekrarlanarak taranmis olur. Bu tarama bicimine raster tarama denir.

X(m,n)

MxN

Sekil 3.4 M X N boyutlu resmin yatay ve diisey yonlerinin gosterilmesi.

Resmin boyutu genelde 2’nin kuvveti olarak secilir. Bu se¢cim hesap kolaylig:
ve anlasilabilirligi saglar. Tabi farkli da secilebilir. Bu ¢alismada asil ilgilenilen konu
gercek bir resmin ya da bozulmus bir resmin nasil modellenecegidir. Bu konu

hakkinda ayrintili bilgi Kesim 3.4’te verilecektir.
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3.3 Sayisal Goriintii Islemenin Temelleri

Sayisal goriintii isleme (digital image processing), goriintii verilerinin
bilgisayar kullanarak islenmesi anlamina gelir. Goriintii, gorme ve goriiniim ile ilgili
bir kavramdir. Nesnelerin, yiizeylerine carpan veya iglerinden gecen 1sinlari
yansitmalar1 yoluyla algilanmalari gorme, so6z konusu nesnelerin bu yoldan
algilanabilen igerigi goriiniim, goriiniimiin herhangi bir bi¢cimde saglanmis iki
boyutlu ¢izgesi ise goriintii olarak adlandirilir. Goriintii, ic boyutlu goriiniimiin iki
boyut iizerindeki haritas1 olarak da tanimlanabilir. Analog goriintiilerin bilgisayar
ortaminda islenebilmesi icin sayilastirilmalar1 gerekir. Sayilastirma i¢in ilk olarak

ornekleme, daha sonra nicemleme (kuantalama) yapilir™.

X (m,n) nin bilgisayar ortaminda islenebilmesi i¢in hem konumsal (uzaysal)
olarak hem de genlikle sayisallastirilmasi gerekir. Goriintii fonksiyonuna iligskin
(m,n) wuzaysal koordinatlarinin sayilagtirilmasi, goriintii ornekleme olarak
adlandirilirken; X (m,n)’nin genlik degerlerinin sayisallagtirilmasina  goriintii

nicemleme (kuantalama) adi verilir. Hem 6rnekleme hem de nicemleme isleminin
birlikte gerceklestirildigi yapiya bir drnek tarayici (scanner) denir. Tarayicidan
belli formatlarda elde edilen goriintiiler sayisaldir ve bilgisayarda yazilimlarla

islenebilecek haldedir.

71



Siitunlar
1 2 > N

Piksel MxN boyutlu bir
matrisin (m,n). eleman1

\

Satirlar
«—
[\)

Sekil 3.5 M X N biiyiikliigiine sahip 2-B bir sayisal goriintiiniin temel yapisi.

Ornekleme ve nicemleme isleminden sonra elde edilen sayisal goriintii, belli
bir araliktaki pozitif tamsay1 degerlerinin dikdortgen seklindeki 1zgaralardan (grid)
olusmus bir dizisidir (Sekil 3.5). Piksel, sayisal bir goriintiiyii olusturan en kiigiik
eleman olup bir pikselin sahip oldugu deger ilgili goriintii elemaninin parlaklilik
siddetini belirtir. Parlaklik siddeti ile ilgili olan pozitif tamsay1 degeri, nicemleme ile

belirlenir®.

Ornekleme ve nicemleme islemine ek olarak sayisallastirma islemi, goriintii
boyutlarinin ve her bir pikselin sahip olabilecegi parlaklik degerinin belirlenmesini

de gerektirir. Uygulamada genel olarak bu biiyiikliikler

N=2' M=2" G=2 (3.7)

biciminde hesapsal kolaylik icin 2’nin katlar1 olacak sekilde secilir. (3.7)’deki d,h

ve ¢t pozitif tamsay1 degerleri olup G parlaklik degerlerinin sayisini ifade eder.

Eger bir goriintiiyli M satir N siitundan meydana gelmis bir matris olarak
ele alirsak bu matrisin m. satir ve n. siitundaki elemani, goriintiiniin ilgili noktadaki

parlaklik degeri veya goriintiiniin ilgili noktasindaki gri seviye degeridir ve bu deger
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X (m,n) olarak gbsterilir. Bu sayisal dizinin veya matrisin her bir elemanina

goriintii elemami veya piksel denir. Her bir pikseldeki parlaklik degerinin
kodlandig1 bit sayisina (7; bit sayis1) gore gri seviye araligi belirlenir. En basit
durumda pikseller “0” veya “1” degerlerini alirlar. Bu piksellerden olusan
goriintiilere ikili (binary) goriintii adi verilir. ikili goriintiide her bir pikseldeki
parlaklik degeri ¢=1 bit ile kodlamir ve (3.7)’de verilen hesaplamaya gore
G=2'=2 olur. Bunun anlami, ikili goriintiide gri seviye anlaminda iki renk
hakimdir: siyah (0) ve beyaz (1). Her bir pikseli #>1 olacak sekilde kodlanan
gorlintiilere ise gri-ton (gray scale, monochromatic) goriintiiller adi verilir.

Uygulamada yaygin olarak kullanilan gri-ton goriintiilerin her bir pikseli ¢t =8 bit ile
kodlanmistir. Bu tip goriintiilerde her bir piksel G =2° =256 farkli gri ton (parlaklik
seviyesi) degerinden olusur ve gri deger araligt G ={0,1,2,...,255} bi¢iminde ifade
edilir. Kural olarak, “0” gri seviyesi siyah renge, “255” gri seviyesi ise beyaz renge

ve bu degerler arasindaki gri seviyeler ise gri tonlara karsilik gelir. Sekil 3.6’da

M XN =16x16"lik bir 1zgara iizerinde 256 farkli gri seviyenin gosterimi

Verilmistirm) .
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0 gri seviyesi (tonu)
Siyah

255 gri seviyesi (tonu)
Beyaz

Sekil 3.6 16x16’lik bir 1zgara iizerinde 256 farkli gri seviyenin gosterimi.

Daha 6nce de ifade edildigi gibi M XN piksele sahip iki boyutlu sayisal bir
gorlintii, M satir ve N siitundan olusan bir matris gibi diisiiniilebilir. Matrisin
bilesenleri, satir ve siitunlarin kesistigi her bir noktada (ki bu noktalar sayisal
gorilintiiniin en kiiclik parcast olan pikseli temsil eder) pozitif tamsay1 degerlerine

sahiptir. Bu degerler rasgele olamazlar.

Sayisal bir goriintiiyili temsil eden matrisin bilesenleri hi¢cbir zaman negatif ve
tamsayr disindaki degerlerden olusamaz. Ancak, goriintii iizerinde islemler
yapildiktan sonra elde edilen yeni goriintii icerisinde bu gibi sonuglarla karsilasmak
olasidir. Boyle durumlarda, yeni goriintiiyii bilgisayar ekraninda dogru bir bi¢imde
goriintiileyebilmek i¢in matris degerleri iizerinde uygun ol¢eklendirme ve yuvarlatma

islemleri yapilmalidir®.

Sayisal goriintiilerin Matlab’da goriintillenmesine yonelik bazi Ornekler

verilmistir®:
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Ornek 3.1 iki boyutlu rampa fonksiyonu 8-bit gri-ton goriintiisiiniin olusturulmasi

ile ilgili olup, 256x256 pikselden olusan bu sayisal goriintiiniin matris temsili

256 siitun
0 1--- 255

Ao 1 . .255 256 satir
0 1--- 255

bicimindedir. Matlab’da A matrisini olusturma Cizelge 3.1’de ve goriintiileme

islemi Sekil 3.7’ de verilmistir.

Cizelge 3.1 A matrisini olusturma.

Yukaridaki goriintiiyii veren Matlab kodu:
for i=1:256,
for j=1:256,
A@)=)-1,
end
end

90Goriintiileme icin asagidaki kod satirlarindan herhangi biri kullanilabilir
figure, imshow(A,[0 255]);
figure, imagesc(A); colormap(gray); axis(‘image’)

200 250

Sekil 3.7 A matrisini goriintiileme.
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Ornek 3.2 Merkezi (256,256) piksel konumunda olan ve yarigapt 100 pikselden

olusan bir dairenin 512x512 pikselden olusan 1-bit gri-ton goriintiisiiniin elde

edilmesi.

Bu sayisal goriintiiniin matris gosterimi

- . 2 . 2
A, =1 eger J(i—256)* +(j—256)* <100
0 diger

ile i=1,2,..,512 ve i=1,2,...,512 igin olusturulur. Matlab’da A(i, j) matrisini

olusturma Cizelge 3.2’de ve goriintiileme islemi Sekil 3.8’de verilmistir.

Cizelge 3.2 A(i, j) matrisini olugturma.

Yukaridaki goriintiiyii veren Matlab kodu:
fori=1:512,
for j=1:512,
radius=sqrt((i-256)"2+(-256)"2);
if radius<100
A@j)=1;
else
A(i)=0;
end
end

end

90Goriintiileme icin asagidaki kod satir1 kullanilabilir
figure,imagesc(A); colormap(gray); axis(‘image’)
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100 200 300 400 500

Sekil 3.8 A(i, j) matrisini goriintiileme

Goriintii islemedeki ilk adim, sayisal goriintii elde etme islemidir. Goriintiiyii
gercek diinyadan bir film tabakasina veya bir hafiza birimine almamizi saglayan,
resim alicilaridir. Bu cihazlarda bir resim algilayicisi ve algilanan resmi sayisal hale
doniistiiren sayisallastirict birim bulunmaktadir. Eger resmi algilayicist resmi
dogrudan sayisal hale doniistiirmiiyorsa, algilayici tarafindan elde edilen analog
resim bir analog/dijital (A/D) doniistiiriicii yardimiyla sayisal hale doniistiiriiliir.
Sayisal kamera, tarayici ve sayisal fotograf makinesi anolog resim veya goriintiileri

sayisala doniistiiren yapilara ornek olarak verilebilir.

Sayisal resim elde edildikten sonraki asama ise ©n-isleme’dir. On-isleme,
elde edilen sayisal goriintiiyii kullanmadan ©Once daha basarili bir sonuc elde
edebilmek amaciyla goriintiiniin baz1 6n islemlerden gecirilmesidir. Bu islemler
temel olarak, goriintiiyii iyilestirme (image enhancement), goriintii onarma (image
restoration) ve goriintii sikistirma (image compression) alt bashiklar1 altinda

'[oplanabilir(23 ),

77



3.4 Goriintii Onarma

Goriintii iyilestirmede oldugu gibi goriintii onarma yontemlerinin de temel
amaci, cesitli nedenlerle bozulmaya ugramis olan goriintiilerde bozulmanin etkisini
azaltmak veya tamamen ortadan kaldirmaktir. Bu anlamda goriintii iyilestirme ile
goriintii onarma sanki birbirinin ayni olan iki islem gibi goriinse de bu ikisi arasinda
bazi onemli farklar vardir. Goriintii iyilestirmede verilen bir goriintiiniin daha iyi
goriiniir hale getirilmesi amaclanir. Goriintii iyilestirme algoritmalarina gore goriintii
onarma yontemleri daha fazla matematik gerektirirler ve daha karmasiktirlar.
Goriintii onarma algoritmalari, isaret ve bozulmanin ayrintili 6zelliklerini kullanmak

icin tasarlamr®.

Goriintiiniin  onarilmasindaki amac ise, bozulmus goriintiiden
yararlanarak orijinal goriintiiye en yakin yeni bir goriintii elde etmektir. Bu amag i¢in

kullanilan pek c¢ok teknik vardir. Bu calismada iki boyutlu stokastik mekansal

siireclerin modellemesi ile goriintii onarma islemine istatistiksel yoOntemlerle

yaklasilmistir.
Giris Cikis
goruntusi goriintiisii
Sayisal
Analog Analog
A/D Goriintii Ekran
C— > Saywsallagtirict | ————-=> Onarma — —
X(m,n)

Sekil 3.9 Goriintii onarma i¢in tipik bir ortam.

Bir goriintii onarma sistemi i¢in tipik bir ortam Sekil 3.9°da gosterilmigtir.

Sekil 3.9°daki sayisallastirict ve ekran ideal ise herhangi bir onarma iglemine gerek
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olmaksizin ¢ikig goriintiisii ile giris goriintiisii benzer olacaktir. Uygulamada ise,
sayisallastiric1 ve ekranda cok farkli bozucu etkiler meydana gelebilir. Bir goriintii
onarma sistemi ile bozucu etkilerin iistesinden gelinmeye calisilir ve boylece cikis

goriintiisii ile giris goriintiisii olabildigince birbirine yakin olur®.

Bir goriintii onarma sistemi, bozulmanin tiirline bagli olarak gelistirilir. Bu
anlamda, toplamsal rasgele giiriiltiilyii azaltmaya yonelik tasarlanan algoritmalarla
bulaniklagsma etkisini ortadan kaldirmak icin gelistirilen yontemler birbirinden
tamamen farkhidir'®”. Burada 6nemli olan iyilestirme sonuglarinin gercege ne kadar
yaklastigidir. Bu amacla bir sonraki kesimde goriintiiyli bozan faktorlerin neler
olabilecegi arastirilmis ve bulanik bir goriintiideki bozucu etki matematiksel olarak

hesaplanmaya ve modellenmeye caligilmistir.

3.5 Goriintiiniin Modellenmesi
Sayisal goriintii isleme metotlar1 giiniimiizde pek ¢ok alanda kullanmaktadir.

e (esitli goriintiilerin makineler tarafindan algilanip otomatik is yapmak i¢in

kullanilmast: otomatik harf tanima, parmak izi, yiiz tanima, kan 6rnegi inceleme. ..

e Tibbi alanda: X-1s1mn1 uygulamalari, ultrason, tomografi, mamografi ve
manyetik rezonans goriintiileme gibi goriintiilerin sayesinde hastalik teshisi yapmak

icin

e (Cografya alaninda: havadan veya uzaydan c¢ekilen resimlerle cevre analizi

yapmak i¢in, astronomi ve uzay arastirmalarinda,

¢ Fizikte elektron mikroskobundan elde edilen goriintiiler,
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e Savunma ve endiistriyel uygulamalarda,

o Askeri alanlarda hedef tanimlama

gibi pek cok kullanim alani vardir. Goriintiiniin daha iyi yorumlanabilmesi i¢in bu

goriintiilerin yliksek kalitede daha net bir sekilde elde edilmesi istenir.

Sekil 3.10 Farkli alanda kullanilan goriintiiler®.

Model kurma ve analiz kuantalama iizerinde yapilir ve islem sonucunda elde

edilen degerler yeniden kodlandiginda yeni bir goriintii elde edilir. Diger bir ifadeyle,
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gorilintii iki boyutlu bir 151k siddet (yogunluk) fonksiyonudur. Sayisal goriintii ise

goriintiiniin (m,n) koordinatlarimin ve X (m,n) parlaklik veya grilik seviyesinin

sayilagtirilmasi anlaminda kullamlmaktadir. Bu calismada X (m,n) bir mekansal

stokastik siire¢ olarak modellenmistir®*". Sayisal goriintii elde edilirken iki tiirli

goriintiityli bozma etkeni ortaya ¢ikar. Bunlar
1) Bulaniklik,
2) Gozlem giiriiltiisii.

Bulaniklik, kameranin diizgiin odaklanmamis lensinden, kamera ile goriintiisii
elde edilmek istenen nesne arasinda gelisebilecek atmosferik olaylardan, nesnenin
veya kameranin hareket halinde olmasindan veya kameranin nesneye cok fazla

yaklastirilmas1 sonucu meydana gelebilir.

Gozlem giiriiltiisii rasgeledir ve gorlintiiniin aktarim ortamindan, kayit
ortamindan, kayit sisteminin zayifligindan ortaya c¢ikan Ol¢iim hatalarindan ya da

bilginin sayisal kayit i¢in nicelendirilmesi isleminden kaynaklanabilir(sg).
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(d) (&) ()

Sekil 3.11 ‘Borel Binas1’ goriintiileri. (a) Gergek goriintii. (b) Tuz-biber giiriiltiilii
goriintii. (c) Speckle giiriiltiilii goriintii. (d) Toplamsal Gaussian giiriiltiili
goriintii. (e) Artan Gaussian giiriiltiilii goriintii. (f) Bulanik ve toplamsal
Gaussian giiriiltiilii goriintii ©.

Bazen aymi goriintiiniin tekrar elde edilmesi imkansiz, cok giic veya cok

maliyetli ya da kullanilan cihazlar diisiik ¢oziiniirliikte olabilir. Elimizde bozulmus

bir goriintii varsa gercek goriintiiye en yakin goriintiiyli elde etmek i¢in bozuk
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gorilintiiyli onarmak ve hatta orijinal goriintiiyli geri elde etmek amaclanir. Bir¢ok
durumda eldeki goriintiideki bozukluk, bulaniklik ve giiriiltiiye ait net bilgi yoktur.
Bu bilgiler olsa bile verilerdeki aykiri degerler onarilmis (tahmin edilmis) goriintii

tizerinde biiylik bir etkiye sahip olabilir. Veri kiimesinde aykir1 degerlerin olmasi

durumunda gériintii onariminda dayanikli yontemler kullanilmaktadir®®".

Bir goriintiiniin herhangi (m,n) noktasinda ele alalim. O an bulunan noktaya

simdi bulundugumuz mekani, kendisinden 6nceki noktalar ge¢cmis ve kendisinden
sonraki noktalar ise gelecek mekani gostermektedir. Bu durum Sekil 3.1°de

gosterilmis idi. Matematiksel olarak bu durum

gegmis(m,n) ={(i, j):i=m,0< j<n—-1}U{(i,j):0<i<m-1,0< j<M -1}
simdiki(m,n) ={(, j):i=m, j =n}

gelecek(m,n) ={@i, j):i=mn+1< jSM -1} U{(i, j) :m+1<i<M-1,0< j<M -1}

olarak ifade edilir. Sekil 3.1°de gosterilen bolge ¢ok biiyiik bir bolge ise bu golgeye
gecmis bolgeye simetrik olmayan yari diizlem (NSHP-nonsymmetric half plane)

adi verilir ve o, ile gosterili. NSHP destegi, bir bolgenin icindeki piksel

korelasyon uzantisimi belirtir. Simdi ve gecmis bolgeler birlestirilirse bu bolge de

R, ile gosterilir™.

Kisaca bu bolgeler
0p, =Gecmis (0,0)

Ry, =Gegmis  (0,0)+  Simdiki (0,0)
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seklinde ifade edilir.

Latis {izerindeki gozelerin komsuluk yapist g6z Oniinde bulundurularak

degiskenler arasinda lineer bir baglanti, otoregresif model araciligi ile kurulabilir. m

yatay koordinati, n dikey koordinat1 ve X (mn), (mn) latis noktasindaki rasgele

degiskeni goOstermek iizere, gecmis gozelerdeki mekansal rasgele degiskenlerle
simdiki gozedeki mekansal rasgele degiskenler arasinda lineer bir iligkinin oldugu

varsayimi altinda

X(mn)= Y. ctk,DX(m—k,n—1)+w(m,n) (3.8)

(k,DeRg,
Re. ={k,D:1<k<M,-M <I<SM,k=0.1<1<M}={k 20,20} U{k <0,/ >0}
Coo =0

yazilabilir. (3.8) esitligi ile latis {izerindeki goze koordinatlarina gore degisen

mekansal otoregresif model kurulabilir. Bu model, (M X M ) derece simetrik

olmayan yar1 alan otoregresif model olarak adlandirilir ve Markov ozelligine

sahiptir®?. Burada c(k,l), mekansal bagimlilik katsayisidir ve kisaca cj; olarak da

gosterilir. w(m,n), sifir ortalamali ve  Q, kovaryansh iliskisiz beyaz giiriiltii

stirecidir. (3.8) esitligine alternatif olarak
X (m,n)=c"X (m—-1,n)+w(m,n) 3.9)

esitligi ile durum denklemi olarak da ifade edilebilir. Bu modeli her bir gozedeki

gozlemlerle birlestirirsek uygun gozlem denklemi
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Y(m,n)= X (m,n)+v(m,n) (3.10)

esitligi ile ifade edilebilir. Burada Y (m,n), gozlem siireci ve v(m, n) , sifir ortalamali,
Q, kovaryansh iliskisiz beyaz giiriiltii stirecidir. (3.9) ve (3.10) esitlikleri ile kurulan
modelde sistemin kendi i¢inden kaynaklanan hatalar w(m,n) giiriiltiisiiyle

gosterilmistir. Kisaca sistem bazen kendi kendisini degistirir. Ornegin, bir jeolojik
calismanin yapildig: toprakta titresimler olgiilmeye calisildiginda, mekansal bolgede

bulunan agaclarin riizgar etkisini koklerine iletmesi nedeniyle topraktaki
titresimlerde ortaya c¢ikacak farkliliklar, sinyalin iirettigi w(m,n) giiriiltii siirecinde
yer alacaktir. Boylece Olctimlerden kaynaklanan hatalar ise v(m,n) giiriiltiisiiyle
gosterilmistir. Olgme aletinin bozuk olmasi, hassasiyetinin yetersizligi veya 6lciimii
yapan kisinin tecriibesizligi, dikkatsizligi nedeniyle ortaya c¢ikacak hatalar v(m, n)
gozlem giiriiltii siireci i¢inde yer alacaktir. v(m,n) ve w(m, n) stirecleri, basit siireg

veya tam rasgele siire¢ olarak da isimlendirilir. Literatiirde genellikle beyaz giiriiltii

siirecleri olarak adlandirilirlar. Q,, ve cy; bilindiginde Kalman filtresi kullanilarak
X (m,n) ‘nin EKK ortalamasi tahmini bulunabilir. Bununla birlikte durum tahmini

yapabilmek i¢in otoregresif siirecin bagimlilik katsayilarinin bilinmesi ya da Onsel

olarak tahmin edilmesi gerekir™?.

X (m,n) "nin 6nceki ile sonraki durumu arasinda lineer bir bagintinin oldugu

varsayimi altinda dinamik model, goriintii tizerinde (3.8) ve (3.10) esitlikleri ile

verilen denklemlerle ele alinabilir. Burada orijinal goriintii X (m,n) , bozuk goriintii

Y (m,n) ile gosterilmistir®. X (m,n)’in Markov 6zelligine sahip oldugu varsayilir.
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c(k,l) otoregresif siirecin mekansal bagimhlik siireci parametresi, w={w(m,n)}

beyaz giiriiltii Gaussian, v’den bagimsiz ve sifir ortalamali, o varyanshdir. Kisaca

matematiksel olarak
E[w(m,n)] =0, E[w(m+i,n+j),w(m,n):| =0.6(i, )

seklinde ifade edilir ve burada &(i,j) Kronecker delta fonksiyonunudur.
v :{v(m,n)} sifir ortalamali, o varyansli homojen Gaussian beyaz giiriiltiisiidiir.
Ayrica v={v(m,n)} ve w={w(m,n)} giriilti siirecleri birbirinden bagimsizdr.
Istatistiksel olarak v={v(m,n)} giiriiltii siirecine gére X ={X (m,n)} ’in bir tahmin
edicisini elde etmeyi isteriz.

Mekansal bagimlilik katsayilarinin tahmini, iki boyutlu homojen kesikli
Markov rasgele alan, (3.8) ile verilen otoregresif siire¢ olarak modellendiginde beyaz
giiriiltii siirecinin varyansi E[w(m,n)z} = 0. minimize edilecek sekilde en kiigiik
HKO kriterine gére bulunur®. Buna gore (3.8) esitligi ile verilen modelin tahmin
edicisi

A

X(m,n)

Il
o
—_
i
~
~
S
—_
3
|
'S
S
|
~
~

olmak uizere
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varyansini minimize eden c(k,!)ler en kiigiik HKO tahmin edicileridir. Dolayisiyla

bu minimizasyon problemi

EHX (m,n)—Zc(k,l)X(m—k,n—l)} X(m—p,n—q):lzo

(k)

E[X(m,n)X(m—p,n—q)]—(z;‘c(k,l)E[X(m—k,n—l)X(m—p,n—q)] =0
o—f J

bicimini alir. Bu denklemlere Normal (Yule-Walker) denklemleri denir. Homojen,

sifir ortalamal1 ve kovaryansi
Vo (p’q) = E[X (m,l’l)X (m—p’n_q):l

olan X (m,n) mekansal siirecinin mekansal bagimlilik katsayilari

B (Pog) =2 c (ko) r,,,, (k1)

(k.0)

denklemlerinden elde edilir. Homojen, sifir ortalamali (1x1). dereceden ceyrek alan
otoregresif mekansal slirecin mekansal bagimlilik katsayilar
c(k,l)= {c (L,0), ¢(0,1), «(1, 1)} ‘nin tahmini i¢in normal denklemlerin matris
gosterimi,

r(1,0) r(0,0) r(1,-1) r(0,-1)) || c(1,0)

r(0,1)|=| r(-1,1) r(0,0) r(-10) || c(0,1)
r(l,l) r(O,l) r(l,O) r(0,0) c(l,l)

bigimindedirm) . Gortintii 1yilestirmedeki performans kriteri olarak
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(i.j)=x(i.j))
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kullanilmistir.

Bir goriintiiniin sinyal orani ne kadar ¢ok ve giiriiltii miktar1 ne kadar az ise
bu goriintiiniin o kadar kaliteli bir goriintii oldugu sdylenebilir. Bu nedenle Peak

Sinyal Giiriiltii Orani (peak signal to noise ration)

PSGO:IO.log( 255 de

VHKO

formiiliiyle hesaplanir ve birimi decibel (dB)’dir. Giiriiltiiden temizlenmis bir
gorlintiiniin  giivenilirligi HKO ve PSGO ile ol¢iilebilir. Onarilmig bir goriintiide
HKO ne kadar kii¢iik ve PSGO ne kadar biiyiik ise diizeltilen goriintii orijinaline o

kadar yaklagir®”.

3.6 Géoriintiiniin Onarilmasi i¢in indirgenen Giincellestirilmis Kalman Filtresi

(IGKF)

Goriintiiniin skaler olarak raster bicimde taranmasi halinde Kalman filtresini

elde etmek amaciyla durum vektorii

X(m,n)=[X(m,n),X(m—l,n),...,X(l,n)
;):((N,n—l),...,X(l,n—l); G.11)

;X (N.n=M),s X (m=M,n-M)]
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bi¢iminde tamimlanir. Skaler taranmayla Kalman filtresi i¢in X (m,n) durum

vektorii, M (N +1)+1 boyutludur. Burada M, ardisik modelin derecesi ve N,

inceleme yapilan bolgenin genisligidir. Latis iizerinde tiim noktalar (2.24) esitligine

denk denklemlerde giincellestirilmelidir. Bu doniisiimiinden sonra durum denklemi
X(m,n)=X(m—-1,n)+w(m,n) (3.12)

olarak tamimlanir ve goézlem modeli ise (3.10) esitligi ile ifade edilmistir. Bu

doniisiimden sonra, kolaylikla X vektoriiniin Kalman filtresi denklemleri elde edilir.

Baglangi¢ kosulu olarak goriintiiniin iist kismundan ilk M (N +1)+1 tane ve soldan

da iceri dogru ilk M tane degiskenin degeri bilinmelidir. Her bir satir icin N —M —1

kez filtreleme yapilir®”.

Filtreleme yaparken (3.12) denkleminin kullanilmasi, hesaplama miktarinin

cok olmasina ve cok biiyiik hafizaya ihtiya¢ duyulmasina neden olacaktir. Ornegin,

(3.8) esitligindeki gibi (M xM ). derece sistem modelinde gdzlem bolgesi N >>M

olmak iizere (NxN)’den olusan latis bolgesindeki filtreleme icin (2.23)’ten

(2.27)’ye kadar olan esitliklerdeki matris denklemlerinin boyutu yaklasik olarak

MN *dir. Bu da hesaplama derecesinin yaklastk M°’N® kadar olmasi demektir.
Bunun yam sira modelin mekansal degismezlik 6zelligi kullanilarak bu hesaplamanin
derecesi yaklasik olarak M>N?>’ye diisiiriilebilir. Ayrica bu hesaplamalar1 yapacak

2N

gelismis ve hizli bir bilgisayara ihtiya¢ vardir®”’. N >>M oldugunda indirgenen

giincellestirilmis siire¢ sayesinde hesaplamalarin biiyiik bir kismu azaltilir. Boylece

genellikle siirecin bagladigt (m,n) mekan noktasindan uzakhigi kesin olarak

belirlenen sinirlar icinde kalan durum vektoriiniin elemanlarim giincellestirmek i¢in
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segilir. Bu algoritmayla sonuca iyi bir yaklasgimda bulunulur. (m,n) mekan

noktasindaki gozlemler etrafinda bolge simirlandirilmis olacagindan, uzak noktalarin

giincellestirilmesinin ithmali, sonu¢lart minimal olarak etkiler®?.

R, gosterge kiimesi, c(k,/) i¢in simetrik olmayan yari diizlemi (NSHP)
kisaca X, (m,n)’in destek kiimesini ifade eder. J,, (m,n) ise X(m,n) durum

vektOriiniin destek kiimesidir.

(0,0)

m-M m m+M (N,0)
' X, (m,n) !

n-M Nk
~

)/

X, (m,n)
(O.N) (N,N)

Sekil 3.12 Boliinmiis Durum vektorii.
M xM boyutundaki karesel bélge iizerinde {Y (m,n)} gozlenir. Sekil 3.12deki
X, (m,n) i¢in durum vektdrii matematiksel olarak

Xl(m,n)z I:X (m,n),X (m—l,n),...,X (m—M +1,n);

X(m+M+1,n-1),.. X (m-M +1,n-1);
. (3.13)

X(m+M+Ln-M),...X (m-M +1,n-M)]
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bi¢iminde tanimlamir. Geri kalan bdlge X, (m,n) iizerindedir. Buna gére durum

vektori

T

X (m,n)=[X] (m,n),X} (m,n)] (3.14)
bicimindedir. Boylece dinamik durum-uzay modeli ise

X(m,n)=CX(m—-1,n)+w(m,n) (3.15)

Y (m,n)=HX(m,n)+v(m,n) (3.16)

sekilde ifade edilir. Burada C sistem yayilma matrisidir. ¢ matrisi X ’e benzer

sekilde

¢, C
C :|: 11 12} (3.17)
C21 C22

bi¢iminde pargalanir. C,, ve C,, tim {c,} terimlerin icerir ve C’nin geri kalan

kistmlar1 kaydirma doniisiimiinii olusturur. Bu durumda (3.15) esitligi yeniden

yazilirsa
X, (m,n)=C, X, (m-1,n)+w,(mn)+C,X,(m-1,n) (3.18)

olur. w’ler X’e benzer boliinmiistiir. (3.18) esitligi hesaplamalarinda odak noktasi

olarak (m,n) noktasim alr. X, sadece Onceden hesaplanan degerlerin

kaydirilmasini gerektirir.
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w(m,n)z[w(m,n),o,...,O]T giiriiltii vektoriidiir ve H=(1,0,...,0) dir. H

matrisi, X durum vektoriine benzer sekilde yeni bir gozlem denklemini almasi i¢in

H=(H, H,), H,=0 biciminde pargalanir. Boylece yeni gbzlem denklemi
Y (m,n)=H X, (m,n)+v(m,n) (3.19)

olarak ifade edilir ve satirdan satira {Y(m,n)} dizisinin tarandig1 varsayim altinda

Kalman filtresi asagidaki sekilde ifade edilebilir:

Ongorii:
P, (m,n)=CP,(m—-1,n)C" +GQ,G" (3.20)
X, (m,n)=C X, (m-1,n)+C,X,, (m—1,n) (3.21)
Giincelleme:
K, (m.n)=P,, (m.n)H [HP,, (m.n)H! +07 | (3.22)
X, (m,n)= X, (m,n)+K, (m,n)[Y(m,n)—Hl)A(w (m,n)] (3.23)
P, (m.n)=[1-K, (m,n)H] |P,, (m,n) (3.24a)
P, (m.n)=[1-K, (m,mH] |P,, (m.n) (3.24b)

Burada Q, kovaryans matrisidir ve G =1 ’dir, a (after) indisi giincellestirilmeden

sonra ve b (before) indisi giincellestirmeden once islem yapildigim gosterir®. Diger
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bir deyisle, )A(Lb(m,n),Y(m—l,n) gozlendiginde (verildiginde) X durumunun en

kiiciik varyansl yansiz tahmini gosterir.

Hata kovaryans matrisinin giincellestirilmeden sonras1 ve dncesine kadar olan
esitliklerde verilen denklemler, standart Kalman filtresi denklemleri iizerinde
hesaplamalar yapilarak bulunur. Bu denklemleri daha iyi anlamak icin matris
notasyonundan skaler notasyona geri donmek faydali olur. Skaler olarak yazilan
denklemlerde iistteki indis filtredeki adimi, argiiman ise verinin goriintii izerindeki
yerini gosterir. Bu durumda indirgenen giincellestirilmis Kalman filtresi

Xim’n)(m,n): Z Cle(MM)(m_k’”_l) (3.25)

(k’l)€%®+
ve (3.20)’de ongoriilen tahmin hatasi

R/gmn I’I’l n; kl ZC Rm —1,n) m 0,n—p; k l) (k,l)G 5((912”1) (326)

op”a

R"™" (m,n;m,n) ZCM (m,nym—k,n—1)+o0. (3.27)

w

olarak ifade edilir. 5@;3’"), X (m,n) durum vektdriiniin destek bolgesidir. (3.22)’deki

denklemin 6zdesi

R"™ (m,n;m—i,n— j)
K" (i, j) == o , (i, j)e RU 3.28
(i-J) R"" (m,nym,n)+o0; (i-J) 528

seklinde ifade edilir ve (3.23)’in benzeri de
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(i,/))e Ry, (329
R (i, jikod) = R (i, ik )= K (m—izn= ) R (monck D).
(i, j)e Re" (kD) 650" (3.30)

bicimindedir. (3.30)’daki denklem hem (3.24a) hem de (3.24b) esitlikleri gibi ifade

edilir'®.

IGKF denklemlerinin giincelleme (update) islemi optimal olmasina ragmen
ongorii (preduction) islemleri, sadece en yakin komsular1 {izerinden oldugu i¢in zayif
optimaldir. Gii¢lii optimalligin olmasi i¢in ongorii ve giincelleme asamalarinin her
ikisinin de optimal olmas1 gerekir. Giiclii optimalligi saglayabilmek icin asagidaki

islemler uygulanir®®:

A

E[Xl(m,n) Xl(m,n)] # X, (m,n)

oldugundan 6ngorii zayif optimaldir. Optimal tahmin vektorii

A

b(m,n)= E[Xl (m,n) X/ (m,n)]_1 E[Xl (m+1,n))2{ (m,n)]
hesaplanarak giiclii optimalligi

Xl(m+1,n):bT (m,n))z1 (m,n)
= Zb,ﬁf’l”"))%(m’") (m—k,n—1)

gt@4—
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biciminde saglayabiliriz. Burada b,Ef;""), b(m,n) nin elemanlaridir. Islemdeki

hesaplamalarin derecesi asagida verilmistir.

Denklem No Yapilan Islemin Hesaplama Derecesi

(3.25) O(Mz), M . derece NSHP model i¢in her (k,!) i¢in O(MZ)

islem igerir.

s O(MN) tane eleman igerir.

D+

(3.26) o (M N ) tane islem yapilir.
(3.27),(3.28), (3.29) O(M?) tane islem gerekirir.

(3.30) (i, 7)€ K" ile her bir (i, j),(k,!)¢ifti igin (3.27) deki gibi

0 (M N ) hesaplama gerektirir.

3.6.1 En Kiiciik Hata Kareler Yontemiyle Mekansal Bagimhilik Katsayilarimin

Tahmini

Onceki boliimde (3.8) esitligi ile verilen skaler mekansal otoregresif siireci,

(3.9) ve (3.10) esitliklerine benzer olarak

X(m,n)zCle (m—l,n)+w(m,n) (3.31)

ve Y;(m—1,n)=X,(m-1,n)+v,(m,n) biciminde durum uzay modeli olarak ifade

edilebilir. Burada Y,’in parcalanmasi, Sekil 3.12°de gosterildigi gibi X, ’in
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parcalanmasina benzerdir. Daha sonra Y (m,n) gozlemleri kullanilarak (Q,

bilindiginde) (3.31) esitligi ile verilen denkleme EKK metodu uygulanarak cy;

mekansal bagimlilik katsayilarinin tahmin edicisi bulunur.

2

E[w(m,n)z} = E[X (m,n)—cTX1 (m—l,n)}

= E[Y(m,n)—v(m,n)—cTY1 (m—1,n)+c'v, (m_l’")]z

olmak tizere

2

J= (;)[Y(m,n)—v(m,n)—cTYl (m—l,n)+cTV1 (m—l,n)}

esitliginin sag tarafinin c¢’ye gore gradientinin sifira esitlenmesiyle giiriiltiiniin

kareleri toplami olan Y w? en kiiciik olacak sekilde c¢;; mekansal bagimlilik

]

katsayilarinin tahmin edicisi

w w

6= (ZY1 (m=1,n)Y] (m—1,n)-N,.I0> J_l (ZY(m,n)Yl (m—l,n)j (3.32)

olarak bulunur. Burada Gf, v(m,n) beyaz giirtiltii siirecinin varyansidir. Ayrica N,

W bolgesindeki gozenek sayisidir ve ) yansiz tahmin edicidir®?.

1

Sekil 3.13 Otoregresif siirecin derecesi.
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Mekansal siirecin Sekil 3.13’te verilen derecesine gore parametre vektorii

6= [C_M’_M seesCor _mt ’C—M,—M+1""’CM,—M+1””’C—M,O""’C—I,O:I (3.33)
ve satir satir taramayla gozlem vektorii

Y, (m—1.n)=[Y(m-M.n—M),..Y (m+M.n—M)...Y (m—M.n—M+1)....,

(3.34)
Y(m+M,n—M+1),...,Y(m—M,n),...,Y(m—l,n):l

olarak tamimlanir. Bu tarama veya mekansal noktalarin tiim siralamasi latis {izerinde

gecmis-simdiki-gelecek iligkisine dayanmaktadlr(5 26D

3.6.2 Dayamkh indirgenen Giincellestirilmis Kalman Filtresi (DIGKF)

Bu kesimde, iki boyutlu IGKF’nin dayanikli bir uyarlamasi verilecektir.
DIGKF, Gaussian dagilimindan giiriiltiiniin dagilim sapmalarindan dolay1 bozulan

goriintiiniin onarimu i¢in kullanilabilir.

Bir¢gok sinyal isleme uygulamalarinda, goriintiiyi bozan giiriiltiileri tespit
edip orijinal goriintiiye en yakin yeni bir goriintii elde etmek istenir. Bunun igin
bir¢cok arastirmaci, gecen on yilda goriintii onariminin problemine oldukga biiyiik

gayret sarf etmistir®®.

Giirtiltiiniin dogasina baglh olarak goriintii onarimi icin ¢esitli algoritmalar
onerilir. Woods ve arkadaslar’®® beyaz Gaussian giiriiltiisii tarafindan kirlenen
goriintiiniin onarilmas: icin IGKF'yi ve iki boyutlu Kalman filtresine etkili bir
yaklasimi Onerir. Ayrica gercek goriintiideki komsu pikseller arasindaki mekansal

korelasyon (mekansal benzerlik) Gauss-Markov modeli ile gosterilmistir. Beyaz
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Gaussian giiriiltii siireci olan w(m,n) sifir ortalamali ve varyansi o degiskeni ile

ifade edilen otoregresif bir siire¢ olarak (3.8)’de ifade edildigi gibi modellenmisti.

Kalman filtresinin optimalligi, gbzlem giirtiltiisiiniin ve durumun Gaussian
(Normal) dagilimina sahip oldugu varsayimina dayanir. Eger bu varsayim
saglanamazsa beklenmedik sayida biiytik gozlemler (aykir1 degerler) ortaya ¢ikar. Bu
durum da IGKF’nin performansim diisiiriir. (3.8) denkleminde gozlem giiriiltiisii

v,(m,n) nin ¢ -kirletilmis Gaussian dagilimina sahip oldugu varsayim yapilirsa ug

deger ortaya cikar®®.

v,(m,n), v,(m,n) bagimsiz Gaussian giiriiltiileri sirasiyla Gf ve

o, varyanslarina sahiptir. o, >> o olmak iizere

v,(m,n) 1-¢& olasilikla

v(m,n) ={ (3.35)

v,(m,n) & olasiikla

dir. Burada ¢ sifira yakin pozitif kiiciik bir sayidir. v, (m,n) tuz biber giiriiltiisii
olarak adlandirilir ve verideki u¢ degerlerin kaynagi olarak goriiliir. Dolayisiyla

Y (m,n)—X"" (m,n) kestirim (prediction) hatasi ug deger icerir. Bu ug deger

(3.29) denkleminde yer alacag icin X" (i, j) tahmini direkt olarak bu u¢ degerden

etkilenir ve gorlintii onarma siirecinin performansini diisiirebilir. Bu performans
diisiikliigiinden (u¢ degerlerin etkisinden) kurtulabilmek i¢cin Kesim 2.3’te anlatilan
dayanikli istatistiksel yontemlerden faydalanilacaktir. Cizelge 2.1°de yer alan etki
fonksiyonlari kullanilarak IGKF denklemlerinde durum tahmini dayanikli olarak elde

edilir. Bunun i¢in durum denklemi
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G.))eR,.  (3.36)

biciminde giincellenir. Burada ¢, Masreliez ve Martin®”’de  tanimlanan
Olceklendirilmis doniisimdiir. ¥ ise Kesim 2.3, Cizelge 2.1’de tanimlanan etki

fonksiyonudur® 8,

3.7 Uygulama

Bu kesimde Matlab 7.1 bilgisayar programinin alt klasoriinde bulunan ve
Sekil 3.14’te verilen kameraman goriintiisii kullanilarak daha 6nceki boliimlerde

verilen teorik bilgilerin uygulamalar1 yapilacaktir.

Sekil 3.14 Orijinal goriintii (Kameraman).

Kameraman goriintiisii 256x256 boyutlarinda olup 8 bit (256 gri seviyeli)

kuantalanmistir. Pek cok calismada kullanilan bu goriintli orijinal goriintii olarak
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kabul edilip bu goriintiiniin mekansal bagimlilik parametrelerinin Kesim 3.6.1°de

verilen yontemle tahmin edilmesi amag¢lanmustir.

(3.8)-(3.10) esitligi ile verilen modellere uygun olarak v(i, j) ~ N(0, 100) ve
w(i, j) ~N(0, 125) olarak secilmistir. Ayrica otoregresif modelin derecesi 1x1

olarak secilmis ve homojen, tek yanli isotropik mekansal bagimliligin oldugu

varsayllmistir. (3.33) esitligi ile verilen O vektorii, otoregresif siirecin derecesi

I1x1 oldugundan 6 = [C—l,—l’CO,—I’CI,—I)C—I,O] olarak ele alinmistir.

Sekil 3.15 Mekansal bagimlilik katsayilari.

Sekil 3.15’te mekansal bagimlilik katsayilarinin latis iizerindeki yerleri

gosterilmistir. Sekil 3.14’te verilen orijinal goriintii ve secilen ©2=100 kullanilarak

(3.32) esitligi ile verilen formiilden 6 hesaplandiginda bulunan sonuglar Cizelge

3.3’te verilmistir.
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Cizelge 3.3 Mekansal bagimlilik katsayilart ve tahminleri.

Bagimlilik
Katsayilar o
0
i 0.2105
Co1 0.5135
e 0.1179
[ 0.4945

Orijinal goriintii € -kirletilmis giiriiltiiyle bozulmustur ve &£,0, ve O,

sirastyla 0.1, 10 ve 100 secilmistir. Bozuk goriintii Sekil 3.16’daki gibi elde

edilmistir.

Sekil 3.16 Bozuk goriintii.

Cizelge 3.3’te verilen mekansal bagimhilik katsayilar1 ve Kesim 3.6’da
verilen IGKF denklemleri kullanilarak goriintii onarildiginda yeni goriintii Sekil 3.17

biciminde elde edilmistir. HKO, 345 olarak hesaplanmustir.
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Sekil 3.17 IGKF ile onarilmis goriintii.

Sekil 3.16 ile verilen bozuk goriintiiye (3.36) denklemini kullanmak suretiyle
DIGKF denklemleri uygulanarak onarma islemi yapildiginda ise Sekil 3.18 ile

verilen goriintii elde edilmistir.

Sekil 3.18 Dayanikli IGKF ile onarilmis goriintii

Kesim 2.3.1°de verilen etki fonksiyonlarindan Huber’in etki fonksiyonu

kullanilmis ve deneme yanilma yolu ile k =20 olarak secilmistir. HKO, 82 olarak
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hesaplanmigtir. Diger kesme fonksiyonlar1 kullanilarak yapilan simiilasyon
caligmalarinda da benzer sonuglar elde edilmistir. (3.36) esitliginde yer alan

doniisiim olgegi ¢ =0.286 dir.

Uygulama kismindaki hesaplamalar icin Matlab 7.1 paket programindan

yararlanilmagtir.

103



4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada Once istatistik teorisinde yer alan bazi tanimlar verilmis ve
parametre tahmini, tahmin edicilerde aranan Ozellikler, tahmin edici bulma
yontemleri {izerinde durulmustur. Daha sonra mekansal siireclerin teorisi ele
alinmistir. Mekansal siireclerin analizinde kullanilan otoregresif modeller, olgu ve
olaylarin mekansal iligkisini ortaya koymakta ve Ongoriiler yapilmasina imkan
vermektedir. Calismada, mekansal Markov zincirleri yaklasimi ile mekanlar arasi
iliskinin yapisal dinamigini ortaya koyan modeller ve tahmin yontemleri

sunulmustur.

Kesikli mekan indeksli iki boyutlu mekansal siireglerin durum-uzay modelleri
ile incelenmesine imkan veren bir yaklagim sunulmustur. Durum vektoriiniin ve
mekansal bagimlilik katsayilarinin tahmini i¢in Kalman filtresi tahmin yonteminin

uygun hale getirilmesi tartisilmistir.

Latis tipi mekan noktalar1 disindaki hallerde ele alinabilecek mekan
sireclerinin durum-uzay modelleriyle analizi ilerideki ¢alismalarin konusu olacaktir.
Ote yandan siirekli mekan parametreli mekan siireclerinin ayn1 yaklasimlarla analizi
sunulan sonuglar 1s181nda kolaylikla ele alinabilecektir. Fakat bu durumda istatistiki
hesaplama problemleriyle karsilasilmasi s6z konusu olup, bu meseleler ileride ele

alinabilecek konular arasinda goriilmektedir.

Uygulamada durum vektoriiniin tahmini olarak goriintii onarma (iyilestirme)

tizerinde durulmustur.

104



KAYNAKLAR

1. F. Oztiirk ve L. Ozbek, Matematiksel Modelleme ve Simiilasyon, Gazi Kitabevi,

Ankara, 2004.

2. O. L. Gebizlioglu ve S. Yurt, Dinamik Sistem Modelleri ile Mekansal Siirecler
Analizi III. Ulusal Ekonometri ve Istatistik Sempozyumu Bildirileri, Uludag

Unv. Giiglendirme Vakfi Yayin, No.131, 1(1997).

3. J. W. Woods and C. H. Radewan, IEEE Transactions on Information Theory,

Vol.IT-23, No.4, 473 (1977).

4. J. W. Woods and V. K. Ingle, IEEE Transactions on ASSP, Vol.29,

No.2,188(1981).
5. D. Angwin and H. Kaufman, IEEE Trans. on Signal Proc., Vol.16, 21 (1989).

6. B. Suresh and B. Shenoi, IEEE Transactions on Circuits and Systems,

Vol.Cas.28, No.4, (1981).

7. H.D. Cheng and J. Y. Zhang, Kalman Filter for Image Restoration and Its Vlsi

Implementation, Pattern Recognition: Architectures, World Scientific Publishing

Co., 1991.
8. Y. Akdi, Matematiksel 1satatistige Giris, Bicaklar Kitabevi, Ankara, 2005.

9. F. Oztiirk, Y. Akdi, H. Aydogdu ve I. Karabulut, Parametre Tahmini ve Hipotez

Testi, Bigaklar Kitabevi, Ankara, 2006.
10. B. D. Ripley, Spatial Statistics, John Wiley & Sons, 1981.

11. A.D. Cliff and J. K. Ord, Spatial Procsses, Pion Limited, 1981.

105



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

N. Cressie, Statistics For Spatial Data, John Wiley & Sons,1993.

I. I. Gikhman and A. V. Skorokhod, Introduction to the Theory of Random

Processes, Kieve State Univ., W. B. Sounders Company, 1969.

I. I. Gikhman and A. V. Skorokhod, Introduction to the Theory of Random

Processes, Translated by Scripta Technica, Inc. W. B. Saunders Company, 1965.

J.  Fox, Robust Regression, http://cran.r-project.org/doc/contrib/Fox-

Companion/appendix-~bust-regression.pdf (Erisim tarihi:27.02.2009), Appendix

to An R and S-PLUS Companion to Applied Regression, 2002.

J. Fox, Applied Regression Analysis, Linear Models and Related Methods, Sage

Publications, 1997.

L. Ljung, T. Soderstrom, Theory and Practice of Recursive Identification, MIT

press, London, 1983.
S. Yurt, DIE, Arastirma Sempozyumu Bildirileri, 223 (1997).

O. L. Gebizlioglu, F. A. Alioglu and S. Y. Oncel, Estimation of Spatial
Dependence in Image Restoration, Inauqural Euro Conference of The Eastern
Mediterranean Region, Proceedings of The International Biometric Society,

Athens Greece, Books of Abstract, pp.32, 2001.

R. J. Muirhead, Aspects of Multivariate Statistical Theory, John Wiley & Sons,

Inc, 1982.

C. S. Won and R. M. Gray, Stochastic Image Processing: Transmission,

Processing and Storage, Springer, 2004.

J. W. Woods, Multidimensional Signal, Image, and Video Processing and

Coding, llustrated, Academic Press, 2006.

106



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

A. Kizilkaya, Sayisal Goriintii Isleme Ders Notlar1, Pamukkale Univ. Miih. Fak.

Elek. Elektronik Miuh. Bolimi, 2008.

H. Kaufman, J. W. Woods, S. Dravida and M. Tekalp, IEEE Transations on

Automatic Control, Vol.AC-28, No.7, July (1983).

M. R. Azimi-Sadjadi and S. Bannour, IEEE Transactions on Circuits and

Systems, Vol.38, No.9, September (1991).

S. Y. Oncel, Mekansal Siireclerde Kalman Filtresiyle Parametre Tahmini, Gazi

Unv. Istatistik Konferans Bildiriler Kitab1, sf.167-174, 1998.

S. Y. Oncel, Durum-Uzay Modelleriyle Mekansal Siirecler Analizi, Yiiksek

Lisans Tezi, Ankara Universitesi, Ankara, 1997.

S. Y. Oncel, O. L. Gebizlioglu and F. A. Alioglu, Spatial Dependency Parameter
Estimation Via Robust Extended Kalman Filtering, International Congress on
Characterizations Modelling and Applications, page 96-99, Antalya/TURKEY,

2001.

C. J. Masreliez and R. D. Martin, IEEE Transactions on Automatic Control,

Vol.AC-22, No.3, June (1977).
R. D. Martin, IEEE Trans. Inform. Theory, Vol.IT-18, 596(1972).
R. D. Martin and C. J. Masreliez, IEEE Trans. Inf. Theory, Vol.IT-21, (1975).

R. R. Wilcox, Introduction to Robust Estimation and Hypothesis Testing,

Second Edition, Elsevier Academic Pres, 2005.

F. R. Hampel, E. M. Ronchetti, P. J. Rousseeuw and W. A. Stahel, Robust

Statistics, New York, John Wiley, 1986.

107



34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

R. Kashyap and K. Eom, Robust Image Modelling Techniques with an Image

Resmtion Application, IEEE Trans. ASSP., Aug. 1988.

S. A. Kassam and H.V. Poor, Robust Techniques for Signal Processing, Proc.

IEEE March 1985.

A. E. Cetin and A. M. Tekalp, IEEE Transactions on Circuits and Systems,

Vol.37, No.1, 155 (1990).

A. E. Cetin and A. M. Tekalp, Robust Identification and Retoration of Images,

IEEE International Conference on Circuits and Systems, Portland, Oregon,1989.

F. A. Aliev, S. Y. Oncel and O. L. Gebizlioglu, Robust Techniques for Kalman
Filtering: Parameter Estimation and Image Restoration, Fourth Biennial
International Conference on Statistics, Probability and Related Areas, June 14-

16, 2002 Northern Illinois University in DeKalb, Illinois, 2002.

H. Belaifa and H. Schwartz, IEEE Transactions on Signal Processing, Vol.40,

No.10, (1992).

Y. K. Chee and Y. C. Soh, Acoustics, Speech, and Signal Processing,
Proceedings, (ICASSP’01), IEEE International Conference on Vol.3, 1825

(2001).

C. W. Therrien, T. F. Quatieri, D. E. Dudgeon, Proceedings of the IEEE Vol.74,

532 (1986).

R. C. Gonzalez, Richard E. Woods, Steven L. Eddins, Digital Image Processing

Using MATLAB, Pearson Prentice Hall, 2003.

F. Oztiirk, Matematiksel Istatistik, AUFF Doner Sermaye Isletmesi Yayinlari

No.10, Ankara, 1993.

108



44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

M. L. Tiku, W.Y. Tan, N. Balakrishnan, Robust Inference, New York: Marcel

Dekker, Inc., 1986.

P. J. Huber, Robust Statistics, New York, Wiley, 1981.
P. J. Huber, Ann. Math. Statist., Vol.35, 73 (1964).

D. Andrews, Techrometrics, Vol.16,No.4 253(1974).

F. Akdeniz ve F. Oztiirk, Lineer Modeller, AUFF Déner Sermaye Isletmesi

Yayinlar1 No.38, Ankara, 1996.
L. Ozbek, Gazi Unv. Fen Bilimleri Ens. Dergisi, Cilt 13, No.1, s.113 (2000).

L. Ozbek, Kesikli Zaman Durum-Uzay Modelleri indirgemeli Tahmin ve

Yakinsama Problemleri, Doktora Tezi, Ankara Univ., Ankara, 1998.

A. V. Skorokhod, V. S. Korolyuk, N. J. Portenko and A. F. Turbin, Theory of
Probability and Mathematical Statistics Handbook, Nauka, Moskow, (In

Russian), 1985.

S. Y. Oncel, O. L. Gebizlioglu ve S. I. Yériibulut, Iki Boyutlu Mekansal
Otoregresif Modelin Bagimhilik Parametrelerinin Tahmin Edilmesi, AUFF

Istatistik Boliimii V. Istatistik Giinleri Sempozyumu Bildiriler Kitabi, Poster,

s.387-393, Antalya, 2006.

F. Jeng and J. W. Woods, On The Relationship of The Markov Mesh to The

Nshp Markov Chain, Pattern Recognition Letters, No.4, pp.273-279, 1987.

S. I. Yoriibulut ve S. Y. Oncel, Mekansal Veri Analizi ve Bir Uygulama, 5.
Istatistik Giinleri Sempozyumu Bildiriler Kitab1, Poster, syf.379-386, Antalya,

Mayis 2006.

109



55.

56.

57.

358.

59.

60.

61.

62.

G. Aubert and Pierre Kornprobst, Mathematical Problems in Image Processing:
Partial Differential Equations and The Calculus of Variations, second Edition,

Springer 2006.

K. Ozkan, Diisiik Coziiniirliiklii Goriintiilerden Yiiksek Coziiniirliiklii Goriintii

Elde Etme, Doktara Tezi, Osmangazi Univ., Eskisehir, 2007.

R. M. Haralick and L. G. Shapiro, Computer and Robot Vision, Addison Weslay

Publishing Co., USA, 1993.

O. Akbulut, Otelemis Coklu Goriintiilerin Restorasyonu, Yiiksek Lisans Tezi,

Osmangazi Universitesi, Eskisehir, 2006.

Y. Becerikli, Toplamsal Gauss Giiriiltiilli Goriintiilerin Kalman Siizgeci ile

Onarimi, Yiiksek Lisans Tezi, istanbul Teknik Univ., istanbul, 1994.

S. Qureshi, Image Filtering, In Embedded Image Processing on The

TMS320C6000™DSP, Springer, page 103-209, 2005.

A. M. Tekalp, H. Kaufman and J. W. Woods, IEEE Transactions On Acoustics,

Speech and Signal Processing, Vol. ASSP-33, No.2, (1985).

A. N. Venatsanopoulos, Digital Image Processing and Analysis, in Signal
Processing, editors: J. L. Lacoume, T. S. Durrani, R. Stora, North Holland,

Amsterdam, 1987.

110



