[TVZAVHZ(Q Bekhezpy

123], SUBSYT YoSYNR

600C A

T.C.
KIRIKKALE UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZi

GENELLESTIRILMIS

LINEER POZITIF OPERATORLERIN YAKLASIM OZELLIKLERI

MUZEYYEN OZHAVZALI

TEMMUZ 2009



T.C.
KIRIKKALE UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZi

GENELLESTIRILMIS

LINEER POZITIF OPERATORLERIN YAKLASIM OZELLIKLERI

MUZEYYEN OZHAVZALI

TEMMUZ 2009



Fen Bilimleri Enstitust Mudurinun onay!.

Doc. Dr. Burak BIRGOREN
10/07/2009 _
Madar V.

Bu tezin YuUksek Lisans tezi olarak Matematik Anabilim Dali standartlarina
uygun oldugunu onaylarim.
Prof. Dr.Kerim KOCA
Anabilim Dali Bagkani
Bu tezi okudugumuzu ve Yuksek Lisans tezi olarak butun gerekliliklerini

yerine getirdigini onaylariz.

Yrd. Dog. Dr. Ali OLGUN

Danigman

Juri Uyeleri

Dog.Dr. Fatma Tasdelen YESILDAL

Dog¢.Dr. Giulen Bagcanbaz TUNCA

Yrd. Dog. Dr. Ali OLGUN




OZET

GENELLESTIRILMIS

LINEER POZITIF OPERATORLERIN YAKLASIM OZELLIKLERI

OZHAVZALI, Mizeyyen
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali, Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ali Olgun

Temmuz 2009, 72 sayfa

Bu tez, bir genellestiriimis lineer pozitif operatorin yaklasim
Ozelliklerini incelemek igin U¢ bdlimden olusmaktadir. Birinci bolim giris
igin ayriimistir. Ikinci bélimde lineer pozitif operatérlerle ilgili bazi temel
kavramlar ve Korovkin teoremi verilmistir. Uglincii bdliimde ise dogurucu
fonksiyon iceren tek degiskenli lineer pozitif bir operatérin yaklasim
Ozellikleri incelenmis, merkez momentleri bulunmus, sureklilik modula ile
yaklasim hizi elde edilmistir. Ayrica, operatorlerin agirlikli yaklagsim
Ozellikleri elde edilmigtir. Son olarak, genellestiriimis operatorlerin ikinci
momentinin 6zel ¢6zUmu olan diferansiyel denklemi elde edilmistir. Son
bdlimde, dogurucu fonksiyon igeren iki degiskenli modifiye Kantorovich
tipli lineer pozitif bir operatdr tanimlanmis ve bu operatérin yaklasim
Ozelliklerine bakilmigtir. Tezin bu bolumu orijinal olup yayinlanmasi igin

sunulma asamasindadir.



Anahtar Kelimeler: Lineer Pozitif Operatdr Dizisi, Korovkin Teoremi,
Agirhikli Korovkin Tipli Teorem, Sureklilik Modul,
Lipschitz Tipli Maksimal Fonksiyonlar,
Genellestirimis  Lineer Pozitif Operatérler, ki

Degiskenli  Modifiye  Kantorovich  Operatorleri,

Yaklasim Ozellikleri.



ABSTRACT

APPROXIMATIONS PROPERTIES OF GENERALIZED OF LINEAR

POSITIVE OPERATORS

OZHAVZALI, Miizeyyen
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor : Asist. Prof. Dr. Ali Olgun

July 2009, 72 pages

This thesis consists of three chapters in order to investigate the
approximation properties of a generalized of linear positive operators.
First chapter is devoted to introduction. In the second chapter, some
fundamental concepts related to linear positive operators and Korovkin’s
theorem are given. In the third chapter, a generalization of positive linear
operator is introduced and its Korovkin type approximation properties are
obtained. The rate of convergence of this generalization is also obtained
by means of modulus of continuity and Lipschitz type maximal functions.
Moreover weighted approximation properties for the operators defined in
this thesis. Finally, a differential equation is obtained so that the second

moment of these generalization operators is a particular solution of it. In



the last chapter a bivariate modified Kantorovich type linear positive
operator is defined and its approximation properties is investigated. This

part of this thesis is original and is ready for submission for possible

publication.

Key Words: Sequence of Pozitive Linear Operators, Korovkin Theorem,
Weighted Korovkin Type Theorem, Modulus of Continuity,
Lipschitz Type Maximal Functions, Linear Pozitive
Operators, Generalization of Linear Pozitive Operators,
Bivariate Variables of Modified Kantorovich Operators,

Applications Properties.
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SIMGELER DiZziNi

Chb : |b_araliginda sirekli fonksiyonlarin uzay!.

|f|l. ., : Chb_uzayinda norm.
f.(x)5 f(x): f, fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi.

L(f;x) : Llineer pozitif operatorin f fonksiyonuna uygulanmasi.

w( f;8) : f fonksiyonunun sureklilik modulu.

Lip,, o : M sabitiyle o. mertebeden Lipschitz sinifi.

L.(f;x) : Lineer pozitif operatorler dizisi.

B, §.o_ : [f(x)|<M,p(x) sartini sadlayan tim fonksiyonlarin uzay!.

C, bo B, uzayindaki tim surekli fonksiyonlarin uzayi.

CS 0,00 : Lim f((x)) sonlu degeri var olan C_'nin elemani olan f
X—>® p X

fonksiyonlarinin alt uzay.

[£(x)
p(x)

|| =sup : C° P, _uzayinda norm.
P x>0 :
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1. GIRIiS

Yaklasim teorisi, lineer pozitif operator dizileri araciligi ile surekli

fonksiyonlarin yaklasim teorilerinde aktif olarak kullaniimaktadir.

Lineer pozitif operatorler ile yaklasim konusunda temel, Gnli Korovkin
teoremidir. Bu operatorlerin yaklasim hizlarini élgmek igin birgok calismalar
yapilmistir. Bunlarin bazilari; sudreklilik moduli ve Lipschitz sinifindaki

fonksiyonlar kullanilarak élgulen yaklasim hizlardir.

Ayrica, l)oo: araliginda  agirlikh  yaklasim  ozellikleri  de

incelenebilmektedir. Yine bazi hata tahminleri ve olasilik teorisinde
momentlerle ilgili bazi yararli sonuglar yaklasim teorisi yardimiyla elde
edilebilmektedir. Benzer sonuglar turevler yardimiyla da elde

edilebilmektedir.

Dogurucu fonksiyonlar da son yillarda Lineer pozitif operatorlerde yaygin

olarak kullanilmakta ve oldukga kullanigl sonuglar elde edilebilmektedir.

Bu tezin amaci, Dogurucu fonksiyon iceren Lineer Pozitif Operatorlerin
Yaklagim Ozelliklerini bu bahsedilen konu cercevesinde detayli bir sekilde

incelemektir.



1.1.Kaynak Ozetleri

Bu calismada ilk olarak temel kaynak Dogru(l) nun c¢alismasi ele
alinmistir. Bu kaynak igerisinde gecen konular verilen diger kaynaklar
yardimiyla agilacak ve konunun derinlemesine irdelenmesi yapilacaktir. Daha
sonra Tasdelen, Erencin® ve Ozarslan ve arkadaslan® makaleleri

birlestirilerek orijinal bir calisma ¢ikarilmaya caligiimistir.

1.2.Galigmanin Amaci

Calismadaki genel amag¢ dogurucu fonksiyonlar yardimiyla tanimlanan

lineer pozitif operatorlerin yaklasim ozelliklerinin incelemektir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1.Sonlu Aralikta Siirekli Fonksiyonlar Uzayi

Tanim 2.1.1: N = bir cimle ve Rreel sayilar cismi olsun. Eger agagidaki

sartlar saglaniyorsa N ’'ye R Uzerinde lineer uzay veya vektér uzayi denir.

(i) N+ islemine gore degismeli gruptur. Yani,

Al) Vx,ye N igin x+yeN dir.

A2) Vx,y,ze N i¢in (X+Yy)+z=x+(y+2z)dir.

A3) ¥xe N igin x+06 =060+ x=Xx olacak sekilde 6 N vardir.

A4) ¥xe N icin x+(—x)=(-x)+x=0 olacak sekilde —xe N vardir.
A5) Vx,ye N icin x+y=y+x dir.

(i) ¥x,y e N ve igin o,p € R, olmak Uzere asagidaki sartlar saglanir.
B1l) axe N dir.

B2) a(x+Yy)=ox+ay dir.

B3) (a+ )X =ax+ gy dir.

B4) of x=o(xpB) dir.

B5) 1x=x dir. Burada 1,R nin birim elemanidir.



Yukaridaki B3 sartindaki + sembolU birinci taraftaR deki toplamaysi;

ikinci tarafta ise N deki toplamayi belirtmektedir. B4’deki garpma islemleri de

ayni anlamdadir.

Tanima dikkat edildiginde lineer uzay, N cumlesi ve sirasiyla (i) ve (ii)

sartlarini saglayan toplama ve skalerle garpma donusumlerinden ibarettir.

Tanim 2.1.2: N bir lineer uzay olsun. H ”:N — 0,00 fonksiyonunun x deki
degerini || ile gésterelim. Bu fonksiyon igin;

) =0

iy [x|=0<x=0

i) fox| e

V) [x+ v <[]+ v

sartlar saglaniyorsa | | fonksiyonuna N izerinde norm denir. Eger bir

Lineer uzay Gzerinde norm tanimlanmissa bu uzaya Normlu uzay denir.

Teorem 2.1.1: (Bolzano-Weiestrass Teoremi) IR, reel sayilar kimesinin,
sinirli ve sonsuz elemana sahip her alt kimesinin en az bir yigilma noktasi

vardir.



Tanim 2.1.3: Chb_ sonlu |b_ araliginda tanimlanmis ve araligin tim

noktalarinda surekli fonksiyonlar uzayidir.

Weierstrass teoremi geregince gore bu uzaydan olan her bir f

fonksiyonu ic¢in sonlu bir ma>|§|f(x)| sayisi vardir, Ustelik bu bir normdur.
Bunu gosterelim.

i) max

a<x<b

f(x) >0

i) Eger f uzayin sifin ise yani hb_araliginda f =0 ise o zaman bu
fonksiyonun maksimumu ayni aralikta sifirdir. Diger yandan eger

max|f(x) =0 ise o zaman f =0 olur.

a<x<b

i) a keyfi bir reel sayi olmak Uzere

max

a<x<b

a f(x)|=|a max|f(x)|
as<x<b

iv) f ve g |b_de sirekli iki fonksiyon olmak lizere ¥x e |,b_igin
| FOx)+g(x) < | F O] +[g(x)

oldugundan

max

a<x<b

f(x)+ g(x)|sgla<>t() ()| +|g(x)

<max|f(x)+max|g(x)|
a<x<b a<x<b

dir, buda ma>é|f(x)| 'in norm aksiyomlarini gergekledigini gosterir.

C h.b_uzayinda norm;



(X)) foT™ max| f (x)| (2.1.1)

a<x<b

olarak tanimlanir.

Bu uzayda yakinsakligin dizgun yakinsaklik oldugu da gosterilebilir:

Kabul edelim ki C h,b_de olan bir f (x) fonksiyonlar dizisi |,b_araliginda

f(x) e duzgun yakinsasin.

Bu taktirde keyfi bir £>0 verildiginde 6yle bir N =N(g) bulunur ki

vn>N oldugunda |f,(x)- f(x) <e esitsizligi Vxe hb_icin saglanrr.

f(x)eC h,b_olsun ve dolayisiile f,(x)—f(x)eC hb_dir. Weierstrass
teoremi geredince  Oyle bir x*e |1b vardir ki f,(x)—f(x) fark
fonksiyonunun x* daki degeri llb: nin diger noktalarindaki degerinden

bilyiktir. Ayrica x* e p,b_oldugundan
[ £, = £ O = max £, (x*) — (%) <e

saglanir ve

If, =g, <& (neN(e))

ATID

olur.

C kb deolan f (x) dizisi C h,b_uzayinin normunda yakinsasin.

Bu durumda keyfi pozitif £ sayisina gore dyle bir N bulunur ki n>N



olan tim n lerigin

rr<16£>§|fn(x)—f(x)|<s

saglanir. Bundan dolayi |,b ’deki tiim x ler igin

f,(x*)— f(x*) <g, n=N

esitsizligi saglanir ve

f,—f[<e (n>N(e))

olur.

Sonug¢ olarak, CIa,b: uzayinin normuna gore yakinsama, duzgun

yakinsamasidir.

Bu tezde diuzgln yakinsama ;
f.(x)7 f(x) now

seklinde gosterilir.

2.2.Lineer Pozitif Operatorler ile ilgili Temel Kavramlar

X ve Y bos olmayan iki fonksiyon uzayi olsun. Eger X den alinan

herhangi bir f fonksiyonu Y de bir g fonksiyonuna kargilik getiren bir L

kurali varsa bu durumda X uzayinda bir operatér tanimlanmig olur ve

9(x)=L(f;x)



biciminde gosterilir. X uzaylr L operatorunun tanim bolgesidir ve X = D(L)
ile gosterilir. Bu durumda L( f;x)=9(x), Y uzayinin bir elemani olur ve bu

sekildeki g fonksiyonlari kimesine L operatorinun deger kiimesi denir. Bu

kime de R(L) ile gosterilir.

Tanim 2.2.1: f, ve f,, X uzayinda herhangi iki fonksiyon, o ve B keyfi iki
reel sayl olmak Uzere L operatoru;
L(of, +PBf,;x)=0oL( f,;x)+BL( f,;x) kosulunu gercekliyorsa L operatdriine

lineer operatér denir.

Tanim 2.2.2: Negatif olmayan bir f fonksiyonu igin X" = §e X :f 20:,

Y* = gev:gzoj fonksiyon siniflarini tanimlayallm. Eder X uzayinda

tanimlanan L lineer operatérii X * kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu

pozitif fonksiyona donusturtyorsa o taktirde bu lineer operatére Lineer Pozitif

Operatér denir. f >0 olmasi durumunda L(f;x)>0 dir. Ozel olarak

L(0; x) =0 oldugu goruldr.

Lemma 2.2.1: Lineer pozitif operatérler monotondur.

Ispat:
VX igin g(x) > f(x) ise g(x)— f(x)>0 dir. L lineer pozitif operator

oldugundan operatorin pozitifliginden L(g - f;x)>0 dir. Yine operatdérin



lineerliginden L(g;x)—L(f;x)>0 olur. Dolayisiile L(g;x)>L(f;x)

saglanir. Bu esitlikte L operatorUnun monoton oldugunu gosterir.

Lemma 2.2.2: Eger L lineer pozitif operator ise
ILCf;x)| < L(| f|;x)
dir.

Ispat:

Herhangi bir f fonksiyonu igin
—|f(t) < f(t)<|f(t)|
dir. L lineer pozitif operatdr, monoton artan oldugundan
L(—|f;x)<L(f5x)<L(| f];%)

yazilabilir. L lineer pozitif operatértinin lineerliginden

—L([f[;x)<L(Fix)<L(| f];x)

elde edilir. Boylece
IL(f5x)| < L(|f];x)

sonucu elde edilerek, ispat tamamlanmis olur.



2.3.Yaklasim Teorileri

Yaklasim teoremleri ile ilgili en édnemli teoremlerden Korovkin teoremi

asagida verilmigtir.

2.3.1. Korovkin Teoremi

Yaklagimlar teorisinde onemli bir yer tutan asagidaki teorem 1953 yilinda

Korovkin®’ tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 2.3.1.1: (P.P.Korovkin): Eger L, lineer pozitif operatorler dizisi

h.b_araliginda; n - « iken

L.(1;x)1 (2.3.1.2)
L,(t;x)7x (2.3.1.2)
L, (t%;x)2 x? (2.3.1.3)

kosullarini gercekliyorsa o taktirde C b  uzayinda olan herhangi bir f

fonksiyonu icin n — oo iken
L.(f;x)5 f(x) a<x<b

olur.

10



ispat:
f e C hb_oldugundan vxe a,b igin
[f()[<M *)

olacak sekilde M pozitif sayisi vardir.

f eChb_ oldugu igin Ve>0 sayisina karsilik dyle bir §>0 vardir ki
teR ve xe hb_igin ft—-x <& oldugunda
ft)—f(x)|<e (**)

saglanir.

x,te h.b_ oldugunda son esitsizlik f fonksiyonunun kb  araliginda

duzgun surekli olmasindan dolayi gergeklenir.

(*) ve (**) esitsizliklerinden dolayi her teR ve xe h.b_igin
2M
(1) - f(x)|§g+?(t—x)2

esitsizligi saglanir. Glinki [t—X <& oldugunda |f(t)— f(x)| <& dur. Ayrica

2M

?(t—x)2 >0 oldugundan |f(t)— f(x)| < g+2§—|\f(t—x)2 saglanir.

(t-x°

t—X/ =& oldugunda ise 5

>1 olacagindan

11



25—|\£|(t—x)2 >2M

elde edilir. Bu durumda & >0 icin (*) egitsizliginden

£(t)— FOO<|F(8)]+|F(x))

esitsizligi gerceklenir.

Lineer pozitif operatorlerin dzelliklerinden

Capbp

IL(f5x)=f(x)

L (F(0) = F(x)ix)+ F )L (Lix) = £ (X)),

<

L, (1;x) -1

L ()= F(x);x)

+[ 7]
Capb Capbp Cap

<

L, (1;x) -1

L, ([T ()= F(x)};x)

+|If]

Cap Cap Cap

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki ikinci terim (2.3.1.1) deki

IL.(1;x)-1] =0 esitliginden dolayi sifira yakinsar. Yani,

|71

cab |Ln(1;x)—1HCa’b <g (n—>w,g, —»0)

esitsizligini saglayan ¢, dizisi vardir. O halde

<

Capb

L, (F3x)=F(x)|

L. )=, +e

egitsizligi saglanir.

12

(***)

(****)



Simdi yukaridaki (****) ifadedeki birinci terimi hesaplayalim. (***) deki

|f(t)—f(x)|<28—'\:|(t—x)2+s esitsizliginden ve lineer pozitif operatoriin

Ozelliklerinden dolayi

L(|F(t)= F(x)];%)
sLn(s+28—'\2/|(t—x)2;xj
=el, (1; x)+2'vI L ((t—x)*;x)
<el, (1; x)+ L((t X)%;X)
2M ) )
Ln(|f(t)—f(x)|;x)=eLn(l;x)+6—2[Ln(t 1x) = 2xL, (%) + XL, (1;x) ]
2M 2 2 2
=¢ L (L;x)-1 +s+6—2 [Ln(t ;X)—X ]—ZX L,(t;x)—x +x° L, (1;x)-1

2M 2M 4AM ]
:g+[8+6—2X j L,(1;x)-1 +6—[L(t ;X)—X ]—6—2x L,(t;x)—x

elde edilir.

xe hb oldugundan

(e+28—|\2/|x2j38+28|\2/| b?, 4;:' xs46|\2/| b

dir. O halde

C,= 2M , C, =2bC,, C, = £+C,b” esitliklerini kabul edersek

13



|Ln(t;x)—X”ca,b

LICHO= 1000, <erCfLe-x] | +c,

+C,

|Ln(1;x)—1”calb

yazilabilir ve burada ¢ >0 istenilen kiiguk sayidir. L, (1;x)51 ,L, (t;x)]x ve

L, (t?;x) x* dzelliklerinden dolayl n — o igin

—0
Capb

L ICFO) = FO0f0)
olur. Bu sonug ve (****) esitsizliklerinden yararlanarak
||Ln(f;x)—f(x)||Cayb —0

oldugu goruldr.

1962 yilinda Baskakov®, Korovkin teoremindeki 1+ x? fonksiyonuyla
sinirh olmasi halinde de yine duzgln yakinsamasinin gegerli oldugunu

ispatlamistir.

Gergekten, xeR igin |f ()| <M, (1+x?) olsun.

£(t)— F(X) <M, (1+t7)+ M (1+x*)
=M, (2+t*+X%)
=M, (2+(t—x+Xx)’ +x*)

=M, (2+(t—x)* +2x(t—x)+2x?)

14



f eC b oldugundan Ve >0 igin dyle bir §>0 bulabiliriz ki t e (—o0,0) ve

xe hb_icin [t—x <5 oldugunda |f(t)- f(x)|<e saglanir.

t—x/> & oldugunda |f(t)— f(x)| ifadesini hesaplayalim.
[f(t)— F(X) <M (1+t7)+M (1+x?)

t—X
st(2+(t—x)2+2[%j8x+2x2)

2
:Mf(2+(t—x)2+2% X+2%2)

2 2
(t=x) +(t—x)2+2% X + 2>

62

<M, (2 (=X’

2 2 2x°
=M, (t=Xx)*| > +1+=X+—
(t=%) [82 5 8 j

X e |1b oldugundan parantez icindeki ifade

2
C, =i +1+2E x+2—2
o o o

sayisindan buyuk degildir. Buna gore C, =C,M, olmak Uzere
|f(t)—f(x)|sC3(t—x)2, |t—x|28

elde edilir. Buradan da tim x e |,b_ve teR igin
£(t)— F(x)| <e+o(t—x)

esitsizliginin gerceklendigini gorulir ve bdylece Korovkin teoremi saglanir.
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2.4.Sureklilik Moddilu

Tamim 2.4.1: Kabul edelim ki f, hb_araliginda tanimli sinirli bir fonksiyon

olsun. Keyfi § >0 igin

w( f;8)= sup [f(t)—f(x)
x—t<3
txeab

seklinde tanimlanan fonksiyona f nin sdreklilik moddlti denir. Bazen bu
gosterim yerine w(d) veya w,(5) goOsterimi de kullanilabilir. w( f;3);

degiskenler farkinin en fazla 6 olmasi durumunda iki fonksiyon degerinin en

fazla ne kadar fark edecegini belirler. w,d nin bir fonksiyonu durumundadir
ve 6>0 icin ve surekliik modulinun tanimi geregince w( f;3) negatif

olmayan bir fonksiyondur.

Lemma 2.4.1: w( f;3) fonksiyonu monoton artandir.

Ispat:
0<48, <6, olsun. Bu durumda |x—Yy| <&, kosulunu saglayan (x,y)
sayl ciftlerinin  kiimesi |x—y| <&, kosulunu saglayan sayi giftlerinin

kimesinden daha kapsamlidir. Kimelerdeki supremum kavramini dusunerek

sureklilik modulundn tanimindan dolayi
w( f;8,)<w(f;d,)

olur. Bu da sureklilik modalinin monoton artan oldugunu gdsterir.

16



Lemma 2.4.2: Kabul edelim ki f, |b_araiginda tanimh sirekli bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

limw(f;5)=0

50
dir.
Ispat:

f  fonksiyonu a,b de surekli oldugundan duzgin sdreklidir. f
fonksiyonunu surekli oldugundan, sureklilik tanimindan Ve >0 igin bir >0

vardir dyle ki t—x <7z oldugunda |f(t)— f(x)|<edir. Streklilik modiliinde

d>n alindiginda w(f;d)<e dir. Yani Ve>0 verildiginde n >0 bulunur

Oyleki & >n oldugunda w( f;8)<e olur. Bu da

lim w( f;8)=0

3—0

oldugunu kanitlar.

Lemma 2.4.3: me N olmak Uzere
w( f;md)<mw( f;3)

dir.

Ispat:

w( f;8)= sup |f(t)-f(x)
[x—tj<md
txeab

ifadesinde t—x=mh secilirse

17



w( f;m8)< sup |f(x+mh)—f(x)|
h|<8
txeab

- Sup | f(x+mh)—f(x+(m=1)h)+...f(x+h)—f(x)|

= sup i f(x+kh)-f(x+(k-21)h)

WE _

txeab

ozelligi kullanilarak

W(f;mé)sisup‘ f(x+kh)—f(x+(k-1)h) |

k=1 [h|<s
ve toplamin igindeki ifade sureklilik modula ve toplananlarin sayisi m tane

oldugundan
w( f;md)<mw( f;d)

esitsizligi elde edilir.

Lemma 2.4.4: 1 >0 reel sayisi igin
w( f;A8)<(A+1)w( f;d)

dir.

Ispat:

m,A nin tam kismi olsun. O taktirde m<A <m+1 olur. w sureklilik

modulinin monoton azalmayan oOzelliginden ve Lemma (2.4.3) Un

w( f;md)<mw( f;3d) esitsizliginden
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w( f;A8)<w( f;(m+1)3)
<(m+1)w( f;9)
<(A+1)w( f;8)

olur. Dolayis! ile

w( fiA8)<(A+1)w( f;8)

olarak elde edilir.

Lemma 2.4.5:6, sifira yakinsayan bir dizi ve k,, f ye bagh bir sabit olmak

uzere,

w( f;3,)=Kk,d,
dir.
Ispat:

Sureklilik modulinde & igin bir alinarak

N .1
W(fi1)=w(f;=35,)

n

olarak yazilabilir. Lemma (2.3.4) Un w( f;A8)<(A+1)w( f;d) esitsizligini

kullanarak
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elde edilir. 5, nin yakinsak bir dizi olmasinda dolay1 &, +1<k seklinde bir k

sabiti mevcuttur. O taktirde

W(f;l)sshw(f;én)

n

olur.

Eger k, = M1:1)

secilirse

w( f;3,)=k,d,

elde edilir.

Lemma 2.4.6: f fonksiyonu kb araliginda tanimli sinirli bir fonksiyon ise
her x,te a,b igin
[f(t)—f(x)<w( f;ft—x)
dir.
ispat:

Sureklilik modulinin tanimindan ve Lemma (2.3.4) Un

w( f;md,)<mw( f;3,) esitsizligi kullanilarak

|f(t)- f(x)|gw(f;|t;8’(|5)

g(l+%]w( f;9)
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sonucu elde edilir.

Lemma 2.4.7: f fonksiyonu |,b_araliginin tim noktalarinda tiirevienebilen

fonksiyon ve turevi sinirli ise, o taktirde ¢ bir sabit olmak Gzere
w( f;8)<cd
esitsizligi gerceklenir.
ispat:
f fonksiyonu |,b_araliginin tim noktalarinda tiirevienebilir ve tiirevi

sinirli olsun. Bu durumda |f'(x)/<c olacak bigimde c>0 sayisi vardir.

Ortalama Deger Teoremi geregince

f_(ti— T(X) _ £1(#) olacak sekilde bir < ab vardir. Béylece f nin
— X

sureklilik moduld tanimindan

f(t)-f(x)=1'(§) t—x

=C t-X

elde edilir. Son esitlikte her iki tarafin mutlak degeri ve sonra supremumu

alinirsa

sup | f(t)—f(x)< sup [t—x|

|x—t}<ms |[x—tj<ms
txe ab txe ab
T

=W(f:3)

olur ve buradan da w( f;8)<c|t—x|<cd elde edilir.
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2.5. Lipschitz Sinifi

Tanim 2.5.1: f fonksiyonu bir <a,b> araliginda surekli ve reel degerli
tanimli olsun. (<a,b > ifadesi h.b_veya (a,b), €b, b J(—o,x) biri olarak

tanimlanir.) Her x,y e<a,b > i¢in 0 <a <1 olmak Gzere
[f(y)-f(x)<M|y—x" kosulu saglaniyorsa, bu durumda f fonksiyonuna

o mertebeli M sabitli Lipschitz sinifindandandir denir ve bu sinif Lip,, o

seklinde gosterilir.

2.5.1. Lipschitz Sinifindaki Fonksiyonlarin Ozellikleri

Lemma 2.5.1.1: f eLip,, o ise f, a,b de duzgun sureklidir.

Lemma 2.5.1.2: a>1ise f sabittir.

Lemma 2.5.1.3: |b_ araliginda bir f fonksiyonu igin |f'(x)<M olacak

sekilde bir f'(x) fonksiyonu varsa o taktirde f €Lip,, 1 sinifindandir.

Lemma 2.5.1.4: h,b_araliyi sonluise o <p igin Lipp < Lipow dir.

Lemma 2.5.1.5: f eLip,, o« ve w(f;5)<M.3" ifadeleri egdegerdir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1.1. Operatorlerin Genellestirilmesi

Daha once Uzerinde degisik ¢alismalar yapilan operatorlerden bazilari
bilinen 6zel operatorlerdir (Bernstein, Szasz, Meyer- Konig ve Zeller vs.) 19,
Bu operatorlerin Uzerinde onlarin bazi karakterlerini bozmadan c¢esitli

genellegtirmeler yapilabilir. Bunlara bir 6rnek olarak,

U SR < Vo (o) X_U
Ln(f,x)_(Pn(X);f(a Yo' (0)0!, neN (3.1.1)

n,0

operatoru verilebilir, burada

_ 9, (0)

a,, = lim h:p, Osx<1 ve feC Olj kosullarini saglarken,

o"(0)" noe v m { n

C”, 0,0 arahginda surekli fonksiyonlar sinifi olmak tzere ¢, (x)eC” ve

¢, = Z(PE]”’(O)X— asagidaki sartlar saglar:
v!

v=0

() ¢ dizisinin her eleman B:{z el :|z|<i} diskini iceren D tanim
u

kiimesinde analitiktir.

c?x“ @n(X)|40>0 dir.

(i) Her v=12,...i¢in ¢{*’(0)=

(i) Her x 6{0,1] igin ¢, >0 dir.
i
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v+1 v

a a

<c, ve limc, =0 dur.

n—o

(iv) & dizisi vardir, dyle ki

n,u+l n,v

Yukaridaki operatérde cpn(x)=(1—x)‘”‘l,anyu =v+n, n=1ve c, :1
n

alinirsa ve L, operatéri Cheney ve Sharma tarafindan tanimlanan

=S [0
Mn(f,x)—gf(wrnjmn,u(x), 0<x<1 (3.1.2)

seklindeki Meyer-Konig ve Zeller Operatorine (MKZ) donusur, burada

n+
m, ,U(x)z( UJx”(l—x)”*l. Bu operatorler literatirde Bernstein Kuvvet
L

Serileri olarak bilinir.

?,(x)=(1+x)", a,, =n-v+1 alinirsa ve (3.1.1) de tanimlanan L,

operatoru

Bn(f;x):(1+x)“if( v )(”Jx“ (3.1.3)

n-v+1Av

seklindeki Bleiman, Butzer ve Hahn Operatdriine (BBH) dénusur.

o,(x)=e", a,,=n, un=0 ve c, :l alinirsa ve (3.1.1) de
n

tanimlanan L, operatoru

Sn(f;x):e‘“xif(%j(nx)u (3.1.4)

v!
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seklindeki Szasz Operatorine donusdar.

Lemma 3.1.1: Her ne N, xe 0,a (0 <a<1)igin
n

L,(e,x)=1
dir, burada ¢, =1 dir.

ispat:

L

1

L(f;x)=
(5% Pn(X)

Zf(i)(p(n“)(O)X— taniminda f(t)=1 yazilir ve
< a vl

¢,(x) Gn x=0 daki Taylor kuvvet serisi agihmindan Z(p‘”’(O)X—':(pn(x)
v=0 ! L:

olmasi 6zelligi de kullanilirsa

o0 o XU
Do) )(0)—| =1
!

n ) v=0

Ln(eo;x)=

1

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Lemma 3.1.2: Herne N, xe 0,a (O<a<£) ve e =X igin
1

L.(e,,x) =X

dir, burada e, = x dir.
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ispat:

o0

taniminda f(t)y=t ve

L(50) =3 210l (0 )
n v=0 n,U
oo =—200) 1 degeri yerine yazilirsa,
"oe(0
D)
Ln(e;X)_ (u)( )_
! ( )annu
(v-1)
ve " (0)
cpn(X)Z
v=uv+1

)i v+1 ¢(0)

n

1
= z (U)( )_
@n(X) ook

n(X)

elde edilir. Sonra Lemma ( 3.1.1) den

yazildiginda,
L.(e,,x)=x

olur. Bu da ispati tamamlar.

U+1

v+1!

n

Z “’)(0)—_1 degeri yerine

(X)UO

Lemma 3.1.3: Her ne N, xe 0,a (0 <a<£) icin
n

2
X)—X*| <c,x

26



dir, burada e, = x*dir.

Ispat:
L, taniminda f vyerine e, =x* ve a, :Ep“f()o) degeri yazilirsa,
"oy (0)
L (&%) = <°>(0)X—
( o a v!
__X i (Ul)() X"
(Pn(X)ManU ” (v-1)!

olur.

Yukaridaki ifadede v —>v+1 yazalim. Boylece

L)

L(e,ix)= i“” V0%

(X) v=0 nu+l

elde edilir.

v+1 v
a a

n,v

L, operatorinun (iv) 6zelligindeki <c, seklinde bir ¢ dizisi

n,u+1

var olmasi son ifadede yerine yazilirsa

Ln(ez,X)=X L i|:0+1— DU:|(D(HU)(0):-()—Z+ 1 Z (U)( )_

(Pn(x)u=0 an,u+1 an, (X)D Oanu

<c, =X

<C X+X°

elde edilir. Bu da istenen .
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3.2. Sureklilik Modilii Yardimiyla Yaklagim Hizinin Elde Edilmesi

Bu bolumde (3.1.1) de ile tanimlanan L, operatorl icin sureklilik

modulunun yardimiyla yaklasim hizi incelecektir.

Teorem 3.2.1: feCpa_olsun. xe 0,a ve neN olmak iizere (3.1.1) de

tanimlanan L, operatoru igin

[WEFPERI0 EICERNEPTE RN
esitsizligi saglanir.
ispat:

Sureklilik modilinin tanimi ve oOnceki kisimda verilen ozellikleri

kullanilacak olursa
|f(t)— f(x)|svv( f ;|t—x|)

|t—X|
< f;0——
<W( S )

t_
s(1+%)w(f;6) (3.2.1)
elde edilir. L (f(t);x)—f(x) ifadesine L, (f(x);x) ifadesi eklenip ¢ikarilr

ve L, in ve pozitif ve lineer olmasi kullanilirsa
L, (F(1):x) = F(x) =L, (F(1);x) = L, (F(x);x) + L, (£(x);x) = £(x)

L,CF(0)x) = F(x)=L,(F()= F(x)x)+ F(x) L(Li%)-1

elde edilir. En son ifadenin mutlak degeri alindiginda, Lemma (2.2.2) den
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L) = £ L ()= FOf )+ F(x)] [L (%) -1

olur.

Son olarak elde edilen bu ifadeye (3.2.1) den elde edilen

L.(|f(t)- f(x)|;x) yerine yazildiginda,

IL(f(t)x) - f(x)|<L, +[ 00| L (L x) -1

(W(f 8)(1+| |) XJ

elde edilir.
L.(1;x)=1 dederi son esitsizlikte yerine yazildiginda ve burada L, in
lineerlik 6zelligi kullanildiginda,

IL(F(t);x)- F(x)|<L, + L J(w( £58);%),

{W(f 8)(l+| |) x)
olur. w( f;d) sabit bir sayi oldugundan, esitsizlikte disari alindiginda,

L (f(t);x)=f(x)<w(f; 8){L(| |x)+L(1 x)}

<w( f;8)( 3

+1)

elde edilir.

Simdi L, (|t—x;x) e bakalim.
L.(t—x;x)=L,(1jt—x;x) ifadesinde  Cauchy-Schwarz esitsizligini

uygulayalim;
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L, (t=x|;x) =L (Ljt=x|;x) < L,(1;x) %[Ln((t—x)z;x)]%

Sonra

. . 1 . 2 2. %
|Ln(f(t),x)—f(x)|£w(f,6)g( Ln(l,x)/[l_n(t—x) X) | +1)

2. 717
|Ln(f(t);X)—f(x)|<W(f;S)HM} +1J

olur. Burada ki L ((t-x)?*;x) ifadesi agilir ve Lemma (3.1.2) deki

L,(e;,x) =x ve Lemma (3.1.3) deki

L.(e,,x)— xz‘ <c, x degerleri

kullanilirsa, son esitsizlik

Y
ILn<f(t>;x)f<x>|<w(f;a)[(cn6xj +1]

olur. =/c. alimir ve p,a_araliginda x in maksimum degeri a

olacagindan, x'in bu degeri son egitsizlikte yerine yazilirsa,

L, (F(t);x)— FOx)|<w( f ;ﬁ)[@u}
Cn

<w( fife,) Vx+1
<w( f;fe,) Va+1

olarak elde edilir. Bu da istenen sonucu verir.
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3.3. I)oo: Araliginda Lineer Pozitif Operatorlerin Agirhikh Yaklagim

Ozellikleri

Eger

VRS S N O | gy X c 1
L"(f’x)_cpn(X)UZ:c;f(an,u}p“ O C[O’J

olarak (3.1.1) de tanimlanan operatérde pu =0 alinirsa, 0<x< 1 araligi
w

I),oo:arallglna doner. Budurumda L, (f;x) operatorinde ¢,(x)=e™,

1 .
=n, pn=0 ve c, == alinirsa operator,

al’],l)
il
e ¢ ) (NX)”
S(f:;x)=e fl —
(fix)=e™3 (nj x

seklindeki Szasz Operatérine donusur.

lim |L,(f;x)-f(x)|=0 &zelligi feChoo_  araligindaki her bir

fonksiyon igin gecerli olmaz. Korovkin teoremi kapali ve sinirli araliktaki
Genellestiriimis Lineer Pozitif operatorler igin gecerli oldugundan, Gadjiev
tarafindan tanimlanan AQgirlikli  Korovkin Tipli teorem, Lineer Pozitif
operatorler igin sonsuz aralikta yaklagim ézelliklerini elde etmek igin kullanilir.

Oncelikle, asagidaki uzaylan ve p(x)=1+x* igin fonksiyonu tekrar

hatirlayalim.
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B, 0,0 :|f(x)|£pr(x) 0<x<oo, sartini saglayan tum fonksiyonlarin

uzayl,

C, looj B, uzayindaki tim surekli fonksiyonlarin uzayi,

Cg 0,00 :lim % limiti var ve sonlu olan f € C_ fonksiyonlarinin alt uzayi,
X—>® p X

C’ b0 uzayi Hf”p =supM (3.3.1)

x20 p( X)

seklindeki normla birlikte lineer normlu uzaydir. Buradaki p fonksiyonuna
agirlik fonksiyonu, C ve B, uzaylarina agirlikli uzaylar denir. Bu bolimde

(3.3.1) seklinde tanimlanan norm kullanildi.

A,,C, §.o_den B, §,» ya giden lineer pozitif operatdrler dizisi olsun, dyle ki
e, =t' olmak uzere,

lim |A,(e,;.)-¢,]

; =0,r=012 sartini saglasin. Bu durumda

lim HA(f;.)—f”p =0 hangi feC, igin saglanir sorusunun cevabini

arastiralim.

Agirlikh uzaylarda operatorlerin yaklagim Ozelliklerini inceleyecegimiz

temel teorem agagidaki gibidir.
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Teorem A: A,,C, §. 'den B, §. ye giden lineer pozitif operatérler dizisi

olsun ve

lim |A,(e,;.)-¢,]

=0,r=012
p

saglansin. Bu durumda bir feC® igin  Lim IACf5)- 1‘||p =0 saglanir ve
p(x)=1+x*> olmak lizere

lim

n—ow

An(f*;.)—f*H >1
P

olacak sekilde bir f~ eC \Cf saglayan f~ fonksiyonu vardir.

Lemma 3.3.1: A, lineer pozitif operatorinin C :=C, 0,00 dan B :=B 0,
uzayina donusum yapmasi igin gerek ve yeter kosul, M_:p ya bagli sabit
olmak Uzere

[A 3], <M,

esitsizliginin saglanmasidir.
ispat:
Gereklilik; A, :C, — B, 'ye bir lineer pozitif operator oldugunu kabul
edelim. Bu durumda, f eC igin A (f)e B, olur. Diger yandan,
p(x)<cp(x), Vec=1 (sabit) oldugundan,

p(x) e Cp dir. BOylece, A (p;.)€ B, dir.
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B, uzayinin tanimindan, ( B, 0,00 :=|f(x)|<Mp(x))

|A”(p;x)|g|v|
p(x) P

yazilabilir. x>0 icin her iki tarafin supremumu alinirsa

SUIOIAn(p;X)I

<SupM
p(x) ’

olur. Buradan
|A(p: ), <M,

sonucu elde edilir.

Yeterlilik; Eger f €C, ise
[fl], <™, (3.3.2)

yazilabilir. A,( f;Xx) in monoton olmasindan dolays,

A CFix)[<A([f];x)
=An(&;x)

p
<[ f] A(pix)

elde edilir. Son esitsizlikte |f||p in (3.3.2) deki Hf”p <M esitsizligi kullanilir

ve esitsizligin her iki yani p(x)e bolunurse

ACEXY_\y Alpix)

3.3.3
p(x) " p(x) (539

olur.
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En son esitsizlikte, her iki tarafin x >0 i¢in supremumu alinirsa

sup AN gup ARiX)

p(x) ’ p(x)

elde edilir. Buradan da
[ACE], <M, [ACe:,

sonucu bulunur. Boylece (3.3.3) den A, (p;x) € B, sonucuna ulasllir.

Teorem 3.3.2: L, (3.1.1) de verilen lineer pozitif operatorler dizisi olsun. Tum

f eC? igin p(x)=1+x* olmak lizere
IL(fi)-f] -0 n—o

dir.

ispat:

ispat icin Teorem (A) daki lim ‘|An(er;.)—er|p=0,r=0,1,2 sartlarin

saglandigini gostermek yeterlidir.
Oncelikle L, in C, den B, ya bir lineer operator oldugunu gosterelim.
‘ 2

C,X
‘ <l4+c, n—>owo, ¢, >0 agittiginden, Vvn igin

2

L(p;)| <su
| n(p )”p xz(E) 1+X
c, <u olacak gekilde bir p sabiti vardir. Bundan dolayr Lemma (2.2.1) deki

lineer pozitif operatorlerin monoton olma 6zelliginden
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L(ps )| <(M+1)
yazilabilir. Dolayisiyla
L,:C, > B,

dir.

feC), n—>w ken |L(f;)-f| =0,r=01 oldugunu gdrmek igin

L,(e;,x)=1 ve L,(e,x)=x egitlikleri kullanilarak

IL.(e/;)—e]

=0,r=01
p

elde ederiz.

Son olarak Lemma (3.1.3) deki L, (e,,x)=x* esitligini kullandigimizda

r=2igin n—»>ow, c, >0

IL,(e ;) -

<c, ifadesinde istenilen sonucu
P

elde ederiz.

3.4. Lipschitz Tipli Maksimal Fonksiyonlar

Tanim 3.4.1: Lipschitz tipi o. dereceden maksimal fonksiyonlar Lenze

tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmistir:

Wa(f;x):sup—“(t)_ f(x)

- ,Xe 0,a,ae 0,1
t£X |t—X|
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Simdi, |L, (f;x)— f(x)| farkinin yaklagim hizini Lipschitz tipi maksimal

fonksiyonlarin yardimi ile hesaplayalim.

Teorem 3.4.1: (3.1.1) de tanimlanan L.( f;x) operatoru igin,
L, (F3) = £ (0] < (€,%) AW, ()

esitzligi gerceklenir.
ispat:

ispat icin

o

f(x)—f(ai)

n,v

V)
X —

o

‘f(x)—f(ai)

n,

n,u

L
X———

n,v

esitligin sag tarafinin supremumu alinirsa;

L
‘f(x)—f(a> .
‘f(x)—f(i)Ssup e |y 2
an,u =X 10] an,\)
‘ a,
V\‘/a(f;ai)

olur. Bu esitsizlik igin Vva(f;x) in tanimi kullanarak,

o
L
X__
a

n,L

‘f(x)—f(ai) (3.4.1)

n,L

<W,( ;=)
a

n,L

elde edilir. Bu esitsizlik goz 6nune alindiginda;
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) __ 1 3 e 0y Loy X
L.(f;x)—f(x) (Pn(X)UZ(;(f(X) f(an,u)}vn (O)U!

L
X — ——
a

n,v

MAnm—uthxnmll > w%mgi (3.4.2)

(Pn(x) v=0

esitsizligi elde edilir. (3.4.2) esitsizligine p:g ve qzzi olmak Uzere
(04 0

Holder esitsizligi uygulanirsa,

2 %
~ 1 ® 5 v
-ttt S oo

2-o

2

1 o0 (U) XU
x O (O)_
(Pn(X)UZ(; v!

1

2
olur. Bu esitsizlikte sol taraftaki (X—L] ifadesini acllirsa,

n,v

~ 1 & x° 2 L X
L.(f;x)=f(x)<W,(f;x) x2@t")(0) = - x—("(0) 2~
| | (Pn(X)uZ:? v! %(X)»Z:c; a,, v!
X2 2X.X
%

1 & Vv (v) x°

¥ Pi(0) =

QDn(X)DZr; a v!

n,u

Cox+ X2

elde edilir. L,(e,;x)=1, L (e;x)=x ve L,(e,;x)=x* degerleri kullanilarak
IL(f5x)— FOX) <W,(f;%) X* —2xX+CX+X 72

<V, (F1x)(c,x)"2

elde edilir ki bu da ispati tamamlar.
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3.5. Lineer Pozitif Operatorlerin Merkez Momentlerinin Bulunmasi

Bazi durumlarda, lineer pozitif operatdrlerin mononomlari i¢in sadece
hata yaklasimlari elde edilebilir. Bu dugunceye ornek olarak MKZ ve BBH
operatorlerinden bahsedilmistir. Fakat genellikle lineer pozitif operatérlerin
mononomlari i¢in agik formalini bulmak ¢cok 6nemlidir. Bu acik ifadeleri elde
etmek igin bazi diferansiyel denklemlerden vyararlaniimistir. Ozellikle
mononomlarin agik formlari, operatérlerin merkez momentlerini bulmak igin
kullanilir. SiIk sik, operatorlerin faydali bazi 6zelliklerini elde etmek igin ise

merkezi momentler kullanilir.

Bu kismin amaci, lineer pozitif operatorlerin diferansiyel denklemlere
uygulamaktir. Cunkl lineer pozitif operatérlerin 2. momentleri, bu

denklemlerin 6zel ¢oziminidir. Ornedin, MKZ operatérlerinde a=0, b, =n

dir. BBH operatdrlerinde ise a, =1, b, =n+1 dir.

Kabul edelim ki; h, (x) ler

£ 0,00 =, ()0, (x) (35.1)
X

esitligini saglayan fonksiyonlar dizisi olsun. Ornegin MKZ operatorleri igin

h (x)= :T*i oldugu (3.1.2) de ve BBH operatdrleri igin de h_(x) = an

oldugu hesaplanabilir.
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Lemma 3.5.1: (3.1.1) de tanimlanan L, operatoru

xdiLn(f;x):—xhn(x)Ln(f;x)+ann(fg;x) (3.5.2)
X
fonksiyonel diferansiyel denklemini saglar, burada g( v )=b2 dir.

Ispat:
ispat igin ilk 6nce L, operatdriniin x e gére tirevini alahm.

d d 1
—L(f;x
™ (F5x)

Xl)
vl

_ = N TR
= (pn(x);f(a )o, ’(0)

nov

Xufl

— (P‘H(X) > i (v) X_U 1 » i o)
i (Pn(x)zéf(am)q)” (O)U!+(pn(x)§f( nU)U% (0)

v!

olur. (3.5.1) deki di(pn(x)z h,(x)o,(x) esitligi yukarida yerine yazilip x ile
X

her iki taraf ¢carpilirsa

d 1 V) X°
x—L (f:x)=-xh(x f(—)o,(0)=
i (F5x) L(X) Z{; (am))q)n ( )o!

0,(X)7%

L(T:x)
(3.5.3)

1 & v X"
+ f(— e, (0)=—
(pn(x)é (anu oo, ( )U!

ifadesi elde edilir.

Yukaridaki (3.5.3) de g(al) =b3 degerini yerine yazilip ve g(ai)

n,v n n,v

nun paydasl v den bagimsiz olmasi dikkate alindiginda
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xdiLn( f;x)=—xh (x)L,(f;x)+b,L (fg;x)
X

seklindeki (3.5.2) deki sonug elde edilir.

Teorem 3.3.1: (3.5.1) de sirasiyla verilen b, ve h (x) lerigin (3.1.1) de

tanimlanan L, operatorinin 2. mononomu

xy'+[ xh,(x)+(b,(-1)" |y =x(h,(x)~b,)

_1\%¢2
diferansiyel denklemin 6zel ¢6zumuidir. Burada g(t)=—t+§ 1t)2t ve
f(t)=1-t dir.
ispat:

xdi L,(f;x)=—xh(x)L,(f;x)+b,L,(fg;x) diferansiyel denkleminde
X

f(t)=1-t* secilir ve L, operatoriinin lineerliligi kullanilirsa;

xi L (1-t*x)= xi L,(1;x)—xL (t*;x)
dx dx

=—xh (X)L, (1-t*;x)+b L (t+(-1)*t*;x)
=—xh (X)L, (L1;x)+xh (X)L, (t*;x)+b L (t;x)+b, L ((-1)*t*;x)

elde edilir. L, operatérinun Lemma (3.1.1) ve Lemma (3.1.2) deki

L,(e;x)=1, L,(e;x)=x ozellikleri yerine yazilip, dizenlemeler yapilirsa

KL (150 + 0, (X)+B, (1) L, (€73X) = X(h, ()b, )
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yazilabilir ki bu da xy'+(xh,(x)+b,(-1)*)y =x(h,(x)—b,) seklindeki teoremin

ispatini verir.

3.6. iki Degiskenli Dogurucu Fonksiyon igceren Modifiye Kantorovich

Tipli Bir Lineer Pozitif Operator

Tek degiskenli lineer pozitif operatorlerin yaklagim dzellikleri ¢esgitli
genellestiriimis operatorler icin de aktif bir bicimde c¢alisiimaktadir. Bu
calismalarin gogu ¢ok degdiskenli lineer pozitif operatorlere de uygulamaya
calisiimaktadir. Bu amaca uygun olarak asagida dogurucu fonksiyon igeren
iki degiskenli Modifiye Kantorovich tipli bir lineer pozitif operator icin yaklagim

Ozelliklerinin incelenmesine galisiimistir.

3.7. Iki Degiskenli Modifiye Kantorovich Tipli M. .(f;x,y) Operatori

M, .(f;x,y) M .(f;x,y) operatdrint, 1°= 0,A x 0,B ,

I(m,n,k,l):[ m m+1 }{ n n+1

: , ]OSXSA, 0<y<B,
a, (k) a,(m+1)] [c,(I) c,(1+1)

<B; ABe(0,1); IY'(s,t)=0,¥(st)eD’ =R?, feC(I?)

olmak Uzere asagidaki gibi tanimlayalim:
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2 S, a (k+1)c (1+1) _mn ‘
M f:x, L I'V(s,t
mn(F3Xy)= F(x, y,s1t)k§=o I§=O - i (S,T)Xy

n

PNy k+am(r:u) , U
x I I f ( ,—]dzdu
i K a, (k) c,(1)

3(.7.1)

burada F, (x,y;st), Fm,n(x’yis’t)=ii " (s,t)x“y! seklinde tanimlanan bir

k=0 1=0

fonksiyondur ve bu fonksiyonlar I'}';"(s,t) fonksiyonu igin dogurucu fonksiyon

olarak bilinir.

Simdi M (f;x,y) operatorl iginde bulunan ifadeler igin agsagidaki

Ozelliklerin gerceklendiklerini kabul edelim:

1) (k+1)IEs,(s,t) =a,(k+1)TE(s t)

i) max §m Fa,(k)<a,(k+1)

i) ka, (k+1)+kg, =(k+1)a,(k)(keN,, ¢, <mm->ow, lime, =0)
V) (1+1)I (s,t)=c, (1 +1)I7(st)

V)max Kn 3¢, (1)<c,(1+1)

Vi) e, (1+1)+hy, =(1+1)c,(1) (1 e Ny, <n, n—w, limy, =0)

Ayrica i=0,1,2,3 igin f(uv), f,=1,f, =u,f,=v,f, =u?+v°

tanimlayalim.
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Bazi Ozel segimler ile (3.7.1) de tanimlanan M (f;x,y) operatorin,

bazi bilinen 6nemli operatorlerin Modifiye sekillerine donusebilir.

Ornegin,
N N m+k\(1+n
Fon(XY,8,8) =(1=X) ™ H(1-y)™ l,am(k+1)=m,cn('+1)=”'r(s't)=[ k J( | j

seklinde segildiginde, (3.8.1) de tanimlanan M ( f;x,y) operatord,

> = ek 1+m I+1k+1
M f’ | k | f

seklinde iki degiskenli Meyer-Konig ve Zeller operatorinun Kantorovich tipini

iceren bir modifiye sekline donusdr.

Diger yandan (3.7.1) de tanimlanan M (f;x,y) operatorinde

k
Foa(X,y,s,t)=e™e™ Ve ga (k)—m— c,()= r;“,“—l olarak segildiginde,

w o k I+1k+1
B I L By i f[

k=0 1=0 I k

a_(k) c(I)

iki degiskenli Szazs operatorinin bir Modifiye Kantorovich Tipli sekli elde

edilir.
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3.8.  M,,(f;xy) in Yaklagim Ozellikleri

Bu bolimde, (3.7.1) ile tanimlanan M ( f;x,y) operatorinin Korovkin
teoremi yardimiyla yaklagim Ozelliklerini f(uyv), f =1, f,=u, f,=v, f,=u?+V?
test fonksiyonlari yardimiyla incelecegiz. Bu iglemleri de 1= 0,A x 0,B

olmak Uzere f cc 1?2 fonksiyonlari i¢in yapacagiz.

z LY 3.8.1
(o)’ c(l)) €« i \/(am(k) X (I) (8.

olmak lizere

A

a, (k) 'c ()

W(f:5)=SUP{ ( )= Oy )i(zu)(xy)e

7}

seklinde tanimlanan w fonksiyonuna f in sureklilik modult adini veriyoruz.

(k)

Bu fonksiyon asagidaki iyi bilinen 6zellikleri saglar.

) w(f;8)=0 ve 0<3, <8, igin w( f;8,)<w(f;s,) dir.

i) limw :5)=0.

Ayrica her blr[ u Je 12 igin, w streklilik modald
a, (k) c,(I)
(2t )~ (xy)
z u o ) a, (k) C(') (3.8.2)
S TS LR B -

esitsizligini saglar.
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Teorem 3.8.1: M (f;x,y) operatord igin f eC(1?) olmak Uizere

lim, M (Fixy) = Oy (3.8.3)

c? )
dir.
Ispat:
ispat icin f., 1=0,1,2,3 ile verilen test fonksiyonlar kullanilacaktir.

Ayrica,F, - iir'k",i"(syt )xty' oldugunu géz éniinde tutulacaktir.
k=0 1=0

1 &oa,(k+1)c,(1+1) o,
Mm,n(fo;x,y)=—ZZm ) - )Fk,i(s,t)xky

men k=0 1=0

n K+ m
C(1+1) a,(k+1)
X j I 1dzdu

| k

1 &&a(k+1)c,(1+1) nn
-3 ek sy
mn k=0 1=0 n
e ke
c(1+1) a (k+1)
=1

olarak elde edilir.

Simdi fim, ... [M,,,( f;:x,y)= G0y, =0 ve

"mm,n%HMm,n(fz;X1y)_f2(X’y)”c(.z):0 oldugunu gésterelim. Bunun igin ii)

g6z onune alinarak
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1 1
a,(k)a,(k+1) m

yazilabilir. Ayrica (k+1)I'y,(s,t)=a,(k+1)I}(s,t) seklindeki i) sarti

kullanilarak

1 &$a(k+1)ce,(1+1) 0,
an(f Xy)_F_ZZ m( ) (n )Fk‘;(s,t)xky'
k=0 I=

m,n

1+ - m
c,(1+1)  a,(k+1) 7
x J' _[ —~ dzdu
| k am(k)

:Fiiiam(k"_l) C (In+1)1—~km]in(s,t)xkyl

m,n k=0

N {|+ n —|M|<+L] —k2]
2a (k)| c(1+1) a (k+1)

1 &&a (k+1) o
Mm,n( fl;X!y)zF_ZZ m( )Fk,i (S!t)xky
k=0 1=0

m,n

y 1 2mk . m?
2a_(k)|a (k+1) a?(k+1)
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1 &&a (k+1) ., - km m’
(fxy)= m (s, t)x'y +=
' Fgg m (K)a,(k+1) 2a (k) a (k+1)
1 Sl k mn l—‘rknln y
= I’ x y +
DIy T Dy oy ey
k—>k+1

R € . . m
=F, ZZ (s X" 1y'+2m

Boylece

1
M fix,y) <x+ —
m,n( 1 y) 2m

olarak elde edilir. Buradan kolayca | mn—>coHan(f1’X y)—f,(x, y)”

c(1? )

oldugu goralir.

Benzer sekilde vi) geregince,

1 1
<=

c.(lc (1+1) n?

yazilabilir. Ayrica (1+1)I7,(s,t)=c,(1+1)I'7"(s,t) 1v) Gzelligi de goz onine

alinarak
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Mm’n( fl;x,y):%iiam(k+l)c (|+1)rmin(5,t)xky

m,n k=0

n m
1+ +
c,(1+1)  an(k+1)

| ¢ (k)

dzdu

1 &&c( - 1 2nl n’
- z n Fk,(st) x“y! 5 { +— }
010 c,(Dc,(1+1) ¢ (1+1)

3
=
x

_i AN Cn(|+1) mn ky,l In 1 n2
== kz(;lzol L (s.)xy Ln(|)cn(|+1)+2cn(|)g(|+1)}]

1 e | ., N G
Eo oy ey m%gcu)c(lm Y
l>1+1

0 0

1 I+1 4 N
Mm,n( fl;xvy)_ ZZ k|+1(St) k Il W

ank0|0 C(I 1
TEn(s, Xy +
n k=0 I=0
Fm‘n
<y+i
2n

elde edilir. Bu durumda Iimm,n—>ooHMm,n(fl;x’y)_fl(x1y)”c(lz)=o oldugu

gOralur.

Simdi |immn%|||v|mn(f %, y)— f (X%, y)|| =0 oldugunu g0sterelim. Bunun

c(1?)

icin i), ii) ve v) 6zelliklerini kullanmamiz gerekecektir.
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1 &&a(k+1)c (1+1) nn
Mo (fixy)=—>> ”‘(m )“(n )Fk,i(s,t)xky'

Fon k=0 10

|+cn(r+1)k+am(n|:+1) 2 2
x J' j K z J +( ! j ]dzdu
| k a‘m(k) Cn(l )

1 o0 o0
== PR MK ERINS%

mn k=0 1=0

Jak+n |1 [k+ m ]3_1 K
m 3a(k)’ a,(k+1)) 3 a (k)*

c(1+1) 1 n )3 L
+ I+ e
3G o+l 3€HD

olur. Gerekli duzenlemeler ve hesaplamalar yapilirsa,

- iflf'k“,i”(s,t)xky'M

mn k=0 1=0 m

IVlm,n( fa;xvY):

y k?m s km? . m®
a (k) ’a (k+1) a(k)® a(k+1)® 3a, k)’ a,(k+1)’

cn(l+1){ 12n In? n H
+ 2 + 2 2+ 2 3
n| () ie(1+1) c (1)’ c(+1)? 3c () c(l+1)
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1 && k k
=— —TI7"(s,t)x"y
Fm,nk;;am(k)am(k) !
Il
1 O m m,n ky,l
> I (s,tX"y

1 o I I m,n kil
+— ————TM"(s,t)x
ankz_ogcn(l)cn I) k,|( ) y
\—w_—J
r{p,l'lh
1 o0 o0
+— I (s,t)xy!
Fm”“’gc i(1+1) ﬁwﬁ%uéluuum
el

1 b 1 mn ky,l
—_— E E — T 7(S,t)x
+F, 3c,(I)e,(1+1) a (LK
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y TS, OXy

Mm,n( f3;x,y):%ii

mn k=1 1=0 S,
_|_

N

1 && m
22 (k)a(k+1)‘“'(3t)X

1 & m mn K
_|__E E 1" S,t )X
F. 3a,(k)a,(k+1) )y

ki c, (1)
|l >1+42
1 && n
T Tmn StX
an.;._c(l)c(l +1) ca(s:t)
l>1+1

X' &AL k+2
M f.ox,y)= — = ™" (s,t)xFy!
m,n( 3 y) Fm’nkzc;;am(k—FZ) k+l,l( ) y

X - - m 1—~mn k,,l
+F—Z;‘,Z:a (ks Dya(k+2) « (DX

| e
+?ZZ:aa (Ka (ki) “ "(s.OXy

O I +2 m,n
+ Y ZZ;Fk’m(s,t)xky
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1 w0 ©
an(f3,Xy :F_kzgo (k)

k—>k+2

et (s.t)xy

1 && . - -
. I, 5, (s, t)X
F Z=;|Z=o:c’:lm(k)am(kJrl) weag (S,UXTY

Lss m m,n K
“F.. T (s,t)x

1 o ]
F ZZC |) kll(St)X
m,n k=0 1=1 “p
| >1+2
1 & i
’ s,t X
Fm,nkz=(;|= Cn(l)c(| 1) kl1( )

—->1+1

1 & &
F_k2|23C(|)C(| l) kI(St)X

m,n

M

y ©  ®
' ZZ (|+1)c(|+2) el (s, t)xty

mn k=0 1=0 C,

1 » m,n Kk
F_ZZBC(I)CU L(s.t)xty

mn k=0 1=0 1)

2

. X S| (k+1)  (k+1)e,
Mm,n(fg,x,y)_F ko.z{a(kﬂ) a_(k+1) o (s, )Xy

m,n

X3y rmn K
F_Zza (k+1)a (k+2) (s, t)xty

m,n k=0 1=0

o0

: > rma K
- s )x
an k=0 ;33 (k)a (k 1) kl( ) Yy
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V' o | (1+1)  (I+1)y,
+FZZ L(Hl) c(|+1)]r““(5t) Y

Y v v n VOV
+F_kzzcn(l+l) N AR

Kl (s,tX"Y'

0

5 Loy L
F—Z(;Z—Fkl st)xy+ o

=0 M

<3 Y et sony s -3
F Fon 2015

mn k=0 1=0 m

m,n k.l 1
K (s,t)x"y +W

S|

Y3y ma Yy vxdrnn 1
F_le(lJr ol (SUX yrzznrm(syt)xky#n—z

mn k=0 1=0

=x2(1+(p—m)+i+i2+y2(1+ﬁ)+l+iz
m- m m n nmn

elde edilir. Boylece m— o0, n— 0 igin,

limy - Mo f55% ) = ()|

C(I )
elde edilir. Dolayisiyla

M, Mo 0= £ =
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oldugu goruldr.

Korovkin Teoreminin ¢ok degiskenli durumu Volkov? tarafindan

verilmistir. M (f;x,y) operatorinin yakinsakhgini Volkov'un teoremine gore

de gérebiliriz™,

Teorem 3.8.2: M, .(f;x,y) lineer pozitif operatord igin

lim,, .. |||v|m,n( fix,y)- fi(x,y)||c(|2) =0,i=0,1,2,3 (3.8.4)
saglaniyorsa, o taktirde

lim, e [Man(Fix,y) = F Y] o) =0

dir. Burada f =1,f, =u,f,=v,f,=u’+v*> Ve feC(I*) dir.

Ispat:

f sinirl oldugundan, v(x,y)el? igin |f(x,y)<R olacak bigcimde R>0

vardir. Ayrica f eC(1?) oldugundan

u

Z u z 2 2
G om’ ™ Y ‘:J(am(k)_x) e e

icin | (2 U y_¢ olur.
¢ (am(k)'cn(l)) (x,y)<e
vf eC(1?) oldugu igin ve>0 igin 35>0 vardir, 8yle ki (2 _ _Y 2
an, (k) c, (1)
oldugunda
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z u

f(am(k)’cn(l)

)—f(x,y)<2R

olur.

Ikinci olarak (—2_ Y ycc 17, \/( LX)+

EAY: oldugunda
a.(K) c(1) yy zs 01U

2 ) +(—L__y)? >5? olur. Bu durumda da

G c,(1)

z u

f(<’im(|<)'0n(|)

_ 2RI 2 v YUy 3.85
) f(x,y)‘<82 {(am(k) X) +<Cn(|) y)} (3.8.5)

yazilabilir.

Boylece (a Ek)'cl(JI))' (x,y)e(1?) Ve feC(1?) igin

z_ U 2RI 2 v YUy 3.8.6
@ em’ f(x’y)‘<g+62 {(am(k) RIS y)} (3.8.6)

yazilabilir.

M..(f;x,y) operatorl lineer ve pozitif oldugu igin

M (F5x,y) = F (%) =M, (f( X Y) =M CFOGY )y ) +M (RO Y )%y )= F(Xxy)

QD
3
—~

=
~

o
=
—~
~

yazilabilir. Bu esitlik igin operatorin monotonlugunu da gz 6nune alinip

normun aguncu ozelligini kullanirsak

z u

M (F39) = F O] £ Mo, (s iy

)six.y)=f(xy)

+M L CFOXY)ixy) = (X))
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z

{
a, (k) c,(I)

|Mm,n(f;X,Y)—f(X,Y)|S'V|m,n( )= f(xy)

5

1 E87 [LNEAPRIRRACHD

(3.8.7)

olur ve (3.8.6) 1 kullanarak

2R 2 2
M, (Fixy)=f(xy)< l\/lm,n(s;><,y)+§I\/Im,n [( amf(k)+cnlj(l);x,y)}

—22—|§an z X+ u y
0 Tlan(k) e ()

+§5—|§Mmyn[x2 +y2]+|f(x,y)||Mmyn( foix,y) = fo(X,y)|

SMm,{ ;x,y]

+ OGN M 3% y) = fo(x,Y)]

2R z ) u )
8+6—2{( am(k)_x) +(m—)’) }

2R z
<M ; X, —M,.
ma(8XY)+ 7 My, {(am(k)

—X)Z;x,y)}

2R u )
+6_2Mm,n|:(cn(|)_y) :|

+|f(x,y)||Mm‘n( fO;X,y)— fo(XaY)|
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|MmﬂfiKy}W(KYﬂSMmﬂﬁxd)+%§an%ajk)—xfngyﬁ

2R u )
+6_2Mm,n {(m—y) ]
+|f(x’y)||Mm,n( fO;X’y)_ fo(X,Y)|
M (Frxy)= (Y[ <M, (8%, Y)

2R| 7 z , Ul u
|- X+ X +——=2——y+Yy
8 la (k) a,(k) c.:(l) ¢ (l)

2

H Y Mpa(fo3%Y) = fo(0,Y)

38+Mm,n(8;ny)+26—5Mm,n(f3;x,y)

4RX 4R
_6_2Mm,n( fl;x’y)_S_zme,n( fz;X,Y)

O M (Fo3 %)= fo(x,Y)

yazilabilir. Yukaridaki son esitsizligin, (x,y)e1? de supremumu alinir ve

Teoremde verilen

lim, Mo (fix,y) - fi(x,y)||c(|2) =0,i=0,123

ozellikleri kullanilirsa,

im, .. [ My, £5%,y)~ f(xy)], . =0 olur ki bu istenilen sonugtur.
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3.9. M,,(f;x,y) Operatoriiniin Yaklagim Hizi

Bu bolimde M, (f;x,y) operatorinin yaklasim hizi sureklilik modulu

yardimiyla hesaplanacaktir.

Teorem 3.9.1: M, ,(f;x,y) (3.7.1) ile tanimlanan operator olmak lzere her
f eC(1?) igin

[Man( fix3) = FOY) ) (LKW 53,,,)

%
dir, burada K =max A,A?,B,B? , 5mn:((|’_m+ﬁ+i2+i2j ve w( ;8 ),
"{m n m n ‘

f nin sureklilik moduludur.
Ispat:

M,..(f;x,y) operatori lineer ve monoton oldugundan

L Ly f(xy)

f(r’im(k)'cn(l)

|Mm,n( f ;X!y)_ f(X’y)|C(|2) SIvlm,n(

M( ;x,yjs

1 &&a (k+1)e (1+1) o,
<33 DA D s ey

Fon k0 10

-

z u

f(idk)’%(U

)= (x.y)

(3.9.1)

n m
+——kt———
c(1+1)  ay(k+1)

X

z u

) dzdu
a, (k) c,(1)

f(

)= f(x.y)

| k

yazilabilir. (3.8.1) ve (3.8.2) g6z 6nline alinip
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\/(m_ ) (m—y)2 degeri yerine yazilirsa,

Mo £ = £V e

Fiii a,(k+1)c, (In—l_l)rf]i”(s,t)xky

m,n k=0 1=0

¢, (141)  a,(k+1) . 7
x Ij kj w(f,Jam(k) X )2 (W—y) )dzdu

1 &&a (k+1)c (1+1) nn
§ § m( ) (n )rk,i(S,t)Xky
<w(f;3,,) 1+ mn k010

d

m,n

=
¥
= d 3

G(141)  ag (k+1) .
x J' \/am(k) X )2 (m—y)dzdu

an(s t)XkyI

Sy (k+1)c (1+1)
2 :

Ga(1+41) (k1) -
< Jam(k) f + (e

olur. Bu esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

60



+

i5m,n){1+i{ 1 Ziam(kd) (l-l-l)rmn(slt)xkyl

Fo)i@m m n

k+m %

g=1

A
[P
1 ® ® a k+1 ) Cy(1+1)  a,(k+1) ) :
—_— m 7(s,t)x -X -y)dzdu
angg (s Ky j j G e
1
6 _
n)%am,n
I+ n m
1 &oa (k+1)c,(141) s | Sl el 2 22x 2uy
— nl F S,t)x
Fm‘n;; kl( ) y l.[ kj é‘( j a j C

w( f

mn

0n0) &

1 )
_@m,n( fa;va)_ZXMm,n( fl;X’y)_zme,n( fz;X,y)+(X2+y2)Mmyn( fo’xly)ﬁ}
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elde edilir. Daha sonra i1=0,1,2,3, M .(f;;x,y) degerleri yerine yazilirsa

1
<w(f;9,,) 1+—
(F300,) 145

mn

|Mm,n(f;x’y)_ f(X,Y)

c(1?)

(3.9.2)

%
x((X2(1+(pm e Xe Ly tey )+ Lo L ona Sy _ay(y s Yoy +y2j
m m nn 2m 2n

esitligi elde edilir. Bu son esitsizligin supu alinir, K =max A,A% B,B? degeri
yerine yazilirsa;
M (Fix,y)= £V e

<w(f:3,,)

b
x{l+ L sup(xz(pm+l+i2+y2+y2wn+X+i2—2x2—xcp—m—2y2—&+x2+y2j
. m m nn m n

=w( f;5,,)(1+K"¥?)
sonucu elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

Simdi 0<a<1 araliginda tanimh ve Lip,,(o)seklinde gdsterilen

Modifiye Lipschitz sinifini kullanarak operatorinin yaklasim hizini

12)

inceleyelim. Bunun ig¢in Altin ve arkadaslar tarafindan yapilan

calismalarda verilen Modifiye Lipschitz sinifini hatirlayalim.

Z u 2 2 . .
(am(k)’m]' (x,y)el”, R>0, T eC(17) icin
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f(—2 - z 3.9.3
G e (y)‘ ‘ R TATIRC o (39.3

esitsizligini saglayan fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Modifiye Lipschitz

sinifi denmektedir. Ayrica Lip,, (o) < Lip,, (o) dir®?.

Teorem (3.9.2): M f;x,y seklinde tanimlanan operator ve

m,n

%
K=max AA*B,B* ,R>0 ve 3§, ((Pm w”+i2+i2j olmak (zere,
m n m? n

f e Lip,, (o) sinifindaki her bir f igin,

Moo ((Fix,y)- f(x,y)||c(|2) <RK Y%,

dir.
ispat:
f e Lipy (a) olsun. M, . f;x,y nin lineer ve pozitif olmasi ile (3.9.3)

ifadesi de yerine yazildiginda

YA
‘Mm,n f 2 (K)'C (|))’ Y- (X, y)‘

Siiiam(k+1)c (In+l)FE’,i”(s,t)Xky

men k=0 1=0

I+cn(:1+l) k+am(n12+1) 7
f(—=—=)-f(xy)
a,(k)'c (|)

dzdu

| k
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z u . 1 &wa,(k+1)c,(1+1) oy Kol
e PO LACARLC Y Ea W ITP(s X'y
I+ﬁk+ﬁ , '
x Ij kj f(—am(k),m)—f(x,y)dzdu
z u . 1 &<a(k+1)c,(1+1) nn ol
Mm,n(f(am(k),cn(l)),x,y)—f(xy)sFm'nég - (s Xy
IJrc"(ll1+l)kJram(nI:Jrl) 7 u o
X Ij kj R(am(k),m)—(x,y) dzdu
olur.
LL iw N am(k+1)cn(|+1) mn ky,l
an(f(am( ),Cn(l)),x,y) f(x,y)Smenk;; - T (stXy
(3.9.4)
k+am(r:+l)l+cﬂ(?+1) . : 2 o
kj Ij (m— )+(m—y) dzdu

yazilabilir.

Bu son esitsizlige ng,qzziolmak uzere Holder esitsizligi
(09 0

uygulanirsa
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‘an( (——= =) xy)-f(x y)‘

(k) (|)

SFR iiam(k+l)c(|+1)F?‘;”(s,t)xky

m,n k=0 1=0

m
l+———k+
c,(I+1)  a,(k+1) o

z ) u 5
X ( —X) +(——-y)°| .1.dzdu
i " a, (k) c,(1)
1 &Ga(k+1)c,(T+1) o
<R 3> UIREC (s oxy
Fon k0120 m
" + m %
¢, (1+1)  a,(k+1) .
X —x)* +( —y)*dzdu
.I kj an (k) c,(1)
M) D)
1 &&a(k+1)c,(1+1) o T
o (s,t)x'y dzdu
I:m’nkolZ n Kl II kj.
g=1
z u
M,.(f : X, y)— f(x,
‘ ma( (am(k) Cn(I)) y)—f( y)‘

1 v a‘m(k+1)cn(|+1) m,n k
SR{F' ZZ m n Lyi(s,t)xty

%

2 2
w(—Z X2 eyp(—d 2 )dzdu} dzdu

a,’(k) a,(k) c.2(1) c,(1)

=R[M,,,(f5;x,y)—2xM,, (f;x,y)

%
—2yM (3%, y)+ (X7 + Y M (Foix,y) ]
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olur. Daha sonra,

VA
o(f 2 (K)'c (|))’ y)= (X y)‘

= R[(x2(1+(pm)+1+i2+ y2(1+x|;n)+l+i2
m m n n

%
—ox(x+Pmy oyiy+ Ty y?)
2m 2n
elde edilir. Bu son esitligin supremumu alinir ve K =max A,A?,B,B? degeri

yerine yazilirsa,

YA u
Mm,n(f(a(k) ()), ) - f(x,y)‘

= R{x2(1+(pm)+%+#+ Y (1+y,)

+X+i2—2x( (pm)2y( W”)+x +y}/
n n

= F{sup(x2 +X°9, +1+i2
m m

y, 1 &
+y2 +yiy, + 2 +——2x _xPn —2y° T x +y}
n n? m

<RKY%, °

elde edilir. Bu da istenen sonucu verir.
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3.10. M_, f;x,y Operatorinin Kismi Tirevli Denklemlere Uygulanisi

Bu bodlimde tanimlanan operatorin kismi diferansiyel denklemlere

uygulanigi Uzerinde durulmustur.

Teorem 3.10.1: g(;,L)z k +1olmak Uzere (3.7.1) de tanimlanan
a, (k) c, (1)
M., fix,y operatoru

oM oM M M
X—h 4y —n = ! —xa “"'”—yé——mﬂ M, .(F.xy)+M_ (fg;xy)
ox oy F ox oy : :

kismi tirevli denklemini gercekler. Burada (x,y)e1® ve f eC(1%) dir.
ispat:
f eC(1?) oldugundan, (3.7.1) in kuvvet serisi 1?’de yakinsaktir.

Bundan dolayi, M, (f;x,y) , | de terim terime tlrevienebilirdir. M (f;x,y)

operatorinun her iki yaninin x e gore turevi alinirsa
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6
0 _ax
—M (f:x,y)=
X mv"( )

mn

S, (k+1) ¢, (1+1) ~nn
3.3 2L sy
k=0 1=0

|+c (:Ll) k+a (I:+1)

" " Z u

X j j f ( ,—]dzdu
; b a, k ¢ |

m

Fizz am(k+1) C In+1)rkmvin(8,t )kXMyl

k=0 1=0

mn

3 (?+1)k+a ([:+1)
" " Z u
X j j f —— fdzdu
a, k ¢, 1

| k m

olur. Bu esitligin her iki yani x ile garpilirsa,

—XﬁF

a aX mn
Xx—M_ fix,y)=
S M (Fixy)=—5

mn

|+c (?+1)k+a (T+1)
n m z u
X J j f ,—— (dzdu
i ; a, k c |

izzam I+1)ka|”(s )y
F & n

mn

|+c (II1+1)k+a (nl:+1)
n m Z u
X I J f ,—— (dzdu
; h a, k ¢, I

olur. Bu durumda

Ziam k+1)c, (In+1)rkm|"(5t)x

0
k=0 1=0 m
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a 8X mn
x—M (f;x,y)=—=2"—M (f;X,
M (Fxy)=—C LFxY)

3.10.1)
(K41) 6, (141) s (
0 0 (s, t)xty

1 &¢a,
+F—ZZ

) I“am(l1 3)
+
" 4 u
x j j kf[ ,—]dzdu
i : a, k ¢ |

yazilabilir. Ayni sekilde M (f;x,y) igin y ye gore tlrev alinirsa,

0
%Mm(f;x,y)= % ii (k+1)c(In+1)l"rk“j”(s,t)xky

2
F k=0 1=0
mn

3 (r+1)k+a (Tu)
" " yA u
x j j f —— (dzdu
c, |

A a, k (3.10.2)

Fiii am(k+1) C (In+1)an,in(sit )Xkyl—l

k=0 1=0

mn

3 (?+1)k+a (r:u)
" " z u
x j j If [ — szdu

| k

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi y ile carpilirsa

_yEF '

o A A :
yame‘n(f’X'y)_ F Mm’n(f,X,y)

mn

Fiiiam(kﬂ)c (In+l)l"[<"j”(s,t)xky'

k=0 1=0

mn

s (?+1)k+a (Tm
" " z u
X I _[ If [ , szdu
| k am k Cn I
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elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa,

1 &&a (k+1)c (1+1) ,n
_I_F_Zz m( ) n(n )rk,i(S,t)Xkyl
k

I+ n k+ m
c(141)  ap(k+1)
< [ kf[ : ,Ljaz
| k am k Cn
_y an
dy )
+ M (f;x,
3 LX)
1 &&a (k+1)c .
e e sy
=0

k=01

n
I+

STIES R (T 1

+ +

X J' I If( t U Pzdu
| Ik am On

,LIJ:kH oldugu da dikkate alinip operatdrin tanimi

a k ¢

m

olur ve g(

n

g6z onune alinirsa,

( aan aMmﬂJ 1 ( aan aan
X—0 py—— M Xy

28 oy F X ay ij,n(f'Xay)+Mmyn(fg;x,y)

=

m,n

esitliginin gecerli oldugu gorular.
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4. TARTISMA VE SONUG

Bu calismada o6nce lineer pozitif operatorlerin yaklasim ozellikleri ve
yaklasim teorilerine temel olan Korovkin teoremi verilmis, streklilik moduli ve
Lipschitz tipi maksimal fonksiyonlardan bahsedilmistir. Daha sonra lineer
pozitif operatorlerin yaklasim o6zelliklerinden bahsetmek igin dodurucu
fonksiyonlari ve pozitif lineer operatorlerin merkez momentlerin bulunmus ve
sureklilik modilu yardimiyla yaklasim hizi elde edilmistir. Son olarak da iki
degiskenli Modifiye Kantorovich tipli bir lineer pozitif operatér tanimlanmis ve

bu operatorun yaklagim ozelliklerine bakilmigtir.

Sonu¢ olarak operatorlerin yaklasim o6zellikleri, yaklasim hizi ve
yakinsakligi lineer pozitif operatdrler sinifi icin énemli bir calisma alanidir. iki
degiskenli, fonksiyonlar icin de benzer galismalar yurttulmektedir. Bu tezde

de bu tip calismalarin belirli bir kisminin incelenmesi yapilmistir.

71



KAYNAKLAR

O.Dogru, J. Math. Anal. Aprox. No:1, 342, 161170.(2008).

2. F. Tasdelen, A. Erengin, J. Math. Anal. Appl.,331, No.1, 727-735. (2007).

8.
9.

M.A.Ozarslan ,0. Duman, H.M.Srivastava, Math. Comp. Model., N.S.,
no. 3- 12 359-368. (1998).

P.P.Korovkin, Linear operators and approximation theory, Hindustan
Publish Co.,Delphi. (1960).

B. Lenze, Hungary, Collog. Math. Soc. Ja' nos Bolyai 58, 469-496.
(1990).

O. Dogru, M. A. Ozarslan and F. Tasdelen, Stud. Sci. Math. Hungarica
41(4), 415-429. (2004).

H. Hacisalihoglu, A. Haciyev. Lineer Pozitif Operatér Dizilerinin
Yakinsakli§i,A.U.F.F.Déner Sermaye Isletmesi Yayinlari.No:31, Ankara
(1995).

E. W. Chenay, A. Sharma, Canad.J.Math. 16 241-252. (1964).

M. K. Khan, J. Approx. Theory 57, 90-103. (1989)

10.A. Altin, O.Dogru and M.A.Ozarslan, WSEAS Trans. Math. 3, 607-610.

(2004).

11.V.I.Volkov, Russian Dokl. Akad. Nauk SSSR(N.S) 115, 17-19. (1957).
12.A. Altin, O.Dogru and F.Tasdelen, J. Math. Anal. Appl. 312, 181-194

(2005).

72



