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OZET

KOMPLEKS ANALIZDE SINIR-DEGER PROBLEMLERI

YILMAZ, Banu
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitasa
Matematik Anabilim Dali, YUksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Kerim Koca

Temmuz 2009, 76 sayfa

Bu tez dort bdlimden olusmaktadir. Birinci bdlimde tezin amaci ve
kaynak 6zetleri hakkinda kisa bilgiler verilmigtir.

ikinci bolimde kompleks analizde temel kavramlar ve Gauss
Teoremlerinin kompleks versiyonu ele alinmistir. Uglincii bélimde kompleks
analizde Schwarz, Neumann ve Dirichlet Sinir Deger Problemleri
incelenmisgtir.

Dérdinct bélimde ise bu sinir deger problemlerinin ¢6zimu igin g¢-

analizindeki temel kavramlar arastiriimigtir.

Anahtar Kelimeler: Schwarz Sinir Deger Problemi, Dirichlet Sinir Deger

Problemi, Neumann Sinir Deger Problemi, g-integrali



ABSTRACT

BOUNDARY VALUE PROBLEMS IN COMPLEX ANALYSIS

YILMAZ, Banu
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M.Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kerim Koca

July 2009, 76 pages

This thesis consists of four basic chapters. In the first chapter, the
purpose of the thesis and the summary of the literature are given.

In the second chapter, the basic concepts in complex analysis and
complex version of Gauss Theorem are considered. In the third chapter,
Schwarz, Neumann and Dirichlet boundary value problems in complex
analysis are obtained.

In the fourth chapter, basic concepts in g-Analysis are investigated to

solve these problems.

Key Words : Schwarz Boundary Value Problem, Dirichlet Boundary Value

Problem, Neumann Boundary Value Problem, g- Integral
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1. GIRIS

Kompleks Analiz, matematikteki en etkili konulardan biridir. Reel
anlamda ¢6zllemeyen bazi problemler, hesaplanamayan bazi integraller vs.
kompleks analiz yontemleri ile kolayca ¢ozulebilmektedir. Bu konu cebir,
cebirsel geometri, sayilar teorisi, potansiyel teori, diferansiyel denklemler,
harmonik analiz, operatér teorisi ve daha bircok dallari kapsar. Bu konunun
fizikte bircok uygulamasi vardir. Ornegin elastisite teorisi, kuantum mekanigi,
akiskanlar dinamigi, kabuk teorisi, su alti akustikleri vs. konulari kompleks

analizin 6nemli uygulama alanlaridir.

Analitik fonksiyonlar icin sinir-deger problemleri bu tezin temelini
olusturmaktadir. Daha ileri dizeyde indeks teorisi, singiler integral
denklemlerin ¢dzUmlerinin varlik ve tekligi, Riemann-Hilbert sinir deger
problemleri, analitik fonksiyonlar icin incelenen sinir-deger problemine

indirgenerek ¢6zuldr.

Bilindigi gibi lisans diizeyindeki kompleks analiz dersi cebir, topoloji ve
geometri ile cok yakindan ilgilidir. Hatta sirali kime kavrami kompleks

analizin metodlari ile iligkilendirilerek incelenebilir.

Gauss, Cauchy, Weierstrass ve Riemann kompleks analizin temelini

atan ve cebirsel yapiyl kuran matematikgilerdir.



GUndmuzde, kompleks diferensiyel denklemlerin ¢ézimleri, kompleks
integral denklem sistemlerine dodndstlrilmekte ve bu sistemlerin  hangi
kosullar altinda ¢6zUmUnin var ve tek oldugu arastiriimaktadir. Bu tezde,
kompleks kismi tlrevli denklemler icin verilen Dirichlet, Schwarz ve Neumann
sinir deger problemlerinin ¢dzUmlerinin elemanter olarak hangi kosullar
altinda ortay konulabilecegini ifade eden teoremler ispatlayacagiz. Burada
klasik kompleks analizdeki Cauchy integral formili ve Pompeiu integral
operatérleri ile Gauss-Ostrogradski formiilleri temel olarak g6z 6nline

alinacaktir.

1.1. Tezin Amaci

Tezin “Giris” kisminda da belirtildigi gibi bu tezin esas amaci belli tipten
kompleks kismi tlrevli denklemler icin verilen sinir deger problemleri
incelemektir. Bu tezin diger bir amaci da verilen ¢6zim metotlarinin daha
genel kompleks kismi tirevli denklemlere uygulanip uygulanamayacagini
arastirmaktir. Ornegin denklemin ¢éziimlerini belli tipten integral denkleme
dénUstirdikten sonra bir baslangic fonksiyonu secerek ardisik yaklasiklar

metodu ile elementer ¢6zim hangi kosullar altinda elde edilebilir?

1.2. Kaynak Ozetleri

Oncelikle Tutschke” nin “Partielle Differentialgleichungen, klassische,

Funktionalanalytische und komplexe Methoden” kitabindan 7, ve IIp

integral operatdrleri ve ézellikleri ortaya konulacaktir. Begehr!™ in “Boundary



Value Problems in Complex Analysis” kaynagindan bu singdler integral
operatérleri icin normlar ve bu norma gbre operatorlerin sinirlihdr ele
alinacaktir. Daha sonra Begehr(g) in “Complex Analytic Methods for Partial
Differential Equations” kitabindan Gauss-Ostrogradski formilleri elde
edilecektir. Bdylece genel hazirlik yapildiktan sonra Begehr“5) den sirasiyla

wz =0, wz = f kompleks kismi tiirevli denklemleri igin Dirichlet, Schwarz ve

Neumann problemlerinden yararlanilarak ¢ézimler ortaya konulacakiir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Tanim 2.1: D bdlgesi bir y:z=z(),a<t<b kapall edrisi tarafindan
sinirlanmis bir boélge olsun. Eger her re (a,b) igin z'(r) mevcut ise D
bdlgesinin sinirina diizgindudr (regulerdir) denir.

Ayrica sinin diizgiin olan bélgelere regiler bolge denir. Ornegin, bir
cokgenin cevresi diizgin degil fakat parcali dizgin bir egridir.

w:Dj——D,

seklinde verilen ve D; bdlgesinde k—inci basamaga kadar kismi tirevlere
sahip fonksiyonlarin sinifini Ck(Dl,Dz) ile gbsterelim. Bu durumda
C(Dy,D,), D, Uzerinde surekli fonksiyonlarin sinifi olur. Bu tezde D, bdlgesi

C, R? vs. olacaktrr.

2.1. Reelde Green Teoremleri

Teorem 2.1: v, pozitif yonde ydnlendirilmis pargali diizgin, kapali bir egri ve
D, y tarafindan sinirlanan bdlge olsun. Ayrica P ve Q fonksiyonlari D de

kismi tiirevlere sahip D = D uaD = D Uy kiimesinde siirekli iki fonksiyon ise

j j P, (x, y)dxdy =— j P(x, y)dx (2.1)
D oD
[[0.(x ydxdy = aj O(x, y)dy (2.2)
olup buradan
§P(x, y)dx+0(x, y)dy = [ {aQé’;’ y)_9oP f,;; Y )}dxdy (2.3)
Y p

elde edilir.



2.2. Green — Gauss integral Formiiliiniin Kompleks Versiyonu

Teorem 2.2: w= f(z), Dc C bdlgesinde kompleks kismi turevlere sahip ve

oD sinirinda surekli ise

Haf(z 29 dy = jf(z Z2)dz (2.4)

(I of E,;’Z) drdy = [rna (2.5)
D Z 2i 5D
dir.

ispat: P,Qe c(p), P,0:D——R fonksiyonlari igin (2.1) ve (2.2) den

”Py (x, y)dxdy =— IP(x, y)dx
D oD

[[0xCx ndxdy = [Q(x, y)dy
D oD

yazabiliriz.

(2.1) ve (2.2) de P yerine f(z)=u(x,y)+iv(x,y) alirsak;

[[ £y (@)dxdy == [ f(2)dx
D oD

[[ fedxdy = [ f(z)dy
D oD
elde edilir. Bu son iki esitlikten

”Gﬁﬁpw@—ﬂjﬂnw+jﬂ@@
oD

= jf(z)(dx+idy)
aD



=—i If(z)dz
oD
olup buradan

J-J.%(fx +ify)dxdy :%i J- f(Z)dZ Z% J-f(z)dz
b oD oD

elde edilir ki bu da

[] fdxay =% [ f(2)dz
D "D

oldugunu gbsterir.

Benzer sekilde

[[ £e(ydxdy—i[ £y ()dxdy =i [ f(2)dx+ [ f(2)dy
D D oD oD

=i [ f(2)(dx~idy)
oD

=ijf(z)d2
oD

olup bdylece
1520 =t [ g
2 2
D oD
bulunur. Buradan da
1 _
[[ £:@dxdy=——[ f(2)dz
2i
D oD

elde edilir.



Tanim 2.2: D, z— duzleminde sinirli bir bélge olmak tzere, D de tanimli

kompleks degderli bir i fonksiyonu igin

(T,h)[¢]= —% ] Zh(_zé dxdy (2.6)

seklinde tanimlanan T, operatériine zayif singulerlige sahip Vekua integral

operatérl denir.

Tanim 2.3: D, z— duzleminde sinirl bir bélge olmak tzere, D de tanimli

kompleks degerli bir & fonksiyonu icin IT, olarak tanimlanan

h( )
(M ph)|z :——H Q > dédn (2.7)
operatdrine kuvvetli singtlerlige sahip Vekua integral operatdrt denir.

Tanim 2.4: z, € D sabit bir nokta olmak lzere her ze D igin

lu(z)—u(zg) K H1z—z¢ 1% (2.8)

esitsizligi saglanacak sekilde H pozitif reel sabiti ve 0 <a <1 bi¢giminde o
sabiti varsa u(z) ye zy noktasinda Hoélder sureklidir denir.

Eger her z, zpe D igin (2.8) yazilabiliyorsa u(z) ye D de Holder

sureklidir denir.
2.3. Tp ve I1 , Operatorlerinin Ozellikleri

a) h, D de sinirli olmak Uzere Tph kompleks dizlemin tamaminda

dizgUn sinirhidir ve

1

1T, h(z)I<2sup | 7l (m—:jz (2.9)

dir.



b) T, ve I1 operatérleri
Tp :C*(D)——C%(D)
M,:C*D)——C*D)

seklinde sinirli operatérlerdir.

c) Tph nin Holder normu

(Tph) (1) = (Tph) ()]

[Tph| e ) = , sup (2.10)
) C1#82 |§1 —C2|a
olarak verilir.
d) aZTDh:HDh (211)

dir.

2.4. Cauchy — Pompeiu Gosterim Formiilleri

Teorem 2.3: Dc C reguler bir bélge ve we c! (D; C)n C(D; C) olsun. Bu

taktirde, her ze D igin

L g 1 d&dn 515
w(2) 2nia£W(C)§—z n}{ t©F, L=+ (2.12)
ve
_-L g1 dedn 213
w(2) 27tiajDW(C)§—z I{ (OF (2.13)
dir.



ispat: zye D olsun ve >0 sayisini
Ke(z0)={ze D:lz-zyke}c D

olacak sekilde yeterince kigik segelim. Diger yandan

Dy = D\K¢(z)

diyelim. Eger (2.4) bagintisini w yerine w(©)
- 20
yazarsak
_J- z;(z;) J- W) =0
g ZZaDEC 20

olur. Buradan kutupsal koordinatlarin kullaniimasiyla

{—zp =te dEdn = tdtd®
olacagindan
E2rx
I 7(§) dedn jjw (zp +1')e 1 a6t
¢-
KE(ZO)

yazilabilir. Ayrica

dSdn dSdn dSdn
lj) O Dja (S + Jwe e @F=

Ka(Z )

olup diger taraftan

lim (€220~ [y ) 4500
£_>OD£ C—Zo D C—Z()

dir. Kutupsal koordinatlarin tekrar kullaniimasiyla

i = [0 Y (e

70 kgt ©T0

-

olur. Diger yandan, {—zy = ge'® dC = gie'%d0 icin

2z gie'?
[w) = [wizo +&'®)=-d6 = 27im(z)
K (20) ¢

dir.

alarak D, Dbolgesi igin

(2.14)



Bdylece (2.14) ifadesinin her iki tarafinin € — 0 igin limiti alinirsa

. b
| = -2
8%(;1{;(@ o j W& g 2min(zg)

bulunur. Buradan z, In keyfi olmasi nedeniyle her ze D igin

IW(C) '[ z;(g)

elde edilir. Béylece (2.12) ispatlanmis olur. (2.12) de w5(§)=0 oldugunda
Cauchy integral formali elde edilir. (2.13) de benzer sekilde ispatlanabilir.

Tanim 2.4: Dc C bdlgesi verilsin. K < D kompakt bir kime olmak tzere K

da sifirdan farkli, 0K ve K nin disinda 6zdes olarak sifir olan bir o

fonksiyonuna D bélgesinde bir test fonksiyonu denir. D de k —inci basamaga

kadar tlrevlere sahip bitin test fonksiyonlarinin sinifi C(’)‘ (D; C) ile gosterilir.

Teorem 2.4: Her ¢¢ Cé (D; Cyve fe Li(D; C)igin

[[rp £ (292 (2)+ f (D)9(2) Jdxdy =0 (2.15)
D
dir.

ispat: ¢e Cé(D; () olsun. Sinirda ¢ nin degeri sifira esit oldugundan

1 d&d
<p<z)——j<p<c>—§—— oz (©) g“—mpg)()
C-z g
yazabiliriz. Béylece integrasyonun sirasi degistirilerek

dxdy dedn
-z

1
[T @0z ()ddy ==—[ F©) [ 9: ()
D D D

= [ F Q) dedn
D

dir. GUnku ispati yaparken kullandigimiz bagintida

Jog® =m0

oldugundan

~ 0= (2L - _ng() = m(C)
D z-§

dir. Béylece ispat tamamlanmis olur.

10



Bu bagintilar g6z éntne alindiginda

oldugu goraldr.

Tanim 2.5: f,ge L;(D; C) olsun. Her ¢e C(l)(D; () test fonksiyonu igin

[[s(2)02(2)+ £ (2)0(x) Jdxdy =0
D

oluyorsa f(z) fonksiyonuna g(z) nin D bdlgesinde 7z degiskenine gbre

Sobolev tlirevi denir ve bu tlirev

biciminde g0sterilir.

Ayni zamanda, z ye bagli Sobolev tirevler de verilebilir. Fonksiyon
klasik anlamda diferensiyellenebilir oldugunda Sobolev anlamda da
diferensiyellenebilirdir ve her iki tirev aynidir.

ze C\D icin agiktir ki Tf analitiktir ve tlrevi

AO=T =~ [ 1O Cd‘gd’; 2.16)
D —Z

dir.

Tamim 2.6: Her fe L,(D; C) p>1 igin

a’fd?] . a’fdn
=1
i £ ooy im j() () s

ifadesinde sagdaki limit mevcut ise bu limite I, f nin esas degeri denir.
Kompleks kismi tlrevli denklem igin D={ze C :lzI<1} birim diskinde
sinir-deger problemleri incelenmesi sirasinda Cauchy-Pompeiu formalinan

degisik versiyonlari kargimiza cikar.

11



Her feL,(D; C) 1<p oldugunda hemen hemen her yerde her

ze Dicin (2.16) genellestiriimis anlamda saglanir. Sag taraftaki integral,
Cauchy esas degeri anlamindadir.
Teorem 2.5: we C!(D; C)nC (D ; C) olmak lizere

C+z dt.; dg
w Imw
(2)= o ICL[R (C)]C . *3 |g|J;1[ ©1 C

(C) 2wz (8)
; 2.17
lJ' [C . CJdédnlzkl ( )

dir.
ispat: we c! (D; )N C(D; C)igin

_[w (2)dxdy =— Iw(z)dz
D aD

oldugunu biliyoruz. z sabit bir nokta | zI< 1 igin
D={zeC:zk1}

birim diskinde bu formili yeniden yazarsak

[we <c>d&dn—2— [w©ydg=0
II<1 ICl=1

bulunur.

Bunun her iki tarafini —lile carparsak
T

——j Q(C)d&dmz— [w©dg=0
|<;|<1 I¢l=1

—ZC

olup bu son ifadede w({) yerine w(C) yazarsak

12



|

|c| 1

ZC ZC

T 1

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin kompleks eslenigini alirsak

1
_%m 1 - 1_ C |z;|<1
olur. Bunu (2.12) esitligi olan
W= | Z(C; 1% C(C)
ICl=1 |§|<1
ile taraf tarafa toplayip birim diskte de
Cdl=-LdC 1GI=1

olduklarini gbz énline alirsak

()= L w(©) 1 Mf(C) W(C)z
(= l@jic o+ WO~ CC}C |<;|I1L : l_Zc_dﬁdn
_ | CW@ Lw@dg 1 [ ® — o |
_ L L@ L@ g 1 (e © }
2m|§ljig : C—ZCE}C nICI<1{C_Z g
_ 1 Sw@®@ @ |dg 1 Wz(C) S } 1
2’”@]1{@ z Q—ZL %LL‘Z 7 dgdn (2.18)
bulunur.
Diger taraftan
€+ g w—-w
[Rew]g_ZHImW— (w+w)€ Z+2( w)

:l|:ﬁ+bi|w+l|:g_ﬁ:|w
21—z C—z 2|C-z (-2

13



_ 5@+ am©
C-z

_Lw® , 2w©
-z (-2

dir. Bu ifade (2.18) te yerine yazilirsa (2.17) esitligi elde edilmis olur.
Ayrica | zI< 1 igin
{+zdl 1 WLtz we(©) 147

W(Z)—— [Re (C)]———— = dCdn
on IJI G-z § ama [ S8 T 1=k

+iImw(0)
dir. Diger yandan

w(O):% j Mdé’—lj ;(5)

———dé&dn
o=t 4 T ok 4

— 1 w(é’) wg )
WOy =—— [ 2lal -~ dédn
27 I§VI[ 1 ; |§-I[<1 ;

iImw(0) = (w(O) w(0))
oldugunu biliyoruz.

Daha 6nce (2.17) bagintisi olan

W= | IRe (cnﬂd—% — [ [mm (C)]——— [
T«

m ICI=1 -z |c| 1 <

wzg (@) zwg (©)
= + - }dédn

elde edilmisti. (2.19) formilld ile karsilastirildiginda istenilen formalin

dogrulugu igin

1 dg_1 ¢ | ve® zw(@)]
~ w(Q)]—2>—— d&dn—iIm w(0)
2”|§T"1 S cj;ll S-z 1=

[ ®© e e ©ie T

. 2_ECL[ ¢tz oI- ZC]dad

oldugu gésterilmelidir. O halde,

14



1 a1 |2 © 2z@]
] pem B = |dean-
|§T“1 S |§J‘1{ C-z 1-4G
L w© we (§) s ) EXZS(-—Z?j J 1 we©
oL B dean+ o [ MO =R g L [ T e
2 2mlgL S |<;|j1 2 lICLl SN n|§|j<1 S
1w, v@ L2 e ﬂd
=— dC~ C—— = ——=>+-—=d&dn
4m|§|j1 ¢ 4n|g{1 S |§|J.1{€ ¢ 1=z &G
BRI B TLCS B M BT (S
4“i|§|j=1 ¢ 47ti|C|J.=1 ¢
__ 1 2 )22 e
) 2“|g<ﬂc : CJC (1 < cJ C}déd“
__ 1 20 — §+z 2z§+1 z@w
@H (C- 21-0) C}dgd"
__ 1 WL L+z EHZ—
zn@ig (2 ¢ 1-&}‘@”‘
olup
W= [ Rew@e 2L L | TE5xe MO L ey
2 C-2 & 2T e ¢ &- ¢ 1=
dir.

Sonug 1: we C'(D; C)nC(D; C) ise w(z) fonksiyonu

W(z)—z— | Rew

+ Imw(0)

§+z ag 1

W(C) C+z +W(C) 1+z§
¢ -z C 1-zC

J

2 ICI<1

5

ICI=1 C_ S

biciminde gdsterilebilir.

15
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Not: Eger w(z) birim diskte analitik bir fonksiyon ise (2.19) formall

_ 1 g a ..
W)= |Q|I1R w(g)(C - J C+ Im w(0) (2.20)

sekline gelir.

Tanim 2.7: w(z)—— j Re W(C)( 2 ijHImW(O)
2 -z S

formUline analitik fonksiyonlar igin “Schwarz — Poisson formali” denir. Ayrica

S+z_ 28 |
-z C-z

ifadesine “Schwarz cekirdedi
IS S < (S R < (S R (S (S B [ R ET
-z -z 1C—z I 1{—z1?

=

ifadesine de “Poisson c¢ekirdedi

ve bunun reel kismi olan

denir.

Tanim 2.8: ¢(z) birim diskte analitik bir fonksiyon olmak Gzere

d
so === [ et h (2.21)
2mi "Igi=1 ¢-2 ¢
seklinde tanimlanan S operatdériine Schwarz operat6ri denir.
zelD={ze C :lzk1} ve {e dD olmak lizere
lim So(z) = 9({) pe C(OD;R) (2.22)
z—C

oldugu gdsterilebilir.
(2.19) formult, Cauchy - Schwarz - Poisson formull olarak bilinir.
Simdi
_=f (Dde), Rew=¢@D de) Imw(0) =c (2.23)
Schwarz sinir deger problemini géz 6ndne alalim. Eger (2.22) g6z

6nlne alinirsa (2.19) bagintisindan elde edilen
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R $+zdd 1 f){+z f(_§)1+Z§ An+ic (2.24
(2) 2’”|;|I:1¢(§ e mjl( T ]df 7+ )

fonksiyonunun (2.23) probleminin ¢6zim( oldugu gorulir. Gergekten (2.21)
e (2.22) ozellikleri ile beraber Tp operatérinin %(TDf(z)):f(z) Ozelligi
4

g6z o6nlne alinirsa (2.24) deki w(z) fonksiyonunun (2.23) probleminin
kosullarini sagladigi gordlebilir.
Buradan da gér0ldugu gibi integral gésterilim formulleri birim diskte

belli tipten sinir deger problemlerinin ¢éztmleridir.

2.5. integral Gésterim Formiillerinin Tekrarlanmasi

Birinci basamaktan denklemlerin ¢dzimleri icin elde edilen integral
formdlleri, tekrarlama yoluyla daha yiUksek basamaktan denklemler icin de
ortaya konulabilir. Bunu gbérebilmek icin 6énce tek degiskenli reel

fonksiyonlarda bilinen Calculus’un temel teoremini verelim:
Teorem 2.6: f € cntl ((a,b); R)yMC"([a,b]; R) ise bu taktirde x, xy € (a,b) igin

n (k) X AN
fm=>Y M(x—xo)k +| %f("“) (t)dt (2.25)

|
= K o

dir.

ispat: Timevarimla ispatlayalim.
k=0 igin
FGio)+ [ f D)= f(xo)+ f(x) = f(x0) = f (%)
X0
olup, verilen esitlik dogrudur.
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k=n igin

no (k)
f(x):zf (XO)(x %0) +J‘(x n" FOD

|
P s o

esitligi dogru olsun.

k=n+1igin

n+l (k) X n+l
NS0k =D (a2
f(x) kgo o () +x0 —y U wde

oldugunu gdsterecegiz.

=K (n+1)!
(x—1) FoD | f f”+1(t)(n+1)(x—t)”dt
(n+1)! 0 (n+1)!
X0
& P i1y, (x=xg)"H
'_EE% R ) (n+1)!
(x(;i)l)v Ol |y j (x t)nf(n+1)(t)dt
x0
X0

n+l

& P (n+1), . (x=xp)
=> G x)* + £ (xg )—(nﬂ)!

18



olup, bdylece ispat tamamlanir.

Taylor formuld

[ P

W(Z)—
Th C-

W)= j W(C)dé jﬁdad

baglantilarina uygulanirsa Cauchy-Pompeiu tipi integrallerin  ylUksek
basamaktan integral gbsterimleri elde edilebilir.

Teorem 2.7: Dc C bir reguler bélge olmak Uzere we c? (D; O)nc! (D; ©)

icin
(C) 1 C-z2 g~
()= = 2%y + 2.26
w(z j - ajD e Qe - (2.26)
w(z)— J‘W(C) C+ ‘J.WZ(C)logIC—zIZ dl+
2T
1 jWCE (Ologll—z Izdﬁdn (2.27)
b
dir.
ispat: W)= - j w(©) dg j —(Qdad
formGlinde w yerine w; alirsak
b a1 dndty .
Wg(C)—zmaij,(t)t_g W}E ,t(t) it t=1 +ity

olur. Bu baginti (2.12) de yerine yazilirsa
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1 w(Q) dnd
VW@:EE' _EL IC Z{ j _____I nU)tlg}ﬁm1

w(C) d&dn
Zmj d6+ n'a{) t(){ I(C z)(C—t)}dt

Ty D t -
_ 1w, ;+_ j wi ()¢(z,1)dt - jw;;<r)¢<z,t>dtldtz (2.27)
27 aDé’ Z Th

elde edilir. Burada

d§d7] 1
HeD=2 J-(é" (-2 zt-2) ( -t ¢~ jdgfdr]

dir. GUnku

1 __A B AQ Az+B§ Bt_(A+B)C—Az—Bt
C-nC-2 L1 C-z  C-n(- C-nC-2
esitliginden
U S
-z z—t

bulunur. Bdylece

1 _ 1 ( 11 j
-0 -2) t-z\¢§-t {2
elde edilir.
w(C) 1 cwe(©)
=5 lj jg Zdédn (2.12)
Th
bagintisinda w(z) yerine -z alirsak w(C):ﬂ ve w(g):L olur.
-2 =G < C—1t

Yine (2.8) bagintisinda w(z) yerine z alinirsa

! CdC_le

elde edilir.
20



Diger taraftan (2.12) bagintisinda w(z) yerine tt—_Z alalim.
—Z

—'I CKdH

i-z_ 1 ~
t—z_ZRiId[I c)(c e G —D(E -

_ 7 g 1 [4 1 d&dn
_2ni,CL<r—C)(C—z) 2m‘,CL<t—c><c 5% KL -1(g-

Bu

_ i 11 1 [ S d&dn
_ZMU—Z)J.(C—Z C—t}K+2niI C-0(-2) = I(C—ﬂ(@—@

Igl=1 Igl=1 Igl<1
olur. Simdi
[ L
|§|=1€_Z
integralini hesaplayalim.

—z= re'® dC = ire’®d®  r=1{-zlicin

2n 0
J- J- ire de Py
Igl= 1 6=0 re®
dir. Benzer sekilde
j d—CZZTEl
|<;|=1C_t
olup bdylece
| dg i ( Jdg
e (—OE - -z g -2 e
_tt_ J- C - I C t
Y12 F Z|§| 1
r . :
=—Q2mi—-2mi)=0
t—7
dir.
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Boylece

E—Z_IJ' Cdt —lj dédn

=z 2w C-n€-0 m

I<1
=@(z,) = 9(z,1)
elde edilir. Burada
~ 1 Cd¢
Plan=— [
27 3D &-H(-2)
olup bu fonksiyon hem t, hem de z ye gére analitiktir.

Diger taraftan
1
[ we (©dean = [w(Q)dg
2i
D oD
olmasi nedeniyle

1 1
_2_’%{) QG +— I{ wz (QdEdn =0

olur. Bu bagintida w({) yerine w;(r) yazilirsa
1 1 .
- [wi@dt+= [wiz(dnde, =0; 1=t +it,
oD T3p
olur. Burada w(t) yerine w(t)@(z,t) yazilirsa
1 ~ | .
—— [@(.0w; (Odt +— [ Pz, 0)wiz ()i =0
27 5D 5

bulunur. GUnku

~

P=0 @7 =0
dir. Diger yandan (2.28) den

.
P(z.1) =—=+(z.1)
t—z

olup (2.27) nin her iki yanina (2.29) bagintisi eklenirse

22
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1 w(@) 1 1
, d{ +— | wp @z, )dt —— | wiz ()@(z,1)dtdty
270 a{) -z 27 ajD 7[£

w(z) =

Lo e
5 [ Pmg i+ — [ 3z 0owig (D
oD D

1 wd) dg“+i_ jwt—(t)(p(z,t)dt
z 270 3D

27uaD§—

__J'wn(t)go(z tydndty —— J' [(p(z t)+t—}wt (t)dt
3D N

+— J'{ (2, t)+ an(t)dtldtz

j W(C) ; [ wt(t)tt_;zdt+% [ wn(t)tt:—zdtldtz
oD ¢ D ¢

2m

bulunur. Son bagintida 7 =# +it, ={=&+in alinirsa

W@ 1 -z C-z
W) = j e c—ma{) L Sh S ngg@)c—zdadn
elde edilir. Bu ise istenilen sonugtur.
Diger formull elde etmek icin (2.13) ile verilen
1 1
woy= - [ 2ELaL L [ ) E
LT (-2 T C-z7
bagintisinda w(z) yerine wz(z) yazarsak
1 dt dndt
wo @)=t [ w2 L] wir (012
¢ 27 i-C -
elde edilir. Bu baginti
RDC—Z
ifadesinde yerine yazilir ve integrasyon sirasi degistirilirse
_ w(g) LI N S S A dndty
YL ] P

bulunur.
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Bdylece son esitligin diizenlenmesiyle

k= t(){ jﬂ}ﬁ

i €-N(
1 __d&an
o m{ j(c_t)(c_ )}dfldfz

w® 1 ! 1
"o j 6z o a{) Wi (OW(z Ddr ~— lj) WiV (z.0)dndr

olur. Burada

d€dn

vn=o I(C—t)(é

dir. Béylece ispat tamamlanmis olur.

(2.30)

loglt—zl2 fonksiyonu sabit bir 7e D noktasi icin D\{¢} kiimesinde c!

sinifindandir. Béylece yeterince kiclk € >0 sayisl igin

D, =D\{z:lz—tl<e}, zeD

bdlgesinde
1wz (©
W(Z) = J- W(C) - .[ C%dﬁdﬂ
T Dy Z

form0lU gegerlidir. Diger taraftan

e _ 48
W(zt)—m ICIjlloglc A

=2— [ Togl€-n (-0 Q

ICl=1 C-

ve

I(z,1) _ 1 dg _ 1 1 ( 11 ij
j |z;|j=1t 6

ot 2m’l§|:1(§—t)(§—z) 21 -t C(—z

yazilabilir. Eger
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w(z)=loglt—z1>=log[(z—1)(Z —1)]

fonksiyonu icin D, bdlgesinde (2.27) form0lind yeniden yazarsak

-t _ 1
C-n@C-1n -1

w(@) =log[(C =€ -1, wg(Q) =

olmasi nedeniyle

oo 1 cloglg-tP o1 ddn
loglz—¢1 _zmai - dC "DI TheD (2.32)
€ €

elde edilir. Diger yandan ¢ <l z—¢1| bélgesi i¢in

C—t=re®  dEdn=rdrd®

kutupsal gosterimi kullanilirsa

L dgdn 1 ﬁ“ rdodr 1 ﬁ” ’ededr
IQ t|<8(c_ 1)(C- nOO re (t+re nOO t—z+re

olur ve bu integral mevcut olup € — 0 igin integralin degeri sifira yaklasir.

Yine e<lz—11 igin

1 2 d€ _2loge dC

— 1 -

2mi I ogl& -1l {—z 2m I -z =0
I{—rl=¢ I{—rl=¢

olur. Gulnkl, lz—tl>¢ igin b fonksiyonu 1{—tl=¢ ¢emberinin icinde

analitiktir. Bu durum, sekil 2.1 ile asagidaki gibi ifade edilebilir.

Sekil 2.1 b fonksiyonunun analitikliginin incelenmesi
-z
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Boylece (2.32) ifadesi D, bdlgesinde

1 ¢ logll—tP? 1 1og|§—t|2 d&dn
loglt—zI°= d¢ - B B
e 2m‘a{) - 2ni|§_J;|:8 = I(C—z)(c
1 I d&dn
T e €D -2)

seklinde yazilabilir. Bu son esitlikten € — 0 icin limit alinirsa ze D olmak

Uzere

1 ¢ logll—t1? 1 dEdn _
loglz—t1%= di-—[—=—220 G-z 2.33
oglz—1 ma{) % nlj)(c—f)(c—z) Pn-yzn (233

olur. Ayrica

dg

~ 1 2
Pz =—— [logl{—1F ==
27T,laD -z

fonksiyonu z ye g0re analitik fakat ¢ ye gbre anti analitiktir. Yani

o(z,1) oY(z,1)
WD _ g, MWD _
0z ot

dir. Daha 6nce we C! (D; CYnC(D; ©) icin Gauss formulinin kompleks hali

olan

J e (©den == [w(OHT
D oD

elde edilmisti.
Buradan

1 |
%a.LW(C)dC +;£W§(C)d§dn =0
yazilabilir. Bu son ifadede w({) yerine WZ(C) yazarsak
1 = 1
— [wz (G +— [we (Qdedn =0
2T 5D nD

olur.
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Boylece

1 [we @)Wz, 0y L [wi OF(z.0dndy =0, ¢ =t +ity
2T D T

elde edilir. Bunu (2.30) ifadesinin her iki yanina ilave edersek

1 ~ -1 ~
W)+ =— [wrOW(z,0d +— [ wi (02, 0)ddty
2mi 5D T

w(C) _ ] S 1o
mj dg ia£wt(t)w(z,t)dt 7tlj)wn(r)w(z,z)azzlazzz

1 N 1 -
+EIJ;WI (O (z,0)dt +Elj;wﬂ (OW(z,t)dndty

elde edilir. Buradan

w2 =3 j W(C) at L furowtendi—L [ ruce.ndnd,
27 Th

1 _ o1 _
+—— [ Wi OW(0d +— [wiOF(z.0)dndr
2T L8
oD oD

2751 .[ W(C) d; - ia.[)wt(l)[\Tf(Z,t)—loglz—tlz]dt_

—= j wﬁ(t)[ql(z H—loglz—t1? tldt2+2— [wi (2,00t
D oD

1 -
+— J-wt; OY(z,t)dnydty
T D

jw@ dG+— ,Iw;(t)loglz—tlz df+ljwt;(t)loglz—tlz dnydty
27 nD

27U 5D

bulunur.
integral degiskenden bagimsiz oldugundan

W(C) N 2
W)=~ j 2ma.[)w§(§)log|§—zl d§+;i|;wcc(§)lc—zl dEan

elde edilir. Béylece ispat tamamlanmis olur.
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(2.13) form0lindn elde edilmesi i¢in (2.12) formdlinde w yerine w
alinip bir dizenleme yapilabileceg@i belirtiimistir. Benzer disince (2.26) ve

(2.27) formalleri icin uygulanirsa w(z) igin yeni dual formuller elde edilebilir.

Gergekten,

esitliginin kopleks eslenigi alinirsa

w® ; C—z &z 1 . G-
=gy | EG g [ RO o £

elde edilir. Bu formilde w yerine w yazilirsa

__ W@) C-z = 1 C-z

w(z) ZmI - C+2 - £W§(C)—Z_ch+R}EWQQ(C)—Z_ZdidT] (2.34)
formall ortaya glkar Ylne (2.27) form0lu olan
w(z)— j W(g) j (C)loglc 212 dC+— jwcc(g)loglc 212 d&dn

aD
esitliginin her iki tarafinin kompleks eslenigi alinirsa
W(C) 1o TS 2

w(z)=— mj -5 iaijC(g)logm zl d§+n£wcc(§)log|§ z I dédn

elde edilir. Bu form[]lde w yerine w yaZ|I|rsa

(z)——2 - j W(C) jw O)logll—z 17 d+

- j wcz(g)loglc—zl d&dn (2.35)
Th
bulunur. Bu da w(z) nin bir baska integral gésterilimidir.

Cauchy - Riemann operatéri olan dz ve dz operatérleri igin Cauchy
ve anti-Cauchy c¢ekirdekleri sirasiyla

1
ve =

1
-z -2z

fonksiyonlaridir. Béylece ¢ekirdekler ve operatdrlerden hareket ederek ikinci

basamaktan 9°z, 9z0z, 9%z tiirev operat(")rleri icin sirasiyla

C-
CZ Cz

cekirdekleri elde edildi.
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Begehr'' in “A Hierarchy of Integral Operators”, Begehr® in
“Complex Analytic Methods for Partial Differential Equations”, Begehr'” in
“Higher Order Cacuhy-Pompeiu Operator Theory for Complex and
Hypercomplex Analysis” kitaplarindan daha yUksek basamaktan integral
operatérleri icin (belli sirada) cekirdek fonksiyonlari elde edildi ve ylUksek
basamaktan Cauchy - Pompeiu gésterim formalleri geligtirildi. Simdi

m,ne 7., 0<m? +n? olmak lizere
(1) (— _
( D7 ( m)!(g—z)m_l(f—f)n_l , m<0 Igln
(n-D!x
Ky 0= | CVCED e met g gt <0 igin
’ < (m-D!'m
(C_Z)m_l(Z_Z)n_l lOg'C Z|2 mzl Zl 1<mn |g|n
(m—-D!(n-D'm et -
.

fonksiyonunu g6z 6nliine alalim. Ayrica D c C bir bélge, fe Lj(D; C) olmak
uzere
m=n=0 igin
Toof(z2) = f(2)
ve (m,n)#(0,0) icin

Ty () = [ Ky (2,0 f (Q)dEeln (2.36)
D

integral dénisUminid tanimlayahm. Simdi (2.36) dénlsUiminin bazi 6ézel

hallerini verelim.

Ornekler: m=0,n=1 ise Ko 1(z,0) = olacagindan fe L;(D; C)igin

1
(- 2)
Torf (2) = j I8 gean

ve m=1,n=0 igin Kj((z,0)= olup

-1
nC-2)
Tiof(2)=—= J-Lodﬁdn

elde edilir. m=0, n=2 igin
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(=) (-0)! -1 -1_ E-z
Kop(20) =" 5 P 6= @2 =
olup bdylece
Toaf 0= [ 2 e

bulunur. m=2, n=0 igin

D20 . o o Lz
T C-27"(-2) s

K5 0(z2,0) =
olup buradan
Thof()=1 j—d(c ey

m=n=1 icin K1’1(Z,C)=lloglc—z|2 olacagindan
T

T f (@) =~ [ £©)log 1§ -z PdEdn
TED

elde edilir. m=—-1, n=1 igin

1) (l) 2T -7 -1
K_j1(z,0)= C-2)7(C-2) =
(g - 2)>
olur ve buradan
muf@=—1 [ dem;
DQ Z)
m=1,n=-1 icin
1 1 _ _ _
Kl,—l(Z’C)—M(C 2°C-r=— 1_ 5
©C—-2)
olacagindan
/@ =1 [LE e
DC Z)
elde edilir.
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Bu &érneklerden de gériildigl gibi m+n>0 oldugu sirece K,, ,(z.0)

cekirdek fonksiyonlarn zayif singllerlige sahiptir. Ancak m+n=0 ve

0<1712+n2

oldugunda c¢ekirdek fonksiyonu kuvvetli singllerlige sahiptir.
Bununla ilgili olan integraller ise kuvvetli singllerlige sahip Calderon -
Zygmund tipinden integraller olup bu tip integraller Cauchy Esas degeri

anlaminda mevcuttur. Bu integraller ylksek basamaktan kompleks kismi

trevli denklemlerin ¢6zimunde kullanilir.

m,n=0 oldugunda K, ,(z,§) ¢ekirdek fonksiyonlari d:"9,"

operatérleri icin temel ¢ézim olusturur.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Schwarz - Poisson formilinde aciklandidi gibi sinir deger problemleri,
bdlge birim disk oldugunda kolayca c¢o6zulebilirdir. Ancak bélge birim disk
olmayip basit irtibatli bir bdlge icin de sonuclar gecerlidir. Clnki bir DcC
siniri dizgin basit irtibath boélgesi Riemann-Déntigim Teoremi yardimiyla
birim diske ddéndstiralebilir. (Rieman Doéntsim Teoremi, herhangi basit

irtibath bir bélgenin birim diske dénastirilebilecegini ifade eder.)

3.1. Schwarz Sinir Deger Problemi

D={ze C :lzIk1} birim diskinde w; =0 denkleminin
Rew=v0 D de), Imw(0)=c, ye C(dD; R), ce R
sinir kosullarini saglayan w(z) ¢6zimuanin bulunmasi problemi analitik

fonksiyonlar i¢in “Schwarz sinir deger problemi” olarak adlandirilir.

Teorem 3.1: D={ze C :lzl1}olmak Uzere
w; =0, ze D
Rew(z) =Y(z)(@D de), ye C(@D; R), Imw(0)=c, ce R
Schwarz problemi tek ¢éziime sahiptir ve bu ¢6zim

mICLY(C)C_Z Ftie (3.1)

w(z) =

formlQ ile verilir.
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ispat: Teoremin ispati

W(Z) —2—|

d_@ iImw
CIjl[R w(é)](C - 1j€+1 0)

Schwarz — Poisson formuliinden agiktir.

3.2. Dirichlet Sinir Deger Problemi

D={ze C :lzlk1}birim diskinde w; =0 denkleminin
w=Y(z)(@D de), ze d D, ye C(dD; C)
kosulunu saglayan ¢6ziminin bulunmasi problemine “Dirichlet sinir deger
problemi” denir.
wz =0
denkleminin ¢dzUmleri analitik fonksiyonlardir. Dolayisiyla bu analitik

fonksiyonlar icin “Dirichlet sinir deger probleminin ¢6zimG analitik bir

fonksiyondur.

Teorem 3.2: D={ze C :zkl}, ye C(dD; C) olmak lzere D bdlgesinde
wz =0 denkleminin
w=7(z)(d D de)

kosulunu saglayan ¢ézUmunidn mevcut olmasi icin gerek ve yeter sart

L O~ (3.2)
2y ZQ
olmasidir. Bu durumda da problemin tek ¢6zimu
o=k [ a0 (3.3)
IC= 1 C_
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Cauchy integral formaltdur.

Not: Cauchy integral formiiliiniin hipotezleri altinda @(z) fonksiyonu

&t (r)= lim @&(2), @ (7)= lim P(z)
—>7 7—7
zeDJr zeD”

sinir degerlerine sahiptir. Burada D™, aD* =y ile sinirlanmis i¢c bélge,

D=C\(D uy) ve C Riemann kdresidir. Ayrica 7€ y igin

&+ (1) =%¢(r)+¢(r>

& (1) = —%q)(r) L ()

olup, ¢(r) Cauchy esas degeri anlamindadir. Bu formdiller Plemelj -

Sokhotzki formali olarak bilinir.
Plemelj - Sokhotzki formGlinden [1, 12, 1] I{I=1 igin
. ) 1
lim  w(z)- lim  w(=) =)
Z
7—>C, lzkl z>¢, 1<zl
yazabiliriz.
ICI=1 iken
lim w(z) =¥(¢)

7>, lzkl

olmasi icin gerek ve yeter sart
lim w(z)=0
z—, 1<zl
olmasidir. Ama, Plemelj - Sokhotzki formulinin klasik formuilasyonu vy
Hoélder surekliyse gecerlidir. Fakat, birim disk icin Hoélder sireklilik gerekli
degildir.
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ispat: (=):w, Dirichlet probleminin bir ¢céziimi olsun.
Bu taktirde her =1 igin w,D de analitik olup bdylece

lim w(z) =vy(£) (3.4)
z—(

surekli sinir degerlerine sahiptir.

lzI>1 igin

W(%}—i VST (U

Z 2th'|§|:1 1-zC 2th'|§|:1 -z €

fonksiyonunu g6z énine alalim.

lzI>1 iken z ler { ya yaklastirildiginda ICI=1 iken 1/z de { ya

yaklasir. lim w(l/z) mevcuttur. Ayrica, | zI>1 i¢in lim w(z) limiti mevcuttur.
7—C 7—¢

Diger yandan,
o b &8 4€
we) [Zj ZniICLY(C)(C—Z-'_z—Z 1}@

olup Poisson ¢ekirdeginin ézelliklerinden 1{I=1 igin

lim  w(z)— lim w(%):y(g“) (3.5)

7>, lzkl zC, 1<z

elde edilir. (3.4) ile (3.5) karsilastinilirsa 1<lzI i¢cin  lim w(z)=0 oldugu
>
[zI>1

goralur. 1zI>1 oldugunda w(e)=0 ise analitik fonksiyonlar igin maksimum
prensibinden C de w(z)=0 olur. Buradan

e

ot

[ vo——dc=0
T e

1-zC

bulunur.
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(&): (3.2) ve (3.3) taraf tarafa toplanirsa

()=-L1 ¢ | L ST
o lj (C)(C e Jc 2n'|QLY(C)(C—z+Z—z 1JC

bulunur.

Bdylece 1{I=1 igin Poisson ¢ekirdeginin 6zelliklerinden

lim w(z) =Y(Q)
z—>C, lzkl

oldugu gorallr.

3.3. Neumann Sinir Deger Problemi

Ugiincii temel sinir deger problemi, regiiler bir bélgenin sinirinda dis
normal dogrultudaki tlreve dayanir. |z—al=r diski Uzerinde normal
dogrultudaki tirev, yarigap vektérinin yénudir. v=(z—o)/r dig normal

vektdrdir ve bu yéndeki normal tirev

v=or=2a:+%0z

r r
ile verilir.
Ozellikle D birim diski igin
or = 207 + 2027
dir.
D birim diskinde w; = 0denkleminin
ye C0D; C), ce C
olmak uzere

oyw =7 D de), w(0)=c
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kosullarini saglayan ¢ézimunin bulunmasi problemi analitik fonksiyonlar igin
“Neumann sinir deger problemi” olarak isimlendirilir.

Teorem 3.4: Neumann probleminin ¢dzllebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dg
—j(C) > =0 (3.6)
iy (= T0%
olmasidir. Ayrica bu ¢6zim
W@ =c-— [1Q)logt- D) @3.7)
2mi "lg=1 <

dir.

ispat: wz =0 olmasi nedeniyle sinir kosulu | z =1 igin
d,w=zw, +7w; =z2w(2)=p(z) Izl=1
Dirichlet kosuluna indirgenir. Bdylece zw'(z) analitik bir fonksiyon

oldugundan dnceki sonuglar nedeniyle

W@ =m [
Tt -z
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
— j YO ——d{=0 (3.8)
2T ICI R ZC
olmasidir.
' (z) fonksiyonu orijinde sifir oldugundan
L vo% (3.9)
2mi |c| 1 C

yazilabilir.
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Bu taktirde

C
G-

|c| 1

olur. Gergekten

dg

_ C
2(C - )‘ 2mi I ©F

wi(z) =
2 1

1 —
omi j(C) (C Z_Ej -

ICl=1

ICl=1

C
(e

|z;| 1
dir.

Bunun her iki tarafinin z ye gore integralini alirsak

()= —~ jv(@)log(C Zj L

2T e ¢ ¢

ve bdylece

() —e- L (- dg
()=c-o |g“©log( 7T Jc

—c—— Y@ logl - ZC)Q
2 |§!1 S

bulunur. Bu da istenilen (3.7) bagintisidir.

Diger taraftan (3.8) ve (3.9) bagintilarini toplarsak

1 dC N
— | VO —= YO =—— Y(C)( - jé
27t|§|jl 1_C 27t|§|jl 5 2 |§|J.1 1_C ¢
Y(©)
" omi Idf | Ca- ZC)dC
I Y(§)CdC
27‘51 Ol 1-zC
=0
elde edilir.
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Boylece (3.6) bagintisi olan

! dg
©
E R

oldugu gorallr ve bdylece ispat tamamlanmis olur.
(3.6) bagintisi

dC_ _
L[y Q7=

2mi |§|1

biciminde yazilir. Bu son esitligin her iki tarafinin 7 degiskenine gore integrali

alinirsa

dz —dz T-2)+logl :
Iz_zz:_Iz_;:—log(g—z)ﬂogc=10g(z_zj:10g(l—iéj
olacagindan

—L [¥©log - 20)dT =0
2mi |§|1

elde edilir.

ileride bu baginti homogen olmayan Cauchy Riemann denklemi igin
kullanilacaktir. T operatdrt kullanilarak problemler, analitik fonksiyonlar igin
verilen sinir deger problemine indirgelenebilir. Burada Neumann problemi igin
bir fark vardir. Sinir Uzerindeki normal tlrev veya sadece fonksiyon

Uzerindeki zdz nin etkisi dGnceden verilmelidir.

Teorem 3.5: (Homogen Olmayan Cauchy-Riemann Denklemi icin Schwarz
Problemi)
D={ze C :lzlkk1} diskinde w;=f homogen olmayan Cauchy

Riemann denkleminin
Rew(z) =70 D de), Imw(0)=c¢

kosullarini saglayan ¢6zimu var ve bu ¢ézim

()= Ctzd . 1 SO E+z F@©1+2C 3.10
(2) mjl@@‘ : lCL[C =TT zc}‘t"m( )

form0ll yardimiyla tek olarak belirlenebilir.
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ispat: (3.10) gésterilimi (2.19) den ve w(z) ¢dziminin var oldudu

varsayimindan ortaya c¢ikar. Bu ¢6zUmin tek oldugu Teorem 3.1 den de

ortaya cikar.

Teorem 3.6: (Homogen Olmayan Cauchy-Riemann Denklemi igin
Dirichlet Problemi) D birim diskinde

we=f, zeD ., feL(D;0)

Z

w(z) =YD de), ye C(@D; C)

olarak tanimlanan homogen olmayan Cauchy - Riemann denklemi igin
Dirichlet probleminin ¢ézllebilir olmasi igin gerek ve yeter sart | zI<1 birim

diskinde

= ] F©dedn (3.11)
T Q Tic« ZQ
olmasidir. Ayrica bu Dirichlet probleminin tek ¢6zimu
d&dn
=— 3.12
W)= ICi[l(C)C - Iz;ljlf(C)C_Z (3.12)

dir.

ispat: Eger Dirichlet problemi ¢6zulebilirse (3.12) gbsterimi (2.12) den hemen
elde edilir. C6zimun tekligi ise Teorem 3.2 den ortaya cikar.

(3.11) kosulu altinda (3.12) nin bir ¢6zim oldugu T operatdrinin
Ozellliginden ve | zI< 1 igin

W)= jv@[ S jd—c—l | f(C)(

2 Ay C-z t-z J¢ Igi<1 §-2 1__€

esitliginden elde edilir. Gergcekten analitik fonksiyonlar igin sinir deger

Jd&dn Y(2)

probleminin ¢6zUm

oL ¢ Z
omp )

dir.
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Ayrica disk Uzerinden integralde

1 z _1-z0+z0-zZ

C—Z 1-28  (C-21-20)

olup IzI=1 igin bu ifade sifirdir. O halde, gereklilik Teorem 3.2 den ortaya

ctkar. Gunkad,
I = %
-z -z 1-7C
olup Teorem 3.2 den
dg
Loy
2mi |§|1 C “om |§J1 -2 ¢

bulunur. Bdylece

1 ZC dg
2%:1(@— ](C)C o j Yo —=

:2_@.[1 ="

:l J' zf (©)

=—22dCdn
Tl ™ 5

elde edilir.

(3.2) ile gosterilen 2— J' y(C)—CdQ 0 kosulunu, w-Tf analitik
T z
IgI=1

fonksiyonu igin D deki sinir deger problemine yani 0D sinirnda y-Tf

fonksiyonuna uygularsak (3.11) kosulu ortaya c¢ikar. Gergcekten (3.2)

kosulunda y yerine y—Tf alinirsa

Y(C)
C |Q|j 1 C |§| 1 C

2_

[ a-1,
Igl=1
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!——j f(t)dtldtzl _Z;dg“

2 Aal Tria
dg
= j £ = j . ddty
|<;| 1 C T 2T 1_ G1=§
= j Z C dtldtz
|<;|1 ZC Tt 1= 8-t
27 Ay Zg T el
At Zg T 5
oldugundan bdylece
270 1o Zg 7ok Zg

yani (3.11) esitligi elde edilir. Clnkad,

.z
@)=

dersek f({), C ya gbre analitiktir ve

<

1- chc_

27‘51-[ - zt

IgI=1
dir.
Teorem 3.7: (Homogen Olmayan Cauchy-Riemann Denklemi igin
Neumann Problemi) Birim diskte

ws=f, zeD

Z

dyw=Y(0 D de), w0)=c, fe C*D;C), 0<a<l, ye C@D; C), ce C
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seklinde tanimlanan Neumann probleminin ¢ézilebilir olmasi igin gerek ve

yeter kosul | z < 1 diskinde

7 (©)
G — ro-% L2 den =0 (3.13)
Id[l (1_ Z;)C 2n Id[l 1= ZC nlCi[l(l 0)?
esitliginin saglanmasidir. Ayrica bu tek ¢6zim
@ =c—= [ [0~ @liogti- zc> R fp oo (319
2 A T 56— 2

dir.

ispat: ¢=w-Tf fonksiyonu
90z =0, zeD; dpp=[y—(IIf + 7)1 D de); p(0)=c-Tf(0)

Ozelliklerini saglar. GUnku;

aa =20z+7z0z ve dyw=7Y(d D de)
A%

dir. Diger taraftan fe C*(D; C) icin IIf e C*(D; C) idi. Bu durumda analitik

fonksiyonlar igin Neumann probleminin ¢dzllebilirligini ve ¢bziminu ifade

eden Teorem 3.4 den dolay! ¢ ¢6ziminin

oD =e-TFO)——— [ [ - a1 &) -G (Ologt - 5%
27 A 4

seklinde olmasi icin gerek ve yeter kosul

2—@[ 1[7(@) ¢rIF () - Cf@] ‘C)C

olmasidir. Diger taraftan,

[ crr@)log- 0%
¢l=1

log(1 - ZC) o
2— =—— J. f )Ln ch. dé}dtldtz, t=t+1tp

| Z; Ti<t o (G- H?
__1 ~ ] Lo loeds ZC)dC dtydty =0
T E T ey (- i0)?
dir.
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NOT: dc_ CZ _CC z dz dC _ _dz _ _dz

C 7 @ T @ -0 C-02@QF a-0)°

olup buradan,

d
= J. f(C)ﬁ _EJ f { - lgj g }hdtz

|1(C t) (1-z0)

|§| 1 ltl<1
=1 ro2{ L Jana
acl1-z¢ ) 2
ItI 1
C=t
1
=—— | f(© d&dn
Jt|<:|I<1 (1-25)°

-1 | f(t)l—dtldQ
Itl 1

yazilabilir. Gergekten Cauchy tirev formiliinden

1

1 .[ 1-zC :_( 1 J‘: 14
2mi o (-7 9EUI=ZL ) -z’
C=t

dir. Béylece

00 =c=T7O0) == [[©-Tr©llog - )

2mi ICl=1 ¢

olur. Buradan

w=1f =e=1f O - [0 -T ©llog1-2T) f
Igl=1

bulunur. O halde

weertf+- [ L8 a1 [lo-T©loga- 0%

T i<t S 2mi !Igi=1 S
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—e——1 [M©-T©lloga-D%-L | L (ngdm [ L€ g

2 A S n|<;|<1c < T ¢
—c=— [MO-T©oga- ZC)T" | f(C){?—ﬂdédn
=1 <1
2mi |§|1 C T« C(C_ )
—e-L (@ -7 @]loga - c>dC L 40,
i RGN
yazilabilir.

2—@] [lv@) ¢rIF () - Cf(C)](l =T

1 7 g1 ds__
2’U'|g|£[1Y(C) GOl 5 2m z;j 7 Q)2 =0

=0 kosulundan

olup son terim

idi. Boylece ¢oziulebilme kosulu

Lo L [44(9) ard [ IO -

Ll (a-z) 2m ’|c| L 60=20) Tt A= z0)?
olur. Diger taraftan,
Z _
2di=—d
: C=—dC
oldugundan ve ortadaki terim
j f(© Gdg_ 1 j f© it
omi 1-zC C 27‘51 1 zC
Igl=1
olarak yazHabiIdiQinden ¢6zilebilme kosulu
f(C) #f (©)
— |v© ——>—d&dn =0
|§|J-1 C(l Zg) 2 lldfll ZQ |§L(l 20’

sekline gelir. Béylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.8: fe C*(D; C), 0<a<1, ye C@D; C), ce C olmak lizere

WZ:f, ZED

ww, =0 D de) w(0)=c

probleminin ¢ézulebilir olmasi igin gerek ve yeter sart

S [ro—BD_—

— | VO
j n|§|1 (- ZQ)

ICII (1- ZC)C

olmasidir. Bu durumda tek ¢6zim

d&dn
=c—— log(1—
w(z)=c o lc”(é) og( ZC) C J{(C) (-

dir.

ispat: ¢=w—Tf dersek ¢ fonksiyonu
¢0>=0, ze D
[2¢'(z) =y—2IIf]@ D de), @(0)=c—Tf(0)

probleminin ¢ézUmu olur. Diger taraftan,

¢ =w, —TIf

2@’ = zw, — ZIIf
dir.

Analitik fonksiyonlar icin dv normal tirev operatori

w(2)=Y2z), Ilzl=1

sekline gelmesi nedeniyle Teorem 3.4 deki

ne g _
@I i

kosulu altinda
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dg
w(z) = c—2— [1©1og(1-20)=>

ICl=1 S

¢6zUmU ¢ icin yapilirsa ¢6zllebilme kosulu

B . _
@IY@ " ICIj[lv Cf(C)]l 0
:_ dg dg
7 SO [ O
:_ dc___ dg
mj 1(C) AT mj 1f(C) 125

Lj C I 7 © Edn =0
2 A (1_ C)C n|<:|<1(1 z0)?

olur. Béylece ¢dzllebilme kosulu

= j (C)l > J'Lc)dd -0
Ty (- C)C 7t|z;|<1(1 20’

olarak bulunur.
Oy P(2) = (29, +7¢03) = 2¢'(z) = Y- 2ITf) (@ D de)

olup Teorem 3.4 den

9 = =T 0~ [-C©liog -0 2
=1 ¢
L] e | w@logt -0+ 117y logdl- D
Tio« ¢ fie ¢ (=
_C_z_ [ ¥©tog-0) % j IO geim
(= C T« S
yazilabilir.
w(z) =¢(2) +Tf (2)
oldugundan
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wa=e—L [ wosa-O P+t [ I a1 [ I
2mi Ligi=1 S T« ¢ |§|1c_

—C—— Y(©)log(1- ZC)——— f(C)[———}dédn
2n ICi[l ¢ IE;II<1 c-z §

g 1 ¢ ()
—em— [ y©logn-D -1 ddn
2 |§|J- 1 S lJ 1 66-2)

olup béylece ¢dzim

gz AN
w(z) —c—— Y(Qlog(l-z0)—2—-= | —~—>—d&dn
2m |Q|J‘ 1 S |§|J‘ 1562

olarak bulunur.

48



4. g- GAMMA VE ¢-BETA FONKSiYONLARININ INTEGRAL

GOSTERIMLERI

4.1. Giris

Tezin buraya kadar olan kisminda klasiklesmis kompleks kismi tirevli
denklemler igin sinir-deger problemlerinin bazilarini inceledik. ileri bir agama
olarak bu sinir-deger problemlerinin g-analizinde nasil ortaya konulabilecegini
arastirmak istiyoruz. Bunun i¢in dnce g-analizinin temel 6zelliklerini ortaya

koymak gerekir.

4.2. Temel Ozellikler

1) ae R olmak Uzere a reel sayisinin g-analogu

Mf%, ge R\(1)
dir.
2) ne N igin
[n], = 114121,.[n],

_l-gql-¢° 1-¢"

l-qg 1-q 1-¢q
dir.

q q q

dir.
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4) x,ye R, 0<g<1, ke N olmak Uzere

xq = qx
yq=qy
k

ykx = quy

dir.
5) ae R, 0<g<1 olmak Uizere
(a,q); =(1—a)1-ag)..A—ag"™h

dir.

Tanim 4.1: Bir f fonksiyonunun [0, a] araligindaki ¢ integrali
a (=)
[fodgx=0-9) fag")(ag™)
0 n=0
dir.
Tanim 4.2: f fonksiyonunun sinirsiz araliktaki ¢ integrali
oo/ A o n n
— q q
g F0dgx=(1- ”EJJ‘[TJ

dir.

(o]

Teorem 4.1: I xI<1, g1, (a;q)e = H(l—aqk) olmak Uzere,

k=0
o @Dk k _(@x9)e (4.1)
k=04 Dk (X;:9)co

dir.
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@Dk k
ispat: £, (x)= olsun.
pat: J E%anx

Buradan,

Ja(X)— fq(gx) = ika _i(a;Q)k quk

k0> Dr k0@ Dr

yazilabilir. Son yazilan esitligin sag tarafindaki her iki seri de yakinsak

oldugundan bdylece

gmtmm—Z(%a £k
9k

elde edilir. Diger taraftan

fa(x)— fa(qx) z(a ) k!
(1-
(@D

_ < (-a)l-ag)..(1-ag" ™)
iz U-@1—g)..1—¢")

(1= F )k

z(l aq)(1-ag*)...1 - ag"* )(1_ k
iz (-9-gH..(1-¢"%

< (aq;q)—; (- q 5 N
=l-a)
kzl(qq)k 1 (I-¢q )

(aq; Py -1 k-1
Z:(q q)k1

(aq; @k o
z 0 (@D

= (1-a) f (%)
olup buradan
fa(®)=fa(gx)=A=a)x fuq(x)

bulunur. Ayrica
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fa(x) faq() z(a'CI)k k Z(aq-q)k k

oDk 0 (@D
-3 (@) —(aq:q); k"
ké)(q;@k )~ Cags i
) Z(Q'Q)k [(l_a)(l_aq)”'(l_“qk_l)—(1—aq)(1—aq2)...(1—aqk)]x"
k=0 1
> ! 2 k-1 k|
= z : [(1_aQ)(1—aq )...(l—agq )Hl_a—(l—aq )]x
k:()(q’ k

() Y T A
Z (4:9)k [-a-teaat:

(aq;q) g1 N
Z Gay ot BEs

(aQQ)kll k
Z (@ Dk (1-q")x

k=l (61 q)k

a
< (aq;q)y (AGDic (g _ gkt kol
=0\ G D+

= —ax z(l aq)(1-ag*)...1-aq )(l—q

=0 1-q)1-g%)..A—¢*™)

k+1)xk

S (96D k
=0 (@D

=—ax

= —axfyq(x)
olup buradan
Ja(X) =1 =ax) fuq(x) (4.3)
elde edilir. (4.2) ve (4.3) den
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Ja(X) =(A=a)xfyq(x) + fy(gx)

—(I—a)x f“(x)+fa(qx)
1—ax

XCl)C

fa(x)+fa(qx)

olup

fa=1—" Al —fa )+ falg)

elde edilir. Buradan

aly =022

Ja(qx) (4.4)

yazilabilir.
Bu baginti ardisik olarak n- defa uygulanirsa

1—ax 1-agx

fa( )_ fa
1 ax 1—agx 1-agq xfa( )
1 x 1- qx 1- q _x
_ _ n—l
:(l ax)(1-agx)...(1- anq1 fa(qnx)
(I=x)1=gx)..(I1-¢g" "x)
(ax (ax;q),
), Ja(q
_ (ax;q)eo
40
. — 140
_ (ax;9) o
(X @)oo
olup bdylece
L= @Dy ke _ (090 (4.5)

=0\ B Dk (x;39)e0

elde edilir ki, bu da ispati tamamlar. Binom Teoremi olarak adlandirilan

Teorem 4.1 den asagidaki sonuglari elde edebiliriz:
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Sonugclar

) n 1

X
a) = lxl<l, Iglk1
ng‘o(q;q)n (x;9)e°
dir.
o (-1)" (ZJ n
— 1 = —(xg).
n=0 (@D,
V]
Y
c) 2. } DF g\ Pak = gy
K=ok
q
d > N+k_1} U S
k=0L k q (-xaQ)N
dir.

Simdi ise Gamma ve Beta integralinin g—analogunu bulurken de

isimize yarayacak olan

n—1 )

(a+byy=[](a+q’b) neZ, (4.6)
j=0

(I+a)y = ﬁ(1+qfa) (4.7)
j=0

1 oo

(1+a)y, _ rag te C (4.8)

(+q'a)y

notasyonlarini dikkate alalim.
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4.3. g- Gamma Fonksiyonu

Euler Gamma fonksiyonunun bir g- analogu

L, ="2De g (4.9)
(¢ 9o

seklinde verilir. Bu ise

1

I-¢
L,0= [ ¥ 7E;%dyx (4.10)
0

integral gdsterilimine denktir.
Gercgekten, g-integral tanimindan

1

> y
[ E % dyx=q- q)Z—f( J
—-q

0 j O

o ja-1 g/t
=1-9> 11—k,

i—ol=q-¢q)
> PR L
= G
_ 1 iqﬁE _q9
-9 i ! 1-g

1 1
=m Zqﬂ((]JJr 5 q) oo (4.11)

dir. Diger yandan,

> 4" @/ q)e = lim §,
j:O n—»o0

= lim {Zq’“(qk”;q)w}

n—oo k=0
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— lim (g3 Qoo + 4 (@350 +o 4 " ("))

n—oo

=(¢;¢) o lim {1+q—+---+ qz }
n—oes| 1—gq (1-g)1-g°)...(A-q")

n kt
= (:0)w | d 4.12
=44 ngr;{kzo o q)k} (4.12)

= (Do —

C7)I
dir.
(4.12), (4.11) de yerine yazilirsa

b

o (4:9)
L= [ ¥ e du="TD= g
0 (G 9o
oldugu goraldr.
4.4. Beta integralinin gq- Analogu
Tanim 4.1:
By(0uB)= j ot (Bl g, (4.13)

x Qoo

ifadesine Beta integralinin g-analogu denir.
Beta integralinin g-analogunu, gamma fonksiyonlarinin analoglari
cinsinden elde edebiliriz. Gergekten

(qx q)oo
B, (0B)=[x*! X
! £ @Px:9)o 4

_ na-1) (@"" L 9e n
=(1- 61)261 @ mq
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noa—n (qn+1 Do n
—(1-g Y g L iD=
ng (0" 4" 9

oldugundan

n+l
Brap)=(-0 34" e (4.14
n=0 (q :q)

(o)

yazilabilir. (4.11) de ¢* yerine x, qB yerine a yazarsak;

n+l,

B B =g > L Do (4.15)
n= O(q a, q)oo

) n+l
zw " toplamini bulalim:
120 (4" @)oo

elde edilir. Simdi

@ e 0 (1=q"DA-¢"g)..0- "D,

e O(q a;q) e =0 (1—qna)(l—q"aq)...(l—qnaqk_l)...

_ A-q)1-g>)..A—g")...
(1-a)1—-aq)..1—ag"™M)...

L 1=¢)1-¢)..0=¢"" ...
2 k
(1-ga)1—=g~a)..01-q"a)...

(1-g"Hha-¢***..a-¢*..

+...+
a-q¢*a)1-¢"a)...a-¢**a)...

_1-9)1-¢").(1=¢").. S1-a)i-ag)..(1=ag"™) ,
(-a)1-ag)..(1-ag*).. ;7 (1=g)1=¢?)..(1=¢")

_ (49w (aXq)e
(@)oo (X:¢)oo

oldugundan

n+1

(o)

(q )ooxn (@)oo (aX;q) oo (4.16)
nm1 (4" 9) (@;9) 00 (X3 ) o

bulunur. (4.16), (4.15) de yerine yazilirsa
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o (01 (qx Do, . 1=q)a%:9)e0 (g3 ) 417
Bq( b= g (q X Q) oo a* (XG0 (45 9) oo ( )

elde edilir. (4.17) de x yerine q*, a yerine qB yazilirsa

Bq(a B) J' a-1 (qx Q)oo q
Prig)ee

(q °°+B,q)oo(q Do

(q ;D)oo (4%39) o0

=(1-q)

(@D - ™% (3:0)01—q)' P
(@%@ oo P9
(@:@)00 (1— ) 7(HP)
@*P:9)..

_Tq(o)lq(B)
Cg(o+P)

bulunur. O halde,

_ I'g(2).I'q(B)
By (oup) = Te@ip) (4.18)

dir.
4.5. Ustel Fonksiyonun ¢- Analogu

Ustel fonksiyonun iki tane g-analogu vardir ve bunlar

an(n Dzt . —(1+(1 DXy (4.19)

=0 [n]!

< 1
4.20
5 T i 20

seklindedir. Simdi bu esitlikleri elde etmeye ¢alisalim:
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Sonug b) de x yerine —(1—¢)x yazarsak;

00 n
n(n-1)/2 X _ .
2.4 = (-(1- )X 0w
b (4 9)n
1-q)"
bulunur. Bu ise (4.19) un dogru oldugunu gbsterir.

Sonug a) da x yerine (1—¢)x yazilirsa (4.20) kolayca elde edilir.
Gamma fonksiyonunun sinirli aralik igin ¢— analog gdsterilimini elde
ettik. Aralik sinirsiz oldugunda Gamma fonksiyonunun ¢- analogunu

bulmak istiyoruz. Bunun icin 6ncelikle

t t
Ken=—"(1+1] a4l (4.21)
q
1+x X)q

cekirdek fonksiyonunu g6z énine almak gerekir.

4.6. K(x;t) Fonksiyonunun Ozellikleri
1) K(x;t) fonksiyonu x degiskenine gbre bir ¢ — sabittir.
2) K(x;t)= qt(t_l)/2 dir.

3) lim K(x;1) =T i dr.
q—0

ispat: 1) K(gx;1) = K(x;¢) oldugunu gdsterecegiz.

bagintilari
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(@' (,, 1)
K(qx;t):q— I+— (1+qx)1_t
T+gx( qx), 4

ifadesinde yerine yazilirsa

tot 1-t
K(qx;t)qu 1+gx x l+¢q x(

l+gx gx x4q'™' 1+x x

q

t—1 1-¢ t t
_g (d+g ¥ x (1+lj A+

x+qt_1 1+x X q

1+x X

t t
= x—(1+lj 1+
q

=K(x;t)

bulunur.

1Y 1-t
1+— (1+x)q

_ qt(t—l)/Z
dir.
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t t
3) lim K(x;1)= lim — (1+1j A+x)"

g—0 g—01+x x)g

t
=2 (l+lj(l+x)

X

dir.
Sinirsiz aralikta Gamma fonksiyonunun g —integrali

o/ A(l-q)

I, (1) =K(A1) j A e d x (4.22)
0

bicimindedir. Simdi bunu gérelim:

f fonksiyonunun g —integrali taniminda

fy=x""e,

alinirsa;
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°°/A(1—c1)1 0o no gD, Al-g)
KA | X' 7e*d,x=K(A;)(1-q) 1
({ e n;_mA(l—q) ATl 1-g) !
KA & 4 Al-9)
Y -1 €q
Ad-q9) ="
_ qt(t—l)/Z i qnt
—1 %)
All-g) n=_m( an
1+
A
q
t(t-1)/2 0o nt
=4 I (4.23)
A=l g
A 9
elde edilir. Simdi
e qnt
Z —————— toplamini hesaplayalim. Bunun igin
n=—so| 4" »
A b

Ramanujan 6zdegliginden yararlanacagiz.

Ramanujan 6zdesliginin

S 04" Do n _ (069)00(9/ 0% @)oo (4 D)oo b/ 0o
oo (A" @)oo (@5 @)oo (q 1 05@) 00 (X3 @)oo (b aX; @) oo

oldugunu biliyoruz. Burada x=¢4', b=0, az—% alirsak;

t
} y (_‘i;qJ (~A¢" ™ 0)ee (41 9)oo
q _ oo
,1:2_“00(_61”. ) (—1'qj (-Aq:9)e(q":9)
A e A ). T
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_ 1+ A DA+ AT (14 A (@9)e
LI P20 PN P
(1+Aj(1+A)...(l+ 1 J(q 7)1

_ A1+ Ag' A+ Ag7T).(1+ A) (4:9)ws
(A+D(A+).(A+¢" )G @)

_A'q TN+ 49" g TP (1+ AT q(+ AgT YA+ 1)(g19)e
FCV 24+ NA+ ¢ D) A+ DG 9)

_ A (49w
gV (¢ q)e

bulunur. Bu bulunan deger (4.23) de yerine yazilirsa

oo/ A(l=q) (@)
KA [ xTedpx=-2L= q-g) " =1, 1)
0 (4" 3:q)oo

elde edilir.

4.7. Sinirsiz Aralikta Beta integralinin ¢g- Analogu

Sinirsiz aralikta Beta integralinin ¢ —analogu

/A t—1
Bq(t, s)=K(A,1) (1+x)t+sd‘1x (4.24)
0 q

bicimindedir. Bunu gbérmek igin yine g¢-integralinin tanimindan ve

Ramanujan 6zdesliginden yararlanacagiz.
-1

O halde, x—m fonksiyonunun (0, / A) araligindaki g —integralinin
(1+x),
tanimindan
/A —1 oo n n(t—1)
X _ _ (]_ q
K(A,1) qux—K(A,t)(l 7 Y, 7 o
0 X)g n=—co - "
AN+ 4
A
q
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_ (1-9) <
=K(A,1) " >

Nn=—oo

yazilabilir. Ramanujan 6zdesgliginde

1 t+s
X = ’a:__9b:_
9 A A
alirsak;
n+t+s t
nt q q 1-t t+s
wq[ I qJ (AqJ(qq)(qq)(q Goo)
Z n B 1 t s
n=-oo _L.q ——3q| CAGD(q 9 (q ;@)
A’ A e

A @9De @9
VG D (@5

bulunur. Bu son bulunan toplam degeri (4.25) de yerine yazilirsa
/A xl—l t(t—l)/2) (1 _ )Al( . ) ( t+s, )
K(A,1) I d _4 q 9:9)x\qd  5q)e

X =
q _
o (+x)fs A" ¢ ) (@1 9o

S+t

_0-9) (@D 39w
(4" 9o (4”90

(¢:9) oo 1—q)~! (439 oo (1—q)=

_ (4¢3 9)w ™
s
LT,
Fq (t+s)
=By (1.5

elde edilir.

(4.25)

Ayrica T, (7) icin (4.10) formdld, genellestiriimis integral araciligiyla
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q q q
0
_ n+l
o n n(t—1) 1-
n=oo' 4 (1=¢q)
n+l
—q
l-¢
=(1-¢q) z
n=—oo (1
_qn+1
l-¢
nt
E
(1 t ln_z_:oo
_qn+1 _qn+1
1- > 1
(1 n=—oo n=0
_qn+1

l-¢
nt

biciminde yazilabilir. GUnkl, n <0 igin

L}’H-l
E, 7 =a-4"h7 =0
dir.
wollog
r,o= [+"E, “du
0

gbsteriliminde «/1—¢g yerine « alinirsa iraksak bir seri elde edilir. Yani f

fonksiyonunun sinirsiz araliktaki q integrali

jf(x)dqx I-9) 3 fa""

n=—oo
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biciminde alinirsa yukaridaki seri iraksak cikar. Gergekten, f(x)=x'"! E, "

alarak bunu gorelim:

< 1 > -1 _ n+l
J-xt E, Tdx=(1-9q) Zq”(t )Eq T 4"
0 n=—c0

B o " _qn+1
=(1-9) D q"'E,

Nn=—oo

=(1-¢q) Y. q¢"(1-U-g"™Hy

n=—oo

dir. Diger yandan Raabe Testinden, pozitif terimli bir Zak serisi verildiginde
limy, (@ —1] =
k—)oo ak

olmak Uzere

i) s<—1 iken Zak < oo,
i) s>—1 iken Zak serisi Iraksaktir
yazabiliriz.

qu(l—(l—q)qnﬂ)?; pozitif terimleri serisine Raabe Testini
n=0

uygularsak

lim n(ﬁ—lj: lim n

n—oo ay, n—oo

¢V A--9g" 7
g" 1-1-q)g"7

t
= lim n - -1
n—e | (I=(=q)q" " )q4

= lim n(g' -1)

n—oc0

=0

bulunur. Bu ise Zq”’(l—(l—q)q”“)‘; serisinin Iraksak oldugunu gosterir.
n=0

Dolayisiyla Zq’”(l—(l—q)q”“)‘;’ serisi de Iraksaktir.

Nn=—co
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Simdi f fonksiyonunun ¢ —integralinin hangi kosullar altinda mevcut

oldugunu arastiralim.

Not: f fonksiyonunun sinirl araliktaki ¢ — integralinin
j fodx=(1- q)Zq af (q"a)
n=0

oldugunu biliyoruz. Buradaki serinin yakinsak olmasi igin x=0 In sag

komsulugunda ¢ >0, o> -1 igin

| £(x) < ex®
olmalidir. f fonksiyonunun sinirsiz aralktaki integralinin
/A n
j Fodgx=(1-gq) 3 4 [%]
n=—oo

oldugunu biliyoruz. Bu serinin yakinsak olmasi igin

Vxe[0,€), c>0,aa>-1, €>0 iken

| £(x)l<cx®
ve
D>0 B<-1 N>0 Vxe[N,x) iken

| £(x)l< DxP

olmasi yeterlidir.

Teorem 4.2: ¢ —integrallenebilir bir f fonkisyonunun g —integrali i¢in

OO/A 1
If(x)d x= I [xjdqx

q/A

oo/ A |
b) jf(x)dqx: I_z [_jd
0 0

X

Ozellikleri gegerlidir.
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=(1-9) Y Aq" f(Ag")
n=0

A
= J.f(x)dqx
0

dir.
oo/A

If(X)d x=(~-q) z —f( J oldugundan

n=—oco

j FOMr=(1-0) Y q"Af(g"A)

n=—oo

dir. O halde,

00, A 1
fyf(—jdx - Q{Z‘; z,,Azf( ,,Aj

0
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—i-g) Y - f[ : J

n=—co an an

=(1-9) ) _lnAf[ : ]

n=—co 4 q_nA

=(-¢) Y %f{%}

Nn=—oo

/A
= [ fodyx
0

dir. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Tanim 4.3: f verilmig bir fonksiyon olmak Uzere

f(g¥)— f(x)

gx—x
oranina fin g—tarevi denir ve

f(gx)— f(x)

gx—x

D, f(x)=
seklinde gosterilir.

Teorem 4.3: ne 7., ve t,s,a,b, A, Be R olsun. Bu taktirde,

1) Dx' =[t1x'!,
2) D, (Ax+b)} =[nlA(Ax+b)} ",
3) D, (a+Bx)} =[nB(a+Bgx)} ",
4) D, (1+ Bx), =[t1B(1+ Bgx)}; ",

Ax®
1+ Bx) qf“

s s—1
5) D,— 2~ (51— B(11-s))
(1+Bx)q (1+Bx)q

dir.
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ispat: Tanim 4.3 den hareketle (4.6), (4.7) ve (4.8) esitliklerinin gdz éniine

alinmasiyla

rr to t ot
1) Dot =% X _xg-D_ —1d-q)

_ -1
P g M

olur.

Agx+b)' —(Ax+b)"
2) Dq(Ax+b)Z:( qx+x)(‘;_(l)x+ g

yazabiliriz. Diger yandan,
(Agx+b)} = (Agx +b)(Agx+gb)...(Agx+q"'b)
= (Agx +b)q(Ax +b)...q(Ax+q"~2b)
=" (Agx +b)(Ax +b)..(Ax+q" " ?b)
(Ax+b)} =(Ax+b)(Ax+gb)..(Ax+q"'b)
dir. Buradan da

(Agr + b)) ~(Ax b)) = (Ar+ b Ax+gb)..(Ax+ 4" b)lg" (Agr+b)~(Ar+"b)

= (Ax+b)(Ax + gb)..(Ax + qn_zb)[Aq"x +bg" - Ax— q"_lb]
=(Ax+b)I7h Ax(q" -1)
olup bulunan bu deger ¢ —tirev taniminda yazilirsa

(Ax+b)I " Ax(g" -1)

D (Ax+b)! =
1 1 x(g—1)
1. (1=¢g™
(Ax+D), g
= (Ax+b)} " Aln]
elde edilir.
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3) Benzer sekilde ¢ — tlrev tanimindan

(a+ Bgx), —(a+ Bx)
x(g=1)

D,(a+Bx)y =

yazilabilir. Diger yandan,
(a+ qu)Z =(a+ Bgx)(a+ Bg*x)...(a+ Bq"x)
(a+ Bx)} =(a+Bx)(a+ Bgx)...(a+ Bq"'x)
oldugunu biliyoruz. Buradan,
(a+ Bgx)} —(a+ Bx)} = (a+ Bgx)(a+ Bg*x)...(a+ Bq" " x)|(a+ Bg"x)— (a + Bx)
= (a+Bqx)) ' B(g" - 1)

elde edilir. Bu deger ¢ — tlrev taniminda yerine yazilirsa

(a+ qu)z_1 Bx(q" —1)
x(g=1)

n_
Dq(a+Bx)q =

n—1 (1_qn)

= B(a+ Bgx), —q

=[n]B(a+ qu)Z_1
bulunur.

4) g— tOrev tanimindan

(1+ Bgx)y, — (1+ Bx),,

r_
D,(1+Bx), = a1

dir. Ayrica,

(1+Bgx)y (14 Bgx)(1+ Bg*x)...0+ Bg' x)(1+ Bq' ™" x)...
(1+Bg" 07 (+Bq" M )1+ Bg'x)...

r_
(1+ Bgx), =

= (1+ Bgx)(1+ Bg*x)...(1+ Bg'x)
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(1+Bx); (14 Bx)(1+ Bgx)...A+ Bg' ' x)(1+ Bg'x)...
(1+Bg' )] (1+ Bg'x)(1+ Bg" x)...

(1+ Bgx)y, =

= (1+ Bx)(1+ Bgx)...(1+ Bg' ')
oldugunu biliyoruz. Buradan,
(1+ Bgx)}, — (1+ Bx)l, = (1+ Bgx)(1+ Bg*x)...(1 + Bqt_lx)l(l +Bg'x)—(1+ Bx)
= (1+ Bgx)}; ' Bx(¢" - 1)
olup bu son bulunan deger ¢ — tirev taniminda yazilirsa,

Bx(1+ Bqx);  (q" 1)
x(g—1)

D, (1+ Bx)j, =

ot
=B(1+qu)2,_1 —(1 q)
l-¢g

= B(1+ Bgx)}; '[1]

bulunur.
5) g — tlrev tanimindan
A%x* Ax?®

Ax® (1+Bgx);, (1+Bx)j
*(1+By), x(g—1)

D

yazilabilir. Diger yandan,

(1+Bqx);  (1+Bqx)y (1+ Bgx)g
t+1_ oo
(1+Bg" " x),

Aqsxs B ASxS B Aqsxs (1+ Bqt+1x)<;°

(+Bq' M) (1+ B¢ x)...

— Aqsxs
2 t t+1
(I+ Bgx)(1+ Bg~x)...Ad+ Bg x)(1+ Bg " "x)...
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3 AquS
(1+ Bgx)(1+ Bg*x)...(1 + Bg' x)

A A (4 BgY
(1+Bx),  (1+Bx)y (1+Bx)y
(1+Bq'x)y
A (1+ Bq'x)(1+ Bg' 1x)...

(1+ Bx)(1+ Bgx)...(1+ B¢\ x)(1+ Bg'x)...

A
(1+ Bx)(1+ Bgx)...(1+ Bg' %)

oldugunu biliyoruz. Buradan,

Ag'x’ A AXY ¢ 1
(1+Bqn),  (1+Bx),,  (1+Bqx)(1+Bg*x)..1+Bg'"'x)| 1+ Bg'x 1+ Bx

olup bu son bulunan deger q— tlrev taniminda yerine yazilirsa

D Ax?® _ Ax?® (¢° -1 +Bx(¢’ - ¢")
T(1+B0),  (+Bo+ Bgx)...(1+ Bg'x) x(g=1)
_Axs_1 l—qs+qus—1—qt+1
(1+ Bx)(1+ Bgx)...(1+Bg'x) | 1-q q-—1
3 AxS BAx® 1-¢° 1-4'
B s +Hl 1—g 1-
(1+ Bx)q (1+ Bx)gq q q
_ [s]AxT! Ax®
== Bt~ [s])———7
(1+ Bx)q (1+ Bx)q

elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde 6nce kompleks analizdeki temel Tirev Operatérleri ortaya
konmus ve daha sonra bu operatdrler yardimiyla yazilabilen homogen ve
homogen olmayan Cauchy-Riemann denklemleri igin Dirichlet, Schwarz ve
Neumann sinir deger problemleri incelenmistir. Bu problemlerin en temeli
yani hareket noktasi w; =0 homogen Cauchy-Riemann denklemi igin
incelenen sinir deger problemidir. Diger problemler buna dayanarak incelenir.
Bu problemler klasik anlamda Cauchy-integral formili ve bunun degisik
versiyonlari yardimiyla ¢ézlUlmektedir. Diger taraftan kompleks egrisel
integraller, bir aralikta tanimlanan Riemann integraline dénistirilerek
hesaplanmaktadir. Bilindigi gibi bir f(x) fonksiyonunun ¢ —integrali de bir
aralikta Riemann integraline benzer bir tanimla verilmektedir.

Bu tezde verilen ve klasik anlamda egrisel integrallerle incelenen
problemlerin ¢ —analizinde incelenmesi heniiz yapilmamistir. ileri bir asama
ve arastirma konusu olarak Homogen Cauchy-Riemann denklemi igin sinir-

deger problemi g —analizi metotlari ile incelenebilir. Bunun icin dnce Cacuhy-

integral formiiliiniin ¢ —analizindeki kargiligini belirlemek gerekir.
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